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ADVERTENCIA 

Reunir en pocas páginas cuanto podía interesar á nuestros 

alumnos acerca de los principios más importantes de Resistencia 

de materiales y Estabilidad de las construcciones, facilitándoles 

el estudio de tales materias y preparando su espíritu para am

pliar y completar más tarde los conocimientos que constituyen, 

si así pudiera decirse, la Teoría de la construcción, tal fue el 

motivo que hace algunos años nos decidió á redactar el presente 

trabajo, al cual se ajustan las explicaciones de la primera parte 

del curso de Construcción que tenemos á nuestro cargo en la 

Escuela especial de Ingenieros agrónomos. 

Animados á publicarlo por las excitaciones cariñosas de al

gunos compañeros, más que por el escaso valor que pueda re

presentar una sencilla compilación de asuntos extensamente 

tratados en obras magistrales, harto conocidas de las personas 

competentes en este orden de estudios, nos proponemos com

pletarlo con una serie de cuestiones resueltas, que podrán ser 

de alguna utilidad, por su carácter de aplicación á los casos más 

usuales del Arte de construir. 

Redúcese, por tanto, nuestro propósito á prestar algún servi

cio á los alumnos de la clase de Construcción, cumpliendo al 
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propio tiempo con un gratísimo deber que de consuno nos im

ponen las necesidades de la enseñanza de la Escuela y las obli

gaciones anejas á nuestro cargo; y si por acaso este modesto 

trabajo pudiese á la vez contribuir en alguna pequeña parte á 

propagar los conocimientos á que se re f i ere , entre aquellas per

sonas que no disponen de una extensa y clásica biblioteca, se 

verían totalmente satisfechas nuestras aspiraciones y nuestros 

deseos cumplidos con exceso. 

* • * * 

Esto decíamos en la edición anterior. Ahora solamente aña

diremos que de las reformas introducidas en la edición actual 

del tomo primero, la más importante se refiere al estudio y apli

cación de la línea elástica, para generalizar el cálculo de las fle

chas de flexión. 

Finalmente, en el tomo segundo hemos creído preferible 

completar la doctrina que comprende, intercalando regular nú

mero de problemas, en lugar de constituir con ellos un grupo 

aparte, como habíamos pensado en un principio. 
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P R I M E R A P A R T E . 

NOCIONES PRELIMINARES DE ESTÁTICA GRÁFICA. 

1. Su obje to .—La Estática gráfica tiene por principal 

objeto la resolución de los problemas relativos al equilibrio de 

los sistemas de fuerzas, por los medios gráficos que se derivan 

de la Geometría general y especialmente de la Geometría de 

posición. 

Creada aquella ciencia, ó cuando menos constituida en gran 

parte, por los trabajos de Culmann, profesor del Polytechnicum 

de Zürich, publicados el año 1866 con el título Die Graphische 

Statik, su exposición completa y ampliada con más recientes 

trabajos se encuentra hoy en las obras de Veyrauch, Levy, Gree-

ne, Bauschinger, Ebel, Wenck, Maurer, Chalmers, Hausser, e tcé

tera, aparte de otras muchas y muy interesantes, aunque de ca

rácter menos general, que pudieran citarse. 
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Su importancia es indudable, toda vez que casi siempre con
duce á soluciones rápidas y elegantes, de suficiente exactitud 
en las aplicaciones propias del Arte del ingeniero; pero como 
en las cuestiones que nos interesan hemos de emplear, tanto las 
soluciones gráficas como las soluciones analíticas, según pueda 
convenir al caso de que se trate, bastará á nuestro especial ob
jeto, presentar un brevísimo resumen de aquellos principios de 
Estática gráfica que hayan de prestarnos inmediata utilidad, 
comenzando por las siguientes 

N O C I O N E S E L E M E N T A L E S D E C A L C U L O 

G R Á F I C O . 

2 . Sentido cíclico de un polígono.—Se llama sentido 
cíclico, ó simplemente sentido de un polígono cerrado, el sen
tido en que un móvil lo recorrería sin retroceder en su marcha. 

Si el contorno poligonal fuese abierto, imaginándolo cerrado 
por la línea (i) que une sus extremos, su sentido se definiría del 
mismo modo; siendo el origen de dicho contorno el punto en 
que el móvil lo alcanza, y su extremo aquel en que lo aban
dona. 

3 . Suma geométrica.—Se llama suma geométrica de 
un sistema cualquiera de líneas, situadas de cualquier modo en 
el espacio, ó en un plano y definidas en magnitud, dirección y 
sentido, á la resultante de componer dichas líneas de la misma 
manera que se componen las fuerzas en Mecánica racional, 
por la construcción del polígono correspondiente. 

4 . Las líneas de un sistema cualquiera se designarán con 
las cifras gruesas 1 , 2 , 3.... etc., y los lados correspondientes ' 

(1) Siempre que no se lo advierta contrario, la palabra genérica línea 
la emplearemos como equivalente á la locución específica linea recia. 
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del polígono de dichas líneas con las ordinarias ó delgadas del 

mismo nombre I . 2. 3 etc. 

El sentido de las líneas se indicará por una flecha situada en 

su extremo. 

5 . Con arreglo á lo que hemos dicho, si el sistema de lí

neas, cuya suma se quiera determinar, fuera el indicado en la fi

gura i . a , el polígono correspondiente sería el 1, 2, 3, 4, 5, y la 

suma el lado a b, igual pero de opuesto sentido, y por tanto, de 

signo contrario á la línea b a, que cierra dicho polígono. 

6. Los lados de los contornos poligonales se designarán de 

ordinario con los números sucesivos 1, 2, 3, etc., con objeto de 

que el sentido cíclico de aquellos resulte ó se derive de la enun

ciación de dichos números en orden creciente: de este modo 

resultará que el origen de un lado cualquiera queda definido por 

su intersección con el inmediato inferior, y el extremo del mis

mo por su encuentro con el inmediato superior.. 

En cuanto á la designación de vértices, se hará ordinaria

mente por los números de los lados á que correspondan; así, por 

ejemplo, si estos fueran los señalados con los números n y n 1, 

el vértice correspondiente se designará por n . w-f-i. 
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7. De la definición de la suma geométrica, resulta que las 
diagonales del polígono de las líneas representan las sumas par
ciales de cualquier número de ellas, siempre que sean consecuti
vas; y en efecto, la figura manifiesta que a d es la suma de las lí
neas l, 2; a e la correspondiente á las i, 2 3, y así de las demás. 

Resulta también que una diagonal cualquiera, tomada en el 
sentido conveniente, representa la suma de los lados de cual
quiera de las porciones en que el polígono queda dividido por 
aquélla. 

Por ejemplo; a d es la suma de las líneas 1 2, y d a la de las 
líneas 3 4, 5 6; porque así como para el contorno a c d, a es 
el origen y d el extremo; para e\ d e fb a, d es el origen y a es el 
extremo; y ya se ha dicho que la línea que cierra un contorno y 
la suma geométrica de sus lados, sólo se diferencian en que son 
de opuesto sentido, siendo por tanto iguales y de signo con
trario. 

Establecido esto, conviene demostrar las proposiciones si
guientes: 

8 . i ,—La suma geométrica de ún sistema de líneas no 
varía, cualquiera que sea el orden en que se efectúe. 

Y es claro; si se invierte el orden de dos líneas consecutivas, 
tales como la 2 y la 3 para lo cual se trazaría la 3 á continua
ción de la 1 y la 2 á continuación de la 3, el vértice e no cam
bia; puesto que tanto pertenece al contorno primitivo como al 
que resulta de aquella inversión, y la línea que cierre el contor
no general será la misma en ambos casos. Por consiguiente, no 
variando la suma por la inversión de dos líneas consecutivas 
cualesquiera, podrá lograrse, por el número suficiente de inver
siones análogas, verificar la suma geométrica en el orden que 
se quiera, sin alteración del resultado. 

De esta proposición se derivan dos consecuencias importan
tes, á saber: 
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9. a.—Si un polígono, cuyos lados definidos en magnitud, di
rección y sentido cierra, cuando se suceden en un orden deter
minado, cerrará del mismo modo, cualquiera que sea el orden 
de sucesión de dichos lados. 

1 0 . b.—La suma geométrica de dos líneas que nacen de un 
mismo punto es igual en magnitud, dirección y sentido á la dia
gonal, trazada desde tal punto, del paralelógramo construido 
sobre dichas líneas. 

11. II.—La suma geométrica de un sistema de líneas no 
varía, reemplazando cualquier número de ellas por su suma 
geométrica correspondiente. 

Desde luego la proposición es evidente para un grupo de 
líneas consecutivas; pero como según hemos demostrado, es 
posible, por el suficiente número de inversiones, conseguir que 
un grupo cualquiera de líneas no consecutivas se sucedan como 
si lo fueran, la proposición resulta cierta en todos los cansos. 

!2- III.—La proyección sobre un plano ó sobre una recta 
de la suma geométrica de un sistema de líneas, es igual á la 
suma geométrica de sus proyecciones sobre dicho plano ó di
cha recta. 

La proyección sobre un plano ó una recta de una línea, dada 
en magnitud, dirección y sentido, es otra línea cuyo origen es la 
proyección del origen de la primera, y cuyo extremo es la pro
yección del extremo de la misma; de donde resulta que el sen
tido de la proyección se deriva del que corresponde á la línea 
que se proyecta, quedando á la vez definido el signo que se le 
debe atribuir, si la proyección se verifica sobre un eje y se ha 
elegido convencionalmente el sentido de las distancias tomadas 
sobre él. 

Determinado como queda dicho el sentido de las proyeccio
nes de un sistema de líneas, la proposición es evidente, como es 
fácil comprobar en cualquier caso. 
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^14. Si todas las líneas de un sistema fueran paralelas, claro 
es que el polígono correspondiente se reduciría á una recta, y la 
suma geométrica sería entonces igual á la suma aritmética ó al
gébrica de dichas líneas, según que todas ellas fueran del 
mismo sentido ó el sistema se compusiera de dos grupos de 
sentido contrario. 

En este caso particular de líneas paralelas, la recta que re
presenta el polígono del sistema la haremos doble para indicar 

con mayor claridad la magnitud y 
sentido de las líneas que se su-

Ify 2. man, tal como se indica en la figu
ra 2. a , en la cual se ve que a es el 
origen del polígono, b su extre
mo, b a la línea que cierra dicho 
polígono, y a H a suma del sistema 
propuesto. 

4 . 

y 

15. Todo cuanto acabamos de 
exponer es cierto para cualquier 
sistema de líneas; pero es claro 
que sólo será posible efectuar 
gráficamente la suma, cuando to
das ellas se hallen en un mismo 
plano. 

En el caso contrario se repre
sentarían en su verdadera posición por los medios usuales de la 
Geometría descriptiva; y con arreglo á la proposición III, proce
diendo á determinar la suma geométrica de las proyecciones, se 
obtendrían fácilmente las proyecciones de la suma buscada, la 
cual quedará por ellas suficientemente definida en magnitud, 
dirección y sentido. 

13. Como consecuencia, resulta que la suma geométrica de 
las proyecciones de los lados de un polígono cerrado, sobre un 
plano ó sobre un eje, es nula. 
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un punto cualquiera a, la 1 y á continuación la 2 tomada con 
signo contrario, y la línea a b será la resta geométrica buscada. 
Sería lo mismo, como la figura manifiesta, trazar primero por el 
punto a la línea ( — 2 ) y luego la 1; pues ya hemos visto que la 
inversión de los sumandos no altera la suma. 

17. Suma y resta gráfica de fracciones. —Desde 
luego, toda fracción puede representarse por una línea; porque 

a 
siendo aquella, por ejemplo, —-, y c la línea desconocida que 

b 
decimos la representa, podremos establecer 

a c 
~b~

 = T 
de donde resulta que la línea c es una cuarta proporcional, fácil 
de construir. 

Veamos ahora cómo se reduce gráficamente una fracción 

1 6 . Resta geométrica. — Restar geométricamente una 
línea de otra, es lo mismo que sumar la segunda con la primera 
tomada en sentido contrario. 

Así, para restar la línea 2 de la 1 (figura 3), se trazará, por 
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a 
cualquiera — , á otra equivalente de denominador determinado, 

y por tanto de la forma — . 
n 

La igualdad 

a_ y_ 
b n 

nos dice que para hallar el numerador desconocido, basta por 
cualquiera de los medios usuales construir una cuarta propor
cional á las líneas b, a y n. 

En la figura 4. a , en 
la cual 

Fiq. 4. o b = b, o a — a, 
oti = ti, o i) = i/, 

S N se ponen de manifies-
x

x to las construcciones 
necesarias, cuya sen-

'S^ cillez excusa toda ex-
N N N

v plicación. 

18. Supongamos 
ahora que se trate de 
construir la suma 

a, aa a. 
— H - -i . 
b, bt b. 

Imaginando reducidas estas fracciones á un común denomi
nador arbitrario n; y llamando yt, y*v y. á los numeradores des
conocidos correspondientes, tendremos 

i*. + a ± . . f ± = y±±_h±Vi_ 
bt bt bz n 

Si desde el origen y sobre el eje O B, (figura 5.a) se to
man los denominadores bt1 f>.„ b.y el denominador común arbi-
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trario n; sobre el eje O A los numeradores av at, tf5 y desde 

el punto n se 

fíy.5. 

trazan las rec

tas n í / n n yv 

n í/3, respecti

vamente parale

las á las b{ al, 

¿>A ÍZ S , b. a.; es 

claro que los nu

m e r a d ores de 

1 a s fracciones 

reducidas serán 

o y-=y¿ 

y por tanto, bas-

t a r á sumarlos 

para obtener el 

numerador de 

la fracción equi

valente á la su

ma buscada. 

Como n es una magnitud arbitraria, tomándola igual á la uni

dad, la suma propuesta tendría por expresión lineal 

Í Í . a„ a. 

y de esta suerte, dicha suma de fracciones tendría por repre

sentación gráfica la línea 

1 ** Í/. + Ut+Vv 

19 . Si alguna de las fracciones, por ejemplo, la hubiera 

de restarse, la suma algébrica de las fracciones propuestas sería 

entonces 
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más general de multiplicar dos líneas, numéricamente represen

tadas por las fracciones —i-, ~ . 

Desde el origen de un sistema de ejes rectangulares (figura 

6 . A ) , tomemos los denominadores bt, b^ como abscisas, y trace

mos, como ordenadas, los numeradores respectivos a.t a», cuyos 

f« _i_ a* _ £» Vi + Ví—»» . 
¿ I & « * " 

y para obtenerla gráficamente no habría más que tomar el 

numerador —a 3 , por debajo del eje OB, es decir en sentido ne

gativo, procediendo, por lo demás, como en el caso anterior. 

20. Para efectuar gráficamente la suma de números mixtos, 

basta considerar á los enteros, como fracciones cuyo denomina

dor es la unidad, pudiendo así aplicar el procedimiento general 

que acabamos de exponer. 

21. Multiplicación gráfica.—Supongamos el caso 
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extremos determinarán las rectas L , , L 4 , tiradas desde el ori

gen. Tracemos la ordenada «/, de la recta L , , correspondiente 

á una abscisa arbitraria xl; y tomemos la abscisa x , igual á la 

ordenada anterior ?/,, trazando por último la ordenada corres

pondiente í/2 de la línea L á . 

Vamos á demostrar que 

bl bt xt 

De la semejanza de los triángulos que aparecen en la figura, 

se deducen las relaciones siguientes: 

b, x, 

í>s xt 

Multiplicándolas miembro á miembro, tendremos 

b{ ¿»4 xt x± 

pero como por construcción se verifica q u e x 2 = t/,, resultará: 

bt K xt 

como queríamos demostrar. 

Siendo x{ una magnitud arbitraria, será siempre posible dar 

al producto de dos fracciones el denominador que se quiera; y 

es claro que tomando ,v, igual á la unidad, dicho producto ten

dría por representación gráfica la línea y t . 

22. Del propio modo se efectúa la multiplicación de cual

quier número de fracciones. En efecto, supongamos que se trata 

de construir el producto de las n fracciones siguientes: 
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¿I , Í 7 A <Z- an 

Determinadas como antes las rectas L , , L 2 , L 3 L „ , se 

tomaría una abscisa arbitraria xt como base, levantando la or

denada correspondiente yt de la recta L , . Tomaríamos * t===y f , 

y se trazaría la ordenada i/2 de la recta L 2 ; tomaríamos x 3 = y 2 , 

levantando la ordenada í/. de la recta L . , y así sucesivamente 

hasta llegar á construir la ordenada yH de la recta L „ . 

Teniendo en cuenta las igualdades de condición 

«i = Vi 

x-, = y* 

á las cuales satisface la construcción explicada, y multiplicando 

a y 
ordenadamente las relaciones de la forma —- = — , que se de-

b x 
rivan de la semejanza de los triángulos resultantes, obtendría
mos la fórmula general del producto de n fracciones 

<*< <*» a-, &n y* 
T T x T r x l T X X T - = • 
bK b„ bs bn xt 

Tomando la base x , igual á la unidad, la última ordenada 
y„ sería la representación gráfica del producto de las fracciones 
propuestas. 

23. Finalmente, para multiplicar varias líneas 

a , , d a , a5 an 

se procedería como acabamos de indicar, considerando á cada 

una de ellas como una fracción de la forma — ; y haciendo 

je. = I, tendríamos evidentemente 
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a{ X a, X a. x . . . X a„ = yH 

La figura 7 . a 

i n d i c a , como 

e j e m p l o , l a s 

construcciones 

necesarias para 

efectuar el pro

ducto de cuatro 

líneas 

24. D i v i 
sión gráfica. 
-Pa ra construir 

el cociente de 

dos fracciones 

v v r e p r e - ^ -
sentándolo grá- ¿ 2 •— • 
ficamente por la á3'———• ' 
relación de dos a * '—~" ' 

líneas, basta re
ducir aquellas á un común denominador, en cuyo caso dicho 
cociente será igual al de los numeradores de las fracciones re
ducidas; puesto que representando por yl, j / 2 los numeradores 
nuevos y por n el denominador común, tendremos 

fe) 
1L 
y, 

La determinación de y{ é yt se haría como se dijo anterior

mente y se indica en la figura 8. a 
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Considerando que 

(M 

(^r ** V 
podrá reducirse la di

visión de dos fraccio

nes á una multiplica

ción, y resolver por 

tanto el problema 

como hemos visto an

teriormente. 

25. Si q u i s i é r a 

mos obtener el co

ciente por la repre

sentación de una sola línea, bastaría tomar yt === i, en cuyo caso 

m 
y para esto, una vez fijados sobre los ejes los valores de los 

términos de las fracciones propuestas, tomaríamos sobre el 

eje OY, la magnitud Oi/ 2 igual á la unidad, por el extremo traza

ríamos la recta yji paralela á a2 6S, y por dicho punto n la pa

ralela nyl á la aí bti siendo por tanto O Í / , la representación grá

fica del cociente de dichas fracciones. 

26. En el caso de la división de dos líneas a y b llamando 

y al cociente, tendríamos 

b I 

lo que nos dice que dicho cociente se hallaría gráficamente por 
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de donde 

y en el segundo 

ó bien 

lo que nos dice que la determinación gráfica del cociente queda 

la construcción de una cuarta proporcional entre las líneas b, a 

y i; para lo que podrá emplearse cualquiera de los medios 

usuales. 

2 7 . La multiplicación y división de números mixtos, se hará 

también por cuartas proporcionales. 

a 

En efecto; llamando y al producto de la fracción -j— por el 

entero c, tendremos 

a 
-yxc=y,-

ó bien 

a y 

b ^ c ' 
a, 

2 3. Si se tratara de dividir el entero c. por la fracción - ¡ — , 

h 
ó al contrario, tendríamos en el primer caso, llamando y\ al co

ciente 
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2 9 . Elevación á potencias y extracción de raices 
efectuadas gráficamente.—Consideremos primero la p o -

a 
tencia del grado n de la fracción — r . El resultado se obtendrá 

& b 
tomando dicha fracción n veces por factor. Por lo tanto, una vez 

trazada por el 
origen O la rec
ta L correspon
diente á la rela-

., a 
cion — , y fija-

b 
da la abscisa ar
bitraria xt, pro
cediendo como 
ya se ha dicho, 
tendríamos la 
siguiente serie 
de igualdades ó 
condiciones á 
que la construc

ción satisface: 

Xr, = y% 

x« — Vs 

xu = y„-i 
y multiplicando ordenadamente las relaciones de la forma 

y a . -
——=—-, que se derivan comparando todos los triángulos de la 

figura con el O b a, resultará 

en todos los casos reducida á la construcción de una cuarta 
proporcional. 
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/ a \" _ Un 

y si hubiéramos tomado xt igual á la unidad, la expresión ante
rior se reduciría á la forma 

(i y ""; 

lo que nos dice que la línea yn sería entonces la representación 
gráfica de la potencia cuyo valor queríamos determinar. 

La figura 9 . a indica las construcciones necesarias en el caso 

de que n = 5 y - ~ < i ; y en ella se verifica que ( = U!i 

30. Si la fracción fuera impropia, es decir, si - ^ - > I , re-
b 

sultaría evidentemente 

* Xt < Xt < x. < x « 

Di < / / 2 < ! / 5 <fmi 

y tal podría ser la magnitud de las ordenadas, puesto que cre
cen á medida que n aumenta, que no cupiese la construcción en 
los límites del dibujo. 

Para obviar este inconveniente se construiría, como se ha di-
b 

cho, la potencia n de la fracción p r o p i a — , inversa ó recíproca 
a 

de la propuesta; en cuyo caso, habiendo hecho xl = i , la última 
/ b \" 

ordenada yn representaría el valor y—\ ; pero como 
i . . / a \" 

Tn~\ b) 

claro es que para deducir el valor de la potencia propuesta sólo 
es necesario, como la igualdad anterior nos dice, construir una 
línea que representaremos por Y y cuyo valor sea el recíproco 
de yn. 

De la relación 
TüMU I . 2 
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Supongamos ahora que se trate de construir la potencia 

i Y 

Vn~ I 

— 1 es una tercera proporcional entre yn y 

i, fácil de construir por cualquiera de los medios conocidos. 

Si el exponente n fuera algo grande, pudiera resultar dema

siado pequeña la última ordenada, dificultando su exacta medida 

en el primer caso ó la clara construcción de su recíproca en el 

segundo. Por esto es necesario elegir como unidad una magnitud 

suficientemente gran

de, de tal modo que 

pueda cómodamente 

dividirse en el número 

de partes iguales que 

convenga á la apre

ciación del resultado. 

Así, por ejemplo, si 

este hubiera de apre

ciarse con dos deci

males, sería menes

ter que xlf tomada 

como unidad, se pu

diera dividir con cla

ridad en loo partes 

iguales. 

La figura 10 mani

fiesta las construccio

nes que lleva consigo 

el cálculo gráfico de 

la potencia ( -^-j i 

siendo —— > i. 
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n de una línea cualquiera a. Puesto que a = ( ~ j podría

mos aplicar el procedimiento anterior, haciendo 

X{ sas 1 
* = i ; 

pero tal vez, de una manera más sencilla, se obtendrá el mismo 
resultado, procediendo del modo siguiente. 

Sobre un sistema de ejes rectangulares tomemos en uno de 
ellos la magnitud Oí = 1 y en el otro Oa == a. Por el punto a tra-

Ficj.lt. 

\ a 6 y 

cemos la recta a a1 perpendicular á la 1 a; enseguida la a2 a3 

perpendicular á la anterior inmediata a a'\ y así sucesiva
mente. 

Recordando que en todo triángulo rectángulo, la perpendi
cular bajada desde el vértice del ángulo recto á la hipotenusa, 
es media proporcional entre los segmentos en que por aquella 
queda dividida; si consideramos los triángulos rectángulos 1 a 
a2; a a2 a3; a 2 a3 a 4 a"-- an~' an resultará: 

http://Ficj.lt
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de donde 

1 
— = y> 

1 
an

 =s= — 

yn 

lo que nos dice que operando con y, que es menor que la uni

dad, como antes se ha indicado, y determinada la potencia yn, 

bastaría construir, por una tercera proporcional, su recíproca, 

para hallar la potencia propuesta. 

en el i.° Oa = a 

» 2.0 Oa'1 = a2 

» 3. 0 O a 3 = a* 

» n° Oa" = a" ; 

lo que nos dice que las partes de los ejes comprendidas entre el 

origen y los vértices de la línea resultante 1 a a a a 3 a" repre

sentan las potencias sucesivas de la línea a. 

La figura 11 contiene las construcciones necesarias para ob

tener gráficamente la sexta potencia de la línea a, siendo a <i 1. 

32. Si el exponente n fuera algo grande y a < i, la magni

tud an pudiera resultar tan pequeña que fuera difícil medirla 

con la necesaria exactitud. En tal caso, se tomaría por unidad 

una magnitud lineal suficientemente grande, para salvar aquella 

dificultad. 

33. Por el contrario: s i a ^ > i , los segmentos de los ejes, 

que van representando las sucesivas potencias de a, crecerían 

rápidamente y podrían salir fuera de los límites del dibujo, si el 

exponente era algo elevado. Entonces se empezaría por cons

truir la línea —-, inversa de la propuesta, á que llamaremos y, 
a 

y tendríamos 
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unen los puntos e 
y b, y por este úl
timo se traza la 
recta bf, perpen
dicular á la e b, el 
segmento O f será 
la representación 
gráfica de la ter
cera potencia de a, 
puesto que en el 
triángulo rectán
gulo e b j se verifica, como sabemos: 

Ob 2 = O e x O / , 
de donde 

(ir 

Sea la línea a >> i, cuya tercera potencia se quiere construir, 
como ejemplo de lo expuesto. 

T r a z a n d o las 
rectas perpendi
culares entre sí, 
O A=a y O B = i, 
y la B C perpen
dicular á la A B, 
la distancia O C 
será la inversa de 

a, es decir, — . 
a 

Si ahora se de-
t e r m i n a p o r el 
procedimiento ge
n e r a l la l í n e a 

I 3 

O e = — , y se 
a 
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como nos proponíamos encontrar. 

34. Empleo de la espiral logarítmica.—La ecuación 
de esta curva referida á un sistema de coordenadas polares es, 
como sabemos, 

Si damos al parámetro a el valor de la base de uno de los 
sistemas usuales de logaritmos, por ejemplo, del sistema vulgar 
ó decimal, tendremos 

(o = log p; 

de donde resulta que, cuando a = io, los valores numéricos de 
las amplitudes en la espiral correspondiente, son los logaritmos 
vulgares de los valores representados por los radios vectores 
respectivos; y por tanto, que dicha curva podrá emplearse como 
una tabla gráfica de logaritmos ordinarios, lo mismo en las ope
raciones de que nos ocupamos, que en las de multiplicación y 
división. 

35. Para construir la espiral logarítmica, puede procederse 
del modo siguiente (fig. 13): 

Alrededor de un punto O se describe una circunferencia 

ó bien 



con un radio de suficiente longitud, se divide en un número arbi 
trario, pero grande, de partes iguales, y se trazan los radios co 
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rrespondicntes, los cuales se prolongan lo bastante para satisfa

cer las exigencias de la construcción, de cuya suerte resultarán 

alrededor del punto O una serie de ángulos iguales entre sí, cuyo 

valor lo representaremos por a. 

Llamando p 0 , p„ p a , p, etc., á los radios vectores consecu

tivos y correspondientes á los ángulos ó amplitudes 0 , a, 2a , 3 * 

etcétera, tendremos las siguientes relaciones: 

? n = i o ° = i 

?, as? 10' 

p, 3* I O 2 ' 

P_ ESS I O n ¿ 

Pw = l 0 « ; 

y por tanto 

J-i- as IO«~0 = IO" 
Po 
p* 

- i = IO 2* —« == 10* 
P. 

—i. = io 3 * - 2 : t esa I O ' 
p, 

= io'" —(« —1-« =c io* ; 
p 
1 « - i 

cuyos resultados nos dicen que todos los triángulos formados 

por cada dos radios vectores sucesivos y la recta que une sus 

extremos son semejantes, siendo además cada radio vector una 

media proporcional entre los inmediatos anterior y posterior; 

pues de las últimas relaciones resulta 
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h. = A. 
Po " " P, 

ó bien 

p, = ^p , x p, 
y en general 

p = \/p X-P \-, 

De esta propiedad se deduce que basta conocer dos radios 
vectores, por ejemplo, p0 = I, correspondiente al ángulo 0 , y el 
siguiente p, al ángulo a, para determinar todos los demás por la 
simple construcción de terceras proporcionales. 

Atribuyendo por lo tanto al ángulo % un valor conveniente y 
apropiado á la apreciación de los logaritmos, claro es que el va
lor de p, será el número correspondiente al logaritmo a..Así, por 
ejemplo, si se considerase suficiente apreciar los logaritmos con 
dos decimales, sería necesario que a fuera un ángulo claramente 
divisible en n partes iguales, estando su valor representado por 

n de la unidad angular arbitrariamente establecida. 
100 b 

Como se tiene muy próximamente 

log 1,05 =0,02; 

en la figura que como ejemplo se presenta hemos hecho 

2 = 0,02 

y por consiguiente 

p, = 1,05. 

Es este caso la relación constante entre dos radios vectores 
consecutivos cualesquiera es 

P„_j 100 

K 105 

Por esto, para construir la curva de que nos ocupamos, se 
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P = i / p , X P ¿ 
n V r n— 1 ' «-) 1 

de donde 

« t i 

y compararemos dos triángulos sucesivos cualesquiera, tales 

como los O fe y O c d, en los cuales supondremos que 

Oc = p . 
n 

y resultará 

I 

forma un triángulo Omn, cuyos lados Om y On guarden aquella 

relación, es decir, en el cual se verifique que 

Om 100 
~0~ñ = T05"' 

sobre el lado menor O m se fija la magnitud O a que se elija por 

unidad, y se traza por el punto a la recta a b, paralela á la mn. 

Hecho esto, y haciendo centro en O, con el radio O b se describe 

un arco trasportando el punto b al p r Por éste se traza otra 

recta paralela á la m n, y desde su extremo se describe, haciendo 

centro en O, como antes, el arco correspondiente. Por el punto 

en que este arco encuentre al lado O A se traza otra paralela á 

la mn; y así se continúa la construcción hasta el límite que fuera 

conveniente; resultando por lo tanto, una serie de triángulos se

mejantes, en los cuales se verifica que el lado mayor ó de pri

mera magnitud de cada uno de ellos es igual al lado mediano ó 

de segunda magnitud del que inmediatamente le sigue. 

Para demostrar que los radios de los arcos interceptados por 

el ángulo A O B son los radios vectores de la espiral logarítmica 

que nos proponemos construir, recordaremos la relación esta

blecida entre tres radios vectores consecutivos, y que dice: 
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Q / _ Oc 
~Oe~~ Od' 

pero como por construcción se verifica q u e O e = O c = p„ ten
dremos 

Od-

y por tanto 

Resultando que, por la construcción que hemos hecho, se obtiene 
cada radio vector por el concurso de los dos inmediatos que le 
preceden, claro es que de los dos primeros, p 0 = i y p, se ha
brá obtenido seguramente el p 2; de p, y p s el p_, y así sucesiva
mente, como queríamos demostrar. 

Los arcos trazados desde O como centro, cuyo origen está 
en el lado Om, y cuyos extremos se hallan en la prolongación de 
los radios que dividen el círculo en partes iguales y determinan 
las amplitudes sucesivas a, 2 a, 3 a... etc., originan por lo tanto 
por su intersección con los radios correspondientes, puntos de la 
curva, cuyo trazado queda reducido á unirlos por una línea 
continua. 

Siendo muy próximamente o, 3 el logaritmo vulgar de 2, y 
además 15 x = o, 3, debe resultar como comprobación del buen 
trazado, que el radio vector Os correspondiente á dicha amplitud 
15a , sea doble del radio p 0 — Oa, que se ha tomado por unidad; 
y en efecto, así resulta. 

3 6 . En realidad, no es necesario que la espiral logarítmica 
corresponda á la base del sistema decimal, como sucede con la 
que acabamos de presentar como ejemplo; pues siendo las pro
piedades de los logaritmos independientes del sistema á que 
pertenezcan, es evidente que toda espiral logarítmica, cualquie
ra que sea el sistema á que corresponda, se podrá aplicar del 
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mismo modo al cálculo gráfico de las operaciones de multiplicar, 

dividir, elevar á potencias y extracción de raíces. 

Esta libertad de poder elegir arbitrariamente la base del sis

tema, y por tanto de fijar como nos plazca la relación entre dos 

radios vectores consecutivos y en consecuencia la magnitud 

de p,, pudiera parecer útil y ventajosa, toda vez que la cons

trucción de la curva se haría con absoluta independencia y sin 

el auxilio de las tablas; pero como los errores inherentes á dicha 

construcción pueden alcanzar, y en efecto alcanzan con facilidad, 

aunque se proceda con gran esmero, valores inadmisibles, cree

mos lo mejor determinar el valor de p, por una tabla de logarit

mos vulgares ó de logaritmos neperianos; con lo cual, fijando a 

priori las magnitudes de aquellos radios vectores que corres

pondan á los valores de la amplitud, múltiplos de *, que se ha

llen en las tablas, con un error menor que el que convenga 

señalar, claro es que la suma de errores gráficos quedará cir

cunscrita á límites tanto más reducidos, cuanto mayor haya sido 

el número de radios vectores que hubiésemos determinado; y de 

esta suerte lograremos que el trazado de la curva ofrezca las 

garantías necesarias de exactitud. 

37. Empleo de la curva exponencial.—Más sencillo 
y preferible nos parece el empleo de una curva exponencial re
ferida á un sistema de ejes rectangulares, en la cual las abscisas 
representen los números sucesivos, y las ordenadas los logarit
mos correspondientes; porque valiéndose de papel bien cuadri
culado y de unas tablas de logaritmos, la construcción de dicha 
curva resulta sin duda más fácil, rápida y exacta que la de la es
piral logarítmica, de que nos hemos ocupado. 

38. Para el trazado de la curva exponencial tomaríamos 

(figura 14) como abscisas, magnitudes proporcionales á números 

suficientemente próximos, y como ordenadas magnitudes que 

representaran, según la escala establecida, los logaritmos de. di-
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chos números; y por los puntos así obtenidos se trazaría cuida
dosamente una línea continua. 

3 9 . Para dar idea del empleo de las curvas indicadas en las 
operaciones gráficas de multiplicar, dividir, elevar á potencias y 
extraer raíces, bastará que consideremos líneas cualesquiera 
como elementos del cálculo; puesto que ya hemos visto que toda 
fracción tiene por representación gráfica una línea, fácil de 
construir. 

Sea el producto 

N = axbxc 

de donde 

log N = log a + log b -h log c + .... 

Para efectuarlo con la espiral logarítmica, determinaríamos 
las amplitudes a, a,' a" correspondientes á los radios vectores 
p = a, p' = b, p" = c ; y como tenemos 

log a = log p = x 
log b = log p' = a' 
log c = log p" = a" 

resultará: 

log N — a + a' + a" -f- = - a ; 

lo que nos dice que N será el radio vector que corresponde á la 
amplitud Y ( a \ fácil, por tanto, de determinar. 

Con la curva exponencial procederíamos del modo siguiente: 
Siendo y, y,' y," los logaritmos correspondientes á los 

números x = a, x' = b, x" = c, de donde 
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log a == log X 
log b = log x' 
log C sas log 

tendríamos 

l o g N = </ + y -f- //" + (i,); 

lo que demuestra que la suma de las ordenadas, correspondien
tes á los factores propuestos, representa el logaritmo del pro
ducto, el cual tendrá por representación gráfica en la curva ex
ponencial aquella abscisa que corresponda á una ordenada, cuyo 
valor sea Y s= "S (y). 

El cociente de dos líneas a y b se construiría con la misma fa
cilidad, teniendo en cuenta que 

En cuanto á la determinación gráfica de la potencia de una 
línea, podrá suceder que el exponente sea positivo ó negativo, y 
no consideramos el caso de que sea fraccionario, porque el cálcu
lo se haría de la misma manera. 

Sea por lo tanto 

En este caso, N sería en la espiral el radio vector correspon
diente á n veces la amplitud del radio vector a, y en la curva 
exponencial N sería la abscisa de una ordenada igual á n veces 
la de aquella cuyo valor numérico fuera a. 

Si tuviéramos 

N = a 

de donde 

log N = n log a. 
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para reducir este caso al anterior bastaría construir primero 
la línea inversa de a, que representaremos por c, puesto que 

Por último, para construir la raíz de un grado cualquiera de 
una línea 

tomaríamos logaritmos, de donde 

lo que nos dice que con cualquiera de las curvas procederíamos 
á determinar el radio vector en la primera, ó la abscisa en la se
gunda, de la enésima parte de log a, representado en la espiral 
logarítmica por la amplitud del radio vector, igual á la línea a, 
y en la curva exponencial por la ordenada, correspondiente á la 
abscisa igual á dicha línea a. 

40. Si n fuera igual á 2, es decir, si se tratase de construir 
la raíz cuadrada de una línea, pudiera procederse, como se sabe, 
directamente, describiendo una semicircunferencia sobre un diá
metro igual á 1 -|- a, y la perpendicular levantada en el extremo 
común á los segmentos i y a , y limitada por el diámetro y la se
micircunferencia, sería la raíz cuadrada buscada. 

Otro tanto pudiera decirse respecto de las expresiones 

x = Va* - f 

x = Vd' — b* 

de cuya construcción se ocupa la Geometría elemental. 
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4 3 . Veamos, ante todo, cómo se transforma un triángulo 
en otro equivalente, cuya altura sea la representación gráfica 
del primero. 

Fie,. 15. 

\ \ "S. \ 

D' B B' 

Sea el triángulo A B C . Sobre uno de sus lados, prolongado si 
uera necesario, se toma una magnitud A B ' = 2, se une el ex

tremo B ' con el vértice C; por B se traza la recta B C paralela 
á la B C , y el punto C será el vértice del triángulo cuya base es 
AB' y cuya altura C'D' representa el área del propuesto. 

En efecto; los triángulos B C C y B C ' B ' son equivalentes por 
tener la misma base é igual altura: es decir 

T O M O I . 3 

4 1 . Cálculo gráfico de las áreas.— Consideremos dos 
casos, según la naturaleza del contorno. 

4 2 i . e r . CASO. Cuando el contorno es rectilíneo.— En este 
caso el área puede representarse gráficamente por una línea, 
obtenida por construcciones geométricas sencillas y de las cua
les vamos á ocuparnos. 

El problema queda reducido á transformar un polígono 
cualquiera en un triángulo equivalente, y éste á su vez en otro 
triángulo de la misma superficie, y cuya base sea igual á 2; por
que es claro que su área, y por lo tanto la del polígono propues
to, tendrá por representación gráfica la altura del triángulo re
sultante. 
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BC'C = BC'B' 

y como por otra parte tenemos 

ABC = ABC' + BC'C 
A B ' C = ABC' + BC'B' 

resultará 

ABC = A B C 

El área del triángulo AB'C' es 

AB'C' = — AB' x C'D'; 

2 

por construcción se verifica 

AB' = 2, 
luego 

A B ' C — C'D' 

como queríamos demostrar. 

4 4 . Supongamos ahora un polígono cualquiera; tal como el 
ABCDEF (figura 16). 

Prolonguemos uno de sus lados, por ejemplo, el AF, para que 
sobre él resulte uno de los del primer triángulo equivalente, de
biendo ser el otro lado el adyacente AB del polígono; t r ace 
mos la diagonal FD y por el vértice E la recta E E ' paralela á 
dicha diagonal. Los triángulos DFE y DFE ' serán equivalentes 
por tener la misma base é igual altura; por lo tanto, el polígono 
propuesto será equivalente al ABCDE', por componerse ambos 
de la parte común ABCDF y respectivamente de los triángulos 
BFE y DFE' , de la misma superficie. Quedando así reemplazado 
el triángulo DEF por el DFE' y referido el vértice E á la recta 
AL, resulta que por esta primera construcción se ha transforma
do el polígono propuesto en otro equivalente de un lado menos. 
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i 

De una manera análoga reemplazaríamos el triángulo CDE' 
por su equivalente CD'E' y resultaría el polígono ABCD', equi
valente al propuesto, y con dos lados menos que él. 

Es claro que haciendo esta construcción n — 3 veces para 
un polígono de n lados, quedará reducido al primer triángulo 
equivalente, que en el caso supuesto en la figura es el A B C . 

El segundo triángulo equivalente BOP se construiría como 
ya se ha dicho, y su altura S sería la representación gráfica del 
polígono propuesto. 

45. En el paralelógramo puede obtenerse directamente el 
triángulo equivalente á su mitad, de base igual á la unidad y 
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y se traza la recta BD' paralela á la B'D; y la perpendicular 
D E á la base AB del paralelógramo será la representación grá
fica de su superficie. En efecto; siendo equivalentes los triángu
los ABD y AB'D', lo serán del mismo modo los paralelógramos 
ABCD y AB'C'D'; pero como el área de este último es igual af 
valor numérico de su altura, por ser su base igual á 1, el área 
del propuesto tendrá por representación gráfica dicha altura, es-
decir, la línea D'E, como queríamos demostrar. 

4 6 . 2. 0
 CASO.— Cuando el contorno es curvilíneo.—Si la t o 

talidad ó parte del contorno de una figura plana, cuya área se 
quiere conocer, es curvilínea, el medio más rápido y exacto de 
determinarla consiste en el empleo de los planimetros, entre los-
cuales citaremos solamente el de Amsler, por considerarlo el 
más sencillo y apropiado á las aplicaciones que nos interesan, y 
del cual vamos á ocuparnos. 

4 7 . Teor ía del planimetro polar de Amsler.— E s t e 
sencillo é importantísimo instrumento de cálculo, dado á cono
cer en 1856 por su inventor Jacobo Amsler, Profesor del «Gym-

cuya altura [sea la representación gráfica del área de aquéL 
Para esto (figura 17) se fija sobre uno de los lados del paraleló-
gramo una magnitud AB', igual á 1, se une el punto B' con el I> 
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Tiasium» de «Schaffausen» (Suiza), consta esencialmente (figura 

18) de dos varillas OA, CB, articuladas en el punto A. 

La primera lleva en su 

-extremo O una punta de 

-acero, que se clava en el 

papel y sirve de centro ge-

-neral de rotación de todo 

•el planimetro; y la segunda 

presenta en su extremo B 

u n estilete y en el C una 

ruleta graduada D, de bor

de estrecho y redondeado, 

•cuyo plano es perpendicular 

á la dirección de la vari

lla BC. 

El eje de la ruleta lleva 

un tornillo sin fin que en

g rana con un piñón de diez 

dientes, situado en el eje 

vertical de una rueda con

tadora G; todo lo cual está 

convenientemente dispues

to en una armadura metáli

ca, que contiene la línea de 

fe de dicha rueda, y además 

un nonius circular para me

d i r las fracciones de revolu

ción de la ruleta que no 

pueden apreciarse directa

mente. 

La ruleta está dividida en 

•cien partes iguales, el n o 

nius en diez y la rueda con

tadora en otras diez; de 

donde resulta que la rueda 
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4 8 . Para medir el área de una figura cualquiera, se fija eí 

contadora aprecia revoluciones completas de la ruleta; ésta 

por su graduación propia, centésimas de revolución y el nonius-

milésimas de revolución. 

Las indicaciones del planimetro dan, por tanto, á conocer el 

número de revoluciones efectuadas por la ruleta con un error 

menor que una milésima. 

Situado el instrumento sobre un tablero horizontal, de mane

ra que la punta fija y el estilete ó punta móvil sean verticales, la 

ruleta debe descansar sobre el papel en todas las posiciones del 

planimetro, verificándose además por construcción que las vari

llas y el eje de aquélla son horizontales, y por tanto perfecta

mente paralelos al plano del tablero. 

La distancia DA, del plano de la ruleta, al punto A de articu

lación de las varillas, es invariable; pero la magnitud AB del 

brazo del planimetro puede, entre ciertos límites, variarse á vo

luntad, según la unidad de superficie á que se quiera que corres

ponda la lectura. Para lograr esto, la armadura de la ruleta lleva 

una caja en la que entra y se desliza el brazo variable del plani

metro, el cual presenta diversas divisiones que se ponen en 

coincidencia con la línea de fe marcada en un extremo de dicha 

caja por medio de un tornillo de presión T y otro de coinci

dencia R, convenientemente dispuestos. 

El estilete ó punta móvil B termina por su parte superior en 

una pequeña esfera por la que se coge y manipula el planimetro,. 

para hacer que dicho estilete recorra exactamente el contorno 

de la figura cuya área se quiere calcular; y con objeto de que la 

punta fija permanezca clavada en el papel y no se salga del pe

queño taladro en que se aloja, á pesar de los esfuerzos horizon

tales á que resulta sometida durante la operación, y especial

mente en determinadas posiciones del instrumento, se coloca 

sobre el extremo de la varilla correspondiente y encima cte la 

punta fija una pesa provista de un pequeño vastago que pene

tra en un taladro practicado en dicha varilla. 
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A 

j) Fig. 19. 

F 

M 

4 9 . Veamos ahora cómo de la diferencia positiva ó negativa 

de ambas lectu

ras, ó lo que es 

lo mismo, del 

número total de 

r e v o l u c i o n e s 

efectuadas por 

la ruleta, que 

es lo que ex- _C¿ 
p r e s a aquella 

diferencia^ se 

deduce ó resul

ta la superficie 

E 

A 

(i) El papel debe ser mate y de grano fino, para que la ruleta no deje de girar sobre sí 

misma, cuando deba hacerlo, por falta de la adherencia conveniente entre su borde y la su

perficie sobre que descansa y se mueve. 

papel (i) en que esté trazada sobre un tablero horizontal, de 

modo que la superficie de aquél resulte perfectamente plana y 

adaptada á la del tablero. Se señala en el contorno un punto 

cualquiera de partida y se elige como polo ó centro general de 

rotación del planimetro otro punto convenientemente situado, 

que puede ser interior ó exterior á la figura. Hecho esto, se cla

va en este último punto la punta fija, se coloca el estilete móvil 

sobre el punto de partida ú origen del contorno, asegurándose 

bien del íntimo contacto entre la ruleta y la superficie del papel, 

y se verifica la lectura que acusa el instrumento en la posición 

inicial en que queda colocado. Dicha lectura podrá ser 0 si se 

ha tenido cuidado de poner en coincidencia los ceros con las 

líneas de fe. Acto continuo se conduce el estilete ó punta móvil 

sobre el contorno, recorriéndolo cuidadosamente de izquierda 

d derecha, es decir, en el sentido que se mueven las manecillas 

de un reloj, hasta volver al punto de partida, en cuyo caso se 

verifica una segunda lectura de la cual se resta la primera. 
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de la figura cuyo contorno se ha recorrido con el estilete del 
planimetro. 

Para esto es necesario, ante todo, conocer la ley á que obe
decen los movimientos de rotación de la ruleta alrededor de su 
eje, cuando se la obliga á recorrer una trayectoria cualquiera 
sobre un plano al cual sea constantemente perpendicular. 

Si la trayectoria recorrida por el punto de contacto fuera 
la traza horizontal D E del plano de la ruleta (figura 19), ó una 
curva cualquiera; pero bajo la condición, en este caso, de que la 
proyección horizontal de la ruleta fuese siempre tangente á la 
trayectoria, es evidente que aquélla rodaría sobre ésta sin des
lizamiento alguno. Por lo tanto, llamando E al espacio recorrido 
por el punto de contacto, r al radio de la ruleta y n al número 
de revoluciones que hubiere efectuado, tendremos 

E 
n = . 

2 ~ r 

Si la trayectoria fuese la proyección del eje CA de la ruleta, ó 
una curva cualquiera, recorrida con la condición de que el plano 
de aquélla contenga en todas sus posiciones á la normal á la 
curva, trazada por el punto de contacto, en ambos casos es tam
bién indudable que, no habiendo razón para que la ruleta gire 
en un sentido preferente, se deslizará sobre la trayectoria con
servando sobre ella el primitivo punto de contacto. 

Finalmente, supongamos que la ruleta se mueva sobre una 
recta CM, oblicua á su plano ó sobre una curva de modo que ni 
la tangente ni la normal en el punto de contacto coincidan con 
la proyección horizontal del disco en sus diversas posiciones. 

Llamando o al ángulo que forma el eje de la ruleta con la 
tangente actual á la trayectoria, podemos considerar cada uno 
de los movimientos elementales de aquélla como resultante de 
una traslación CF á lo largo del eje y una rotación perpendicu
lar al mismo FH. Por virtud de la primera, la ruleta se deslizará 
sin girar, y como consecuencia de la segunda recorrerá el es-
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2Tt r ' 

y puesto que FH = CH sen o, ó bien de = dE sen 3, resultará 

dE sen 8 
dn — . 

Si la trayectoria fuese rectilínea, sen o sería constante, y por 

lo tanto, para un espacio total recorrido E, tendríamos 

E sen o 
7 1 = . 

2~r 

Si aquélla fuera curvilínea, sen o sería variable; y entonces el 

número de revoluciones correspondientes al camino E, recorrido 

sobre la trayectoria, tendría por expresión 

n — —-— CdE sen o; 

pero en este caso j*dE sen o no representa otra cosa que la 

proyección de la trayectoria recorrida sobre la dirección del 

p 'ano de la ruleta. 

50. Antes de pasar adelante, conviene poner de manifiesto 

una propiedad notable del planimetro, y es la siguiente. Obede

ciendo las revoluciones de la ruleta á los movimientos simultá

neos y perpendiculares del estilete móvil; uno á lo largo del 

radio vector y el otro, según la tangente, al elemento de circun

ferencia de círculo descrito en cada instante, tales movimien

tos se acusarán en la ru le ta por la suma ó la diferencia de las 

revoluciones correspondientes á cada uno de ellos. 

Para poner en evidencia aquella propiedad, supongamos que 

la punta móvil recorre la trayectoria ABCD (figura 2 0 ) , siendo 

pació infinitamente pequeño FH = de, al cual corresponderá un 

elemento de revolución expresado por 
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OA = OD y BC un arco de círculo de radio OB, estando el polo 
en el centro. 

Si convenimos 
en considerar p o 
sitivas las revolu
ciones efectuadas 
de derecha á iz
quierda,, y negati
vas las de izquier
da á derecha, ima
ginando siempreal 
observador miran
do á la ruleta des
de el punto de ar-

\ / ticulación, es evi
dente que al reco-

***•'- rrer la punta mó
vil el s e g m e n t o 

AB, en la dirección del radio vector, sin engendrar éste superfi
cie alguna, la ruleta girará de izquierda á derecha, en el caso 
de la figura, y registrará un cierto número negativo de revolu
c iones ,— ri. De B á C , en cuyo trayecto el radio vector es 
constante, la ruleta girará también en sentido negativo y regis
trará otra l e c t u r a , — « . F i n a l m e n t e , al recorrer el estilete el 
segmento CD, aquélla girará en sentido contrario al que giró 
para el segmento AB; y como recorrer el segmento CD equiva
le á recorrer el BA, no sólo porque ambos son iguales entre sí, 
sino porque ocupan la misma región del vector general, ahora 
la ruleta girará la misma cantidad que la primera vez, pero en 
sentido contrario, y registrará por lo tanto la lectura -f- n\ que 
anulará á la primera. 

Resulta, pues , que la ruleta acusará el mismo número de 
revoluciones al recorrer el estilete la trayectoria ABCD que 
solamente la BC. 

Consideremos ahora la trayectoria ABEF (figura 21) com-
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puesta de un arco de curva cualquiera BE y dos segmentos dir 
ferentes de vector, AB y EF , siendo OA = OF, y O el polo. Di

vidamos el ángulo x en partes igua-

das por un número igual de revolu

ciones de sentido contrario, al pasar el estilete de E á F; p o r 

que evidentemente, la suma de los primeros es igual á este 

último, y además la región de vector en que tales movimientos 

contrarios se verifican es la misma, por ser OA = OF. Así, 

pues, la misma lectura acusará el planimetro recorriendo la tra

yectoria AB EF, que solamente la BEB, siendo OB = OB, . 

Pero como lo propio sucede cualquiera que sea el número 

de partes en que se divida el ángulo es evidente que en el lí

mite, cuando el ángulo de los vectores sucesivos sea infinita

mente pequeño, la trayectoria escalonada se confundirá con el 

arco de curva BE, el estilete la recorrerá entonces exactamen

te, y la propiedad que nos ocupa subsistirá de la misma mane

ra; porque lo que antes eran movimientos- alternados, tan pe

queños como se quiera, son ahora movimientos simultáneos su

cesivos infinitamente pequeños, de la misma clase. 

Queda, pues, demostrado que las revoluciones de la ruleta 

responden por completo á la independencia de los movimientos 

simultáneos del estilete, y por consiguiente, que las originadas 

por cualquiera de ellos desaparecerán de la lectura si el esti

les , y desde el polo, como centro, 

tracemos los arcos de círculo BB', 

C C , etc. 

Fig. 21. 

Es claro que si el estilete recorre 

la trayectoria escalonada ABB'CC, 

etcétera, sucederá ahora lo propio 

que en el caso anterior, pues en el 

fondo las condiciones son las mis

mas; es decir, que las revoluciones 

que dé la ruleta al recorrer el estile

te los segmentos sucesivos de v e c 

tor AB, B'C etc., quedarán anula-
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cuando la punta fija ocupa el centro y el estilete móvil recorre 
la circunferencia un número N de veces, entero ó fraccionario. 

Sean R, la longitud invariable de la varilla OA (figura 22); 
l, la longitud del brazo AB del planimetro; 
p, la distancia invariable del punto de articulación al 

centro de la ruleta; 

lete vuelve á efectuar el mismo movimiento, pero en sentido 
contrario. 

Esto ocurre respecto de las revoluciones correspondientes á 
la traslación de la punta móvil á lo largo del radio vector, siem
pre que aquélla vuelva al punto de partida; porque todo camino 
recorrido en un sentido lo recorre en sentido contrario para 
volver á la posición inicial. 

5 1 . Establecido esto, veamos qué relación hay entre el nú
mero de revoluciones de la ruleta y la superficie de un círculo 
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y cerno o = B + Y Y ?•> — 9° — X > S E R ^ ?J — 9 ° — ( a — "í) Y 
sen o = eos (x — Y) j P o r tanto 

n — N {~~^ ( C O S A C O S Y S E N A S E N Y") ( 2 ) 

'De los triángulos rectángulos OC? y s CA se deducen las 
relaciones siguientes: 
r 7 1 [ sen x 

= L sen Y = p sen x Z = o 
\ A A A ) ' S e n T 
; de donde í 

P s e n a 

Os = Z cos Y = R -f- p cos a l tg Y = -^r-5 

1 ] { & ' R + p eos x 

Sustituyendo el valor de Z en la ecuación (2) resulta 

/ sena ce 

\ tg~7 
y reemplazando el valor de tg Y 

„ p / sena cosa 
N — ( ; h sen 2x 

R cos x + p ^ ) 
N 

r 

r, el radio de ésta; 
V, el radio OB del círculo, cuya circunferencia recorre 

el estilete móvil; 
Z , el radio de la circunferencia descrita por el punto de 

contacto de la ruleta; 
a, el ángulo de las dos varillas; 
8, el que forma la varilla OA con el plano de la ruleta; 
y, el formado por los radios R y Z ; 
o, el ángulo que forma el radio de la trayectoria circular 

que describe la ruleta y el plano de la misma. 
El espacio recorrido por el punto de contacto en una revolu

ción del radio Z será 2uZ y por lo tanto, en N revoluciones, 
2TTZN. 

Siendo n el número total de revoluciones efectuadas por la 
ruleta , su expresión será, puesto que en este caso E = 2TTZN, 



40 NOCIONES DE CALCULO GRÁFICO 

Esta expresión nos dice que n disminuye á medida que a au
menta, y recíprocamente. 

Si a = o, y por tanto 6 = 90o y cos % = 1, tendremos 

y la ruleta describirá una circunferencia de radio R + p, girando 
sin deslizamiento alguno. 

Si oc == 180o (aun cuando á ello se opone en realidad la dispo
sición del planimetro) tendríamos cos a = — 1, y por tanto 

En este caso también rodaría la ruleta sin deslizamiento al
guno; pero en sentido contrario que antes, y describiría una cir
cunferencia de radio R — p. 

Claro es que entre estos valores límites de a debe haber uno 
que corresponda á la condición o — 9, y para el cual la ruleta 
describa una circunferencia deslizándose sobre ella y sin girar 
en ningún sentido. 

Como entonces n — o y por tanto R cos % -\- p = o, el valor 
de a quedará definido por la relación 

lo que nos dice desde luego que x >>90°. 
Su suplemento X estará definido por la relación 

y gráficamente se determinaría su valor, describiendo una semi
circunferencia sobre R como diámetro, trazando desde A como 
centro y con un radio p un arco que corte á aquélla. El punto 
de intersección C", unido con el A, nos daría la dirección que 
corresponde al ángulo X y por tanto á su suplemento a. 

11 N R 4- p 

r 
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de donde 

V 2 = R 2 + / 2 — 2R/ cos a, 

R* 4 . p _ y 
C O S a = 

2R/ 

Este valor sustituido en la ecuación (3) nos da 

R 2 4-1* 4 - 2/p — V 2 

n = N ilr 

ilr 
Multiplicando esta ecuación por r. ——- , resultará 

N 

n = 7t (R2 -f- P 4 - 2/p) — T:V 2 (4) 
N 

El segundo miembro de esta ecuación representa la dife
rencia de dos círculos, cuyos radios son \ / R 2 4 - / 2 ' 4 - 2/p y V , 
ó lo que es igual, la superficie anular comprendida entre ambos. 

52. Demostremos que el radio constante del primero es pre
cisamente igual á K. 

En efecto; en el triángulo rectángulo O B ' C se verifica, sien
do O C = c, 

IC- = c 2 4 - (/ + p)2 = c1 4 - P 4 - 2/? + P 2 ; 

En este caso la punta móvil describiría una circunferencia de 
radio K, cuyo valor dependerá naturalmente de las dimensiones 
relativas del planimetro; y es claro que suponiendo que el esti
lete se mueva constantemente de izquierda á derecha, la ruleta 
girará de derecha á izquierda si V ^> K, y de izquierda á dere
cha si V < K ; acusando en el primer caso lecturas positivas, y 
en el segundo negativas. 

En el triángulo O'AB tenemos, según el teorema fundamen
tal de la Trigonometría rectilínea, 
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del triángulo O A C se deduce que 

c 2 4 - p 2 = R s , 

por tanto 

K 2 = R 2 4- / 2 4- 2/p y K = \J R 2 4- P 4- 2/p , 

como queríamos demostrar. 

5 3 . Representando por A el factor constante 2-rl, la ecua

ción (4) toma la forma 

Si A = 1 , lo que exige que / = , tendremos 
2 i t r 

n . = N (T:K 2 — T:V 2) (5) 

relación hallada en el supuesto de que V < K , como manifies

ta la figura; y si V¡>K, sería entonces 

n = N (-V 2 — i t K 2 ) (6) 

lo que nos dice que la ruleta del planimetro registra, en fun

ción de la primera potencia de las revoluciones que dá, N ve

ces la superficie de una corona, uno de cuyos radios, K , es 

constante y hemos visto cómo se determina, y el otro, V, es el 

del círculo propuesto. 

5 4 . Si despejamos N ^ V 2 en las ecuaciones (5) y (6) ten

dremos 

N - V 2 = NTTK 2 — n . . . . S i V < K 

N - V - = N T : K 2 4 - n Si V > K 

de donde resulta, que para deducir, del valor absoluto de la lec

tura del planimetro, la superficie total del círculo dado ó la del 

sector correspondiente al arco recorr ido, cuando la punta fija 

ocupa el centro, será necesario sumarla ó restarla del área cons-
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5 5 . De las ecuaciones (5) y (6) se deduce, que la expresión 
general d e n es 

B - ± N (TTV2 — TTK2) , 

pero como, cualquiera que sea el valor de N, el radio constante 

V habrá girado un cierto ángulo x, dicha expresión podemos 

también escribirla del siguiente modo 

n = ± ^- i V 2 T — -i- K 2 T ^ = J J ± ( i - V«-d~ - -1 K 2 ¿ T ^ 

lo que nos dice que las funciones del planimetro consisten sen

cillamente en verificar mecánicamente la integración del ele

mento superficial — V'd- KJd~, es decir, de la diferencia 
2 2 

entre el sector elemental engendrado por el radio vector y el 

correspondiente al circulo de radio constante K. 

5 6 . Pues s u p o n g a - ^ig. 22 (L. 

mos ahora que el polo O 

no coincide con el cen

tro O' del círculo, y re

corramos con el estilete 

un arco cualquiera (figu

ra 2 2 a). 

Si el arco recorrido 

es menor que una c i r 

cunferencia, por ejemplo 

AB, y los radios e x t r e 

mos son de valor distin

to , en virtud de la pro

piedad notable del pla

nimetro oportunamente demostrada, la lectura que registre 

T O M O I . 4 

tante TCK2 Ó NrcK*. Habrá de sumarse cuando V > K y restarse 

en el caso contrario, es decir, cuando V <<K . 
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la ruleta se compondrá de dos partes, que se sumarán ó resta

rán, según su signo; una n, correspondiente al movimiento 

de rotación del estilete, que representará exactamente la dife

rencia entre el área del sector OAB y la del OCD, y la otra rí, 

originada por la traslación de dicho estilete á lo largo del vec

tor, al recorrer el camino BA, = OB — OA. Pero el número n' 

de revoluciones extrañas al cálculo de la superficie engen

drada por el vector variable, podemos hacer que desaparezca 

de la lectura, con sólo conducir la punta móvil desde el e x t r e 

mo B del arco hasta un punto A, tal, que OA = OA,; y enton

ces la lectura que se obtenga será n, que representa el área en 

gendrada por el radio variable V, disminuida en la del sector 

correspondiente de radio K. 

Si recorremos la circunferencia entera una sola vez, como el 

estilete vuelve al punto de partida, las revoluciones extrañas 

desaparecerán de la lectura, y ésta expresará fielmente la dife

rencia entre el área del círculo propuesto y la del de radio K; lo 

mismo exactamente que cuando el polo y el centro coincidían. 

De suerte que , cuando se recorre la circunferencia un número 

exacto de veces, el número de revoluciones registradas por la 

ruleta será el mismo, ya esté el polo en el centro ó íuera de él. 

5 7 . En virtud de lo expuesto, es claro que en el caso parti

cular en que las circunferencias de radios V y K se cortaran, la 

lectura n representaría la diferencia de las superficies no comu

nes A — B (figura 23), y entonces tendríamos 

S r= irV1 = (A — B) 4- *K' = n + * K \ 

5 8 . Si consideramos que las funciones del planimetro, cuan

do la punta móvil recorre una circunferencia de círculo, con

sisten, como ya hemos visto, en verificar mecánicamente la i n 

tegración de la diferencia de sectores elementales, 
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•dichas funciones serán completamente generales y aplicables, 
por tanto, á todo género de curvas planas. 

5 9 . Los casos que pueden ocurrir, en cuanto á la situación 
relativa del círculo de radio K y la curva cuya superficie se quie
re calcular, son cuatro, á saber: 

i.° Cuando la curva es interior al círculo. 
2.° Cuando el círculo es interior á la curva. 
3 . 0 Cuando estando el polo O dentro de la curva, ésta y la 

-circunferencia del círculo se cortan. 
4 . 0 Cuando el polo O es exterior á la curva, haya ó no inter

sección entre ella y la circunferencia. 

6 0 . En el primer caso, como indica la curva a b c d (figura 
24) la ruleta girará de izquierda á derecha, las indicaciones su
cesivas del contador serían, por ejemplo, 999, 998, , en orden 
decreciente, y por lo tanto, para deducir el número final de re
voluciones, sería necesario restar la lectura correspondiente de 

y tenemos además en cuenta que el valor ideal correcto del 
primer sector tiene exactamente la misma expresión, cual , 
•quiera que sea la curva recorrida por el estilete, es claro que 



La expresión de la superficie a b c d a sería 

S = — n + K 2 . 

6 1 . En el segundo caso, la ruleta giraría en sentido con t ra 
rio, es decir, de derecha á izquierda, las indicaciones del conta
dor serían constantemente crecientes, acusando al fin un numera 
n de revoluciones positivas, y por tanto, la superficie A B C D A 
sería 

S = -f- n -\- w K 2 . 

6 2 . En el tercer caso (no indicado en la figura) el contador 
marcaría números crecientes, para aquellas porciones de con
torno que fueran exteriores á la circunferencia de radio K, y 
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•decrecientes para las que fuesen interiores á dicha circun

ferencia. 

La expresión de la superficie sería entonces 

S = ± n + - K», 

siendo n positivo ó negativo según que la suma de los números 

registrados por la ruleta, para las porciones exteriores de la cur

va, fuera mayor ó menor que la suma de los correspondientes á 

las porciones interiores de la misma. 

Como el círculo constante no aparece realmente trazado en 

el papel, el signo de n se conocerá del siguiente modo: 

Si ra es el número de veces que pasa el O.por la línea de fe 

en sentido positivo, es decir, de derecha á izquierda, y q el nú

mero de veces que pasa en sentido contrario; cuando las pri

meras indicaciones sean crecientes, n será positivo si m^>q,y 

negativo si m<^q. Cuando las primeras indicaciones sean decre

cientes, n será positivo si m^>q, y negativo si ra < q. 

La estricta aplicación de estas reglas supone que los ceros 

coinciden en la posición inicial del planimetro; pero si no coin

cidieran, sería aplicable la primera, si al principio se encontrara 

el 0 á la izquierda de la línea de fe, y la segunda si estuviera á 

la derecha. 

Para no cometer error, ni en la magnitud ni el signo de n, 

como consecuencia de las anteriores, puede aplicarse la siguien

te regla, no olvidando que la primera lectura ha de tomarse 

siempre como sustraendo; á saber: 

Cada ve\ que pase el 0 por la línea de fe en sentido positi

vo, se añadirá 1 0 0 0 0 á la segunda lectura:y cada ve\ que pase 

el 0 por dicho índice en sentido negativo, se añadirá 1 0 0 0 0 á 

la primera. 

Las lecturas se hacen tomando como unidad la milésima de 

revolución de la ruleta, que es lo que aprecia el nonius. 

6 3 . Para comprender con ehtera claridad el cuarto caso, 
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propongámonos antes medir el área comprendida por las curvas-
propuestas ABCDA, abcda, y tomemos en ellas como puntos de 
partida los A y a , en línea recta con el polo O. 

El medio que naturalmente se ocurre para esto es recorrer
las separadamente con el estilete y restar las superficies totales 
de cada una, 

Pero si observamos que, siendo 77 y n' las lecturas respecti
vas, tenemcs 

S = - K a 4- n 
s - K" — n' 

y por tanto 
S — s = 77 -f- 77', 

podremos proceder de una sola vez recorriendo ambas curvas 
en el sentido indicado por las flechas, pasando de una á otra por 
la recta Aa, y volviendo á pasar por la misma para llegar final
mente al punto de partida A. 

En efecto; al recorrer por completo la curva exterior, el pla
nimetro marcará el número 77. Las revoluciones de la ruleta, ori
ginadas por la trayectoria Aa, que el estilete sigue para pasar 
á la curva interior, se anclarán, como sabemos, por el mismo nú
mero de revoluciones efectuadas en sentido contrario al pasar 
de nuevo el estilete del punto a al punto A; y por último, como 
ahora la curva interior se recorre en sentido contrario, es decir, 
de derecha á izquierda, así como antes el número 77' de revolu
ciones resultaba negativo, ahora resultará evidentemente positi
vo. Por lo tanto, la lectura final será 77 -f- 77' como queríamos de
mostrar. 

Supongamos ahora que ambas curvas estuvieran unidas por 
las rectas Aa y Dd, faltando los arcos AD y ad. Es indudable 
que si el estilete recorre la trayectoria ABCDdcbaA, la lectura 
final representará la superficie de que ahora se trata; porque 
ahora, como antes , dicha lectura no representa otra cosa que la 
suma integral de la diferencia de los sectores elementales, en
gendrados por el radio vector en ambas curvas, y la realización 
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de dicha suma es completamente general é independiente del 
ángulo total descrito por el radio vector. 

6 4 . Como consecuencia de lo que acabamos de exponer, re
sulta que en el cuarto caso, es decir, cuando el polo es exterior 
á la curva, no es necesario tener para nada en cuenta la cons
tante icK"; pues, como hemos visto, la lectura final representa 
fielmente la superficie de la curva propuesta. 

6 5 . Dijimos al principio que la longitud del brazo del plani
metro puede variarse á voluntad, según la unidad de superficie 
á que se quiera que corresponda la lectura. 

En cada división marcada en dicho brazo, se indica la 
escala de la figura y el valor que hay que atribuir á la uni
dad. Así, por ejemplo, cuando se pone en coincidencia la 
línea de fe con la división que marca 2 • M 1 : 5 0 0 , qu ie 
re decir esto que, siendo la escala del plano que se mide 

de , cada unidad de lectura representa dos metros cuadra-
5 0 0 ' 

dos, y por consiguiente la superficie del terreno representada 
por la figura del papel se obtendrá en metros cuadrados, multi
plicando la lectura del planimetro por 2 . 

Pero puede suceder muy bien que la escala de la figura sea 
distinta de todas las marcadas en el instrumento, y entonces hay 
que saber cómo se halla la superficie real de la figura, en m e 
tros cuadrados, cualquiera que sea la división que se ponga en 
coincidencia; pues de tal suerte ya no habrá dificultad en calcu
lar la correspondiente del terreno. 

Para esto, llamemos s al área de la figura en el papel y S á la 
de su semejante del terreno, ambas en metros cuadrados; c al 
valor de la unidad que se indica en la división, expresado en 

metros cuadrados, y —— la escala marcada á su lado en el plani-
N 

metro. 
Si la lectura obtenida es n, es evidente que será S = en, y 
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s 
como por razón de semejanza se verifica que -— = í —— J ten

dremos s = c I — ) n, fórmula que resuelve el problema. 

Las instrucciones suficientemente claras que acompañan al 

planimetro polar de Amsler nos excusan de entrar en más deta

lles acerca de su empleo. 

P R I N C I P I O S F U N D A M E N T A L E S D E E S T Á T I C A 

PRELIMINARES RELATIVOS Á L A COMPOSICIÓN Y EQUILIBRIO 

DE LAS FUERZAS 

6 6 . Representación gráfica de las fuerzas—Todo 
sistema de fuerzas que actúa sobre un cuerpo ó sólido invaria
ble, se representa en Estática gráfica por medio de dos figuras 
distintas. La primera se compone del sistema de rectas que in
dican las direcciones ó líneas de acción de las fuerzas: en ella se 
dan á conocer los puntos de aplicación de cada una, y por me
dio de flechas el sentido en que obran, poniendo así de mani
fiesto su verdadera distribución sobre el sistema material de que 
se trate. La segunda figura no es más que el polígono corres
pondiente de las fuerzas que se consideran, y cuyos lados reprc 
sentan las magnitudes de cada una de ellas, con arreglo á la es
cala establecida. 

Tratándose de un sólido invariable, no es necesario fijar en 
la primera figura los puntos de aplicación, toda vez que cual-

G R A F I C A 
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cemos el polígono de las mismas 1, 2, 3, 4, 5. La recta a b, igual 
y contraria á la b a, que cierra el contorno', es la suma geomé
trica de las líneas que representan las fuerzas dadas, y por Me
cánica racional sabemos que dicha recta representa en magni
tud y sentido la resultante de las mismas. 

Las diagonales trazadas desde el origen a del polígono r e -

quiera de las fuerzas puede trasladarse, como sabemos, de un 
punto á otro de su línea de acción, si ambos están invariable
mente unidos. 

Las líneas de acción se indicarán por las cifras gruesas 
1 { 2, 3... y los lados correspondientes del polígono de las fuer
zas, por las delgadas del mismo nombre i, 2, 3...; de manera que, 
como ya en otro lugar establecimos, resulte el sentido cíclico de 
dicho polígono, recorriendo sus lados en orden creciente. 

6 7 . Composición de las fuerzas aplicadas á un 
punto.—El procedimiento ordinario de componer cualquier 
número de fuerzas aplicadas á un punto, por la regla conocida 
del polígono correspondiente, nos dice que la resultante pasa 
por dicho punto y es igual en magnitud y sentido á la suma geo
métrica de las componentes. 

Sean, por ejemplo, las fuerzas 1, 2, 3, 4, 5 (figura 25), y tra
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presentarán, por tanto, las resultantes parciales de los grupos 
1, 2; 1, 2, 3; etc. 

Reducida la composición de fuerzas concurrentes á una suma 
geométrica de líneas, y con arreglo á lo que oportunamente se 
ha establecido, podemos afirmar que la proyección sobre un 
eje, de la resultante de varias fuerzas aplicadas á un punto de un 
sistema material, es igual á la suma algebraica de las proyeccio
nes de sus componentes. 

6 8 . descomposición de fuerzas aplicadas á un 
punto.—Descomponer una fuerza que actúa sobre un punto de 
un sistema material, en otras varias aplicadas á dicho punto, 
equivale á encontrar los sumandos de una suma geométrica co
nocida; y es claro que el problema será completamente indeter
minado, si no se establecen las condiciones necesarias que pue
dan convenir en cada caso. 

Desde luego, una fuerza puede descomponerse en otras 
fijando arbitrariamente n — i de las componentes; porque de
biendo tener el polígono de las n fuerzas el mismo origen y el 
mismo extremo que aquella que se quiere descomponer, la com
ponente desconocida quedará determinada por el lado que cie
rra el polígono de las n — i componentes dadas y la fuerza pro
puesta tomada como signo contrario. 

Así, por ejemplo, si quisiéramos descomponer la fuerza R 
(figura 2 5 ) en cinco, siendo cuatro de ellas las 1, 2, 3, 4 , cons
truiríamos el polígono ba — — R . 1. 2 . 3 . 4 y el lado 5 que lo 
cierra representaría en dirección, magnitud y sentido, la com
ponente que satisface á la cuestión. 

Si todas las fuerzas hubieran de estar en el mismo plano, 
pueden fijarse arbitrariamente todas las componentes, menos 
dos, así como las direcciones de estas últimas; porque entonces 
la magnitud y sentido de ellas resultará construyendo el polígo
no correspondiente á la fuerza dada, tomada en sentido contra
rio y á las n — 2 componentes que se hayan fijado. El cierre del 
contorno se obtendrá trazando por su origen y por su extremo 



PRINCIPIOS DE ESTÁTICA GRÁFICA 59 

dos rectas respectivamente paralelas á las direcciones de las 
componentes desconocidas, y el punto de intersección las defi
nirá suficientemente en magnitud y sentido. 

Por lo tanto, para descomponer la fuerza R en cinco, dadas 
las 1, 2 y 3 y las direcciones de 4 y 5, se construirá el polígono 
ba = — R. i. 2. 3; por el punto e se traza una paralela á la d i 
rección de la 4 y por b otra paralela á la dirección de la 5 y el 
punto f determina la magnitud y sentido de las componentes 
buscadas. 

Este problema admite dos soluciones: una la que acabamos 
de indicar, y otra la que, como la figura manifiesta, resultaría tra
zando por e una paralela á la 5 y no á la 4 y por b otra paralefa 
á la 4 y no á la 5, resultando en el primer caso el polígono i. 2. 
3.4. 5. 6, y en el segundo el 1. 2. 3. 5 / 4 / 6. 

6 9 . Condiciones de equilibrio de las fuerzas apli
cadas á un punto.—Para que varias fuerzas aplicadas á un 
punto de un sistema material estén en equilibrio, sabemos que 
es necesario y suficiente que su resultante sea nula, y por tanto 
que lo sea su suma geométrica; de donde resulta que la condi
ción gráfica equivalente será que el polígono de las fuerzas c i e 
rre, ó lo que es lo mismo, que estas sean iguales ó proporcio
nales á los lados de un polígono cerrado, respectivamente pa
ralelas á ellos y del sentido que resulte de recorrerlos todos en 
un sentido constante. 

70. Como sabemos que cuando varias fuerzas concurrentes 
están en equilibrio, se verifica que cada una de ellas es igual y 
directamente opuesta á la resultante de todas las demás, la so
lución á las cuestiones siguientes no puede ofrecer dificultad ni 
duda alguna. 

i . a Dadas varias fuerzas, aplicadas á un punto material, y 
cuya resultante no sea nula, determinar la fuerza que , aplicada 
al mismo punto, las equilibre. 

2. a Equilibrar una fuerza, que obre sobre un punto material, 
por otras varias aplicadas al mismo punto. 
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71. Todo cuanto se ha dicho acerca de la composición, des
composición y equilibrio de las fuerzas que actúan sobre un 
punto de un sistema material, es extensivo á todo sistema de 
fuerzas aplicadas á puntos distintos de un sólido invariable, 
siempre que todas las líneas de acción se corten en un mismo 
punto del sólido ó en otra cualquiera del espacio.que se supone 
invariablemente unido á aquél; porque para reducir este caso al 
anterior bastaría trasladar las fuerzas del sistema, sobre sus lí
neas de acción correspondientes, al punto en que se cortan, lo 
cual es posible, como sabemos, sin alterar el estado de equili
brio del sólido invariable. 

72. F n e r z a i normales á los lados de un contorno 
cerrado y plano. — Suponiendo invariables los lados de un 
polígono cualquiera, cerrado y plano, si en el punto medio de 
cada uno se aplican fuerzas normales y proporcionales á dichos 
lados, situadas en el plano del polígono, y dirigidas todas hacia 
el interior ó hacia el exterior del mismo, tales fuerzas consti
tuirán un sistema en equilibrio. 

73. La proposición es evidente tratándose de un triángulo; 
porque las tres fuerzas aplicadas en los puntos medios de sus 
lados se cortan en un punto, y además, por ser proporcionales á 
dichos lados, el polígono de las mismas será un triángulo se
mejante al propuesto, siendo nula la resultante del sistema. 

74. Supongamos que se trate de un polígono cualquiera. Si 
desde uno de sus vértices se trazan las diagonales AC, AD, AE 
(figura 2 6 ) , y en el punto medio de cada una de ellas, es decir, 
en m, n y o, introducimos dos fuerzas iguales y contrarias, nor
males y proporcionales á dichas diagonales, f,—f; j\—j'-
f", —f" ; es claro que el estado de equilibrio del polígono no 
sufrirá por ello alteración alguna; pero así se ve que los grupos 
de fuerzas 1, 2 , — / ' ; 3,—f; / " , 4 , — / ; y / , 5, 6; que se 
hallan en las condiciones del caso anterior, están en equilibrio; 
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7 5 . Observando que cada una de las fuerzas normales con
sideradas pue
de ser la resul
t a n t e d e u n a 
f u e r z a ó p r e 
s i ó n n o r m a l , 
de igual valor y 
uni formemente 
r e p a r t i d a en 
t o d a la longi
tud del lado co
r respondien te , 
podremos decir 
t a m b i é n , q u e 
todo p o l í g o n o 
plano, cerrado 
y rígido estará 
en e q u i l i b r i o 
bajo la acción de una presión normal uniformemente repartida en 
todo su contorno, ya obre de dentro á fuera ó de fuera á dentro. 

7 6 . Siendo-cierta la proposición que precede para un polí
gono, cualquiera que sea el número de sus lados, lo será tam
bién para toda curva cerrada, plana y rígida ó invariable. 

Lo mismo pudiéramos decir respecto de un contorno mixti-
líneo cualquiera. 

Así, por ejemplo, si consideramos el arco de curva ABC 
(figura 27) unido invariablemente á su cuerda AC, y suponemos 
que todo el contorno se halle sometido á una presión normal de 
p kilogramos por unidad de longitud, es claro que el sistema 
estará en equilibrio; y la suma de las presiones que obran sobre 
la cuerda será R' =pl, siendo / su longitud; pero como esta 

por tanto, también lo estará el polígono bajo la acción de todos 
ellos, como queríamos demostrar. « 
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fuerza equilibra indudablemente á la suma de las presiones que 
actúan sobre el ar
co , es claro que la 
primera será igual 
y contraria á la re
sultante R de estas 
últimas. Por lo tan
to, toda presión nor
mal uniformemente 
repartida sobre un 
arco admite una re
sultante que pasa 
por el punto medio 
d e la c u e r d a q u e 
subtiende, es per
pendicular á ella y 
tiene por valor el producto de la presión unitaria por la longitud 
de la cuerda. 

R'=pl 

B 

TEORÍA GEOMÉTRICA D E LOS POLÍGONOS FUNICULARES 

77. Preliminares*—Consideremos un sistema cualquiera 
de fuerzas situadas en un plano, cuyas líneas de acción (figura 2 8 ) , 
sean, por ejemplo, 1, 2, 3 , 4; siendo I , 2 , 3, 4 los lados del polí
gono correspondiente á aquellas. 

Si desde un punto arbitrario O, como polo de dicho polígono, 
trazamos los radios polares Oa, Oc, Od, Oe, Ob, que de aquí en 
adelante designaremos por las cifras de los lados que concurren 
en sus extremos, es decir, por 5 .1 = Oa; 1 .2 = Oc; 2 . 3 = Od; 
3 . 4 = Oe, y 4 . 5 = Ob; y desde otro punto arbitrario A se traza 
la recta A 1, paralela al radio polar 5 .1; por el punto de encuen
tro con la línea de acción 1, la i. 2 paralela al radio polar 1. 2; 
por el encuentro 2 la paralela 2. 3 al radio 2 . 3, y así sucesiva
mente; el contorno que resulte, recibe el nombre de polígono 
funicular de las fuerzas dadas, relativo al polo O. 



P R I N C I P I O S D E E S T Á T I C A G R Á F I C A 6 3 

Fie,. 28. d 

79. Disponiendo arbitrariamente de la situación del polo y 
del origen del polígono funicular, es claro que á todo sistema de 
fuerzas corresponderá un número infinito de polígonos funicula
res, los cuales resultan de los cambios de posición, aislados ó 
simultáneos, de aquellos dos puntos. 

78. De aquí se deduce que un polígono funicular de un sis
tema de fuerzas está caracterizado por tener sus vértices sobre 
las líneas de acción de aquellas, y sus lados, paralelos á los ra
dios polares del polígono de las mismas. 
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8 0 . Si las fuerzas del sistema fueran paralelas, el polígono de 
las mismas se reducirá á una recta; pero la construcción sería la 
misma (figura 2 9 ) . La distancia OD del polo á la recta ab, que 
representa el polígono de las fuerzas, se llama distancia polar. 

8 1 . Acerca de la elección del polo, para que la construcción 
del polígono funicular sea posible, es necesario tener en cuenta 
que, debiendo encontrar el lado A. l á la línea de acción l (figura 

Fig. 29. 
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28), el lado 1 . 2 á la línea de acción 2. y así sucesivamente, con
vendrá en general que el polo no se halle sobre ninguno de los 
lados del polígono de las fuerzas, ni sobre sus prolongaciones. Sin 
embargo, será posible la construcción del polígono funicular eli
giendo el polo, por ejemplo, sobre el lado 1, si en vez de tomar 
un punto arbitrario de partida, como A, tomamos uno cualquiera 
de la línea de acción l ; pues en tal caso el primer lado del polí
gono funicular coincidirá con dicha línea de acción, y su extremo 



estará definido por la intersección de las líneas 1 y 2, desde -
T O M O I . 5 
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cuyo punto se continuará el trazado como en el caso general. 
En la figura 30 se ponen de manifiesto las construcciones ne

cesarias para obtener los polígonos funiculares correspondientes 
al polo O, situado en las condiciones generales, y al polo a, toma
do en el origen del lado 1 del polígono de las fuerzas 1. 2. 3. 4. 5. 
El primero se indica con líneas llenas, y el segundo con líneas de 
trazos. 

Si en vez de considerar todas las fuerzas del sistema, nos re
firiésemos solamente á un grupo de ellas, con tal que sean con
secutivas, por ejemplo, las 2 , 3 , 4 , veríamos, como se indica en 
la figura, que las líneas 1. 2 ; 2 . 3 ; 3 . 4 ; 4 . 5 , del polígono funi
cular del sistema propuesto y relativo al polo O, constituyen e[ 
polígono funicular correspondiente á las fuerzas elegidas y rela
tivo al mismo polo. 

8 2 . De aquí resulta una consecuencia importante, á saber: que 
toda propiedad de los lados extremos de los polígonos funicula
res es común á dos cualesquiera de los demás lados; pues como 
acabamos de ver, dos cualesquiera de ellos pueden considerarse 
como lados extremos del polígono funicular correspondiente á 
las fuerzas comprendidas entre los mismos. 

Establecido esto, demostremos la proposición siguiente. 

8 3 . Lema fundamental.—Siempre que varias fuerzas, 
aplicadas á un sistema invariable, se hallen en el mismo pla
no y de cualquier modo que estén distribuidas, se pueden, sin 
excepción alguna, reducir á dos, cuyas líneas de acción sean 
los lados extremos de cualquiera de los polígonos funicula
res de las fuerzas propuestas,y cuya magnitudy sentido se
rán los que tengan los radios polares extremos, imaginando 
que se recorren yendo directamente por ellos del origen al 
extremo del polígono de las fuerzas. 

Consideremos las cuatro de la figura 28. Vamos á demostrar 
la posibilidad de reducirlas á dos, que tengan por líneas de ac-
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ción los lados extremos A. i y B . 4 del polígono funicular y sean 
respectivamente iguales á los radios polares aO y Ob. 

Puesto que se trata de un sólido invariable, si trasladamos 
las fuerzas dadas á los vértices 1, 2 , 3 , 4, del polígono funicular, 
y cada una de ellas la descomponemos en dos, según las direc
ciones de los lados que en cada vértice concurren, el sistema 
que así resulte será equivalente al primero y no alterará el esta
do anterior del sólido. 

La descomposición á que nos referimos está realmente he
cha en el polígono de las fuerzas; porque las componentes, como 
vamos á ver, están representadas por los diversos radios po
lares. 

En efecto; el triángulo aOc, formado por los dos primeros ra
dios y la fuerza — i, podemos considerarlo como polígono de 
tres fuerzas en equilibrio, paralelas y proporcionales á sus lados. 
Siendo una de ellas la ca igual y contraria á la fuerza i, las otras 
dos serán la aO y Oc; y claro es que la primera tomada en 
sentido contrario será la resultante de las últimas, las cuales se
rán las componentes buscadas. 

Del propio modo podemos observar que en el triángulo cOd 
los radios polares cO y Od son las componentes de la fuerza 2 , 
paralelos á los lados i. 2 y 2 3 del polígono funicular; y decimos 
cO y Od, y no Oc y dO; porque siendo cd el sentido de la fuer
za 2 , dcOd será el sentido cíclico del triángulo, lo que determi
na por completo el sentido de aquellas componentes. 

Resulta de estas consideraciones, que pudieran repetirse 
para los triángulos sucesivos, que cada radio polar, excepto los 
dos extremos, representa dos fuerzas iguales y de sentido con
trario, aplicadas á los extremos del mismo lado del polígono fu
nicular. 

Así, por ejemplo, la fuerza Oc resultará aplicada en el ex
tremo 1 del lado i 2 , y la cO en el extremo 2 del mismo lado. 
Como otro tanto ocurre en todos los demás lados del polígono 
funicular, excepto en los dos extremos A. i y B. 4, claro es que, 
reemplazando el sistema propuesto por el equivalente que re-



68 PRINCIPIOS DE -ESTÁTICA GRÁFICA. 

sulta de la descomposición efectuada, las componentes situadas 
en los lados intermedios se anularán dos á dos, por ser iguales y 
de sentido contrario, podrán por lo tanto suprimirse y quedará 
reducido el sistema primitivo á las dos fuerzas que actúan en los 
lados extremos A. 1 y B. 4 del polígono funicular, y cuyo sentido 
y magnitud serán los que corresponden á los radios polares ex
tremos aO y Ob; como queríamos demostrar. 

84. Equilibrio de un sistema cualquiera de fuer
zas situadas en un plano*—Para que varias fuerzas, aplica
das á un sistema invariable y distribuidas de cualquier modo en 
un plano, estén en equilibrio, es necesario y suficiente: i.° que el 
polígono de dichas fuerzas sea cerrado: 2.° que cualquiera de 
sus polígonos funiculares lo sea también, en cuyo caso todos 
los demás ofrecerán la misma propiedad. 

En efecto; pudiendo reducir todas las fuerzas del sistema 
que se considere á dos resultantes parciales, de las condiciones 
expresadas en el lema fundamental, claro es que para que aquél 
esté en equilibrio será necesario que dichas dos resultantes 
tengan la misma línea de acción y sean además iguales y de sen
tido contrario. 

Por consiguiente, si consideramos las fuerzas i 2, 3, 4, (figu
ra 28), se ve que esta condición exige que las líneas l. A y B. 4 
coincidan, así como también los radios polares aO y Ob; ó lo que 
es lo mismo, que tanto el polígono de las fuerzas, como el polí
gono funicular sean cerrados; lo que demuestra que las expre
sadas condiciones son necesarias. 

Para demostrar que son suficientes, basta observar que si el 
polígono funicular cierra, aquellas resultantes tendrán la misma 
línea de acción, y si el polígono de las fuerzas lo hace igual
mente, serán además iguales y de sentido contrario; y el siste
ma estará, por tanto, en equilibrio. 

De esta proposición resultan dos corolarios que conviene 
consignar. 
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8 5 . fe Si el polígono de las fuerzas es cerrado y lo es asi
mismo uno cualquiera de sus polígonos funiculares, lo serán tam
bién todos los demás. 

En efecto; si se verifican tales condiciones, resultará en vir
tud del lema que las fuerzas estarán en equilibrio; y por estarlo, 
las resultantes 
á que se reduz
can , dirigidas 
según los lados 
de un polígono 
funicular distin
to del primero, 
serán iguales y 
de sentido con
trario, teniendo 
la misma línea 
de a c c i ó n , lo 
cual exige que 
el nuevo polí
gono funicular 
sea cerrado. 

8 6 . II.—Si las 
fuerzas que se 
consideran so
bre un plano es
tuvieran todas 
aplicadas á un 
punto del siste-
m a invariable, 
sería sólo nece
sario y suficien
te para que el 
equilibrio exista, que se verificase la primera condición; pero en 
virtud del lema se verificará también la segunda. 
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De aquí resulta una proposición de gran utilidad, y es la si
guiente: 

87. Supongamos dos sistemas de seis líneas cada uno, uniendo 
cuatro puntos las del primero, y otros cuatro las del segundo. 
Si cinco líneas de la primera figura son paralelas á cinco de la 
segunda, y á los dos triángulos que forman las primeras corres
ponden en las segundas grupos de tres líneas concurrentes en 
un punto, la sexta línea de una de las figuras será paralela á la 
sexta de la otra. 

Sean (fig. 31), i, 2, 3, tres fuerzas en equilibrio, aplicadas al 
punto D, y 1. 2. 3 el triángulo de las mismas. 

Como sabemos, el polígono funicular correspondiente á un 
polo cualquiera d será cerrado. Por lo tanto, si tomamos como 
punto de partida, por ejemplo, el punto A sobre la línea de ac
ción 3, se traza la recta A B, paralela al radio polar 4, la B C 
paralela al radio polar 5, y por C la paralela al radio 6 , ésta pa
sará seguramente por el punto de partida del polígono funicular; 
de donde resulta que las dos figuras satisfacen á las condiciones 
enunciadas en la proposición, la cual, por otra parte, podrá ge
neralizarse á mayor número de líneas, considerando igual núme
ro de fuerzas aplicadas al mismo punto. 

88. Condiciones de existencia y determinación 
gráfica de la resultante de varias fuerzas situadas 
en un plano.—Si un sistema de fuerzas admite una resultante 
R diferente de 0, es claro que una fuerza R' igual y contraria 
mantendrá el sistema en equilibrio; el polígono de las fuerzas 
dadas y de la R' será cerrado, y no lo será, por consiguiente, el 
polígono de las del sistema propuesto. 

No siendo cerrado el polígono de las fuerzas que por hipóte
sis admiten una resultante, si consideramos (fig. 28) un polígono 
funicular, cuyo polo O se halle fuera de la línea ab que cierra el 
contorno del primero, los radios polares extremos tendrán di
recciones distintas, y por tanto los lados extremos í A y 4 .B del 
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polígono funicular, los cuales son paralelos á dichos radios, se 
cortarán en un punto, tal como 5; y como tales lados, según sa
bemos, son las líneas de acción de las dos fuerzas á que pueden 
reducirse todas las que constituyen el sistema que se considera, 
estas dos fuerzas se cortarán y trasportándolas á su punto de 
intersección 5, darán una resultante que será la misma que la 
del sistema propuesto; la cual, como vemos, pasa por dicho 
punto y es igual á la suma geométrica de las fuerzas dadas, 
como lo manifiesta el triángulo aOb, que no es más que el polígo
no de las resultantes parciales y de la total del sistema, tomada 
en sentido contrario. 

De aquí resulta la proposición siguiente. 

8 9 . Para que varias fuerzas situadas en un plano y aplicadas á 
un sistema invariable admitan una resultante diferente de 0, es ne
cesario y suficiente que el polígono de dichas fuerzas no cierre, 
en cuyo caso la resultante será igual en magnitud, dirección y 
sentido á su suma geométrica, y su línea de acción pasará por el 
punto en que se corten los lados extremos de uno cualquiera de 
sus polígonos funiculares. 

Por lo tanto, el procedimiento gráfico para hallar la resul
tante de varias fuerzas situadas en un plano, y aplicadas á un 
sistema material invariable, consistirá sencillamente en construir 
el polígono de las mismas y un polígono funicular cualquiera; 
puesto que por el punto en que se corten los lados extremos de 
este último pasará la línea de acción de la resultante, cuya mag
nitud, dirección y sentido quedarán suficientemente definidos 
por la recta que cierre el polígono de las fuerzas, tomada desde 
el origen hasta el extremo del mismo. 

Para evitar la indeterminación que resultaría, como fácilmen
te puede comprobarse, de tomar el polo sobre la línea ab que 
cierra el polígono de las fuerzas, conviene elegirlo fuera de ella, 
ó en todo caso, en uno cualquiera de sus extremos. 

9 0 . Propiedad mecánica fundamental de los poli-
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gonos funiculares.—El punto de intersección de dos lados 
cualesquiera de un polígono funicular pertenece á la línea de 
acción de la resultante parcial de las fuerzas comprendidas en
tre aquellos, estando dicha resultante representada en dirección, 
sentido y magnitud por la suma geométrica de las referidas 
fuerzas. 

Como se ve, esta propiedad importante es una consecuencia 
inmediata de los principios establecidos; y acerca de su aplica
ción sólo hay que advertir que, cuando se quieran obtener todas 
las resultantes parciales por medio del mismo polígono funicu
lar, será conveniente, para evitar toda indeterminación gráfica, 
que el polo se halle fuera de las diagonales del polígono de las 
fuerzas, ó en todo caso en cualquiera de sus vértices. 

9 1 . Pares de fuerzas. —Sabemos que dos fuerzas situadas 
en un plano, iguales y de sentido contrario, constituyen un siste
ma irreductible á que se da el nombre de par, y el de bra^o de 
palanca á la distancia entre sus líneas de acción. 

Aparte de las diversas cuestiones relativas á los pares y que 
conocemos por Mecánica racional, por el momento sólo nos in
teresa estudiar las condiciones gráficas que son necesarias para 
que varias fuerzas situadas en un plano se reduzcan á un par. 

9 2 . Consideremos (figura 32) las fuerzas l, 2 , 3 , 4 , 5 , el polí
gono de las mismas 1. 2. 3 . 4 . 5 y el polígono funicular relativo 
al polo O y á un punto cualquiera de partida A; y supongamos 
que aquellas puedan reducirse al par R, — R. 

Desde luego, el polígono de las fuerzas no puede ser abier
to; porque si lo fuera, el sistema admitiría una resultante única, 
lo que es contrario á la hipótesis. 

Debiendo, por tanto, ser cerrado, cualquiera de los polígonos 
funiculares habrá de ser necesariamente abierto; porque de lo 
contrario el sistema estaría en equilibrio y la resultante sería 
nula. 

De donde resulta que, para que varias fuerzas aplicadas á un 
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F<&.32. zas c ierre , y 
que no cierre 
uno de sus po
lígonos funicu
lares, y por lo 
tanto ninguno 
de ellos. 

9 3 . Así co
mo, cuando el 
polígono de las 
f u e r z a s e r a 
abierto, los ra
dios polaresaO, 
Ob representa
ban las resul
t a n t e s parcia
les del sistema 
aplicadas sobre 
los lados del 
polígono fun i 
c u l a r corres
pondiente , en 
el caso que con
sideramos di
chas resultantes 
serán iguales y 

de sentido contrario; puesto que los puntos a y b coinciden, así 
como los indicados radios polares; y es claro que los lados ex
tremos del polígono funicular serán paralelos, ó se reducirán á 
una sola línea. Si sucede lo primero, el sistema propuesto se re
ducirá á un par, tal como el que indica la figura, y si sucede lo 

sólido invariable y distribuidas de cualquier manera en un plano, 
se reduzcan á un par, es necesario y suficiente que el polígono 
de dichas fuer-
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segundo, el sistema estará en equilibrio, aun cuando correctamen
te pudiéramos decir que se había reducido á un par, cuyo brazo 
de palanca es nulo, toda vez que las resultantes parciales esta
rían como siempre representadas por los radios polares aO y Ob, 
serían iguales y contrarias y tendrían la misma línea de acción. 

No hay para qué decir que los diversos pares correspondien
tes á otros tantos polígonos funiculares distintos serán todos 
equivalentes; es decir, que el producto de la fuerza por el brazo 
de palanca será constante. 

94. La equivalencia de dos pares, y lo mismo pudiera decirse 
de dos sistemas cualesquiera de fuerzas, se comprobará gráfica
mente, construyendo el polígono de las fuerzas de uno de ellos 
más las del otro tomadas en sentido contrario, y uno de sus polí
gonos funiculares. Ambos deben ser cerrados, puesto que corres
ponden á un sistema en equilibrio si los propuestos son equiva
lentes. 

95. Problemas sobre composición y descomposi
ción de fuerzas.—Los problemas más frecuentes relativos á 
la composición y descomposición de fuerzas, que nos interesa 
consignar, son los siguientes. 

96 l. — Dado un sistema de fuerzas paralelas, hallar otras 
dos que pasen por puntos determinados, sean paralelas á las 
primeras y con ellas constituyan un sistema en equilibrio. 

Sean 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 (fig. 3 3 ) las fuerzas dadas, 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 
su polígono correspondiente, 7 y 3 las líneas de acción de las 
fuerzas desconocidas. Como entre estas y las propuestas ha de 
resultar un sistema en equilibrio, el polígono funicular, cuyo polo 
sea un punto cualquiera O, será cerrado; la suma de 7 y 8 será 
igual y de sentido contrario á la suma de las fuerzas dadas y el 
radio polar Ox, que define las magnitudes de las fuerzas.que se 
buscan, paralelo al lado del polígono funicular comprendido en
tre las líneas de acción 7 y 8. .Por consiguiente; si construímos 
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Fig. 3'3. 

el polígono funicular 1'. 2 ' . 3 ' . 4'. 5 ' . 6' del sistema propuesto 
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99. IV.—Reducir un sistema cualquiera de fuerzas á dos 

y prolongamos sus lados extremos hasta que corten en 7 ' y 8 ' á 
las líneas de acción de las fuerzas desconocidas, uniendo aque
llos puntos por la recta 7 ' . 8 ' y trazando por el polo la CXr 
paralela á 7 ' . 8 ' , el punto x resolverá la cuestión siendo bx = 7 
y xa — 8 . 

Del mismo modo se procedería si todas las fuerzas paralelas 
del sistema no tuvieran el mismo sentido. 

9 7 . II.—Reducir un sistema de fuerzas paralelas á dos 
de la misma dirección que las propuestas y cuyas líneas de 
acción sean dadas. 

Llamando R y R' á las fuerzas que han de determinarse, es 
claro que las opuestas — R, —R' constituirán, con las del sistema 
que se da, un sistema en equilibrio; por consiguiente, para re
solver el problema actual, se procedería como en el anterior, 
tomando con signo contrario las fuerzas que equilibren al siste
ma propuesto. 

9 8 III.—Dado un sistema cualquiera de fuerzas, deter
minar dos que lo equilibren, sean paralelas á la resultante del 
mismo y tengan por líneas de acción rectas que pasen por 
dos puntos dados 

Se procederá del modo que en el problema I. 
La única diferencia en la construcción consiste en que el po

lígono de las fuerzas dadas no será como entonces una recta. 
Por tanto, uniendo sus extremos, que designaremos como siem
pre por a y b, y construyendo un polígono funicular cuyos lados 
extremos terminen en las líneas de acción que se dan, si se unen 
los puntos en que dichos lados y tales líneas se corten, y por el 
polo se traza una paralela á la recta que determinan, los segmen
tos en que quede dividida la suma geométrica ab de las fuerzas 
propuestas, representarán las fuerzas que se buscan y satisfacen 
á la cuestión. 
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que tengan por líneas de acción dos rectas dadas, paralelas 
á la resultante del sistema. 
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Se procederá como en el problema que precede, con la dife
rencia de tomar en sentido contrario las resultantes obtenidas. 

En la figura 34 se indican las construcciones que exigen am
bos problemas. En el actual, las resultantes parciales son R, — 
am\ R 2 = mí>;yen el anterior son dichas resultantes — R, = 
ma, — R 2 — bm. 

El primer lado del polígono funicular, cuyo polo es O, corta á 
la línea de acción de la fuerza R t en el punto p; el último lado 
de dicho polígono encuentra á la línea de acción de la otra 
íuerza R á en el punto o. La recta Om es paralela á la op; siendo, 
por tanto, m el punto que divide á la suma geométrica ab en 
dos segmentos, los cuales representan las fuerzas que se querían 
encontrar. 

100. V.—Determinar la resultante de dos fuerzas para
lelas. 

Como sabemos que dicha resultante es paralela á las fuerzas 
dadas, y en magnitud y sentido, igual á su suma ó diferencia 
aritméticas, según que sean del mismo sentido ó de sentido 
contrario, el problema quedará resuelto hallando un punto de 
la línea de acción de la resultante, por medio de un polígono 
funicular, como se indica en las figuras 35 y 35 a. Pero es más 
sencillo proceder de la manera siguiente. 

Sobre la línea de acción 1 (figuras 36 y 36 a) se lleva la mag
nitud aj>» de la fuerza 2, y sobre la línea 2 la magnitud albl de la 
fuerza 1; magnitudes que se toman en la región que se quiera de 
ambas líneas. Se une el origen de cada fuerza con el extremo 
de la otra, por medio de las rectas ajbv atb«; y el punto C en 
que se cortan veremos que corresponde á la resultante, si de
mostramos que dicho punto está en la intersección de los lados 
extremos de uno de los polígonos funiculares del sistema pro
puesto. 

En efecto, trazando la recta bj?\v paralela á la a.,biy es claro 
que tendremos aibl = 1; = 2, y por tanto la recta atb%b^ 
podrá considerarse como el polígono de las fuerzas dadas. Si 
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lado coincidirá con el radio polar ajy^ el segundo lado coincidi

rá á su vez con el radio bj)v y el tercero y último lado se ob

tendrá trazando por bi una paralela al tercer radio polar btb'v la 

cual coincidirá, por tanto con btar Resulta, según vemos, que 

tomamos como polo el punto los radios polares serán bta¿ 

bjbv bjb'¿ y tomando ai como punto de partida del polígono fu

nicular correspondiente á dicho polo, es evidente que su primer 
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las rectas a,¿>2 y bla., son lados extremos de uno de los polígo

nos funiculares del sistema de que se trata; y como consecuen

cia, que el punto C en que se cortan pertenece á la línea de 

acción de la resultante. 

Fig. 36. Fie?. 36.a. 

101. Si designamos las componentes por F, , F 2 , y poro,, ó2, las 

distancias de aquellas á las resultantes, tendremos en los dos ca

sos que indican las figuras, y por virtud de la semejanza de los 

triángulos a2 £>2 C y al 6, C, 

lo que nos dice, como ya sabíamos, que las magnitudes de las 

componentes son inversamente proporcionales á sus distancias 

á la línea de acción de la resultante; y es claro que si las com

ponentes son del mismo sentido, la resultante estará comprendi

da entre ellas y será igual á su suma, y si son de sentido contra

rio caerá fuera de las mismas, será igual á su diferencia, se ha-
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liará del lado de la mayor y tendrá el mismo sentido que ésta. 

De la relación (a) se deduce: 

Supongamos que, siendo F a > F,, la fuerza menor F, crezca in

definidamente teniendo por límite la mayor F... Si las líneas de 

acción no varían, claro es que en el límite las fuerzas considera

das constituirán un par, cuyo brazo de palanca será la distancia 

constante o = of — oy En tal caso, como el segundo miembro de 

la relación (b) permanece constante, y el primero expresa siempre 

el producto de la resultante F 2 — F , por su distancia á la fuerza 

F, , podremos considerar que todo par es equivalente á una fuer

za infinitamente pequeña, cuyo punto de aplicación está infini

tamente lejano, pero de tal manera, que el producto de la misma 

por la distancia de dicho punto á una cualquiera de las fuerzas 

del par es una cantidad finita é igual al producto de la fuerza 

del par por su brazo de palanca, cuyo producto, como sabemos, 

recibe el nombre de momento del par. 

102 VI.— Descomponer una fuerza en dos paralelas á ella 

y cuyas líneas de acción pasen cada una por un punto deter

minado. 

En realidad, este problema es un caso particular del II; pero 

su resolución es más sencilla considerándolo como el inverso 

del que precede. 

Si la fuerza dada fuera R (figura 36), y las líneas de acción de 

las fuerzas desconocidas, la l y la 2, bastaría tomar sobre una 

cualquiera de éstas, por ejemplo, sobre la 2, una magnitud 

a{ b\ — R, unir sus extremos con un punto cualquiera b„„ toma

do en la línea j , trazando las rectas al bt, b\ Bt y dirigir por el 

punto C una paralela á esta última, que sería aL, br Las fuerzas 

de donde 

( F 2 - F , ) o 
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buscadas serían, por lo tanto, i = ay bi% 2 — bK b\, — a 2 b.,, am

bas del mismo sentido, si la fuerza propuesta se hallara compren

dida entre las líneas de acción dadas, ó de sentido contrario si 

aquélla fuera exterior á dichas líneas. 

1 0 3 , VII.—Dada una fuerza y la dirección, magnitud y 

sentido de una de sus componentes paralelas, hallar la 

otra. 

Sea R la fuerza dada (figura 36) y 2 la línea de acción de la 

componente conocida 2 . Sobre dicha línea se toma una magnitud 

ax b\ — R y á continuación la fuerza 2 en sentido contrario, con 

lo cual resultará b't bt = — 2 . El punto b{ será intermedio á los 

a, y b\ si R y 2 son del mismo sentido, ó exterior á dichos pun

tos si R y 2 fueran de sentido contrario. 

En ambos casos los puntos at y b{ se unen con otro cualquie

ra C de la línea de acción de la fuerza R, por b\ se traza u n a 

paralela b\_ b., á la recta £ t C, y el punto ¿>á en que se cortan 

a, C, prolongada lo necesario, y b» pertenecerá evidentemen

te á la línea de acción de la fuerza desconocida, cuya magnitud y 

sentido estarán representados por el segmento a{ bv 

104. VIH.—-Equilibrar una fuerza dada por otras dos pa

ralelas á ella y cuyas líneas de acción pasen por un punto 

determinado cada una. 

Basta resolver el problema VI, tomando las resultantes que se 

obtengan en sentido contrario. 

105, IX.—Equilibrar una fuerza por otras dos paralelas á 

ella, de las cuales una, se conozca en dirección, magnitudy 

sentido. 

Se procederá como en el problema VII, cambiando primero 

el sentido de la fuerza dada y tomando la que se obtenga en sen

tido contrario. 

106. X.—Descomponer un sistema de fuerzas situadas en 
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un plano, en tres, cuyas líneas de acción estén determinadas 

en dicho plano. 

Consideremos dos casos, según que el sistema propuesto se 

c o m p o n g a de 

una sola fuerza .-y. ^—¡ T 

ó de varias de 

ellas. 

107. i . ° Sea 

F (figura 37) la 

fuerza única que 

queremos des

c o m p o n e r en 

tres, según las 

líneas de acción 

XX', YY', ZZ'. 

Si prolonga

mos la línea de 

a c c i ó n d e la 

fuerza dada has

ta que corte á 

una cualquiera 

de las otras, por 

e j e m p l o , á la 

ZZ' y unimos el 

punto I con el 

de intersección 

m de las YY' y 

XX' por medio 

de la recta I m, 

e s c l a r o q u e 

descomponiendo la fuerza F en dos, una sobre ZZ' y otra sobre 

Im, y esta última se traslada al punto m y se descompone en otras 

dos, según las líneas YY' y XX', el problema quedará resuelto. 

Para efectuar la primera descomposición se traza la recta f, 
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que represente en dirección, magnitud y sentido la fuerza pro
puesta F; por sus extremos se trazan las paralelas 3 y x á ZZ' y 
á Im, respectivamente, y las primeras componentes estarán re
presentadas por los lados 3 y x. 

Para la segunda descomposición, es decir, para descomponer 
x en dos fuerzas, según YY' y XX', por los extremos del lado x se 
trazan las paralelas 1 y 2 á aquellas líneas, y es evidente que las 
componentes serán 1, 2, 3 ; puesto que el polígono cerrado 1 . 2 .3 .y 
demuestra que dichas componentes equilibran á la fuerza F to
mada en sentido contrario, y por tanto que constituyen un siste
ma equivalente á dicha fuerza. 

Si las tres líneas XX', YY', ZZ' fueran concurrentes y la 
fuerza F no pasara por el punto en que se cortan, el problema 
sería desde luego imposible; pero si pasara por dicho punto el 
problema sería indeterminado, pudiendo fijar arbitrariamente 
una de las componentes, en cuyo caso quedarían definidas las 
magnitudes de las otras dos. 

Si dichas líneas de acción fueran paralelas y la fuerza F tu
viera dirección distinta, el problema sería también imposible; y 
si tuviere la misma dirección sería indeterminado. 

En todos los demás casos el problema es posible y determi
nado. 

108. 2.0 Si el sistema propuesto se compusiera de varias 
fuerzas, es claro que empezaríamos por determinar su resul
tante, descomponiendo ésta de la manera que acabamos de decir 
en el caso anterior. 

Así, por ejemplo, si tuviéramos las fuerzas cuyas líneas de ac
ción son 1,2, 3, 4 (fig. 38 ) , construyéramos el polígono d é l a s 
mismas 1. 2. 3 . 4 , y quisiéramos reducirlas á un sistema equiva
lente de tres fuerzas dirigidas según las rectas XX', YY', ZZ', las 
cuales designaremos por 5, 6, 7, tomando un polo cualquiera 
O trazaríamos el polígono funicular 7. 1. 2. 3. 4. 5. Sus lados 
extremos 7. 1 y 5. 4, paralelos respectivamente á los radios 
polares Oa y Ob, darán por su intersección en S un punto de la 
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Quedando así reducida la cuestión al caso anterior, trazaría
mos la recta bv, que une la intersección I de la resultante encon-

resultante, la cual tendrá por magnitud la recta ab y por línea 
de acción la SI paralela á dicha recta. 
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trada y la línea ZZ' con el encuentro m de las líneas YY', XX'. 
Trazando por el origen a del polígono de las fuerzas la recta 7 
paralela á la línea de acción ZZ', y por el extremo b la by parale
la á la Iw, las componentes de dicha resultante serán la ay = 7 
según la línea ZZ' y la by según la línea de acción hn. Esta últi
ma fuerza quedará descompuesta en otras dos según las líneas 
XX', YY', trazando por b una paralela á XX' y por y otra á YY', 
con lo cual resultarán las fuerzas bx = 5 , y xy = 6 según las in
dicadas líneas XX', YY'; siendo por tanto, las tres fuerzas bus
cadas, las ay = 7, yx = 6, xb — $. 

1 0 9 . Otro procedimiento podemos emplear para resolver este 
problema, más cómodo que el que acabamos de indicar y gráfi
camente más exacto. 

Supongamos que se trate de hallar las fuerzas 5, 6 , 7 que 
aplicadas sobre las líneas de acción XX', YY', ZZ' equilibren á 
las propuestas 1 ,2, 3 , 4 . Es evidente que aquéllas serán iguales 
y de sentido contrario á las que se consideran como incógnitas 
en el problema que nos ocupa. 

Imaginemos resuelta la cuestión que ahora nos proponemos, 
y sean 5, 6 , 7 las magnitudes de las fuerzas que equilibran á las 
del sistema dado. 

Puesto que entre las fuerzas dadas y las que se buscan ha de 
resultar un sistema en equilibrio, es claro que, tanto el polígono 
de todas ellas como el polígono funicular correspondiente á un 
polo arbitrario, serán cerrados. 

Del primer polígono se conocen en realidad los lados 1, 2, 3 , 4 
y la dirección de los 7 y 5, observando que éstos parten de los 
puntos a y b y son respectivamente paralelos á ZZ' y á XX'; de 
manera que la magnitud de las fuerzas 5, 6 , 7 quedará definida 
si fijamos la posición particular de la recta xy, paralela á YY'. 

Del segundo polígono, es decir, del polígono funicular cuyo 
polo es O y cuyo punto de partida es 7, conocemos la parte de 
su contorno 7 . 1 . 2. 3 . 4 . 5 , cuyos lados son respectivamente pa
ralelos á los radios polares 7 . 1, 1. 2, 2. 3 , 3 . 4 , 4 . 5 . 
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Supongamos, como antes decíamos, resuelto el problema y 
conocido todo el contorno de ambos polígonos. Prolonguemos 
en el de las fuerzas los lados 5 y 7 hasta su encuentro en u, y 
tracemos la recta O M . 

En el polígono funicular tracemos por el punto m la recta m n 
paralela á la ZZ', y prolonguemos el lado 6 . 7 hasta su encuen
tro en n con mn, trazando además la recta 5n. 

Si consideramos las seis líneas del polígono funicular que 
unen los cuatro puntos 

5, 6 , m, n 

y las seis del polígono de las fuerzas que unen los otros cuatro 

O , x, y, u; 

y observamos que por construcción las cinco líneas 

5 m , mn, m6, 5 6 , 6n 

son respectivamente paralelas á las cinco 

xu, yu, xy, Ox, Oy; 

y además que á los dos triángulos que forman las cinco líneas de 
una de estas figuras, corresponden en la otra dos grupos de tres 
líneas cada uno y concurrentes en un punto, se verificará, como 
sabemos por la proposición oportunamente demostrada, que las 
líneas 5 « y Ou serán paralelas. 

Utilizando esta propiedad, el punto n se determinará fácil
mente trazando por m una paralela mn á ZZ' y por 5 la recta 5 n 
paralela al radio polar Ou del punto en que se cortan las pro
longaciones de los lados 7 y 5, cuyas direcciones se conocen. 

Hallado el punto n y unido con 7, (origen del polígono fu
nicular) la recta n 7 cortará á la línea de acción YY' en el pun
to 6 , y de esta suerte quedarán determinados los lados 5 . 6 y 
6 . 7, que eran los únicos del polígono funicular que no se co
nocían. 

Finalmente, para hallar los puntos x é y, que en el polígono 
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de las fuerzas definen suficientemente la magnitud de las tres 
desconocidas 5 , 6 , 7 , bastará trazar por el polo las paralelas Ox 
y Oy á los lados 5 . 6 y 5.7 del polígono funicular; y su intersec
ción con el lado 5, la primera, y con el 7 la segunda, determina
rán dichos puntos y el problema quedará, por tanto, resuelto. 

Las fuerzas bx, xy, ya son las que equilibran al sistema 
1 . 2 . 3 . 4 . 

Las mismas fuerzas tomadas en sentido contrario, es decir, 
ay, yx, xb, forman el sistema equivalente al propuesto, y cons
tituyen por lo tanto la solución que corresponde al problema 
actual. 

Si las tres líneas X X ' , Y Y', Z Z' se cortaran en un mismo 
punto, m n coincidiría con Z Z' y el punto 7 con el n. En tal caso 
el problema sería imposible ó indeterminado; imposible, si la re
sultante del sistema propuesto no pasara por el punto en que 
aquellas líneas se cortan; indeterminado, en el caso en que pase 
por dicho punto. 

La figura 3 9 corresponde al caso particular en que las fuer
zas dadas sean paralelas. Como el procedimiento para hallar la 
solución propia de este caso no ofrece novedad alguna, y las no
taciones son las mismas que las del caso anterior, bastará la ins
pección de la figura para su cabal inteligencia. 

110. Propiedades geométricas de los polígonos 
funiculares.—Las propiedades generales de los polígonos fu
niculares, relativos á fuerzas cualesquiera, se resumen en las 
proposiciones siguientes: 

111. I.—De cualquier modo que varíe de posición el polo 
del polígono funicular de un sistema dado de fuerzas, el lu
gar geométrico de las intersecciones de dos cualesquiera de 
sus lados es una recta paralela d la suma geométrica de las 
fuerzas comprendidas entre ellos. 

Como según hemos demostrado, la intersección de dos lados 
cualesquiera corresponde á la línea de acción de la resultante 



invariable y paralela á la suma geométrica de tales fuerzas, la 
proposición es cierta, puesto que en dicha línea estarán todas 
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las intersecciones que corresponden á los cambios de posición 

del polo. 

112. II.—Si dos sistemas de fuerzas (F) y (F') son equiva

lentes y se construyen dos polígonos funiculares, uno (P), re

lativo al sistema (F)y otro (P'), relativo al (F'),y para ambos 

se toma el mismo poloy el mismo punto de partida, sus lados 

extremos coincidirán, bajo el supuesto de que los polígonos 

de las fuerzas (F)y (¥') tengan el mismo origen. 

Sea a el origen común de dichos polígonos de las fuerzas; 

b y b' los extremos correspondientes. Llamemos O al polo y A 

al punto de partida de los dos polígonos funiculares. 

El primer lado del polígono (P) coincidirá seguramente con 

el primero de (P'); pues ambos parten del mismo punto A, y son 

paralelos al radio polar O a. 

Imaginemos reducidos los sistemas propuestos á dos fuerzas 

cada uno, dirigidas según los lados extremos de los polígonos 

funiculares respectivos. Como dichas fuerzas, según sabemos, es

tán representadas por los radios polares extremos, y el O a es 

común á ambos sistemas, representaremos las resultantes par

ciales del sistema (F) por fy f , y las del sistema (F') porf y f" • 

Los sistemas (F) y (F') son por hipótesis equivalentes; por 

consiguiente, también lo serán los (f, f), (f f), á que respecti

vamente los hemos reducido; pero como y es común á estos últi

mos sistemas y tiene la misma línea de acc ión , / - ' y f" serán ne

cesariamente iguales y tendrán la misma línea de acción. Los 

radios polares O b y O b', coincidirán, y por tanto, los lados ex

tremos de los polígonos funiculares (P) y (P') coincidirán tam

bién, como queríamos demostrar. 

113. III.—El lugar geométrico de los polos de los polígo

nos funiculares que satisfacen á la condición de que sus la

dos extremos pasen respectivamente por dos puntos fijos, no 

varía reemplazando el sistema de fuerzas que se considere 

por otro cualquiera equivalente. 
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Sean A y B aquellos puntos y O uno de los polos de los polí
gonos funiculares del sistema de fuerzas (F). En virtud de la pro
posición anterior, si desde O, como polo, y desde A, como punto 
de partida, se construye el polígono funicular de un sistema (F') 
equivalente al propuesto (F), el último lado pasará por B; y como 
esto ocurre, cualquiera que sea el punto O, el lugar geométrico 
de los polos será el mismo, tanto para el sistema propuesto como 
para otro cualquiera equivalente, bajo las condiciones expre
sadas. 

114 IV. El lugar geométrico de los polos de los po
lígonos funiculares, que satisfacen á la condición de quedos 
de sus lados pasen respectivamente por dos puntos fijos, es 
una recta paralela á la que éstos determinan. 

Supongamos que se trate de los lados extremos del polígono 
funicular de un sistema de fuerzas, debiendo pasar aquéllos por 
los puntos A y B, y admitamos que dicho sistema pueda redu
cirse á una resultante R. 

Sea ab (figura 40) el lado que representa esta resultante en 
el polígono de las fuerzas, y cuya línea de acción se obtendría, 
como sabemos, construyendo un polígono funicular. 

Si descomponemos R en las fuerzas paralelas F , , F„ que 
pasen por los puntos dados y cuyas magnitudes estarán repre
sentadas por am y mb, el punto m se encontrará fácilmente, re
cordando que las componentes están en razón inversa de sus 
distancias á la resultante. 

Por dicho punto m tracemos la recta mn paralela á AB, y to
memos en ella un punto cualquiera O, como polo. Para construir 
el polígono funicular relativo al sistema F t , F t J á que hemos re
ducido el sistema propuesto, trazaríamos, tomando A como 
punto de partida, la recta AA' paralela al primer radio polar Oa, 
por A una paralela al segundo radio mO, la cual será AB, pues 
AB y mn son paralelas por construcción, y por último por B la 
BB' paralela al tercer radio polar Ob. 

Del mismo modo veríamos que para otro punto cualquiera, 
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tomado como polo sóbrela recta mn, resultaría un polígono fu
nicular del sistema F „ F s , cuyos lados extremos pasarían por los 
puntos dados; lo que prueba que el lugar geométrico délos polos 
de los polígonos funiculares relativos á dicho sistema, y cuyos 

lados extremos pasan por aquellos puntos, es la recta mn para
lela á la AB; pero con arreglo á la proposición III, siendo cierta 
la proposición actual para el sistema F, , Ffl lo será de igual ma
nera para el sistema propuesto, al cual es equivalente. 

115 Si las fuerzas dadas, en vez de originar una resultante R, 
se redujeran á un par, bastaría determinar el par equivalente cu
yas fuerzas pasaran por los puntos dados, para hacer extensiva á 
este caso la demostración del caso anterior. 

Para encontrar el par equivalente á que nos hemos referido, 
se descompondría cada una de las fuerzas del par, á que se hu
biera reducido el sistema propuesto, en dos componentes de la 
misma dirección. En cada uno de los puntos A y B resultarían 
aplicadas dos fuerzas desiguales y contrarias, cuya suma algé
brica determinaría las fuerzas del par de que se trata. 
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de los polígonos funiculares relativos á las fuerzas comprendidas 
entre ellos y procediendo, por lo demás, con la resultante parcial 
de dichas fuerzas, como se ha hecho con la resultante de todas 
las que constituyen el sistema propuesto. 

1 

116. Finalmente, siendo cierta la proposición para los lados 
extremos de los polígonos funiculares, lo será también para dos 
cualesquiera de dichos lados, considerándolos como extremos 
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117. V.— Todos los lados correspondientes de dos polígo
nos funiculares cualesquiera de un sistema de fuerzas, se 
cortan en puntos situados sobre una misma recia paralela á 
la que une los polos de dichos polígonos. 

Si consideramos un sistema de fuerzas, cuyas líneas de ac
ción sean, por ejemplo, i , 2 , 3 , 4 (figura 41), y construimos el 
polígono de las mismas 1. 2. 3. 4, y dos polígonos funiculares, 
el l. 2 . 3 . 4. 5 , correspondiente al polo O, y el 1'. 2 ' . 3 ' . 4'. 5 ' 
correspondiente al polo O', siendo A 0 y B 0 los puntos en que se 
cortan los lados extremos de dichos polígonos, según la propo
sición que precede, la recta ZZ' que los une será paralela á la 
00' que los polos determinan; por consiguiente, si se verifica que 
la intersección de otros dos lados cualesquiera, pero correspon
dientes, de dichos polígonos funiculares, se encuentra sobre la 
misma recta ZZ', la proposición quedará demostrada. 

Consideremos, por ejemplo, los lados 3 . 4 y 3 ' . 4'; y llame
mos C al punto en que se cortan. Dichos lados son extremos 
de los polígonos funiculares A 0 . l . 2 . 3 . C y A 0 . 1'. 2 ' . 3 ' C, co
rrespondientes al polo O el primero, y al polo O' el segundo, y 
ambos relativos al sistema de fuerzas 1. 2. 3. 

Según la proposición anterior, las rectas 0 0 ' y A 0 C serán 
paralelas, y como la A 0 B 0 lo es á la OO' , según hemos visto, la 
A 0 C y A ^ j , que tienen un punto común A 0 y son paralelas á una 
tercera OO' , coincidirán; y por tanto el punto C estará sobre la 
recta ZZ', como queríamos demostrar. 

De esta proposición resultan, como consecuencia inmediata» 
las dos siguientes: 

118. (a)—Cuando dos lados de un polígono funicular cam
bian de posición, girando cada uno alrededor de un punto fijo, 
los demás lados hacen lo propio alrededor también de puntos 

fijos situados sobre la recta que determinan los primeros. 

119. (b)—Cuando el polo de un polígono funicular recorre 
una recta, y uno de los lados de dicho polígono, al variar de 
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posición, gira alrededor de un punió fijo, todos los demás 
lados hacen lo propio alrededor también de puntos fijos, si
tuados sobre una recta paralela á la que el polo describe y 
que pasa por el primero de dichos puntos. 

% 
T E O R Í A G E O M É T R I C A D E L A S F I G U R A S R E C Í P R O C A S . 

12P. De las figuras geométricas en general. — Si 
consideramos una figura formada por un sistema de rectas que 
unan diversos puntos, distribuidos de cualquier modo en un pla
no, daremos el nombre de vértices á dichos puntos, el de línea ó 
lado de la figura á toda porción de recta comprendida entre dos 
vértices y el de nudo al conjunto de lados que concurran en un 
mismo vértice. 

Las figuras que nos interesan, como veremos más adelante, 
son aquéllas cuyos lados pasan por dos vértices á lo menos; y 
desde luego podemos admitir que cada lado pasa solamente por 
dos de ellos, considerando como lados distintos de la figura los 
diferentes segmentos en que quede dividido todo lado que pase 
por más de dos vértices. 

121. Figuras deformantes., estrictamente indefor
mables y de líneas superabundantes.—Las figuras geo
métricas á que nos hemos referido, se dividen en dos clases: 

figuras deformables, que son aquéllas cuyos ángulos pueden 
variar, permaneciendo constantes las magnitudes de sus lados; y 

figuras indeformables, en las cuales se verifica, por el contra
rio, que los ángulos quedan determinados, conocidas que sean 
las magnitudes de los lados. 

Las figuras indeformables se dividen, á su vez, en dos catego
rías, que es necesario distinguir: las estrictamente indeforma
bles ó estrictamente definidas de forma, las cuales dejan de 
ser indeformables con sólo suprimir uno de sus lados, y las de 
líneas superabundantes, caracterizadas por conservar la condi-
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ción de indefórmabilidad, aun cuando se suprima uno ó más de 
sus lados, y por tener, en consecuencia, mayor número de líneas 
que las estrictamente necesarias para que su forma quede de
finida. 

Así, por ejemplo, un triángulo es una figura estrictamente in
deformable; un cuadrilátero articulado es deformable; la figura 
formada por un cuadrilátero y una de sus diagonales es estric
tamente indeformable, y un cuadrilátero completo, es decir, la 
figura formada por las seis líneas que unen cuatro puntos de un 
plano, contiene una línea superabundante; puesto que con sólo 
cinco de ellas basta para definir por completo la forma de la 
figura. Claro es que en este caso existirá siempre una relación, 
por medio de la cual podrá deducirse una línea cualquiera en 
función de las cinco restantes, ya sea por procedimientos analí
ticos ó por procedimientos gráficos. 

122 . Condiciones necesarias para definir un polí
gono completo de n vértices.— Daremos el nombre de 
polígono completo de n vértices á la figura formada por el con
junto de líneas que unan, dos á dos, n puntos situados en un pla
no. Como en cada vértice concurren n — i lados, y cada uno de 
éstos une dos puntos, es claro que el número total de lados de 

n(n — i ) 
la figura de que se trata será — 

2 

1 2 3 . Veamos cuál es el número de relaciones distintas que 
hay entre dichos lados. 

Sean A y B dos vértices cualesquiera del polígono completo 

(fig. 42.) El número de líneas que unen los n — 2 vértices res

tantes, dos á dos, será indudablemente — 2lÁtl e s c j a _ 
2 

ro que ninguna de ellas pasa por las puntas A y B. 
En A concurren n — 2 líneas y en B otras tantas que provie

nen de los n — 2 vértices distintos de A y de B; por consiguien
te, el número total de líneas que pasan por estos últimos puntos, 
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2 

(n — 2){n — 3) 

líneas que unen n puntos, dos á dos, habrá 

relaciones distintas. 
2 

Como la línea AB y las 2n — 4 restantes, que pasan por 
A y B, pueden fijarse arbitrariamente, es claro que aquellas rela
ciones serán las únicas distintas que puedan existir, y por ellas 

se deducirán — — — líneas de la figura, conociendo las 

211 — 3 que pasan por los puntos A y B, elegidos arbitrariamente 
Observando que los n puntos quedan suficientemente defini-

A 1 tu u 1 (n — 2)(n — i) 
dos por las ultimas 2ti—3 lineas, l a s — primeras 
serán líneas superabundantes, puesto que no son necesarias 
para definirlos. 

La suma de ambos grupos debe ser igual á la totalidad de 
las líneas de la figura. En efecto, dicha suma es 

(2„ _ 3 ) + (" - 2H" ~ 3) = » ( " - • > . 

No es necesario considerar como datos las 2;z — 3 líneas que 

T O M O I . 7 

contando con la AB que los une , será 2(/z— 2 ) - f - 1 = 2 7 2 — 3 
Si ahora consideramos una línea cualquiera que una dos 

vértices distintos de los A y 
B; por ejemplo, C y D; en- Fig. 42. D 

tre las seis líneas que unen 
los cuatro puntos A, B, C, 
D, existirá seguramente una 
relación por la que podrá 
determinarse la línea CD en 
función de las otras cinco, 
las cuales, como vemos, pasan por los puntos A y B. 

Para todas las demás líneas análogas á CD, sucederá lo pro
pio; por lo tanto, entre las 2n — 3 líneas que pasan por A y B y 
las que no pasan por estos puntos, es decir, entre todas las 
n{n— 1) 
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concurren en dos puntos especiales tales como A y B; pero des
de luego se comprende que las 2n— 3 líneas que deben darse 
para determinar las restantes de la figura, tienen que satisfacer á 
la condición de ser independientes, es decir, que entre ellas no 
exista ninguna de las relaciones que expresan las ecuaciones 

, , , , • (w — 2) (n — 3 ) 
por medio de las cuales han de determinarse las 1 —L— 

2 

líneas desconocidas. Tal sucedería si entre las líneas dadas figu
rasen las seis que unen cuatro puntos; porque entonces, ó la 
magnitud asignada á dichas líneas sería origen de incompatibi
lidad entre las ecuaciones del sistema que había de resolverse, y 
el problema sería imposible; ó bien, si dichas magnitudes corres
pondían á la cuestión, no serían seis líneas las que realmente se 
daban, sino cinco, por ser la sexta una consecuencia de las otras, 
y entonces el problema resultaría indeterminado por falta de da
tos suficientes. 

Por lo tanto, si las 2tl — 3 líneas dadas son realmente inde
pendientes, las demás se podrán determinar en función de aqué
llas por medio de las relaciones que se establezcan; pero el exa
men de las expresiones que se encuentren en cada caso indicará 
si el problema es posible ó no lo es. Así, por ejemplo, tratándo
se de un triángulo, quedará definido por el conocimiento de sus 
tres lados; pero para que su construcción sea posible, será nece
sario que uno cualquiera de ellos sea menor que la suma de los 
otros dos. Para todas las demás figuras será asimismo necesario 
que sus lados satisfagan á ciertas condiciones ó desigualdades 
que el Análisis ó la Geometría determinan en cada caso. 

Si la figura estuviera construida y, por tanto, no hubiese duda 
acerca de su posibilidad, es claro que conociendo 2n-—3 lados 
independientes, los demás quedarán completamente definidos. 

De las consideraciones que preceden resulta la siguiente pro
posición. 

124. Para que — — distancias mutuas de n puntos 
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125. IWunic-ro d e l a d o s q u e c o r r e s p o n d e n á l a s 
f i g u r a s d e f o r m a n t e s . , e s t r i c t a m e n t e i n d e f o r m a b l e s • 
d e l i n e a s s u p e r a b u n d a n t e s . -Llamando m al número de 
lados que realmente contiene una figura cualquiera de n vértices, 

y siendo, como hemos visto, ——— el máximo número de la

dos que puede contener, es claro que tendremos 

= nín—l) 
m < 2~~' 

pudiendo por tanto establecer que 

m = 2 n — 3 -f K, 

siendo K un número entero positivo ó negativo. 

126 . De esta última expresión, y en virtud de lo expuesto, 
se deduce: 

i.° Si K < 0 , la figura será deformable; porque aun conocien
do todos sus lados, su forma, que necesita, como sabemos, el co
nocimiento de 2n — 3 lados distintos, no quedará definida, y por 
tanto, sus ángulos podrán variar aunque aquéllos conserven sus 
longitudes primitivas. 

2.° Si K = 0 la figura será estrictamente indeformable. 

de un plano queden determinadas es necesario y suficiente 
conocer 2n— 3 de ellas. 

Conocidas todas las distancias entre los diversos puntos, es 
fácil calcular los ángulos que las líneas forman entre sí, puesto 
que cualquiera de dichos ángulos forma parte de un triángulo cu
yos tres lados se conocen. Hecho esto, quedarán determinados 
todos los elementos que constituyen la forma de la figura. 

Por consiguiente, podemos decir que la forma de una figu
ra de n vértices queda definida por el conocimiento de 2n — 3 
de sus lados. 
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3. 0 Si K ̂ > O la figura contendrá K líneas superabundantes, 
las cuales podrán deducirse conociendo las otras zn — 3. 

1 2 7 . De 3as figuras libremente dilatables.—Se dirá 
que una figura es libremente dilatable, cuando cualquiera de sus 
lados pueda dilatarse ó contraerse, sin que por ello deban expe
rimentar variación alguna las longitudes de los demás. 

Para que una figura presente esta propiedad, será, en general, 
necesario y suficiente que no contenga ninguna línea superabun
dante, ó lo que es lo mismo, que sea deformable ó estrictamente 
indeformable. 

128. De las figuras recíprocas.—Se dice que dos figuras 
son recíprocas cuando satisfacen á las condiciones siguientes: 

I.» Que á cada línea de la primera corresponda una sola línea 
paralela en la segunda. Dichas líneas reciben el nombre de recí
procas ó correspondientes. 

2 f

a Que á cada nudo de una de las figuras corresponda en la 
otra un polígono cerrado. 

Las dos figuras que se consideraron en el número 8 7 son 
recíprocas, puesto que satisfacen á las condiciones enunciadas. 

1 2 9 . Para que una figura tenga su recíproca es necesario, 
pero no suficiente: 

i.° Que cada nudo se componga de tres lados, por lo menos. 
2. 0 Que entre los sistemas de polígonos cerrados que conten

ga la figura haya uno, por lo menos, que satisfaga á la condición 
de que cada lado de la figura pertenezca solamente á dos polígo
nos de tal sistema. 

En efecto, con arreglo á la definición establecida, á cada 
nudo de la figura propuesta debe corresponder en la recíproca 
un polígono cerrado, y como este ha de componerse por lo me
nos de tres lados, necesariamente habrá de contener tres líneas 
por lo menos cada nudo de la propuesta. 

Sabemos también que en cualquiera de las figuras, cada lado 
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pasa solamente por dos vértices; por consiguiente, cada lado de 

la figura recíproca, si existe, formará parte solamente de dos 

nudos, y su correspondiente en la propuesta pertenecerá á dos 

polígonos cerrados, y solamente á aquellos dos que correspondan 

á dichos nudos; de donde resulta que en la figura dada hay por 

lo menos un sistema de polígonos que satisface á la segunda 

condición. 

130. Ue los sistemas articulados.—Si consideramos 

una figura de las que poco há hemos definido, cuyos lados sean 

materiales y suficientemente rígidos, de modo que conserven sus 

dimensiones primitivas, cualquiera que sea su forma, y cuyos nu

dos estén articulados por un cilindro circular que atraviese todos 

los lados que en ellos concurren, resultando así en cada vértice 

una charnela ó punto de articulación, dicha figura recibe el 

nombre de sistema articulado. 

Si los lados afectan la forma de cilindros circulares, de sec

ción recta relativamente pequeña, se llaman barras; pero como 

puede ser cualquiera la forma de dichos lados, en ciertos casos 

sucederá que algunos de ellos estén formados á su vez por un 

sistema de barras. 

Cuando la sección recta no es circular, los lados del sistema 

reciben diferentes nombres, los cuales se indicarán oportuna

mente al tratar de los sistemas articulados á que correspondan. 

131. Condiciones de equilibrio de los sistemas ar
ticulados.—Desde luego podemos afirmar que para que un 

sistema articulado esté en equilibrio, es necesario y suficiente que 

lo estén las diversas partes de que consta, es decir, cada uno de 

sus lados y cada una de sus charnelas. 

Por otra parte, sabemos que cada lado puede considerarse 

como libre bajo la acción de las fuerzas que directameute lo so

liciten y de las reacciones engendradas por las dos charnelas 

que lo atraviesan en sus extremos. 

Sea A uno de los lados materiales del sistema, articulado en 
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a y en b con otros varios, por ejemplo, con B, C, D y E (fig. 4 3 . ) 

Si en toda su longitud no obra ninguna fuerza exterior y se 

halla solamente sometido á las reacciones de las charnelas a y bt, 

es claro que tales fuerzas deberán ser. iguales y contrarias para 

que el lado A se encuentre en equilibrio; por lo tanto, podremos 

considerarlo como libre y como separado ó independiente del 

resto del sistema bajo la sola acción de aquellas r eacc ionesp=p i y 

aplicadas á los puntos de articulación y que podrán ser atrac

tivas, como indica la figura, comprimiendo dicho lado, ó repul

sivas, en cuyo caso determinarían la tracción ó extensión del 

mismo. 

Del propio modo, podemos imaginar que se suprime el lado 

de que se trata, sin que por ello se altere el estado de equilibrio 

del resto del sistema, con la condición de introducir en los pun

tos a y b dos fuerzas t, y í, respectivamente iguales y contrarias 

á las reacciones p y ¿>t, puesto que dichas reacciones que las 

charnelas engendran son necesariamente iguales y contrarias á 

las acciones que reciben. 

De aquí resulta que si las fuerzas aplicadas al lado A son 

atractivas, las que obran sobre los ejes de las charnelas serán re

pulsivas y recíprocamente. 

132. Puede suceder que sobre el lado A actúen una ó varias 

fuerzas exteriores cuya resultante seaR. En tal caso, descompo

niendo (fig. 44) las reacciones engendradas por las charnelas en 

dos componentes; una según la recta que une los puntos de ar-

- . y . ' v * £ ~ H 
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ticulación y otra paralelamente á la resultante R, el lado A se 
hallará en equilibrio bajo la acción de las cinco fuerzas R, r ' , r , ' , 
p', p^, cuyo polígono correspondiente deberá ser cerrado. 

Ahora bien; como tales fuerzas se ejercen solamente en dos 
direcciones, es claro que debiendo ser separadamente nulas 
las proyecciones de las mismas sobre dichas direcciones, que 

son ab y R, será necesario que el polígono de las tres primeras 
R, r ' , r ' sea cerrado, lo mismo que el de las dos segundas 
p',pt\ ó en otros términos, que la suma de r' y r , ' sea igual y 
contraria á la resultante R de las fuerzas exteriores, y quep ' y pt' 
sean iguales y de sentido contrario. 

Las acciones que el lado A ejerce sobre las charnelas serán, 
como siempre, iguales y contrarias á las reacciones que éstas 
dsenvuelven, y por tanto se obtendrán componiendo las fuerzas 
r , p; r , , p{ respectivamente iguales y contrarias á las r',p'; 

1 J 3 . De estas consideraciones resulta que, si el lado A está 
en conexión con otros varios, por dos articulaciones solamente. 

i.° Para que el sistema total esté en equilibrio, cuando sobre 
dicho lado no hay ninguna fuerza directamente aplicada, es ne
cesario y suficiente que imaginándolo suprimido resulte el siste
ma en equilibrio bajo la acción de todas las fuerzas que lo soli
citen, y de dos fuerzas iguales y contrarias aplicadas á los pun
tos de articulación y dirigidas sobre la recta que los une. 

Fig. 44. 
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2 . 0 Si el lado de que se trata recibe la acción de una resul
tante exterior, este caso quedará reducido al que precede, des
componiéndola en dos de su misma dirección y aplicadas á las 
charnelas respectivas. 

Claro es que si las fuerzas exteriores que directamente obran 
sobre el lado que se considera, se reducen á un par, se descompon
drían del mismo modo cada una de las fuerzas que lo constituyen. 

1 3 4 . Resulta de aquí, que en el estudio de las condiciones de 
equilibrio de los sistemas articulados podrá prescindirse de las 
fuerzas directamente aplicadas sobre los lados, y considerar so
lamente las que obran sobre los diversos puntos de articulación. 

Como lo que acabamos de decir respecto de uno cualquiera 
de los lados es aplicable por completo a toáos lo s demás, podre
mos imaginarlos todos suprimidos, sin que por ello cambien las 
condiciones de equilibrio del sistema, con tal de introducir las 
fuerzas iguales y contrarias que, aplicadas á las distintas articu
laciones, representen las acciones ejercidas sobre ellas por los 
lados suprimidos. 

Ue esta manera, podrán considerarse las charnelas como li
bres é independientes entre sí, sometidas á las fuerzas directa
mente aplicadas sobre ellas y á las que hemos introducido en 
sustitución de las acciones de los lados materiales; y así se ve 
que para que el sistema total esté en equilibrio, es necesario y 
suficiente que lo estén las charnelas, lo cual exige, como s a b e 
mos, que el polígono de las fuerzas que soliciten á cada una de 
ellas sea cerrado. 

135. Siendo iguales y contrarias las fuerzas que reemplazan á 
las acciones de cada lado material, es claro que éstos estarán 
comprimidos cuando aquellas fuerzas sean repulsivas, y extendi
dos cuando sean atractivas, ó bien sucederá lo primero cuando 
trasportada una de las fuerzas que los solicitan al punto de apli
cación de su opuesta, caiga en la prolongación del lado c o r r e s 
pondiente, y lo segundo cuando caiga sobre él. 
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en diversos triángulos por barras que lo atraviesan, uniendo sus 
distintos vértices. 

136. Sistemas reticulares.—Reciben este nombre ó el 
de sistemas triangulados (en inglés, frameworks; y en alemán, 
fachwerk), aquellos sistemas articulados constituidos por una 
serie de triángulos, á la manera como se indica en la figura 4 5 , 
y los cuales constan de un polígono de forma variable, dividido 
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1 3 7 . Los caracteres esenciales de estos sistemas son los si
guientes: 

i.° Se componen de triángulos simplemente yustapuestos, 
formando figuras estrictamente indeformables y libremente dila
tables. 

2. 0 Presentan por lo menos un nudo y generalmente dos, 
cada uno de los cuales comprende solamente dos barras, y por 
lo menos otro nudo, y de ordinario dos de ellos constituidos so
lamente por tres barras. 

3 . 0 Por un punto cualquiera del sistema puede darse una sec
ción de tal modo, que el plano ó superficie secante corte única
mente á tres barras. 

Conociendo las fuerzas que obran en cada vértice, el proble
ma que tenemos que resolver se reduce á determinar: i.°, las 
condiciones de equilibrio del sistema, y 2. 0 , las tensiones que se 
desarrollan en cada uno de sus lados. 

13J. i.° Condiciones de equilibrio.—Siendo indeformable 
la figura del sistema reticular, es claro que para que estén en 
equilibrio las fuerzas que lo solicitan, será necesario y suficiente, 
como sabemos, que tanto el polígono de las fuerzas como uno 
cualquiera de sus polígonos funiculares sean cerrados. Por con
siguiente, sólo hay que ver si tales condiciones se verifican. 

Para ello (fig. 4 5 ) se numeran las fuerzas principiando por 
cualquiera de ellas y siguiendo el contorno del sistema, con lo 
cual tendremos las líneas de acción 

1 , 2 , 3 , 4 , 5, 6. 

Se construye el polígono de las fuerzas, cuyos lados serán 

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 

representados por líneas dobles para distinguirlos con claridad 
del resto de la figura. 

Finalmente, se traza un polígono funicular, tal como el 
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relativo á un polo O, arbitrariamente elegido. 

Si ambos polígonos cierran, podrá afirmarse que el sistema 

estará en equilibrio bajo la acción de las fuerzas exteriores que 

lo solicitan. 

Si supiéramos de antemano que dichas fuerzas están en equi

librio, sería inútil el trazado de aquellos polígonos; pero como en 

las aplicaciones los sistemas reticulares suelen descansar en dos 

puntos de apoyo, el auxilio de aquéllos es necesario para deter

minar las reacciones que se desenvuelven en dichos puntos, 

como veremos en los diversos casos particulares que hemos de 

estudiar más adelante. 

139 . 2. 0 Determinación de hs tensiones.—Desde luego la 

figura que se considera no puede admitir, como sabemos, una fi

gura recíproca, por el hecho de que en los puntos A y B no 

concurren más que dos barras; pero no sucederá lo mismo si la 

completamos con los lados de un polígono funicular y con las 

porciones de las líneas de acción de las fuerzas, limitadas entre 

el sistema articulado y el referido polígono. 

Vamos á demostrar que una vez completada la figura, como 

acaba de decirse, es posible construir una figura recíproca, bajo 

la condición de que las líneas recíprocas de las líneas de acción 

de las fuerzas exteriores sean precisamente los lados del polígo

no de dichas fuerzas. 

Por otra parte, como oportunamente hemos visto que si una 

figura admite una recíproca, á cada nudo de ésta corresponde 

en aquella un polígono cerrado, de tal manera que cada lado de 

la figura propuesta pertenece solamente á dos de aquellos polí

gonos cerrados; demostraremos también que en todos los siste

mas reticulares, dichos polígonos pueden definirse de antema

no, según la regla única que ahora se establecerá. 

Para esto dividiremos las líneas de la figura completa en 

cuatro grupos, á saber: 
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i.° Las barras principales que forman el contorno del siste
ma reticular. 

2. 0 Las barras de relleno ó interiores. 
3 . 0 Las líneas de acción de las fuerzas exteriores. 
4 . 0 Los lados del polígono funicular. 

140. Respecto de estas líneas conviene observar: 

i.° Que cada barra principal forma parte de dos polígonos 
cerrados, de los cuales uno es un triángulo del sistema reticular, 
y el otro un polígono constituido por las líneas de acción de las 
dos fuerzas aplicadas á los extremos de dicha barra y las partes 
de polígono funicular y del sistema propuesto, limitadas por 
aquellas fuerzas. 

Así, por ejemplo, la barra cd comprendida entre las fuezas 
2 y 3 pertenece, tanto al triángulo cdh, como al cuadrilátero 
cc'd'd. 

Es claro que, si faltara alguna de las fuerzas indicadas, aque
lla barra principal que no se encontrase en el caso anterior for
maría parte, no de un cuadrilátero, sino de un polígono de ma
yor número de lados, como fácilmente puede comprobarse. 

2. 0 Cada barra interior ó de relleno pertenece sólo á dos 
triángulos que claramente se manifiestan en la figura. La 
barra 9, por ejemplo, corresponde al triángulo Aob y al obc; y 
lo mismo sucede respecto de todas las demás de igual cate
goría. 

3 . 0 La línea de acción de una fuerza exterior cualquiera co
rresponde á dos polígonos cerrados, definidos por la línea que 
se considera, una de las dos fuerzas inmediatas ó más próximas 
y las porciones correspondientes del polígono funicular y del 
contorno del sistema. 

Así, por ejemplo, la línea ce corresponde á los cuadriláteros 
Bb'c'c y cc'd'd, los cuales satisfacen á las condiciones indicadas. 
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4. 0 Cada lado del polígono funicular forma parte de este po
lígono, qué desde luego es cerrado, y de uno de los que anterior
mente se indicaron. 

Por ejemplo, el lado c d pertenece al polígono funicular á 
b'c'd'e'f y al cuadrilátero c'd de. 

141. Las proposiciones que quedan establecidas pueden de
mostrarse fácilmente construyendo la figura recíproca que se 
busca; y para ello pudiéramos fundarnos en el carácter de este 
género de figuras; el cual consiste, según la definición que de 
ellas se ha dado, en que á cada nudo de la propuesta debe res
ponder un polígono cerrado en la recíproca, y viceversa. Pero 
para proceder más en armonía con lo que realmente hay que 
hacer en las aplicaciones, es preferible construir la figura que 
se necesita bajo las condiciones siguientes: 

1 . a Que á cada nudo de la propuesta corresponda en la que 
se construye un polígono cerrado, y 

2 . a Que á cada uno de los polígonos cerrados de la pro
puesta de los que quedan definidos, corresponda un nudo en la 
nueva figura. 

No hay para qué decir que la figura que resulte de este 
modo, si su construcción es posible, no sólo será recíproca de la 
propuesta, con arreglo á la definición dada oportunamente, toda 
vez que á sus nudos corresponden en la otra polígonos cerra
dos, sino que estos polígonos serán precisamente aquéllos á que 
antes nos hemos referido. 

Para construir dicha figura se numeran, primero, las líneas de 
acción de las fuerzas exteriores, siguiendo el contorno de las 
barras principales y dando á todas las del sistema los números 
siguientes, en un orden cualquiera. 

Estas líneas se designan con cifras gruesas, y sus recíprocas 
con cifras delgadas del mismo nombre. 

Los lados a' b', b'c\ etc., del polígono funicular no hay nece
sidad de numerarlos. 

Hecho esto, se trazan las líneas 1, 2, 3 , 4 que son las recí-



I I O P R I N C I P I O S D E E S T Á T I C A G R Á F I C A . 

procas de i, 2, 3, 4 , ó de bb', ce', ád\ ee', y después el polígo
no funicular a' b' c d' e' f , relativo á un polo arbitrario O, con 
lo cual la recta O t u , paralela á la a f , definirá la magnitud de 
las fuerzas 5 y 6, es decir, de las reacciones en los apoyos, cu
yas recíprocas son las 5 y 6, siendo por tanto i. 2. 3. 4. 5. 6 el 
polígono cerrado de las fuerzas exteriores en equilibrio, que 
obran sobre el sistema reticular. 

Desde luego, la posición de las líneas recíprocas de las ba
rras principales es conocida, puesto que perteneciendo éstas á 
un polígono cerrado, el cual ha de corresponder en la figura que 
se construye á un nudo ó sistema de líneas concurrentes, basta 
saber dónde se cortan dos cualesquiera de ellas, sabiendo, por 
otra parte, como sabemos, que toda línea y su recíproca son pa
ralelas. Así, por ejemplo, la barra b c, que pertenece al cuadrilá
tero b c c b', tendrá por recíproca una línea paralela á ella, tra
zada por el punto en que se cortan las recíprocas conocidas de 
los lados l y 2; es decir, por el vértice 1. 2 del polígono de las 
fuerzas. 

142. Podemos por tanto establecer la siguiente regla: 
La recíproca de una barra principal pasa por el vértice 

del polígono de las fuerzas en que concurren aquéllas que 
son limítrofes de la misma. 

Fijando así a priori la posición de las líneas recíprocas de 
las barras principales, podrá omitirse el trazado del polígono fu
nicular, á menos que para determinar las reacciones en los apo
yos ó por otros motivos fuera necesaria su construcción. 

143. Dicho esto, principiemos por cualquiera de los nudos 
de tres líneas, A ó B; por ejemplo, por A. 

A las tres líneas 

6 7, 8 

de este nudo, deben corresponder los tres lados de un triángu
lo. De él conocemos el lado 6 del polígono de las fuerzas; y 



P R I N C I P I O S DE E S T Á T I C A G R Á F I C A . I I I 

como las direcciones de los otros dos se conocen, y según la 
regla anterior, la recíproca de la barra 7 ha de pasar por el vér
tice 6 . 1 del polígono de las fuerzas, aquel triángulo queda com
pletamente determinado, y será por tanto el 

6 . 7 . 8. 

Observando que el punto A está en equilibrio bajo la acción 
de la fuerza 6 y de las tensiones de las barras 7 y 8, dirigidas, 
como sabemos, según las líneas que unen sus respectivos extre
mos, claro es que el polígono de tales fuerzas será un triángulo 
cuyos lados serán paralelos y proporcionales á ellas, y por 
tanto, será el 

6 . 7 . 8 

que hemos construido, cuyos lados 7 y 8 representan las tensio
nes de las barras del mismo nombre . 

144. Ahora bien; para saber si dichas barras experimentan 
un esfuerzo de tracción ó de compresión, observaremos que el 
sentido cíclico del triángulo de que se trata es 6 . 7 . 8 , como lo 
indica el sentido de la fuerza 6 , que de antemano se conoce-
en cuyo caso podremos aplicar la regla que se estableció opor
tunamente. 

Trasportada la fuerza 7 paralelamente á sí misma y aplicada 
al nudo A, cae en la prolongación de la barra 7; por lo tanto, 
ésta sufrirá una compresión total igual á 7 . 

Haciendo lo propio con la fuerza 8, se ve que cae sobre la 
barra correspondiente; de donde se deduce que la barra 8 ex
perimentará un esfuerzo total de tracción igual á 8. 

Por esto, los lados 7 y 7 de ambas figuras se representan con 
líneas gruesas, y la 8 y 8 con líneas finas. 

145. Del nudo A podemos pasar al nudo b, porque como de 
las cuatro fuerzas que lo mantienen en equilibrio se conocen dos 
de ellas, la 1 y la 7, y las direcciones de las otras dos, será po-
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sible la construcción del cuadrilátero recíproco correspon
diente. 

Si observamos que la barra 10 está comprendida entre las 
fuerzas 1 y 2, es claro que la línea recíproca de aquella barra 
debe partir del punto de intersección i. 2 del polígono de las 
fuerzas,desapareciendo así la indeterminación que pudiera haber 
en el trazado de los lados 9 y 10 del cuadrilátero recíproco del 
nudo que se considera. Para completarlo se trazará, según esto, 
por el extremo de la línea 7 una paralela á la barra 9 y por 
el extremo de la línea 1, es decir, por el vértice 1. 2, una para
lela á la barra 10. 

Conocido el sentido de la fuerza 1, el sentido cíclico del cua
drilátero construido será 

7. 1. 10. 9.: 

lo que define suficientemente el sentido de las fuerzas que 
mantienen en equilibrio al nudo b, y nos dice que la barra 7 y 
10 están comprimidas y la 9 extendida, bajo la acción de las 
fuerzas cuya magnitud está representada por los lados corres
pondientes 7, 10, y 9. 

Como las fuerzas que obran sobre el nudo o son las tensio
nes de las cuatro barras que lo forman, y de aquéllas sólo se 
desconocen dos, la construcción del cuadrilátero recíproco, y 
por tanto la determinación gráfica de las tensiones que experi
mentan los lados 11 y 12, es fácil. 

Desde luego, por pertenecer la barra 11 al triángulo 9 . 10. 11, 
cuya figura recíproca será un nudo del cual hay trazadas las 
líneas 9 y 10, es claro que la recíproca de dicha barra 11 será 
la paralela á ella trazada por el punto en que se cortan las líneas 
9 y 10; lo que nos dice además que el lado 12 del cuadrilátero 
de que se trata, partirá del origen de la 8 y que dicho cuadri
látero es, por tanto, el 

8. 9. 11. 12. 

Respecto de su sentido cíclico no hay duda que será el que 
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indica el orden de sucesión de sus lados, tal como se ha estable
cido; puesto que experimentando las barras 8 y 9 esfuerzos de 
tracción, según hemos visto, el sentido de los lados 9 y 8 queda 
definido y como consecuencia el del cuadrilátero que se consi
dera. 

La aplicación de la regla antes empleada, nos dice que la 
barra 11 estará comprimida y la 12 extendida. 

Continuando del mismo modo, se irían construyendo los po
lígonos recíprocos de los nudos siguientes y derminando si los 
esfuerzos á que las barras han de resistir son de tracción ó de 
compresión. 

Si las construcciones se han ejecutado con la necesaria exac
titud, los lados 20 y 21, obtenidos al construir las figuras recípro
cas de los nudos g y e, á que pertenecen respectivamente, deben 
coincidir con las que resulten de la construcción de la recíproca 
del último nudo B, á que ambos corresponden; y si tal sucede, 
será porque no habrá habido errores gráficos, y por tanto podrá 
considerarse bien resuelto, y con la exactitud suficiente para las 
aplicaciones, el problema de determinar la naturaleza y magni
tud de las tensiones desarrolladas en un sistema articulado bajo 
la acción de un sistema conocido de fuerzas exteriores. 

De lo expuesto resulta, que el polígono funicular sólo ha sido 
necesario para averiguar las reacciones en los apoyos, y que, 
una vez conocidas éstas, es independiente de dicho polígono la 
ejecución del resto de las operaciones. 

145 Método de Culmann.—Este método, que ahora ex
pondremos, tiene la ventaja de dar directamente la tensión de una 
barra cualquiera, sin necesidad de pasar por las que anteceden, 
evitando así toda causa de acumulación de errores. Tal vez no 
reúna la elegancia del que anteriormente hemos expuesto, debi
do á Maxwell, y conocido con el nombre de método de las figu
ras recíprocas; pero hay casos en que su empleo es absoluta
mente necesario por sí sólo ó simultáneamente y como comple
mento del método de Maxwell. 

T O M O I . 8 
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Para aplicar el método de Culmann, sólo se necesita que sea 
posible dividir el sistema reticular en dps partes, imaginando 
que se cortan tres barras á lo sumo. 

En efecto, supongamos que xy sea una sección cualquiera, 
plana ó no plana, que encuentre sólo á tres barras, en este caso 
(fig. 45) á las 14, 15 , 16 . Es evidente que, si imaginamos separa
da la parte de la derecha del sistema reticular, para que la iz
quierda subsista en equilibrio será necesario y suficiente que la 
resultante R de todas las fuerzas exteriores que obran sobre ella 
y las tensiones de las barras, que se suponen cortadas, aplicadas 
á los puntos de intersección, constituyan un sistema en equi
librio. 

Aquella resultante es fácil de determinar por medio de uno 
de los polígonos funiculares, y la cuestión queda, por tanto, redu
cida, y en esto consiste el método del Culmann, á descomponer 
dicha resultante en tres componentes respectivamente dirigidas 
según los ejes de las tres barras cortadas; problema resuelto 
oportunamente, y sobre el cual no hay para qué insistir. 

Con objeto de que en todos los casos las fuerzas, cuya resul
tante hay que determinar, sean consecutivas en el polígono de 
las mismas, y dicha resultante pueda obtenerse inmediatamente 
por el polígono funicular que se hubiere construido, es necesario 
numerar las fuerzas exteriores, no como antes hemos dicho, si
guiendo estrictamente el contorno del sistema, sino recorriendo 
en zig-zag todas las barras que lo constituyen, desde cualquiera 
de aquellos nudos en que sólo concurren dos barras. 

1 4 6 . Construcción gráfica del momento d e una 
fuerza.—Sea l la línea de acción de una fuerza de magnitud f, 
y Cun punto, respecto del cual se considera el momento de dicha 
fuerza. El brazo de palanca será la línea C P (figura 46), y la ex
presión del momento f x CP. 

Sea ab — f la fuerza de que se trata, y O un polo cualquiera. 
El polígono funicular, relativo al polo O, será el AlB. Prolon
guemos el lado íB, y por C tracemos la mn, paralela á la línea 
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A A Fig. 46 

d 
7 

b 
'n 

Decimos que el momento de f, respecto del punto C, es el 
producto de mn por la distancia polar d. 

En efecto, por ser semejantes los triángulos lmn y Oab, 
tendremos: 

como queríamos demostrar. 
Para que el producto mn X d sea homogéneo, es necesario 

medir uno de sus factores con la escala de fuerzas que se haya 
establecido para su representación, y el otro con la correspon
diente de longitudes. 

Claro es que si hubiéramos tomado d = 1, el valor numérico 
de la línea mn representaría el del momento de que se trata; 
pero si no resultara cómodo proceder así, lo que conviene es 
que la magnitud de d, como factor común á todos los momentos, 

mn C P 
ab =j d 

de donde 

/ X C P = » ! « X < / , 

de acción i, é interceptada por los dos lados del polígono funi
cular. 
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guarde una relación sencilla, ya con la unidad de fuerzas, ó bien 

con la unidad de longitud, según que la representación y medida 

del segmento mn se haga con la segunda ó la primera de estas 

unidades. 

1 4 7 . Construcción gráfica del momento de la re
sultante de varias fuerzas*—Esta construcción se funda 

en la siguiente proposición. 

El momento de la resultante de un sistema de fuerzas 

distribuidas de cualquier modo en un plano, con relación á 

un punto cualquiera C del mismo, es igual al producto de la 

longitud del segmento interceptado por ¿os lados extremos 

de uno de los polígonos funiculares de las fuerzas conside

radas y trabado por dicho punto paralelamente á la resul

tante del sistema, por la distancia del polo á la recta que cie

rra el polígono de las fuerzas. 

Consideremos por ejemplo (figura 47), las fuerzas cuyas lí

neas de acción sean 

fi 2, 3, 4 ; 

siendo el polígono de las mismas el 

1. 2. 3. 4. 

Sea A. 1. 2 . 3. 4 . B el polígono funicular, correspondiente á 

dichas fuerzas y relativo al polo arbitrario O. 

La resultante R, como sabemos, pasará por el punto x en que 

se cortan los lados extremos del polígono funicular, y estará 

representada en el polígono de las fuerzas por ab, siendo su lí

nea de acción paralela á ésta. Pero como, según el caso anterior, 

el momento de R con relación al punto C es mn Xd, siendo d la 

distancia del polo á la recta ab, la proposición queda demos

trada. 

No hay para qué decir que el momento de la resultante R, 

con relación al punto C, ó cualquiera otro, es igual á la suma de 

los momentos de las componentes con relación al mismo punto; 
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el momento de la resultante de cualquier número de fuerzas 
consecutivas del sistema propuesto. Si estas fueran, por ejem
plo, la 1, 2 y 3 , bastaría trazar por C una paralela Cm' á la dia
gonal ac, y el segmento m'n', comprendido entre los lados A l 

y que en el caso actual son aplicables las consideraciones he
chas en el que precede respecto á la manera de valuar los fac
tores mn y d. 

El mismo polígono funicular puede utilizarse para construir 
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y 3.4 que comprenden entre sí á las fuerzas que se consideran, 
multiplicado por la distancia d' del polo á la línea ac, sería el 
momento de que se trata. 

1 4 8 . En el caso de que las fuerzas sean paralelas, los factores 
d, d', etc., según se trate del momento de la resultante total ó 
del correspondiente á las resultantes parciales de fuerzas con
secutivas, son iguales á la distancia polar, de donde resulta la 
siguiente proposición. 

El momento de la resultante de varias fuerzas paralelas, 
situadas en un plano, con relación á un punto del mismo, es 
igual al producto de la ordenada paralela á las fuerzas, tra
bada por el punto que se considera y comprendida entre los 
lados extremos del polígono funicular correspondiente, por 
la distancia polar. 

1 4 9 . Determinación gráfica del centro de fuerzas 
paralelas —Esta determinación se funda en el teorema si
guiente: 

Si hacemos girar cada una de las fuerzas paralelas de 
un sistema cualquiera, un mismo ángulo «, en el mismo sen
tido y sin cambiar la relación de sus magnitudes, alrededor 
de un punto fijo elegido arbitrariamente sobre su línea de 
acción; la resultante no hará otra cosa que girar alrededor 
de un punto fijo, independiente del ángulo y de la relación 
en que se hubieren modificado las magnitudes de las fuerzas. 

Este punto fijo recibe el nombre de centro de fuerzas pa
ralelas. 

Supongamos el caso más sencillo, cuando sean dos las fuer
zas paralelas. Excepción hecha del caso en que estas constituyan 
un par, en todos los demás sabemos que el punto en que la re
sultante corta á la línea que une los puntos de aplicación de las 
componentes, es independiente de la dirección común de las 
fuerzas y de las magnitudes absolutas de las mismas, y sólo de
pende de la posición particular de aquellos puntos de aplicación 
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de las componentes y de la relación de sus magnitudes; de don
de resulta que para este caso la proposición es cierta. 

Para generalizarla, supongamos que se verifique para un 

sistema de n fuerzas, y vamos á demostrar que se verificará 

del propio modo cuando n -f- i sea el número de ellas, es decir, 

cuando el sistema se componga de una fuerza más. 

En efecto; sea Q la resultante de las n primeras, y R la resul

tante de Q y de la otra; es decir de la (n -f- la cual desig

naremos por P„+i . Claro es que R será la resultante de las n •+• i 

fuerzas. 

Hagamos girar á cada una de ellas un mismo ángulo en igual 

sentido, alrededor de un punto fijo de su línea de acción y modi

fiquemos, si se quiere, sus magnitudes en una relación arbitraria 

pero determinada y constante para todas. La resultante R, de Q 

y P«+i, girará asimismo alrededor de un punto fijo de su línea de 

acción la misma cantidad angular, y resultará modificada en la 

misma relación que las demás, en virtud de lo demostrado en el 

caso anterior; por consiguiente, si el teorema es cierto para n 

fuerzas lo será también para n + i, y como lo es para dos, lo 

será para tres y en general para todo sistema de fuerzas parale

las, cualquiera que sea el número de sus componentes. 

1 5 0 Determinación gráfica de ios centros de gra
vedad.—Consideraremos solamente los centros de gravedad de 

las líneas y de las superficies. 

i.° Centro de gravedad de una línea cualquiera.—Para 

determinar el centro de gravedad de una línea quebrada ó con

torno poligonal cualquiera, basta aplicar al punto medio de cada 

uno de sus lados una fuerza proporcional á su magnitud parale

lamente á una dirección determinada. De esta suerte la cuestión 

queda reducida á determinar el centro de fuerzas paralelas, 

como acaba de indicarse. 

Si la línea fuera curva, se divide en partes iguales y suficien

temente pequeñas para que cada arco pueda considerarse como 

igual á su cuerda; en cuyo caso, sustituida la curva propuesta 
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por un contorno poligonal inscrito y sensiblemente confundido 
con ella, se procedería del mismo modo que se ha dicho para 
el caso de los contornos poligonales. 

2.° Centro de gravedad de una superficie.—Cualquiera que 
sea el contorno que la limite, la marcha general para determinar 
el centro de gravedad de una superficie, consiste en descompo
nerla en triángulos, reduciendo estos á otros equivalentes de 
igual base, para que las alturas sean proporcionales á sus áreas 
respectivas, en cuyo caso aplicando en los centros de gravedad 
de dichos triángulos fuerzas paralelas á una cierta dirección y 
proporcionales á aquellas alturas, la cuestión quedará reducida, 
como antes, á la aplicación del método gráfico para determinar 
el centro de fuerzas paralelas de la manera que anteriormente 
se ha establecido. 



SEGUNDA P A R T E . 

RESISTENCIA DE MATERIALES. 

151. Su objeto.—Siempre que una fuerza exterior actúa so
bre un cuerpo cualquiera, determina, como es sabido, una defor
mación, sensible algunas veces é imperceptible otras, que varía 
con la intensidad y duración de la fuerza y con las propiedades 
del cuerpo. En ocasiones recobra éste su forma primitiva, cuan
do cesa la acción de la fuerza, y en otras, por el contrario, la de
formación persiste aun cuando aquélla deje de obrar. De aquí 
que deban considerarse dos clases de deformaciones, no sólo 
por el carácter diferencial que las distingue, y que por tal moti
vo las denominaremos respectivamente deformaciones elásticas 
y deformaciones permanentes, sino porque en realidad corres
ponden á estados de equilibrio, no bien conocidos, pero .segura
mente muy distintos entre las fuerzas exteriores y las reacciones 
ó fuerzas elásticas que se desenvuelven en las moléculas del 
cuerpo. 

Puede decirse, por tanto, que el objeto principal y práctico 
de la Resistencia de materiales es determinar las dimensiones de 
los elementos más importantes de una construcción, de tal ma
nera, que no excedan de cierto límite las deformaciones elás
ticas que aquellas hayan de experimentar, ó bien las tensiones 
moleculares que se desarrollen bajo la influencia de las fuerzas 
exteriores. 
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154. Resistencia de los prismas.—Aun cuando la for-

152. Elasticidad de los materiales.—A pesar de la com
plicación propia de los fenómenos elásticos, admitiremos la si
guiente ley, deducida de la experimentación directa sobre nu
merosos materiales. 

Para todos los cuerpos existe un límite de deformación, más 
ó menos lejano del que corresponde d la ruptura y llamado 
límite de elasticidad, antes de llegar al cual se verifica que las 
deformaciones son sensiblemente elásticas y proporcionales á 
las cargas que las determinan. 

153. Cargas que soportan las construcciones. —Las 
cargas á que las construcciones se hallan sometidas, pueden divi
dirse en cargas estáticas ó permanentes, y cargas dinámicas, 
más ó menos momentáneas ó accidentales. En rigor, son cargas 
estáticas las que no producen choque, y cargas dinámicas las 
que producen dicho fenómeno, ó varían de intensidad ó de con
diciones de aplicación. 

A pesar de los experimentos practicados hasta el día acerca 
de los efectos de las cargas dinámicas, podemos sentar como 
principio que la única base cierta de todo cálculo de resistencia 
es el límite de elasticidad correspondiente á las cargas estáticas. 

Siendo arriesgado someter los materiales á cargas que co
rrespondan al límite de elasticidad, para determinar en general 
las cargas máximas que pueden actuar sin peligro alguno, se ad
miten los siguientes límites de seguridad: 

Para construcciones fijas •<— del límite de elasticidad. 
2 

Para construcciones mecánicas de — á — de dicho límite. 
4 20 

Tratándose de materiales, cuyo límite de ruptura sea el que 
únicamente se conozca, se acepta como límite convencional de 
elasticidad —— del de ruptura. 
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ma y dimensiones de las piezas de una construcción son muy va

riables; en razón á su frecuente uso y á su forma poco resis

tente, nos ocuparemos ante todo del estudio de la resistencia 

de los prismas. 

Entenderemos por prisma toda pieza de cierta longitud, de 

aristas laterales, paralelas ó casi paralelas, y en la cual, por lo 

tanto, la sección recta sea constante ó presente variaciones 

poco notables. 

Para considerar con claridad los fenómenos elásticos, supon

dremos que los prismas están constituidos por fibras elementa

les muy delgadas, paralelas á las aristas laterales, y en cada una 

de las que se desarrolla una tensión propia bajo la influencia de 

las fuerzas exteriores. 

Si se corta un prisma por un plano ideal cualquiera, es evi

dente que debe haber equilibrio entre las fuerzas moleculares 

desarrolladas en los diversos 'elementos de la sección y las 

fuerzas exteriores situadas á cualquiera de los lados del plano. 

La sección recta m i s pequeña de todas será sin duda la menos 

resistente, y es la única que por lo mismo importa ó se necesita 

considerar. A dicha menor sección la llamaremos de ordinario y 

simplemente sección del prisma. 

Para simplificar las cuestiones reduciremos todas las fuerzas 

exteriores que actúan sobre los prismas á fuerzas irreductibles, 

que son las fuerzas propiamente dichas y los pares, que descom

pondremos, cuando sea necesario, según direcciones paralelas ó 

perpendiculares á las fibras elementales de los prismas. 

155. Deformaciones que las fuerzas originan.— 
Las fuerzas propiamente dichas originan tres clases distintas de 

deformaciones simples: 

1.a La compresión, cuando las fibras elementales se acortan. 

2 . a La extensión ó tracción, cuando dichas fibras se alargan. 

3 . a La acción cortante, cuando las fibras tienden á ser corta

das, sin alargarse ó acortarse. 

Los pares originan dos clases de deformaciones. 



1 2 4 R E S I S T E N C I A D E M A T E R I A L E S . 

1 . a La flexión, cuando las fibras experimentan efectos de 
curvatura paralelamente á un plano, ó de simple curvatura. 

2 . a La torsión, cuando dichas fibras tienden á ser retorcidas 
ó experimentan, en otros términos, efectos de doble curvatura. 

Estas dos últimas deformaciones no son otra cosa en realidad 
que combinaciones de las tres precedentes; porque bajo el pun
to de vista de la dirección de las fuerzas pueden dividirse las 
deformaciones; en longitudinales, que comprenden la extensión, 
la compresión y la flexión, y trasversales, que comprenden la 
acción cortante propiamente dicha y la torsión. 

Como la acción cortante no se presenta nunca aislada, divi
diremos el estudio de las deformaciones en los tres grupos si
guientes: 

I . ° Extensión y compresión. 
2 . ° Flexión, que comprenderá dos secciones: la flexión sim

ple, caracterizada por una sola curvatura del mismo sentido y la 
flexión compleja, en la cual la curvatura de las fibras cambia de 
sentido. 

3. 0 Torsión. 

T R A C C I Ó N Y C O M P R E S I Ó N , 

156. Definiciones.—Llámase extensión ó tracción la de
formación que experimenta un prisma bajo la acción de las 
fuerzas ó de las resultantes de las fuerzas exteriores, las cuales 
por ser paralelas á las aristas laterales y directamente opuestas 
á las resultantes de las tensiones desarrolladas, tienden á produ
cir el mismo alargamiento en todas las fibras elementales del 
prisma. 

Extensión hay, por ejemplo, cuando en los extremos de un 
prisma obran dos fuerzas iguales y directamente opuestas, que 
tienden á separar sus moléculas entre sí. Lo propio sucede cuan
do fijado sólidamente el prisma por uno de sus extremos, se 
halla sometido por el otro á la acción de una fuerza paralela á 
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sus aristas, que tienda á arrancarlo del punto de empotramiento. 
En este caso el extremo empotrado se halla sometido á la reac
ción de dicho punto; la cual, por ser igual y contraria á la acción 
que se ejerce en el otro extremo, la equilibra. 

La compresión es una deformación de sentido contrario á 
la extensión, y se produce siempre que las fuerzas exteriores 
tienden á aproximar las moléculas de un prisma, acortando to
das sus fibras la misma cantidad. 

En algunos casos la compresión de un prisma determina 
una deformación más compleja, la flexión; constituyendo un caso 
particular de ésta como veremos oportunamente. 

1 5 7 . Coeficientes característicos.—Las tensiones y las 
deformaciones longitudinales de los prismas están caracterizadas 
por ciertas relaciones denominadas coeficientes característicos, 
que pueden dividirse en coeficientes de resistencia, de ruptura, 
de seguridad y de elasticidad. 

Llámase coeficiente de resistencia, la relación entre la carga 
que corresponde al límite de elasticidad de un prisma y su sec
ción recta; ó en otros términos, la carga límite de las deforma
ciones elásticas por unidad de sección, ó la tensión que la equili
bra ó contrarresta. 

Coeficiente de ruptura es la carga por unidad de sección 
que determina la ruptura del prisma. 

Coeficientes de seguridad, son ciertas fracciones de los 
coeficientes de resistencia ó de ruptura, que se adoptan en la 
práctica de las construcciones. 

Finalmente se llama coeficiente de elasticidad la relación 
constante que hay, dentro de los límites de la elasticidad, entre 
la carga por unidad de sección y el alargamiento ó acorta
miento por unidad de longitud. Pudiera decirse también que es 
la relación entre el coeficiente de resistencia y la deformación 
proporcional, en el límite de elasticidad. 

1 5 8 . Resultados experimentales.—La experimenta-
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ción demuestra que el valor del coeficiente de elasticidad de cada 

cuerpo, es sensiblemente el mismo á la extensión que á la compre

sión, pero que los coeficientes de resistencia y de ruptura difie

ren generalmente en cantidades más ó menos notables. Así, por 

ejemplo, para los hierros y maderas el coeficiente de resistencia 

ó de ruptura á la extensión es mayor que el correspondiente á 

la compresión. Sin embargo, como la diferencia es pequeña, no 

suele tenerse en cuenta en las aplicaciones. 

Para la fundición, por el contrario, dichos coeficientes son 

mucho mayores á la compresión que á la tracción ó extensión, 

pues á veces e coeficiente de resistencia á la compresión se ha 

encontrado cuatro veces mayor que á la extensión. A pesar de 

esto, en la práctica sólo se admite que la resistencia á la com

presión de las piezas fundidas es doble de la correspondiente á 

la extensión. 

Hay que tener muy en cuenta que cuando ambas deforma

ciones se combinan, ó mejor dicho, son simultáneas en un prisma 

como sucede en la flexión, es indispensable emplear el menor 

de los coeficientes. 

159. Observación.—En todas las fórmulas y aplicaciones 

que serán objeto de nuestro estudio, las cantidades se referirán 

siempre al centímetro y kilogramo, tomados como unidades. 

Por lo tanto, las longitudes, secciones y volúmenes se expre

sarán en centímetros, centímetros cuadrados y centímetros cú

bicos, y las fuerzas se valuarán en kilogramos. 

Los coeficientes de resistencia, de ruptura y de elasticidad, 

se expresarán en kilogramos por centímetro cuadrado de sec

ción. 

160. Los valores medios de los coeficientes de resistencia y 

de elasticidad, así como el peso en kilogramos del centímetro 

cúbico de algunos materiales importantes de construcción son 

los siguientes. 
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Peso Coeficiente Coeficiente 
del centímetro de de 

MATERIALES cúbico. resistencia. e l a s t i c i d a d 

Kilogramos. Kilogramos. Kilogramos. 

Madera de pino, s e c a . . . . 0 , 0 0 0 . 5 3 0 I80 9 O . O O O 

Madera de encina, i d . . . . O , O O O . 8 O O 24O I 2 0 . 0 0 0 

0 , 0 0 7 . 2 0 0 750 I . O O O . O O O 
O,007.8OO I .500 2 . O O O . O O O 

0 , 0 0 7 . 8 O O 3 . 0 0 0 2 . O O O . O O O 

O,007 .8OO 6 . 0 0 0 3 . 0 0 0 . 0 0 0 

Los coeficientes de ruptura son sensiblemente dobles de los 
de resistencia, y de ordinario se considera que para la madera 
en general, el coeficiente de elasticidad es de i o s = ioo.ooo. 

161 . Esfuerzo cortante.—Se dice que una sección de un 
prisma experimenta un esfuerzo cortante, cuando se halla some
tida á la acción de una fuerza exterior, situada en el plano de 
aquélla y directamente opuesta á la resultante de las tensiones 
moleculares desarrolladas en dicha sección. 

La fuerza que produce la acción de que se trata se denomina 
esfuerzo cortante. 

Dicha acción se produce generalmente al propio tiempo que 
otras deformaciones de mayor importancia, y en tales casos no 
hay inconveniente en despreciarla; pero conviene notar que la 
consideración de los esfuerzos cortantes es esencial, como ve
remos más adelante, en la teoría de la flexión de cierto género 
de vigas. 

Las leyes de la resistencia al esfuerzo cortante son, por lo 
demás, las mismas que á la compresión y á la extensión. La úni
ca diferencia que puede establecerse, consiste en admitir, con
forme con las indicaciones de la teoría general de la elasticidad, 

4 

que la resistencia al esfuerzo cortante es solamente los — - de 

la correspondiente á la extensión. 
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R E S I S T E N C I A D E L O S P R I S M A S Á L A E X T E N S I Ó N Ó Á L A C O M P R E S I Ó N . 

s • 

1 6 3 . Caso general.—Es evidente que bajo la misma ten

sión unitaria, la resistencia de un prisma es proporcional á su 

sección recta. 

Establecido esto, fácil es expresar algébricamente la resis

tencia que opone un prisma (figura 48) á la acción de una fuer

za exterior que tienda á acortarlo ó á alar

garlo. 

Fi(J. ¿8. Llamando 

K... al coeficiente de seguridad adoptado, 

P... á la fuerza exterior, 

S... á la sección del prisma; 

es claro que siendo K la resistencia que 

opone una fibra de sección 1, la resistencia 

total, opuesta por toda la sección S, será 

KS, y como esta tensión debe equilibrar á 

la fuerza exterior P, tendremos la ecuación 

general de equilibrio siguiente: 

P = KS. 

Esta ecuación recibe también el nom

bre de fórmula de la resistencia del prisma y permite resolver 

los tres problemas que siguen: 

i.° Determinar la carga P, que con toda seguridad puede so

portar un prisma de sección S. 

2.0 Determinar la sección S de un prisma para que resista 

con seguridad á la accción de una fuerza P. 

3 . 0 Determinar la tensión K, desarrollada en cada unidad de 

la sección S, de un prisma sometido á la carga P. 

1 6 3 . Caso particular en que es necesario tener en 
cuenta el peso propio del prisma*—Cuando el peso de 
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S Ó L I D O S D E I G U A L R E S I S T E N C I A Á L A E X T E N S I Ó N . 

1 6 5 . C a r g a únlea.—El único caso que consideraremos 
es el de un prisma de gran longitud, sometido en uno de sus ex
tremos á una sola carga. 

TOMO I. (j 

prisma es considerable por su gran longitud, la sección más leja
na al punto de aplicación de la carga soporta, no sólo la acción 
de ésta, sino el peso total del prisma; razón por la cual se deno
mina sección peligrosa, y á ella hay necesidad de referirse en los 
cálculos de resistencia. 

Claro es que, representando 
L... la longitud total del prisma, en centímetros, 
S... su sección recta en centímetros cuadrados, 
p... el peso en kilogramos del centímetro cúbico de la materia 

que constituye el prisma, 
el peso total de éste será pL.S, y tendremos la nueva ecua

ción de equilibrio 

KS = P + phS. 

Como p suele ser un dato forzosamente impuesto por las cir
cunstancias, los problemas á que da lugar son solamente cuatro, 
según que se considere como incógnita de la cuestión cualquie
ra de las cantidades P, S, L ó K. 

1 6 4 . Caso en que el prisma no soporta más que su 
propio peso.—Cuando es nula la carga P, la fórmula anterior 
se convierte en 

K = ; > L ; 

relación que demuestra que en este caso la resistencia de un 
prisma es independiente de su sección recta y directamente 
proporcional á su longitud. 
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Si la sección fuera constante, ya hemos visto que la sección 

peligrosa es la que desarrolla la mayor tensión, y las demás por 

el contrario, la desarrollan tanto menor cuanto más se acercan 

al punto de aplicación de la carga. Es evidente, que el efecto 

que produce el exceso de materia del prisma considerado, es 

aumentar las dimensiones de la sección peligrosa, aunque no 

desarrolle mayor tensión que la que se señale; y es claro que 

para que la tensión sea la misma en todas las secciones, es ne

cesario que estas vayan disminuyendo á medida que se alejan 

de la sección peligrosa. 

La pieza que resulta de esta disminución gradual de las sec

ciones, no será seguramente un prisma tal como debe ser en 

sentido geométrico; pero en resistencia de materiales suele 

aceptarse aquella palabra para designar los sólidos que tienen 

la propiedad de desarrollar la misma tensión en todas sus sec

ciones; y que por tal motivo reciben el nombre de prismas de 

igual resistencia, aunque con más propiedad deben llamarse só

lidos de igual resistencia. 

Nos limitaremos solamente á calcular la forma aproximada 

de dichos sólidos, y con ello basta en las aplicaciones; porque 

es claro que calculando las secciones suficientemente próximas, 

la forma resultante diferirá de la forma rigorosa en tan poco 

como se quiera. 

La marcha general consiste en dividir el sólido en partes 

iguales, comenzando por asignar á cada una la forma de un 

prisma propiamente dicho, cuya sección será fácil de calcular, co-

npciendo la carga máxima á que se halle sometido, y luego sus

tituir la superficie escalonada resultante por una superficie con

tinua que pase por las aristas de las secciones determinadas. 

Supongamos (fig. 4 9 ) el caso de un prisma sometido á su 

propio peso y á una carga adicional P; siendo p el peso del cen

tímetro cúbico de la materia empleada, y / la longitud de cada 

una de las partes en que se divida la longitud total del prisma 

Sean S,, S á , S . las secciones de los prismas parciales. 

La sección S, más próxima á la carga adicional se determi-
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nará, como ya sabemos por la relación K S t = P - f - p l S,; de donde 

P K P K 
K-pl K—pl 

llamando S á la sección que sería 
capaz de soportar solamente la 
carga P. 

El peso total pK que soporta 
la sección peligrosa del primer 
prisma parcial, tiene por expre
sión p{ = K S , ; puesto que se e s 
tablece como condición que todas 
las secciones desenvuelvan la 
misma tensión unitaria. 

Sustituyendo en vez de S, su 
valor, resultará 

K l.v K 
K-

La sección S 2 del prisma si
guiente deberá satisfacer á la r e 
lación: 

KS á =P-f- /7 /S . -T- plS,= KS,-h plSt 

de donde 

K 
K—pl 

S,. 

El peso p± á que debe resistir la sección peligrosa en este 
segundo prisma será: 

pt = K S á = 
K 

K —pl 
KS. = 

K 
K — pl Pr 

La inspección de los resultados obtenidos basta para poner 
de manifiesto la ley de variación de las secciones y de los pesos 
que soportan. 
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Por lo tanto tendremos: 

K K 
Prisma 1 . ° S, = — - S pt = ,P 

1 K —pl K — pl 

K K 

K K 

K 
K—pl 

K 
K-pl i ^ — l CO

M E D I D A D E L A S D E F O R M A C I O N E S . 

1 6 6 . Alargamiento ó acortamiento total de los pris
mas.—Hemos establecido que dentro de los límites de elastici
dad las deformaciones son proporcionales á las cargas, y hemos 
llamado coeficiente de elasticidad á la relaeión constante que 
existe entre la carga y la deformación proporcionales, es decir, 
entre la carga por unidad de sección y la deformación corres
pondiente á la unidad de longitud. 

Siendo 7 el alargamiento ó el acortamiento (según se trate de 
la extensión ó de la compresión) que sufre un prisma de longi-

(1) La forma exacta de igual resistencia en el caso que hemos consi 

derado, se determina por la fórmula log. nep ~-, en la cual r e -
S K. 

p r e s e n t a s la sección del extremo l ibre , determinada por la relación 
P 

- ^ J T - ; S« la sección que se quiere calcular; / su distancia al extremo 

libre; p y K lo mismo que en el caso anterior. 
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E = — 
(j) 

(tí 

Esta relación permite determinar los alargamientos ó acorta

mientos de los prismas, así como las tensiones que resultan, so

metidos á esfuerzos determinados de tracción ó de compresión, 

P 

puesto que -— = K. 

Tenemos pues; 
i.° Tensión de un prisma que se alarga ó acorta la cantidad /. 

* K » ' E. 
S L 

2 . ° Alargamiento ó acortamiento proporcional bajo una ten

sión determinada: 

/ P K 

77 ~~ ITs ~~ IT" 
3 . 0 Alargamiento ó acortamiento total: 

SE E 

La relación es un número abstracto, cuya magnitud no 

depende de la unidad de longitud adoptada; y como por otra 

P . 
parte la relación — es la carga por unidad de sección, el co-

tud L y de sección S, bajo una carga P, la carga proporcional 

P . • , l será — y la deformación proporcional —-; por consiguiente, 
¡3 L/ 

representando por E el coeficiente de elasticidad, su expresión 

será: 
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cíente de dividir esta carga por la relación — será otra carga, 

que deberá necesariamente expresarse en las mismas unidades 

y referirse á la misma unidad de sección que el coeficiente de 

resistencia. De suerte que en definitiva el coeficiente de elasti

cidad no es otra cosa que un cierto número de kilogramos por 

unidad de sección. 

Resulta, además, que dentro de los límites de elasticidad, así 

como la deformación total que experimenta el prisma es la frac-

/ , t 

cion — de su longitud, del mismo modo la carga ó la tensión 

por unidad de sección del prisma es igual á la misma fracción 

del número E. 

Así pues, si en los indicados límites el alargamiento ó acor

tamiento de un prisma fuera la diezmilésima parte de su longi

tud, la tensión del mismo por unidad de sección sería también 

la diezmilésima parte del número E, y recíprocamente. 

167. De otro modo puede definirse el coeficiente de elasti

cidad. En efecto, si suponemos / = L, resultará 

K s=s E; 

lo cual quiere decir que el coeficiente de elasticidad representa 

ja tensión ó carga por unidad de sección, capaz de producir en 

un prisma un alargamiento ó acortamiento igual á su longitud, 

si las leyes de la elasticidad pudieran subsistir hasta tal punto de 

deformación. 

1 6 8 . Nota.—En el cálculo de las secciones de los prismas so

metidos á determinadas cargas, no basta tener en cuenta que la 

tensión por unidad de sección no exceda del límite de seguridad 

que se señale; pues pudiera suceder que resultando el prisma 

calculado perfectamente resistente, la deformación total alcan

zara valores inadmisibles. En tales casos es preciso que la sec

ción calculada satisfaga á la condición de que la deformación no 
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R E S I S T E N C I A V I V A D E L O S P R I S M A S S O M E T I D O S Á A C C I O N E S 

D I N Á M I C A S D E T R A C C I Ó N Ó D E C O M P R E S I Ó N . 

1 6 9 . Prismas de sección constante.—Llamaremos 
resistencia viva de elasticidad de un prisma, sometido á las 
acciones indicadas, al trabajo molecular desarrollado por el mis
mo para experimentar una deformación determinada, dentro de 
los límites de la elasticidad. 

Supongamos que /', l' etc., sean, por ejemplo, los alarga
mientos sucesivos correspondientes á los valores P' , P " etc., 
de una carga que crece progresivamente de 0 á P. 

Si sobre una recta OA (figura 50) tomamos desde su origen O 
las cantidades Oa, Ob etc., con arreglo á la escala de longitu
des, de manera que representen los alargamientos indicados, y se 
levantan las perpendiculares aa', bb' medidas con la escala de 
fuerzas para que representen los valores correspondientes de la 
carga, es claro que el área 
del diagrama OAB repre
sentará el trabajo mole
cular totalmente desarro
llado por el prisma para 
alcanzar la deformación /. 

Si el valor final de la 
fuerza P no excede de la 
carga límite de elastici
dad, los valores sucesivos P', P " serán, como sabemos, pro
porcionales á las deformaciones /', / ' ' ; en cuyo caso la lí
nea OB será una recta: y por tanto la expresión de dicho trabajo 
molecular será 

exceda de ciertos límites que la práctica y el objeto del prisma 
determinan fácilmente. 

Esta condición que llamaremos condición de rigidez es esen
cial, como veremos más adelante en ciertos casos. 
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Este trabajo no es otra cosa que la expresión de la semifuerza 
viva que el prisma es capaz de consumir para experimentar una 
deformación total /, variando en consecuencia su tensión unita-

P 
ria de 0 á — . 

Representando por K el coeficiente de seguridad adoptado, 
tendremos como condición de resistencia 

P = KS 

y como además la expresión / es, según sabemos, 

si sustituímos estos valores en la expresión del trabajo molecu
lar, resultará 

1 . K 2 1 K 2 

2 E 2 E 

representando V el volumen inicial del prisma. 
No hay para qué advertir que como las unidades adoptadas 

son el centímetro y el kilogramo, la unidad de trabajo será para 
la expresión establecida la centésima parte del kilográmetro, y á 
cuya unidad pudiéramos llamar kilogramo-centímetro; por con
siguiente, para obtener en kilográmetros el valor de dicho tra
bajo será necesario dividir por 100 la expresión de T,„. 

Esta expresión nos dice que la resistencia viva de un prisma 
K* , . es proporcional á la relación —-, por lo cual, si comparásemos 
E 

las resistencias vivas de elasticidad de los materiales ordinarios, 
y tomásemos por unidad la del más débil, obtendríamos los re
sultados siguientes: 

T -2í 
i- III 

2 
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Madera 
F u n d i c i ó n . . . . . 
Hierro 
Acero ordinario 
Acero templado 

i .46 
2.82 

11.25 
30.00 

1 

El trabajo de las fuerzas exteriores, equivalente á una resis
tencia viva dada de un prisma, puede expresarse de varios 
modos. 

Si, por ejemplo, la fuerza Q de tracción que actúa sobre el 
prisma es constante para todos los estados de la deformación 
total /, es claro que su trabajo será Q/; y por lo tanto tendremos 

lo que nos dice que la fuerza constante necesaria para producir 
una tensión molecular determinada, es precisamente la mitad de 
la carga estática correspondiente á dicha tensión. Tal sucedería 
en el caso de abandonar súbitamente una carga, sostenida al 
extremo de un prisma, que estuviese á punto de solicitarlo. 

Si la fuerza viva exterior fuera la originada por un peso Q 
que cae de una altura /?, tendríamos entonces 

Q / 7 = = _L P / = _Lv^. 

* 2 2 E 

Finalmente, si dicha fueiza viva fuera la de una masa ——, animada de una velocidad v, y la cual quedase anulada por la resis
tencia del prisma, la expresión del trabajo exterior sería 

2 

de donde 

Q = - - P = — K S ; 
^ 2 2 
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de donde 
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I 

2 E 2 

V 

(2^) 

x 
K 2 

E~ 

170. Prismas de sección variable.—Supongamos (fi

gura 51) tres prismas de longitud L. El primero, compuesto de dos 

partes, una / de sección S, y otra 

/' de sección S', siendo S >> S'; y 

Fig. &f, l ° s otros dos de sección constan

te; la del segundo, igual á la ma

yor S, y la del tercero igual á la 

menor S', y comparemos las resis

tencias vivas que á dichos tres 

prismas corresponden. 

La del primero tendrá por ex

presión 

í = _ L ( S / K ' + S 7 ' K ' a ) ; 
2E 

y es claro que bajo la acción dinámica de una carga cualquiera ) 

la tensión K ' de la sección menos resistente será mayor que la 
tensión K de la otra sección; lo que prueba que es necesario ex
presar K en función de K " , por ser estala mayor de las tensiones 
desarrolladas. Ahora bien, como dichas tensiones son inversa
mente proporcionales á las secciones correspondientes, ten
dremos 

S' 

y sustituyendo en la relación anterior 

< = ¿ S ' K » ( r + 4) 



RESISTENCIA DE MATERIALES. 139 

ó bien sumando y restando / dentro del paréntesis y separando 
/ -f- / ' = L, como si fuera factor común, 

' - i í ^ - l — r ( ' - f ) ] 
La resistencia del segundo prisma, bajo la misma tensión má

xima K', será; 

T = - ~ S L K ' \ 
2E 

y la correspondiente del tercero, bajo igualdad de tensión má
xima; 

V = — S' L K' a . 
2E 

Las relaciones de resistencias vivas son por tanto: 
Entre el primero y segundo prismas 

T 

y entre el primero y tercero, 

t 

T"T [ ' - T C ' - T ) ] ' 

Como por hipótesis 

T ' 1 L 

/ < L , 
S' < S, 

es claro que 

L \ S / < i 

y por lo tanto 

í < T 
t < r 
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1 7 2 . Comparemos ahora las resistencias vivas de tres primas 

de la misma naturaleza y longitud; el primero de sección S y con 

una muesca ó en-

1° 

iq.52. 
2* 

s 

cyt 

39 

S' 

r 

talladura que re

duce aquélla en el 

lugar que ocupa 

á S'; el segundo 

de sección cons

tante igual á S, y 

el tercero de sec

ción c o n s t a n t e 

también é igual 

á S'. 

C o n s i d e r a n d o 

que la entalladura 

ocupa un espacio relativamente pequeño y despreciable respecto 

de la longitud total L, podremos admitir sin gran error que l=ht 

en cuyo caso la expresión de las indicadas resistencias vivas 

serán las siguientes: 

Estos resultados nos demuestran que un prisma de sección 

variable es menos resistente á las acciones dinámicas que otro 

de la misma naturaleza é igual longitud y de sección constante, 

ya sea esta igual á la mayor ó bien á la menor de las secciones 

del primero. 

171 . De aquí se deriva una consecuencia importante, á saber: 

que las formas de igual resistencia que anteriormente hemos es

tudiado son inconvenientes para las piezas que hayan de some

terse á acciones dinámicas de tracción ó de compresión, porque 

reduciendo aquéllas á las de prismas de igual longitud y de sec

ción constante é igual á la menor de sus secciones, la resisten

cia viva de los prismas resultantes sería mayor, como hemos 

demostrado, á pesar de su menor volumen, que la de dichos 

sólidos de igual resistencia á las acciones estáticas. 
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Como S'<^S, resultaría también en este caso 

í < T 
f < T ' . 

Si, por ejemplo, la entalladura redujese á la mitad la sección 
del prisma, tendríamos entonces 

lo que nos dice que la resistencia viva de un prisma se reduce á 
la cuarta parte, por el sólo hecho de practicar en él una entalla
dura que reduzca su sección á la mitad, á pesar de que su 
resistencia estática sería solamente la mitad de la primitiva. Ve
mos también que, á pesar de su menor volumen, el tercer prisma 
posee una resistencia viva doble que la del primero. 

17". De las consideraciones expuestas, resulta en último tér
mino: que las variaciones de sección en las piezas que hayan de 
someterse á acciones dinámicas de tracción ó compresión, son 

Primer prisma * = ' ^ " ^ ^ l ^ 

Segundo id T= —j^-SLK'2 

Tercer id T ' = ^ - S ' L K ' a , 
2E 

de donde 
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D E L A F L E X I Ó N . 

FLEXIÓN SIMPLE. 

Determinación de las fuerzas moleculares. 

174. Flexión elemental.—Se dice que una sección recta 
de un prisma experimenta una flexión elemental cuando se halla 

sometida á la acción de un 
par, cuyo plano es perpendi
cular al plano de la sección. 

En el caso frecuente de 
que el plano del par sea un 
plano de simetría del p r i s 
ma, y corte por lo tanto á 
todas sus secciones, según 
un eje de simetría, el efecto 
que el par produce no es 
otro, como desde luego se 
conoce, que hacer girar la 
sección alrededor de una 
recta AB situada en su pla
no y perpendicular al eje de 
simetría CD, denominada 
eje neutro ó de Jibras in
variables. 

Las fibras situadas á un lado del eje neutro, sufren una t rac
ción propia y el alargamiento correspondiente; mientras que las 

perjudiciales porque disminuyen la resistencia viva de aquéllos, 
siendo por lo tanto de verdadera importancia que presenten una 
sección constante en toda su longitud. 
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demás, situadas al otro lado de dicho eje sufren una compresión 
propia y el acortamiento correspondiente. Las fibras que no se 
hallan ni extendidas ni comprimidas, son precisamente las que 
determinan el eje neutro. 

1 7 5 . Las resultantes de las tensiones desarrolladas en cada 
una de las dos partes de la sección, separadas por el eje neutro, 
constituyen un par que equilibra al par exterior; y por lo tanto, 
la propiedad característica de la flexión elemental de una sec
ción de un prisma es la siguiente. 

La resultante, ó lo que es lo mismo, la suma de las tensiones 
desarrolladas por el alargamiento de las fibras situadas á uno de 
los lados del eje neutro, es igual á la suma de las tensiones pro
ducidas por el acortamiento de las fibras situadas al otro lado 
de dicho eje. 

Por otra parte, demuestra la experiencia que, dentro de los 
límites de seguridad generalmente adoptados, el valor del coefi
ciente de elasticidad es el mismo para la tracción que para la 
compresión. 

Estos dos principios, puede decirse que constituyen la base 
de toda la teoría de la flexión. 

176 . Representando por t la tensión de una cualquiera de las 
fibras extendidas, y por tl la tensión de una cualquiera de las 
fibras comprimidas, la expresión algébrica del primer principio 
será 

S í « S í , (1) 

Recordando además que 
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Fia.51 h-f 
resulta P = SI — ; es decir, que 

las tensiones P = ( / , i', í" ) ó 
P = ( / p fti t'\ ) son proporcio
nales á los productos S/, ó bien á, 
los productos si, s'í Í , / „ s\l\, 
s'\l'\ (figura 54). 

La ecuación (i) puede escribirse 
bajo la forma 

S í L L 

ó suprimiendo el factor común y constante 
E 

!ir-.-l«,!i (2) 
Inspecionando la figura 54 se advierte que las deformaciones 

/ , / ' . . . . / , , / ' , . . . . son proporcionales ásus distancias /?, h /?,, h\.... 
al eje neutro ó de rotación, y llamando m á la razón común 

l _ 1' l, _ l\ 

ir~ ir7 ~ T í l ~ ~ h r

l ~ _ m 

tendremos 

2 stnh — - í,;;//?, 

y dividiendo por m 

*sh = *st,hr (3) 

Ahora bien, siendo sh el momento del elemento de sección, 
situado á un lado del eje neutro, y sl,hl el momento del elemento 
de sección, situado al otro lado de dicho eje, es claro que la 
igualdad de la suma de los momentos que expresa la ecuación (3), 
demuestra que el eje neutro ó de rotación pasa por el centro de 
gravedad de la sección del prisma. 
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1 7 7 . Tratemos ahora de determinar la resistencia que opone 
la sección del prisma á la acción del par exterior. 

Representemos por M el momento del par originado por las 
fuerzas exteriores é indiquemos los momentos de las fuerzas 
moleculares que se desarrollan en los distintos puntos de la sec
ción con relación al eje neutro, encerrando en un paréntesis las 
letras que las representan. Tendremos como condición de equi
librio 

M = I ( í ) 4 -S ( t \ ) , 

ó bien, teniendo en cuenta las relaciones establecidas, 

M = [ M * 0 + M V , ) ] | -

1 7 8 . Pudiendo, según lo expuesto, representar por el producto 
E 

si —— la tensión de una fibra, es claro que la suma de todas las 

tensiones análogas se podrá representar por el volumen dilatado 
, E 

ó comprimido correspondiente, multiplicado por la relación——. 
JLi 

Además, como la suma de los momentos de los volúmenes ele
mentales es igual al momento del volumen total, que no es otra 
cosa sino el producto del volumen total dilatado ó comprimido, 
V ó V„ por la distancia X ó X, de su centro de gravedad al eje 
de momentos, podremos establecer 

M = ( v X + V . X . ^ - í - -

1 7 9 . Los productos VX — y s e P u e c * e n expresar 

siempre, como pronto veremos, en función de la tensión máxima 
K ó K t de la fibra más lejana al eje neutro ó de rotación, en cuyo 
caso y poniendo de manifiesto dicho valor K de la tensión máxi
ma, llegaremos finalmente á una relación de la forma 

TOMO I . 1 0 



I46 R E S I S T E N C I A D E M A T E R I A L E S 

M = KZ, 

en la cual la cantidad Z recibe el nombre de módulo de flexión 
de la sección considerada. 

1 8 0 . El producto KZ, que tiene el mismo valor que el momen
to M del par exterior, se denomina momento de flexión de la sec
ción. Dicho producto representa por lo tanto la resistencia á la 
flexión de la sección considerada, y la fórmula que precede cons
tituye la ecuación de equilibrio ó de resistencia del prisma á la 
flexión. 

1 8 1 . La fórmula general M = KZ permite la resolución de 
dos problemas fundamentales: 

1.° Determinar el momento exterior que puede equilibrar una 
sección dada. 

2.0 Determinar la sección capaz de resistir á un momento de 
flexión conocido. 

Para abordar la resolución de estos problemas es necesario 
conocer de una manera general el momento de flexión en una 
sección cualquiera del prisma, y además el de toda resultante de 
las fuerzas que obran sobre él. 

1 8 2 . La teoría de la flexión comprende, pues, dos problemas 
generales, á saber: 

i.° Determinación de los módulos de flexión de las secciones 
ó perfiles usuales. 

2 . 0 Determinación de los momentos exteriores á todas las 
secciones de un prisma sometido á la flexión. 

M Ó D U L O S D E F L E X I Ó N D E L O S P E R F I L E S U S U A L E S . 

1 8 3 . Rectángulos macizos.»—El eje neutro ó de ro ta 
ción divide el rectángulo en dos partes iguales, y como el volu-
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M = 2VX H 
Además 

ÜP Hl B üf 
V 

1 H 
— x — /B 
2 2 

- B H / , Fi9.56,.. 
2 H 1 

X = — X — = — H. 
3 2 3 

Por tanto, 

M 1 BH7 — 
6 L 

Ahora bien, recordando la re 

(i) lación E = 
E 

( r ) 
, de donde — = / — , y observando que en 

S L 

esta última expresión la relación — no representa otra cosa que 

la tensión por unidad de una fibra que experimenta la deforma
ción /, es claro que en el caso que nos ocupa, como / represen-

E 
t a la deformación de la fibra más lejana al eje neutro, / —- re-

presentará la tensión K por unidad correspondiente á dicha 
fibra; es decir, la tensión máxima por unidad que en la sección 
del prisma se desarrolla, por lo cual tendremos 

M — BH'K. 
o 

Comparando esta expresión particular con la condición ge
neral de resistencia que ya hemos establecido 

M - KZ, 

men dilatado será, por lo tanto, 
igual al volumen contraído, 
tendremos 

E 
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Fig.57. Fi9.58. 

se ve inmediatamente que en este caso el módulo de flexión Z 
tiene por expresión 

Z = ~ B H \ 
6 

Del módulo del rectángulo se deduce el del cuadrado hacien
do B = H, y resulta 

Z = 4 - B 3 . 
6 

184. Rectángulos huecos. — Doble T de alas 
iguales. 
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Para el rectángulo BH Z,K = - i - BH'K 

Para el > bh Z, k = -~- ¿>/rfc 
6 

Pero como 

ZK = Z,K — ZJc, 

y además 

Z, K — Z2fr = - i - (BH 2K — ¿/?2Ar), 

tendremos 

Z K =-4- (BH*K — bh*k). 

Como las tensiones son proporcionales á las deformaciones, 

de la figura 6o se deduce 

k h h 

- K = 1 P = H 

Sustituyendo este valor de k en la última fórmula, resultará 

bh3K \ i _ BH 3 — bh' 
ZK 

de donde 

i BH 3 —¿/z 3 

~6 í í 

La resistencia total será la diferencia entre la de los rectán

gulos BH y bh, y llamando K á la tensión por unidad correspon

diente á la deformación /, y k á la correspondiente á la deforma

ción / ' tendremos: 
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ZK = - - BH 2 K -
o 

- bh*k — 4- b'h'k'. 
6 6 

Además, como se verifica 

que 

k 

"K 

h 

"H 
*1 
K H 

de donde 

hK h'K 
k = • ..- , k 

H ' H 

sustituyendo y reduciendo, resultará: 

1 BH 3 — bh3 — b'h'3 

Z = 
H 

186. Perfiles en U , en X y en L. (Figuras 62, 63, 64 y 

65).—Aunque para el último de estos perfiles no existe en reali

dad el plano de simetría que para los demás, se le suele referir al 

perfil en simple T. 

En estos tres perfiles, el eje de rotación no puede ser eje de 

simetría. Veamos cómo se determina aquél. 

Sea £ la distancia del eje neutro ó de rotación á la arista A. 

185. Uoble T de alas dobles.—El módulo de esta doble 

T se obtiene fácilmente obser

vando que su resistencia es 

igual á la del rectángulo BH, 

disminuida en la de los rec

tángulos bh y b'h'. 

Por lo tanto, podremos es

tablecer 
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Fig. 62. 
f A -

I 
a 
2 

Fi9.64. 
- A 1 

..-,-Jr 

Su valor se determinará fácilmente, tomando los momentos con 

relación á dicha arista. 

Para la superficie AB, el brazo de palanca es -— B. 

P a r a l a id. ab, el id. id. e s B + — b. 
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( A B x J B ) + ( ^ ( B + ^ ) j = ( A B + ab)l 

de donde 

i AB 2 + ab2 + 2abB 

2 AB --h- ab 

Ahora bien; si para simplificar el razonamiento recordamos 

que M = [VX + V,Xi] A ^ V - ^ - X + V ^ X ^ o b s e r v a m o s 

E E 
que los factores V — y V, - - no son otra cosa que los volú-

menes originados por la rotación de la sección recta que se 

E 
considera, multiplicados por la constante - r - ; como uno de los 

elementos de dichos volúmenes es la deformación máxima de 

las fibras más lejanas al eje neutro, / ó /', es claro que podemos 

E E 
considerar que los referidos factores V ——, y V , - - - son sencilla-

LJ 1 J 

mente otros volúmenes de la misma altura que los V y Vi res

pectivamente, y en los cuales la dimensión / ó /', de la base, se 

E E 
reemplaza por la / —- ó por la / ' - ¡ — ; expresiones que represen-
tan las tensiones unitarias desarrolladas por las fibras de las aris

tas más lejanas al eje neutro, y que por tanto podremos represen

tar la primera por K y por K' la segunda. 

Estos nuevos volúmenes son los que representa la fig. 65, y 

ella manifiesta que el volumen dilatado V 2 es la diferencia de 

otros dos que llamaremos V y v; de modo que podremos esta

blecer V, = V — v. 

Tenemos además V « - i - SAK'; v = - i - (A — a) (C — B)fc: 

Para la superficie total AB -f- ab el brazo de palanca es C. 

Por consiguiente 



y siendo para V el brazo de palanca — C 

y para id. id. — ( ? — B) 
3 

con respecto al eje neutro, tomado como eje de momentos, ten

dremos; 

Momento de V = V ' X ' = — A ^ K ' 
3 

Momento de v = vx = ( A — a) (C — B)Jfc. 

Pero como V S = V — v; llamando X A al brazo de palanca 

del volumen V S , tendremos 

Y ¡ X 4 = V ' X ' — vx = ^ A C JK' — (A —a) — B) 5/c) 

que es la expresión general del momento del volumen dilatado. 

En cuanto al volumen comprimido, su brazo de palanca es 

y la expresión de dicho volumen 

V , = — a(B + b— K)K. 
2 

Su momento será 

V ; X . = _ a ( B + ¿ — ; ) 2 K . 
3 

Si en la fórmula general KZ = ( V X - f - V , X , ) — , reducida por 

las consideraciones precedentes á la forma más sencilla 

M = KZ = V X 4 - V J X J , 
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sustituyéramos los valores encontrados para los términos del 

segundo miembro, resultaría una fórmula en que entrarían las 

tensiones K, k y K'; pero como en la expresión K Z, K representa 

la tensión de las fibras más fatigadas, y por tanto más alejadas 

del eje de rotación, será necesario sustituir antes, en vez de K' 

y k sus valores en función de K; tensión, en este caso, de las 

fibras situadas en la arista a, que es la más lejana al eje neutro. 

Ahora bien, tenemos 

K' 

B + ¿> — : 

de donde 

k 

K 

B 

B + b - l 

K' = 
B + ¿ — C 

K, k = 
l — B 

B -+- b 
K. 

Sustituyendo, tendremos 

ZK 

C 

B+b — r 

a (B + b — C) 1 K -|-

K — (A — a)(K —BY 
C - B 

B -\- b 

ó bien 

ZK = 
(A — a)(Z — B) 

B-\-b 

:—Byi 

y reduciendo 

i A ^ 3 - ( A - a ) ( C — B ) 3 + a(B + ¿> — C ) 3 

3 B + b-rH 

187. Esta expresión general del módulo de flexión pudiera 

reducirse á términos muy sencillos, en algunos casos particula

res, estableciendo relaciones determinadas entre las cantidades 

A, B, a, b; como sucede con frecuencia en la práctica. 
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v = — akr, 
3 

y la distancia de su centro de gravedad al eje neutro será 

x = — h. 
4 

Por lo tanto, el momento del volumen elemental tendrá por 

expresión 

1 
vx ahrk. 

Ahora bien, tenemos las relaciones 

188. Círculo macizo.—Considerando como en el caso an

terior, del pro

pio modo que 

haremos en ade

lante sin nece

sidad de adver

tirlo, que los 

volúmenes dila

tados ó compri

midos sean los 

que correspon

derían al caso 

h i p o t é t i c o de 

que la deformación tuviera el mismo valor numérico que la ten

sión correspondiente; claro es que para el círculo macizo, lo 

mismo el volumen dilatado que el volumen comprimido pueden 

considerarse como la suma de pequeñas pirámides, análogas á 

la representada en la figura 67, y cuyo vértice se halle en el 

centro de la sección circular. 

Siendo a y k los lados de la base de una cualquiera de di

chas pirámides y r su altura, el volumen será 
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vx = —~ ah'K. 
4 

Además, como se verifica la proporción 

a r 
— = ——, de donde ah = br, 
b h 

tendremos 

vx = — brhK. 
4 

Efectuando la suma de productos análogos resultará , 

S(vaj) = VX = vx + v'x' + = — rK{bh + b'h' -+- ) , 
4 

ó bien 

VX = — rK x — Ttr 2 = -¡- r.r3K. 
4 2 8 

Ahora bien; como, por ser el eje neutro eje de simetría de la 

sección circular, se verifica que 

V.X, = ± «r>K, 

la fórmula fundamental 

ZK = VX -f- V t X t 

se convertirá, en este caso, en 

ZK = 2 x 4" «r»K, 

de donde 

Z = — ~ r 3 = — 7 v ¿ / 3 

4 32 

Por tanto, 



Fig. 68. 
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189. Círculo liueco.—Representando por 2V,X 1 el mo
mento de flexión correspondiente á la sec
ción D, por 2vx el momento de flexión de 
la sección d, y por 2VX el de la sección 
considerada, es claro que 

VX = V t X , — vx. 

Según lo establecido en el caso ante
rior, tenemos 

V , X 1 = 4 - ^ R 3 K , vx — ~ Trr3A-; 

por lo tanto 

V X = - ^ - 7 i [ R 3 K — r3fe]. 

Como, por otra parte , se verifica que 

•fjf = -f[~» de donde fe = K, 

sustituyendo tendremos 

I R ' - r ' _ 

y como 

resultará finalmente 

ZK = 2VX, 

7 1 R 4 " 
L = 71 — 

4 R 

1 D* — dk 

32 * D~~ 

190. Consecuencias de las fórmulas que prece
den.—1. a La resistencia de un perfil rectangular es proporcio
nal á su anchura y al cuadrado de su altura, por lo cual se expli-
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ca la ventaja de aumentar esta última dimensión en detrimento 
de la primera; así como que los rectángulos, ó mejor dicho, las 
piezas de sección rectangular, resistan más colocados de canto 
que de plano. 

2 . a Fundándose en lo que precede, es también ventajoso en
samblar sólidamente perfiles superpuestos, de modo que su per
fil se comporte como un perfil único. 

3 . a A sección equivalente, son más resistentes los perfiles que 
tienen un eje central de simetría, y cuya materia queda reparti
da lo más lejos posible de dicho eje. 

Comparando un perfil de doble T en que el espesor de las 
alas sea igual á la sexta parte de la altura y el del alma sea un 
doceavo de la misma, con el rectangular de la misma sección, 
y cuya altura sea en ambos doble de la base, sus resistencias 
están en la relación :: 2 , 5 : 1, próximamente. 

La relación análoga de resistencias entre la de un cilindro 

hueco, cuyo espesor sea —— del diámetro exterior, y la de un ci

lindro macizo de sección equivalente es 2, 7 : 1. 

F L E X I Ó N S I M P L E D E L O S P R I S M A S 

E M P O T R A D O S . 

F L E X I Ó N O R D I N A R I A . 

1 9 1 . Preliminares.—Llámase flexión de un prisma, la de
formación total que experimenta por virtud de la flexión elemen
tal de cada una de sus secciones. 

Puede decirse que la flexión de un prisma se verifica siem
pre que en todas sus secciones no puedan reducirse las fuerzas 
que lo solicitan á una fuerza única, opuesta directamente á las 
tensiones ó acciones moleculares que en ellas se desarrollan. 

Generalmente se determina la flexión de un prisma por la 
acción de fuerzas exteriores dirigidas en un plano de simetría 



R E S I S T E N C I A D E M A T E R I A L E S 159 

apoyo ó de empotra

miento. 

1 9 4 . Los puntos 

de empotramiento, en 

realidad equivalen á 

dos puntos de apoyo, 

como indica la figura 69; porque su objeto no es otro que man

tener las fibras del prisma en una posición bien determinada, 

longitudinal de aquél; lo cual quiere decir que la flexión ordina

ria es una deformación en la que todas las fibras se encorvan, 

permaneciendo, sin embargo, paralelas á un plano de simetría 

del prisma. 

1 9 2 . Desde el punto de vista de la dirección de las fuerzas 

que ocasionan la flexión con respecto al eje longitudinal del 

prisma, ha lugar á distinguir: 

i.° La flexión ordinaria propiamente dicha, cuando todas las 

fuerzas son perpendiculares al eje longitudinal. 

La flexión compuesta, en el caso contrario; estando 

constituida, como se comprende fácilmente, por una flexión or

dinaria acompañada de una tracción ó compresión, igual para 

todas las fibras. 

193. Desde el punto de vista de la dirección respectiva de las 

fuerzas que determinan la deformación de que se trata, puede 

dividirse á su vez la flexión ordinaria en dos secciones: flexión 

simple, cuando la curvatura del prisma no puede cambiar de 

sentido, y flexión compleja en el caso contrario. 

En términos generales puede decirse que habrá flexión sim

ple siempre que en toda la extensión del prisma no sea posible 

reducir las fuerzas que lo solicitan á más de tres fuerzas conse

cutivas, alternativamente de direcciones contrarias, pudiendo 

por lo demás ser aquéllas, ó fuerzas propiamente dichas ó re

acciones de puntos de 
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DETERMINACIÓN DE LOS MOMENTOS DE FLEXIÓN EN LOS PRISMAS 

EMPOTRADOS. 

Fig. 70. 

I 

r 

195. C a r g a única.—El caso más sencillo de flexión ordi
naria se presenta cuando un prisma empotrado por un extremo 
está solicitado por el otro, por una sola fuerza perpendicular á 
la dirección de sus fibras (Figura 70). 

Sea P la fuerza ó car
ga única que obra en el 
extremo libre, y veamos 
á qué género de accio
nes tiene que resistir una 
sección cualquiera del 
prisma, situada á la d i s 
tancia / de dicho e x 
tremo. 

Imaginemos aplicadas en el centro de gravedad de la sección 
que se considera, dos íuerzas directamente opuestas, iguales y 
paralelas á la carga P. No hay para qué decir que las fuerzas in
troducidas no podrán alterar el estado ó condiciones de equili
brio del prisma, puesto que su resultante es nula. La presencia 
de tales fuerzas, sin embargo, nos permite considerar, ó mejor 
dicho, poner claramente de manifiesto que la sección resiste á 
dos esfuerzos bien distintos: un esfuerzo ó acción cortante p ro 
ducido por la fuerza P, que obra situada en su plano, y un es
fuerzo de flexión, debido al par (P, — P), cuyo brazo de palanca 
es /. De donde resulta, que la sección que se considera experi
menta simultáneamente una acción cortante y una flexión ele
mental. 

perpendiculares, por ejemplo, á los esfuerzos exteriores de fle
xión, lo cual se consigue lo mismo empotrando el extremo del 
prisma que mediante los apoyos representados, los cuales des
envuelven las reacciones r y r' que indica la figura. 
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& 

1 'i 
/ 

u i2 i 

R 
Q P 

Hay que advertir que como por virtud de la primera de di
chas acciones las fibras no tienden á ser dilatadas ni comprimi
das, sus efectos no aumentan ni disminuyen los producidos por 
la flexión. De aquí resulta que la sección debe calcularse para 
que resista á la mayor de las acciones, que generalmente suele 
ser el momento del par de flexión. 

Representando por ra dicho momento, cuya expresión gene
ral es Pl, tendremos 

ra = Pl; 
y es claro, como / varía de o á L el momento variará de o á PL, 
y el momento máximo de flexión se engendrará en la sección 
empotrada y tendrá por expresión 

M = P L ; * 

siendo, por tanto, la ecuación de resistencia 

ZK ~ PL 

O b s e r v a c i ó n . Cuando sea necesario tener en cuenta el 
signo de un momento de flexión cualquiera, ya se consideren 
las fuerzas que queden á la izquierda del punto de que se trate, 
ó ya las que queden á su derecha, tomaremos como positivas, las 
fuerzas exteriores ascendentes y como negativas las descen
dentes. Los momentos de las fuerzas positivas, serán positivos 
y los de las fuerzas negativas, negativos, cualquiera que sea el 
extremo del prisma que 
se tome como origen de I1 i(j. 71. 
distancias. 

1 9 6 . V a r i a s c a r 
g a s . — Fácil es hacer 
extensiva la teoría que 
precede al caso en que 
sean varias las fuerzas 
que soliciten al prisma, siendo todas paralelas y perpendicula
res á sus fibras (figura 71). 

Tomo 1 II 
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En virtud de la independencia de las acciones de las fuerzas, 
el momento de flexión en una sección cualquiera será igual á la 
suma de los momentos correspondientes á cada una de ellas. 

En la sección peligrosa, se verificará por lo tanto 

M = Pl -f- Q/, + e tc . . 

1 

197. C a r g a uniformemente repartida.—Sea un pris
ma de longitud L (figura 72), sometido á una carga uniforme

mente repartida de p 
Fiq. 72. kilogramos por uni

dad de longitud. 
Como en el caso 

anterior, se verificará 
que para una sección 
cualquiera el momen
to de flexión se com
pondrá de la suma de 
los momentos de las 
fuerzas exteriores y 
comprendidas e n t r e 

dicha sección y el extremo libre del prisma, ó bien será igual al 
momento de la resultante de dichas fuerzas. 

Ahora bien, la resultante de la carga sobre una longitud / 
del prisma, es una fuerza pl aplicada en el punto medio de dicha 
longitud; por lo cual el momento ra, en una sección que diste 
/ del extremo libre, tendrá por expresión, prescindiendo del 
signo, 

, '—_ / 
« - L 

i 1 ! 1 
p f P P 

l i l i 
P P P P 

\ L , 

P 

pl X / = vl"-
2 

y es claro que el momento máximo, en valor absoluto, co r r e s 
pondiente á la sección peligrosa ó de empotramiento, será 
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y la ecuación de resistencia 

ZK = — pU = — PL 
* 2 2 

•siendo pL = P la carga total uniformemente repartida. 

1 9 8 . C a r g a uniformemente variable.—£1 caso más 

frecuente es el 

q u e i n d i c a la Fig. 73. 

figura 73, cuan- ^ _¿ . 

do la carga uni

tar ia d e c r e c e 

unifórmeme nte 

d e p á o, des

d e el extremo 

-empotrado has

ta el extremo 

libre. Entonces, 

-como la resul

tante es 

T 

ifLP 

y el punto de aplicación dista de la sección de empotramiento 

— L , el momento máximo, en valor absoluto , será 
3 

1 i i 
M = — p L x — L = —- ph-

2 3 " 

La ecuación de resistencia es en este caso 

ZK = — vh\ 
o 
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FLEXIÓN COMPUESTA 

1 9 9 . f 'arga única.—El caso más general de flexión c o m 
puesta se verifica cuando una resultante exter ior obra en una 
d irecc ión cualquiera en el plano de simetría longitudinal del 
prisma. 

resulta sometida á las acc iones de una fuerza P y de un par 
(P, — P ) , cuyo brazo de palanca es / = /' sen x. 

La fuerza propiamente dicha se d e s c o m p o n e en un esfuerzo 
de tracción ó de compres ión p y en un esfuerzo cortante p\ 
s iendo por lo general desprec iab les las tens iones y deformacio
nes que produce esta última fuerza, comparadas con las que en
gendran la otra y el par. 

Presc indiendo, pues , en este caso del esfuerzo cortante, pue 
de dec irse que una secc ión cualquiera del prisma se halla s o m e 
tida á la acc ión de un par de flexión y de una fuerza de tracc ión 
ó de compres ión . 

H a y que advertir, que en el caso actual e s tos dos e f ec tos s e 
suman, p u e s t o que la tracción ó compres ión que determina la 
componente p es del mismo sent ido que la que resulta de la 
flexión. 

E x a m i n a r e m o s dos casos , s egún que el perfil del prisma sea 
ó no simétrico con respecto al eje neutro ó de fibras invariables.-

Apl icando al c e n 
tro de gravedad de la 
s ecc ión q u e s e c o n 
sidere (figura 74), d o s 
fuerzas d irectamente 
o p u e s t a s , iguales y 
paralelas á la fuerza 
exter ior P, se advier
te que dicha s ecc ión 
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200. Consideremos primero el caso de una sección simétrica 

Fig. 75. 
y sea AB el perfil de esta sección (figura75). 
El efecto de la componente p (figura 74), 
que en el caso supuesto es una compresión, 
es el de transportar la sección AB á la po
sición A'B'; y el del par Pl, hacer girar di
cha sección alrededor de la línea mediana 
o, conduciéndola de la posición A'B' á la 
A"B" . Se ve, pues, que el máximo efecto 
corresponde á la deformación total BB", 
que será una tracción ó una compresión, 
según el sentido de la fuerza exterior P. 

La tensión unitaria k, engendrada por 

el esfuerzo de tracción ó de compresión p, será k = 

La tensión máxima unitaria determinada por el par, cuyo 
™ . p / P/.sena 

momento es Pl = Plt sen a, sera k — = —— 

Por lo tanto, la tensión unitaria K soportada por las fibras 
más fatigadas de la sección será 

p Pl , , . 
S * Z ~ ' ° 

K 
C O S a /, sen a 

De una manera general, representando por P el esfuerzo de 
tracción ó de compresión y por M el momento, desarrollados 
en la sección empotrada, podremos establecer, como forma g e 
neral de la ecuación de resistencia en la flexión compuesta, 

K = 
M 

201. Para que en ningún punto de la sección se desarrollen 
esfuerzos de tracción, como es indispensable que ocurra en los 
prismas de fábrica, en los cuales se supone que la resistencia á 
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la tracción es nula, es necesario y suficiente que k^> k'tó lo que 

P p / 

es igual que > — • 

Así, en el caso particular y frecuente en las construcciones 
de que la fuerza exterior sea normal á la sección, en cuyo caso 
P = p, la condición anterior se reduce á 

Z P P/ 
~S>~Z 

ó bien, / < • 

Considerando una sección rectangular (figura 76), tendremos 

Fig. 76. 

b 

-P 

Z = —bh\ S = bh\ 

por lo tanto 

6bh 

es decir, que para que una 
sección rectangular no ten
ga que resistir más que á 
esfuerzos de compresión, es 

necesario y suficiente que el punto de aplicación de la fuerza 
normal que obra sobre ella diste de su centro de gravedad me
nos de -—- de su altura. 

6 

202. Supongamos ahora que se trate de una sección que no 
sea simétrica respecto del eje neutro ó de rotación. Pueden 
ocurrir los dos casos indicados en las figuras 77 y 78. En el 
primero se ve que la tensión máxima k2, producida por el par 
deflexión, es del mismo sentido que la tensión k, originada 
por la fuerza propiamente dicha; por lo cual la máxima tensión 
K será la suma de dos tracciones ó dos compresiones, y ten
dremos 

K = k + k9. 
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En el segundo caso, la mayor deformación k., producida por 
el par de flexión es 
de sentido contrario Fig. 77. 
á la tracción ó com
presión determinada 
por la fuerza propia
mente dicha; pero co
mo la deformación 
m á x i m a A A ' ' e s t á 
constituida por la su
ma de A: y la deforma
ción menor kt or igi
nada por el par, ten
dremos en este caso 

K = k -f- / ? , . 

Pudiera suceder que BB" fuese mayor que AA"; entonces 
tendríamos 

K = A\> — k. 

203. C a r g a uniformemente repartida.—Examine
mos el caso de un prisma sometido á la acción de una carga uni
formemente repartida y oblicua al eje de aquél. 

Supongamos (fi
gura 79) el prisma Fig. 79. 
e m p o t r a d o p o r 
uno de sus extre -
mos, y sea p la car
ga por unidad de 
longitud. 

Descomponien
do cada una de las 
fuerzas p en dos, 
una p\ normal al 
prisma y otra p", paralela al mismo, se ve desde luego que dicho 
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prisma se halla somet ido , por una parte , á una carga de fle

x i ó n uniformemente repartida de p' k i logramos por unidad de 

longitud, y por otra, á una de compres ión ó tracción unifor

m e m e n t e crec iente de o á p"L, desde el e x t r e m o libre á la 

secc ión de empotramiento . 

Claro es que la secc ión pel igrosa es la que corresponde á 

dicho empotramiento , y la tensión total máxima unitaria á que 

se halla sometida será, por lo tanto, 

Z 2Z \ S 2Z / 

que e s la ecuac ión de resistencia en el caso actual, s iendo, se 

gún se ha demostrado 

M = — p'U . 
2 

2 0 4 . Sólidos de igual resistencia á la flexión.— 
C o m o el momento de flexión crece d e s d e el e x t r e m o libre hasta 

la s ecc ión de empotramiento, que es además , c o m o hemos visto, 

la s ecc ión pel igrosa, es claro que todas las demás s e c c i o n e s in

termedias sufrirán esfuerzos tanto más p e q u e ñ o s cuanto mayor 

s ea su distancia al punto de empotramiento , resultando de aquí 

que todas el las son des igualmente res i s tentes y que todas , e x 

cepto la calculada, que es , c o m o sabemos , la que corresponde al 

e x t r e m o empotrado , lo son en e x c e s o . 

Trátase de determinar la forma apropiada de los sól idos que 

t e n g a n la propiedad de que sean igualmente res is tentes todas 

sus s e c c i o n e s , ó, lo que e s lo mismo, que la máxima tensión uni

taria K, desarrollada en todas el las, s ea la misma. 

205. C a r g a única.—Sea P la carga que solicita el ex tre 

mo libre de un prisma horizontal, empotrado por uno de sus e x 

tremos y cuya longitud sea L. 

Presc indiendo del p e s o propio del prisma, en lo cual no hay 
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inconveniente en muchos casos, la ecuación de resitencia co
rrespondiente á la sección peligrosa será, como sabemos, 

KZ = PL. 

La correspondiente á una sección cualquiera distante la 
cantidad / del extremo libre será, con la condición de que en 
ella se desenvuelva la misma tensión máxima K, 

KZ' = ?{. 

Dividiendo miembro á miembro estas dos ecuaciones, ten
dremos 

V l 
~z~ ~~ T 

Esta relación permite determinar las dimensiones de una 
sección cualquiera en función de las dimensiones de la sección 
peligrosa, bajo la condición establecida de igual resistencia, ó, lo 
que es lo mismo, de que K sea constante en todas las secciones. 

En efecto; supongamos que se trate de un sólido de sección 
rectangular. 

En este caso como 

V =>= — W s , Z = - BIT 
6 6 

resultará 
bh- l 
BIT' ~~ 1 7 ' 

y es claro, que conociendo /, L, B y H será fácil determinar bh"\ 
y por lo tanto b y h, si se establece entre estas dimensiones la 
relación que se estime conveniente. 

2 0 6 . Si suponemos, por ejemplo, que la altura de las seccio-
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Fig. 80. 

lo que nos dice que las bases de las secciones son directamente 

proporcionales á las distancias al extremo libre, por lo cual todas 

las secciones horizonta-

b-

fi

les del sólido serán trián

gulos iguales entre sí. 

El sólido de igual re

sistencia en el caso a c 

tual, tendrá la forma que 

indica la figura 8o. 

207. Si las bases de 

todas las secciones hubieran de ser iguales entre sí, en cuyo 

caso ¿> = B, resultaría entonces 

h-
ó bien 

VT 

V L" 

En este caso las alturas de las secciones tienen que ser p ro 

porcionales á las raíces cuadradas de sus distancias al ext remo 

libre, y claro es, que la sección recta causada por un plano ver

tical y paralelo al eje del prisma, daría un perfil parabólico. 

La ecuación de esta parábola, presentada bajo la forma ordi

naria, es, según se deduce de la condición establecida, 

(4)' 
en la cual — es la ordenada y / la abscisa, tomando como ejes 

coordenados una horizontal y paralela al eje del prisma, y la 

nes haya de ser constante, en cuyo caso h — H, tendremos en

tonces 
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2 0 8 . Por úl
timo, si la rela
ción entre las 
dimensiones de 
las s e c c i o n e s 
p e r m a n e c e 
c o n s t a n t e , e s 
d e c i r , s i s e 
v e r i f i c a q u e 
b h o n 

— = — , lo cual quiere decir que las secciones todas serán se

mejantes, tendremos 

b 
B = ra H~ = ra ; H 5 ra-

de donde 

y también 

bh'-
BH 2 

ra = B 

= ra = 

h_ 
I T 

17 

En este caso, el sólido presenta la forma piramidal que indi
ca la figura 82, limitado por superficies parabólicas de 3.er grado. 

209. C a r g a uniformemente repartida*—Siendo p la 
carga por unidad de longitud, es claro qué para que dos s e c 
ciones, la peligrosa que dista L del extremo libre y la que se 
considera, que dista / de dicho extremo, desenvuelvan la misma 
tensión máxima, será necesario que 

V pP 
z ~~ ~pu 

vertical que pasa por el extremo libre, según indica la fi
gura 81. 
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puesto que para dichas secciones se verifica que 

210. i . ° — L a base permanece constante, es decir, b — B . En
tonces resultará 

h_ 
"H" L 5 

lo que nos dice que las alturas de las secciones deben ser pro
porcionales á sus 
distancias al e x 
tremo libre, resul
tando el sólido que 
indica la figura 83. 

H 

Fig. 83. 

*i7^ • — < 

! h 

. > " ' 
-—""""""" 

211. 2.0 — La 
altura permanece 
constante, es de

cir h = H . Entonces tendremos 

b l B 
— s= — de donde b — ——- P 
B L L 
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B / 
Fig. 84. 

B / 

L ^ - — - — 

212 . 3 . 0 — L a relación entre las dimensiones es constante , e s 
decir, que 

b h 
~B ~ iT m. 

E n t o n c e s es claro que 

bh* . Io-

BH" L 

de donde 

b h_ 
"F _ "H v7

 ( t í 
En este caso resultará una forma piramidal, más compl icada 

que las anteriores , que no presenta interés en las apl icaciones 
L o s vo lúmenes de e s t o s tres sól idos , para la misma longitud 

y condic iones idént icas de carga, son c o m o los números 

± , 1 
2 ' ' 7 ' 

MEDIDA D E L A S DEFORMACIONES 

2 1 3 . Flecha de flexión.—Cuando un prisma se halla so 
licitado por esfuerzos ex ter iores de flexión, las deformaciones ' 

En es te caso , el sól ido afecta la forma indicada por la figu
ra 8 4 , s iendo 
l a s superficies 
laterales para
ból icas , t angen
tes por el e x t r e 
mo libre, es de
cir, por su vér
t ice . 
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originadas por los esfuerzos cortantes y las fuerzas longitudi
nales de tracción ó de compresión, son generalmente desprecia
bles por su escasa importancia, comparadas con las que engen
dran los pares de flexión propiamente dichos. De modo que sin 
inconveniente para la práctica podemos aceptar que la deforma
ción total de un prisma, sometido á cargas de flexión, se debe 
únicamente al desplazamiento relativo de las fibras que resulta 
de la flexión elemental que experimenta cada una de las sec
ciones. 

Cuando el prisma se halla empotrado por un extremo, la im

portancia de la suma de los desplazamientos elementales se 
aprecia y se manifiesta por el desplazamiento total del extremo 
libre, cuya magnitud / recibe el nombre de flecha de flexión ó 
de curvatura del prisma (figura 85), y sirve, por decirlo así, de 
medida á la flexión total del mismo. 

Vamos, pues, á ocuparnos ahora en la determinación de las 
flechas de flexión que presentan los prismas y los sólidos de 
igual resistencia, empotrados por un extremo, libres por el otro, 
y bajo el supuesto que tienen un plano longitudinal de simetría, 
perpendicular al plano de simetría del par de flexión. 

214. Para determinar la flecha total de un prisma, supongá
moslo dividido en prismas elementales, iguales entre sí, y tome
mos como unidad la altura común de los mismos. 

Recordando que la deformación total tiene por expresión 

l = -— L, como en este caso L = 1, l — a, a' (fig. 86) y K toma 

Fig. 85. 

Á 
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valores distintos que representaremos por K, K' claro es que 

A 
Fig. 86. 

— t — 

k A 
*$' 
th*~ - B 

1 * ' / ' 
^ - — í ' 

t'i ' — 
m 

*-m 

V ' . . 

las deformaciones de las fibras más alejadas del eje neutro, en 
las diversas secciones, tendrán por expresión; 

K , K' 
a = — , a s n — , etc. 

Como la figura indica, á toda rotación, a, de una sección cor
responde otra rotación igual del eje del prisma en la parte com
prendida entre dicha sección y el extremo libre, y por tanto un 
desplazamiento m de dicho extremo. La suma de todas ellas 
constituye la flecha de flexión. 

Tales desplazamientos están ligados á las deformaciones res
pectivas por las relaciones proporcionales siguientes: 

m 
~T 

2a 
H~ 

m 
T 

2a' 
Ti7 

2a 
l" H " 

. etc. 

Si despejamos m, tn'\ m" .... etc., y sustituímos los valores 
de a, a' a" .... etc., tendremos 

m == 
2K/ 
E H m 

2K7 2 K ' 7 " 
"ÉrT r etc. 
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y c o m o la flecha es la suma de todos e s tos desplazamientos será: 

f= :rhr*^ + T F - + •••• e t c J { a ) 

Cuando sea necesario tener en cuenta el s igno de la flecha, 
cons ideraremos como positivas las que resulten por encima del 
eje horizontal del prisma antes de su de ormacióny como ne
gativas las que resulten por debajo de dicho eje. 

2 1 5 . Línea elástica.—Si tomamos c o m o eje de absc isas 
el del prisma antes de su deformación y por eje de ordenadas la 
perpendicular á dicho eje levantada en la secc ión de empotra
miento, y hal lamos la ecuación de la curva, l lamada línea clás
tica, que ofrece el eje del prisma d e s p u é s de haberse deformado, 
la ordenada^- será precisamente la flecha del punto cuya abscisa 
e s x: 

Claro es que para los prismas cuyos e x t r e m o s p e r m a n e c e n 
fijos d e s p u é s de la flexión, la flecha de mayor valor absoluto cor
responderá al punto en que la tangente á la elástica sea hori
zontal. 

S e demuestra en Mecánica racional que el momento de fle
x i ó n t iene por expres ión general 

s i endo p el radio de curvatura de la linca elást ica en el punto 
que se cons idere , é I, el momento de inercia de Ta secc ión , refe
rido al eje neutro. 

Recordando que la expres ión de p e s 

( dx~ ) 

y c o m o por la pequenez de las deformaciones cabe prescindir 
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^ al lado de la unidad, tendremos con la apro-del término 

ximación necesaria para las aplicaciones; 

y por tanto 

M = E1 

dx* ' 

dy 
dx* 

Tal es la ecuación diferencial de 2.0 orden de la línea elástica. 
Integrada dos veces y determinadas las constantes arbitrarias 

por consideraciones fáciles de establecer en cada caso, se ten
drá, despe jando^ , la ecuación de dicha línea en términos finitos; 
ó si se quiere, la expresión general de la flecha. Esta resultará 
en función de I; pero si para com
probar quisiéramos escribirla en 
función de Z, basta reemplazar I 
por su igual Zv, siendo v la d i s 
tancia al eje neutro de las fibras 
más fatigadas. 

En efecto; sea 

NS = A x, NO = p 

y K la tensión correspondiente á 
la deformación / = C C ' (fig. 8 6 a). 

Sabemos que K = ——. 
H Ax 

Pero de los triángulos seme
jantes, C C S y NSO, se deduce 

l v que ; por tanto será 

K 
Ev E_ 

P v 

TOMO 1. 
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El I 
y como tenemos M = — , resultará finalmente M = — K = ZK, 

? v 

siendo por lo tanto I = Zv . 

En las secciones simétricas, v = , y entonces 2I = ZH. 
2 

2 1 6 . Carga única.—Consideremos el caso de un prisma 
de sección constante sometido en su extremo libre á una car
ga P. 

Las tensiones máximas unitarias tendrán por expresión 

K' 
P/' 

K" 
Pl" 

etc. 
Z ' " Z 

Sustituyendo en la fórmula general de la flecha, resultará 

2P 
ZEH 

(/- + l'- + / " 2 + etc.) 

Fig. 87. 

Si L es la longitud del prisma, como /, /', l" etc., son la 
serie de valores sucesivos 
comprendidos entre o y L, 
claro es que i2, l l '-
etcétera , podrán conside
rarse como otros tantos 
momentos de líneas que 
crecen de o á L, siendo ca
da una igual á su brazo de 
palanca, según manifiesta 
la figura 87. 

Resultará, por tanto, que 
/* + /'« + 1» * + . . . . = 

— L 2 x — L 
2 3 

L 1 

Y sustituyendo en la fórmula anterior resultará, recordando 

que K = -—- . 
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2 1 7 . Hallemos la ecuación de la elástica, tomando como o r i 

gen de distancias el extremo empotrado. La expresión del 

momento de flexión, que es constantemente negativo, será 

m = — P (L — x) 

de donde 

d^v 
El ~ — = — PL - f -Px (i) 

dx 

El -f c"| = - P L x + ~ P x 2 - (2) 

\ ¿ X / 2 

El + Cx -f- C ) = P L x 2 4- -L P x 3 (3) 

Las constantes arbitrarias C y C se determinan en este caso 

teniendo en cuenta que en el empotramiento la tangente á la 

línea elástica es horizontal y la flecha es nula; y así tendremos 

* Para x = o = o; de donde (ecuación (2)) C = o. 
dx x J 

» x = o , y = o; de donde (ecuación (3)) C ' = o. 

Despejando y en la ecuación (3) y haciendo C = o, C— o. 

la ecuación de la elástica, y por tanto la expresión general de la 

flecha, será 

P 3 L x s — x 3 

Y ~ ~~ TLT 3" 

ó puesto que 2I = ZH 

P 3Lx 2 — Xa 

r = ~~ ~ZEH~ ' 3~~ 

2 P L 3 _2_ K L a 

* _ 3 ZEH 3 EH W 
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Haciendo x = L resulta 

_ _2_ P L 3 

V~~-' ~ 3 ZEH ' 

expresión que, como debe suceder , sólo se diferencia en el 
signo de la que anteriormente habíamos obtenido, para el valor 
absoluto de f. 

Con la misma facilidad se tratan los demás casos. 
En el caso en que el prisma estuviera solicitado por varias 

fuerzas de flexión, la flecha total sería igual á la suma de las que 
cada una de aquellas fuera capaz de producir por sí sola. 

218. C a r g a uniformemente repartida.—Las tensio
nes máximas sucesivas que se desarrollan en cada una de las 
secciones distantes /, /', / " .... etc., del extremo libre, estarán da
das por las expresiones siguientes, llamando p á la carga por 
unidad de longitud. 

K 2Z 
K' K " = etc. 

2Z ' 2Z 

y sustituyendo estos valores en la 
fórmula fundamental resultará 

/ = YEÍT ( / 3 + / ' 3 + / ' / 3 + - - - E T C ) -

Las cantidades l,3 l',3 l"3 .... pue
den considerarse como los mo
mentos de los cuadrados materia
les P; l'7, / " s , cuyos brazos de 
palanca sean iguales á sus lados 
respectivos. 

Si consideramos (figura 8 8 ) 
una pirámide cuya base sea L 5 y 
su altura L, y por el vértice t r a 

zamos el eje de momentos OX paralelo á la base, claro es que 
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llamando / al lado de una sección cualquiera, / será también su 
brazo de palanca y P el momento de dicha sección. 

Pero como 

resultará 

/ = 

ó haciendo pL = P 

= S/3 = — L 3 x — L 

i pU* 
~4. ZEH 

j_ PL 3 

*~~ 4 ZEH 

4 

219. Flexión de los sólidos de igual resistencia. 
—Sólo estudiaremos el caso en que la altura de las secciones 
e s constante, por ser el único que puede tratarse por los mé
todos elementales. 

Siendo constantes los valores de K y H para todas las s e c 
ciones, la fórmula general de la flecha tomará la íorma 

/ = FTH ( / + R + R + • • • • E T C - ) 

la cual se convierte en 

J EH ' 

puesto q u e , según se deduce de la 
figura 89, 

Fig. 89. 

/ + /' + / " -r- 2 

Cuando la carga es única y obra en el extremo libre, la ex
presión de la flecha puede escribirse bajo la forma 

PL 3 

ZEH 
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toda vez que en este caso, K = 

2 ZEH 

p L 2 Pl 
2Z 2Z 

Téngase en cuenta que en las expresiones de la flecha que 
hemos obtenido, se ha prescindido del signo negativo que les 
corresponde, conforme al convenio establecido. 

2 2 0 . Consecuencias del estudio que precede.— En 
general , la expresión de la flecha de flexión, en valor absoluto, 
para los prismas empotrados por un ext remo, puede escribirse 
bajo las siguientes formas: 

K L 2 P L 3 • 
* ~ % EH ~~ \ Z E I Í ' 

siendo % y los coeficientes que conocemos, según que la carga 
sea única ó esté uniformemente repartida. 

De la primera forma se deduce que, á igualdad de condicio
nes de carga, tensión máxima y naturaleza de los prismas em
potrados por un extremo, las flechas de flexión son directamente 
proporcionales á los cuadrados de las longitudes é inversamente 
proporcionales á las alturas de las secciones. 

Así, por ejemplo, doblando la longitud de un prisma y con
servando sus primitivas condiciones de resistencia y la altura de 
su sección, la flecha resultará cuatro veces mayor; y si duplican
do la longitud quisiéramos obtener la misma resistencia é igual 
deformación total, sería necesario cuadruplicar la altura. 

2 2 1 . La flexibilidad de un prisma, ó lo que es lo mismo, su 
elasticidad á la flexión, se mide por la relación entre su flecha 

PL 

siendo, como sabemos, K = —— y Z el módulo de la sección 

empotrada. 

Si la carga está uniformemente repartida, será 

i pU i P L 3 
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y su longitud, la cual t iene por expres ión general 

/ K L 
TT ~ a ~E~ x IT" 

L a relación inversa —- da, por tanto, la medida de la rigidez 

de los prismas empotrados y somet idos á la flexión. 
Como la flexibilidad de un prisma, s egún se v e , no e s sólo 

K 
proporcional á la relación -— , sino que lo e s al propio t iempo á 

E 
la relación es natural que los prismas muy d e l g a d o s , aunque 

sean anchos , se deformen tan fáci lmente c o m o todo el mundo 

sabe. 

222. La segunda forma de la expres ión general de la flecha 
nos dice que ésta d e p e n d e esenc ia lmente del producto ZH, para 
una carga y longitud determinadas . 

Así por ejemplo , tratándose de un prisma de s e c c i ó n rectan
gular, s a b e m o s que resiste más de canto que de plano (figura 90) , 
y que en el primer caso la flecha es mayor q u e en el s egundo . 

La relación de las flechas e s la s iguiente: 

Para el primer caso la fle

cha / e s 
PL 

E 
1 

Z H 

Para el s e g u n d o , la flecha 
f será 

P L 3 

Z'B ' 

de donde 

f_ 

r 
Z'B 
ZH 
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Pero como Z y Z' tienen por expresión 

BH S , Z' = 4- HB* 
6 

resultará 

Como, por otra parte, el valor de Z es de la forma general 

resulta, asimismo, que las flechas de flexión, á igualdad de las 
demás condiciones, son proporcionales á los cubos de las longi
tudes é inversamente proporcionales á los cubos de las alturas 
de las secciones. 

De las consideraciones que preceden se deduce toda la in
fluencia que ejercen la longitud y altura de las secciones en las 
deformaciones totales de los prismas empotrados por un extremo; 
por consiguiente, como en las aplicaciones no pueden admitirse 
aquellas cuando exceden de ciertos límites, será necesario intro
ducir en el cálculo de la resistencia, la condición de rigidez, cuya 

L 

expresión general es —j- = c, siendo c un número cuya magnitud 

depende de las condiciones del caso de que se trate. 

RESISTENCIA V I V A DE LOS PRISMAS SOMETIDOS Á ACCIONES 

DINÁMICAS DE FLEXIÓN. 

223. Prismas empotrados por n o extremo.—Cuan
do la acción dinámica se ejerce en el extremo libre, es fácil de
terminar la resistencia viva del prisma. 

En efecto; hemos visto que la flecha de flexión, á igualdad 
de condiciones, es proporcional á la carga; por lo tanto, si el 

Z = mBH s 

• 



Fig. 91. 
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T m = — P / . 
2 

Recordando que 

P L 3 

ZEH 

y sustituyendo, tendremos 

1 PKL 2 

3 
T s s — 

EH 

KL S 

EH 

Si la sección del prisma fuera rectangular será Z = — BH J , 

y resultará, por tanto, 

1 BHL 

3 
T,„ = — 

K 2 

X 1 T V 
K 2 

siendo V = BHL, el volumen del prisma. 
Si la fuerza Q, que origina la misma flecha s u p u e s t a / , fuera 

constante en todos los estados de deformación por que pasa el 
prisma, el trabajo de aquella sería Q / , y tendríamos entonces 

T . - Q / , 
de donde 

desplazamiento t o t a i y del extremo libre lo origínala acción di
námica de una fuerza que cre
ce progresivamente de o á P, 
es claro que el trabajo total 
desarrollado p o r ella tendrá 
por representación gráfica el 
área de un triángulo r e c t á n 
gulo, cuyos catetos serán f y 
P (figura 91). 

La expresión del trabajo 
molecular desarrollado por el prisma será, por lo tanto, 
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lo que demuestra que , á semejanza de lo que sucedía en la trac
ción y compres ión, la fuerza dinámica constante y capaz de p r o 
ducir una tensión determinada, es justamente la mitad de la car
ga estát ica necesaria para engendrar la misma tens ión. 

2 2 4 . Recordando que la resistencia viva de un prisma á la' 
tracción ó compres ión era 

2 E 

y comparándola con la que corresponde al ca so que nos ocupa , 
resulta que, á igualdad de tens ión máxima, el trabajo molecular 
que un prisma desarrolla e s nueve v e c e s mayor á la tracción ó 
compres ión que á la flexión: y también que, á igualdad de fuerza 
viva ó de trabajo molecular desarrollado, la tens ión máxima e s 
tres v e c e s mayor en la flexión que en la tracc ión ó compres ión . 

La resistencia viva de un sólido de igual res is tencia , cuya 
altura sea constante e s , c o m o es fácil deduc ir , 

6 E 

FLEXIÓN D E LOS PRISMAS A P O Y A D O S POR SUS EXTREMOS 

2 2 5 . Reacciones en los apoyos.—Determinemos ante 
todo las r e a c -

r Fig. 92. 

A 
A" B 

c íones que s e 
desarrollan e n 
l o s puntos d e 
a p o y o cuando 
e l p r i s m a s e 
halla somet ido 
á una sola car
ga intermedia. 

T o m a n d o 
c o m o ejes de m o m e n t o s (fig. 92) las rectas proyectadas en A y 
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en B, tendremos: 

( Momento de P = P/ 
Con respecto al eje A... < . 

| » de r = r L 

i Momento de P = P / ' 
Con respecto al eje B... 

i » de r = r L 

Por lo tanto, las condiciones de equilibrio serán 

r L = P/ ' ó r ' L = P/ y r f- r ' = P, 

de donde resulta P/ ' 
y 

P¿ 
r = 17 

i^/. 0 3 . 

226. Diagramas de esfuerzos cortantes y de mo
mentos de flexión.—Para toda sección comprendida entre 

A y O (figura 93), el esfuerzo cortante es igual á r ; porque si 

a p l i c a m o s en 

ella dos fuerzas 0' 

iguales y para

lelas á r y con

trarias entre sí, 

la sección r e 

sultará someti

d a a l p a r d e 

f l e x i ó n , cuyo 

momento es rx, 

y á un esfuerzo 

cortante r. Po

d e m o s , p u e s , 

representar di

cho esfuerzo por la ordenada constante de la recta aa paralela 

al eje del prisma y distante la cantidad r , para toda sección 

comprendida entre el extremo A y el punto O, donde la carga 

está aplicada. 

Si consideramos esta última sección, veremos que resulta 
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sometida á un par de flexión, cuyo momento es rl, y á dos es

fuerzos cortantes , uno P y otro r, desiguales y de sentido con

trario, cuya resultante será — ( P — r ) — — r'¡ Por esto, el es

fuerzo cortante sufre un cambio brusco en la sección conside

rada, pasando súbitamente del valor r al valor — r \ 

Si en cualquier sección comprendida entre O y B aplicára

mos dos fuerzas iguales á r y otras dos iguales á P, paralelas á 

estas y contrarias entre sí, por consideraciones análogas demos

traríamos que el esfuerzo cortante es constantemente igual 

á — r'; de suerte que en esta región dicho esfuerzo quedará re

presentado por la ordenada de la recta b'b, paralela al eje del 

prisma, situada al lado contrario que la aa' y distante de dicho 

eje la cantidad r'. 

La línea quebrada aa'b'b, por la cual se determina gráfica

mente el esfuerzo cortante en una sección cualquiera, recibe el 

nombre de diagrama de esfuerzos cortantes. 

227. Por otra parte, si suponemos empotrado el prisma bajo 

la acción de las fuerzas P y r', el momento de flexión m, en una 

sección situada á la distancia x del extremo A será en magnitud 

y en signo 
m = rx; 

P / ' 
pero como antes hemos encontrado que r = — , sera también 

m = P - -

Vemos, por tanto, que el momento de flexión es positivo, y 

crece uniformemente desde A hasta O. 

Cuando x = o, ma = o 

/ / ' 
x= l, M = P — = rl. 

Conviene observar que siendo ra función de x, ra = rx, el 

esfuerzo cortante es la derivada de f (x), de suerte que pode-

J.I / \ dm 
mos también establecer que r = / ( x ) = —;—• 

J v 1 dx 
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Si desde el punto A trazamos la recta AO' , de manera que 
OO' — rl, dicha recta constituirá el diagrama de momentos de 
flexión para la parte AO del prisma; puesto que la ordenada de 
cualquiera de sus puntos representará el valor del momento de 
flexión en la sección correspondiente. 

Del propio modo veríamos que el momento en una sección 
cualquiera situada á la d i s tanc ia^ = L — x , siendo en este caso 

— L y L los límites de x, tiene por expresión r'y; momento 

que también crece uniformemente de B á O, por ser proporcio
nal á y, desde el valor o, en B, hasta el valor r'l', en O. 

Ahora bien, como rl — r'l', dicho momento máximo se 
confundirá con el del caso anterior; por lo cual el diagrama de 
momentos se completará, uniendo el punto O' con el B por una 
recta, y así quedará todo él representado por la línea AO'B. 

Correspondiendo el momento máximo al punto de aplicación 
de la carga, en él estará la sección peligrosa; y por tanto, la ecua
ción de resistencia será 

2 2 8 . Observación.—Para calcular el momento de flexión 
en una sección cualquiera, y esto se aplica á todos los casos, lo 
mismo da considerar las fuerzas exteriores que qnedan á su iz
quierda como las que quedan á su derecha. 

En efecto; si para la sección situada entre O y B, definida 
por su distancia y al extremo B, ó por la x al extremo A, siendo 
x -\- y = L, consideramos las fuerzas que quedan á su izquier
da, que son en este caso, - f r y — P, tendremos 

m = r (L — y) — P (/' —y) r L — Pl' + (P — r)y; 

pero como 
r L — P/ ' = o y P 

resultará, 
m = r'y; 
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l 1' = — L , ó lo que es lo mismo, cuando la carga ocupe el 
2 

punto medio del prisma, situación la más desfavorable. 

En este caso particular las reacciones serán, r = r' = — P 
2 

El momento máximo de flexión es 

M = — PL 
4 

y por tanto la ecuación de resistencia será 

ZK = — PL 
4 

230. Recordando que en los prismas empotrados la flecha 
es proporcional al cubo del brazo de palanca de la fuerza, pode

mos , en su virtud, 
afirmar que cuan
do la carga no 
esté aplicada en el 
p u n t o m e d i o , el 
p u n t o de máxima 
flecha no será cier
tamente el de la 

sección peligrosa,porque para ello sería necesario que rP = r'l'3 

es decir, lo mismo que si hubiéramos considerado la única fuer
za -+- r ' , que en este caso queda á la derecha de la scción pro
puesta. 

2 2 9 . Carga aplicada en el punió medio.—La fór
mula general del momento máximo, en el punto de aplicación 
de la carga, demuestra claramente que su valor depende de la 
posición particular de la carga P. 

Pero como cualquiera que sea esta posición se verifica siem
pre que /-f- /' = constante, el producto / / ' será un máximo 
cuando sus factores sean iguales entre sí, es decir cuando 
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2 3 1 . Consideremos este caso solamente. 
La flecha máxima, en valor absoluto, corresponderá al punto 

medio, y como por razón de simetría la tangente á la línea elás
tica será en tal punto horizontal, aquella se calculará sencilla
mente suponiendo el prisma empotrado bajo la acción de las 

fuerzas — P y - - } — — P (figura 94). 

Si en la fórmula general de la flecha, para prismas empotrados 
por un extremo y sometidos por el otro á una carga P, sustituí
mos en vez de P y L ; —— P y —- L, respectivamente, y recor-

2 2 
1 PL 

damos que K = —— , resultará; 

2 3 2 . Hallemos la ecuación de la elástica á fin de comprobar 
la expresión que hemos obtenido para_/. 

El momento de flexión es constantemente positivo; pero sus 
expresiones para cada mitad del prisma, son distintas. 

Para la mitad de la izquierda es . . . mt = — Px 

Para la otra mitad m, = — P (L — x) 
2 

Como estas expresiones no caben en una forma única, la elás
tica se compondrá de dos arcos simétricos, cuyas ecuaciones 
dependerán, la primera de m, y la segunda de m 2 . Tales arcos 

se acuerdan tangencialmente para x =» —— L, y en este punto 

donde la flecha alcanza su mayor valor absoluto, podemos afir
mar que la tangente será horizontal. 

4 

1 P L 3 

24 ZEH 
1 K L 2 

6 E H 

(figura 94) lo cual no es posible más que en el caso particular 
en que la carga equidiste de los extremos. 
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Basta, por tanto, obtener la ecuación de cualquiera de las 
ramas de que la elástica se compone en este caso. 

Para la de la izquierda, por ejemplo, tendremos: 

EIíS- = T p * <•> 
EI (-ÍL. + c) = — P * 5 (2) 

\ dx / 4 

El {y + Cx -r-C) = — Px' (3) 

1 dy 
Pero evidentemente, para x = — L , es —;— = 0 ; luego de 

2 dx 
la ecuación (2) obtendremos que 

E l C = — P L 2 

1 6 

Además, para x — o, c o r r e s p o n d e ^ = 0 ; y así la e c u a 
ción (3) nos dice que C = o. 

Por tanto, la ecuación de la rama izquierda de la línea elás
tica será 

1 P 
J 48 E l v ° ' 

ó, teniendo en cuenta que 2 1= Z H ; 

y haciendo x = — L resultará 
J 2 

1 P L 3 

r=f = 24 ZEH ' 

expresión que, como debía suceder, sólo se diferencia en el sig
no de la que antes habíamos obtenido. 
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233. Cargas simultaneas.—Consideremos el caso de 
varias cargas P, Q, S etc. 

Las reacciones en los apoyos se obtendrán por medio de las 
siguientes ecuaciones de equilibrio (figura 95). 

r L = Va' -f- Qb' + Sc'-h etc., 

r'L = Va + Qb + Se + etc., 

r + r ' = P + Q - f S - f etc. 

rf 

Mí 25" 

Fig. 95. 
... a' 

C-

-X -
B 

Q 

í< r' •» 

J" 

n 

Conocidas r y r ' , el trazado del diagrama de esfuerzos cor
tantes es fácil de ejecutar inmediatamente. 

Desde M hasta A, está representado por la paralela mp, al 
eje del prisma, distante la cantidad r . De A á B , por ]a.p'q; de 
B á C, por la q's y finalmente, si no hay más fuerzas que las 
P | Q> S, por la s'n, pasando súbitamente del valor r , á los 
r — P , r — ( P + Q ) , y r — ( P - f - Q + S ) = — r'. De suerte 
que el diagrama total estará representado por la línea quebrada 
m pp'qq'ss'n. 

234. En cada uno de los cuatro tramos en que el prisma que
da dividido por los puntos de aplicación de las tres fuerzas que 
hemos supuesto, el esfuerzo cortante tiene valor dist into; por 

TOMO I . i 3 
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consiguiente á cada tramo corresponderá también distinta ex

presión para el momento de flexión. 

En efecto; por razonamientos análogos á los empleados 

anteriormente en otros casos, encontraremos que el momento 

general de flexión tiene las expresiones siguientes: 

DeM á A, ra, = r x (i) 

De A á B, m a = (r — F)x+Fa (2) 

D e B á C , m 3 = [ r — (P + Q)]x + ?a + Qb (3) 

D e C á N , m t = [r — (P + Q-f-S)] x + P a + Q^ + S c . . . (4) 

Si hacemos x = a, en las ecuaciones primera y segunda, ob

tendremos el mismo valor mp para el momento en el punto A. 

Del propio modo hallaremos mq y m, para los puntos B y C 

haciendo x = b en las ecuaciones segunda y tercera y x = c en 

la tercera y cuarta. 

Así tendremos 

En M m0 = 0 

« A mp = ra 

t B mq = ( r — P ) b-\-?a 

* C ms = | V - ( P - f Q ) ] c - f - P a 4 - Q ¿ > 

« N mL = 0 

Como las ecuaciones que dan los momentos en los diversos 

tramos son de primer grado, el diagrama total se compondrá de 

un contorno poligonal que pasa por los puntos de apoyo y cuya 

construcción es inmediata, una vez calculados mp, mq, m„. 

El trazado de dicho diagrama se simplifica por virtud de las 

consideraciones siguientes. 

235. Teorema.—El diagrama completo de momentos de 

flexión,para cualquier número de cargas, se obtiene haciendo 
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la suma de los momentos correspondientes d los diagramas de 
cada una de ellas. 

Consideremos el segundo tramo, por ejemplo, para el cual el 
momento tiene por expresión 

m 2 = rx — P ( x — a). 

De la primera condición de equilibrio se deduce que 

Fa' Qb' Se' 

Por lo tanto tendremos 

Fax 
m., = — F(x — 

Qb'x Sc'x 
L 

pero como a' = L — a, 

Fax' 
m, = 4-

y L 

Qb'x 
L 

L 

v', será 

Sc'x 

Todos los términos del segundo miembro tienen la forma 
Fl'x 

•; por consiguiente, representarán los momentos de flexión L 
en la sección que dista x del origen, producidos por las diver
sas cargas P, Q. S , lo cual demuestra el teorema. 

Fig. 96. 

De suerte que el momento oo (figura 96) es igual á la suma 
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oa -4- ob -f- oc, de los momentos que determinan los diagramas 

parciales de cada una de las cargas P, Q y S. 

Según esto, el diagrama completo se construirá trazando 

primero los diagramas parciales M a N , M b N, M c N , y luego 

las rectas 

AA' = Aa + Aa' + Aa", 

BB' = Bb + B6 ' -f-B¿>", 

C C = Ce + C e ' + C e " ; 

y la línea M A' B' C N constituirá el diagrama general, deducido, 

como se ha dicho, de los diagramas parciales. 

2 3 6 . Otro procedimiento puede seguirse para construir el 

diagrama general. 

Sea M G ' N (figura 97) el diagrama correspondiente á la re -

Fig. 97. 

(¿' 
.'re

sultante R de todas las fuerzas. Las partes MA' y N C pertenece

rán desde luego al diagrama general; puesto que entre los pun

tos M y A, así como entre los C y N, dicho diagrama sólo de

pende de r y de r' respectivamente. 

Sea H H ' la línea de acción de la resultante R' de todas las 

fuerzas situadas á la derecha de P. El punto H' , en que dicha 

resultante, prolongada si es necesario, corta á NG', pertenecerá 
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237. TEOREMA.— Toda porción de diagrama de momentos, 
comprendida entre dos puntos, representa, con relación á la 
recta que los une, el diagrama de momentos de la parte de 
prisma que aquellos determinan, como si dicha parte descan
sara sobre los referidos puntos y se hallara sometida á la 
fuerza ó carga correspondiente á la misma. 

Bastará demostrar este teorema respecto de toda porción, 
comprendida entre 
un punto y uno de 
los extremos del 
diagrama origina
do por una s o l a 
carga P (fig. 98); 
porque la misma 
d e m o s t r a c i ó n se 
haría f á c i l m e n t e 
extensiva á toda 
otra porción d e 
terminada por el 

primer punto y otro cualquiera de un diagrama más complejo. 

al diagrama de P y R' que es M A'H'N. La parte A' B' perte
nece seguramente al diagrama general; porque de M á B, los 
momentos de flexión no dependen más que de las fuerzas r y P. 

Finalmente, como á la derecha de Q no hay en el caso su
puesto más fuerza que S, y los puntos B' y O , situados sobre las 
líneas de acción de dichas fuerzas, corresponden al diagrama 
general, es claro que la recta B' C que los une, pertenecerá á 
dicho diagrama, el cual resultará, en consecuencia, representado 
por la línea M A ' B ' C ' N . 

Como se ve, para aplicar este procedimiento, sólo se nece
sita determinar las resultantes necesarias y calcular el momento 
de flexión de la resultante de todas las cargas. 

Conviene también demostrar los siguientes principios relati
vos á los diagramas de momentos de flexión. 



IO,8 RESISTENCIA DE MATERIALES 

IrhV 

Eliminando ra', M' y M entre estas cuatro ecuaciones, t en
dremos 

W = M 

ra = 
P / ' ( / — / " ) / ' P / " ( / — / " ) 

Por lo tanto 

ra = / + /' (/ + /') (/' + /") " / ' - + - / " 

De suerte que ra es el momento correspondiente á la carga 
P, obrando sobre el prisma BE apoyado en B y en E, como que
ríamos demostrar. 

238. TEOREMA.—El momento de flexión, en un punto cual
quiera de un prisma, está representado por el área del dia
grama del esfuerzo cortante, comprendido entre dicho punfo 
y uno de los extremos del prisma. 

Sea ACB el diagrama general correspondiente á la carga P , 
y BCD la parte que se considera de dicho diagrama. 

Con arreglo á las notaciones establecidas en la figura, t rátase 
de demostrar que ra es el momento correspondiente á la carga 
P aplicada sobre la porción de prisma BE. 

Tenemos 

m = M — ra' 

y además, por la semejanza de los triángulos que han resul tado 

ra' _ /' M' _ / — / " 
M 7 = " / ' + / " ' M~ ~~ / • 

Sabemos por otra parte que 
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Dicho momento tiene por expresión 

M = rx — P(x — a). 

Pero rx no es otra cosa que el área del rectángulo AreO; y 
P(x — a) es asimismo el área del rectángulo befe ; puesto que 
be = P, y x— a = be; luego dicho momento será igual á 

OO' = M = AreO — befe = ArbD — Dc/O = Q — w, 

como queríamos demostrar. 

2 3 9 . De esta propiedad se deducen las siguientes conse
cuencias: 

1. a El momento de flexión alcanza un valor máximo ó míni
mo, en todos aquellos puntos del prisma en que el diagrama del 
esfuerzo cortante corta al eje de aquél. 

2 . a El momento de flexión es nulo, en todos aquellos puntos 
en que la suma de las áreas del diagrama del esfuerzo cortante 
es igual de uno y otro lado del eje del prisma. 

2 4 0 . C a r g a uniformemente repartida en todo el 
prisma.—Sea p la carga por unidad de longitud. La carga to
tal será pL = P. 

Consideremos (figura 99) la sección situada en el punto o. El 
momento de flexión estará representado, como sabemos, por la 
ordenada OO' . 
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Es evidente que en este caso las reacciones desenvueltas por 
los apoyos serán iguales entre sí, y tendrá cada una por valor la 
mitad de la carga total, es decir, que tendremos 

r = r' = — Ü L = — P . 

2 2 

El esfuerzo cortante T en una sección cualquiera, distante 
del extremo A la cantidad /, tendrá por expresión 

T = r — pl. 

En efecto; si en dicha sección introducimos las fuerzas 
r, — r , pl, — pl (figura 100), las condiciones generales perma-

F r i p p 

r Fig. 100. 

1 1 1 1 1 t 
B 

-r 

necerán las mismas, pero la sección O se hallará sometida á la 
acción de los pares (r, — r) y (pl, — pl), y á los esfuerzos cor
tantes r, —pl , de donde resulta que dicho esfuerzo, en la sec
ción O, será T — r — pl, como habíamos establecido; que tam
bién podrá escribirse bajo la forma 

T - ( T - ' ) 4 ( T - ) . ' 

ecuación de una recta que corta al eje del prisma en su punto 

medio; puesto que, para / = — L , resulta T = o. 
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De suerte que el diagrama del esfuerzo cortante será la recta 
ab (figura 101). 

Fig. 101. 

241. El momento de flexión en la sección S, situada á la dis
tancia / del ext remo A del prisma, es evidentemente igual á la 
diferencia de los momentos correspondientes á la reacción r y á 
la resultante pl de las fuerzas que obran de A á S. 

Pero como 

Momento de r = rl 

» de pl = pl — , 

es claro que dicho momento de flexión será 

m 

ó bien 

I P . , / 
rl — pl — = — / — pl — 

r 2 2 2 

m=PL(L-l) = -^pll' 

ph 

ir. 

Como la suma de las variables / y /' es constante é igual á L, 
el momento máximo de flexión corresponderá al caso 1 = 1 — 

— L, es decir, que dicho momento máximo corresponderá á la 
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ó efectuando ó reduciendo 

i 
x = — py' 

ecuación de una parábola referida á su vértice. 

242. Determinemos la flecha máxima, por medio de la ecua
ción de la elástica. 

El momento de flexión es constantemente positivo, y llaman
do x á la abscisa general, tomando como origen el extremo iz-

sección situada en t\ punto medio del prisma, donde, como an
tes hemos visto, el esfuerzo cortante es nulo. 

El momento máximo de flexión será, por lo tanto, 

M = i - P L = - i " i>L J . 
8 8 T 

Comparando estos valores con los que se obtuvieron en el 
caso de una sola carga, resulta que el momento de flexión en 
una sección cualquiera, correspondiente á una carga uniforme
mente repartida, es justamente la mitad del momento originado 
por la misma carga, aplicada en la sección que se considere. 

De la expresión general del momento de flexión se deduce 
que es nulo en los extremos del prisma y máximo en el punto 
medio. Por consiguiente, su diagrama será una línea que pasará 
por los extremos del prisma, y cuya ordenada máxima corres
ponde á la sección mediana. 

Tomando por ejes coordenados las perpendiculares OX y O Y, 
tendremos para un punto cualquiera C 

x = M — m = pL,'1 — pU\ ó bien 
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\ da? / 4 6 
(2) 

El ( r + G r 4 - C ) = — ¿>L*3 — ( 3 ) 
w 12 24 

Por razón de simetría, la tangente á la elástica en su punto 

medio será horizontal, y tendremos 

Para x~- — L, -4̂ — = o, EIC = —̂— p L 3 [ecuación (2)] 
2 Í/A: 24 r 

» j f = o, j - = o, C = o [ecuación (3)] 

La ecuación de la elástica será, por tanto, 

Y — — (A- 4 — 2 L A : 3 4 - L3x) 
J 24 El v 1 

ó puesto que, 2I = ZH, será también 

y=- £=rr (A: 4 — 2 L * 3 4 - L 3 x ) 
^ 12 ZEH v 

Haciendo x— — L , la expresión de la flecha de mayor va 

lor absoluto será 

/ - 5 'L' 192 ZEH 

El mismo resultado, prescindiendo del signo, encontraría

mos observando que f —fi — f«, siendo fl la flecha del ex t re -

quierdo, su expresión será 

1 T 1 

m = — pLx px2, 
2 2 

aplicable á todo el prisma; es decir, entre los límites o y L de x. 
Tendremos pues 

El 4^- = —• p L x l— px7 (i) 
dx1 2 2 
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mo izquierdo engendrada por la carga — p h , yf2 la que en

gendraría en el mismo punto la fuerza r, suponiendo el prisma 

empotrado en su punto medio por las fuerzas 

+ r' 

que quedan á su derecha, y calculando ft y f± por las expresio
nes conocidas. 

Vemos, según esto, que la flecha, en el caso que nos ocupa, 
es cerca de vez y media menor que cuando toda la carga obra 
en el punto medio del prisma. 

243. C a r g a uniformemente repartida en una par
te del prisma.—Supongamos un prisma de longitud L, apo
yado por sus dos extremos y sometido á una carga uniforme-

Fig. 102. 

/ ! 

- r i \ 

\M ¡ \ _ 

1 \ 
Ci o\ n 

¡ i 

1.4 \cc — > ¿tNc <-< 

;-< — . x +> 

/ ^ 

1 

r* - -

. x +> 

/ ^ 

1 
i i _ _ 

B 

mente repartida de p kilogramos por unidad de longitud en una 
porción 2a de dicho prisma (figura 102). 

Gon arreglo á los teoremas que preceden, si se traza el dia
grama ACB correspondiente á la resultante 2pa, las porciones 
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AD y EB de dicho diagrama pertenecerán al verdadero dia
grama de momentos que se busca; y por último, si se calculan 
los momentos correspondientes á la carga uniformemente re
partida sobre la parte 2a del prisma, como si dicha parte se en
contrase apoyada por sus extremos, y dichos momentos se de 
terminan gráficamente á contar de los puntos correspondientes 
de la recta DE, resultará el diagrama completo de momentos 
ADHEB, que corresponde al caso supuesto. 

Determinemos ahora por medio del cálculo el momento 
máximo. 

Desde luego la condición de equilibrio exige, llamando r á 
la reacción en A, que 

r L = 2pal' 

de donde 
2pal' 

r = ^ r - -

Siendo ly V las distancias del punto medio de la porción car
gada 2a á los extremos A y B, claro es que el momento corres
pondiente á una sección cualquiera situada á la distancia x del 
apoyo A, será: 

i p 
m — rx — p x c o x — co = rx — — (cof ; 

_ 2 2 

pero como 

co = en — on = a — (/—x) — x -f- a—/ 

tendremos 
p 

m = rx — — (x -f- a — /)l. 
2 

Además, como / ' = L — / , podremos escribir: 

2pa(L,— /) 2pal 
r = ——\ = 2pa ~— . 
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Sustituyendo resultará 

2 pal p 
ra = ipax £— x (x -h a — /V 

L 2 

ó bien 

t? l p 
m = — x (2a -\- 2l — 4 —— ¿i — a;) — (a — / Y. 

2 L 2 

Para que ra sea un máximo, es necesario y suficiente que lo 

sea el producto de factores variables 

I 
A" (2a -{- 2l — 4 — a — x), 

y como en este producto se verifica que la suma de sus factores 

es constante é igual á 2a + 2/ — 4 -y— a, es claro que la condi

ción para que se verifique el máximo será la igualdad entre di

chos factores 

/ 
x = 2a -f- 2/ — 4 — a — x, 

de donde 

x = a + / — 2 — a 

Esta expresión determina la sección del prisma en la cual el 

momento de flexión alcanza su valor máximo. Dicho valor lo 

determinaremos sustituyendo en la expresión de ra en lugar de 

x el valor que acabamos de encontrar. 

Resultará por lo tanto: 

M = ^ ( a + l - 2 ± - a ) j - ^ { a - i y 

ó efectuando y reduciendo 

, L ( L — /) — a(L — l) 
M s« 2pal — i 1 ^ —: 
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y finalmente 

M - a ¿ j ~ ( L - / ) ( L — * ) . 

2 4 4 . Respecto del diagrama de esfuerzos cortantes, queda 

fácilmente determinado por la línea adeb. 
La expresión general del esfuerzo cortante es 

T = r — p (a -\- x — /) 

y como para 

x — l — a , T = r 

> X = l -\- a, T = r — 2pa = —- r' 

al 
» x = a 4 - / — 2 —; T — o, 

se ve que donde el esfuerzo cortante es nulo el momento de fle

xión es máximo. 

2 4 5 . Cargas móviles ó de posición variable.—Has
ta aquí hemos considerado que las cargas permanecían fijas 
ocupando siempre, por lo tanto, su posición primitiva. 

Tratemos ahora el caso en que aquéllas cambien progresi

vamente de posición, como sucede con los vehículos de todo 

género. 

2 4 6 . Carga única.—Supongamos que una carga de mag

nitud constante P se mueve á lo largo de un prisma apoyado 

por sus dos extremos, recorriéndolo en toda su longitud. 

Ya hemos visto que para una posición cualquiera o de la 
carga (figura 103), el momento máximo corresponde á la s e c 
ción en que aquélla está aplicada, y tiene por expresión 

P 
m = — / /' 

Para otra posición distinta o' de la misma carga, el momen-
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to correspondiente á la sección anterior o, será 

P 
L 

Ahora bien 

por tanto 
m > m' 

Luego resulta de aquí, que para una sección cualquiera el 

Fig. 103. 

momento alcanza su valor máximo cuando la carga pasa por 
ella. 

Por consiguiente, estos momentos son los únicos que nos in
teresa considerar. 

Observando además que el momento 

P , 
m = — l V 

J—i 

alcanza su valor máximo cuando / = /' = , en cuyo caso 

PL 
M = — , resulta que, en cuanto á los efectos de la flexión, una 

4 
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carga que recorre la longitud total de un prisma produce el 
mismo máximo efecto que una carga doble 2P, uniformemente 
repartida. 

Para determinar la curva de momentos, consideremos el pun
to (xy), y tendremos 

x — M — m; 

pero como 

:urva será 

- r ( f ^ ) (T - -^> 

la ecuación de dicha curva será 

PL P / L 
x = 

4 
de donde 

L 

ecuación de una parábola referida á su vértice. 

247. En cuanto al esfuerzo cortante que obra sobre la s e c 
ción o, donde se supone aplicada la carga móvil P, será igual á 
la reacción desarrollada entonces por el apoyo A, y se deducirá 
de la condición de equilibrio 

r L = P / ' ; 

de donde 

r — T — P / ' 

Tendremos asimismo 

Bajo esta última forma se ve inmediatamente que 

cuando / = o . . . . T = P 

, , = Í . . . . T = i , 
2 2 

T O M O I. 
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lo que nos dice que en el extremo A el esfuerzo cortante esP, y 
P 

que en el punto medio dicho esfuerzo vale la mitad, ó sea ——. 

Además, como las variaciones de T son proporcionales á las 
de /, claro es que dicho esfuerzo variará uniformemente de P á 

P para la mitad del prisma, á contar del extremo A. 
2 

En dicho punto medio, el diagrama de esfuerzos cortantes 
P P 

sufre un rápido descenso, pasando del valor —• á . En 
2 2 

efecto; situada la carga móvil en el punto medio, las reaccio-

nes son respectivamente iguales á — ; por lo tanto, la sección 
mediana se hallará sometida al par de flexión I — , 1 y á 

un esfuerzo cortante igual á P = , lo que demues-
2 2 

tra nuestro aserto. Desde ese punto en adelante, el valor abso
luto del esfuerzo cortante crece uniformemente hasta el extremo 
B, en que alcanza el valor — P. Por consiguiente, el diagrama de 
que se trata estará representado por la línea quebrada abb'c. 

Observando que el diagrama dabb'ce corresponde á una car
ga P, uniformemente repartida, y que el diagrama Adbb'eB co
rresponde á una carga P, aplicada en el punto medio, y además 
que el diagrama total es la suma de los que quedan indicados, 
resulta que, en cuanto á los efectos máximos del esfuerzo cor
tante, una carga P móvil que recorre toda la longitud de un pris
ma, equivale á dos cargas fijas iguales á P, una aplicada en el 
punto medio y la otra uniformemente repartida sobre todo el 
prisma. 

248. Observación.—Cuando una carga móvil recorre 
toda la longitud de un prisma, sometido además á cargas deter
minadas, los efectos originados por la carga móvil se suman sen
cillamente á los que corresponden á las cargas fijas. 

2 

P P 
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Fig. 104. 

de una carga 2P, dividida en dos mitades, de tal modo enlaza
das que su distancia ia sea constante, cualquiera que sea la 
posición de la carga total 2P. 

Sean / y /' las distancias á los apoyos, de la resultante en 
una posición cualquiera, y sea M el momento máximo de flexión 
en la sección donde aquella está aplicada. Si dicha resultante la 
sustituímos por sus componentes, es claro que el diagrama de 
momentos, para la posición particular que se considera, será la 
línea ADEB. 

Así, por ejemplo, cuando una carga se traslada á lo largo de 
un prisma, sometido á la vez á una carga uniformemente repar
tida, el diagrama completo de momentos de flexión será una pa
rábola, en la que cualquiera de sus ordenadas será igual á la 
suma de las correspondientes de las parábolas que respectiva
mente constituyen los diagramas de la carga móvil y de la carga 
fija uniformemente repartida. 

249. Cargas móviles equidistantes, — Supongamos 
que una carga móvil se halle dividida en un cierto número de 
partes aplicadas á otros tantos puntos, cuyas distancias mutuas 
permanezcan invariables, y consideremos el caso más sencillo 
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M l L ' 
siendo, como la figura 104 manifiesta, ni y M los momentos co
rrespondientes á la primera carga P y á la resultante 2P, en los-
respectivos puntos de aplicación. 

De dichas relaciones se deduce 

2?l'(l-a) 
ni = - L 

Este momento alcanza su valor máximo por la condición 

V = l — a 

ó bien, cuando 
L — / = / — a, 

es decir, cuando 

/ = — (L + a) 
2 

Sustituyendo este valor particular de / en la expresión de 
ni resultará que el momento máximo M' de la primera carga 
será 

2P N 5 2P / 1 / T \ s 2P / L — a y 

Determinemos ahora la curva de los momentos correspon
dientes á las posiciones de la pr imera carga, refiriéndola á los 
ejes O'X, O'Y. 

Tendremos para un punto cualquiera (x,y): 

2? ( L — a \ 2 2 P / ' ( / — d) 
x = M' — m - ( ^ ) L \ 2 / L 

ó bien 

* = " [ ( ™ / - < L - < > M 

Observemos, además, que se verifican las relaciones s i 
guientes: 

ni l—a , 2 P / / ' 
M = 
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Pero observando que 

puesto que 

/ = (L + a) - y , 

I 1 T 1 

/ — a -h y = — L - a, 
2 2 

tendremos, sustituyendo en la ecuación anterior, 

- ^ [ ( L T " ) L ( ^ - 1 ^ r ) { l M - r - ) ] 

ó bien 

de donde 

Y~= —^r %, 

ecuación de una parábola ordinaria, referida á su vértice O ' . 
El diagrama de los momentos máximos correspondientes á 

las posiciones de la primera carga, estará, por tanto, represen
tado por la parábola AO'A'. 

Ahora bien, como á cada una de las posiciones de la primera 
carga corresponde, aunque en momento distinto, otra simétrica 
de la segunda, es evidente que el diagrama de los momentos co
rrespondientes á la segunda carga será la parábola BO"B' . 

Resulta, por tanto, que el diagrama de los momentos má
ximos correspondientes á las dos cargas móviles, equidistantes 
é iguales que hemos considerado, tiene por representación la 
línea A O'O 0"B. 

250 . Cargas simétricas.—Consideremos, por último, el 
caso de dos cargas iguales que recorren en sentidos contrarios 
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w 
son constantemente iguales á P, y que por pasar siempre la re
sultante por el punto medio del prisma, el diagrama de los m o 
mentos máximos de flexión será igual al diagrama de momen
tos de una carga fija, igual á 2P, aplicada en dicho punto. 

Resulta, pues, que el efecto producido por las cargas que 
recorren el prisma en las condiciones indicadas, es equivalente 
al producido por la suma de aquéllas, aplicadas al punto medio. 

la longitud total de un prisma, de tal manera, que sus posicio
nes, en cualquier momento dado, sean simétricas. 

Claro es entonces que la resultante pasará siempre por el 
punto medio del prisma, y por tal motivo los diagramas de es
fuerzos cortantes y de momentos de flexión serán los indicados 
en la figura 105; considerando que las reacciones en los apoyos 
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F L E X I Ó N C O M P L E J A . 

FLEXIÓN COMPLEJA DE LOS PRISMAS EMPOTRADOS. 

251. mociones preliminares.—Ya hemos dicho que un 
prisma está sometido á una flexión compleja cuando la dirección 
de las fuerzas que lo solicitan es tal, que la curvatura de aquél 
cambia de sentido, pasando de cóncava á convexa ó viceversa. 

Los puntos en que la curvatura cambia se denominan puntos 
de inflexión ó de flexión nula del prisma; y es evidente que no 
sufriendo las fibras en tales puntos ni compresiones ni traccio
nes, las secciones inmediatas y situadas á cada lado de ellos, 
estarán sometidas á momentos de flexión de signo contrario; 
porque es claro que las fibras comprimidas de un lado, corres
ponden á las dilatadas ó extendidas del otro, y rec íproca
mente. 

252. Resulta de aquí, como consecuencia importante para 
la práctica de las construcciones, que los perfiles en simple T 
de fundición, son inconvenientes cuando han de trabajar á fle
xión compleja; porque siendo su resistencia á la compresión 
mayor que á la extensión, es claro que pudiendo resistir dicho 
perfil á la compresión máxima que se originase á uno de los 

,lados de un punto de inflexión, no sucedería lo mismo respecto 
de la sección situada del lado opuesto, en la cual la extensión 
sería el esfuerzo desarrollado preponderante . 

253. Puede decirse, en general, que habrá flexión compleja 
cuando el prisma esté solicitado por más de tres fuerzas, a l t e r 
nativamente de direcciones contrarias; ó bien cuando, á contar 
de un punto de empotramiento real ó ficticio, obren sobre una 
parte cualquiera del prisma, por lo menos, dos fuerzas de direc
ciones contrarias, pudiendo ser estas últimas, ó fuerzas propia-
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mente dichas, ó reacciones desarrolladas por apoyos ó puntos 
fijos. (Véase figura 106). 

Consideremos el caso sencillo de un prisma empotrado por 

vaturas indicadas en la figura 107; y es claro que la sección in
termedia O no experimentará flexión alguna, correspondiendo 
por lo tanto á un punto de inflexión de la curva AOB que forme 
el eje de aquel. 

Si por dicho punto cortáramos el prisma por un plano X, 
convenientemente inclinado, teóricamente subsistirían las con
diciones de equilibrio por el mutuo apoyo que se prestarían 
las dos porciones en que queda dividido por el plano. 

Si considerásemos un prisma de longitud indefinida, solici
tado por fuerzas equidistantes y alternativamente contrarias, es 
claro que á causa de la simetría, todos los puntos situados á 
igual distancia de los de aplicación de cada dos fuerzas conse
cutivas, no experimentarán flexión alguna, siendo por lo tanto 
puntos de inflexión (figura 108). 

En el caso particular en que un prisma horizontal empot ra -

sus dos extremos y solicita
do por dos fuerzas vertica
les iguales entre sí, de direc
ciones contrarias y simétri
camente situadas respecto 
del punto medio. 

Q 
En este caso el prisma 

experimentará las dos cur-
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Fig. 108. 

que acabamos de ver, no experimentaría flexión alguna en los 
cuartos de su longitud á contar de las secciones de empot ra 
miento. 

Aun cuando las consideraciones expuestas en los ejemplos 
precedentes pudieran servir de punto de partida para hacer un 
estudio más completo de la flexión compleja, es preferible apli
car otro método más científico conocido con el nombre de m é 
todo de las áreas de momentos, cuyos principios fundamentales 
vamos á exponer sucintamente. 

2 5 4 . Definiciones.—Se da el nombre de área de momen
tos entre dos puntos de un prisma sometido á flexión, al área 
comprendida entre el eje de abscisas, las ordenadas extremas y 
el diagrama de momentos de flexión entre dichos puntos. 

Cuando sea necesario tener en cuenta el signo de dichas 
áreas, consideraremos como positivas las que queden por en
cima del eje del prisma, y como negativas las que queden por 
debajo de dicho eje. 

Se llama línea elástica, según sabemos ya, la curva que pre
senta el eje, primitivamente rectilíneo del prisma, después que 
se ha deformado por efecto de la flexión. 

2 5 5 . TEOREMA I . ° — E l área de momentos entre dos puntos 

representa la inclinación mutua de las tangentes trabadas por 
dichos pinitos á la línea elástica. 

do por sus dos extremos, estuviera solicitado por una sola car
ga vertical aplicada en su punto medio, dicho prisma, según lo 
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Sea (figura 109) AB una parte del prisma sometido á la fle

xión, y ra, ra', ra" las 

B 

Fig. 109. 
flechas correspondientes 
del extremo B, origina
das por las rotaciones 
i, i', i".... de las porcio
nes / , /', l" de dicha 
parte del prisma. 

Como las deformacio
nes parciales m, ra', m" son sumamente pequeñas, podemos 
establecer: 

ra te V 
ra te /" ra' . etc. 

Ahora bien; recordando que al tratar de la flexión simple se 
obtuvieron los resultados siguientes (pág. 175); 

ra = 
2KI 

EH 
2 K T 

EH' 
ra - • -

2K"/ ' 

EH" 
etc. 

y como por la pequenez de los ángulos pueden tomarse los arcos 
correspondientes de radio 1 en lugar de sus tangentes trigono
métricas, tendremos 

2K 2K' 

EH ' " EH' 

y sumando ordenadamente, 

1 " = 
2K" 

EH" 
. . etc. 

representando I el ángulo de las tangentes á la elástica trazadas 
por los puntos A y B. 

Consideremos ahora un prisma propiamente dicho, de sección 
constante. En este caso, claro es que 

I = 
EH S(K); 
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pero siendo, como sabemos, 

K " 
M " 
T 7 etc. 

resultará 

S ( K ) = 

y, por último, 

Ahora bien; 2(M) representa precisamente el área del diagra
ma de momentos, de suerte que representándola por X y desig

lo que nos dice que el área de momentos X es directamente pro
porcional al ángulo I de las tangentes extremas á la línea elásti
ca, que es lo que nos proponíamos demostrar. 

256. TEOREMA 2 . 0 —El momento del área de momentos entre 
dos puntos, con relación á uno de ellos, representa la distancia 
vertical de este punto del eje á la tangente trabada por el otro 
á la línea elástica. 

También pudiera decirse que dicho momento es p roporc io 
nal al valor de la flecha vertical del primer punto con relación á 
la dirección del empotramiento real ó ficticio del segundo. 

En efecto; esta flecha es la suma de los desplazamientos aná
logos á m, de donde (figura n o ) 

nando por 1 la constante 2 tendremos 
ZEH 

/ = 2 ( i 7 ) = 
2 

S ( M / ) 
ZEH 

Pero 2(M/) representa la suma de momentos con relación al 
punto B (figura m ) de todos los elementos superficiales del 
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I 
l-

claro es que entonces / representaría la flecha real del punto B 
con relación al punto A, ó, si se quiere, el desnivel entre ambos 
(figura n o ) . 

PRISMAS EMPOTRADOS POR UN EXTREMO Y A P O Y A D O S POR E L OTRO 

257. C a r g a única.—Sea AB un prisma empotrado hori-
zontalmente en A, apoyado en B y sometido á la carga P en el 
punto C (figura 1 1 2 ) . 

En el apoyo B se desenvuelve una reacción R, que luego de
terminaremos. 

Las fuerzas R y P determinan en A momentos AB' y A C , de 
signos contrarios; de suerte que los diagramas de momentos de 
dichas fuerzas serán las rectas BB' y C C ; y las áreas de mo-

área X; y como la suma de momentos es igual al momento de 
la suma, tendremos 

2(M/) = XY; 

2 
por consiguiente llamando, como antes , e á la constante 

ZEH 
resultará 

/ = s X Y , 

que es lo que queríamos demostrar. 
En el caso en que la tangente en el punto A fuera horizontal. 

Fig. 111. 
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Fig. 11,2. 

Llamemos B y C á dichas áreas de momentos, b y c á sus 
brazos de palanca con relación al punto B. 

Suponiendo indeterminadas P y R , la expresión general de 
la flecha en B, será, según el 2. 0 de los teoremas establecidos, 

f=t(Bb-Cc); 

pero como por hipótesis el punto de apoyo B está al mismo ni
vel que el punto A de empotramiento, la flecha en B será nula; 
de donde resulta 

B6 = Ce. 

Tenemos por otra parte 

B = — R L 2 

2 
C = — P P 

2 

3 
Sustituyendo resultará 

— RL 3 = — pr 
3 2 

c = V -\ l 
3 

, 3 / ' + 2/ 

mentos correspondientes serán las superficies triangulares BAB' 
y C A C , positiva la primera y negativa la segunda. 
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R = _ j _ P / ( 3 / ' + 2 / ) 

L 3 

Los diagramas de momentos de flexión y de esfuerzos c o r 

tantes se indican en la figura 113. 

Fig. 113. 

0 
A 

e 
P 

ce / 
A 

e 
P 

Si la carga estuviera en el punto medio, (figura 114) sería 

B, 

X 

i c > 

t ¿' 4 

C 

Fig. 114 

i i 
c / 
..Ar 

I 

entonces / = /' = — L, y por tanto 
2 

R = — P 
2 16 

de donde 
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258. La exprexión del momento de flexión es distinta, se
gún la parte que se considere del prisma, á la izquierda ó á la 
derecha de la carga P. 

Suponiendo ésta en el punto medio, tendremos: 

A la izquierda de P, para valores de x entre o y L 

ml = R(L — x) — P ^ - i - L — = (P — R)x — P — L. 

A la derecha de P, para valores de x entre — L y L 

mt = R(L — x) 

y puesto que R = P, tendremos 

1 16 16 w 

ra2 = JLpL 5—Px. (2) 
16 16 

Si en las ecuaciones (i) ó (2) hacemos x = — L, resultará el 

momento máximo intermedio, en el punto de aplicación de la 
carga, que llamaremos M, y será 

M = — PL. 
32 

Si en la ecuación (1) hacemos x = o, el valor M 0 que resulte 
para mi será el del momento en la sección empotrada, que es 

M 0 = - ^ P L 

y, como vemos, es negativo. 
Pero en el punto de aplicación de la carga hemos visto que 

el momento es positivo; luego entre A y C habrá seguramente 
un punto de inflexión, definido por la condición ml = o. 
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Así tendremos 

ll~ Px PL = o 
16 16 

de donde 

n 
L . 

2 5 9 . La expresión general del esfuerzo cortante la obten
dremos, para cada porción del prisma, por la derivada de la fun
ción de x que represente el momento respectivo. 

Así resulta: 

De A á C T. = — P 16 

De C á B T , = — P 
* - 16 

Los diagramas de momentos de flexión y de esfuerzos cor
tantes se indican en la figura 115. 

Fig. 115. 

c' 

'— ^ i 
A C 

c 
y T 

2 6 0 . Para determinar la flecha en un punto cualquiera, con
viene tomar como origen el extremo empotrado; donde sabemos 
que la tangente á la línea elástica es horizontal. 

Dos procedimientos podemos seguir para el cálculo de la 
flecha: i.° mediante la expresión f = sXY, y todo queda redu-
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cido al cálculo del momento del área X con relación al punto 

cuya flecha se quiere conocer; y 2.0, hallando las ecuaciones de 

la elástica, y dando, en la que corresponda, á x el valor de la 

abscisa que define el punto de que se trate. 

Si sólo quisiéramos calcular la flecha máxima en valor abso

luto, como en tal punto la tangente á la elástica es horizontal, 

dy 
haríamos X = o, ó bien —— = o. De cualquier modo se halla-

dx 
rá el valor particular de x, que define el punto de máxima fle

cha en valor absoluto, y sustituido este valor en la expresión 

def= EXY, Ó en la ecuación de la elástica, quedará resuelto el 

problema. 

261. PRIMER PROCEDIMIENTO .—Sean B' y C las áreas de mo

mentos entre el origen A y el punto cuya abscisa es x; b', c', sus 

brazos de palanca con relación á este punto (figura 114). Ten

dremos: 

/ = e ( B ' * ' - C V ) . 

Se deduce con toda facilidad que 

B'b' m - ^ - R * ' ( 3 L — * ) 

ó teniendo en cuenta que R = ——- P , 
16 

B'b' = -4- P .v 3 (3L - x) 
90 

Como suponemos que C es el punto medio del prisma, halla

remos también con toda facilidad, 

C'c' = r4r p l 1 (6X — L); 
48 

y por tanto tendremos para cualquier punto del tramo CB 

/ == £5»» (3 L — x) — 2 L 2 (6x — L J 

TOMO I . 
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ó bien 

/ — 5a-'3 4* 15 La? 5— ^ L ' c c - f 2LJj 
De modo análogo se encontraría la expresión general de la 

flecha para el tramo AC. 

En el punto de aplicación de la carga, es decir, para 
x = — L, la flecha vale 

2 

/ = l o " -PL 3 

Z-f 768 

262. 2.° PROCEDIMIENTO.—Las ecuaciones de la elástica son: 

Para el tramo AC: 

' El = Px ^— PL (1) 
dx* 16 16 w 

® ¡ E I ( ^ + c') = ^ - P x ' - ^ P L x 

El ( y -f- C,x + C. ) = - i i - Px3 — PLx' (3) 
^ 1 1 96 32 w 

Para el tramo CB: 

El ( R + C 2 ÍC + C j = — PLx2 S-~ Px3 (3) 

Los límites de x son: para las ecuaciones del grupo (I), 

o y ~ L, y para las del grupo (II), — -̂ L y L. 

Claro es que para el valor común á las dos ramas de elás

tica, x = L, los resultados de ambos grupos serán idénti-
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P a r a ^ ^ L , ( - ^ ) r ( - ^ ) 2 ; d e d o n d e C a 

Por lo tanto resultará para C . C' 

8EI 

PL J 

48EI 

Las ecuaciones de la elástica serán, por tanto, las siguientes: 

Para el tramo AC: 

P 
y = " 0 E T ( l I a ? 3 " ~ 9 L a : : 2 ) ( a ) 

Para el tramo CB: 

P 

y =s ( — 5a?3
 + I S L Í C 1 — i2L'£C 4- 2L 3 ) . . . (b) 

Si se observa que - — y * s ^ = £ , se verá que esta última 
El ZEH 

expresión de y , y la que antes encontramos para f, son idénti-

eos. Además, como la tangente á la elástica en el empotramien
to es horizontal y la flecha es nula para x = o y x = L; por es
tas circunstancias la determinación de las constantes arbitrarias 
es fácil, en el caso que nos ocupa. 

dy 
Si para distinguir la procedencia de ——, afectamos este 

coeficiente diferencial del correspondiente subíndice, según el 
grupo á que pertenezca, tendremos: 

En el grupo (I) 

Ecuación (2). Para a? = o, = ° i de donde C, = o 

» (3). » x = o, r = ° ; * c/ = o 

En el grupo (II) 
5PL 3 

Ecuación (3). Para x = L, y = o; de donde C' 4 = — C áL 
48EI 

En ambos grupos 

Ecuaciones (2). 
PL a 
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cas, como debe ser; pues ambas expresan el valor general de la 

flecha en el tramo CB. 

Si en cualquiera de las ecuaciones (a) ó (b) hacemos x = — L, 

encontraremos para y el valor hallado anteriormente, y que se 

designó por/, . , como es fácil comprobar. 

263 . Para saber cual es el punto en que la flecha alcanza su 

valor máximo en valor absoluto, bastará observar que en dicho 

punto la tangente á la línea elástica es horizontal, y por tanto 

1 = 0. 

Recordando que I = eX, y que X = B' — C ; como z >> o, de

berá resultar X = o, de donde B' = C . 

Por tanto, como 

B' = — [ R L - r - R ( L — ¿c) 1 a? = P e e (2L — x) 
2 1 J 32 

y C ' = ^ P L S 

tendremos 

de donde 

— Px(2L — x)=4- PL* 32 v ; 8 

x- — 2hx H—•— L 2 = o 
5 

y ~ -V7)L . 

2 6 4 . Si sustituímos este valor de x en la expresión de la 

flecha correspondiente al tramo BC, resultará 

ó con poco error¡ 

. / = — 0 , 0 1 c-PL 3 
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Sea R la reacción del apoyo, y sean, la curva B D C y la recta 
BB', los diagramas de los momentos de flexión correspondientes 
á la carga uniformemente repartida y á la reacción, respectiva
mente, y trazados á un mismo lado del eje. 

Al mismo resultado se llega acudiendo á las ecuaciones de la 
elástica del tramo BC. 

265. Comparando los valores que acabamos de encontrar 
con los relativos á los prismas apoyados por sus extremos, 
cargados de igual manera, resulta que el momento máximo 

3 
en valor absoluto del prisma empotrado es los —-j— del momento 

máximo del no empotrado, y la flecha del primero la mitad pró
ximamente de la del segundo. 

266. C a r g a uniformemente repartida..—Suponga
mos un prisma horizontal, empotrado por un extremo, apoyado 
por el otro y cargado de un peso uniformemente repartido, de p 
kilogramos por unidad de longitud (figura 116.) 
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La diferencia AB' — A C representa el momento negativo M, 
que ahora determinaremos, en el punto de empotramiento. 

Hemos demostrado que toda porción de un diagrama de mo
mentos entre dos puntos, representa con relación á la recta que 
los une, el diagrama de momentos de la porción correspondien
te del prisma, bajo la hipótesis de que estuviera apoyado en di
chos puntos y soportara la carga correspondiente; por lo tanto, 
la curva B D C representa con relación á la recta B C el diagra
ma de momentos del prisma apoyado en A y B. 

Representemos por A el área de momentos de este diagra
ma y por a la distancia de su centro de gravedad á la vertical 
trazada por el apoyo B. Sean asimismo B y b el área de momen
tos y su brazo de palanca, con relación al mismo punto, del dia
grama BB'C. 

267. Suponiendo R indeterminada, la flecha en el punto B 
será 

/ = (Aa — Bb). 

Como los puntos A y B están de nivel, dicha flecha será nula; 
por lo tanto 

e (Aa — Bb) = o , 
de donde 

Aa Bb. 

En efecto; llamemos A, al área negativa A C D B de los mo
mentos correspondientes á la carga uniformemente repartida; B, 
al área positiva AB'B, de los momentos originados por la reac
ción R; y sean alt bl los brazos de palanca respectivos de dichas 
áreas con respecto al punto B. 

Es evidente que por ser la expresión general de la, flecha 
en el punto B, 

y estar de nivel los extremos del prisma, se verificará que f = o, 
lo que exige como condición necesaria que 
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de donde 

y por tanto 

y 

como habíamos indicado. 

268. Siendo una parábola, como sabemos, la curva B C (figu-

B ^ , — Alal = Aa — Bb 

f = t(Aa — Bb) = o 

Aa - Bb, 

Fig. 117. 

0 

— - \ \ 

/ y 

y y 

y 
y 

y 
\y 
. OL 

E 

B 

ra 117), si construyéramos la parábola A, , correspondiente al 

Ahora bien; llamando £2 al área del triángulo AC'B y tenien

do las letras A, B, a y b las mismas representaciones que antes, 

tendremos 

Í2 = A, 4- A 

Í2 a r B t 4 - B. 

Si representamos por X el brazo de palanca de £2, tendremos 

también; 

£2X = A{at -h Aa 

£2X = Blbl 4 - Bb 



232 R E S I S T E N C I A D E M A T E R I A L E S 

diagrama de momentos del prisma, suponiéndole apoyado por 
sus extremos, es claro que esta parábola tendría su vértice en 
el punto medio del arco AOB, y su eje cortaría al prisma en su 
punto medio. Como los arcos de parábola B C y AB represen
tan el mismo diagrama, claro es que los segmentos parabóli
cos A y A, serán equivalentes. Pero sabemos que el segmento 

2 ' 
A t es igual á las — del rectángulo ABED, el cual tiene por área 3 

luego. 

2 1 T 3 1 T t 

= — X —pL3 = — pL3. 
3 8 r 12 r 

Además es evidente que 

a = 

y como desde luego se ve que 

B - M L , b = — L (fig. n 6 ) , 

tendremos 

pV = 

de donde 

U=-~pU. 

Pero como 

M AB' — A C = RL — — pL\ 

resultará; 
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R = | ; L . 

269. Para un punto cualquiera, situado á la distancia x del 
extremo A y á la x' del extremo B, el momento de flexión ra 
será (figura 116) 

ra - Ra?' — px' 
2 

y sustituyendo en vez de R su valor, 

— px' (— L — x'\. 
2 r \ 4 / 

77! 

270. En el punto de inflexión se verifica que ra = o, luego 

de donde 

— L — x' = o, 
4 

3 f 1 r 

a j ' = — L y x = — L, 
4 4 lo que nos dice que el punto del prisma en que la flexión es nula 

3 
se halla á los — de la longitud, á contar del extremo apoyado, 

4 

ó al — de la misma, á contar del extremo empotrado. 
4 

271. Para hallar el punto en que el momento positivo de 
flexión es máximo, observaremos que basta encontrar el valor 
de x' que haga máxima á la función 

f(x') = x' ( ~ L — a;'^, 

y como la suma de los dos factores que la constituyen es cons-

de donde 
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, 3 tante é igual á — L, será necesario que dichos factores sean 
4 

iguales; de modo que la condición del máximo será en este caso, 

x ^ L x, 

de donde 

o T 
x = T L ; 

y el momento positivo de mayor valor absoluto será 

M' = 
128 

272. Como el diagrama de momentos es una parábola, y de 
ella se han determinado, por las consideraciones que anteceden, 
los tres puntos B, C y D (figura 118), su trazado no puede ofre
cer ninguna dificultad, siendo D el vértice de la curva. 

273. Para calcular la flecha podemos seguir los mismos pro
cedimientos que hemos seguido en los números 261 y 262. 

La expresión general del momento de flexión, es, como sa-
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El ( r + Ge + C ) = - —jMf + 4 - ^ ' U L ' I ' (3) 

24 4" lo 

Como para x = o, corresponde evidentemente — 3 — = o 
dx 

(ecuación 2), y además = o (ecuación 3); puesto que en el 
punto A la tangente á la elástica es horizontal y la flecha nula, 
las constantes arbitrarias C y C ' serán iguales á o; por lo tanto 
la expresión general de la flecha será 

•*•>>• . ? - ' , • 
ó también, y recordando que 2I = ZH y que _. = e, 

ZLH 

/ = *— (2xk — 5 La; 3 - f 3 L ' O J » ) . 
48 

274. La flecha máxima en valor absoluto corresponderá al 

bemos, 

3 r - 1 '2 

m = pLx vx 
8 2 

ó en función de x\ puesto que x' = L — x; 

m = — — px* + — pLx — — pL\ 

Por lo tanto, las ecuaciones de la línea elástica serán: 



236 R E S I S T E N C I A D E M A T E R I A L E S 

punto en que el valor de a? haga máxima á la función 

/ (CC) = 2a?4 — 5L.ÍC3 + 3 L V . 

La primera derivada igualada á cero, da la ecuación 

8a?5 — 15La?2 4 - 6L2x a* o . 

Una de sus raíces es x = o, que no corresponde á la cues
tión; por lo tanto, dividiendo por x, la ecuación que hay que re
solver es 

8a?2 — i5La? -f- 6L S = o, 

de donde 

( i 5 — / 3 Í ) L o t a? ' — = 0,58 L, próximamente. 

La otra raíz se desecha; porque, desde luego, ha de ser 

> o 

Sustituyendo este valor de a? en la expresión def, se obtiene 
para valor aproximado de la flecha máxima en valor absoluto, 

275. A este mismo resultado se llega aplicando el procedi
miento de las áreas de momentos. 

En efecto; llamando á la superficie AC'S'O (figura 119); 
X t á su brazo de palanca con relación al punto O; A ' t á la super
ficie negativa AC 'DE 'O ; A' á la C 'DE'S ' ; B / á la AB'SO; que 
es positiva; B' á la B 'C 'S 'S ; y a/, a', bt', b' á los brazos de pa
lanca correspondientes á las superficies A / , A', B / B ' , tendré-
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mos que, para un punto cualquiera del prisma, tal como el O, 

la expresión general de la flecha es 

Fig. 119. ' 

y además, con arreglo á las notaciones establecidas, 

O . - A . ' + A ' s B . ' + B' _ 

fítX4 = A / a / -f- A 'a ' = B / ¿ / -+- B'b ' 

de donde 

y por tanto 

B / — A / = A' — B' 

B / ¿ / — A / a / = A'a ' — B'b' 

f = s (A'a' - B'fc') (a) 

Siendo AE = x, EB = x' y por tanto, ce' = L — x (figu

ra 119), la expresión general de la flecha la obtendremos ca lcu

lando los momentos A ' a ' y B'b' en función de ce, y reemplazando 

sus valores en la expresión (a). 

276. Representando por wij y m.2 los momentos en el punto 

cuya abscisa es ce, correspondientes á los dos diagramas repre

sentados en la figura 116, y prescindiendo del signo de M, ten-
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dremos, observando que ra£ = E 'S ' y ra, = SS' (figuras 116 

y 119); 

1 1 . 2 1 , 1 1 1 

A'a' = — m^x . - x H x . — px. — x = , m.x1 -\ px 
2 * 3 3 8 ^ 2 6 24 ^ 

1 „„ 2 1 1 1 , 1 
B b — — Ma?. - - x -H — m.x . — x= — Mar + — m , » 1 

2 3 2 3 3 6 

Ahora bien, tenemos 

ra1 - k 1 ra4 aas j?a?a? , M = ph , ce' = L — x 

Sustituyendo resulturá 

A'a' = —«• px3x' H — — px* = —̂— r>La?3 í— ra?4 

12 24 12 24 

1 1 3 1 
B'Z>' = pUx1 H — í?La?V = —— pUx1 pLa? 3 

24 r 48 ^ 48 ^ 48 ^ 

Por último, reemplazando estos valores en la expresión ge

neral de la flecha (fórmula a) resultará 

- i e j p ( 2 ^ - 5 L x 3 - l - 3 L ^ í ) , 

resultado idéntico al que habíamos antes encontrado. 

Observando que en el punto de empotramiento la tangente 

á la línea elástica es horizontal, y que lo propio sucede en el 

punto de dicha línea en que la flecha es máxima en valor abso

luto, y recordando que el ángulo de dichas tangentes tiene por 

expresión 

I = eX, 

siendo X = B, ' — A / y también X = A' — B', como hemo vis

to anteriormente, es claro que dicho punto de flecha máxima 

estará definido por la condición X = o, ó por A' = B'. 

Los valores de A' y B', como es fácil deducir, tienen por ex-
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presión 

A ' = — px1 (x -f- 3 x') 
ti 

B ' == —— ph(L -4- x) x 
16 r 

Igualando estas expresiones y sustituyendo en vez de x\ 
L — x , resulta la ecuación siguiente: 

8cc* — I5LÍC -f- 6L* = o, 

es decir, la misma que anteriormente habíamos obtenido. Por 
consiguiente, ahora, como antes, encontraremos que el punto 
de flecha máxima, en valor absoluto, dista del extremo empo_ 
t rado la cantidad muy aproximada x = o,58L; y que dicha 
flecha máxima tiene por valor, también aproximado, 

277. Los resultados obtenidos manifiestan que cuando la 
carga está uniformemente repartida, la resistencia del prisma 
empotrado por un extremo y apoyado por el otro, es la misma 
que la del prisma no empotrado, y que la rigidez del primero 
es cerca de vez y media mayor que la del segundo. 

La ecuación de resistencia en el caso que acabamos de con
siderar es 

ZK - — p\J. 
8 t 

278. Prismas empotrados por sus dos extremos.— 
Carga úniea.— Sabemos que un empotramiento equivale á 
dos apoyos consecutivos que desarrollan reacciones de sentido 
contrario. 

Sean rt r± las fuerzas capaces de reemplazar á los empo
tramientos. 
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En los apoyos A y B (figura 120) se desenvolverán las reac
ciones totales F ' y F " ; de suerte que el prisma estará en equi
librio bajo la acción simultánea de las fuerzas r f , F \ P, F " , r r 

Fig. 120. 

Si descomponemos F ' y F " en dos fuerzas, de las cuales una 
sea igual á r , ó á r 4 , según el extremo que se considere; lla
mando X é Y á las otras, tendremos 

F ' = X - r - r , 

F " = Y + r 2 

X, Y, serán los esfuerzos cortantes desarrollados respectiva
mente á la derecha de A y á la izquierda de B; r , , r% serán, á su 
vez, los que se desarrollan al lado opuesto de tales puntos, y 
X - r - r , , Y - f - r , , las reacciones totales desarrolladas en los 
mismos. 

2 7 9 . Puesto que los pares de empotramiento ( r , , — r,) 
(r 4 , — r 4 ) dan una suma algebraica nula, las condiciones de 
equilibrio del prisma serán, tomando los momentos con relación 
al punto B : 

1.A X + Y = P 
2.a —r, (b+ L)-f- r . L - P / ' + r ^ ' + XL = o; 
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de donde 

XL — Pl' — M + M' = 

Pl'— (M' — M) 

L 

P / _ I _ ( M ' — M) 

X = 

Y = 

Pl' Pl 
Pero y —=— no son otra cosa que las reacciones R y 

R' que se desarrollarían en A y en B, si la viga estuviera senci

llamente apoyada en tales puntos; por lo tanto, resultará 

X = R - M ' - M 

Y = R ' 4 -

L 

M' — M 

2 8 0 . La expresión general del momento de flexión para un 

punto O del tramo CB, definido por su distancia x al punto A, es 

mt — — M -f- Xx — P (x — l) 

Reemplazando el valor de X, resulta 

Plx (M' — M)x ¿. 
m, = — M H - - - ^ ^—1 P(x — l), 

ó en función de R, 

« . - t o - p ( 8 - / ) - ( M + q ? ' - M ) a i ) 

Observando que, como hemos dicho, R es la reacción que se 

desarrollaría en A si el prisma estuviera apoyado en A y en B, 

T O M O I . 1 6 

y observando que en valor absoluto, b r , = M, b' r 2 = M', lla

mando M al momento en el empotramiento de la izquierda y 

M' al de la derecha, y prescindiendo por ahora de la cualidad 

negativa de estos momentos, tendremos 
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y que Ra? — P (x — /) es el momento de flexión que en tal s u 
puesto se desenvolvería en O, y que vamos á llamar m', ten
dremos 

281. Suponiendo, como indica la figura 120, que en valor 
absoluto M' > M, es muy fácil demostrar que la magnitud Oa 
tiene precisamente por expresión 

y como, por otra parte, la de ap es 

resulta que el momento Op de flexión, para un punto cualquiera 
del prisma, es igual en magnitud y en signo á la diferencia entre 
los momentos que representan los diagramas A'C'B' y AA'B'B, 
tomando como minuendo el del primero y como sustraendo el 
del segundo. 

Como el diagrama triangular A ' C ' B ' representa, con rela-

ap ax Ra? — P (a? — /) = ra', 

Fig. 121. 

ción á lá recta A'B' , el de momentos de flexión del prisma, su
puesto apoyado en A y en B, la cuestión queda reducida al tra-



R E S I S T E N C I A D E M A T E R I A L E S 243 

zado del otro diagrama, el cual depende del conocimiento de los 
momentos M y M' en los empotramientos. 

282. Si llamamos B al área del diagrama AA'B'B (figura 121), 
A á la del A'C'B', b al brazo de palanca de la primera y a al de 
la segunda, con relación ambos al punto A, es muy fácil deducir 
(véanse las figuras 122 y 123) que 

Bb — L 2 (M -f* 2M') y Aa = - i - P/f (L + /); 

Fig. 122. 

J 

Jj 

> , 

I 
4 b -
^ 3 i 

l 

I 
I I 
I I 
I l B 

i— I l _ -

M 

B 

pero como los puntos A y B están de nivel y en ambos la t an
gente á la elástica es horizontal, deberá verificarse, como sabe
mos, que Bb = Aa, y por tanto que 

L 2 (M -4- 2M') = P// ' (L + /) ( i) . 

Del propio modo, si tomáramos los momentos de las áreas 
A y B con relación al punto B, hallaríamos que 

L 2 (M' 4 - 2M) = P// ' (L + / ') (2). 

Resolviendo las ecuaciones (i) y (2) con respecto á M y M', 
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y poniendo de manifiesto la cualidad negativa que á estos rao-

Fig. 123. 

mentos corresponde, tendremos, 

M = — 

M' = — 

L 2 

P/ 2 / ' 

con lo cual podrá procederse al trazado del diagrama AA'B'B, 

283. Por último las expresiones de X é Y en función de P, 

puesto que en valor absoluto M' — M = • (/ — / ') , serán: 

X = P 

Y = P 

/ ' 3 + 3 / / / 2 

L3 

/ s - r - 3 / T 

expresiones cuya suma es P, como habíamos indicado al princi
pio y es fácil comprobar. 

284. Como las magnitudes de r , y r 2 dependen de las .que 
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2 8 5 . Para calcular el momento CO — m (fig. 121) en el pun
to de aplicación de la carga, observaremos que m = D C — D C . 

Desde luego 
Vil 

D C L 

En cuanto á DC, vemos que vale 

D C a s M + E D ; 

pero como, según es fácil demostrar, 

E D = ( M ' 7 M ) ' , 

resultará 
_ - ( M ' — M ) / M / ' + M7 
D C = s M + L " L ' 

y sustituyendo en vez de M y M' sus valores absolutos, será 

de donde 

Vil' Vil' (/ /2-j- /2) 
m — L 3 

ó bien 

m = 2 ——;—. 

Conocidos los tres momentos máximos en valor absoluto, así 
como los esfuerzos cortantes extremos X, Y, no hay dificultad 

tengan los brazos de palanca b y b', es decir de la longitud de 
las partes empotradas, se comprende todo el interés que debe 
haber en que tales partes sean bastante largas para que aquellas 
fuerzas, y como consecuencia las F ' = X -+- r , y F " = Y - f r „ 
no alcancen valores tales que puedan ocasionar la rotura de la 
fábrica. 
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286. Veamos ahora á qué distancia / debe encontrarse la 
carga P para que en el empotramiento de la izquierda, por 
ejemplo, se desarrolle el mayor momento de flexión en valor 
absoluto. 

Prescindiendo, pues, del signo, como 

P / / / s P / ( L — /)» 
M = = i — 

L J L 2 

el máximo de M corresponderá al máximo de la función 

/ ( / ) = / 3 - 2 L / 2 + L ! / , 

siendo / la variable independiente. 
Las condiciones del máximo son f\l) = o,f"(l) <To. 
Ahora bien 

/ ' ( / ) = 3 / 2 - 4 L / + L 2 

f(l)=6l - 4 L . 

Igualando á o la primera derivada, resulta 

1 

1 
Como según esto 

/ " (L) = 2 L > o 

y " ( i ) = - 2 L < o 

el valor de / que corresponde al máximo de M es / 2 = — L; de 

suerte que en el empotramiento, el momento es máximo en v a 
lor absoluto, cuando la carga P dista de él el tercio de la lon-

2 L ± L 

' - - 7 — k = 4L 

en construir los diagramas correspondientes, como se indica en 
la figura. 
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gitud del prisma, ó más propiamente, el tercio de la luz salvada 

por el prisma empotrado. 

En tal caso, como es fácil deducir, los tres momentos M, M' 

y ra toman los siguientes valores particulares: 

M = —-PL; 
27 

M' = —. PL; 
27 

287. El momento ra en el punto de aplicación de la carga, es 

máximo cuando / — /', es decir, cuando aquella ocupa el punto 

medio del prisma. 

Entonces los tres momentos adquieren los siguientes valores: 

M = M' = — 4- PL 

o 
ra « 4- —-Pt, 

es decir, que en este caso particular los tres momentos son igua

les en valor absoluto. 

288. Hemos visto que la expresión general del momento de 

flexión en el tramo CB, es decir, para un punto cualquiera situa

do á la derecha de la carga P, es 
p ¿ ' # n , , x (M' — M) as \ 

La expresión general del momento de flexión en el tramo 

AC, que llamaremos rat, es decir, para todo punto del prisma 

situado á la izquierda de P, es la siguiente, como es fácil deducir: 
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Por tanto, si sustituímos en las expresiones precedentes , en 

lugar de M y M' su valor común absoluto —- P L , tendremos, 
8 

para el caso particular en que la carga esté en el punto medio 
del prisma, 

wt, «= ^- PL H—— Px 
8 2 

= + 4- p L Px 

2 8 9 . La primera expresión se anula para x = — L, y la se-
4 

3 
gunda también se anula para x = — L, lo que prueba que hay 

4 
dos puntos de inflexión en el prisma, situados á los cuartos de 
su longitud, á contar de los empotramientos más próximos. 

Para x = o, en la primera y x = L , en la segunda, se obtiene 
el valor común 

M « M' = _ PL. 

Finalmente para x = — L, en ambas expresiones, resulta 
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también el valor común 

valores que concuerdan con los que ya habíamos encontrado. 
Los diagramas de esfuerzos cortantes y de momentos de 

flexión, así como la forma general de la línea elástica se indican 
en la figura 1 2 4 . 

2 9 0 . La flecha máxima en valor absoluto, en el caso de que 
la carga ocupe el punto medio, según puede deducirse fácil -
mente , es 

2 9 1 . De lo expuesto se deduce que la resistencia, lo mismo 
que la rigidez de un prisma empotrado por sus extremos y car
gado en su punto medio, es cuatro veces mayor que la resisten
cia y rigidez del mismo prisma colocado sobre dos apoyos e x 
tremos; pero es necesario advertir que en la práctica es difícil 
lograr que los empotramientos sean perfectos, como supone el 
estudio precedente. 

2 9 2 . C a r g a uniformemente repartida.—Suponiendo 
el prisma empotrado horizontalmente, claro es que los momen
tos en los puntos de empotramiento serán iguales entre sí. 

Siguiendo un procedimiento análogo al expuesto en el caso 

de que la carga fuera única, veremos que los esfuerzos cortan

tes en los empotramientos son X = Y = —— pL,. 

Como los empotramientos se encuentran en condiciones si
métricas, los momentos que en ellos se desarrollen serán iguales 
entre sí, serán negativos y su valor absuluto lo representaremos 
por M. 

Si una vez calculado el valor M, tomáramos AA' = BB' = M 
y trazáramos la parábola A ' C ' B ' (figura 125J, de manera que 

1 s P L 3 . 
192 
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ra apoyado en A y B, veremos que el momento de flexión en un 
punto cualquiera de abscisa x está definido por la diferencia 
entre las ordenadas del diagrama parabólico A'C'B ' y el rec
tangular AA'B'B; puesto que la expresión general de dicho mo
mento es 

ml = -^-phx — px2 — M (i) . , 

y—r>Lcc — px-, no es otra cosa que el valor de la ordenada 
2 2-

TV de dicho diagrama parabólico, así como M = TS es la or
denada del diagrama rectangular. 

293, El trazado de ambos diagramas depende del conoci
miento de los puntos A', B', ó lo que es lo mismo, del valor de M. 

Si representamos por A el área del diagrama parabólico, por 
B la del rectangular y por a y b los brazos de palanca de dichas 
áreas con relación á cualquiera de los extremos empotrados del 

fuese P C = -^—pU, de cuya suerte tendríamos así que dicha 
8 

curva, con relación á la recta A'B', representaría el diagrama de 
momentos de flexión, bajo el supuesto de que el prisma estuvie-

Fifj. 125. . . . . . . * 
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.. = vx' -f- — ÜLÍC — r>L 2 (2) 
1 2 2 12 

prisma, es claro que será a — b y además A = B por suponer 
al mismo nivel los puntos de empotramiento, donde las tangen
tes á la línea elástica son horizontales, bajo el supuesto de que 
tales empotramientos sean perfectos. 

Ahora bien; el área A del segmento parabólico A'C'B' tiene 
2 I 

por expresión — A'B' X P C ; y como A ' B ' = L y P C = — pUy 

3 . 8 
será 

A = — L X - ~ - pU = —— pL3; 
3 8 r 12 r ' 

y puesto que el área B del rectángulo AA'B'B vale 

B m* M L 

tendremos M L = —— vU, de donde M = : — - pU\ y ponien-
12 r 12 

do en evidencia la cualidad negativa de este momento, será 

M = — ÜLS. 
1 2 

294. En cuanto al momento máximo correspondiente al pun
to medio, tenemos 

m = P C — PC = -^-pL* — M 

o 
ó bien 

m — —— pU1. 
24 

295. Si en la expresión ( i ) sustituímos el valor absoluto de M 
que acabamos de encontrar, la expresión general del momento 
de flexión m, en un punto cualquiera del prisma, definido por 
su distancia x al ex t remo A, será 
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296. Si en esta expresión hacemos x = o, ó a? = L , hallare

mos, como antes, el valor de M = — ü L a . Para x = — L, 
12 2 

resultará el valor de ni = — Ü L J . 
24 

Igualando á o la expresión (2) y suprimiendo el factor común 
1 

p tendremos la ecuación 
2 

a?5 — La? -+- — L 3 = o 6 
de donde 

* = T L ( 3 ± / 7 ) 
y separando los dos valores de a?, que llamaremos a? t, a?.,, t e n 
dremos 

= L ( 3 - / ? ) , = -J L ( 3 + y/J)\ 
que son las expresiones de las distancias al extremo A, de los 
puntos del prisma en que la flexión es nula, y nos dice, como es 
fácil comprobar, que los puntos de inflexión se hallan muy pró
ximamente á los quintos de la longitud del prisma, á contar del 
empotramiento más próximo. 

297. La expresión general de la flecha, y por tanto la flecha 
máxima en valor absoluto, es fácil de hallar. 

En efecto; las ecuaciones de la elástica son: 

EI (Ir + c) - - i + 7 ~ 77 p U x ^ 
El ( r + Ca?4 -C) = - p x ' + p L x 3 p L V (3) 

24 12 24 
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Como para * = o , ÉL = o [ecuación (,)] y además, y = o 
dx 

[ecuación (3)], las constantes arbitrarias C y C serán nulas, por 

lo tanto la ecuación general de la elástica será 

ó bien 

Y =s= — ( — xk — L¿c3 -+- — L V ) (a) 
* El \ 24 12 24 / 

Aun cuando, por razón de simetría, puede afirmarse que la 

flecha máxima en valor absoluto corresponde al punto medio del 

prisma, es fácil demostrarlo, por la condición del máximo de la 

función de x que figura dentro del paréntesis de la expresión (a). 

Haciendo, pues, x = — L, en dicha expresión, se encontrará 

•'' i y U ~ -

298. Si quisiéramos comprobar este resultado, aplicando el 

procedimiento de las áreas de momentos, procederíamos del 

modo siguiente. 

Sean: A' = — A. B' = — B, las áreas de momentos que 
. 2 2 

hay que considerar y a\ b', sus brazos de palanca con relación 

al punto medio del prisma, donde queremos calcular la flecha. 

La expresión de esta será 
f=s (A'a' — B'b') • 

Como tenemos 

A = B = ML ¡ — A = A' = — pU 
( 2 24 r 

M = — ph2
 l — B = B' = — p L 3 

12 J 2 24 

sólo nos resta calcular a'. 
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Recordaremos para esto, que las coordenadas del centro de 
de gravedad de una superficie cualquiera, tienen por expresión 

x. = 
fjxdxdy jjydxdy 

» y \ ~ s *" s 
siendo S> el área de la superficie que se considera. 

Lasuperficie de que ahora se trata es el segmento parabó
lico ABO (figura 126). 

La ecuación de la parábola es y = — px-

El área de dicho segmento es S = r>L3. 
* 24 * 

La integral doble 'J*J xdxdy, que es la única que nos inte

resa, toma en este caso la siguiente forma: 

ó bien 
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Por lo tanto resultará 

i •pU 
128 3 r : . : , . 

x. = a' = = —— L . 
1 T 3 1 6 

pU 
24 ' 1 

Sustituyendo los valores de A', B', a', b\ en la expresión d e y ' 

tendremos por último: 

/ = — s (— pL3
 X — L — pU x -V LA 

y \ 24 r 4 24 l6 / 

ó bien 

valor idéntico al que habíamos encontrado anteriormente. 

299. Resulta del estudio que precede, que la resistencia de 

un prisma empotrado por sus extremos y sometido á una carga 

uniformemente repartida, es vez y media mayor y su deforma

ción cinco veces menor que las correspondientes de un prisma 

igual apoyado en sus dos extremos de nivel. 

Y en efecto; para el prisma apoyado la flecha tenía por éx-

presión / ' = ~~^ {¡k>y
 C ° M ° 2 = Z E W ' Y U FLECH& 

del prisma empotrado puede, por tanto, escribirse bajo la for-

s 1 P^ r 1 *> v t » ma / = v •, se ve que / = — f , como habíamos 
192 Z E H - 5 

indicado. 
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Y-L E X I O N D E L O S P R I S M A S A P O Y A D O S 

E N M A S D E D O S P U N T O S 

T E O R E M A S F U N D A M E N T A L E S 

Teorema de los tres momentos 

300. Caso en que los apoyos están al mismo ni
vel.—El teorema de los tres momentos es una relación muy 
notable que se verifica entre los momentos en tres apoyos cua
lesquiera, pero consecutivos, de un prisma cuyos tramos son 
solidarios, y las áreas de momentos correspondientes á dichos 
tramos, considerándolos como si fueran independientes, ó, lo 
que es lo mismo, como si el prisma se cortara por los puntos 
de apoyo. 

Dicha relación es como sigue. 

301. Sí M, M', M" son los valores absolutos de los momen
tos en tres apoyos consecutivos de un prisma, de tramos soli
darios; l, 1' las longitudes de dichos tramos; A, B las áreas 
de momentos correspondientes á tales tramos, supuestos inde
pendientes; a, b, los bracos de palanca de dichas áreas, con 
relación á los apoyos extremos, de los tres que se consideran, 
se verifica entre dichas cantidades la relación siguiente; 

Ml + 2M' ( / + / ' ) + M " f = 6 A + ~ B ^ 

Supongamos que el diagrama de momentos de flexión sea 
el A'mB'wC (figura 127). El diagrama A'wB' cuya área es A, 
representa con relación á la recta A' B', como sabemos, el de 
momentos del tramo AB, bajo la hipótesis de que estuviera 
apoyado en A y B. 
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a', b', sus brazos de palanca, con relación al apoyo A para la 
primera y con relación al apoyo B para la segunda. 

Las áreas de momentos efectivas sobre los dos tramos que 
se consideran serán; A — A', para el AB y B — B ' , para el BC. 

Por consiguiente, representando p o r y y f las distancias ver
ticales, en valor absoluto, de los apoyos extremos á la tangente, 
á la línea elástica en el apoyo intermedio, tendremos 

/ = e ( A V — A a ) f' = s(Bb — B'b') 

y además 

L-L. 

Tomo I 17 

Lo mismo puede decirse acerca del diagrama B'nC, cuya 
área la representamos por B, respecto á la recta B ' C . 

Los diagramas AA' B'B y BB' C'C, dependen únicamente de 
los valores particulares de los momentos M = AA', M ' = BB', 
M " = C O en los tres apoyos consecutivos A, B, C; y es claro 
que el momento de flexión en cualquier punto del prisma ven
drá dado en magnitud y en signo por la diferencia, de las orde
nadas correspondientes de dichos diagramas, tomando como 
minuendo la del primero y como sustraendo la del segundo. 

Sean A' y B' las áreas de los diagramas AA' B 'B y BB' C'C 

Fig. 127. 
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l Bb — Bb' ' 

y también 

(A'a'—Aa)l'= (Bb-B'b')l (a) 

Pero los momentos A'a', B'b' tienen los siguientes valores: 

A'a' = — M / x - L / . 4 — M 7 X — / 
2 3 2 3 

B'b' = — M" / ' x — /' + — M' / ' x — / ' 

2 3 2 3 
ó bien 

A'a' = 4" l* (M + 2M') 
o 

B'¿>' = - Í - r ( M " + 2M'); 
o 

por lo tanto sustituyendo estos valores en la ecuación (a) resulta 

el teorema 

M / - h 2 M ' ( / + / ' ) + M " / ' = 6 | ^ r A + J - B ) 

como queríamos demosrar. 

Fig. 128. 

302. Caso en que los apoyos no están al misino 
nivel.—Sean (figura 128) u, u , las diferencias de nivel entre 

de donde 

/ A'a'— Aa 
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los apoyos extremos y el intermedio. Es claro que tendremos 

y en virtud de las relaciones anteriores 

J 4 - u = i (A'a ' — Aa) -f- M 

— = B ¿ — B d ' ) — « ' 
de donde 

* (A'a ' — Aa) -f- tt / 

z{Bb — B'b')—V = ~/r 

y también 

[ (A 'a ' — Aa) i + u] l = [(Bb — B'b') «—«']/ 

dividiendo por U'z resultará 

A 'a ' a . i u b „ B'¿>' i li 
r A - | • — = - B 

/ / e / /' / ' e l ' 

ó bien 

A'a ' B'b' a . ¿ _ 
A -h — B 

i ' r i r 
1 / « Z¿' \ 

Sustituyendo en vez de A ' a ' y B'b' sus expresiones, tendre

mos finalmente 

M/-+-2M' (/ + V) + M'7' = 6 f£ A 4 - - j r B - i (-^ -4- ^ - ) ] , 

que es la relación que corresponde al caso que acabamos de 

considerar. 

303. Teoremas relativos al momento interme
dio.—Entre los momentos correspondientes á dos apoyos con

secutivos existe por lo común un momento máximo interme

dio, cuya situación y cuyo valor se determinan por medio de los 

teoremas siguientes, en el caso de que las cargas estén unifor

memente repartidas. 
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304. TEOREMA l.—La distancia entre el punto medio de un 
tramo d la ordenada que representa el momento máximo in
termedio, es igual d la diferencia de los momentos en los 
apoyos, dividida por la carga total que actúa sobre el tramo 
que se considera. 

Sea m un momento intermedio cualquiera, cuya abscisa con 
relación al punto medio del tramo sea x (figura 129). 

Ya hemos visto anteriormente que dicho momento puede 
considerarse como la diferencia de los momentos m„ ra4, co-

Fig. 129. 

rrespondientes al punto que se considera, debidos á la acción 
de la carga y á las reacciones en los apoyos; de manera que ten
dremos 

m = m, — mr 

Ahora bien, conforme á lo que queda establecido, sabemos 
que 

«. = P"' == ±-p ( J L L + * ) ( - i - L - = 



RESISTENCIA DE MATERIALES 2 Ó I 

2 L 

Por lo tanto, 

m -

Es claro que este momento será un máximo cuando lo sea 

el primer término de la expresión (i), único que depende de la 

variable x; pero como dicho primer término es un producto de 

dos factores, cuya suma resulta constante con sólo multiplicar el 

segundo factor por — p, es evidente que la condición del m á 

ximo sera 

de donde 

M — M' px px 

L 2 2 

M — M' 

jpL 

como queríamos demostrar. 

305 . TEOREMA II.—Suponiendo el tramo empotrado en el 

punto en que el momento intermedio es máximo, éste es igual 

á la diferencia entre el momento originado por la carga 

aplicada sobre una de las porciones de dicho tramo y el mo

mento en el apoyo correspondiente. 

En efecto; eliminemos, por ejemplo, M' entre las ecuaciones 

(i) y (?.), y sustituyamos luego en vez de x su valor en función 

de L y de /. 

De la segunda se deduce 

M' = M — p L x . 

m 2 = — (M/'-f-M7) == — £ ~ f- -f ; = 

M + M' ce . „ ^ T , N 

— — (M — M ). 



262 R E S I S T E N C I A D E M A T E R I A L E S 

Sustituyendo en la primera, tendremos 

ra = — p I x (x + L) -1—— L 2 I — M = p ̂ x (x + L) -1—— L 2 J — 

y sustituyendo en vez de x su valor / — L, resultará final-
2 

mente 

m —- — pP — M, 

según queríamos demostrar 

Como / = 

guíente modo 

Como / = — L -f- x, esta fórmula puede escribirse del si-
2 

m = T Í ( T L + I ) ' - M ' 
y análogamente encontraríamos 

ra— -— P \— L — x | — M'. 

306. Si uno cualquiera de los momentos en los apoyos fuese 
nulo, por ejemplo el M', los valores de x y de ra se reducirían á 
los siguientes : 

M 
x= —-

pL 

m 

No hay para qué decir que la abscisa x ha de contarse des
de el punto medio del tramo hacia el apoyo en el cual el mo
mento es nulo. 

307. Teoremas relativos al esfuerzo cortante.— 
La determinación de los diagramas de esfuerzos cortantes, ne
cesaria en la teoría de la flexión de cierto género de vigas, se 
consigue por medio de los siguientes teoremas. 
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d i a g r a m a d e 

esfuerzos cor

tan te s . 

Si M ' e s u n 

m o m e n t o d e 

flexión m u y 

próximo al pri

m e r o y S ' e l 

área correspon

diente q u e lo 

representa, y llamamos a la distancia entre las ordenadas M y 

M' y T el esfuerzo cortante medio, tendremos 

M — M' = S — S' = aT. 

Pero 

M — M' = a tg a 

luego 

T = t g* 

como queríamos demostrar. 

3 0 9 . TEOREMA I I .—El esfuerzo cortante sobre uno de los 

lados de un apoyo es igual d la carga que actúa en la porción 

de tramo comprendida entre el apoyo y el punto en que el 

momento intermedio del lado que se considera es máximo. 

3 0 8 . TEOREMA I.—La inclinación sobre la horizontal de ¿a 

tangente al diagrama de momentos, en un punto cualquiera, 

representa el esfuerzo cortante en dicho punto. 

Sea AB (figura 130) el diagrama de momentos de flexión y 

A'B' el de esfuerzos cortantes, considerados desde un punto en 

que el momento de flexión sea nulo. 

Hemos visto en su lugar oportuno que en este caso un 

momento cualquiera M está representado por el área corres

pondiente S del 
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Fig. 131. 

del punto de contacto, tendremos en el triángulo rectángu
lo ABC: 

BC = 2 ( M + m ) 

A B = r 
2 (M -f- ra) = l tg a 

de donde 

Por lo tanto, 

t e a = 
2 (M -4- m) 

T = 
2(M + ra) 

Ahora bien; como hemos visto que 

m = — pl2 — M, 
2 

Según el teorema anterior tenemos T = tg a (figura 131). 
Además, como el diagrama de momentos de flexión es una 

parábola, y en esta curva la subtangente es doble de la abscisa 
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de donde 

M -f- m 
2 

resultará finalmente 

T pl, 

lo cual demuestra el teorema. 

310. De los teoremas que preceden, haremos uso al estudiar 
algunos casos particulares de la resistencia á la flexión de vigas 
colocadas sobre tres y cuatro apoyos. 

311. C a r g a uniformemente repartida.—Descansan
do los extremos del prisma libremente en los correspondientes 
apoyos, los momentos en dichos puntos son nulos. Designando 
por M el momento en el apoyo intermedio, el teorema de los 
tres momentos se reduce á 

Ahora bien; recordando que A y B representan respectiva
mente las áreas de los diagramas parabólicos correspondientes 
á la carga uniformemente repartida que obra sobre cada uno de 
los tramos, considerados independientemente; y que a y b son 
los brazos de palanca de dichas áreas con relación á los apoyos 
extremos, es claro que 

P R I S M A S C O L O C A D O S S O B R E T R E S A P O Y O S . 
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y sustituyendo tendremos 

M (I + I1) - 3 ( - y r X ^ + ^ X — p / ' 3 ) = - L ^ / . + Z'3) 

y poniendo en evidencia la cualidad negativa que corresponde 
al momento M, tendremos 

u 1 / 3 + / ' 3 

M = " s p ^ T 

312. Todos los demás datos necesarios para construir los 

diagramas se deducen fácilmente de los teoremas generales que 
preceden. 

Así resulta (figura 132): 
Para las abscisas de los momentos máximos intermedios 

M 
x = —-

pl 

M 
x' = —- . . 

pl 

Para los valores de dichos momentos 

1 
m — — v 

2 

•.-T'ÍT'-*) :'-
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t = 

t' = 

p ( " T / _ x ) ' 

Y finalmente, para los esfuerzos cortantes que se engendran 
á uno y otro lado del apoyo intermedio, 

de donde se deduce, que la reacción en dicho apoyo será 

314. Suponiendo constante la cantidad / -f- /', es decir cuan
do no varía la distancia de los apoyos extremos, el valor del mo
mento en el apoyo intermedio es tanto mayor cuanto mayor sea 
la diferencia entre / y /', y alcanza su valor mínimo, como fácil
mente se desprende, en el caso en que / = /'; de donde resulta 
que el caso más favorable de la flexión de una viga de dos t ra
mos es aquel en que estos sean iguales entre sí. 

315. Conviene también observar que á medida que disminu
ye la longitud de uno de los tramos, decrece la reacción del 
apoyo extremo correspondiente, la cual podrá llegar á ser nula 
ó negativa, y como este último caso no puede admitirse en la 
práctica, porque entonces dicho apoyo sería completamente inú
til, es necesario determinar la longitud mínima del tramo que 
corresponde cuando sea nula la reacción del apoyo extremo. 

R = T + T ' . 

313. Para los esfuerzos cortantes ó reacciones en los apoyos 
extremos 
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Para esto, en la expresión de t' 

hagamos t' = o, y resultará 

de donde 

1 v 

1 _ M 
2 pl' 

Vi'2 

2 

Pero como hemos visto que 

M = — v , 
8 F 1 + V ' 

resultará 

pl'2
 j _ / 3 + /' 3 

Hagamos / + / ' = L y tendremos 

(L — / ' ) 3 + / ' 3 

4/' 2 = 
i L> 

ó bien 

/ ' 2 - h 3 L / ' - L 2 = o, 

de donde 

/ ' = - ^ - L ( v / 7 3 " - 3 ) = o , 3 L , 

próximamente. 



R E S I S T E N C I A D E M A T E R I A L E S 269 

3 1 6 . Caso particular en que sean iguales ambos 
tramos.—Las fórmulas que corresponden á este caso se dedu
cen desde luego de las generales que anteceden; y considerando 
que los dos tramos de que ahora se trata son idénticos, es claro 
que cada uno de ellos viene á constituir un prisma empotrado 
horizontalmente por un extremo y apoyado por el otro, por lo 
cual las fórmulas que ahora estableceremos pudieran también 
obtenerse considerándolos en el caso que acabamos de i n 
dicar. 

3 1 7 . De todos modos, y haciendo / = / ' = L, resultan fácil
mente las siguientes fórmulas: 

M = — ÜL 2; x = — -̂ L ; m' = m = ^ • p L 5 ; 
8 r 8 128 r ' 

3 1 8 . Los diagramas que corresponden á este caso son los re
presentados en la figura 133. 

Fig. 133. 

3 1 9 . En cuanto á la flecha, y considerando cada uno de los 
tramos como un prisma empotrado por un extremo y apoyado 
por el otro, ya vimos oportunamente que tenía por expresión 
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muy aproximada en valor absoluto 

3 2 0 . Para adquirir noción completa de la importancia que 
pueden tener los apoyos intermedios, veamos cuál es la relación 
de tensiones máximas que se desarrollan en una viga de lon
gitud L, apoyada por sus dos extremos solamente, y en uno de sus 
tramos de longitud L', cuando se agrega un apoyo intermedio, 

siendo L ' = —- L. 
2 

En ambos casos, dichas tensiones se calcularán por las fór
mulas 

KZ = - i - p L ' 

K'Z = -s-PL» 
de donde 

Es claro que como el apoyo ocupa la parte media de la viga, 
puesto que L — 2 L', tendremos 

K 
W = A; 

de donde resulta que la resistencia de un prisma sometido á la 
flexión de una carga uniformemente repartida, se cuadruplica 
mediante un apoyo intermedio, equidistante de sus extremos, y 
situado al mismo nivel que éstos. 

321. Carga móvil.—Consideremos el caso de una carga 
P que se mueve sobre una viga de dos tramos iguales, reco
rriéndola en toda su longitud. 



RESISTENCIA DE MATERIALES 271 

322. Aplicando el teorema de los tres momentos, el valor 
absoluto del momento M en el apoyo central se determinará por 
la expresión 

2M 
' = 3 ( T A + T B ) 

Pero como suponiendo la carga en el primer tramo, se veri
fica que B = o, dicha expresión se reduce en este caso á 

2 M / = 3 ha 

El valor de Aa (figura 134) se halla fácilmente tomando con 

Fig. 134. 

: iv. 
1 : 
1 

-
Vi 

2 

— l J < 
4 l 

relación al punto A los momentos de las áreas triangulares 

— mx y — my, en que se descompone el área A por medio de 

la ordenada m, que vale m = 
Pxy 

, puesto que representa el 

Como los dos tramos se encuentran en condiciones idént i 
cas, de tal manera que los fenómenos que se verifican en uno de 
ellos se reproducen exactamente en el otro, será suficiente es
tudiar los efectos que la carga origina al recorrer uno solo de 
los tramos, por ejemplo, el primero. 
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Pero como 

M = ^ - — 

tendremos por último 

i Yxy(2X+y) 
M 

4 * r-
expresión general del valor absoluto del momento en el apoyo 
central, cualquiera que sea la posición de la carga P sobre uno 
de los tramos. 

323. Dicho momento alcanzará su valor máximo cuando su
ceda lo propio á la expresión variable xy(2 x-\-y). 

Esta expresión puede escribirse bajo la siguiente forma: 

xy (2X +y) — x ( / — x) (/ + o?) = x (/2 — x2) 

ó también 

xy (2x +y) = (x')^ (P — x') 

Ahora bien; para que el producto de dos potencias sea un 
máximo, sabemos que es necesario y suficiente que las bases 
estén en la misma relación que los exponentes; por lo tanto la 
condición del máximo será 

momento de flexión que la carga P engendra en el punto en que 
está aplicada, suponiendo el tramo AB apoyado en A y en B. 

Así tendremos 

1 2 . 1 / i \ Aa — — m x — x -\ my I x -\ y \ 
2 3 2 J \ i J ) 

Sustituyendo el valor de m y observando que x -\-y — /, re
sultará también 

A j =

 P g ? r ( 2 a ; + r ) 
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I 

de donde 

¿ / 3 , , • a; = - 0,577 /, próximamente. 

El momento máximo toma entonces el siguiente valor 

absoluto: 

M ÍL. 
6\/3 

ó poniendo de manifiesto la cualidad negativa de dicho mo

mento 

M = l - P/V 73 
18 0 

324. El valor que acabamos de encontrar determina el dia

grama de los mayores momentos, correspondientes á los dife

rentes puntos del t ramo BC (figura 135), y dicho diagrama ten

drá por representación aquella recta B'C, cuya ordenada BB' 

tenga el valor de M que hemos encontrado. 

X1 / 2 — £C2 

TOMO I . 1 8 
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325. El momento mi en el punto de aplicación de la carga, 

tiene por expresión, como fácilmente se conoce, 

P x 
ra, = — - x y — M . 

Sustituyendo en vez de M su expresión general, antes dedu

cida, resultará 
P 

ra, t = T T ~ [a?* — 5/2a?2 + 4 ¿ 3 # ] . 
4 / 3 

326. El valor particular de x que determina el máximo de m, 

lo calcularemos por el procedimiento ordinario. 

Tenemos 

f (x) = xw — 5 / V 4 - 4¡3x 

f (x) = 4a?3 — io/2a? -f- 4 / 3 

/ " (¡C) = 12X1
 — I O / 2 

Las condiciones del máximo son, como se sabe, 

( « 0 = 0 

/ " ( * ) < o. , 
Ahora bien, 

Para x — 0,4331 / ' ( * ) — — 0,005 ' <C o 

> « = 0 , 4 3 2 / / ' (x) = -f- 0 ,002 / >> o. 

Por lo tanto 

> 0 , 4 3 2 / 

< 0,433 h 

ó también, y con una aproximación suficiente, 

" x - J - l 
- 16 

y como consecuencia 

ra = 0,21 Pl; 

de donde resulta que el máximo'de.ra, viene á ser doble del mo

mento máximo en el apoyo central. 
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327. Para trazar el diagrama de momentos sobre el tramo 

AC que la carga recorre, bastará, por lo tanto, determinar los 
valores correspondientes de M y m, para las posiciones diversas 
de la carga, tan próximas como se juzgue necesario. Para cada 
posición de la carga resultará un diagrama semejante al AD'B' 
y es claro que la curva que resulte de unir por una línea conti
nua los vértices análogos al D' , representará el diagrama de que 
se trata. 

La combinación de los diagramas obtenidos da por resultado 
sobre cada tramo un diagrama final, semejante al AD'EB"B, el 
cual á su vez podrá fácilmente combinarse con el de otra carga 
cualquiera; por ejemplo, con el de un peso uniformemente re
part ido, que suele ser el caso más frecuente. 

328. Si suponemos P — t,7 = I, obtendremos, para la cons
trucción del diagrama AD'EB, los resultados siguientes: 

x 

X = 

X — 

X = 

x = 

X = 

X = 

M SBS 0,0307 m 

M = 0,0586 m 

M = 0,0805 m 

M = 0,09375 ni 

M = 0,0952 ra 

M = 0,082 ra 

M = 0,0512 ra 

= 0,1055 

= 0,1728 

= 0,2042 

= 0,2031 

= 0,1748 

= o, 126 

= 0,0645 

329. Prismas colocados sobre cuatro apoyos.— 
Sean M,M' los valores absolutos de los momentos en los apoyos 
intermedios (figura 136) siendo nulos los correspondientes á los 
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Fig. 136. 

M B 

l 

M' 
-2T~ 

1: 
i 

>-' 
ca de las mismas á la izquierda de aquellos. El teorema de los 
tres momentos nos da, comenzando por los tramos extremos, 
las siguientes ecuaciones: 

2 M ( / - f - / ' ) + M'/' = 6(~7" A + 7" B ) 

2W{1" + /') + Ml' . C + ~ B). 

Para el caso en que la carga total [esté uniformemente r e 
partida tenemos además 

c 

Por lo tanto, los segundos miembros de aquellas ecuaciones 
se reducen á 3 (A + B ) , y 3 ( B - j - C ) respectivamente. 

En cada caso particular se determinarán por eliminación los 
valores de M y M', y en cuanto á los demás datos se deducirán 
de las fórmulas generales. 

Consideremos los diferentes casos en que hay tramos iguales. 

330. i . e r CASO. 

go tenemos^ 
-Los tres tramos iguales*—Desde lue-

/ = V = /" 
A = B = C 
M = M'. 

extremos; A, B, C, las áreas de momentos sobre cada uno de los 
tres tramos consecutivos; a, b, c, los brazos de palanca de dichas 
áreas á la derecha de los apoyos, y a'', b', c', los brazos de palan-
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pero como 

tendremos 

de donde 

5ML — 6A; 

A = — L x 4- i ? L 2 = — Í>L 3, 
3 8 F 12 r ' 

5ML = pU, 

M = —— pU. 
10 

y si M hubiera de representar dicho momento en magnitud y 
en signo sería entonces 

M = — r L 9 . 
10 

331. Si llamamos ra' al momento máximo intermedio corres
pondiente á cualquiera de los tramos extremos y ra" al del tra
mo central, siendo x', x", las abscisas referidas á los centros 
respectivos ó puntos medios del tramo á que cada una corres
ponda, tendremos 

M 

puesto que los momentos en los extremos son nulos por hipóte
sis, y sabemos que dicha abscisa tiene por expresión, según el 

M — M ' 
primer teorema general, x' = — — j - — 

Pero como, según acabamos de encontrar, el valor absoluto 
de M es 

M = , ~ t>L2 

10 

Representando, de una manera general, por M los momen
tos correspondientes á los apoyos intermedios y por L la lon
gitud de los tramos, resulta 
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resultará 
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1 0 

Por el segundo teorema general tenemos * 

m = — — , 
2 

ó bien, sustituyendo, el valor de x' que acabamos de encontrar , 

2 
ni = — Ü L 5 . 

Ahora bien; como el sistema es simétrico respecto del cen
tro del tramo intermedio, es claro que 

x" = o 
y además 

m" = — p (— L — ce" Y — M = —— r>Ls ; 
2 \ 2 / 40 

puesto que el tramo intermedio puede considerarse como em

potrado por sus dos extremos y sometido á una carga unifor

memente repartida (número 2 9 4 ) , siendo ahora M = p L \ 

3 3 2 . Para calcular los esfuerzos cortantes ó reacciones en 
los apoyos extremos, recordaremos que según uno de los teore
mas que preceden, dicho esfuerzo es igual á la carga de la por
ción de tramo comprendida entre el apoyo y el punto en que el 
momento intermedio del tramo que se considera es máximo. 

Ahora bien, dicha porción es en este caso — L — x', y como 
2 

la carga por unidad de longitud es p, como de ordinario, ten
dremos 
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r 

Por lo tanto 

t" = — _pL. 
2 

R = t' -f-1" = — p L . 
io 

334. Claro es que la suma de las reacciones en los cuatro 
apoyos debe ser igual á la carga total uniformemente reparti
da, 3j?L. 

En efecto: 
2 4 

Reacción en el i . é r apoyo —^-pL, = ^ ph 
* i i 

Id. 2.° id as P L 
1 0 

'"' " 1 i i 
Id. 3. e r id = pL J io f 

2 4 
Id. 4 . 0 id — r»L = ü L 

• 5 1 0 

Suma de reacciones en los cuatro apoyos 

ó bien 3J?L, como habíamos indicado. 

y sustituyendo en vez de x', —— L , resultará 
io 

2 
t = — r L . 

5 

333. La reacción de los apoyos centrales, ó lo que es lo mis
mo, la parte que sustentan de la carga total , es tará , como des
de luego se comprende, constituida por la suma de los valo
res t' y i" del esfuerzo cortante á los lados de dichos apoyos. 

El primero / correspondiente, por ejemplo, al tramo extre
mo, tendrá por expresión 

El segundo, t", correspondiente al tramo central, será 
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3 3 6 . 2.° CASO. — Cuando son Iguales dos tramos 
consecutivos (figura 138). — En este caso, si representamos 
por / la longitud del primer tramo y por /' la del segundo y la 
del tercero; por M el momento de flexión engendrado en el pri-

Fig. 138. 

A M B M' B 

l - / - i f i / ' — - i 

mero de los apoyos intermedios y por M' el engendrado en el 
segurido de dichos apoyos, tendremos: 

B = C; a = — l ; » 
2 

b = c; 

l' = l"- b= — Í\ 
2 

y así las fórmulas generales se reducen á las siguientes: 

2M(/ + /') + M7 ' = 3 (A + B). 

(4M' + M)/ ' = 6 B . 

3 3 5 . Los diagramas correspondientes al caso que acabamos 
de considerar se ponen de manifiesto en la figura 137. 
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Supuesta la carga uniformemente repartida, tenemos 

A = pl3 

12 

B == pl'3; 
12 

por consiguiente, sustituyendo resultará 

8M(/ -4- /') + 4MT = p (P + f3) 

de donde 

Ml' -4- 4M7' = — pl13; 
2 

1 2 / 3 + / ' 3 

M = — v 
2 F 8 / + 7/' 

i 4ir- + 3 i l 3 - i 3 

M = — » ¡ 
4 F 8 / 4 - 7/' 

Los momentos en los apoyos intermedios son siempre nega

tivos, del mismo modo que lo eran en los puntos de empotramien

to, y á los cuales equivalen aquellos, aunque no siempre de una 

manera perfecta; así es que si M y M' hubieran de representar 

dichos momentos en magnitud y en signo, sería entonces 

2 / 3 + / ' ? 

M = — 

M' p 
4 

8/ + 71' 

4ir + 3¿' 3 — i3 

8/ 4- 71' 

337. En cuanto los valores absolutos de x', x", x'", se calcu

larían por las fórmulas 

M 
x' = — 

pl 

M — M' 
x" = pl' 

M 
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3 4 1 . Estudio de la línea elástica cuando los tres 
tramos son iguales.—Consideremos, por vía de ejercicio, 

y respecto á los momentos máximos intermedios no puede ha
ber dificultad en su determinación, en cuyo caso, y hechos tales 
cálculos, será fácil el trazado del diagrama de momentos de 
flexión. 

3 3 8 . 3 e r c so.—Cuando solamente son iguales los 
tramos extremos.—Desde luego los momentos en los apo
yos intermedios serán iguales entre sí, por tanto 

M = M ' , 

y las fórmulas generales se reducirán á la única siguiente: 

M ( 2 / - M O = 3 ( A + B). 

Para una carga uniformemente repartida, en cuyo caso A y B 
tienen los valores indicados anteriormente, resultará 

M ( 2 / + 3/') = — p(i3+r3\ 
4 

de donde 
i /' + /" 

M = V — rr ' 

4 2 / - f - 3/ 
3 3 9 . El cálculo de las abscisas de los puntos en que los mo

mentos intermedios alcanzan su valor máximo, contadas desde 
el centro del tramo correspondiente, así como la determinación 
de dichos momentos máximos intermedios, y como consecuen
cia, la construcción del diagrama de momentos, no ofrece parti
cularidad alguna digna de notarse. 

3 4 0 . Otro tanto pudiera decirse, lo mismo en el caso actual 
que en el anterior, respecto del cálculo de los esfuerzos cortan
tes en los apoyos, necesario para el trazado del diagrama de 
dichos esfuerzos. 
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Fig. 138 a. 

Si al es un punto cualquiera del primer tramo, su distancia 

al origen O t será x = O, av El momento de flexión será 

m, = al bl = c, ¿>t — c, at. 

Para otro punto cualquiera a 2 del segundo tramo, definido 

por su distancia x al origen respectivo 0 2 , será x — 0 2 <z2 y el 

momento de flexión 

ra» = c 2 />2 — c2ai. 

Finalmemte, para un punto cualquiera del tercer tramo será 

x = 0 3 a 3 y ra3 = c3 b3 — c 3 a 3 . 

Las cantidades c, bv c 2 ¿>2, c3 b3, representan los momentos 

de flexión engendrados en av a.2> a3 bajo el supuesto de que 

cada tramo se apoyara por sus extremos respectivos. 

Si la carga unitaria p es la misma en los tres tramos, como 

estos tienen la misma longitud /, claro es que para un mismo 

el caso más fácil, cuando los tres tramos de un prisma, apoyado 

en cuatro puntos de nivel, son iguales, y tratemos de hallar 

las ecuaciones de la elástica en cada tramo. 

Tomemos como origen, para cada rama de elástica, el extre

mo izquierdo del tramo correspondiente (figura 138 a). 
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valor de x, aquellas cantidades tendrán por expresión común, 

ci b{ = c2 6j — c3 b3 — ~ plx l— px-. 

Por otra par te , recordando que 

0,M = O.M = — pP , 
3 10 

es fácil deducir que 

c. ai = —plx; 
10 

2 - 10 

c, a. = —̂— pl (l — x) = —— üf — r>/a? . 
3 10 ^ v ; 10 r 10 r 

Por consiguiente, las expresiones generales de los momentos de 

flexión en cada uno de los tramos serán: 

1 , 2 

i . e r tramo m, = px -\—plx 

1 , 1 , 1 ,J 

2. 0 id m„ = px- H p/a? »í 
2 2 10 
1 3 1 

3.0 id m, = ¿oa?2 H plx pP 
3 2 f 5 € 10 f 

Si en la expresión de ra, hacemos x — l y en la de m , , 

a? = o, hallaremos el valor común 

M = — pP. 
10 

El mismo valor se hallará haciendo x — l en la expresión 

de m, y x — o en la de ra3. 

Las ecuaciones de la elástica serán, por tanto, las siguientes: 
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En el primer t ramo: 

285 

j E I ^ + C.x + C ^ - ^ ^ + ^ p / ^ (3) 

En el segundo t ramo: 

,' / d2v \ 1 1 1 
| El ( - r V ) px2 -\ plx pl* (1) 
l \ dx V j 2 2 10 • 

EI [Car),+ c*] = - i + 1 ^ - ¿ ( 2 ) 

E I + Cf* -f- C' ,J = — ^ JJÍC* + ^ P ^ 3 — ^ p/ 2íc a (3) 

En el tercer tramo: 

( E I (r,+c.» + c,) = - L p x > + ipfa '_JUp» (3)' 

Hay, pues, t res ramas de elástica, que se acuerdan t angen-

cialmente en los apoyos intermedios; y como el sistema es simé

trico respecto de la vertical que pasa por el punto medio del 

tramo central, podemos afirmar que en este tramo la tangente 

á la elástica trazada por su punto medio será horizontal. 

Si además tenemos en cuenta que en los cuatro apoyos la 

flecha es nula, podemos establecer mayor número de condicio

nes que las que se necesitan para determinar las seis constantes 

arbitrarias que entran en las ecuaciones precedentes. 

Las que más rápidamente conducen á este resultado son 

las siguientes: 
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Para determinar C, , C 2 , C 3 . 

En la ecuación (3) del grupo I j X = / , - y , = 0 

(3) •» n X = 1; y* = 0 

» . (3) » ni ; x = / , y 3 

= 0 

Para determinar C / , C / , C,'. 

En la ecuación (3) del grupo I X = 0, r\ O 

> (3) II = 0, r, = O 

> (3) » III x = 0, y 3 

== 0 

Estas tres últimas condiciones nos dicen que las constantes 

C,', C 2 ' , C 3 ' son nulas. 

De las tres primeras se deduce con toda facilidad que 

C = 
1 

~ET 120 

r 1 1 ;3 
C 3 = -^rr pl3 

El 120 

A estos mismos resultados se llega, pero con mayor trabajo, 

mediante las siguientes condiciones, como es fácil comprobar: 

1(2) (I)] 

[(2) (II)] 

[(2) (II)] 

[(2) (II)] 

[(2) (III)] 

X ^ / 

X -— o 

x — — / 
2 

X = / I 
X — o 

dy \ = / *r;\ 

dx /, \ dx /, 

( dx ) 2 

/ dy \ ¿¿ / dr \ 
\ dx / . \ da? / , 

Así pues, las ecuaciones de la elástica serán las que siguen: 

Primer t ramo: 

1 El \ 2, 
7?x4 -+- — plx3 

24 15 UpPx) (a) 
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Segundo t ramo: 

ya = —^- ( — pxh H — — plx3 —= — plx2 H — pPx. | (b) 
8 El \ 24 12 20 120 / 

La ecuación de la elástica del tercer tramo no nos interesa, 
porque aunque de forma distinta que la ecuación (a) es. á ella 
equivalente, dada la simetría de las ramas respectivas. 

Las ecuaciones (a) y (b) podemos escribirlas bajo la siguien
te forma: 

8/cc3 H - 3/3cc) .. (a') 

io/cc 3 -f- 6lx2 — Px)... (i1) 

Para determinar el punto del primer tramo en que la flecha 
es máxima en valor absoluto, hallaremos el valor de A: que hace 
máxima á la función 

> • f(x) = 5cc* — 8/V -\- 3/ 3x 

La derivada primera igualada á cero 

f (x)-= 20 x3— 24/cc2 -4- 3/3 = o, 

en una ecuación de tercer grado que tiene sus tres raíces reales, 
una negativa y dos positivas, como es fácil poner en evidencia 
aplicando el teorema de Rolle. 

La negativa no corresponde á la cuestión; y de las positivas 
una está comprendida entre cero y - f -o ,8 / y la otra lo está en
tre -f- 1 y + 00 ; pero como el valor que buscamos tiene que ser 
necesariamente menor que /, de las dos raíces positivas "hay que 
elegir la menor, que es la que cumple con las condiciones que 
exige la índole del problema. 

Un valor de dicha raíz, aproximado en menos de una unidad 
del tercer orden decimal, es 

;, . X = .0,446 /.. , ..„„- , c 

Sustituido en la ecuación (a') resulta como valor aproximado 

y* = 

p 
120 

1 

120 

El 

P 
El 

\$x* 
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de la flecha máxima, en valor absoluto, y en el primer tramo 

i 
145 

eplk 

En cuanto al segundo tramo, si en la ecuación (b') hacemos 

* = ± resultará 
2 

1920 
•pP 

No hay para que recordar que e = 
ZEH 

342. Observación.—Ocurre algunas veces que una viga 
apoyada en más de dos puntos, se halla sometida á una carga 
unitaria p, uniformemente repartida en toda su longitud y á una 
sobrecarga por unidad, aplicada de todos los modos posibles 
sobre los tramos de aquélla. 

Supongamos una viga de tres tramos iguales, y considere
mos, por ejemplo, el tercero de los cuatro casos más impor
tantes , que resulta de las diversas combinaciones posibles de 
las sobrecargas, como indica la figura 139. 

Fig. 139. 

2: mmmm 

4S 

343. Cualquiera que sea el número de apoyos, es fácil d e 
terminar las combinaciones posibles de las sobrecargas; pero la 
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TOMO I . '9 

construcción de los diagramas de momentos se simplifica mucho 
por el uso de las plantillas parabólicas, fundado en que la forma 
de la parábola de momentos de flexión, sobre un tramo cual
quiera, no depende más que de la carga uniformemente reparti
da que actúa sobre él. 

Cualquiera que sea la magnitud de la carga sobre uno de los 
tramos, con tal que se halle uniformemente repartida, sabemos 
que el diagrama de momentos es una parábola. 

Considerando el t ramo intermedio, llamando M, M' á los 
momentos en los apoyos intermedios, contados, como de c o s 
tumbre, de izquierda á derecha, / á la longitud de los tramos, y 
siendo, según queda establecido, p -\- p' la carga total unitaria, 
uniformemente repartida sobre el tramo central, el diagrama 
correspondiente de momentos será una parábola cuyas ordena
das extremas negativas, con relación al eje de la viga, sean 
M y M' y cuya ordenada máxima positiva, sea el valor del mo
mento máximo intermedio, definido por la expresión 

m' = (p +p') ^JL L -f- a?'^ — M, 

y en la que, como sabemos, 

M — M' 
* ' ~ ( j > + j 7 ' ) L ' 

Refiriendo la parábola á su vértice, su ecuación será de la 
forma 

ce2 = ay; 

pero como al valor particular de x, 

1 Y 

x = — L 4 - x , 
2 

corresponde el de 

y = M 4 - ni = - i - {p +p') L + x'\ , 
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a = 
P+P' 

y por lo tanto, la ecuación de dicha parábola toma la forma 

x' = -y, 
P+P J 

lo cual demuestra la verdad de la proposición. 

344. Resulta de aquí que para los tramos en que la carga 

por unidad de longitud sea p, la parábola de momentos será 

2 

y para aquellos en que, además de la carga p, soporten la sobre

carga p\ será 

2 

345. Construidas estas parábolas con la extensión convenien

te y recortadas en cartulina, por ejemplo, las plantillas de ambas, 

teniendo cuidado de señalar sobre ellas el eje de la curva, sólo 

se necesita calcular por las fórmulas conocidas, x, x', x" para 

determinar en el dibujo los ejes de las parábolas, y los momen-

resultará 
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tos máximos intermedios 771, ra', ra", con lo que se fijarán los 

vértices. 

Pudiera también calcularse, en su lugar, los momentos M, M' 

en los apoyos intermedios. 

De cualquier modo, colocada la plantilla correspondiente de 

modo que su eje coincida con el del dibujo, el vértice de la pri

mera con el extremo de la ordenada que corresponda ra, ra', ra", 

ó que el contorno pase por los extremos de M y M' ó de uno de 

ellos y el apoyo correspondiente, se obtendrá fácilmente el dia

grama por un trazado continuo para cada tramo, como indica 

la figura 140. 

FLEXIÓN DE LOS PRISMAS CARGADOS EN L A DIRECCIÓN 

DE SUS FIBRAS 

346. Consideremos los cuatro casos que nos ofrecen los 

pies derechos y columnas, que en último término se reducen á 

prismas verticales sometidos de ordinario á una sola carga: 

cuando el prisma está aislado, ó tiene libre un extremo su

perior y empotrado el inferior; 2 . 0 , cuando está articulado por 

sus dos extremidades, ó en otros términos, cuando tiene sus dos 

bases redondeadas; 3.°, cuando está articulado por un extremo 

y empotrado por el otro, ó como también suele decirse, cuando 

t iene una base redondeada y la otra plana, y 4 . 0 cuando está 

empotrado por ambos extremos, ó lo que es lo mismo, cuando 

sus dos bases son planas. 

347. i . e r CASO . — Prisma aislado ? bajo una sola 
«arga. — Si un prisma, de sección recta , relativamente p e 

queña á su longitud, recibe la acción de una fuerza de compre 

sión paralela á sus fibras y aplicada á un extremo de su eje, ó 

lo que es lo mismo, aplicada exactamente en el centro de gra 

vedad de la sección, el único efecto de la fuerza se reduce , 

•como sabemos, á determinar un cierto acortamiento, siempre 
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que rigurosamente se conserve dicho paralelismo y que el punto 

de aplicación de la carga coincida exactamente con el centro 

de gravedad de la sección recta; pero en el momento en que 

alguna de estas condiciones no quede satisfecha, y esto es se

guro en la práctica, el prisma se encorva ó se dobla bajo la ac

ción de los esfuerzos de flexión que 

se desarrollan entonces, si alcanzan 

valores convenientes. 

En efecto ; supongamos un pris

ma, en un principio vertical, empo

trado por su extremo inferior, libre 

por el superior y sometido á una car

ga P , constantemente vertical (figu

ra 141). 

Si por cualquier causa el eje se 

desvía tomando la posición AB', aun 

cuando tal desviación sea muy p e 

queña, la fuerza P origina dos com

ponentes, p yp', la primera normal, 

y paralela la segunda á dicho eje, en 

su nueva posición. 

Ahora bien; como en definitiva la fuerza p es una fuerza ex

terior de flexión, cuyo momento, con respecto á la sección de 

empotramiento es ph, originará una flecha ó desplazamiento del 

extremo libre, igual, como sabemos, á 

2 j ? L J 

J ~ T ' ZEH * 

Si la desviación BB' fuera menor que la flecha capaz de ser 

engendrada por la componente p, claro es que las primitivas 

condiciones de equilibrio dejarían de subsistir, y el prisma se 

encorvaría bajo la acción de aquella componente, del mismo 

modo que ocurría en los casos que oportunamente hemos estu

diado. 

Si por ser muy pequeña la desviación del eje, pudiera admi-
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tirse que la componente p'y prolongada, pasa por la sección de 

empotramiento, es claro que su momento sería nulo, y entonces 

tendríamos 

de donde 

1 ' 

y sustituyendo el valor d e s q u e antes recordamos, resultará 

3 ZEH 
P = — 

L" 7 

fórmula por la cual puede calcularse aproximadamente el valor 

de la fuerza capaz de producir la flexión del prisma. 

3 4 8 . Con más rigor, y no despreciando como antes la curva

tura del eje, puede procederse del modo siguiente: 

Sea AB el eje del prisma, vertical en un principio, y AB' la 

posición que toma después de una pequeña desviación (fig. 142). 
Al ocuparnos en el estudio de los prismas empotrados por 

un extremo y libres por el otro, vimos que la expresión general 

de la flecha era 

/ = ^ ( K L + K 'L ' + ) ; 

pero como la flexión depende de los momentos de las fuerzas 

exteriores, con relación á los centros de gravedad de las sec

ciones del prisma, es claro que las tensiones sucesivas que en 

el caso actual origina la flexión, se calcularán por las relaciones 

KZ = P / ; K Z = P / ' ; etc. 

Por lo tanto resultará 
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La cantidad S ( / L ) no representa otra cosa que la suma de 

los momentos de las cantidades f, /', f " . . . . e tc . , con relación al 

eje proyectado en B'; por c o n 

siguiente podremos reempla

zarla por el momento de la re 

s u l t a n t e / - } - / ' + / " + , e s 

decir, por el producto de mul 

tiplicar la superficie A B A ' , por 

el brazo de palanca v de su 

centro de gravedad. 

3 4 9 . Dada la pequeña cur

vatura del eje del prisma, pue

de considerarse que dicho eje 

se confunde con un arco de pa

rábola ordinaria cuya ecuación 

será 

x'1 = 2 py 

y como las coordenadas extre

mas son x = L; y = / , tendremos 

L 2 

y aquella ecuación tomará la forma 

L 4 

* = Tr-

Llamando x , á la abscisa del centro de gravedad de la s u 

perficie parabólica que consideramos, tendremos 

v — L — x , . 
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Ahora bien, la expresión general de xt, es, como sabemos, 

x 
j*j* xdxdy 

la cual se convierte en el caso particular que nos ocupa en 

/ xdx dy 
'JO *J y 

pero como 

S = — / L 
3 

tendremos 

^ L xdx ff dy fL xdx {f—^Jx^ 

3 3 

x3dx 

ó finalmente 

3 

x , = -— L 

Tenemos, pues, según acabamos de ver 

Sup. AB'A' = S = y / L 

v = L %• L « L , 
8 8 ' 
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y por lo tanto, la expresión de / se reduce á 

2P 

de donde 

j _ _ j _ y y, 
ZEH ' 12 J * 6 ' ZEH y ' 

6 ZEH 
5 HLT" ' 

que es el valor más exacto de la carga, capaz de producir la 
flexión del prisma. 

350. Si este estuviera completamente libre, es evidente que 
se desviaría paralelamente al plano de menor resistencia (figu
ra 143), y entonces Z sería el menor módulo de flexión de la sec -

Fig. 143. 
b a' H V 

Pla.no de menor 
B 
resistencia 

f 
c 

ción del prisma, y H sería la menor dimensión de dicha sección 
si fuese rectangular; pero cuando, como acontece de ordinario, 
el prisma queda sujeto á desviarse paralelamente á un plano de 
mayor resistencia, entonces (figura 144), Z representa el mayor 

Fig. 144. 

Plítno de mayor 
6 f H 6' 

B resistencia 

d ? 
módulo de flexión de su sección recta, y H la mayor de sus di 
mensiones. 

http://Pla.no
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5 L* ' 

lo que nos dice que la carga que un prisma articulado por sus 
dos extremos puede soportar, es cuatro veces mayor que la que 
podría resistir en las condiciones del caso que antecede. 

353 . 3- e r CASO. Prisma articulado por un extremo 
y empotrado por el otro.—En tales condiciones puede ad
mitirse que los tercios extremos del prisma se hallan en aná
logas condiciones á las del primer caso, por lo cual, bastará en 

la fórmula allí establecida sustituir —— L en vez de L, y resul-
3 

tara, para la carga capaz de originar la flexión: 

54 ZEH ZEH 
P = f — = 1 0 , 8 ^ -

353 . Un valor más exacto de P, determinado por un proce
dimiento más rigoroso de cálculo y cuya exposición saldría fue
ra de los límites que nos hemos impuesto, es 

ZEH 
P = 9,87 

354 . 4 ° CASO. Prisma empotrado por ambos ex
tremos.—Como en los casos anteriores, demuestra la expe-

351 . 2.° CASO. Prisma articulad» por sus dos ex
tremos.—Este caso, más frecuente que el anterior en las apli
caciones ordinarias, se trata con la exactitud suficiente para las 
necesidades de la práctica, admitiendo que, sujetos los extre
mos á permanecer en la primitiva dirección del eje, sus mitades 
se hallan en condiciones análogas á las del caso anterior. 

En tal supuesto, basta reemplazar en la expresión de P, an
tes hallada, —^—L en vez de L, y tendremos 

2 

24 ZEH 
P = 
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5 • L* ' 

siendo un valor más exacto el siguiente: 

ZEH 
P = 19,74 

3 5 5 . En resumen, los valores de P, que con la necesaria 
exactitud en las aplicaciones pueden emplearse, son los si
guientes: 

ZEH 
i - e r caso P = 1,234 L , 

ZEH 
2-° id P = 4,935 - — -

ZEH 
3-° id P = 9,87 -jT-

ZEH 
4-° id P = 19,74 — j - — 

356. Observaciones.—Siendo la expresión general de P 
de la forma 

ZEH 
= m ~U~ 

y refiriéndonos á una sección llena y de forma regular, podrá es
cribirse del modo siguiente: 

riencia que los cuartos extremos del prisma se comportan como 
prismas aislados por un extremo y empotrados por el otro, y es 
claro que bajo este supuesto la expresión de P, correspondien
te al caso actual, se obtendrá reemplazando en la del primer 

caso —— L en lugar de L. Así resulta 
4 

96 ZEH 
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representando c un cierto coeficiente numérico, y S el área de 
la sección. 

En efecto, si para fijar las ideas suponemos que esta sea rec
tangular, en cuyo caso 

Z = — BH a 

o 

S = BH, 

tendremos 

y resultará entonces 

i H 

lo que nos dice que el coeficiente c depende del caso en que 
se halle el prisma y de la relación que se establezca entre las 
dimensiones de su sección recta. 

Bajo esta última forma se ve que la carga que origina la fle
xión está en razón directa del cuadrado de la sección, y en ra
zón inversa del cuadrado de la longitud; de donde resulta que 
dicha carga no varía si la relación entre dichos cuadrados per-

S 
manece constante, lo que exige que lo sea la relación -—-. 

JLJ 

357. La indeterminación de la flecha, bajo la acción de la 
carga límite que origina la flexión en los casos que hemos con
siderado, prueba la independencia que hay entre ambas y nos 
induce á establecer que bajo la acción de dicha carga el prisma 
se encuentra en un estado de equilibrio indiferente, permane
ciendo con la desviación que se le dé. 

Pero partiendo de esto, es indudable que el menor aumento 
de la referida carga debe destruir tal estado de equilibrio y pro
ducir la deformación total y ruptura del prisma. • 

Es necesario, por tanto, admitir como principio práctico de 
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359. Es claro que para conocer si la ruptura será originada 
por la compresión ó por la flexión, bastará calcular KS, re
presentando K el coeficiente de ruptura á la compresión, y 

; y se verificará lo primero, si 

K S < c E ( | ) 

construcción, que toda carga capaz de originar la flexión de un 
prisma, en cualquiera de los cuatro casos que hemos estudiado, 
es suficiente asimismo para determinar su ruptura; de donde 
resulta que para proceder con seguridad al calcular la carga de 
que se trata, es necesario tomar una fracción de los resultados 
que dan las fórmulas establecidas, los cuales deben considerarse 
como límites de ruptura y en modo alguno como limites de car
gas permanentes. 

358. Como á sección constante, la carga que origina la fle
xión varía en razón inversa del cuadrado de la longitud del 
prisma, se comprende desde luego que cuando dicha longitud 
sea menor que un cierto límite, la carga necesaria para provocar 
la flexión determine una tensión mayor que la que pueda admi
tirse como límite de las cargas permanentes, y aun á veces m a 
yor que la necesaria para la ruptura del prisma por simple com
presión; lo que demuestra que la resistencia de tales prismas 
debe calcularse á la compresión ordinaria por la fórmula 

P = KS, 

y á la flexión posible, por la general establecida 

ZEH 
P = 771 -—-

v L ' 
ó bien 
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y lo segundo, si 

K S > c E (T) 
360. Si la sección fuera, por ejemplo, circular, observando 

que 

4 

Z = — r.d3 

32 

H = d 

tendríamos 

ó bien 

de donde 

KS 
<C m 

> 8 L* ' 

L < , / m . / E 
7 > V T X V I ' 

361. Ahora bien; como los valores de m, para los cuatro ca
sos considerados, son « 

I . e r 

2 . ° id 

3-° id . . 

4.0 id. . . • m— 19,74 

las fórmulas que determinan el origen de la ruptura del prisma 
serán las siguientes: 
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Para el i . e r caso, 
L < . / E" 

Id. 

Id. 

Id. 

2-° id — ^ 9,7854 V K" 

3 o id. 

4 . 0 id. 

L < 

~d~> 

L < 

1,1107 \ / -

[,5708 \ / 

E 

K" 

K 

362. Aceptando para K los siguientes valores: 

Para la madera K ¡ = 500 kg. por cent. 5 

Id. fundición K = 6000 id. id. 

Id. hierro K ¡sr 3000 id. id. 

obtendremos los resultados siguientes: 

Casos. Madera . Fundición , 

i . e r caso, 
L < ! L < 

2. 0 id. 

3.0 id. 

4 . 0 id. 

d > 

£ < 
d > 

d > 

d > 

5,5 

11,1 

i5,7 

22,2 

5,o d > 

L < 

ir>l0>1 

14,3 

L < 
- 7 - 20,5 

¿ > 
L < 

¿ > 
L < 

10,1 

20,2 

28,6 

40,5 

363. Es necesario tener muy en cuenta que estos resultados 

son de carácter puramente especulativo; por lo cual, en la prác

tica el procedimiento racional consiste en tomar, como ya se ha 



R E S I S T E N C I A D E M A T E R I A L E S 303 

364. Influencia, del peso propio de los prismas 
verticales en la flexión de los mis
mos.—Se comprende desde luego que un 

prisma empotrado por el extremo inferior 

y libre por el superior, pueda doblarse bajo 

la acción de su propio peso, que al fin no 

constituye otra cosa que una carga unifor

memente repartida, la cual podrá alcanzar 

un valor tal que determine la flexión de 

aquél. 

Sea p la carga por unidad, es decir el 

peso del prisma por unidad de longitud. 

La componente p' (figura 145) puede con

siderarse constante, . en cuyo caso aquél 

resultará sometido á una carga de flexión 

p' por unidad de longitud. 

La expresión de la flecha en tales circunstancias es, como 

sabemos, 

J 4 ZEH 

Por otra parte podemos establecer la relación 

p L 

Resulta de la primera ecuación 

f = 4 

y de la segunda 

£ 
f 

ZEH 

JL 
L 

dicho, una fracción de la carga capaz de originar la flexión del 

prisma y la misma fracción de la carga límite de elasticidad á la 

compresión de la materia que haya de emplearse. 
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por lo tanto tendremos 

ZEH 

expresión del peso por unidad de longitud del prisma, capaz de 
producir la flexión del mismo. 

Ahora bien; llamando S á su sección recta y o á la densidad 
de la materia que lo constituya, resultará 

ZEH 

Si la sección fuera circular, por ejemplo, tendríamos 

32 

U = d; 

y por tanto 

de donde 

v 2 0 , 

por cuya fórmula se determinaría la altura límite de un apoyo 
circular que empezará á encorvarse bajo la acción de su propio 
peso. 
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F L E X I Ó N D E L O S A R C O S . 

3 6 5 . ••reliminare».—Entenderemos por arco, en resis
tencia de materiales, toda viga naturalmente curva, convexa 
hacia arriba y cuyos extremos están invariablemente unidos á 
los apoyos correspondientes. 

La teoría elemental, de cuya exposición vamos á ocuparnos, 
supone que el arco es de sección constante y que los extremos 
están articulados, como con frecuencia sucede, teniendo en 
cuenta que semejante disposición es la más racional entre las 
que pudieran adoptarse. 

Considerando una pieza curva, empotrada por un extremo, 
libre por el otro y sometida á cargas conocidas de flexión, es 
fácil, como pronto hemos de ver, determinar el desplazamiento 
total del extremo libre, y mejor aún las componentes horizonta
les y verticales de dicho desplazamiento, que resultan de las ten
siones perfectamente definidas que se desarrollan en cada una 
de las secciones. 

Por otra parte, y á semejanza de lo que se dijo respecto de 
las vigas de eje rectilíneo, podremos considerar como si estu
vieran libres los extremos del arco, con tal de reemplazar los 
apoyos por las reacciones que desenvuelven. 

De tal suerte, no es dudoso que podremos hacer aplicación 
de las fórmulas encontradas, para determinar los desplazamien
tos de los extremos de un arco en función de las reacciones 
desconocidas que se desarrollan en los puntos de apoyo. No 
hay para qué decir que tales desplazamientos son esencialmente 
relativos y han de referirse, por lo tanto, á un sistema de ejes 
móviles trazados por el vértice del arco, toda vez que en reali
dad el vértice es el que desciende ó sube bajo la acción de las 
cargas, que el arco soporta, mientras que los extremos conser-

T O M O I. 20 
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van una fijeza absoluta, suponiendo, como suponemos, á los apo
yos fijos é indeformables. 

Además, como cualquiera que sea la deformación total del 
arco, permanecen fijos sus extremos, según acabamos de decir, 
resulta la condición particular de que sus desplazamientos hori
zontales relativos son nulos: y es claro que tal condición habrá 
de introducirse en las fórmulas conocidas de que se haga uso. 
Ya veremos que procediendo de esta suerte se llegan á determi
nar fácilmente las componentes desconocidas de las reacciones. 

366. Fórmulas de los desplazamientos.—Suponga
mos una viga curva empotrada en A (figura 146) y sometida en 

sus diferentes puntos á 
r. t e n s i o n e s c o n o c i d a s 

A ^ \ A ' ? fig. 14 0. K, K', K" etc. Ya sa-

ciones iguales de las cuerdas de los respectivos arcos, ó lo que 
es lo mismo, de las rectas trazadas desde los centros de grave
dad de las secciones al extremo libre del arco. 

367. Consideremos un elemento cualquiera cuya longitud sea 
igual á la unidad. Sea a la deformación de las fibras más lejanas 
al eje neutro de la sección C. 

Recordando que oportunamente establecimos (pág. 133) 

bemos que á estas ten
siones corresponden gi
ros de las secciones de 
la viga, ó como en otra 
ocasión se dijo, rotacio
nes elementales de las 
mismas alrededor del 
eje neutro; que á su vez 
determinan otras rota-

/ = 
PL 
ES 
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/ =* 1 
L = a 

resultará 

K 

A esta deformación corresponde desde luego un desplaza
miento BB' = Am del extremo libre del arco, y es claro que por 
la semejanza de los triángulos Ca y CBB', tendremos 

siendo c la cuerda del arco BC y H la altura de la sección que 
se considera. 

De estas últimas relaciones resulta 

Am 2K 

Sea Ae la componente horizontal del desplazamiento Am, y 
A / la componente vertical del mismo. 

Es indudable que, dada la pequenez de tales desplazamien
tos, no habrá inconveniente en considerar que Am es perpendi
cular á la cuerda c; por lo cual, y llamando x, y , á las coordena
das del centro de gravedad de la sección que se considera, po
dremos establecer 

Am 2C 
H ' 

EH " 

A/ Am 

y X c 
de donde 

2K 
EH y 

como en el caso actual 
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designando x, x\x' y, y', y" las coordenadas de los cen
tros de gravedad de las secciones sucesivas del arco, y H, H ' , 
H " las alturas de dichas secciones. 

368. Fórmulas de la resistencia*—Las fórmulas que 
preceden se aplican á la resistencia de los arcos con sólo expre
sar las tensiones K, K', K " en función de las reacciones des
conocidas que se desenvuelven en los apoyos, ó mejor, de sus 
componentes horizontales y verticales. 

Es de notar que las reacciones verticales que los apoyos en
gendran son siempre fáciles de calcular, porque en definitiva no 
son otra cosa que las cargas efectivas que soportan, y cuya de
terminación estriba solamente en el conocimiento de la carga 
total del arco, incluso su propio peso, de la luz ó distancia hori
zontal entre los apoyos, de la línea de acción de la resultante de 
dicha carga y, por lo tanto, de sus distancias á los extremos del 
arco, disponiendo además de la condición de que la suma de di
chas reacciones verticales ha de ser igual á la carga total. 

No sucede lo propio respecto de las componentes horizonta
les de las reacciones en los apoyos. Sólo puede afirmarse á prio-
ri que son iguales y de contrario sentido, y su intensidad deter
mina lo que se llama el empuje horizontal del arco. 

Resulta, en último término, que la incógnita de la cuestión es 
el empuje horizontal, y es claro que para determinarlo bastará 
utilizar la primera ecuación, haciendo en ella e = o. 

Ahora bien, como las proyecciones del desplazamiento total 
del extremo libre son iguales respectivamente á la suma de las 
proyecciones de los desplazamientos elementales de dicho ex
tremo, es claro que las componentes del total desplazamiento 
serán; 



RESISTENCIA DE MATERIALES. 309 

369. Establecido esto y representando por P dicho empu-

Fig. 147. 

je horizontal (figu
ra 147), por Q la 
carga que actúa en 
la parte del arco 
comprendida en
tre uno de sus ex
tremos y la sec
ción C que se con
sidera, por R la 
carga en el apoyo 
correspondiente, y 
por y,x', #,las dis
tancias ó brazos de 
palanca, de las fuerzas P, Q, R, con relación al punto C, el mo
mento de flexión en dicho punto será: 

M = KZ = R x — Qx' — 

que es la fórmula principal de la resistencia de los arcos. 

3 7 0 . Se comprende desde luego que, como caso especial de 
la flexión compleja, el momento de flexión será una cantidad va
riable que cambiará de signo si para un punto intermedio cual
quiera del arco se anula; pudiendo por tanto pasar por uno ó 
varios valores máximos ó mínimos, que son los que preferente
mente importa conocer. 

3 7 1 Si las fuerzas exteriores que solicitan un arco las ima
gináramos descompuestas, cada una de ellas, en dos, perpendi
culares entre sí, y de las cuales una íuera paralela á la tangente 
al arco en el punto que se considerase, y cuya suma represen
taremos porT, es claro que la sección correspondiente á aquel 
punto, no sólo habría de resistir al momento de flexión corres
pondiente, sino á la compresión determinada por dicha suma T. 
De aquí que la tensión máxima que se desarrolla en la sección 
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deba calcularse, á semejanza de los prismas sometidos á cargas 
oblicuas, por la fórmula conocida 

T M 

Es necesario, por lo tanto, limitar la tensión de un arco de 
tal modo que, supuesto rectilíneo, no pueda encorvarse bajo la 
compresión que soporte; porque de otra suerte pudiera alcan
zar un valor excesivo la deformación total, en detrimento de su 
estabilidad. 

372. Arco cargado de un peso en su punto medio. 
Consideremos, primero, el caso de un arco cualquiera. 

X A 

373. CASO GENERAL.—Sea AB el arco (figura 148). 
2L, la luz del mismo. 
/?, su altura 
2Q, la carga en el punto medio. 
Desde luego las reacciones verticales en los apoyos serán 

iguales y directamente opuestas á las componentes paralelas 
á 2Q que pasan por los puntos A y B, es decir á la mitad Q de 
la carga. 

Llamando P á la reacción horizontal desconocida, y consi
derando el arco empotrado por su vértice bajo la acción de la 
carga y de las reacciones originadas en el apoyo A, la tensión 
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máxima en el punto x, y, quedará definida, observando que en 
este caso x' = 0 , por la relación 

KZ = Qx— Py. 

Para otro punto, la tensión máxima K', lo estará por la 
ecuación 

K Z =r Qx'—Py 

y así de los demás puntos del semiarco CB. 
Por lo tanto, sustituyendo los valores de K, K' etc., dedu

cidos de las relaciones anteriores, en la expresión general de e, 
tendremos 

e = -^¿jf KQ* - P 0 ) y + (Q*' - m y' + •••• etc.] 

2 
ó bien, y recordando que la cantidad ~^^r=r la hemos represen-

ZEH 

tado por , 

e = z[Q(xy + x'y> + ....) - P (y« + y'» + ...)] 

ó finalmente 

e = zm(xy)-PS(y% 

Haciendo lo propio en la expresión de / , resultará: 

/ = s [Q (x 2 + x ' 2 -1- ) - " P (ipj, + -f- )] 

ó bien 

/ = « [ Q l ( * ) - P S ( j r y ) l 

Bajo la hipótesis de que los apoyos sean absolutamente fijos, 

será e = 0 ; por lo tanto 

QS (.ri,) = PS(»y'), 

de donde 
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Y (xy) no representa otra cosa que la suma de los momentos, 
con relación á la recta BY, de los elementos superficiales del 
semisegmento BCD; por tanto, llamando A al área BCD y a á la 
distancia de su centro de gravedad á dicha recta, tendremos 

S (xy) = Aa. 

La cantidad $ (í / s ) , que puede escribirse bajo la forma 
2 - (JJ x ~~~ íl)> s e v e también que representa el duplo del mo

mento del área A, respecto del eje AB; así es que, llamando b 

i la distancia de su centro de gravedad á dicho eje, tendremos 

vQ/') = 2A6. . 

Por lo tanto 

. P^-i-x-f-Q. 
2 O 

3 7 4 . Vemos, según esto, que la determinación del empuje 
horizontal P, depende del conocimiento de las coordenadas del 
centro de gravedad del semisegmento del arco, problema fácil 
de resolver en todos los casos en que se conozca la forma de la 
curva, bien por los procedimientos ordinarios de la mecánica 
racional ó por los especiales y suficientemente exactos de la es
tática gráfica. 

De modo que, en último término, lo que importa conocer es: 
i.° El empuje horizontal, por la relación 

. P = - f x « , 
b 2 

2.° Los momentos máximos y mínimos, discutiendo la ex
presión general 

KZ = Qx-Py. 

3. 0 La flecha, es decir, el desplazamiento vertical del vértice, 
por la expresión 

/ ^ [ Q v ^ - p v ^ ) ] . 
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Recordando que 

*(xy) = Aa 

y observando que 

S (x*) = — L 9 x — L = — L', 
v 1 2 3 3 

la fórmula anterior se transforma en la siguiente: 

/ = £ [ T Q L 3 _ p a 4 
375. Arco circular.—Sea R el radio, 2L la luz, // la altu

ra. Determinemos an
te todo las coordena
das del centro de 
gravedad del semi- ^ 
segmento BCD (figu
ra 149). 

Refiriendo el cír
culo á que el arco 
corresponde á los 

ejes OX,, OY„ teñe- V . / 
mos desde luego "* '"' 

a = L — y, 
b = x, — (R — h). 

La cuestión queda por tanto reducida al cálculo de las coor

denadas xl yt de dicho centro de gravedad, por las fórmulas es

tablecidas en mecánica racional 

Jf xdxdy 

JJdxdy 

SS vdxdy 
' JTdxdy 
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La integral que figura en los denominadores, no representa 

otra cosa que el área del semisegmento, fácil de obtener direc

tamente por la diferencia entre la del sector OCB m — R'a y la 
2 

del triángulo ODB = - i - L(R — h). 

Por lo tanto, el área del semisegmento será: 

BCD = A = ~ [Raa — L(R — /;)]. 

Calculemos ahora el numerador de xK. 
Siendo R — h, y R los límites de la integral con relación á x, 

la integral definida de que se trata será: 

>R Cy 

xdx 1 dy. 
R - h J 0 

La ecuación del círculo, referido á los ejes OX, OY es 

x* -f- y* as R* 

de donde 

por lo tanto 

r r 1 xdx «-
1 R - A J 0 J R - / r ' 0 
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/ xM(a + bxn)pdx = -

a(m —11 + 1) ( ' m - n , , . n,p. 
- 7 7 V \ x (a-hbx ) dx 

En este caso tenemos 

m = 1 
n = 2 a = R 2 i m — n - t - i = 0 

2 

por lo tanto, sustituyendo en la fórmula general y observando 
que el coeficiente de la integral del segundo miembro se anula, 
resultará 

j**(R2
 — xrfdx = — - i - (R5 — * s ) * 

y entre los límites indicados 

»R 

^(R2 _ x*fdx = — [R2 — (R — hyj= — (2R/1 — h*)*. 

R—h 

376. A este resultado puede llegarse con más brevedad, pro
cediendo en la integración del modo siguiente. 

Ante todo, es claro que 

La cantidad subintegral es una diferencial binomia, á la cual 
podemos aplicar la siguiente fórmula de reducción: 

« + 1/ . . «N/+i (a-\-bx ) ' 
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xix = f 
1 o J R - ' i J 

»L 

dy Y I [ ( R í - ( R - / 7 ) » ) - 1 / Í ] ^ = Y( R , -( R - / í ) , ) 

l | tfdy = -L(R>-(R-hy)L-^-V. 

o 

Ahora bien, en el triángulo rectángulo OBD vemos que 

L' — R s — (R — H)*; 

por lo tanto, tendremos finalmente; 

" l/R' — y* 

xdx=—Ls 

3 

R — h 

- i - (2R/1 — « ) " 

como antes habíamos encontrado. 
Por consiguiente el valor de x{ será 

2 ( 2 R / 1 - h*)l 
x, = — x 

fR
 1 I ;r¿;r * =! 

' *-* J J 0 j 

3 R* a — L (R — h) 

377. La integral definida del numerador de yt es 

La primera integral doble es la que acabamos de tratar. Tra
temos ahora la segunda y resultará: 
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1 R8/2 
2 

L [Rl — (R — = _L (3 Rfc* _ *»), 

ó finalmente 

1 A » ( 3 R - A ) ; 

3 RJ a — L (R — h) 

378. Observando además que 

h = R (1 — cos a) 

R — /z = R cos a 

L — R sen a 

las fórmulas obtenidas toman las siguientes formas: 

4 sen 3 « 
x. — — x R 

3 2« — sen 2 a 

2 2 — 3 cos x 4- e o s 3 a 
/y t = — x R 

3 2 a — sen 2 a 

379. Sustituyendo estos valores en las expresiones de a y 
tendremos 

[ 2 2 — 3 cos a -f- eos 3 a 1 
sen» x I R 3 2 a — sen 2 a J 

R 

dx X — (Ra — A" 3) 
2 
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-[ . 4 sen 3a T _ 
b = | — X cos a R. 

3 2 a — sen 2 a 

Como es cómodo expresar a en función de L, y b en función 
de h, y se tiene 

sena 

sen a i — cosa 
resultará por último 

[ 2 2 — 3 cos a + eos 3 a ~| 
sena X I 

3 2 a — sen 2 a J 

t f 4 sen 3 a "I h 
b = I — X cos a I 

L3 2a — sen 2a Jl —COSa 

380. Calculadas las coordenadas a, b, del centro de gravedad 
del semisegmento, por las fórmulas que preceden; la determina
ción del empuje horizontal, la de los máximos y mínimos del mo
mento general de flexión y la flecha del arco, no presentaría di
ficultad alguna en un caso concreto cualquiera. 

3 8 1 . En efecto; supongamos que el arco fuera de 120 o, en 
cuyo caso 

a = 6o° —T 

sena = 

COSa =55 

2 
I 

2 

t g * = Vs = 1,732 

vj 
2 ' sen 2 a 

Tendríamos entonces 

a = 0,608 L 
b = 0,411 h; 
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y por tanto 

P = i £ i x 4 Q . 
411 h 

382. El momento de flexión, para un punto cualquiera, será: 

KZ = M = Q i £ x - t , ) . 

el cual es nulo por la condición 

304 
411 

L 
x ir y-

Observando que 

Q 

304 L 
411 h 

es claro que la condición anterior se reduce á 

P 

lo que nos dice que el punto del arco en el cual el momento de 

flexión es nulo, es aquel 

Vialr,a Y <; 1 . . . . en que la resultante de 
las reacciones P y Q en
cuentra á dicho arco. 

383. Para determi
nar las abscisas de los 
puntos del arco en que 
el momento de flexión • 
es mínimo, nulo ó máxi- '< / 
mo, procederemos del 
m o d o siguiente. 4 

Sean OX, O Y los ejes 
coordenados á que esté referido el arco; y 0 , X „ 0 1 Y „ otros ejes 
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paralelos á los primeros, trazados por el centro. Desde luego 
conviene referir el arco á estos últimos ejes, porque tomando la 
ecuación del círculo la forma más sencilla posible, se simplificará 
seguramente el cálculo y la discusión de M. 

Tenemos para un punto cualquiera las siguientes rela
ciones: 

x .= L — x{ 

304 
Llamando m al coeficiente —— — 0,739, la expresión gene-

411 

ral de M será; 

por lo tanto, 

M mm Q J (m + i)L — xt— m -j- y, J 
pero como » = \ / R ' — x • == V —- x. 

y ' 1 • sen'a 1 

L 

tendremos 

M 

334. Para que esta expresión sea un mínimo ó un máximo, 
es necesario y suficiente que lo sea la cantidad interior al pa
réntesis. 
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/ L 2 

/ ( * . ) * = — — m t g « y —- — x* + i 

/ ' f o ) = — H - W tg a 

s e n 2 a 

X, 

V-se tva 

L 2 s e n a 
t"(Xt) = »l tg* — 

\ / ( L 2 — s e n 2 a ^ 2 ) 3 

Ahora bien, como las condiciones del mínimo son: 

/ (*,) = <> 
/ " ( « , ) > 0 

tendremos para la primera 

V - s i s - - • = m t g * ^ 

y elevando al cuadrado y reduciendo, 

L 2 

xt

2 (i + m 2 tg s a) = — ; 
1 v sen*a 

de donde 

L 
sss X 

sena V i + tnHt 

385. Recordando que 

sen» = 
2 

m 2 = 0 , 5 4 7 

t g i a = 3 
resultará: 

2L i 
xt = — — X -— 

V 3 V i 4 - 3 X 0 , 5 4 7 

De suerte que 

TOMO I . 
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y finalmente 

x{ = 0,71 L. 
y x — 0,29 L. 

386. El valor particular de M será el siguiente 

M = Q L ( 1,739— 0,71 —1,28 0,504 ) 

ó bien 

M = — o , i358QL. 

387. La abscisa del punto en que M = 0 , se determinará por 
la condición ya establecida 

x = m—y, 

ó lo que es lo mismo 

que se reduce á 

L — x{ = m (yi — h), 

L 
L ( i -h m) ==• w — y v + C | * 

Eliminando y, , resulta 

V/ * . V = L ( i 

ó bien 

xt -I- w tgx v/_ x J = L ( » i + 1). 
v sen 2 * 

Para que desaparezca el radical elevemos al cuadrado la 
ecuación bajo la siguiente forma: 

(m + 1) L — .r = m tga V/—1 -V 
v sen 2a 1 
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y resultará, ordenando, reduciendo y pasando todos los términos 
á un solo miembro, 

(1 + m 2 t g 2 a ) V — 2(m + 1 ) L x t + (m + i) V — nv ~I = 0 

COS2a J 
de donde 

(>* -f- i ) ± \ / ( m + i ) 5 — ( i + m H g ' a ) ^ (w- | - i ) 1 — 

i + m 2 t g 2 a 

Ahora bien, tenemos 

w - h i = 1,739 
(»i + i ) ' = 3,025 

1 4 - m ' t g 1 * = 2,641 
ni1 

— = 2 , 1 8 8 ; COS'a 

por lo tanto 

i,739 ± 0 , 9 0 2 
X. = L, 2,641 

y separando los dos valores que resultan para tendremos; 

x , = L 

Xt = 0,3169 L 

los cuales corresponden á los siguientes de x: 

Para jr, = L x = o 
» j r , = o , 3 i 6 9 L AT = O,683L; 

de donde resulta que hay dos puntos en el semiarco, en los 
cuales el momento de flexión es nulo, á saber: el extremo del 
apoyo y aquel que dista de dicho apoyo en sentido horizon
tal 0,683 L . 

388. El momento, pues, crece negativamente desde 0 , en el 
apoyo, hasta el punto cuya abscisa es x = 0,29L, en que alean-
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za su valor mínimo. De aquí en adelante continúa creciendo, y 
como se anula para x — o,683L, y las mismas variaciones pre
senta el momento de flexión para la otra mitad del arco, pero 
contadas las distancias al correspondiente extremo, y por tanto 
en sentido inverso, claro es que por esto y por la igualdad de 
los valores de M en magnitud y en signo para los puntos simé
tricamente situados respecto del diámetro vertical, debe corres
ponder un valor máximo de dicho momento para el punto me
dio del arco, es decir, para .r = L ó x, = 0 . 

Dicho máximo es el siguiente: 

M = Q [ ( m + , ) L - m t g a V

/ ¿ - J = Q L | ( m + . ) - ^ ] , 

cuyo valor numérico resulta 

M = 0,26 QL. 

389. Respecto á la deformación total del arco, ya hemos visto 
que la expresión general de la flecha es 

/ = . ( j - Q L 3 - P A a | 
3 

En el caso actual tenemos 

„ 304 L _ 304 _ 30^ 1 / 3 
P = A - L X - r - Q = - ^ - L t g a Q = i L—L. Q, 

411 h V 411 8 * 411 V ' 

ó finalmente 

P = 1,281 Q. 

Siendo A la diferencia entre el sector y el triángulo rectán
gulo que indica la figura, y como dichas áreas son: 

Sector = — R 2 a = _L i t R * 
2 6 

Triángulo — R L ; 
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tendremos 

ó finalmente 

R* = — L a 

3 

2 
R = T 

/ 3 ~ L 

Sector = ~ - TS L 1 

9 

Triángulo = — u 
2 / 3 

(Si.—'-\ 

A = 0,4091 L a . 

Pero hemos visto antes que 

a — 0,608 L. 

Así tendremos 

Y ka = o , 3 2 Q L 3 ; 

y por tanto resultará 

/ = s Q L 3 ( - i - - 0 , 3 2 ) , 

ó bien, con la aproximación suficiente, 

100 

390. Arco parabólico.—Las coordenadas del centro de 

ó bien, teniendo en cuenta que 
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gravedad del semisegmento del arco parabólico que ahora con

sideramos son: 

a=4 -L 

de donde 

5 

a Q 25 L • 
P = — - x — = — x — Q. 

b 2 32 h 

La expresión general del momento de flexión, para un punto 

cualquiera xy, será, por lo tanto; 

M K Z - 0 ( , - | i x - t . » ) . 

Dicho momento será nulo cuando se verifique la condición 

ó bien, cuando 

25 L 
x = — X — i/, 

32 /í y ' 

_P_ x 

lo que nos dice que, á semejanza de lo que sucedía en el caso 

anterior, el punto del arco en que el momento de flexión es nulo, 

queda gráficamente determinado por la intersección del arco 

con la línea de acción de la resultante de las reacciones P y Q. 

391. Para discutir la expresión de M, conviene referir la pa

rábola á su vértice; entonces su ecuación será de la forma 

y, 2 = m*¿ 
pero como se verifica que 

para x% *s h, 

2/Í = L I 
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resultará 

L 2 = mh, 

%. 15L 0, 

V 

\\ 
de donde 

m = T > 

V 

V 

o 

y por tanto la ecuación será 

Las ecuaciones para pasar de los ejes X,Y, á los XY son, se
gún se ve en la figura, 

por tanto 

de donde 

yt = L — x 
x{=h— y; 

/z / ; r 5 \ 

y sustituyendo este valor de y en la expresión de M, tendremos 
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ó bien 

M = -Q—(2Sx7— iBLx). 
32 I J 

392. Para que M sea un mínimo, es necesario y suficiente 
que lo sea la cantidad interior al paréntesis. 

Las condiciones del mismo son; 

/ ' (*)=o 
f (x)>0. 

Ahora bien, 

J (x) = 2$xi— iShx 
f (x) = 50 x — 18 L 
/ ' ( * ) = 50. 

De la primera, que es en este caso 

$ox — 18L = 0 , 

resulta 

y como la segunda se verifica desde luego, el mínimo de M será 

y efectuando, 

800 * ' 

ó muy próximamente y en términos más sencillos, 

M = Q L . 
10 
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M = — X 4=- (25 L* — 18 L»), 
32 L 

ó bien 

M = — QL. 
32 

394. La flecha la calcularemos por la fórmula general 

/ = £ ( - T Q L 3 - p A a ) ' 

la cual se convierte en este caso, recordando que 

25 L 
P = — x — Q 

32 h 

A = — L / J 

2 

5 T 

en la siguiente: 

y efectuando operaciones indicadas, 

3 9 5 . Arco cargado en un punto cualquiera.—No 
siendo simétricas las deformaciones del arco en el caso que se 
considera, es claro que los desplazamientos relativos horizonta
les de sus extremos, con relación al punió en que actúa la car
ga, no serán nulos ciertamente; pero se comprende desde luego 

393 . El momento máximo, correspondiente al punto medio 
del arco, supone la condición x = L; por tanto, su valor será 
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que la suma de dichos desplazamientos será igual á cero, puesto 

que cualquiera que sea la deformación total del arco, aquellos 

serán forzosamente iguales y de signo contrario. 

Podremos por tanto establecer como Condición característi

ca del caso que nos ocupa 

e + e' = 0 . 

396. Es evidente, por otra parte, que las reacciones horizon

tales serán, como siempre, iguales entre sí, y de sentido contra

rio, y que las reacciones verticales serán distintas, siendo la ma

yor la correspondiente al apoyo más próximo al punto de apli

cación de la carga. 

Siendo 2 Q la carga, dichas reacciones las representaremos 

por P, R, R' (fig. 152). 

397. Sea A t el segmento de la izquierda, A 2 el de la derecha, 

y av bt y av las coordenadas de sus centros de gravedad res

pecto de los ejes X 1 Y , , X a Y a . 

Las expresiones de e y e' serán las siguientes: 

e ' ^ f R ' S K t / J - P S ^ ) ] •. 

Ahora bien, tenemos 

5(^.1,,) = A, 4 

*(¥.»•)«= a A > , 
? ( y , « ) = = 2 A ^ f l 

por lo tanto; 

e = £ [ R A 1 f l 1 - 2 P A 1 ¿ 1 ] 

e' — z [R'A a at — 2 PA8¿>s] 

pero como, según establecimos antes, 
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2 P (A, bx -+- A 4 bt) == RA, a. + R' A 2 a 4 . 

331 

Representando por n la ordenada del centro de gravedad del 
segmento total A , -f- A 4 , es claro que 

A A + A A : = ( A , - f - A 2 ) n, 

por consiguiente, la condición anterior toma la forma 

2 P ( A , + A J T I ^ R A . Í I , 4 - R ' A a a 2 . 

398. El conocimiento de P exige el de las reacciones verti
cales; pero estas se calculan fácilmente tomando los momentos 

de 2Q, R y R', con relación á las verticales trazadas por los ex
tremos del arco. Así resulta 

R X 2 L = 2Q x /' 
R' X 2h= 2Q X /, 

de donde 
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2P (A, + A,) u = -2. (A, a, /' A , a 4 /), 

de donde 

P A . a . / ' H - A ^ / 
Q ~ 2 L (A, 4- A J t ) ' 

3 9 9 . Si se tratara, por ejemplo, de un arco parabólico, la re
lación que precede la calcularíamos del modo siguiente: 

La ecuación de la parábola referida á su vértice es 

, v 
Las fórmulas de transformación de coordenadas para el seg

mento A, por ejemplo, son, con relación á los ejes 0,X,, OjY,. 

x = h—yi 

!l = *, — L 

por lo tanto, tendremos; 

de donde 

,,, = 2 — — 5 

L 4 L a 

El momento A, t7 t tiene por expresión 

y entre los límites correspondientes al segmento de que se 
trata 

„ h h i 
^ ^ - L ^ i 

Sustituyendo tendremos 
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7 ni 

A, a, = I xtdxx {2 j - Xt — | j xA = 2 xt

94xt— 

0 

h | 2 / ! I /l 

o 
ó finalmente 

A 
h A 2 ,2 1 / 3 \ 

* , = T7 \T ~T x T) 
Del mismo modo encontraríamos, refiriendo el segmento A, á 
los ejes O^X,, O a Y a , 

Por otra parte 

j ( A 1 + A t ) i l = — *«L, 
H = /í ] 

5 
P 

Por lo tanto, sustituyendo en la expresión general de —pendre

mos 

h ... /' 2 , „ „ . x 1 / 3 -f-/'*\ / / ' (— (72-f- / " ) x 
V I 4 P L \ 3 V ' 4 L 

15 

ó finalmente 

Efectuando el cálculo resultará 
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400. Carga uniformemente repartida en proyec
ción horizontal.—Sea 2L la luz del á r e o s l a carga por unidad 
de proyección horizontal del mismo, y 2Q la carga total, (fig. 15 3). 

Fig. 151 

! I I I I 

2 tí 

1 i l I I 1 I i 
p p 

/.-' A 1 1 A i 

P P 

P30 \ 

* P' 
Li . 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ f _ 

Desde luego tenemos 

R = R ' = Q 

El momento de flexión en un punto cualquiera m será 

I\I KZ = Qx-px-^--Py; 

ó sustituyendo en lugar de p su valor en función de Q, 

KZ = Qx x -2 -x s 

2 L 
Observando que, por virtud de la simetría de las deforma

ciones de los semiarcos, el desplazamiento relativo horizontal 
de cada uno de los extremos es nulo, y recordando que la fór
mula general de dicho desplazamiento es 

. = ^ ( K j / - f - K y + K ' y ' + etc.); 
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si sustituimos en vez de K, K', etc. sus valores correspondientes 

deducidos de la expresión general del momento de flexión, ten

dremos 

de donde 

PS (¡,«) =QI(xy) - ¿ x | . ( t f y ) . 

Llamando A al semisegmento OMN; aK y b á las coordenadas 

de su centro de gravedad, podremos establecer: 

S (//) = 2A6 

?(xy) = Aa. 

La tercera suma puede escribirse del modo siguiente: 

± 4 S W = ^ [ « ( ^ ) ] 
y bajo esta forma se ve inmediatamente que representa la suma 

de los momentos de las ordenadas especiales -=- »/, fáciles de 
JL/ 

deducir; puesto que son las reducidas de y en la relación co-
x . 

rrespondiente — . 

Dichas ordenadas reducidas determinan una curva, tal como 

la STM; y es claro, que llamando A' al arco limitado por ella, el 

eje de abscisas y las ordenadas extremas, ya' á la abscisa de su 

centro de gravedad, tendremos 

s * [ ? ( • £ * ) ] 
Por otra parte 
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de donde resulta 

A' = -í- Aa. 

Por tanto, tendremos 

— X -p- S (x*ij) = — X~-Aaa\ 
2 L a L 

y sustituyendo en la fórmula general, resultará 

2?hb = AaQ — — x ^- Aaa; 
2 j . 

de donde 

P • i „ / i a"\ 

— XT( ,-T-XT> 
401. Supongamos que se trate de un arco parabólico. 

La ecuación de la parábola referida á los ejes trazados por 
un extremo del arco paralelamente á los ejes principales, sabe
mos que es: 

h h 

La ecuación de la curva STM se obtendrá, sustituyendo en 
esta última ecuación en vez de y su valor en función de yl siendo 

yt = y>de d o n d e y = — t»r 

Por tanto resultará 

La abscisa a' del centro de gravedad del semisegmento A', 
tiene por expresión 
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dx I d\\, 

o J o 

Efectuando la integración indicada en el numerador re

sultará 

dyt — I xdx Í 2 J-J x*—fr^3) xdx 

o 

I x*dx — ~ I xkdx = -~hU. L¿ LJ
 I 10 

o f y o 

El denominador representa el área A', y tendremos 

*L ^ 2 f . X < 1 ~~ r¡ x % 

A' = dx 

o 

dyy -= ^'(4X-

Por lo tanto 

— /2L1 

10 18 _ a — — --- — L. 
•±-hú 2 5 

. 12/ ' " 
TOMO \. 22 

xdx I dyi 

./ o 
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por consiguiente, sustituyendo en la expresión de --y los valo

res encontrados para a, b, a', resultará, 

_L _ L L 

5 ~ 2 x r 
Multiplicando miembro á miembro las ecuaciones 

1 L 

P=— X —Q 
2 /Z 

y = 2 - - x — — x\ 

resulta 

P„f = Q ¿ ^ l - / , 

y así se ve que la expresión general de M es constantemente 

nula, es decir, que para cualquier punto del arco el momento de 

flexión es nulo, estando por consecuencia sometido aquél úni

camente á esfuerzos de compresión, por cuyo motivo puede con

siderarse el arco en este caso como si fuese una cadena de puen

te colgante, rígida é invertida. 

La compresión en el vértice es evidentemente igual á P, y la 

reacción total en los apoyos será, como desde luego se deduce: 

T = / P * T Q \ 
ó bien 

Tenemos además, como sabemos, 
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402. Caso en que la carga está uniformemente re
partida sobre el arco.—Sea q la carga por unidad de arco; 
s una parte del mismo, contada desde uno de los apoyos; x, y las 
coordenadas del extremo de dicha parte; x' la distancia de este 
extremo á la vertical trazada por el punto medio del arco s, y 
Q = qS la carga que obra sobre el semiarco S. 

El momento de flexión en el punto x, y, será (figura 154): 

M — R.r — qsx' — Py. 

Ahora bien 

R = Q. 

por lo tanto 

M — KZ = Qx —Q-- x' — Py. 

Como el desplazamiento relativo horizontal es nulo, sustitu
yendo en la expresión general de e los valores de K deducidos 
de la fórmula que precede, tendremos: 

[ Q _ (xy) - Q - i - 1 (x'ífl ^ P í ( / ) ] = 0, 

de donde 

PS (y2) = Q [ . (xy) - - ( - | - x - j y) Xj. 

Aceptando las mismas notaciones que en el caso anterior 
tendremos también 

*(y>) = 2Ab 
_ (Xy) = Aa 

i[(;4»)4=AV' 
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La relación que antecede toma, por tanto, la siguiente forma: 

2PAÍ» = Q (Aa — A'a ' ) , 

de donde 

Q ~ 2 \ a " A X b ) 

Las ordenadas de la curva MNV son las reducidas de las del 

arco en la relación correspondiente x — 
S x 

La ecuación de dicha curva pudiera obtenerse sustituyendo 
en la correspondiente del arco, en vez de y su valor en función 
de y{ que es 

... S x 

pero s y x son evidentemente funciones de x, de suerte que se
ría necesario reemplazar sus valores generales en función de la 
variable independiente x. 

Llamando x" á la abscisa del arco — , es claro que 

siendo —- x — // las ordenadas especiales de la curva corres-
o JO 

pondiente al área A', según se indica en la figura. 
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El valor de s es 

s 
•2 

El de — es 2 

por tanto, para determinar el valor de x' en función de x sería 
necesario resolver la segunda de las últimas ecuaciones que aca
bamos de establecer. 

403. Por las dificultades de este cálculo y por lo complejo de 
la forma con que en general resulta el valor de s, el procedi
miento de cálculo analítico seguido en el caso anterior presenta 
en éste inconvenientes de importancia que lo hacen de difícil ó 
imposible aplicación. 

Por este motivo, para las necesidades de la práctica bastará 
determinar gráficamente los valores de s y de x' con lo cual, y 
determinando entonces los correspondientes de y{, será fácil fijar 
los puntos necesarios de la curva M N V, y calcular por conse
cuencia el área A' con los planímetros, y determinar por último 
el centro de gravedad del área A', bien por los medios que pro
porciona la Estática gráfica ó ya recortando dicha área en 
cartulina ó cartón de pasta homogénea y espesor uniforme y 
hallando el punto de encuentro de las verticales correspondien
tes á dos puntos de suspensión convenientemente, elegidos. 

T O R S I Ó N , 

404. -Preliminares.—Si consideramos un prisma empo
trado por uno de sus extremos y sometido por el otro á la 
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acción de un par exterior cuyo plano sea perpendicular al eje 
de aquél, el prisma se deformará, girando todas sus secciones 
rectas alrededor de dicho eje la cantidad necesaria para que 
las tensiones moleculares desarrolladas equilibren al par e x 
terior. 

Todas las fibras longitudinales del prisma adquieren una for
ma helizoidal; y es claro que admitiendo que las tensiones que 
aquellas desenvuelven sean proporcionales á las deformaciones 
que experimentan, resultará como consecuencia que dichas ten
siones serán asimismo directamente proporcionales á las dis
tancias de las fibras al eje de rotación. 

405. Claro es también que la suma de las tensiones des
arrolladas en la totalidad de una sección recta cualquiera del 
prisma proviene exclusivamente del desplazamiento relativo de 
sus moléculas, originado por la rotación elemental que le corres
ponde, respecto de sus secciones inmediatas. 

Ahora bien; para que se verifique dicha rotación elemental 
es necesario y suficiente que la sección se halle sometida á un 
par situado en su plano. Por lo tanto podremos decir, que una 
sección recta de un prisma experimenta una torsión elemental, 
cuando se encuentra solicitada por un par situado en el plano 
de dicha sección. 

Se comprende desde luego que la acción del par no será 
otra, como acabamos de decir, que determinar una rotación de 
aquella alrededor de uno de sus puntos, el cual será su centro 
de simetría ó de figura, cuando, como acontece de ordinario, sea 
regular la sección recta del prisma. 

406. En realidad la torsión no es más que un caso particu
lar de la acción cortante; pues así como en ésta los desplaza
mientos de las moléculas se deben á un movimiento de trasla
ción, común á todas ellas, en la torsión resultan del movimiento 
de rotación alrededor de un punto de la sección, y cuyo movi
miento se efectúa en su plano, como en el caso anterior. De aquí 
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que pueda decirse que la torsión no es más que una acción 
cortante circular. 

407. Ecuación de equilibrio en la torsión elemen
tal.—Sean (fig. 155) abcd, a'b'c'd', dos secciones inmediatas en 

la posición que toman por virtud de la rotación elemental a de 
una de ellas alrededor del centro o, y originada por el par P, — P, 
cuyo brazo de palanca es o. 

Sea omn un sector elemental cualquiera. Las tensiones des
arrolladas por cada uno de sus elementos son, como sabemos, 
proporcionales á sus respectivos desplazamientos; por tanto, lo 
serán también á sus distancias al centro de rotación o. 

Según esto, si para dar expresión más gráfica al razonamien
to, trazamos, perpendicularmente al plano de la sección y por 
cada elemento del sector, rectas de longitud proporcional á las 
tensiones t, f,, tr... t', t'v t'r... etc.; es claro que su conjunto ocu
pará el volumen de una pirámide, tal como la omn (fig. 150); y por 
consiguiente la suma de las tensiones desarrolladas por las mo
léculas de un sector elemental podremos representarla por el 
volumen de la pirámide indicada y que llamaremos v. 
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Como la resultante de tales tensiones pasa por el centro 
de g r a v e d a d 
de la pirámide, 
el brazo de pa
lanca x será la 
proyección so
bre el plano ab 
de la recta og, 
que une el vér
tice o con el 
centro de gra
vedad g de di

cha pirámide; y es claro que el momento de aquella resultante, 
que en realidad se halla en dicho plano, será vx. 

Otro sector cualquiera desarrollará una suma de tensiones 
cuya resultante v' tendrá por momento v x'\ y así pudiera de
cirse respecto de todos los demás. Las diversas resultantes si
tuadas todas en el plano de la sección se oponen á la rotación 
originada por el par exterior. Sus momentos son del mismo sig
no y por tanto de signo contrario al del par P, — P; por consi
guiente la condición de equilibrio será 

Po = \{yx). 

4 0 8 . Por consideraciones análogas á las que oportunamente 
se hicieron en otro lugar, pudiera demostrarse la posibilidad y 
el modo de expresar la suma _(yj) en función de la tensión K a 

de la fibra más lejana del centro de rotación; en cuyo caso 
aquella condición tomaría la forma 

P o = K 0 Z 0 , 

siendo Z 0 el módulo de torsión de la sección del prisma. 
El producto K 0 Z 0 recibe el nombre de momento de torsión; 

y la relación que precede constituye la fórmula de la resistencia 
del prisma á la torsión. 
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409. Relación entre el módulo de torsión y el de 

flexión.—Entre estos módulos existe una relación muy senci
lla y de gran utilidad que ahora demostraremos; es á saber: 

El módulo de torsión de una figura regular es igual al 
duplo de su menor módulo de flexión. 

En efecto: sea abcd (fig. 157) una figura regular cualquiera, 
un cuadrado por 
ejemplo, y consi
deremos las flexio
nes elementales al
rededor de los 
ejes rectangulares 
Y, Y'; y la torsión 
elemental alrede
dor del centro o. 

Sean t, t' las 
tensiones desarro
lladas en dichas 
flexiones por una 
fibra, y T la corres
pondiente á la torsión. 

Si d, d' y D son las distancias respectivas de la fibra que se 
considera á los ejes neutros y al centro o, podremos desde luego 
establecer la relación siguiente: 

d» 4 . dn = D 2 . 

Considerando que en la torsión y flexiones elementales, á 
que imaginamos sometida la sección propuesta, los ángulos des
critos alrededor de los ejes Y, Y' y del centro o, sean los mismos, 
es evidente que para toda fibra situada sobre uno cualquiera de 
los ejes neutros, la tensión que desarrolla será la misma para la 
flexión que para la torsión; y por tanto las tensiones t,t',T serán 
proporcionales á sus distancias á los ejes ó centros respec
tivos. 
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Por lo tanto podremos establecer 

f f T 

ó bien, teniendo en cuenta que una fracción no se altera cuando 

se multiplican sus dos términos por una misma cantidad, ten

dremos; 

dt d't' _ D T 

~d}~lñ~ D J ' 

de donde 

dt + d'V _ D T 

y finalmente 

¿fc + ¿ Y = DT. 

Verificándose esta relación para todas las fibras, resultará 

X(rfO-T*S(¿'<') = X(DT). 

Las sumas del primer miembro no representan otra cosa que 

los momentos de flexión de la sección considerada, respecto de 

los ejes Y, Y'. La tercera suma representa el momento de tor

sión de aquella. Considerando que la figura de que se trata es 

regular, es claro que 

= . ( ¿ Y j ^ K Z 

y como 

1 ( D T ) - = K 0 Z 0 

tendremos 

K 0 Z 0 = 2KZ. 

En esta fórmula K representa el coeficiente de resistencia á 

la flexión de la fibra más lejana de cualquiera de los ejes Y 

ó Y', y K 0 el coeficiente de resistencia á la torsión de la misma 

# 
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M Ó D U L O S D E T O R S I Ó N D E L O S P E R F I L E S Ó S E C C I O N E S U S U A L E S . 

410. Sección circular llena*—Hemos visto oportuna
mente que el módulo de flexión del círculo macizo era 

Z = = — TCr3 = — *tf» 
4 32 

y por tanto el módulo de torsión será 

Z„ sas 2Z = — « r3 = —r « d3. 
0 2 16 • , t 

No hay para qué decir que en la sección circular, el módulo 
de flexión es constante, cualquiera que sea el eje neutro á que 
se refiera. 

4J1. El valor de Z 0 puede obtenerse directamente como sigue. 

* 

fibra; pero como este último coeficiente debe referirse á la fibra 
más lejana del centro de rotación, para que Z 0 represente el mó
dulo de torsión, tal como lo hemos definido, es claro que basta
rá elegir aquellos ejes respecto de los cuales se verifique que 
K == K 0; y en el caso actual, se ve desde luego que son las dia
gonales del cuadrado. 

Por lo tanto, refiriendo el módulo de flexión al eje X, ten
dríamos 

2KZ = KZ 0 

de donde 

Z 0 = 2Z, 

como queríamos demostrar; puesto que Z, como puede fácilmen
te comprobarse, es el menor módulo de flexión de la sección 
cuadrada. 
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x = — r, 
4 

y como expresión del momento de la pirámide elemental 

1 
vx c K „ r 2 . 

Efectuando la suma de términos análogos para todos los sec
tores, resultará 

pero 

por lo tanto 

de donde 

K o Z o — v x — ̂ (vx) = —— K 0 r 2 2 ( c ) ; 
4 

$(*?)== 2 - r , 

K o z o = — ^ 3 K 0 ; 

7 1 3 1 -rt 

como habíamos establecido. 

412. Circulo hueco ó corona circular.—Llamando D 

• 

Sea v (fig. 158) el volumen de 

FíQ 15S * a P ' r ^ m ^ e c l u e representa la su
ma de las tensiones desarrolladas 
por un sector circular elemental; 
y x =• ogi la proyección, sobre el 
plano de la sección, de la recta og 
que une el vértice o con el centro 
de gravedad de dicha'pirámide. 

Tendremos 
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32 D ' 
por lo tanto, según la propiedad demostrada, el módulo corres
pondiente de torsión será 

1 D* — dk 

Z„ —- 71 — . 

• 16 D 0 -
413. En efecto; operando directamente y siguiendo un pro

cedimiento análogo al que empleamos en la flexión, tendremos 
V ) X 1 =-i-7TR3K 0 

vx = — r.r3k0 

de donde 

V X = : - ^ - 7 r ( R 3 K 0 - r 3 / y . 

Es evidente, por otra parte, que 

A-0 _ jr_ 
K0 R' 

por tanto 

K0Z0 = VX = A T C ( R 3 K o - - ^ | 

ó bien 

K Z 

R 
K o Z o = — " 5 K«> 

de donde 

_ J_ R* — r* * _ 1 D* — 
2 R 16 D 

según habíamos indicado. 

y d á los diámetros exterior é interior, sabemos que el módulo 
de flexión en este caso es 

i D 4 — áK 

Z = — 7 1 
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4 1 4 . Cuando el espesor e del cilindro hueco sea relativamen
te pequeño respecto del diámetro medio 8, puede obtenerse una 
fórmula aproximada de Z0, que conviene conocer por lo sencillo 
de su forma. 

Tenemos desde luego las siguientes relaciones: 

D + ¿ 2 8, D = 8-ft?, 
D — d =2c, í f = o — e, 

por lo tanto 

D " ~ d k - [( s + g ) a ] 3 - [ ( 8 - g ) T 
D 8 + e 

expresión que se reduce á 

D* — dw _ S(V + e*)Ze 

D 8 + e ' 

y despreciando los sumandos, é* en el numerador y e en el deno
minador, resultará 

D* — d* 
a 88s<>, D 

de donde 

0 2 

4 1 5 . Sección cuadrada llena. — Correspondiendo la 
menor resistencia de la sección cuadrada al caso en que se tome 
como eje neutro una de sus diagonales, es claro que su menor 
módulo de flexión corresponderá á la condición que acabamos 
de indicar. 

Determinemos, pues, el módulo de flexión respecto de una 
diagonal del cuadrado. 

Sea ABB'C — V (figura 159), el volumen dilatado, por ejem
plo, que mide la suma de las tensiones desarrolladas á uno de 
los lados de la diagonal ó eje neutro AC, y K la tensión de la 
fibra más lejana á dicho eje. 
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El brazo de palan- <-"' 
ca X es indudable
mente los — de Ogti siendo gt el centro de gravedad de la base 

4 

común OBB'; pero como Ogl = — OB, con muy poco error, 

atendiendo á la pequenez relativa de BB', tendremos 

X = — Bv/27 
4 

por consiguiente, 

VX = — \ / 7 B 3 K . 
24 

Tendremos por tanto 

Z K = - 2 V X = ^-r-B 3 K, 
6 y / 2 

de donde 

El volumen de que se trata se compone de la suma de las pi
rámides iguales que 



4 
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7 — Rt 
3 / 2 

que es el módulo de torsión de la sección cuadrada llena. 

Fig.160. 

D 

416. Exágono macizo*—La menor resistencia, y por lo 
tanto el menor módulo de 
flexión del exágono regu
lar, corresponde al eje neu
tro CD, que divide en dos 
partes iguales á dos lados 
opuestos. 

Calculemos dicho menor 
módulo. 

Sea B el lado del exá
gono , V el volumen que 

representa la suma de las tensiones desarrolladas á cualquiera 
de los lados del eje neutro y X su brazo de palanca, respecto 

del referido eje. 
Dicho volumen, se

gún se ve en la figura 
161, se compone de 
dos pirámides trunca
das, iguales y simétri
cas respecto del pla
no diametral perpen
dicular al eje neutro. 

Imaginemos una de 
las pirámides trunca
das, proyectada en el 

plano del exágono, como asimismo la pirámide total á que 
corresponde, figura 162, y rebatamos las bases de la primera 
sobre dicho plano, como indica dicha figura. 
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Tenemos desde luego 

ae = K, fb = ~K, 

353 

«o = B, bd 

o é ^ B / 3 , de: 

B, 

BvT 
2 

1 . 
2 

Representando 
por P el volumen 
de la pirámide to
tal proyectada en 
oac, por p el de la 
deficiente bdc, y 

por — V el de la 
2 

truncada aobdy 

tendremos 

p -4-^3 KB 2 , 

Los brazos de palanca de los dos primeros volúmenes son, 
con respecto al eje neutro oe: 

Gm = — og 
4 

3 2 i' 
— X — o a = — B, 
4 3 2 

x x 2 1 
G« = J-dg' = ^-x — db=—B, 

4 & 4 3 4 

por lo tanto, llamando X al brazo de palanca del volumen — V, 

resultará — VX = — ^ 3 KB S — V^KB 3 ; 
2 12 192 

TOMO I . 23 
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como nos proponíamos encontrar. 

4 1 7 . Observando que entre la apotema A y el lado B del 
exágono se verifica la relación 

A » - 4 - - i - B , = B * . 
4 

2 
de donde B = —— A 

•s 
y B 3 — — ^ A 3 ; 

3 V 3 
sustituyendo en la expresión de Z 0 , resultará la forma más sen
cilla posible del módulo de torsión, á saber: 

5 1 . 

ó bien — VX = - - V ^ K B 3 . 
2 64 0 

Como la pirámide truncada adyacente que completa el volu
men de que se trata, está respecto del eje neutro en igualdad de 
condiciones que la que hemos considerado, el brazo de palanca 
será el mismo para ambas y para su suma: y por tanto podre
mos establecer » 

VX=-i-l /rB ,K; 
32 

y finalmente KZ = 2VX = \ ~B3K, 

de donde Z — — V 3~B3; 

y por consiguiente el módulo de torsión será 
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418. Torsión de los prismas empotrados por u n 

extremo.—En general, la torsión de un prisma puede ser de 
dos clases: i . a Torsión simple ú ordinaria, y 2 . A Torsión com
puesta. En la primera la deformación total se debe exclusiva
mente á la torsión elemental que experimenta cada una de las 
secciones del prisma: en la segunda aquella deformación resulta 
de acciones simultáneas de torsión y de flexión. 

419. Torsión ordinaria.—Un prisma experimenta una 
torsión simple cuando se halla sometido por sus dos extremos á 
la acción de dos pares que se equilibran, y cuyos planos son per
pendiculares al eje del mismo. 

Cuando el prisma está empotrado por un extremo la suma 
de las reacciones que se desenvuelven en la sección de empo
tramiento se reduce á un par equivalente al par exterior, toma
do con signo contrario (fig. 163). 

Lo mismo puede decirse respecto de toda sección recta in-

Fig.m. P 

* R 
KJx--* 

Ir"* 

F 

termedia; porque es claro que imaginando cortado el prisma por 
el plano de aquélla, el equilibrio exige que la suma de las ten
siones desarrolladas constituyan un sistema equivalente al siste
ma de fuerzas exteriores tomadas con signos contrarios, y como 
este es un par, aquella suma constituirá necesariamente otro par 
de sentido contrario al par exterior, siendo iguales los momen
tos de ambos; es decir que tendremos Po = Rx. 
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De aquí resulta, que en la torsión simple ú ordinaria el mo
mento de torsión es constante para todas las secciones del pris
ma intermedias á los planos de los pares exteriores; por lo que, 
y representando por Po el momento del par exterior, la ecuación 
general de equilibrio, en el caso de que se trata, será: 

4 2 0 . Supongamos que el prisma esté solicitado por varios 
pares exteriores del mismo sentido (fig. 164), cuyos momentos 
sean Po, Q o ' , So ' ' , etc.; y situados á las distancias o, /, / -f- /', etc., 
del extremo libre. 

Para toda sección comprendida entre a y b, el momento de 
torsión será Pá, pero ya en la sección b en que actúa el par 
Q, — Q, y lo mismo en las siguientes, comprendidas entre b y c, 
dicho momento será igual al momento del par resultante de com
poner los pares anteriores P, — P y Q, — Q; y cuyo momento 
será de la forma (P -+- Q)(/. 

De manera que en general, el momento de torsión en una 
sección cualquiera, cuando actúan sobre el prisma varios pares 
exteriores del mismo sentido, se obtendrá hallando el momento 
del par resultante de todos los pares exteriores comprendidos 
entre dicha sección y el extremo libre. 

La fórmula del caso anterior puede por tanto hacerse exten
siva al caso actual, con la condición de considerar que Po repre
senta el momento del par resultante á que nos hemos referido. 
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421. Pudiera finalmente suceder que sobre el prisma actuara 
un esfuerzo total de torsión Po, uniformemente repartido en 
toda su longitud. Siendo entonces el esfuerzo de torsión por 

o 

unidad igual á P^~> e s claro que para una sección distante la 

cantidad / del extremo libre, el momento de torsión sería-

P o — ; y por tanto la ecuación de equilibrio correspondiente será 

K0Z0 = Fo-L. 

Este momento alcanza su valor máximo por la condición 
/ = L; de donde resulta que la sección de empotramiento es la 
sección peligrosa; y á ella hay que referirse en el cálculo de las 
dimensiones del prisma cuando haya de ser de sección constante. 

422. La determinación de las formas de igual resistencia, no 
ofrece tanta utilidad como en la flexión; pero por lo demás su 
estudio se haría sin dificultad alguna de una manera análoga á 
como se hizo cuando se trató esta cuestión en otro lugar. 

423. Torsión compuesta.—Un prisma empotrado por 
un extremo experimenta una torsión compuesta, cuando se 
halla sometido por su extremo libre á la acción de una sola 
fuerza ó de una resultante de varias de ellas, dirigida de cual
quier modo en el plano perpendicular al eje del prisma; pero 
con la condición de que no pase por dicho eje. 

424 . Sea P (fig. 165), la fuerza situada en el plano de la sec
ción extrema y libre del prisma. Introduciendo en el centro de 
gravedad de dicha sección dos fuerzas directamente opuestas, 
iguales y paralelas á la fuerza P, se ve que el prisma resulta so
metido á un par de torsión cuyo momento es Po y á un esfuerzo 
de flexión P, y es claro que trasladando dicho par paralelamente 
á sí mismo al plano de una sección cualquiera, ésta resulta so-
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metida á la acción del referido par; teniendo por tanto que r e 
sistir no sólo á su momento de torsión sino al de flexión P / y á 
la acción cortante P originada por la flexión. El esfuerzo cortan
te puede despreciarse sin inconveniente por su escasa impor
tancia, y considerar, por lo tanto, que dicha sección se halla sola
mente sometida á los momentos indicados. 

Fi3.165, 

425. Supongamos ahora que sea ab (fig. 166) la deformación 
longitudinal, producida por la flexión en la fibra más lejana del 
centro de la sección que se considera, y que be sea la deforma
ción trasversal de dicha fibra, engendrada por la torsión. La 
resultante de tales deformaciones simultáneas será ac, y es 
claro que admitiendo que las dos primeras son perpendicula

res entre sí, tendremos la relación 

ac = ab -f- be'. 

Siendo las tensiones proporciona
les á las deformaciones, llamando k á 
la tensión originada por la flexión y 

k\ á la producida por la torsión, y representando por K la tensión 
resultante, tendremos asimismo 

K« = Á-a + k0K 
Si además consideramos las relaciones 

Zk =Pl, 
zükü = n, 
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de las cuales se deduce 

k z 

A-, o 

resultará 

pero como según hemos demostrado, 

Z - — Z 

2

 ¿ 

resultará por último 

KZ 0 = P v / 4 / - - r - ¿ S 

que es la ecuación general de equilibrio, correspondiente al caso 

que acabamos de considerar. 

4 2 6 . Esta expresión general del momento de torsión de

muestra que, correspondiendo su valor máximo á la condición 

/ sss L, la sección peligrosa es la de empotramiento, la cual se 

calculará por la relación 

427. Cuando el prisma se encuentra apoyado por sus extre

mos y la torsión compuesta se ejerce á las distancias / y V de 

ellos, la sección peligrosa es entonces aquella en que obra el par 

de torsión, y es claro que para calcularla bastará considerar 

(figura 169), que debe resistir al momento de torsión Po y al mo

mento máximo de flexión P ——, por lo cual, y procediendo como 

antes, resultará la siguiente ecuación de equilibrio: 

K Z 0 = P v / 4 L ' - r o\ 
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de la cual se deduce 

D* — d" 32 P/ 
= — X 

D « K ' 

ó con la aproximación que se considera suficiente 

32 P/ 
D 3 - a 3 = ^ - x — , 

de donde 

K 

M E D I D A D E L A S D E F O R M A C I O N E S . 

4 3 0 . La deformación total de un prisma, empotrado por un 
extremo y sometido á esfuerzos de torsión, se aprecia por el án
gulo que describe un radio cualquiera de la sección del extremo 
libre. 

4 2 8 . Conviene notar que el coeficiente K que entra en las 
fórmulas que preceden, ha de referirse á la mayor de las defor
maciones que experimenta el prisma; pero no hay inconveniente 
en admitir que K representa siempre el coeficiente de resisten
cia á la torsión. 

4 2 9 . El cálculo de los árboles que han de resistir á la torsión 
compuesta suele hacerse del modo siguiente. Una vez determi
nado el diámetro d, de la sección capaz de resistir á la torsión 
simple, se procede á calcular el diámetro exterior del estuche 
cilindrico que hay que aumentar para que resulte el árbol con 
la magnitud conveniente, bajo la condición de que por sí sólo 
pueda dicho estuche resistir el esfuerzo de flexión. Dicho diá
metro exterior D se calculará mediante la relación conocida 
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G Z 0 ' 

y sustituyendo en la segunda resultará 

Z„Gr ' 

ó en función del diámetro de la sección, si fuera circular 

431. Definiciones»—Se da el nombre de ángulo de torsión 
al ángulo que mide la rotación efectuada por la sección recta del 
prisma, situada á la unidad de distancia de la sección de empo
tramiento. Se denomina desplazamiento angular el arco descrito 
por un punto de aquella sección y situado asimismo á la unidad 
de distancia del eje del prisma. Finalmente, se llama ángulo to
tal de torsión el ángulo que mide la rotación efectuada por la sec
ción del extremo libre respecto de la de empotramiento, y des
plazamiento angular total de un punto invariablemente unido al 
prisma, el arco descrito por dicho punto. 

432. Consideremos primero la sección situada á la unidad de 
distancia del extremo empotrado. 

Como la experimentación demuestra que, dentro de los lími
tes de las deformaciones elásticas, la tensión K 0 , desarrollada por 
una de las fibras más lejanas al eje del prisma, es proporcional: 

i.° Al arco a, descrito por dicha fibra. 
2. 0 A un cierto coeficiente G de elasticidad trasversal, podre

mos establecer que 

i r r P o > 

Si A es el desplazamiento angular, tendremos 
_A_ _i_ 

a r 
De la primera de estas relaciones se deduce 

Po 
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433. Observando que el desplazamiento angular de un pun

to es directamente proporcional á sus distancias á la sección de 

empotramiento y al eje del prisma, la expresión de dicho despla

zamiento, para un punto situado á la distancia / del eje, y á la L 

del extremo empotrado, será 

A' P a L / 

Z„Gr 

y es claro que el desplazamiento angular que corresponde al ex

tremo del brazo de palanca o de la fuerza exterior P será 

P o 2 L 
A' = 

434 . Llamando a al valor en grados del ángulo de torsión 

tendremos 

A = 2 * 
360 ' 

de donde 
360 A 360 P8 

a = - — x — = X Z „ G ¿ 

Por último, el ángulo total de torsión de un prisma de longi

tud L será 

360 P o L 
. « = - — X Z„Gá 

4 3 5 En todas las relaciones que acabamos de establecer, r 

representa la distancia al eje del prisma de las fibras más fatigadas 

de la sección que se considera, y d el duplo de dicha distancia. 

436. Numerosos experimentos han demostrado que el valor 

del coeficiente G, de elasticidad trasversal, es por término me-

2 
dio igual á los — del coeficiente E de elasticidad longitudinal 

que oportunamente hemos definido. 

Los valores de G para algunos materiales de uso frecuente 
son los que siguen: 
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Madera 4 X 10* 
Fundición 4 X i o 5 

Hierro 8 X 1o5 

Acero ordinario 8 X I O 5 

Acero templado 12 X i o s 

R E S I S T E N C I A V I V A D E L O S P R I S M A S S O M E T I D O S Á A C C I O N E S 

D I N Á M I C A S D E T O R S I Ó N . 

437. La resistencia viva, desarrollada por un prisma empo
trado por un extremo y sometido por el otro á la acción dinámi
ca de un esfuerzo de torsión, se determina por las consideracio
nes siguientes. 

Hemos visto que el valor del arco A que un punto describe 
cuando se halla situado á la distancia L del plano de empotra
miento y á una distancia 8 del eje del prisma, tiene por ex
presión: 

pero como tenemos 

sustituyendo resultará 

A = 

K, 

A — 

2Po2L 

Po 
~ Z ' 

2K „ÍL 
Gd 

Ahora bien; como dentro de los límites de las deformaciones 
elásticas, los desplazamientos angulares son proporcionales á las 
cargas, el trabajo desarrollado por una fuerza de torsión aplica
da al punto que consideramos y que crezca progresivamente de 
0 á P, produciendo el desplazamiento angular total A, será 

M A T E R I A L E S Valores de G. 
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y reemplazando el valor de A, antes establecido 

T _ P 8 K Q L - Z

 K ° \ L 

'"- Gd G d 

Si la sección fuera cuadrada tendríamos: 

T — L v £ 
V m ~ 6 G ' 

y si fuese circular 

4
 V G ' 

representando V el volumen del prisma. 

Si ahora comparásemos los trabajos moleculares que, bajo 

igualdad de tensión máxima, desarrolla un prisma por torsión y 

por flexión, veríamos que el correspondiente á la torsión es 15 
veces mayor que á la flexión. 

TORSIÓN DE LOS PRISMAS EMPOTRADOS POR SUS EXTREMOS. 

438. Si un prisma empotrado por sus extremos recibe la 
acción de un par de torsión, cuyo brazo de palanca sea o, obran

do en una sección cualquiera, el efecto del par consistirá sin 

duda en hacer girar dicha sección una cierta cantidad angular 

alrededor del eje del prisma; resultando de aquí que en realidad 

puede considerarse éste dividido en dos partes, / y /'; y a la s cua

les corresponde el mismo ángulo total de torsión. 

439. Por otra parte, sabemos que el momento de torsión de 

un prisma es proporcional al ángulo total de torsión del mismo, 

y por consecuencia, á igualdad de condiciones, inversamente 

proporcional á su longitud. De modo que si representamos (figu

ra 167), por X é Y los momentos de torsión correspondientes á 

las porciones / y /' del prisma, podremos establecer 

X / = Y/ ' ; 

y como además es evidente que la suma de dichos momentos es 
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igual al momento del par exterior, tendremos también la relación 

X -f Y = Pá, 

de donde se deduce X = Po, 

• Y « . JL r% 

Si / <C / ', resultará X > Y, lo que nos dice que la parte me
nor es la que resiste á un momento mayor de torsión, constitu-

p Fig. 167 

yendo por tanto la parte que pudiéramos llamar peligrosa; y es 
claro que para que el prisma total se considere bastante resis
tente será necesario y suficiente que lo sea la parte menor. 

La sección del prisma se calculará por lo tanto, por medio 
de la ecuación 

«A 
440 En el caso particular de que el par exterior obrase en 

el punto medio del prisma, resultará 

X = Y = — PS; 
2 

y entonces la condición de resistencia toma la forma 
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Fig. 168. 

í 
í 
i. 

t x +, 

i 

Considerando una sección á la distancia x del extremo más 
próximo (fig. 168), es claro que el momento de torsión X 0 que 
le corresponde será la diferencia de los momentos de signos 
contrarios que la solicitan, á saber; el momento X en el extremo 
y el que determina el esfuerzo de torsión uniformemente repar-

x 
tido en la longitud x, es decir Po; por lo tanto tendremos 

X, 
x _ / i 

Como esta cantidad variable alcanza su valor máximo por la 
condición 

X = 0 

y se anula cuando 

resulta que la sección mediana no experimenta torsión alguna' 

x = — L , 
2 

4 4 1 . Si el esfuerzo total de torsión P6 estuviese uniforme
mente repartido en toda la longitud del prisma, el momento de 
torsión sería el mismo en las dos secciones de empotramiento, 
por virtud de la simetría del sistema; y por tanto su valor sería 
igual á la mitad del momento exterior. 
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K 0 Z 0 

4 4 2 . Finalmente, si el prisma estuviese apoyado por sus ex
tremos, pero fijados estos de manera que no pudiera girar al
rededor de su eje, y dicho prisma se hallara sometido á la acción 

ry. j / ? Q ^e u n a f u e r z a 

P riCf.lOj. exterior P, si-
/ T / ' > tuada al extre -

mo de un brazo 
de palanca 8, 
entonces aquél 
habría de resis
tir al par de 

torsión Po (fig. 169) y al de flexión correspondiente á la fuerza P. 
De la condición de resistencia á la torsión que es, según he

mos visto 

r po, 

y de la correspondiente á la flexión, que es, como se sabe, 

K , Z = 1 - P , 

resulta 

Po/ ' 

P / / 
Z L ' 

Estas tensiones pueden considerarse perpendiculares entre 
sí; por consiguiente, llamando K á la tensión resultante de las 
tensiones máximas, originadas simultáneamente por la torsión y 

mientras que las de empotramiento son las más fatigadas; por lo 
cual el prisma habrá de calcularse por la condición de resistencia 
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la expresión anterior toma la forma siguiente: 

K = ^ - v ^ + í 7 r 

y por tanto, la condición de resistencia por la cual se calcularía 
la sección del prisma, será 

pr 
K Z O = L ~ V / 8 s - f - 4 / i . 

444. Si la sección tuviera la forma de cualquiera de los polí
gonos regulares que de ordinario se emplean, la fórmula corres
pondiente se obtendría sustituyendo en la ecuación (a) los valo
res particulares de Z 0 y Z, los cuales nos son ya conocidos para 
los casos de más frecuente aplicación. 

por la flexión, claro es que la tensión máxima unitaria, desarro
llada en el prisma, será 

K = v/K, 1 -f- KV\ 
ó bien 

P/ ' 4 / " * * ! Y 
K = r V z ; + p (,,)-

443. Si la sección fuera circular, en cuyo caso 
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