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P R Ó L O G O 

Esta SKGÜÍÍDA PASTE es la más intrincada (no la más difícil) 
<ie la Aritmética, y en ella acaso es más necesaria aún que 
en la PBIUEBA. la fijeza en los principios, así como la sanidad 
de criterio para la recta interpretación de loa resultados. 

La confusión causada por el impropio uso de la llamada 
'Unidad concreta» apenas es concebible por quienes no hayan 
mirado como profesión la enseñanza, ó no bayan tenido que 
Habérselas con las rutinas, hasta de maestros muy eruditos. 
El enjambre de inadecuadas expresiones, de conceptos fala
ces y de nociones mal definidas que se encuentra en los li
bros (1), y que sin criterio fijo prohijan muchos y buenos pro-

(1) Leo ea ana obra muy estimable, donde, por lo mismo, es m&s de 
extrañar la inexactitud: 
_ Para redtwir á pesetas el coate de 24 varas de paño á 83 realen una, te mul

tiplican los reales por las varas y w parten por los reales que tiene la peseta. 
Pero ¿cómo se multiplican reales por yaras? ¿Qué quiere decir repetir 

83 reales 24 varas de veces? ¿qué sentido tiene partir varas por recdeá? 
Otro texto del jnismo libro: 
La raSz cuadrada de 2 (JJ) aproximada hasta las diezmiUonésimas es 

14142135. 
Pero si el 2 carece de v̂ ~ ¿cómo la tiene aproximada? ¿cómo nd ver que 

I,4l421d& ea la raíz exacta de l,999m>9823582'¿5, y no la raie aproximada 
«í2? 
^ Ciertamente que el número fraccionario 1,4142135 distaría poco de ^i 

*i 2 tuviese raíz: podrá, por H3U>, en la práctica, considerarse al 1,4142Í86 
como un n&mero que, multiplicado por sí mismo, da casi el 2 (por dar un 
número que casi, es 2; pero el rigor matemático no puede consentir el que 
M diga que /Tea 1,4142... ni aproximada ni exactamente, porque no Hay 
número ninguno que multiplicado por sí mismo dá 2.' 

Y no vale deoir, para exculpar al autor, que sos expresiones deben eu-
tend«rse oomo sinMdoqaes de las verdaderas, á semejanza de cuando d«-
ómos tt» vaso de agua, sabiendo que'el vaso no está neoho de Agua... No; 
á. antor dio* oa otra parte: cmultlplioar por 4 es tomar ana cosa meáAa 
v«t. (M!) ' . , 
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fesores, alarma á los que miramos las matemáticas, más que 
como una de las conquistas prodigiosas de la humanidad, 
como el medio por excelencia para infundir en las generacio
nes la aptitud intelectual que espontáneamente aparta de las 
falacias del error dialéctico á los entendimientos sanos. 

La imaginación, facultad de prodigios, que en las regiones 
del espíritu ve las cosas antes de que aparezcan en la reali
dad, es sin duda la creadora de todos los progresos; pero sólo 
cuando va guiada por una inteligencia clara y po(ierosa. Y 
nada como la disciplina matemática para escuela de dialéc
tica (1). 

He dicho esto de modo tan absoluto, que debo fijar con la 
mayor precisión los límites de estas aseveraciones. 

Existe una preocupación arraigadísima en muchas perso
nas notables: «no hay cosa (dicen) que más desarrolle la inte
ligencia que las matemáticas»: ¡craso error! 

Lejos de ser favorables á un desarrollo completo, extenso 
y enérgico de la inteligencia, retienen al que á ellas se entre
ga KXCLUsivAMENTE, en uu círculo reducidísimo 'de razona
mientos. Nótese que digo «exclusivamente». El matemático 
exclusivo no dirige su atención sino á consideraciones de nú
mero, extensión y cantidad, y nunca ejercita las potencia^ más 
necesarias en la práctica de lá vida, tales como la observa
ción, la comparación, Ja generalización, el análisis, la induc
ción.. Saben mucho cálculo, y desdeñan hasta el saber hablar 
y escribir. ¡Qué mal redactan algunas obras que tratan de co
sas admirables! ¡Con qué sinrazón menospreciad las artes! 
¡Y hasta las ciencias naturales!!! ¡A cuan pocos matemáticos 
es dado el divino don del inventar!!! 

«Hada es menos aplicable á la vida que un raciocinio ma
temático», dice Mad. de Stael. 

Í)ialéoticas puramente las verdades matemáticas, y NO 
CBíTiCAs, simples, universales é invariables, con una preci
sión de lenguaje pasmosa, sus demostraciones no dan apenas 
lugar á esos sofismas contra los cnales tiene el sabio que ar-

(1) Esta latroducdóa (como toda la obra), no va dirigida & qoien no 
tenga alguna idea de los qaebrados en general. Hoy casi todos la tienen 
por lo e îtendido del sistema métrico-decimal; pero qnien no estaviese 
uoQvenientemente preparado pnede volver á leer este prólogo terminado 
este primer Libro. 
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marse de todos sus conocimientos, escoger, comparar, pesar 
probabilidades, responder á objeciones, abrirse sendas y ca
minos nuevos, ser, en fin, ingeniero y obrero á la vez con men
te aguda y miembros robustos. Bernhardi,'Weiler, Klump, 
Wolf, Basedow, Niemeyer,^ Descartes, Pascal, Destutt-Traoy, 
Dupanloup, Berkeley, Warburton, Walpole, Gibbon, Dugald 
Stewart, y otros muchos citados en la REVISTA de Edimbur
go, número CXXVI, se han declarado contra la supuesta cul
tura intelectual debida exclusivamente á las matemáticas. Las 
matemáticas, sin embargo, hacen un bien inmenso. Hacen que 
el ser intelectual no se contente con las apariencias dialécti
cas de la verdad,'sino con la verdad dialéctica misma; y, en 
este sentido, nada hay que iguale á la disciplina de las mate
máticas: ¡nada! ¡absolutamente nada! Pero esto no tiene que 
ver con el fondo de la cuestión: la cultura y desarrollo de la 
inteligencia. 

Si no son posibles en la dialéctica matemática los errores 
que se deslizan en otras ciencias, esa misma precisión dialéc
tica la ha hecho caer en EBBOBES CBITICOS tan formidables que 
conducen en línea recta á absurdos evidentes. Y, sin embar
go, ¡oh ceguedad hacia el método! esos absurdos son devora
dos sin examen por la mayor^parte de los matemáticos ó con 
ana sangre fría y un casi placer que pasnia y descorazona. 
¡Ah! Huyamos de los hombres que sólo saben sacar científi
camente consecuencias, y que, ciegos, creyentes, no aquila
tan jamás la solidez de los principios de la ciencia que han 
abrazado.—«La sama está buena; luego los sumandos son ver
daderos.» No: pueden ser falsos los sumandos y la suma estar 
bien hecha: tendremos entonces una verdad <iíaléctioa, pero 
íao una verdad Wítica: para que ana operación sea admisible, 
es preciso que los sumandos sean críticamente exactos y que 
ao haya equivocación en la operación dialéctica del sumar. 

Las matemáticas son, por tantoj la más acabada gimna
sia de dialéctica; pero nanea escuela de las realidades de 1» 
vida. 

Porqae ¿dónde existen 6 pueden existir los objetos de la 
geometría? ¿dónde hay superficies sin profundidad, líneas sin 
latitud, pantos sin dimensiones? ¿Dónde existirá jamás una 
«sfara ideal?..'. 

Los hombres de las matemitioas no trabajan oon cosa» 
«wo iti. 3 
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reales, sino con entidades del entendimiento; y, por tanto, el 
estudio exclusivo de la ciencia del cálculo, no es el más apro-
pósito para el desarrollo íntegro de las facultades intelec
tuales. 

Por otra parte, la índole misma de los módulos de medir 
acostumbra á los matemáticos á concesiones reñidas con el 
rigor científico. Por la falibilidad de nuestro» sentidos y la 
imperfección de nuestros pesos y medidas (balanzas, metros, 
instrumentos de reflexión..., etc.), sabemos que en toda mag
nitud queda siempre mal medida una porción imperceptible 
(ya en más, ya en menos); de modo que los números expresi
vos de nuestras medicioues nunca resultan exactos, por más 
que así se estimen. 

Cuando una longitud nos aparece de B centímetros, tene
mos perfecta seguridad de que el largo en cuestión estará en
tre 4,9 y 5,1; ó bien entre 4,99 y 5,01;... ó bien entre 4,9999 
y 6,0001;... conforme al esmero y minuciosidad de la opera-
ción y á la precisión y finura de los aparatos de medir. 

En la Aritmética modular hay que llevar á esa práctica 
todos los principios de la Aritmética pura, y, además, tener 
en cuenta las modificaciones que en los principio^ introducen 
las propiedades geométricas, físicas y mecánicas... de los 
módulos. 

En la Aritmética pura los números no son susceptibles 
más que de las dos operaciones fundamentales; á saber: 

Las de SUMAB y BBSTAB, esto «s, las de agregarlos y dis-
gregatrlos (1). 

Estas dos operaciones pueden abreviarse en las de HULTI-
PLicAR y PABTiB, y las KÜLTIPLICAOIONB6 j DiTisioKBs pueden 
presentar los importantes casos especiales llamados INVOLU
CIÓN" y EVOLUCIÓN. 

De modo que la clasificación de loa diferentes modos de 
operar con los números puros es (Libro I, Parte I , Leo. III) 

(1) Como la composición por suma de los números paros empieza por 
la anidad pTura, elaio eaque en la disgregación por resta, en llegando al 
uno termina la operación dé disgregar. 
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Operaciones 
fiíntlaiaen tales. Abreviaciones. Graduaciones. 

Suma. 
Resta . 

Multiplicación. 
Divis ión. 

Involución. 
Evolución. 

En Aritmética modular pueden hacerse también todas 
estas operaciones 

Runa. Resta. 

5 varas. 
-»- 6 varas, 
-t- 20 varas. 

breviadamente 

81 varas. 
— 20 varas. 

5 varas. 
-»- 6 varas, 
-t- 20 varas. 

breviadamente 

= 11 varas. 
= 31 varas. 

breviadamente 

= 11 varas. 
= 31 varas. 

breviadamente 

Restas euceaivas 
de 

sumandos Iguales. 

15 varas. 
— 5 varas. 

Suma SP 8nmnn<1o8 
1|(U li-8. A breviadamente 

Restas euceaivas 
de 

sumandos Iguales. 

15 varas. 
— 5 varas. 

Abreviadamente. 

5 varas. 5 
3 

15 

varas, 
núm.puro , 

varas. 

Restas euceaivas 
de 

sumandos Iguales. 

15 varas. 
— 5 varas. 

15 varas 5varas 
•+• 5 vni-BS. X 

5 
3 

15 

varas, 
núm.puro , 

varas. 

Restas euceaivas 
de 

sumandos Iguales. 

15 varas. 
— 5 varas. 

15 varas 

o 
-t- 5 vnias. 

5 
3 

15 

varas, 
núm.puro , 

varas. =: 10 varas. 
— 5 varas. 

— tj 

^ ^ 

5 
3 

15 

varas, 
núm.puro , 

varas. =: 10 varas. 
— 5 varas. 

8 

=: 10 varas. 
— 5 varas. 

8 

= 5 varas. 
— 5 varas. 

8 

= cero varas. 

Potenciu. 

8 

Bait. 

5 varas. 
X 5 número paro. 

8 

125 
• • • 

varas 5 n ú m . puro. 5 varas. 
X 5 número paro. 

8 

125 
• • • 

varas 

= 26 varas. 5 núm.puro. 

8 

125 
• • • 

varas 

= 26 varas. 5 núm.puro. 
= 25 varas. 
X 6 número ptirp. 

8 

125 
• • • 

25 varas = 6 va 

• 

= 5 varas. 

= 125 varas = 5* vara 8 

125 
• • • 

25 varas = 6 va ras. , 

Además pueden hacerse en Aritmética modular 
Operaciones con números fraccionarios, y 
Operaciones con números aproximados ¿ ciertos limites. 
Nada más frecuente que las operaciones con número» 

fraocionarioa en la Aritmética modular. 
Píira medir una cosa continua, siempre los pueblos ade

lantados han escogide otra conocida de su misma especie: ^ 
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codo, el pie, el paso, la braza,... módulos destinados á com-
patar longitudes; el día para determinar espacios de tiem
po;... el siclo, el óbolo, la peseta, para determinar valores,... 
etcétera. 

Pero tales módulos se encontraron muy pronto inadecua
dos para medir cantidades menores que ellos: ¿cómo los es
tatuarios griegos iban á medir por pasos ó por codos las fac
ciones humanas, ojos, boca, nariz, orejas? ¿Quién puede me
dir por días los latidos del corazón?... 

O se buscaban otros módulos nuevos muy pequefios, ó se 
dividían en partes iguales los grandes anteriormente escogi
dos. De estos dos recursos, el segundo, naturalmente, obtuvo 
la preferencia, por ser mucho más fácil familiarizarse con 
unos pocos módulos y sus partes, que no con machos, y ser 
de conveniencia evidente tener relacionados los módulos me
nores con los mayores. Así, la vara estaba dividida en 2 
medias varas, ó en 3 tercias, ó en 4 cuartas, ó bien en 3 pies; 
cada pie ó cada tercia en 12 pulgadas y cada cuarta en 9; cada 
pulgada en 12 líneas;... el día se dividió en 24 horas, labora 
en 60 minutos, el minuto en 60 segundos;... el quintal en 4 
arrobas, la arroba en 25 libras, la libra en 2 medias libras, ó 
en 4 cuarterones, ó bien en 16 onzas;... el duro en 2 medios 
duros ó en 5 pesetas, la peseta en '2 medias pesetas ó en 4 
reales, el real en 2 medios reales, ó en 4 cuartillo^ de real, ó 
bien en 34 maravedises, etc., etc. 

Pero ¡cuan lento es el progreso! 
Llegar á tener módulos y snbmódnlos admisibles ha sido 

obra de siglos. Y ¡cuánto no tardó todavía el desarrollo del 
sistema gráfico que indicase convenientemente si medíamos 
eon. un módulo ó con alguna de sus partes! Al cabo se inven
tó un modo claro y sencillo de representar las magnitudes 
peqneflas relacionadas con las grandes adoptadas general
mente para medir. 

El número de partes en que se oonsidarabá dividido un 
módulo se escribió bajo una rayita korÍKontal; ' 

. í > « f M f Mo; • 

y sobre la rayita horisso&tal se anotó el número de veces que 
la cosa medida contenía al snbmódolo. 
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Áal la magnitud de media onza de oro se escribió ~r- onza 

la de tres cuartos de real se indicó —- de real 

la de 7 onzas -— (delibra) 
80 

la de 30 céntimos de peseta — etc. 
'^ loo 

Llamóse denominador al número escrito bajo la raya; nu
merador al anotado encima, y quebrado ó fracción á la ex
presión en conjunto. 

Al cabo 36 observó que los módulos y snbmódulos conve
nidos no bastaban para todas las necesidades de la práctica. 
Por ejemplo, entre miles; para obtener el buen bronce esta
tuario había que saber dividir la libra en 100 partes, y co
nocer así las proporciones convenientes de la aleación. La 
notación de los quebrados se generalizó con esta clase de 
cuestiones; y las proporciones de la fundición de que se trata 
encontraron expresión adecuada como sigue: 

I 

Cobre 91 - ~ 
10 

^""^ ^ 1 ¿ ? 
Estaño 1 — 

10 
Plomo 1 — 

100 

Al fin se rió la conveniencia de que las fracciones tuvie
sen todas denominadores iguales, ó bien denominadores que 
fácilmente pudieran hacerse iguales unos á otros. De aquí la 
invención dé, los quebrados decimales, en que el respectivo 
módulo se halla siempre snbdividido en diez partee, ó en 100, 
<S en 1000, ó en una potencia conveniente del 10. Oomo ê n tal 
suposición los denominadores son iguales, éstos se suprimen. 
Y, así, la aleación anterior resulta expresada como úgue: 

Cobre 91*40 / ^ v!«„ -„ ^ , Í . „ J A^ «„„ / Cobre 91-4 
Zinc. 6-68l^^"^»lTí^*^tf"^": ZiBO. 6-63 
Estaño... . . . . t-70¡ L T i L l ^ f * Estaño K 
Plomo 1-37 ( «•*a*«"»<«eí ( piomo 1-87 

Con loB quebrados pueden, pues, haoene toáas las opera* 
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clones de sumar y de restar, de multiplicar y dividir, así 
como las de involución y evolución. 

1 H 
2 4 
1 

4- 2 4 
1 

-1 
2 4 
1 

•+• 

2 4 

— 2 

Pero esto requiere explicaciones detalladas, que más ade
lante encontrarán sitio oportuno. 

A la Aritmética pura no incumbe el efectuar estas opera
ciones fraccionarias, por ser indivisible el UNO, principio y 
base de la escala de la pluralidad. 

(Véanse Lecciones I y 11 del Lib. I de la Primera parte.) 
Tampoco á la Aritmética pura incumbe el efectuar las 

operaciones de aproximación, que, si nunca dan los números * 
que se buscan, por imposibilidad intrínseca, producen otros 
tan inmediatos que casi con los pedidos se confunden. 

De esto se tratará en el Librq de los INCONHBNBUBABLES. 

Si alguien pensase que la Aritmética modular era supe
rior á la Aritmética pura por serle dado efectuar cierta clase 
de operaciones, que no son de la incumbencia de la Aritmé
tica para, caería en un error semejante al de quien juzgara 
qne en la locomotora la máquina por cuya acción se mueven 
las medaa motrices, era superior á la combustión de la hulla, 
que convierte en vapor el agua de It̂  caldera tubular. 

Ante todo ha de observarse que los números modulare» 
no serian nada sin el concepto del número poro. Alguien po
drá decir que en nna población se comen carnes freácas, ó que 
un labrador tiene trigo en su granero, ó que nn propietario 
nece&ita ladrillos para nna fabricación esptedal;... pero de la 
importancia de la i>oblaoión nadie se formará idea hasta sa
ber el ouáuto de las reses diariamente sacrificadas en el ma
tadero, por ejemplo, 82 vacas y 17 carneros; ni se juzgará 



PRÓLOGO ~ 15 

del trigo hasta conocerse que el grano almacenado asciende 
¿ 1400 fanegas, ni del valor de los ladrillos cabrá cálculo al
guno hasta averiguarse que hacen falta 35 millares, v. g. Só
lo por medio de los números puede formar uno mismo y ha
cer formar á los demás concepto adecuado del cuánto de las 
cosas. 

Y no digamos nada de que los números modulares se ha
llan sujetos á las mismas reglas de la numeración de los nú
meros puros, y que el sistema de su generación se encuentra 
en la Aritmética pura, cuyas reglas trascienden asi constan-
teúiente á la Aritmética modular. 

Lo importante y de esencia es hacer ver que la Aritméti
ca modular es una combinación inelu(^ible de las dos Arit
méticas. 

Pueden sumarse y restarse cantidades modulares solas 
(aunque obedeciendo á las reglas de la suma y la resta de los 
números puros). 

5 pesetas. 
17 pesetas. 2 43 pesetas. 

224 pesetas. — 2 24 

= 2 46 pesetas. = 22 pesetas. 

Pero no pueden hacerse las operaciones de multiplicar 
ni de dividir números modulares, ni mucho menos las de ele
var é. potencias ni de extracrción de raíces, sin la interven
ción directa de la Aritmética pura y del número puro. 

¿Qué es multiplicar? Sumar sumandos iguales. 

5 huevos. 
-•- 5 huevos. 5 huevos, námero modular, 
-t- 5 huevos. X 8 número puro. 

= 15 huevos. = 1 5 huevos. 

6 huevos, multiplicando; repetido 8 ve-
oes, multiplicador; pero no 8 multipli
cado 5 huevos. 

En toda multiplicación uno de los dos factores solamente 
(el mnltiplioaudo) puede resultar número modular. El otro 
factor (el multiplicador) tiene forzosamente qne ser (y siem
pre lo es) número puro, porque representa el número de re-
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ees que el otro factor fué repetido como samando eu la co
rrespondiente sama matriz. 

El multiplicador, así, no pnede ser jamás número que 
tenga propiedades geométricas, físicas, mecánicas,... porque 
siempre representa número de veces, siempre repetición. 

Por tanto, en Aritmética modular no es cierto qne el 
multiplicando pueda hacer de multiplicador y el multiplica
dor de multiplicando. 10 cántaras multiplicadas por 7, esto 
es, 10 cántaras repetidas 7 veces, son 70 cántaras. Pero ca
rece de sentido repetir el 7 hasta 10 cántaras de Veces. 

El elemento número de veces ó número de repeticiones, es 
el elemento imprescindible en toda cuestión de multiplicar, 
por ser de esencia la repetición en toda suma de sumandos 
iguales. 

Y, por tanto también, la repetición es la esencia del nú
mero. 

1-1.1= 2 ; l-t.l-(-l= 8 ; 1-H1-4-1-H-1= 4 ; l + l-f-l-Hl + l== 5 ; etc.̂  
=1x2 =1x3 =1x4 =1x5 

Todos los grados de la escala de la pluralidad se forman, 
pues, por las repeticiones sucesivas del 1, y el número en' sí 
es en esencia la expresión de tales repeticiones (1). 

Sí la repetición es de esencia en toda operación de mul
tiplicar, también tiene qne serlo en'toda cnestíón de dividir. 
£t i efecto, ¿qué es un cuociente? El número de veces que se 
repitió un samando conocido para producir una sama que 
se nos da. 

8 iuur«aiik«̂  dada la suma 15 y el sumando 6, averígnar el número de 
-f- 8 naranjas; v^oes que fué necesario repetir el 5 para obtener el 16. 
-f- 3 naranjas; 
-f- 3 naranja^ 
4- 3 naranjas; 

= 15 naroDJaa. 
15 naranjas | Si^anjas 

: 6 veoes, número pnro (01). 

(1) Asi tenían rasón los qne en otros tíempos negaron qne el nno fnece 
número. Y eon mayor razón el cero. 

(2) £1 problema se enonda también en estos términos. (Tóase Leo. lY 
de las PBOPOKCiosss.) To sé qne repetido 5 veces on cierto númwo de oo-



J'IÍÚLOGO 17 

Si el número de repeticiones es elemento esencial del 
mult ipl icar y el dividir, ¿habrá que detenerse á demostrar 
que también lo es de la involución y la evolución, ó sea del 
elevar á potencias y del ex t raer raices? 

Ahora bien; siendo todo número puro una expresión de 
las repeticiones del uno necesarias p;ua formarlo; 

Siendo la repetición elemento esencial del mult ipl icar y 
del dividir; 

Siéndolo, con mayor razón, del elevar á potencias y del 
extraer-raíces; 

Resul ta que la Ar i tmét ica pura es el fundamento y la 
esencia y la sanción de Ig, Ari tmét ica modular, y que ésta es 
sólo el cuerpo de jloctrina de las modilicaciones que en los 
principios primordiales introducen las propiedades geométr i -
-cas, físicas y mecánicas de los níódulos. 

(Véase el Apéndice á la Lee. I de los iNcoxMENSUHAnLES.) 

8»8 (naranjas, por ejemplo), se obtuvo la suma de 15 naranjas: ¿cuál fué el 
número de naranjas repetido? 

15 naranjas 5 veces 

= 3 naranjas. 

Aunque parece haber contradicción en partir cosas heterogéneas (na
ranjas por veces), no la hay en realidad, porque el problema verdadera
mente no se resuelve por la Aritmética modular, sino por la Aritmética 
pora, donde el orden de los tactores no altera el produelo; y, obtenido el 
cuociente, se interpreta laexo de modo que pueda ser aplicado & la Arit
mética modular, dándole el sentido de que carece. Distribuir cosas ea 
grupos de ellas es cosa que no ofrece dificultad: pero ¿qué puede signifi
car, sin comentario previo, distribuir cosas en veces? . 

TOMO m . * 





PRENOCIONES (1) 

Los números expresan: 
1.° La repetición (2); 
2.** La repetición de objetos discontinuos (3); 

(1) Repásese antes de estudiar esta Lección la II del Libro I de 1» Pri
mera parte. 

(2) Una vez; 1 vez4-lvez=2veces=lx2 
1 vez-t-1 vez-t-1 vez = 3 veces=lx8 
1 ve2-4-l vez-4-1 vez -t-l vez = 4 veoes=lx4 
lvez+1 vez-t-1 vez -hlvez -t-lvez =:5vece8=lx5 

Etc., etc. 
1, principio de la escala de la pluralidad; 

1+1=2 = 1 x 2 
l-+-l-f-l=3 = 1 x 8 
lH-l-f-l-+-l=4=lx4 
l-í-l + l-í-l-f'l=lx5 etc., etc. 

La esencia del número puro es, pues, el concepto abstracto de repetí» 
«ion, sin referencia á objeto ni acto ninguno de la realidad. 

(3) Un árbol; 1 árboWl árbol=»=2 árboles = 1 árbol x 2 
1 árbol+1 árbol-»-l árbol=8 ár-
. boles =lárbol x 8 
1 árbol -f-1 árbol* 1 árbol-t-l ar

bolea árboles = 1 árbol x4,eic. 

Una estrella; 1 estrella •+• 1 estrella = 2 estre
llas =lestrellax2 

1 estrella -4-1 estrella -t-1 estre
l laos estrellas a d estrellaxS 

1 estreUa-t-l e^trella-i-l estrella 
•4-1 estreUa=4 estrellas = 1 estrellaxi, etc. 

La eseiMÚa de los números ezpreúvos de conjuntos naturales es la ra^ 
petición de objetos diseontinuos. 
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3 . " L a repeticióti de objetos cont inuos , elegidos pa ra 
módulos de medir (1). 

(Véase el EPÍLOGO de toda esta obra, donde el número se es
tudia en todos sus conceptos.) 

Luego todos lo'^ números son SUMAS DE SUMANDOS IGUALES; 
O bien del 1, pr in i ip io de la escala de plural idad, 
O bien de uu objeno discontinuo (v. gr . , una estrella), 
O bien de uu mó lulo (por ejemplo, un ki logramo). 
Luego todos los números son PRODUCTOS. 
El 1, principio de la escala de la plural idad, es indivisi

ble. No t iene sentido el decir: «he hecho una cosa media vez, 
una cuar ta pa r te de vez.» Ninguna propiedad ex te rna de lar
go , ancho ó gruo-so, ni de olor, sabor, color ó sonido, ni la del 
t iempo invert ido, ni las circunstancias del acto ó de los actos 
necesarios para ejecutar algo una vez, dos veces, t res , cua
t r o . . . n i n inguna clase de condiciones físicas, mecánicas , . . . et
cétera, se t ienen en cuenta en el concepto de repetición- Por 
ejemplo: en la expresión 

Yo no he hecho versos franceses más que tren veces en mi vida, 

el concepto de repetitúón no abarca ni la idea de verso, n i la 
de lengua francesa, ui la de n inguna o t ra circunstancia d e 
t iempo, n i lugar , etc . 

Los objetos naturalmente numerables no son iguales casi 
nunca (2). 

(1) Un kilogramo es un peso artifícialmente elegido para medir obje
tos pesados; 

ITn minuto es atia daración artificialmente elegida para medir otras 
duraciones; 

Un metro es una longitud artificialmente elegida para medir longi
tudes; etc., etc. 

1 metro-v-l metro+1 metro.:+l metro-í-l metro-t-l metro=l metroxG, etc. 

La esencia de los números expresivos de mensuras es la repetición de 
los módulos de medii. 

(3) Los unos naturales discontinuos sólo son análogos por sus funcio
nes ú otra^i cualidades* no aritméticas. Es lo contrario precisamente de lo 
que pasa con los anos artifiolaleB de mensura: todos son iguales en sos 
cualidades aritméticas, largo, ó largo y ancho,... ó peso,.-, etc. Un decíme
tro puede ser de mader.i, ó de marfil, ó de vidrio,.., pero no puede diferir de 
los demás en largo. Un kilogramo puede ser de hierro o de cobre, 6 de 
OBO,... pero todos los kilogpramos han de pesar lo qne cierto volumen de 
agua en ciertas condiciones; todas las pesetas son iguales, etc. 
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Los dedos de las manos (que nos han enseñado á contar) 
son pa ten temen te desiguales. Las estrellas bril lan con dife
rente intensidad y diferente color. ¿Qué árbol hay igual á 
otro? ¿En qué regimiento son iguales los soldados? Es ta p á 
gina t iene muchos renglones y n inguno iguala al otro; sus 
le t ras y sus claros son, en todo caso, diferentes . Pues ¿en qué 
se parece una le t ra cualquiera á la le t ra expresiva de otro 
sonido? ¡Y, sin embargo , le t ras son todas! Los objetos dis
continuos son fraccionables: media manzana, viedio melón. 
Pero coa ' frecueucia no se toman como tales. ¿Qué podría 
significar la frase: «en el cielo brillaba media estrella^'? ¿Qué 
significaría «medio soldado», «medio marinero»?. . . 

Por el contrar io, los módulos de medir (inventados' por el 
hombre) han de ser todos iguales; y, si no lo son enteramen
t e , no hay que culpar al designio, sino á las imperfecciones 
de la ejecución. Cuando se dice que un cuerpo pesa tan tas li
bras , se ent iende que todas las l ibras son idént icas . Cuando 
recibo 11 pesetas , es porque las est imo iguales : de cierto que 
todos rechazar ían á la que resul tase falta de peso, ó falta 
de ley. Todos los módulos se dividen y subdividen en par tes 
iguales . La hora en 60 minutos y cada minuto en 60 segun
dos: el metro en 10 decímetros, en 100 cent ímetros y en 1000 
mil ímetros . A veces se perciben las divisiones y subdivisio
nes del módulo, otraa no. En una vara/ de medir se ve la 
vara , y además se ven los pies , y las pulgadas : eu.un ki logra
mo no hay manera de percibir separadamente cada uno de los 
g ramos . 

Así , pues, el concepto puro de 1 es indivisible. 
L ó s a n o s discontinuos no son iguales . Ni aun necesi tan 

ser de la misma especie, como las flores de un jardín. A veces 
ni aan se los est ima como fraccionables. » 

Los módulos de medir son s iempre fraccionables y siem
pre en te ramen te iguales en t re sí. 

H a n de ser, además , de la misma especie qne los objetos 
medidos .El largo de un paseo no se mide por ki logramos. . . (1) . 

(1) Indirectamente cabe medir cantidades heterogéneas con los módu
los del sistema métrico decimal. Si se conoce el volumen del agua conte
nida en un decímetro o4bico se oonooe también su peso: un kilogramo. Si 
se sabe que varias perras grandes pesan medio kilogramo, se conoce su 
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La idea de unidad pura es idéntica para todos los hom
bres á quienes es dado llegar al sublime concepto del núme
ro puro, independiente de toda propiedad geométrica, física, 
química ó mecánica; y no conoce razas ni nacionalidades. Lo 
mismo el europeo que el americano,... el blanco que el ne
gro,... los bombres de la generación próxima á desaparecer 
que los de la generación que se acaba de encargar de los ne
gocios de la vida,... todos saben igualmente lo que es ha
cer algo una vez, dos veces, diez, ciento, mil, un millón de 
veces. 

Los objetos discontinuos tienen partes, pero para contar
los hay que mirarlos como individualidades indivisibles. No 
tendría sentido el decir: desde aquí se ven cinco medias es
trellas en el cielo. Las individualidades discontinuas dan los 
mismos números para todos los hombres que saben contar. 

Pero las ideas do MÓDULO VAHÍ AN de pueblo á pueblo y 
de hombre á hombre. Los españoles no saben lo que es una 
wersta ó un kreutzer, así como los rusos y los alemanes igno
ran lo que es nuestra legua 6 nuestra fanega ó nuestra anti
gua vara de medir. 

Y tanto ellos, como nosotros, ignoramos las medidas de 
que se servían los antiguos. 

Aun ahora, á pesar de los esfuerzos de tantos gobiernos 
«isociados no es universal el sistema decimal' de p&saa y me
didas. Aún no exist« un meridiano universal. 

Los paralogismos, pues, de la Aritmética, dependen de 
la indistinción con que están domiciliadas en la ciencia las 
ideas de umdeuí y de módulo. 

Lo que nos sirve para medir es un pedazo, una parte de' 
la cantidad qae nos ocupa, con todas sus propiedades; ópticas 
si es nn rayo de luz, dinimioas ai es una fnerz», geométricas 
si es una longitud... Pero eUnútaero-dé-veeeg que la oantidai 
contiene á 1« anidad no M oosa real: es un CONCEPTO 
MENTAL de relaciones, por m«dio del oa»l reoorremoa la 

número y sa vilor. 50 piezas y 5 peseta?... Pero esta no es propiedad de 
los módóloB, eiao propiedad admirable del idstema da pesas j medidas. 

O bien otra maraviHa del artiñoio hiuaano: el oroDómetro mide & diario 
la longitud geogr&ñ<« «a la navegación... 



PRENOCIONES 2 3 

escala de la pluralidad. De modo que la UNIDAD EN ESTE SEN
TIDO es cosa muy distinta de la también llamada UNIDAD QÜB 
Nos siBVE PAEA MEDIE: esta tiene siempre propiedades ópticas, 
dinámicas, geométricas, acústicas, etc., etc., y aquella carece 
absolutamente de propiedades de esta especie; su significa
ción, COMPLETAMENTE ABSTRACTA, 68 el primer grado de la 
serie de los números ó el principio de la escala de la plurali
dad: en una palabra, la llamada unidad que sirve para medir 
está sietnpre en la región de lo CONCRETO: y la unidad que 
sirve para contar nunca sale de la región de lo ABSTRACTO. 

¿NO se vé ahora claramente que desde el punto de vista 
aftsíracío los números no pueden ser más que ENTEROS? 
¿No se observa que es incomprensible un cuarto de signo, 
medio ruido, un décimo de vida, que NO "PUEDE HABER NADA 
MENOR QUE LA UNIDAD, que es ininteligible para nuestra razón 
la frase una cosa repetida menos una vez, una moneda repe
tida menos tres veces, y que es ESENCIAL á la idea de nú-

' ae ro puro el que sea número entero? ¿No se vé ahora claro 
que desde el momento en que se diga número fraccionario ̂  
número negativo, se hace uso de una expresión incorrecta y 
contradictoria, como blanco negro, ruidoso silencio, cuadra
tura del círculo, realización de lo infinito en lo finito, pues
to que lo que puede fraccionarse no es el número sino el 
módulo, que lo que puede variar de dirección no es el grado 
en la escala de la pluralidad, sino la dirección en que lleva
mos el módulo? ¿No es patente que las expresiones de número 
abstracto negativo, número abstracto fraccionario, número aba-
tracto irracional, número abstracto imaginario, corresi^onden. 
i imposibilidades lógicaa? ¿No es claro que los símbolos es
critos ó habladas del sistema de numeración no sirven para 
otra oosa más que para precisar á qué grado de la escala de 
la pluralidad corresponde ana bolecoión onalqaiera de cosas? 

Por una especie de sinécdoque muy natural, pero CON-
TBARIA ENTERAMENTE AL RIGOE DE LA LÓGICA 
Y FATAL PARA LA EXACTITUD INTRANSIGENTE 
DE LAS MATEMÁTICAS, los números, SÍMBOLOS R E 
PRESENTATIVOS DE LA OPEI^ACION DE CONTAR 
se encuentran, de keoho en la parte de la ciencia del cálenlo 
qnese designa otm el nombre de álgebra, conatitni4os, por 
los autores, ÉN SIGNOS INDIÓATIVOS DE LA MAGNI-
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T U D D E LAS C A N T I D A D E S , cuyo tipo son los modules y 
además E N C A R A C T E R E S DE L A P O S I C I Ó N , Ó L A 
E X I S T E N C I A , Ó LA ACCIÓN DE ESAS C A N T I D A D E S . 

Y ¿no se sospecha ya, no se concibe ahora c laramente que, 
empleado el niímero en t res usos t an dis t intos , sea tal p ro
piedad, lógica en uno de esos usos, absurda cuando se t r a t e 
de E X T E N D E R L A á a lguno de los otros dos; ó que sea 
IMPOSIBLE 8u aplicación cuando, CESANDO D E S E R el 
mismo, sea reemplazado por los otros? , 

Los autores , cuando definen el número , definen la CAN
T I D A D . Se define ordinar iamente á las Matemáticas como la 
ciencia de las magni tudes en general ó la ciencia de las can-
t i d a ' e s (1), y no se considera al número en sí mismo, abs
t ra ído de las magni tudes . Hé aquí por qué implica contra
dicción la idea aislada de positivo y nega t ivo , puesto que si 
los números fuesen ESENCIALMENTE POSITIVOS nunca podr ían 
ser negat ivos , so pena de dejar de ser números , por serles 
esencial lo positivo: y hé aquí t ambién por qué lo que no' 
puede hacerse con el número abst racto es ejecutable sobre el 
módulo: porque aquello á que se resiste la unidad de numera 
ción, iNVABiABLE É INDIVISIBLE, 63 posíble sobre la l l amada 
Tinidad módulo, t ipo representa t ivo de una cant idad, CON-
CBBTo, VAKiABLE Y DIVISIBLE, según el deseo de cada cual , y 
ctiya grandeza ó pequenez nadie l imita . * 

P o r t a n t o , las expresiones 

N x l ; N x O 

no son mul t ip l icac ión, y 

1X N; O X Ñ 

son multiplicaciones, puesto que el 1 y el O es tán repet idos N 
veces. 

E s esencial á la mayor pa r t e de las cosas reales el poder 
ser repe t idas , y , por cons igu ien te , ' el. mul t ip l icando puede 
ser concreto y fraccionario. 

(1) No hay cosa más común que oír decir: *E»oriba usted tal cantidad», 
como si las cantidades (esto es, las longitudes, superficies, sólidos, fuer
zas, pesos, etc.^ pudieran escrihine, j como si el sistema de uameracíón 
(que está destinado k designar la pluralidad y no las cantidades) fuese el 
representante de esas -mismas cantidades. ^ 
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Pero en todos los casos, en todos, el multiplicador tiene 
que ser abstracto y entero. 

Y si desde el punto de vista numérico puro la ley de que 
el orden de los factores no altera el producto debe admitirse 
como verdadera, no sucede lo mismo en las aplicaciones de 
la multiplicación á las cuestiones concretas, porque la natu
raleza de un factor no es TRANSMISIBLE á otro. 

Un módulo puede dividirse y gubdividirse y volverse á 
dividir. Si el módulo primitivo es X, cada una de sus divisio
nes se expresará por X/, X", X'"... pero de aquí no se deducirá 
más sino que el módulo secundario es menor respecto del 
primitivo, y que cuando tomemos una fracción de X, no ha
remos más que tomar un NÚMERO ENTERO DE VECES alguno de 
los módulos secundarios X', X", X'"... Multiplicar quebrados 
es, pues, repetir un número entero de veces un módulo me
nor, relacionado con el módulo primitivo; y, así, multiplicar 
será siempre, conforme á su etimología, repetir y aumentar. 

En vista de todo esto, ¿quién es quien se atrevería á decir 
que entre los que han cultivado con éxito la ciencia, se ha
llará uno solo que durante un tiempo bastante largo no se 
haya visto obligado á admitir como verdades probadas lo que 
no era aún para él más que verba magistri? ¿Quién sabe si 
hasta el término de su carrera, nuestros más grandes geó
metras no han estado más bien PERSUADIDOS que CONVENCIDOS 
de la verdad de ciertos principios pasados en autoridad de 
cosa juzgada? 

Mientras que no se haga la distinción debida entre unidad, 
módulo y dirección...; ^ 

Mientras que los signos de la pluralidad sean represen
tantes de módulos y direcciones; 

Mientras que no se proclame en principio que todo núme
ro fraccionario es concreto; 

Mieptras que se continúe haciendo diariamente nao, sin 
dar explicación ninguna, de cantidades ó de expresiones ima
ginarias...; 

Knnca S6 tendrá derecho para criticar á los que rehusen 
«•MO Ilt , ^ 
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comprender, en su conjunto, la exposición de loa principios 
de la ciencia, y nunca se podrá reprender á los que exijan que 
las Matemáticas entren en el terreno de que se han separado 
los autores al sentar sus bases y al exponer sus principios. 

De lo expuesto se deducen los dos importantes principios 
siguientes: 

Los números puros, como independientes de toda propie
dad externa, son siempre números enteros. 

Los números expresivos de los módulos, como resultado 
de una medición, son esencialmente fraccionables y con suma 
frecuencia fraccionarios. Todo hombre regular tiene siempre 
más de 1 metro de estatura y menos de 2. Luego la estatura 
media tiene que estar representada por 1 metro y una 
fracción. 

Las cosas discontinuar forman multitudes, muchedum
bres: su fondo es la pluralidad. 

Las cosas continuas son extensiones, masas, magnitudes; 
su fondo es una relación entre la magnitud del módulo y la 
cantidad medida. 

Lo que no puede medirse ni exacta ni aproximadamente 
con una magnitud conocida, no es numerable ni objeto de la 
Aritmética. No hay módulo ninguno ni existe patrón íjonocido 
que pueda medir los dolores, ni los placeres, ni las virtudes, ni 
los vicios... ni la firmeza de las intenciones, ni la intensidad 
de los propósitos... y, por tanto, estas afecciones... no pueden 
sujetarse al cálculo. Sólo cabe decir de ellas vagamente que 
son mayores ó menores, según apreciaciones opinables, sin 
ningún valor numérico. 

¿Qaé balanza pesar ha podido ¡̂ Lágrimas mudas de coaita añi 
aé retorta destila el convulso rugido 

laikLágrimas mudas de coaita añicción? 
¿(Jaé retorta destila el convulso rugido 
de celos que estallan en ronca explosión? 

Si los módulos siempre resultasen comprendidos un núme
ro exacto de reces en las cantidades medidas (sin sobrar nun
ca ni en ningún caso faltar nada), entonces apenas habría 
motivo para hacer una ciencia de la Aritmética modular. 
Pero la hace necesaria el hecho de que, aplicado un módulo á 
mta cantidad, siempre, ó casi siempre, sobra ó falta alguna 



PRENOCIONES 2 7 

cosa, que es preciso expresar por medio de un quebrado ó que 
no es posible expresar por medio de ninguno, cuando resul
tan lo que se llama inconmensurables la cantidad que se trata 
de medir y el módulo escogido para medirla. 

Los quebrados y los inconmensurables dan, pues, lugar á 
la Aritmética de los módulos, y é su estudio está destinada 
esta SEGUNDA PABTK. 

La Aritmética modular es, pues, la ciencia de las medi
ciones en qne el módulo empleado no cabe exactamente en la 
cantidad medida. 

Es, por tanto, la Aritmética de los quebrados y de los in
conmensurables. 





X - X : B z=«. o X 

FRACCIONES ORDINARIAS 





FRACCIONES ORDINARIAS 

IvBCCIÓN I 

I<a Aritmética fraccionarla e» la c iencia de^ ie» 
caoclentes. 

Sabemos que todo cuociente representa: 
!•** O bien las veces que un número ó una magnitud entra 

•como sumando en una sum%, 
2.° O bien el sumando que entró varias veces en la suma. 
En la primera disyuntiva se conocen 

La suma y el sumando repetido, 

Y en la segunda disyuntiva 

La Büma y el número de veces. 

1.* DISYUNTIVA. Dada la suma y el sumando repetido lia-
Uarel número de veces de la repetición. 

)>BrM. 

8 
•+• 3 
i- 3 

.-*• 8 

15 
Dlfcontlnaos. 

3 espadas 
4- 3 espadas 
+- 3«8padas 

3 espadas 

Contimioi. 

"^ 8 ^. 3 espadas -t-

3 kilogramos 
3 kiloffiamos 
8 kilogramos 
3 kilogramos 
8 kilogramos 

= 5 veces: n." puro 

15 espadas 3 espadas 

= o veces 

— 15 = 1 5 espadas = 15 kilogramos 
15 kilogs. I 3 kilogramos 

I = 5 veces 
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Los sumandos anteriores han entrado en cada suma (res
pectivamente) cinco veces. El número de repeticiones es, 
pues, cinco en cada suma. Por consiguiente, cinco es el nú
mero puro que resulta en cada uno de los tres cuocientes. 

2 . ' DisTüNTivA. Dada la suma y el número de las repeti
ciones, hallar el sumando repetido. 

Núms. 
poros. 

3 
-i- 3 
-\- 3 
-^ 3 
-t- 3 

15 
I>ÍICODtÍ!]DOS, 

3 espadas 
+- 3 espadas 
4- 3 espadas 
+- 3 espadas 
+• 3 espadas 

ConUnaoi. 

3 kilogramos 
3 kilogramos 
3 kilogp:amos 
3 kilogramos 
3 kilogramos 

5 veces, n.* paro. 

= 3 , n . ' pu ro . 

= 15 ==15 espadas = 15 kilogramos 

15 espadas 

15 kilogs. 

5 veces 

= 3 espadas, 
n." díscont. 

5 veces 

= 3 kilogs., 
n.°modular. 

Las repeticiones de sumandos han sido cinco en las su
mías anteriores, y tres el sumando repetido en cada suma: 
3, número puro en la primera: 3 espadas, número disconti
nuo en la segunda: y 3 kilogramos, número modular en la 
tercera (1). 

Y, como todo guarismo es el 1 repetido tantas veces coma 
su grado indica, resulta que las anteriores expresiones son 
iguales á las siguientes: 

1 repetido 3 veces 
1 repetido 3 veces 
1 repetido 3 veces 
1 repetido 3 veces 
1 repetido 3 veces 

= 5 repetido 3 veces 
=15 

3 repetido 5 veces 

S repetido 6 veces 

1 repetido 3 veces 

= 5 veces, n." paro. 

6 veces 

= 1 repetido 8 veces 

1 espada rep. 8 veces 
-4- 1 espada rep. 8 veces 
•*• 1 espada rep. 8 veces 
•+• 1 espada rep. 3 veces 
4- 1 espada rep. Sveoes 

= 5 espadas rep. S veces 
= 1 5 espadas 

5 espadas rep. 8 veces 

6 espadas rep. 8 veces 

1 espada rep. 8 veces 

= 5 veces, n,* paro, 

aveces 

1= 1 espada rep. 8 vees» 

(1) Véase PaoPonciONaB, Leodón IV. 
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1 kilogramo x 3 
-+- 1 kilogmino x 3 
-t- 1 kilogramo x 3 
•+• \ kilogramo x 3 
-H 1 kilogramo x 3 

= 5 kilogramos x 3 
=15 kilogramos 

5 kilogs. rep. 3 veces 

5 kilogs. rep, 3 veces 

1 kilogr. rep. 3 veces 

= 5 veces, n." puro. 

5 veces 

1 kilogr. rep. 3 veces. 

Ahora bien. Todos los módnlos de medir son divisibles en 
el número de partes iguales que se quiera. En rigor de ver
dad, sería imposible dividir materialmente un centímetro en 
un qninquillón de partes; pero con la imaginación podemos 
concebirlo dividido lo mismo en dos parte'*, que en quinqni-
llones de quinquillones... Esto por un lado: por otro, es de 
gran conveiriencia no dividir ad lihitum ni caprichosamente 
los módulos usuales; porque, para poder computar sus magni
tudes, es preciso siempre referirlas á partes iguales entre sí. 
Si en un tonel se hubiesen echado sin orden ni concierto frac
ciones de cuartillo, fracciones de litro, de oániara y de bote
lla,... ¿quién, sin una medición especial, podría luego averi
guar la cantidad de vino recogida? 

Así, pues, en la práctica resultan los módnlos comunes di
vididos artificialmente, no en el nitmpro de partes que se 
quiera, sino en un corto número de partes conocido. Sólo en 
el cálculo superior es donde no se pone más límite á las divi
siones de los módulos que el de la conveniencia, especialmen
te en las operaciones por aproximación (de que más adelante > 
«e hablará) (1). 

Tenemos, pues, que todos los módulos de medir son divi
sibles en partes iguales, pero que esta posibilidad no pasa de 
ciertos límites en la práctica. 

Supongamos, pues, un módulo cualquiera dividido en parr 
tes; por ejemplo, la antigua vara casteilaua en 3 pies. ¿Qué 
68, en esencia, dividir un módulo? Hallar otro módulo me
nor, relacionado de un modo conocido con el mayor. Y, sien
do esto así, todas las operaciones que se hacían con la vara 
pueden hacerse qon sus pies. O con. los quebrados expresivos 
<fe los pies. 

( l ) Véase iNCONMBNSURABtBS J LoOAKITMOSi 

TOMO m. 
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5 pies. 
6 pies. 
5 pies. 

15 pies. 
5 varas. 

15 pies 5 pies 

3 veces. 

3 veces. 

8 veces. 

i5. 

16 pie 

= 5 pies. 

— = al samando 5. 
3 

1 vara y 2 pies. 
•+• 1 vara y 2 pies. 
+ 1 vara y 2 pies. 

== 3 varas y 6 pies. 
= 5 varas. 

5 varas 

3 veces. 

5 varas | 3 veces. 

= 1 Va vs. 

1 Vi 
-+-1 Vs 
-1-1 Vz 
= f + Vs 
= 5 

1 Vi vara. S + V s l-HVa 
= 3 veces. 

3 «A 
1V« 

S-i-Vs 

= 3 

3 veces. 

= lVs 

5 34-«/j 
—- = al sumando 1 Vs — ^ — = 1 Va 

Los quebrados son, pues, números concretos, de igual na
turaleza que los demás concretos; 

O bien son cuocientes que representan el sumando repe
tido. 

Son, pues, númsros concretos cuando representan un sub-
módnlo, una cosa material tomada para medir. 

Son cuocientes cuando representan una relación»numérica 
entre dos magnitudes ó dos números. 

Evidenciemos lo primero en esta Lección, y dejemos, por 
su gr&n importancia, lo segundo para la siguienta. 

1." Los QüBBBADOs 80» NÚMBB08 coNGBGTos.—Tres pesetas 
es taif «¿Hiero modular como ' /i ^^ peseta, ó sea un real. El 
concepto de sama y de sumando es el misma cuando se trata 
de números concretos expresivos de mólulos enteros, que 
cuando se trata de sabmódulos ó de quebrados de los módu
los. Tan individual es el concepto de real como el de p^eta; 
y, á Teces lo es tanto, que hjasta olvidamos que. real y peseta 
son cantidades relacionadas entre ni. Lo mismo pasa con 
otros mncbos módulo». Por ejemplo: afto, mes, día. «Es nna 
nifia; de 3 meses: es un nifto de 5 afios*... Sólo neóesítamosre
ferir los snbmódalos á sns módnlos cuando no hay costum
bre de relacionar los anos oo& los otros, como cuando en A.n-
4alacíft se dice: quiere casarse con una vieja de 200 meses. 
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No hay difereacías de concepto en 

S pesetas 3 céntimos de peseta 
3 

100 

3 pesetas 3 céntimos de peseta s 
loo 

8 pesetas 3 céntimos de peseta 3 
100 

9 pesetas 9 céntiuios de peseta 9 
100 

Asi, los cuocientes de estas operaciones resultan idén
ticos. 

9 pesetas 8 pesetas 9 cents, de pes. 

= 3 veces 

3 cents, de pes. _ ^ 
100 

8 veces 

8 
ICO 

= 8 veces 

Ampliemos. 
Supongamos dividido un módulo en el número de partes 

iguales qup se quiera; por ejemplo, en 234. Tomemos una de 
estas partes, y, en virtud del convenio establecido, una de 
estas partes estará bien representada por la expresión ~ , 
donde el número de arriba se llama numerador y el de abajo 
ilenominador. 

Si tomáramos 2, 3, 4, 5,(6,... 20,... 27,... 249,... 1481,.., 
de estas partes, expresaríamos las nuevas magnitudes, con
forme al convenio, por 

1 8 4 S 20 27 249 1481 
— , í —j - !•• - j •• • J • • • - » • • • — — > 2M 234 234 284 234 284 234 284 

De modo que esta» expresiones resaltarían formadas por 
•dos operaciones sucesivas: 

1.^ División de un módulo en 234 partes iguales; 
2.^ Repetición de una de estas partes* cierto numero de 

•eces; tantas o»mo exprese el número puesto en el nume-
Tador. 

Y, así como antes para sumar objetos (discontinuos ó con
tinuos) teníamos que hacer su designación 

(5 «Ñapadas + 5 espadas +...); ó bien (5 kilogramos •«' 6 kilogramos .f-...), 

•del mismo modo, tratándose de fracciones^ hay que. expresar 
«iempre su denominación. 
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78 

78 doscientos treinta y cuatro avos de minuto (por ej.). — 

-K 78 doscientos treinta y cuatro avos de minuto. -'*-
234 

+ 78 doscientos treinta y cuatro avos de minuto J L 
234 
234 

= 234 doscientos treinta y cuatro avos de minuto — = 1 
•' 234 

= 1 minuto. 

Para abreviar la expresrón de las designaciones, se escri
ba, en vez de todo lo anterior, lo que sigue, conforme al con
venio de la notación fraccionaria: 

78 
234 
78 
234 

\ , , . 78 78 78 234 
78 ) ó bien 1 -t- — = — - = 1. — r / 234 234 234 284 234 
.??i—1 
234 ~ 

Natnralmente, cuando los quebrados tienen la misma de~ 
nominación se suman los numeradores lo mismo que cuando-
se trata de manzanas ó de gramos... 

Si 1 manzana + 1 manzana + 1 manzana, son 3 manza* 
ñas, de la misma manera 1 doscientos treinta y cuatro avos 
•+• 1 doscientos treinta y cuatro avos -f-1 doscientos treinta y 
cuatro avos, son 3 doscientos treinta y cuatro avos, etc., etc. 

1 mansana +1 manzana -i-1 manzana = 3 manzanas. 

1 
284 •h 

1 
384 -t-

1 
284 = 

8 
TU 

12 
234 + 

18 
284 -+-

12 
384 = 

88 
284 

Y, como todo guarismo es el 1 repetido tantas veces com» 
gn número indica, resuljta que las anteriores expresiones (se- • 
gún antes vimos) son iguales á las siguientes: 
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—— repetido 7S veces = X 78 
234 ^ 234 

—- repetido 78 veces = — x 78 
•231 ^ 234 

repetido 78 veces = x 78 

=i repetido 78 veces = — x 78 = ~ ~:~~ = ^rr = 1 
234 '^ 234 234 234 

= = — = 1 vez el módulo de que se trate, f I) 
231 234 ^ ' 

Los quebrados son, pues, números expresivos de módulos 
más pequeños que los módulos comunes, y su cálculo se rige 
por los mismos principios aritméticos que los enteros. El 
concepto de repetición de una cosa no varia, porque se diga, 
por ejemplo, 3 veces un metro ó 3 veces jj de metro (¿3 de me
tro ó 3 decímetros). 

Por lo mismo también, cuando los denominadores son 
iguales, las operaciones de restar, multiplicar y partir se 
efectúan como las de cualesquiera otros números modulares. 

8 2 1 
de duro — -~- = — ; 3 pesetas — 2 = 1 peseta 

6 6 6 

3 21 
de duro x por 7 = — ; 3 pesetas x 7 = 21 pesetas 

6 5 
21 21 * 7 R 

—— de dnro + 7 = — ^ = ; 21 pesetas + 7 = 3 pesetas. 
6 6 5 

(1) Si yo divido un módulo en 284 partes, y las tomo todas, claro es 
%ue he tomado todo el módulo. Así es que son representantes de la unidad 
todas las expresiones en que numerador y denominador son iguales: 

_Í _ í _4 JI5 , \ H Í _ 1 lOUOOOO _» 
t ~ - ^ ' 8 " - ^ ' 4 ~ " ^ ' 15 " ^ ' 2 8 4 - ^ ^ ' 1000000 ~ ^ ' « ~ ^• 

15 
* ? 

= 1 

15 234 

= 1 

234 , 1000000 

— 1 

1000000 
etc. 

= 1 
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ItO» quebrados «om caoeleates. 

Los quebrados han tenido sn origen en la insnfíciencia de 
los módulos primarios para medir y estimar toda clase de 
magnitudes. Un hombre es más alto que un metro: su esta
tura tiene un metro y carias partes de otro metro: la longi
tud del brazo no llega al módulo: sólo tiene unas cuantas de 
sus divisiones... 

£1 metro, pues, hubo de dividirse en partea iguales, y es
tas partes del metro constituyeron sus quebrados.» 

QxTEBBADO, así, por su origen y su etimología, entraña la 
idea de MEMOB: menor que algo conocido destinado á medir. 

Por otro lado: el dÍTÍdendo (como suma que es de varios 
sumandos iguales) entralla ¿ su vez la idea de MATOB: mayor 
que el divisor. Ko nos extrañan, por tanto, las formas 

15 i5. 
8 

ni nos 8<ypp0^¿g q^g ^^ defina la operación de partir como 
una manera abreviada de restar un sumando cuantas veces 
sea posible de su suma. 

m 8 

se resuelve naturslmente en 

1 5 - 3 = 12; 12 — 8 = 9: 9 — 8 = 6; 6 —3 = 8; 3 —8 = 0. 
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Pero siempre cansan sorpresa al principiante las formas 

7 

porque la práctica y la definición nos borran constantemente 
tie la memoria que por la operación de partir podemosf tam
bién averiguar el samando integrante de toda suma, cuando 
esta suma es conocida, asi como el número de las repeticio
nes del sumando. 

-j- de paño 
+ -- de paño 
+ — de paño 
+ ^ de paño 2 varas 6 veces 

8 0 1 Q . 1 . , , . = | = i , porque 4 = 2 x;-j + ~ de pano ' 6 8 «̂  ^ e s 

4- — de paño 

= - == avaras 

Cuatro gañanes reciben tres hogazas de pan: ¿cuántos 
cuarterones corresponden á cada peón? 

3 hogazas entre 4 jornaleros 
= •.; cada hombre debe recibir 3 caarterones. 

""-l-~-t- — + 7 = 12 cuarterones = 3 hogazas. 

Oinco obreros ajustan una obra en i duros: ¿cuánto oo-
Wegponde á cada operario? 

4 duros entre 6 obreros 
= •?•; cada obrero reoibiri 4 pesetas. 

•J" de duro -t-— de duro+ T de duro -|- -• de duro + — de duro = — 3= 4 

4p(as.-(- 4 pesetu+ 4 pesetas 4- i pesetas + 4 pesetasss20ptaB. 
SE 4 daros. 

Asi, ptiea, todo número de cosas, repartido en onalqaier 
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número de porciones, tiene por cuociente un quebrado de la 
forma de los datos: 

Número de cosas 

Número de porciones 

Ó, lo que es lo mismo, 
Número de cosas 

Numero de veces 

¿Cuál es, pues, el cuociente de 7 partido IB? 
¿Cuál el cuociente de 11 entre 13? 
¿De 7 entre 1000000? 
¿De m. entre nf 
Todo quebrado, pues, es un cuocientej 
Por tanto, todo cuociente es un quebrado 

15 
11 
13 
7 

lUOOlXIO 

(* = " ) 

Si las anteriores consideraciones necesitasen confirma
ción, las corroborarían plenamente los resultados de las 
pruebas. , 

En efecto: el producto del divisor por el cuociente ha de 
dar el dividendo cuando las operaciones están bien; y de evi
dencia es que tal resultado se obtiene en las operaciones pre
cedentes. 

Divisor X cuociente 

4 4 4 ' 

Divisor X cuociente 

6 x - = - — = — X 4 = l x 4 — 4 
0 5 5 

11 

3 
4 

5 
4 
5" 

15 
7 

~ 1 6 

13 
u 

n 

Divisor X cuodeote 
, , 7 16X7 
15 X — = : 

15 16 

DivicoT X cnoeiente 

18X11 

7 7 ' X 7 = 1 X 7 = ' 
16 

13 
= 11 

Divitorx enodcnte 

« X« : — x m = l x m = s M 
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COBOLABIOS. 

En cada sistema de nnmeraoión pnra sólo hay una única 
manera para expresar cada grado de la pluralidad. 

En el sistema decimal, el grado trece, ó bien el veinte y 
tres, ó bien cualquier otro, se expresan siempre y constante
mente con los signos 13, 23... y no de otro modo ninguno. En 
el sistema quinario esos mismos grados son 23 y 41... "etc. 

Pero,- por medio de los cuocientes, es inagotable el núme
ro de las expresiones representativas de cada grado de la plu
ralidad. 

3 
-+- 3 + 3 
-+- 3 + 3 

7 + 7 + 7 4- 7 + 7 

11 
+ 11 
+ 11 
-t- 11 
4- 11 
= 55 

113 -M13 + 113 + 113 + 113 
= 565 

7649 
+ 7549 
+ 7549 
+ 7549 
+ 7549 

= 15 = 35 

11 
+ 11 
+ 11 
-t- 11 
4- 11 
= 55 

113 -M13 + 113 + 113 + 113 
= 565 = .37745 

^ = = 

11 
+ 11 
+ 11 
-t- 11 
4- 11 
= 55 

113 -M13 + 113 + 113 + 113 
= 565 

35 
7 ~ también 5 

56 también 5 
rea 
118 

: también 5' 
877« 
7649 ~ 

15 3 35 7 65 11 565 113 37745 1 7549 
==5 :6 • — 5 = 5 = 6 

Se ve que, por medio de cuocientes, no tiene término ni 
fin en el sistema decimal (ó en cualquier otro) la multitud de 
expresiones capaces de representar el 6; pues todos los nú
meros imaginables pueden entrar 5 veces como sumandos en 
las corrrespondientes sumas concebibles. 

Y lo dicho del 5 se ha de entender también de todos los 
demás grados ¿e la pluralidad, así en el sistema corriente, 
oomo en cualquier otro sistema <le numeración. 

Los onooientes expresivos de números puros resultan tan
to de las sumas de sumandos iguales puros, oomo de los dis
continuos ó de los modulares. i 

TOMO IH. • 
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13 
13 
13 

39 

S9 
13 

Ó bien 

= 3 veces 

13 pianos 
13 pianos 
13 pianos 

39 pianos 

— = 3 veces 
18 

13 litros 
13 litros 
13 litros 

39 litros 

89 
—• = 3 veces 

39 13 
ó bien 

39 pianos I 13 pianos 
ó bien 

39 litros 

3 veces ^ 3 veces 

13 litros 

= 3 veces 

De modo qae, para qae los caocientes resulten números 
puros, esto es, números expresivoEf de repetición, es preciso 
qae dividendo y divisor (ó bien numerador y denominador) 
sean de la misma especie: 

O los dos, números puros; 
O los dos, objetos discontinuos, v. gr. pianos; 
O los dos, módulos, medidas artificiales de invención hu

mana; por ejemplo, l itros.. . etc . , etc. 
Pero, para obtener por medio de cuocientes números ex

presivos de cosas, es preciso que el dividendo (ó numerador) 
sea número de cosa, y el divisor (ó denominador) número puro. 

18 mesas 
18 mesas 
18 mesas 
13 mesáis 
18 mesas 
65 mesas 

19 pesetas 
19 pesetas 
19 pesetas 
19 pesetas 
19 pesetas 

95 pesetas 

« S I 

tTCOM 

65 mesas I 5 veces 

13 mesas 95 lllttfltiK = la pesetas 
6 VCOM 

95 pesetas 5 veces 

19 pesetas I 23 13 mesas 
T , como pueden ser sumandos todos los números de cosas, 

claro es que todqá pueden estar representados por cuo
cientes (1^. 

(1) Ho se olvide qae los números de cosa sMo pueden oporeoer oomo 
oooaientes oiuuado, eonooida tma soma y el número de Veees qae se repi
tió on sajgaaodo, se bnSoa este samando. Y, aon eatomoes, la operaeión se 
lioee oon niauaeom paros, y al rMoltodo se le da ana i&tezpretaeidn apro* 
piada 41» solooíáa éA problema. 
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Los cuocientes proceden de la repetición de sumandos 
iguales . 

1.° En te ros (como en ejemplos anter iores) : 
2 silla8-t-2 siUas+S sillas-f-2 8Íllas-t-2 sillas+2 silla8=12 sillas 

-t-

•+• 

2 
2 
2 
2 
2 
2 

2 silla8-t-2 E 

12 
12 
2 = 6-

2.» Fraccionarios 

2 duro 

+ _1_ 
2 

duro 

-t- 2 duro 

•+• 1_ 
2 

duro 

-f-
2 doro 

•+• 
_1_ doro 

12 sillas 

12 sillas 

2 sillas. 

= 6 veces 2 sillas, 

6 veces 
Etc. 

= 2 sillas. 

1 1 i 1 1 1 6 o j — + 1- 1—•-*- — H = — = 3 duros 2 2 2 2 2 2 2 

- (6 medios daros) I — duro 

— (6 medios duros) 

: 6 veces — doro 
2 

6 veces 

: —- duro 
1 

4 

4 
8 
4 
S * 

•+• — 
4 

= — = 8 enteros 

4 4 

4 

4 

== 4 veoes 

4 veces 

3.** Enteros y quebrados: 
8 pesetas y 30 céntimos 

-«- 3 pesetas 7 20 céntimos 
•*• 8 pesetas 7 20 céntimos 
•+• 8 pesetas j 30 céntimos 
4- 8 pesetas 7 30 oéntimoa 

asís pesetasy lOOcéiitimos 
ssl6 pesetas. 

8V6 
* 8VB 

•4- BVí 

=16 
Ete. 
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Denominadores iguale: 

Los cuocientes no varían cuando dividendo y divisor, ó 
bien numerador y denominador, se multiplican ó se parten 
por un mismo número. 

3 
.3 
3 
3 
3 

3 x 2 
3 x 2 
3 x 2 
3 x 2 
3 x 2 

7 
7 
7 
7 
7 

7 x 3 
7 x 3 
7 x 3 
7 x 3 
7 x 3 

11 88 = 11 X 8 
11 88 = 1 1 x 8 
11 88 = 1 1 x 8 
11 88 = 11X 8 
11 88 = 1 1 x 8 

= 15 = 30=(3x2)x5 

»X2 

35 

7 

= 105= 

«5X8 
7X3 

(7X3) x 5 

= 5 

65 440 

8 

= 30=(3x2)x5 

»X2 

35 

7 

= 105= 

«5X8 
7X3 

(7X3) x 5 

= 5 11 88 UX8 

Y es que el número de los sumandos no varía cuando loa 
sumandos iguales se multiplican ó se parten, por on mismo 
número. 

Esta preciosa propiedad nos da los medios de hacer que 
todos los quebraidos tengan denominadores iguales; yia en 
una operación especial ó en varias eapeoiales, ya en todas las 
que puedan ocurrir. 

h& transformación de varios quebrados, de modo que apa
rezcan todos con él mismo divisor, se llama impropiamente: 
Seducir loa queMra4o» á un común denominador. (1) 

(1)' No hay rednoción de aingtma eluw ctuado M da otra forma 4 na 
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2 3 5 7 
-H 2 + 3 + 5 -t- 7 
-+- 2 + 3 -+- 5 -+. 7 
-t- 2 + 3 + 5 -^ 7 
-*- 2 -f- 3 -1- 5 -t- 7 

= 1 0 = 1 5 = 2 5 = 3 5 

2 1 = ^ 2 = 5 
5 

?5 = 5 
7 

Dividida en los ejemplos anteriores cada suma por el res
pectivo samando repetido, nos encontramos siempre el mis
mo cuociente 5, 

Vamos ahora á hacer que todos esos sumandos repetidos 
10 15 25 85 

tengan denominadores iguales. Al efecto, se multiplicará el 
sumando repetido en cada suma por el producto de los su
mandos no iguales de las demás. 

2x(3x5x7) 
•2x(3x6x7) 
•2x(3x5x7) 
• 2x(3x5x7) 
•2x(3x5x7) 

3x(2x6x7) 
+ 3x(2x5x7} 
-t-3x(2x5x7) 
-»-3x(2x5x7) 
-»-3x(2x5x7) 

5x(2x3x7) 
•6x (2x3x7) 
- 5x(2x8x7) 
.5x (2x3x7) 
- 5x(2x3x7) 

7x(2x3x5) 
-»- 7x(2x3x5) 
+ 7x(2x3xB) 
•+• 7x(2x3x6) 
-(- 7x(2x3x5) 

Efectuando las operaciones tendremos: 

210 
210 
210 
210 
210 

210 
210 
210 
210 
210 

210 
H- 210 
+ 210 
H- 210 
•*• 210 

210 
210 
210 
210 
210 

=1050 =1050 =1050 =1050 
1060 =5 1050 

210 =5 ^ = 6 
210 

10»0_^ 
210 

Be modo que, en virtud de las ope):aciones praotioadas, los 
^aoeientes 10 15 26 

7' 
85 
7 

u '<>Qociente. '-eaigiial.á2, lo mismo en esa forma que'caaado se haoea 
"ai» pequeños los términos; 

o>̂ uU grandes 
ü , 5*...ete. ; 
1« S2 
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que tienen por denominadores los números no iguales 2, 3> 
5, 7 se han convertido en ¡, 

1050 
310 ' 

1050 1050 
210 210 

1050 
210 

todos los cnales tienen igual denominador 210. 
En las transformaciones anteriores los coocientes eran 

iguales: todos 5; por lo cual resultan idénticos no solamente 
los denominadores (que era lo que se pretendía), sino también 
los numeradores. 

Pero éste no es el caso general. 
¿Qué hacer cuando el número <Je los sumandos no resulte 

igual en todas las sumas? 
Supongamos ahora que el número de repeticiones sea di

ferente en cada suma 

2 
2 
2 
2 
2 

10 

5 sumandos 

3 
3 

3 
3 
3 
3 

21 

7 samandos 5\ 
6 ( 
5 ' 

20 

4 sumandos 

7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
71 

56 

8 samandos 

T nos resultarán los cuocientes que signen: • 

?2_<í. l i _ 7 . » _ . . »«_o . 

donde denominadpres y cuocientes son desiguale*., 
Bednzcamos (como, antes) estos quebrados' ó cuocientes á 

nn común denominador ó divisor; esto es, hagamos que sean 
iguales los sumandos que se repiten en todas y cada una de 
las snmas, y tendremos: 

2xí8x6x7) 2x(8x5x7) 2x(8x,6x7) 2 X {3x5x7} 2 X (8x6x7) 

8x(2x6>c.j 8x(2xÉ!X' 8x(2x6x' 8x(2x6x 
8 x (2 X 6 X I 3x{2x6x7i 8x(2x5x' 

6x(2x8x ,8x(ax8x' 6xfax8x' 5x(2x8x' 

7x(2x8x5) 7xí2x8x5) 7 X (2 X 8 X 6) -7x (2x8x6» 7x(2x8x6 7 X (2x8x6; 7x(2x8x6 7x(2x8x6; 

Y, efeotuadM las operaciones, nos resnítari: 
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1470 840 

47 

210 
210 210 

». 210 210 
210 210 210 
210 210 210 210 
210 210 210 210 
210 210 210 210 
210 210 210 210 

1680 

Lo que nos dará loa cuooientes (ó quebrados) 

i2S2_R. íí™_7. J*2_4,. 1?!?_Q. 
210 ~ ' 210 "~ ' 210 ~ ' « n — ' 210 

todos de igual denominador y numeradores diferentes (caso 
general); 

1050 210 1470 

= 5 

210 840 

= 7 

210 1680 210 

Para todas las operaciones es necesario reducir los que
brados i un común denominador (ó mejor dicho y sin apartar 
la yista de la realidad), hacer que los cuocientes escritos en 
forma de quebrado tengan divisores iguales. 

Sumemos los quebrados 

T + i + i-

multipliquemos en cada quebrado numerador y denominador 
por los denominadores de los dem&s, y tendremos las nuevas 
formas: 

1 X C8 X 6 X 7) 1 X (» X 5 X 7) » X ft X I X 7) 4 X (2 X « X 5) 
S X ( 8 X 5 X 7 ) " * " » X ( 2 X 8 X 7 ) 5 X ( » X 8 X 7 ) 7 X ( t X t X 6 ) 

Efectuemos las operaciones indicadas y resultará: 

10» 70 M 120 979 
tu + 910 -h 210 4- 910 910 1 + -2Í 

^ 210 

Bestemos los quebrados. 
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2 1 -
— de paño vara de paño 

2 X 2 1 X S 

3 x 2 2 X 3 

= — de vara, ó sea media tercia. 
6 6 6 ' 

— vara de paño -f — de vara. 

Averigüemos cuántas veces se repitió T pwa teker j : 

• Entendido ya el problema 
un común denominador. 

— -t — = 2 veces. 

reduzcamos los quebrados ¿ 

1 + i _ 1 X 4 1 X 2 
2 4 ' ~ 2 X 4 4 X 2 

= 7 - 7 = 2 (1) 

De lo anterior sale la regla que para partir quebrados 
dan regularmente los libros. 

Para partir un quebrado por otro se multiplica el nume
rador del primero por el denominador del segundo, y el pro
ducto se parte por el producto del numerador del segundo 
pQr el denominador del segundo: ó bien de este modo abre
viado: para partir quebrados se multiplican en cruz (ó «n 
aspa). 

-1 + A = 9 X 9 _ í? _ q 
8 « " i X i " » " " 

(1) Siendo 4 manzanas -f 2 manzanas = 2 veces,... claro es qae 

4 octavos de una cosa * 2 octavos, ser& = 2 vecee. 

Pero, como este resaltado cansa eztrafieza al piinolpiante, mnltipli-
qaemos dividendo y divisor por el denominador común, lo que no hará 
variar el caooiente, y tendremos 

4 , a 4 X 8 a X 8 
* * 8 8 • 8 ('xi)*(^xf) 

= (4xf-)«(ax|)-(4xi).(axi)=4*í! 
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No: no es eso. Para partir quebrados se reducen á un co
mún denominador; y, siendo así ya magnitudes de una mis
ma especie, se parten los numeradores, los cuales, indepen
dientemente de los denominadores, producen el cuociente. 

_l_ . 2 2 X » 2 X 8 
8 ' » 8 X 9 9 x 8 

_ 1 8 t^ 
~ 2 7 27 

= 18 + 6 = 3 

Trátese de lo que se quiera (de cosas enteras ó de partes 
iguales de ellas), siempre 18 cosas de, una especie, partidas 
por 6 de la misma especie, darán 3. 

III. 



LECCIÓN IV 

Hultipliesdor fraccionarlo.—Divisor fraccionario.' 

Si, por falta de razonada interpretación y fijeza en los 
principios, se encuentra perplejo el neófito cuando ve, por 
ejemplo, que 

mayor es todavía la confusión producida en la mente de 
ctiantos examinan con profundidad los fundamentos científi
cos de los problemas en que aparece un multiplicador frac
cionario. Porque ¿cuál puede ser el verdadero sentido de ope
raciones tales como 

4x.Vt = 2; 16 X I =14? 

Cuando el divisor es fraccionario, lo mismo que cuando lo 
es el multiplicador, el lenguaje común y corriente repugna 
los resultados de las operaciones. 

Que una cosapartida resulte mayor que la cosa misma, ó 
que una cosa multiplicada por algo aparezca menor, son con
clusiones inadmisibles en el habla vulgar. 

La expresión «cinco partido por un medio esigual á diez» 

(54--i =10) 

suena ¿ absurdo manifiesto, mientras la palabra partir se en-, 
tiendo usada en su significado vulgalr de reducir á fragmen-
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tos. En «tomó el pan y lo partió», entendemos que las partes 
son y tienen que ser menores que el pan entero. Pero toda 
dificultad cesa en cuanto se entiende que no se trata de redu
cir á fragmentos cosa alguna, sino de averiguar ¿cuántas ve
ces hay que repetir la cuarta parte de un objeto para tener 
cinco de ellos? ¿Cuántas veces hay que repetir la cuarta par
te de una peseta para tener cinco pesetas? Claro es que hay 
que repetir 20 veces 1 real para obtener un duro. La dificul
tad se encuentra, más que en el pensamiento, en meras acep
ciones de palabras cuando se trata de la división de los que
brados, y el divisor es fraccionario. 

Pero no ocurre lo mismo cuando el multiplicador es que
brado. ¿Qué es repetir una cosa media vez? ¿Qué es repetir
la 5 veces y tres cuartos? ¿Qué es hacer una cosa '/g de vez? 
¿Quién concibe que la noción de vez sea divisible en partes? 

Aquí, como se ve, se está ya en los dominios mismos del 
absurdo. Sin una interpretación racional se deshacen en pol
vo los fundamentos de la ciencia. 

¿No sabemos que en toda multiplicación sólo uno de los 
dos factores, uno solamente, el multiplicando, puede ser nú
mero modular? ¿El otro factor (el multiplicador) no tiene 
forzosamente que ser númjero puro, porque el multiplicador 
representa el número de veces que el multiplicando fué repe
tido como sumando en la correspondiente suma matriz? 

El multiplicador, asi, no puede poseer jamás ninguna de 
las propiedades inherentes á los objetos exteriores: no puede 
tener partes: no puede ser ni -5-, ni -g-, ni -ĝ  etc., etc.; por
gue siempre el multiplioador representa número de veces, re-
jpetición. Si el 1, principio de la escala de la pluralidad, fuese 
divisible, oualt[ui«ra de sus partes sería anterior al principio, 
J el 1, asi, no sería el inicio de la escala. 

El elemento número de veces, número de repeticiones es 
«l«mento imprescindible en toda cuestión de multiplicar, por 
«er de esenciü la repetición en toda suma de sumandos igua
les: si no hay repetición de sumandos, no hay suma. 

Pero una cosa se hace 1 vez, 2 veces, 3 veces, 4, 5,. . . 
100,... 1000,... no media vez, ni un tercio de vez,... ni un mi
lésimo;... de modo que las repeticiones son sólo ezpreaables 
con números enteros. Luego un multiplicador fraooionarío • • 
ttn concepto contradiotorio. 
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¿Qaé sigaifíca, pues, 

4 x 3 - ^ 

Supongamos la siguiente suma: 
4 ( 4 + 4 + 4) + 2 = 14 4 
4 = ( 4 - + - 4 + 4 ) + -

2 I = B1 cuociente — I . 

14 

Por consiguiente: 4 x 3 - ^ quiere decir que el 4 se ha de 
repetir 3 veces y á esos 3 sumandos iguales se ha de agregar 
otro samando menor, igual al cuociente de -,, ó sea igual á 
la mitad de 4. 

¿Qaé significa 
24 X 8 - ? 

8 

Significa que el sumando 24 se ha de repetir 8 veces, j 
después se les ha de agregar la octava parte de 24 repetida , 
6 veces. 

2 4 + 3 4 + 2 4 ) - H ( - - H - + J + - - H - ) 

= (24+24 + 24) + (3 + 8 + 8 V 8 + 8) 

==(24x8) + (8x5) = 87 

24 
+ 24 
+ 24 
+ 3 
+ 3 
+ 8 
+ 8 
+ 8 

= 87 

¿Qaé es 2187x6-1? 

Una suna de 6 sumandos iguales á 2187, 
más otra suma de B sumandos iguales al 
cuoc ien te^ a» 243. 

=: 10986 

= 1944 

19879 a= 12879' 

Lo antericnr se entiende. Ko se trata ya de absurdos, sino 
de modos especiales (que hay que aprender) de indicar ciertas 
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operaciones de sumar. No se pretende multiplicar por Y» ^^ 
por-5-, ni por Y . No se piensa en repetir una cosa media 
vez, ni — de vez, ni -|- de vez (lo que entraña un intento 
absurdo): se trata meramente de tomar como sumandos los 
cuocientes 

i- = 2; Hí = 3; '-^==243, 
2 ' 8 ' 9 ' 

y dfe agregarlos á otros sumandos: el cuociente 2 (= -j-) una 
sola vez á los 3 sumandos ieuales á 4; el cuociente 3 
\"~"8) repetido cinco veces á 3 sumandos iguales á 24; y el 
ciiociente 243 (= — "^ repetido ocho veces, á 6 sumandos igua
les ¿ 2187. 

Multiplicar una magnitud cualquiera por T/g «s repetir sie
te veces un cuociente cuyo dividendo es la magnitud dada, y 
otxyo divisor es 8. Multiplicar es, pues, multiplicar. 

40x — = al cuociente —X 7 veces = 5x7 = 35. 
8 8 

Sea la magnitud 26 x V,8; 

7 26 26 X - = - X 7 veces = 2 X 7 = 14. 
18 18 

Sea ahora 19 x ' / , , ; 

^ x 7 = l « / , 5 X 7 v e c 6 S = ( 7 x l ) + ( ¿ x 7 ) 

Por de contado que no ht^y dificultad ninguna en la ope-
'^ción de multiplioar cuando el multiplicando es quebrado ó 
*o contiene. 

6 taras de merino á 8 reales y medio ¿cuánto importan? 
.8 VJ X 6 = 61 reales. 

^ Vs reales. 1.* Se mnltiplioa el 8 por 6 
1 Vt rtaltm. 8 
2 y» reales. Q 

' » V» reales. 

" 2,* S« mnltiplioa el •- por 6, lo que da — . Pero <S 
* ' ' " J «a 51 reales. inedias cosas son 8: se agrega el S al 48 y el total 
"*' , de la operación resulta como sigue: 
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81/ , 
6 

48 
- 3 = V í X 6 

:51 

Supongamos el caso más complicado: el de haber quebra
dos en multiplicando y multiplicador. 

¿Cuánto importan 3 kilogramos y ' / , de café á 4 pese
tas y V,? 

4 Vi 

4 - 4 ' / , 

+ 41/ , 

+ 1'/» 

H-lVs 

+ iVg 

+ 44-+ 47 
\^ Y ahora, reducidos los quebrados / 
/ á, un común denominador, \ . •, i 

4 - 1 

4- 1 

.6+2=16-2-

El problema consiste en repetir 3 veces el sumando 4 ^ y 
otras 3 yeces su cuarta parte. La multiplicación se baria re-
Ipüarmente como sigue: 

3 

X 8»/^ 
12 = 3 x 4 

1 * o ' • 1 1 1 • * 

3 = 4 x - i X» 
4 ^ X 3 = l x 3 = 8 

. / , » i x m - i - - ^ 4 ) x 8 - ^ x 8 = - ^ + 1 - 4 - 1 = 

16V. 
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De lo dicto resulta que todo cuociente puesto en forma de 
quebrado, v. gr., 

«8 igual á 

15 M «» 
6 ' 4 ' n 

15X—» 2 0 x — »nx — 
5 4 n 

Todo quebrado, pues, indica dos operaciones: 

Una de dividir por el denominador, 
Y otra de moltiplicar por el numerador. 
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Clases de quebrados, y propiedades. 

Interpretadas ya de modo inteligible las ideas qne sirven 
de base al cálenlo aritmético de los quebrados (ó de los cuo
cientes), procedamos á, ampliar y completar sus fundamentos. 

Hay magnitudes que no se pueden medir con el módulo 
correspondiente; pero sí con una parte alícuota del módulo. 
La talla de un soldado no se mide con el metro, pero sí exac
tamente, ó casi, con el milímetro. El labriego que no tuviese 
más que pesas de arroba, no podría pesar el cerdo sacrificado 
alegremente por Nañdad. La cantidad de vino existente en 
un tonel, considerada como dividendo, se mide con el litro,^ 
considerado como divisor, y el número de veces que hay de 
litros constituye el cuociente. Suponiendo que, hecha la me-. 
dición, sobra todavía líquido, este líquido se medirá cou al
guna parte alícuota del litro; con lo que obtendremos otro 
subcaociente que, sumado al cuociente anterior, nos dará 
completa la correspondiente expresión entera y fraccionaria 
(ó casi) por ejemplo, 7 litros y ¿ de litro (ó bien j? de litro). 

Parece que ese» clase de mediciones sea el fundamento de 
los núqaeros fraccionarios. Pero no. 

Lidodablemente tales medidas los sugirieron; pero, no 
bien adelantó la ciencia (Mpecialmeute la geometría), se llegó 
á ver (ó, mejor dicho, se llegó á demostrar), porque verlo ea 
imposible con los ojos de la cara, se llegó á demostrar que 
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»o siEMPSE el sobrante de una medición hecha con un módulo 
primario se deja medir con una parte alícuota del módulo. 
•Ninguna parte alícuota mide la diagonal del cuadrado, si se 

Figura 16. 

toma por módulo el lado. Ninguna parte alícuota del diáme
tro mide la circunferencia, etc., etc. Y eS' de advertir que 
lo frecuente es encontrar magnitudes inconmensurables, y 
lo raro conmensurables. 

Lo conmensurable, tan fácil de concebir en teoría, es casi 
'íQ imposible en la práctica. 

Pero, si se divide un nixmero cualquiera y hay un sobran-
**» por ejemplo, 

12 

= 2 + 
11 
= 2. 

11 

•iitonoes el sobrante de la operación de dividir, da nece-
•*ñamenfce un número fraccionario, porque, como todo nú-
*ftero entero es un múltiplo de 1, el sobrante y el divisor 

•tienen que tener por fuerza una medida común: el 1 fuuda-
íftental. 

La división de los números enteros es, por tanto, el ver
dadero origen aritmético de los números fraooionarlos, cuan* 
do el dividendo es una suma do sumandos iguales todos me-
^08 nao, necesariamente menor (1). 

Be donde rd^ulta: que todo número fraooionario es nn 
""Eiúltiplo de una parte alícuota de un módalo. 

ea tiempo de maaif estar que, en ves de haber sólo tm aunumd» 
----..̂ ,«>r, paeden formar el dividendo de qne se trato. adem¿a de los 

^^inespoadieates sumandos primarios iguales, grupos de otros soman-
**9t seoondarios también igoalea, & oonmoióa de que la suma de los se-

tú» I 2(1 
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Y que ningún niímero inconmensurable es múltiplo de 
ningún entero ni de ninguna parte alícuota del mismo (1). 

En la práctica, más que como cuocientes (que es el con
cepto verdaderamente científico y general) se considera á los 
quebrados como expresiones representantes ,de una ó varias 
partes alícuotas de un módulo; y, de aquí la necesidad de ex
presar con la distinción debida los dos números enteros que 
concurren á la idea: 

cundarios sea siempre menor que cualquiera de los sumandos prima
rios: 

El producto pedido es una 
suma de 5 sumandos iguales 
á 32, + un grupo de 7 su-

= 188 

32 32 
+ 32 + 32 
+ 32 + 32 

8 + 32 + 32 
— + 32 + 32 
28 + 4 , 

+ 4 
+ 4 
+ 4 
+ 4 
+ 4 1 + 4 i 

= + 28 

mandos iguales & 4, que en 
junto suman 28 <i 32. 

188 188 

Y también corresponle ya decir que, en vez de machos sumandos 
primarios, puede haber uno únicamente acompañado de un gran grupo 
de seuandarios. £1.samando primario puede hasta faltar. 

32 32 32 
n s s xl + - 1 + 8 ^7 

32 82 32 
+ 4 , 1 82 

3 
1 96 
1 16 

X3 
+ 4 = 
+ 4 1 

12 
1 82 

3 
1 96 
1 16 

8 
12 

12 = 90 

44 

8 

12 
U 

(1) Los quebrados qué se acercan á los inoonmensurables son verdade
ros múltiplos de otras maguitades conmensiurablee, pero nunca submúlti-
PI9S de las inconmensurables correspondientes. (Véase INCONIIEIÍ8UBABI>K8.) 
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1.° í l l ímero de las pa r tes en que se dividió el módulo; 
2.° Número de las par tes tomadas ; 

O sea, dividendo y divisor. 
Si el módulo se divide en 2 , 3 , 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 pa r tes 

Iguales, cada una de estas par tes se l lama (respect ivamente) 
«n medio, un tercio, un cuarto, un quinto, un sexto, tm sépti
co, un octavo, un noveno y un décimo (con sus correspondien
tes femeninos y plurales) . Y, si el módulo se divide en ma
yor número de par tes (es decir, si el divisor es mayor que 10) 
la denominación se forma con el número respectivo y la ter
minación avos, once avos, doce avos, quince avos, ochenta y dos 
Ovos, mil trescientos treinta y seis avos... 

E l número de par tes tomadas se enuncia como se enuncian 
los módulos enteros; por manera que , si una medida se divide 
^n 24 par tes , y de ellas se toman 23, el enunciado verbal de 
6ste quebrado (cuociente), será: «veinte y t res , veinte y cuat ro 
*vos de ta l cosa», enunciándose pr imero el número de pa r tes 
tomadas que el número de las divisiones (1). E l número de 
par tes tomadas se llama NÜMEBADOR, y el de las divisiones ó 
par tes al ícuotas de un módulo, DENOMINADOB. 

Los dos números que represen tan un quebrado, se l laman 
stis dos t é rminos . 

Cuando el denominador es u n a potencia del 10, la t e r m i 
nación acaba en ésimo. 

Be llama un décimo —— , un diez milésimo 
10 10000 

— , un centesimo — 
100 ' 100000 

— , un milésimo •——-
1000' • 1000000 

, un centesimo , un cien milésimo 
' 100000 ' 

, un milésimo , un millonésimo Etc. 
' • \oooooo' 

E n la numeración escri ta el numerador (ó dividendo ó su
ma) se escribe por encima de una r ay i t a horizontal , y por de-
l^ajo el denominador (divisor, ó svimando repet ido) . Véase e l 
Apéndice al Libro 11, Lección I . 

495 S457 _ ^ — , Etc. 
i ' 10000 

_ (1) Lógicamente debía hacerse al revés; pero el uso quiere la constnic-
<xion «om&a en ix>do lo referente & la numeración hablada. Primero debie-

• ra decirse la eosa y luego su determinante. Sin embargo, á veces se oye: 
Yeü.es, 5: libras, 7... Pero nadie dice: veinte y cuatro avos, diez y siete. 

file:///oooooo
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Siendo cuocientes los quebrados, claro es que el valor d© 
una expresión fraccionaria no está en el numerador ni en el 
denominador, ni en la magnitud de sus tétminos. 

20 2000 44444 
= 2 « — A • • — ¿ «••• 10 ' 1000 ' 22222 ' 

El valor del quebrado es la relación numérica de los tér
minos entre eí. 

Llámase QUEBRADO PEOPIO al que tiene menor el numera
dor que el denominador: 

l_ _7_ 2224 
2 ' 8 ' 2226 

Y llámase IUPBOFIOS á todos loa demás. 

Todo quebrado cuyo numerador es igual al denominador 
es una forma del 1. 

± _ l . ± _ i . i ~ ^ i 
8 — ^ ' 4 ~ ^ ' 100 ^ "•• 

Es de evidencia que tres tercias son 1 vara, que cuatro 
cuarterones son 1 hogaza, que 100 céntimos son 1 peseta; y, 
que, sí una cosa se d i v i d a n partes y se toman todas, se toma 
la cosa por entero. Si yo divido una pesa de 1000 gramos 
en 1000 partes y las tomo todas, es claro que tomo entero el 
kilogramo. 

Por consiguiente, todos los demás quebrados impropios 
aan > 1, y todos los propios < !• 

CouTÍene á veces tener un quebrado impropio en la forma 
de entero, y entonces se divide el numerador por el denomi
nador. 

ao - ; 2 0 
64» 549 

= 4 = 61 
(1) Bazón oientifioa no hay ninguna parala división de los quebrados 

en propioi é impropioa. Al contrario; motivos sobran para condenarla, ym 
<me pnede inducir en el error de que la idea de quebrado propio se aparte 
de la idea de cuociente. 

Pero esta clamfieación está de tal modo generalizada que oosturia mo^ 
eho trabajo el aboliría, adem&s de que no estorba, y tal vea tavoreoe. 
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Pero la mayor parte de Jas veces el cuociente no resulta 
número entero. 

21 -i — de duro = 1 — -*•— -*- — -i ) + — ==(1 + 1 + 1 + 1) + — 

- = j - + - + - ) + - = (1 + 1 + 1)+ - = 3 + -

Esta operación se llama: «convertir en número mixto un 
quebrado impropio». 

Para hallar el entero ó los enteros de un quebrado impro
pio, se parte el numerador por el denominador, y al cuociente 
«ntero que resulte se Je agrega un quebrado cuyo numerador 
«ea el residuo de la división, y el denominador el mismo del 
quebrado impropio (ó divisor). ^ 

21 
de duro; 21 í í , 4 4 i s ' 

4 duros + •— de duro; 
13 

4-+ 

= 4 duros + 1 peseta. 
= 21 pesetas. 

5 pesetas. 
. 5 
5 
6 
1 

«-5 

= 21 

13 
-f-13 
+ 13 
+ 5 
= 44 

La operación consiste en haluiT dos clases de sumandos: 
la primera, la de los sumandos iguales al denominador, y la 
segunda, la de los sumandos iguales á partes alícuotas del 
mismo denominador. 

Extraer los enteros de la expresión fraccionaria - ^ 

= 6 + 7 
17 t 

£ste oompaesto de entero y quebrado se llama 
MúiosBO MIXTO (expresión verdaderamente nada 
correcta, como queda dicho). 

17 
17 
17 
17 
17 
17 
1 
1 
1 
1 
1 

102 

= + 6 

107 107 
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Claro es que en la multiplicación del divisor por el cuo
ciente (como prueba) ha de aparecer que el dividendo es una, 
suma de sumandos todos iguales menos uno menor. 

17 
5 

X 6 ^ -
102 

i 17 
= - X 5 

17 

107 

1 x 5 = 5' 

La razón es obvia. 
El residuo de la división, multiplicado por el divisor y 

partido por el mismo divisor ha de resultar siempre igual á 
sí propio; porque el producto de cualquier quebrado por su 
denominador es su numerador: 

• m 
— xn=m 
n 

En los números mixtos se suprime generalmente el sig
no -}- interpuesto entre el entero y el quebrado 

7 + ± = 7 - i ; 837-HL; = 837;Í 

La yuxtaposición se considera como suma (segihi la prác
tica constante en Aritmética). (1) 

Para que un número mixto se transforme en el equivalen
te quebrado impropio, se multiplica el entero por él denomi
nador del quebrado, al producto se le agrega el numerador, 
y á la suma resultante se da por denominador el del que
brado propuesto. 

„ 6 (í X 17) + 6 102+ S 107 
0 -I - — = • ' s=: — = . 

17 17 17 17 

7 (J8 X 8) + 7 1 8 4 + 7 191 
^ 8 ""• 8 ~ t 8 

Esta transformación se llama convertir en quebrado un 
número mixto. 

(1) No se olvide qae en Algebra la yoxtaposioión tágnifica mtdtipli-
cadón. 
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A todo número puedo darse la forma de quebrado con el 
denominador que se quiera. 

Convertir el 15 en quebrado con el denominador 13. 

18 15 X 13 195 
15 X - = = 

13 13 13 

Se multiplica el número por el denominador pedido, y se 
le pone en el numerador el producto. 

Los quebrados propios son innumerables y sus límites son 
<5ero y 1 

Í346788S7 
se acerca bastante al limite 1. 

se acerca todavía más al límite 1. 

se acerca más á 1. 

S34678S88 
334678887654321 
S34678S876S4322 
2134526783423456782987643 
2184526783423456782987644 

1 

2467896784678 
1 

21678967816789674655678879876 

= una cantidad muy pequeña. 

= una cantidad menor aún que la anterior. 

Entre cada dos enteros consecutivos hay multitud inasig-
nable de números mixtos cuyo entero es el menor de los dos. 

Entre 4 y 5, por ejemplo, hay 

4—, 4 —, 4— , 4—, 4—, 4 —, 4—, 4 - - , 4 —, 4— etc.,etc. 
2 ' 3 ' 8 ' 4 ' 4 ' 4 ' 6 6 ' 5 ' 5 ' 

De dos quebrados de igual denominador es menor el que 
tenga menor numerador. 

De dos quebrados de igual numerador es menor el que 
tenga mayor denominador 

3 ^ 2 ' « ^ 6 

Se aumenta, pues, un quebrado, 
I.** Aumentando su numerador sin tocar al denominador, 
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2.° Disminuyendo el denominador sin tocar al numerador. 

> — ; á mayor dividendo > cuociente 

> —'; á menor divisor > cuociente 
7 — 1 7 

Por consiguiente; se disminuye un quebrado, 
1." Disminuyendo su numerador sin tocar al denominador» 
2 ° Aumentando su denominador sin tocar al numerador. 

< — : 4 menor dividendo < cuociente 
7 7 ' • 

3 S 
< — ; á mayor divisor < cuociente 

Si á los dos términos de un quebrado se les aumenta el 
mismo número, el quebrado aumenta: 

& — le falta — para ser = 1 

¿ = •— le falta — para ser = 1; pero — < — 
2 + 1 8 8 * ^ ' * ^ S ^ 2 

á = — le falta —para ser = 1; pero— < — 

á = — le falta — para ser = 1; pero — <r " 
4 + 1 5 6*^ " ^ 6 4 

s= — le falta — para ser = 1; pero — < — 
+ 5 10 10 *̂  ' *̂  10 ^ 6 

— le falta — par» ser = 1: pero — < — 
100 100 '̂  " 100 10 

4 + 5 
6 + 5 

« + 9 0 » 
10 + « 0 — loo ' " ""~~ lOO*'"" ""* ~" ' ' ' " ' " 100 ^ 10 

9» + 9 0 0 WS . . ,^ 1 , 1 ^ 1 
• le falta —- para ser = 1: pero —— < • 
1 iitíu\ '^ • * inflo ^ • 

iSO + 900 1000 JOOÓ "̂  ' '^ 3000 100 

Se ve que cada vez falta menos para llegar al limite 1 
cuando i numerador y denominador se agrega la misma can
tidad! Luego tanto se la puede aamentar*qne el quebrado 
sea casi s3>l. 

Luego, cuando á numerador 7 denominador se les reste 
el ioaismo número el qnebrado disminuye. 

Si se multiplica por n el nnmerador de nn quebrado, el 
quebrado queda multiplicado también por n. 
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Porque si el dividendo se multiplica por un número cual-
•quiera, el cuociente resulta multiplicado por el mismo. 

20 20x3 

12 = 4 x 3 

Si el denominador se parte por un número, el cuociente 
resulta multiplicado por ese número. 

120 30 120 : 30 -f 10 

40 = 4x10 

Por consiguiente, si el numerador se parte ó el denomina-
•dor se multiplica por un número, el cuocientfe resulta dividido 
por él. 

160 20 

82 
160 40 

•Simplificar un quebrado es transformarlo en otro igual de 
términos menores. 

1 « _ 8 _ 4 2 _ 
8 2 " ~ 1 6 " ~ 8 4 ~ 

I 
2 

27 _ 9 8 _ 1 
81 ~" 27 ~ » ~ 8 • • • 

La simplificación se verifica dividiendo numerador y de
nominador por sus factores comunes, cuando los tienen, basta 
41egar á términos primos entre sí. 

770 

2310 
H 
281 

n 
33 

Claro 68 que no tendría que partir progresivamente, pri
mero por 2 X 5 = 10, después por 7 y al fin por 11, quien hu
biese visto desde Idego que los térmicos de este quebrado son 
^divisibles por 770. 

770 1̂  
2810 ~ » 

Todo quebrado cuyos términos son primos entre fd, se 
llama irreducible. 

toHOin. 9 
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Todos los quebrados iguales tienen por numerador y de-» 
nominador múltiplos de los de otro irreducible. 

27 J_ 
81 S 

1 X 57 
• * ~ 3 X 27 

770 1 
2310 ~ 3 

1 X 770 
' " " 3 X 770 

Luego los dos términos de un quebrado resultan irreduci
bles ó reducidos á su más simple expresión, cuando se,diviáen 
por su máximo común divisor (1). 

38808 

42336 it) 

42336 38808 

3528 3528 
0000 
3528 
0000 

(' 

El máximo común divisor es 3538, y, divididos por él tan
to el numerador como el denominador, nos resultará el que
brado irreducible ^ 

Ya hemos visto que para reducir varios quebrados á uu 
común denominador, se multiplican los dos términos de cada 
uno por los denominadores de los demás. 

1 1 1 1 
2 ' B ' 5 ' 7 ' 

105 70 42 30 
210' 2 l 0 ' 210 ' 210 

Pero este método (que es general) ofrece el inconvenientfr 
de producir con frecuencia términos muy grandes; y, para evi
tarlos, se reducen ante todo los quebrados á su más simple 
expresión. 

10 15 20 «0 80 8 
20' 45' l o o ' 420 ' I M ' 15 

1 
8 » 

1 
8 ' 

1 
6 ' 

1 
7 ' 

1 
2 ' 5 

(1) l¡n la pr&ctíoa no se hace así. Por lo regalar se dividen ambos tér< 
míaos saoesiraoiente por los factores comones qae se van descabriendo &. 
primera vista. 

4-*|i«Tte 9 «parte MlUd T.'pwte 7.*ii«rt« 

atm» ntn lorg m» rr u 
4283» 10684 1178 888 84 ~ U 
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Y, luego, reducidos ya los quebrados á su más simple ex
presión, se halla el mínimo común múltiplo de los nuevos de
nominadores, y se multiplican los dos términos de cada uno 
por el cuociente del mínimo común múltiplo partido por el 
denominador respectivo. A veces se abrevian las operaciones 
por medios que la práctica sugiere al calculador en cada caso 
particular. 



LKCCION V I 

Samar, restar, maltlplicar y dividir anebradoa. 

La conyeniencia de no interrumpir el orden de las idea» 
expuestas en las Lecciones precedentes, hizo dejar á un lado 
la explanación de los casos particulares y de las subdivisiones 
de cada caso que ocurrea en la serie de operaciones aritméti
cas ejecutadas por medio de los quebrados. A completar lâ  
doctrina de esas operaciones está destinada esta Lección. 

En las operaciones de la Aritmética modular entran can
tidades de tres formas: 

Enteros (9, 17, 1234;...) 

Caocientes en forma áe quebrado ( - ; — ; ~—;... ) 

Y los impropiamente Ha- (al.. 17 J. . X7i9 — \ 
mados números mixtos \ j ' 4 ' 7 "* / 

El estadio de las operaciones aritmétioas de esta Lección 
es el de las combinaciones posibles con los números de esta» 
formas. 

$ I.—SCXAR QUEBRADOS 

Se reducen á nn oomáa denominador (si ya no los tienen 
ignales), se saman los numeradores, y la sama se divide por 
el denominador común. 
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J3 
17 

15 "6 13 
+ 1 7 -

+ 1 5 + 1 6 
17 =^+^ 

1 2 

+ 7 
6 

-+-7 
1 X 5 X 7 2 x 3 ^ V 0 x 3 x 5 

3 
2 

+ 7 
6 

-+-7 3 X 6 X 7 + 8 X 5 X 7 3 X 5 X 7 

= 
35 J12_ 
105 105 

90 

+ 
105 

— 
85 + 42 + 90 ¡67 

105 105 1 + 62 
105 

Si se Aan á samar números mixtos puede procederse de 
dos modos: 

1." Se reducen los mixtos á quebrados de un denomina
dor común: 

11 11 28 
2 ^ 8 ^ 5 

U X 8 X 5 U X 2 X 5 28 X 2 X 3 
I I — . 

2 x 8 x 5 2 x 8 x 6 2 x 3 x 5 

105 11?. j ^ IOS « 3 
30 + 30 30 ~ 30 = 1*+S 30 

2° Se colocan los mixtos unos bajo otros, como en la 
suma ordinaria, se suman en seguida los quebrados, se agre
ga su resultado á los enteros de los números mixtos, y se 
suman éstos 

^ V , 
1 2 8 1 x 8 x 5 2 x 2 x 5 3 x 2 x 8 

^ V , a s 6 ~ 2 X 8 X 6 + 2 X 8 X 5 + 2 x 8 x » 

+ 3Vs 16 20 18 51 , . M 
30 80^^80 80 ^ S O 

- f -5S/ , 

l*«/»o 
V 

Este segando modo de operar es el preferible caando hay 
que samar enteros, quebrados propios y números mixtos. 
Los sumandos se colocan unos bajo otros como en la suma 
ordinaria; junto i los qaebrados dados se oolooan sns iguale» 
aadnoidos i un común denominador; se suman éstos, se agre* 
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ga el resultado á los enteros; y, por último, se halla la suma 
de éstos. 

2 
3 «Viso 

7 
71 

3 
5 'VEO 

2 
C 'Vzo 

22 

3 
4 

25 
'V.0 
'VíO 
™/so 

135 4 
15 

98 
8 

30 

El mínimo común múltiplo es 
30. En ]a práctica, el denomina
dor común no se pone debajo de 
losnumeradores respectivos, sino 
á la derecha tras una rayita in- t 
diñada; de modo que puedan su
marse fácilmente los numera
dores. 

80 ^ 1 5 

§ II .—KESTAR QUEBRADOS. 

Se reducen á un común denominador (si ya no lo están), 
y se restan los numeradores. 

Si hay mixtos se procede análogamente á lo practicado en 
las precedentes operaciones del sumar. . 

l.er modo eon nú
meros mixtos. 

2.* modo. 

20 
21 ~ 21 

2 0 -
21 

8 
~ 21 -

3 1 i 8 1 
S 2 S « « 

17-i 
6 

- » • _ 2. 
~ 5 

11_ 

8. 6 
** 
7 

_ ^ 
16 

72 
~ 6 

55^ 
16 ~ 

89 
~ 7 

167 —St «W 2 
16 ^ 16 "^ "*"l6 

804 H» M¡ 20 
85 » » * * « » ' * ' W 

17*/, " / u ' - • 

- 3 «A • > v « . -í. _ 
» 

S 1» M 3 
— tss •— — — xa — 

2 U U 1» 

14 V.6 V,8 

-í. _ 
» 
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Este Último medio es impracticable cuando el quebrad» 
del minuendo es < que el del sustraeudo. Entonces se toma 
del minuendo un entero, se reduce á quebrado del mismo 
denominador que el deficiente, se suman los dos numerado
res y ya es posible la resta de los quebrados. 

1 4 - ^ = 
5 

7 = 

13 *V35 

5 "«Aó = 

8 ^ViS5 

Si el quebrado del sustraendo es impropio,"se extrae pre
viamente su entero para que haya uniformidad. 

8 5 - 1 = 
7 

44 

I 

85 — = 
7 

- 1 4 - ^ = 
3 

= .84 i 
7 

= 1 4 ^ s = 

84 2Vii, 

14 «Vil • 

I 

85 — = 
7 

- 1 4 - ^ = 
3 

= 

70 10/,, 

Si en el sustraendo hay quebrado y en el minuendo no, 
se saca del minuendo un 1, y se convierteen quebrado del 
miamo denominador que el del sustraendo. 

24 = 23 15/ 15 

- 3 - J = - 3 ./., 

20 V 15 

Si faeae impropio el quebrado del sustraendo se pondría 
en forma de número mixto. 

24 = 2 4 = 2 8 »ViB 

20 Vi« 

Si se da un caso cómo el siguiente, se extrae del quebrado 
el correspondiente entero. 
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17 = 1 6 -h — = 1613/„ 

10 it/, 

Si son mixtos minuendo y sustraendo, se procede en con
secuencia de lo anterior. 

12 J = 12 + (4 + ^ ) = 15 «A4 ( = 16 V» = 16 V.* = 15 'V/*)»^. 

1 -i = 1 ^ Ji ^ 2 j _ 2 'Vsí ( = 2 Vi = 2 ÍV34 = 2 «Va,) 

13 '»/; 34 

Si se dan machos enteros, quebrados propios é impropioa 
y números mixtos, unos con el signo 4- y otros con el sig
no —, se forma un grupo con todos los positivos, y otro gru
po con todos los negativos; se suma separadamente cada gru
po, y, por fin, se restan de los positivos los negativos (1). 

- 3 -1- 50 4 - - i _ 4 - V* - 4 V» + f - T + 2 t/̂  + -̂  

10 = 50 = 50 — 3 = 3 = 8 
J_ 
2 ~ 

1 
2 ~ 

"Veo _ 4 := 4 = 4 

_9̂  
5 ' 7 = 1*V60 

s 
" 4 • " 4 = 

• 

2-!- = 
4 » 7 - 2 'Veo - * T = 4 

1 
st: 4"/60 

s ~ ^i- 2«'Ao 
17_ S 

6 8»Vco ^i-
66+118 

53 
60 

1 

17_ S 
6 

164-89 
80 

60 

1 

^i-

66 
— 15 

17_ S 
6 

=:: 41 "/M 

{l\ Llámaasd positivos los gaammoajpreoedidos del signo 4- expreso 
ó soDrentendido, j negativos los precedidos del sigito —. 
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§ m , — MULTIPLICAlí QUEBRADOS. 

Pueden ocurrir tres casos: •. '' 
1.° Multiplicar un quebrado ó un mixto por un entero; 
2." Multiplicar un entero, un quebrado ó un mixto por 

Tin quebrado; 
3." Multiplicar un entero, un quebrado ó un mixto por 

un mixto. 

1.° Multiplicar un quebrado por un entero es hacer abre
viadamente una suma de tantos quebrados iguales como ve
ces indique el entero multiplicador. 

- x 4 = —+ —-+-—I— = — = 2 
2 2 2 2 2 2 

"3 , 3 3 S 3 12 „ 
— X 4 = h — + —H = - = 8 
4 4 4 4 1 1 

Luego la regla será multiplicar el numerador por el en
tero y partir el producto por el denomiuador. 

15 „ 16 J5 15 15 15 15 IS 15 y 7 105 — x 7 = — + --+- — .+-—+•—-+- h — = ——• — — = 3o 
3 8 S S 8 S 3 3 3 8-

17 „ 17 J- 17 17 X 3 51 , „ 1 
5 5 5 6 5 A 6 

Multiplicar un mixto por un entero es hacer abreviada
mente una suma de tantos mixtos como repeticiones indique 
-el entero multiplicador. 

8 1 x 3 = 3^^^3-^ + 3 ^ = f 3 . ^ 3 + & ) - ^ ( | H - ^ - . ^ ) 
6 ó 6 6 " . / \ , 5 5 5 / 

3 , , , . _ ( S X 3 ) * ( Í X 3 ) 

9 - v 6 / , = 10-Ki/ , 

También puede hacerse la operación dando al mixto 1» 
TOHO I l t . 10 

3 l x 3 
o 
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forma de quebrado (con lo que estamos en la variante an
terior). 

3 - » < 3 = - X 3 = —— = - r= 10 + -
5 S 5 5 5 

2.° Multiplicar un entero por un quebrado es (según se 
explicó en la Leo. IV, y entendiendo siempre la oparación 
según allí queda consignado) repetir tantas veces como indi
que el numerador el cuociente del entero^ dividido por él de
nominador. 

Sea un entero el multiplicando y un quebrado el multi
plicador: 

8 x ^ = ^ x 3 = 2 x 3 = 6 

Hay, pues, que hacer siempre dos operaciones: 
Una de partir y otra de multiplicar (1). 
O bien, hallar un cuociente y multiplicarlo., pues la esen

cia de la operación de multiplicar es multipñcar un cuocien
te, cuando el multiplicador es un quebrado. 

Por consiguiente: 
Multiplicar un quebrado por un quebrado es repetir tan

tas veces como indique el numerador del quebrado-multipli
cador, el cuociente del quebrado-multiplicando partido por 
el denominador del mulfiiplicador. Esto es lo sólo racional." 

Hay, pues, que hacer dos operaciones: 
Dividir el quebrado-multiplicando por el denominador 

del quebrado-multiplicador; 
Y repetir el cuociente resultante tantas veces como indi

que el numerador del quebrado-multiplicador. 

(l) Como los resaltados naméricos no varían porque primero se mul
tiplique y laei^ se parta, se invierte en la práctica con la mayor fre-

. ouenoia el orden de las operaciones: 

3 8 X 3 21 „ 
8 X - = = - = 6 

4 4 4 

O bien se considera al moltiplicando como multiplicador (lo coal no 
tiene sentido onando el mnltiplieando es námero modular). ¿Qné sigaifl-
oarla, por ejemplo, 

— X 8 manzanas de veces? 
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1 3 / 1 \ 1 3 

- x — ~ (—4- 7 ) x 5 = - x 5 = - = l - 4 - -
8 7 Vs / 66 56 56 
1 12 / 1 \ 1 12 1 

- X - = ( - . 4 ) x l 2 = - - x l . = ^ = l -

Por consiguiente también: 
Multiplicar un mixto por un quebrado es repetir tantas 

veces como indique el numerador del quebrado multiplicador, 
•el cuociente del mixto por el denominador del multiplicador. 

1 2 / „ 1 „ \ _ / 7 .-X , V ^ H „ 1 3 7 = < Í - ( » - l - 3 ) x 2 = ( i . 3 ) x 2 
6 

X r) — L: — o . 

De lo expuesto aparece que, cuando el multiplicador es 
un quebrado, el multiplicando se parte por el denominador, 
y el cuociente resultante se multiplica poi* el numerador. 

Pero, atendiendo á que los resultados numéricos son igua
les cuando se empieza partiendo (que es lo racional y científi
co) que cuando se empieza multiplicando (lo cual es científica
mente inexplicable), se dan las siguientes reglas prácticas: 

Para multiplicar un entero por un quebrado, se multipli
ca el entero por el numerador y el producto se parte por el 
denominador; 

„ 2 3 x 2 6 ^ 3 
3 ^ 5 = ~ 5 - = - 5 = ^ - 5 ' 

Para multiplicar un quebrado por otro, se multiplican los 
numeradores entre sí, y el producto de los numeradoreá se 
parte por el producto de los denominadores. 

2 5 2 X_5 1? . 
3 ' ^ 7 ~ " 3 X 7 ~ 2 l ' 

Y para multiplicar un mixto por un quebrado se líiultipli-
<;a, ante todo, el entero por el quebrado, y en seguida se 

(1^ Téngase presente que un qnebrado se parte por ua entero nii|lti-
plicando el denominador por el entero; 

Es de evidencia que la mitad de un medio es una cuarta, etc. 
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agrega al resultado el producto del quebrado del número-
mixto por el quebrado-multiplicador; por manera, que el to
tal resulta de la suma de dos productos. 

S ' / j X — = (8 X - I 1.'' operación -+- |— X - j 2.* operación. 

=C:=«)*(rfi'=v.) 
= 6 + | = 6V8-

3.° Multiplicar por un número mixto. 
Los tres casos que pueden ocurrir se reducen á los tre» 

anteriores si el mixto-multiplicador se reduce á quebrado. 

Entero por mixto: -̂  

1 7 x 2 - - ^ 1 7 x - - = - — = 46-
4 4 4 4 

« 

Quebrado por mixto: 

Mixto por mixto: 

1 S 4 9 1 
S 4 12 12 12 

) Pero, regularmente, el mixto no se pone en forma de que
brado, y entonces las operaciones se hacen como sigue: 

Entero X mixto: 

1 7 x 2 ;2- = ( l 7 x 2 ) + ( l 7 x | ) = . 5 4 + ^ = 3 á + 1 2 | = 4 6 j 

Quebrado X mixto: 

' Al/ í'* . ^ A \ / !« 1 \ 12 3 24 S 27 ' 6 
- X 4 V . = f - X 4 l - f - { X / = - + — = ; — ^ — = — = 1 -
U ' * \ U , / V " 2 / 11 22 22 22 22 22 
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Mixto X mixto: 

5 i ^ ^ T f = ( 5 x 7 ) ^ ( 1 x 7 ) . ( 5 x V . ) - ( 7 x f ) (1) 
21 10 6 = So-+- — + --+• — 
4 3 12 

= = 3 5 - f - 5 - 4 - 3 - - i - - = 35- i -5- i -8 + ^ - i - r + ^ 
4 3 12 12 12 12 

= 35 ^ 5 + 3 ^- 1 H - 1 = 4 i + - ^ 
12 13 

Regularmente la última operación se haría como sigue: 

4 

35 := producto de los dos enteros 
21 
— = producto de los enteros del multiplicador por el quebrado del 

multiplicando 
•- = producto del 4uebrado del multiplicador por los enteros del 

multiplicando 
— = producto de los dos quebrados. 

Y, reducidos los quebrados á denominador común, resul
taría la operación total de este modo: 

ó V i 
/ ó ¿ ¿ 

35 = 35 = 35 
21 
4 =-. 5 

1 
4 = 5 Vl2 

10 
3 = 3 1 

3 = 3 V., 
0 

12 = 
6 
12 V.9 

44 i = 43 «VI» = 43 + 1 Vi» - 44 V . , 

(1) Este último caso es el que presenta alguna complicación, por re
querir cuatro operaciones: 

1.* Se multiplican los enteros entre si; 
2.* S© multiplica el quebrado del multiplicando por loa enteros del 

niuUiplicador; 
8.^ Se multiplican los enteros del multiplicando por el quebrado del 

multiplicador; 
4.'̂  Se multiplican ambos quebrados entre si. 
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417 i 
2 

835 , 
835X155 129425 , „ , - „ ! 

4 / 

ass6 

1231 

1044 

104 

104 

417 X 38 = al producto 417 x 38 

= 104 V8 

417 
= 104 Va = 417 X V* = - X 3 

= 104 7g I 

19 = 38 X Vi 

16178 - (V8 -^ Vt> + V8 + V8 = Vs = 1 Vs 8 

Claro es que en las diversas combinaciones que pueden 
ocurrir caben muchas abreviaciones, si los numeradores y los 
denominadores tienen factores comunes. 

Quebrado por entero: 

s s 
— X 7 = — ; (dividiendo el 14 por 7) 

Mixto por entero: 

12l ^ 4 ^ HiHJiJl)_+2L>íJ ^ líL^* ̂  l í l ^ 49, etc. 
n 12 12 8 ' 

Un quebrado m-ultiplícado por su denominador ea igaaV á 
í-u numerador 

— X 3 = —;— = 2 X — = 2 x 1 = 2 3 3 S 

m m xn n 
— X n = - = m x = n i x l = m (11. » n ' n -

(1) Esta propiedad, ó, más bien, evidencia, t i tne constante aplicaoióa 
en las considjeraciones referentes 6. la operación de dividir quebrados. 
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§ IV.—PARTIR QUEBRADOS. 

Los casos y subcasos posibles son los siguientes: 

- l.er caso.—Partir un quebrado \ ^̂  „„ „„ .„ ,„ . 
Part ir un mixto I P̂ "̂  '"^ ^^'^"^"^ 

2." caso.— Part i r uu entero j 
Part ir un quebrado J por un quebrado; 
Partir un mixto ) 

3.* caso.— Part i r un entero i 
Part ir un quebrado ' por un mixto. 
Part ir un mixto I 

PRIMER PASO.—Para dividir un quebrado por un entero 
se multiplica el denominador por el entero sin tocar al nu
merador. 

i-^ 5 = —l_ = i. 
2 • 2 X 5 10 

Es de evidencia que si una mitad de un módulo se divide 
en 5 partes, cada parte será cinco veces menor que la mitad. 
Y, en general, 

DI I » 

n ^ n X p 

7 « ' íH 284 X n 8978 

Para dividir un mixto por un entero se convierte el mixto 
en quebrado y se procede como antes. 

2 2 2 8 8 

Pero también puede verificarse la división por medio de 
tres operaciones : 

1.* Dividir el entero del mixto por el entero-divisor; 
. 2.* Dividir el quebrado del mixto por el entero-divisor; 

3.* Samar los resultados. 

17 i -f 4 = Í 17 + 4 ¡ 1.* operación, -•. í i 4- 4 | 2." operación. 
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SEGUNDO CASO.—Para resolver las variantes del segundo 
caso 86 ha de tener presente que la operación de partir tiene 
por objeto: 

O bien hallar el número de veces que se repitió un su
mando cuando este sumando se conoce; 

O bien hallar el sumando cuando se conoce el número de 
veces. 

: 8 veces 
= 4 veces 

Estos cuocientes mayores que los respectivos dividendos 
causan estrañeza en los principiantes, porque no se dan ra
zón de las contracciones introducidas en los dividendos por 
los que suministran los datos de las operaciones. En los ca
sos propuestos las sumas.matrices no eran los dividendos da
dos, sino -5- y 4"' 

^ Luego contraído en el 
2 dividendo 2. 

¿ Lxíego contraldoen ei 
4 dividendo 2. 

Y, por tanto, si en vez de los datos contraidos 

2+ _ 
4 

se nos hubiesen dado los verdaderos dividendos, no con
traidos */» y Vi» «ntonces habríamos dispne«to las operacio
nes como sigue, donde ya no existe dificultad ninguna: 

= 4 veces 1/1 = 8 veces 1/4 
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Solapadamente, cuando se nos exige que dividamos un 
entero por un quebrado, se nos dan términos nO referidos á 
las mismas magnitudes, y, naturalmente, las operaciones re
sultan incomprensibles. Pero refiéranse dividendo y divisor 
á las mismas fracciones de módulo, y en el acto se desvane
cerá todo motivo de perplejidad. Examinemos el ejemplo 

14 4 - = 49 
' 7 

Aquí se nos dan cantidades referidas á magnitudes dis
tintas: el 14 á módulos enteros; y el YT á séptimas partes del 
mismo módulo. La operación no es, pues, inteligible mientras 
no se reduzcan dividendo y divisor á igual denominación, ya 
recurriendo á la suma matriz, ó bien (por ser largo tal proce
dimiento) recurriendo á una propiedad que Hos es muy cono
cida, procedente de las de la suma misma. 

Sabemos que, si multiplicamos dividendo y divisor por 
idéntico número, el cuociente no Varía. Pudiéramos, pues, 
multiplicar uno y otro por cualquier número; pero el más 
conveniente es el denominador mismo del quebrado. Y, si 
tal hacemos, en el caso propuesto tendremos: • 

Para comprobar que 

49 

4 + — = i 6 

=16 veces 
multipliqúense dividendo y divisor por el denominador del 
quebrado y aparecerá evidente el resultado 

4 x 4 •^-X4 
= 16 

= 16 veces 
42 

• = 4S¡xS x 8 
= 126 

íveces 
10 * 4- «= 50 ^ 4 = 12 -̂ - = 12 -i-

5 ' . * * 
TOMO III. 11 
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De donde resul ta que para par t i r un entero por un que
brado se mult ipl ica el entero por el denominador y el produc
to se pa r t e por el numerador . (1). 

P a r a dividir un quebrado por otro se reducen ambos á un 
común denominador, j se pa r te el nuevo numerador del pr i 
mero por el nuevo del segundo. 

1 1 " - r ' 14 
21 28 

3 1 
T ^ 7 28 28 

Es de evidencia que un número cualquiera de par tes al í
cuotas de un módulo par t ido por otro número cualquiera de 
las mismas par tes , da un cuociente del todo independiente del 
t amaño de las par tes a l ícuotas . 

Además, s iempre pudiera prescindirse dé los denominado
res multiplicando por ellos dividendo y divisor. 

7 7 7 x 9 , 7 x 8 _ 0 3 _ M 
" F " 9 8 X 9 * 9 x 8 72 ' 7 2 

Maltipl iquemos dividendo y divisor por el denominador 
común 72, supr imiendo al efecto los denominadores, y des
aparecerá la forma de quebrado, con lo que tendi^emos: 

63-f56 

E n la práct ica , pues , para par t i r un quebrado por o t ro , se 

(1) O bien (como dl6ea muchas Aritméticas) el entero se mtiltiplica por 
«1 quebrado invertido: 

Pero esta prescripción (desventurada en su aspecto cíBntiflco) desví» 1» 
mente del verdadero concepto de la división cuando el divisor es quebra
do. Entonces se pide una operación con cantidades referidas & módulo» 
distintos; j , para hacer desaparecer la incompatibilidad, hay que multi
plicar dividendo j divisor por el denominador del quebrado. £stB ea ]» 
idea verdadera y no la otra, especie de receta anticieatifioa. Lo racional 
«8 d»flutcer la contracción solapada de los datos^ no referidos & un misin* 
módulo de medir. 
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multiplica el numerador de cada uno por el denominador del 
otro, y se parte el primer producto por el segundo. (1) 

2 \ 2 X 231 462 
7 • 231 "~ 1 X 7 "" 7 ~ 

2 4 2 X 15 30 1 
T ^ 15 ~ 3 X 4 12 " ' 

1 

T 1000 1 X 2 

1 2 16 
2 • IG 4 

Se ve que, si también al partir quebrados hay perplejidad 
al ver cuocientes mayores que los respectivos dividendos, la 
estrañeza depende de que el dividendo resulta contraído; 
refiéranse dividendo y divisor á magnitudes idénticas, y, des
de luego, se harán evidentes los resultados 

1 
8 

1 
— + 
2 

1 4 
8 

-t-
1 

-»- 1 

T 
-4-

1 

4 contraído en 1 

T 

-l-=44-l = 4 
8 

La operación de dividir un mixto por un quebrado, se re
duce á la de dividir uu quebrado por otro cuando al mixto se 
da previamente la forma de quebrado: 

1 8 _ i 5 ^ * _2l2Lf-_ '°_io 
? 4 ' ~ Í ~ 7 ~ 2 X S ~ « ^ 

Pero, si el mixto no se reduce á quebrado, entonces se 
procede como sigue: 

(1) A esto llaman en las escuelas multiplicar en cruz: 

T . • 7 ~ Fx 3 ~ 7 T 
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1.° Se parte el entero del mixto por el quebrado-divisor; 
2.° Se parte el quebrado del mixto por el quebrado-di

visor; 
3.° Se suman los dos cuocientes. 

, 1 3 
2 " 4 

= _ .H- - =z it - - I - - = ! H 1- •- = 10 ' 
3 6 » 6 6 6 

TEECEB CASO.—El último caso, en que el divisor es un mix
to, se reduce á las tres variantes anteriores, cuando el mixto 
se pone previamente en forma de quebrado 

Entero 4- por mixto: 
f. 

2 ' Z ¡ • 2 7 x 1 7 

Quebrado v por mixto: 

JL.Í?Í =^ 1. ^ 1. =::^-^ ' — 1 — 1' 
T ~ ' 2 "^ 8 • 2 7 X 8 ~ óü ~" ;¿S 

Mixto -i- por mixto: 

OBSERVACIÓN.—Claro es que en todas las operaciones de 
esta Lección cabe abreviar Ios-cálculos, siempre que haya fac
tores comunes en dividendo y divisor. 

fBTTEBAS DÉ l A S CTTATHO OPEBACIOJíES, 

Son las mismas de la Aritmética pura, pues el modo dé 
«jeoatar las operaciones en la Aritmética modular, es el mis-
,mo de snáiar, restar, multiplicar y partir, aprendidas en 1» 
primera parte. . 
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A P É N D I C E . 

MÁQUINAS ARITMÉTICAS. — El distinguido sabio francés 
Eduardo Lucas, há poco fallecido en París, reunió en el Con
servatorio de Artes y Oficios una colección muy completa de 
los aparatos destinados á efectuar mecánicamente las opera
ciones numéricas (suma, resta, multiplicación, división, ele
vación á potencias y extracción de raíces). 

Estos pueden clasificarse en dos grupos: unos que dan los 
resultados exactos del cálculo y otros que los dan sólo con 
cierta aproximación. De la primera clase son los inventados 
por Mannheim, Lalane, Genaille, Eduardo Lucas y las regli-
llas que antes que todos descubrió Néper, el ilustre inventor 
de los logaritmos. En cuanto á los que dan resultados exac
tos, la primera máquina aritmética fué ideada por Pascal, y 
simplificada después por Pepine, y últimamente por Eoth. 
Con auxilÍ9 de la de Thomas de Colmar, se pueden multipli
car en un minuto dos números de diez cifras. En fin, entre las 
más notables se cuentan la de Babbage y la debida al célebre 
geómetra ruso Tschebicjief. 

En toda máquina aritmética se distinguen cuatro partes 
esenciales, que se han denominado; el generador, el repro
ductor, el inversor y el borrador. Estáiji destinadas á poner 
los datqs, efectuar la operación, hallar el resultado y volver 
á colocar el aparato en disposición de funcionar de nuevo, 
borrada ya toda traza de la operación efectuada. 

Muy recientemente se han descubierto los integradores y 
los intégrafos, que efectúan mecánicamente la suma de unM 
serie infinita de magnitudes infinitamente pequeñas. El más 

.conocido de los primeros es el planímetro de Ameler, y los 
intégrafos más perfectos son ios discurridos por Abdauk 
Abakanowiz, que no sóJo dan el resultado de la suma, sino 
la ley que la rige, expresada por medio de la llamada curva 
integral. 

^ ADVKBTENCIAS. 

Cuando el numerador de un primer quebrado es denomi
nador de otro segando, y el denominador del primero apare
ce como numerador del ^egundo, se dice que las fracciones 
son inversas. 

Así, la fracción -j- tiene por inversa á -j-

1 k . 1 

De donde se deduce que el resaltado de partir un primer 
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quebrado por otro segundo es el mismo que el de multiplicar 
]a fracción primera por la inversa de la segunda. 

1 4 

Se dice que un entero se pone en forma de qffebrado dán
dole por denominador la unidad. Así, 5, 7, 63,. . . en forma de 
quebrado resultan 

63 
T 

Esto se efectúa para generalizar algunas reglas abrevia
das. Por ejemplo: para partir quebrados se multiplican en 
cruz (ó en aspa). 

_ 3 7 
7 •*»— = — 

4 1 
= (7 >̂  4) -!• ( I X 3) 28 * 3 = 28 

En toda división inexacta el residuo se considera como el 
numerador de un quebrado que tiene por denominador al di
visor. 

!8 
T 

28 
1 28 

9-h 
» • 

Efectivamente: El producto del cuociente por el divisor 
da el dividendo. 

9 1 X 3 = (9 X 3) + (-^ X 3) -= 27 + -^ = 27 + 1 = 28 

De donde resulta que todo número es ínúltiplo de otro, si 
éste se multiplica por el cuociente de los dos. 

Así 17 es múltiplo de 7, si este 7 se multiplica por 2 ~-
qne es el cuociente de 

17 
= 17 

^4 
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FRACCIONES DECIMALES 

LECCIÓN I 

Fracciones decimales. 

Si un módulo se divide en 10 partes, ó en 100, 6 en 1000... 
TÍ otra potencia cualquiera del 10, las fracciones con tales 
denominadores so llaman decimales. 

5 75 125 1592 
1 0 ' 100' íóoo' 10000' • • • 

Se llaman, pues, decimales los cuocientes puestos en forma 
de quebrado que tienen por denominador una potencia del 10. 

Estas fracciones se reducen á un comiín denominador, 
multiplicando sus dos términos por la potencia del 10 que sea 
necesaria para que todos los denominadores tengan igual ni'i-
mero de ceros. Así, los quebrados anteriores quedan reduci
dos á la misma denominación, multiplicando el primero por 
10*, el segundo por 10' y el tercero por 10'. 

-i X 10' ; 
10 ' lüO ' S-'°'> 1582 

iooóó 
5000 TÍ» 1250 2682 
lOüOO' lóoio ' 10000 ' loooe 

De donde resulta la siguiente regla práctica: Para redu-
r -cir {racciones decimales á denominador común^ se agregan á 

TOMO ni. 12 
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los dos términos de cada quebrado tantos ceros como fueren 
precisos para que todos los denominadores resulten iguales. 

Ya con denominador común, las operaciones de sumar, 
restar, multiplicar y partir fracciones decimales, se efectúan 
conforme á las reglas explicadas. 

El análisis de cualquier quebrado decimal hace ver que el 
valor correlativo de los numeradores decrece hacia la derecha 
como si se tratara de números enteros. 

7852 7000 _800 _50_ 2 
10000 lOOOO 10000 10000 lOüOO 

_ 7 X 10̂  , 8X10- , áX'O' , 2 XIO' 
lOOtO ÍOOOO lOOOO 10000 

10 ' 100 ' 1000 ' 10000 ' 100000 • 1000000 ' 

2 2 2 2 2 — ; — ; : ; : ; etc. 10 100' 1000' 50000 lOOOOU 1000000 

3 3 3 3 3 3 , , 
— . _. • . . . — .— • .̂ ., I.— , • Q^¡* 6tc 
10' 100' 1000 ' 10)00 ' 100000' lOUOOOO ' •' 

De donde resiilta que, así como un millar tiene 10 cente
nas, y una centena 10 decenas, y una decena 10 unidades, 
así también una unidad tiene 10 décimas, una décima 10 cen
tésimas, una centésima 10 milésimas, etc.; de modo, que la 
reunión de diez unidades de un orden cualquiera, constituye 
\ina unidad del orden inmediato siiperior á la izquierda. 

De aquí el haberse extendido á las fracciones decimales 
los mismos principios en que se funda la numeración escrita 
de los enteros, con sólo una modificación; la de dar á conocer 
el lugar donde concluyen los enteros y empiezan las fraccio
nes. Una coma, ó un punto á medio renglón (que ha sido has-
tx ahora lo más general) colocados entre los enteros y las 
décimas, determina esta separación: 

Así, 
47,3; 85,34; 117,917; 1,2347;... 

47-3 85-34 117-917 1-2347;... 
significan 

47 enteros y tres décimas; 
85 enteros j treinta y cuatro centésimas: 

117 enteros y novecientas diez y siete milésimas; 
1 entero y dos mU tres cientos cuarenta y siete diesmUésimafi, etc. 



FRACCIONES DECIMALES 9 1 

y tienen el mismo valor que 

/ I7 I * . Q- , 34 , , „ , 917 1 , 2347 
4< -+- - - 8o + -— ; 117 4 ; 1 -\ ... 

10 100 1000 10000 

En Inglaterra y otros países de Europa, y sobre todo en 
la República Norteamericana, la separación de los enteros y 
los decimales se ha marcado y se sigue marcando con un 
punto escrito á medio renglón (uso que también tiene adep
tos en España, si bien son los menos): 

47-3; 85-34; 117t)17; l-2ií~,... 

Cuando no hay enteros, se ha puesto un cero antes de la 
coma 

i - = 0,3; - ? - = 0,03; - 5 - = 0,0003 etc. 10 ' luo loooo 

-ó solamente un punto inicial á medio renglón: 

•3 ; -03; -0008;... 

Véase el Apéndice á esta Lección. 

Cuando nn decimal tiene muchas cifras decimales, éstas 
«e distribuyen y distinguen por grupos de á tres, contados 
desde la coma hacia la derecha; por lo cual puede suceder, y 
sucede, que el último grupo (el de la derecha) aparezca con 
tres cifras, ó con dos, ó con una. Cada grupo se lee agregando 
4 su enunciación numérica su denominación decimal. 

Así, 

2,3456718976726; ó bien 2-345 671 897 672 6; 

<e leen 

Dos enteros, trescientas cuarenta y cinco milésimivs, seiscientas 
setenta y una millonésimas, ochocientas n'bventa y siete mil millo
nésimas, seiscientas setenta y dos billonésimas y seis diezbiUoné-
simas. 

Con suma frecuencia na se señalan los grupos de á tres 
<iifra8 con pantos por encima ni se deslindan por pequeños 
-««ptacios en claro intermedios: 
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4 7 , 6 7 8 9 8 7 G 5 4 3 4 5É 17 

0 3 B 0 2. 
*-• (D 
1 — • t3 a ( D - o t3 

• I o £. o B B ¡ j -• I o o 
í f" UJ P o- c CA ^ p Vi o t*' O 

CCl ^ 3 S B 

1 g 1 
0, , 5 0 5 7 1 7 8 9 4 3 8 9 7 8 5 

mil billonésimas 

Como se vé, cada cifra decimal tiene dos valores: ano ab
soluto y otro de posición. 

Así 
3,4 se puede leer 3 enteros y cuatro décimas, ó bien treinta y 

cuatro decimas; 
3,45 se lee 3 enteros y cuarenta y cinco centésimas; ó bien trein

ta y cuatro décimas y cinco centésimas; ó bien trescientas cuarenta 
y cinco centésimas; 

374,457 se lee 374 enteros y 457 milésimas, ó bien 
37 enteros y 4457 milésimas; ó bien 
3 enteros y 74457 milésimas; ó bien 
cero enteros y 374457 milésimas, etc., etc. 

Si la fracción no contiene cifra ó cifras de algún orden, 
se hace ocupar por cero ó ceros el lugar ó lugares respectivos. 

3,04; 3 enteros y 4 centésimas; 
3,104; 3 enteros y 104 milésimas; « 
3,0004; 3 enteros y 4 diez milésimas. 
3,000000000004; 3 enteros y 4 billonésimas, etc., etc. 

Los números mixtos decimales se leen, pues, de vario» 
modofi; pero el común y corriente es como sigue: 

Se nombra ante todo la parte entera, y luego la parte 
decimal, como si también fuese entera, agregando al fin lâ  
denominación de la última cifra fraccionaria. 

7 4 5 , 3 7 4 5 ; 2 6 7 2 2 , 3 5 4 6 7 ; 

g- s 
O 0 1 

B 
S 

1 r 

Si á la derecha de una fracción decimal se coloca uno & 
más ceros, la fracción no varía, porque esa agregación e^tú-
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vale á multiplicar los dos términos del quebrado por una po
tencia del 10 igual al número de ceros. 

0,3 = = 0,30 = 0,300 = 0,3000 = 0,3000000000 

3 30 300 3000 8000000000 
10 109 1000 ICOOO 160000OC0O0 

S 3 X 10' 8 X 10' S X I f 8 X 10* 
10 10 X 10> IC X 10' 1 » X 1 ' ' 10X10* 

Luego quitar ceros de la dereclia de una fracción decimal 
que los tenga, es partir los dos términos del quebrado por una 
potencia del 10 igual al número de ceros suprimidos. 

Luego la fracción decimal no varía si loa ceros de su de
recha se suprimen. 

O bien si se agregan varios. 
Por eso las fracciones decimales se reducen á la misma 

denominación, haciendo que con ceros á la derecha aparezcan 
las de pocas cifras con tantos decimales como la que más. 

Así, los quebrados 

0,8; 0,87; 0,7876; 0,6745678<)í)874;... 
0-8: 0-87; 0-7876; 0-674567899874;... 

•8; -87; -7876; •6745()7899874;... 
•674 567 899 874;... 

resultan todos reducidos á billonésimas como sigue: 

0,800000000000; 0,870000000000; 0,787600000000; 0,674567897874 

Para multiplicar por 10, basta con mover la coma un lu-
S<ir á la derecha. 

0,3 X 10 = 03, = 3, porque el cero & la izquierda carece de valor. 

JL X 10 = ? -^» = 3 X -íi = 3 X 1 = 3 
10 10 10 

En efecto, es de evidencia que 3 enteros valen 10 veces 
^ás que 3 décimas. 

Por consiguiente; para multiplicar una fracción decimal 
por 100, 1000, 10000, ó por una potencia cualquiera de 10, 
basta con situar la coma á la derecha tantos lugares como 
ceros tenga la potencia. 
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0,3 X 100 = 030, = 030 = 30 (suprimido el cero á la izquierda). 
0,0003 X 10000 = 00003, = 3, (suprimidos los ceros á la izquierda). 
408,1356 X 10 = 4081,356; ó bien 4081-356 
408,13.56 X 1000 = 408135,6; ó bien 408135-6 
0,0006 X 100 = 000,06 = 0,06; ó bien 0-06; ó bien -06 
0,0 X 1000 000 = 600 000, etc. 

Suprimir la coma, es multiplicar por una potencia de 10 
igual al número de cifras decimales. 

0,0006 es 10000 veces < que 00006 = 6 

Naturalmente, si la coma se mueve á la izquierda, el que
brado queda dividido por una potencia del 10 igual al número' 
de lugares recorridos. 

0,5 ^ 10 = ,05 = 0,05 = 005 

y claro es que 5 centésimas valen 10 veces menos que 6 dé
cimas. 

84,6 -r 100 = 0,846; ó bien 0-916; ó bien -846 
84,6 4- 100000 = 0,000 846; ó bien 0-000 846; ó bien -000846 

A P É N D I C E 

Recientemente se han introducido grandes modificaciones 
en el sistema de notación de los quebrados comunes y de las 
fracciones decimales. 

Según las decisiones de la Oficina internacional de pesos 
y medidas, del Congreso de electricistas de París de 1881, 
del Congreso de Mecánica aplicada de 1889, del Congreso de 
«lectricistas de París de 1889, del Congreso de electricistas 
de Francfort de 1891 y de la Comisión de notaciones del Con
greso de electricistas de Chicago en 1893, se ha convenido: 

1.° En que únicamente la coma sirva para separar la par
te entera de la decimal; 

2.° En que las cifras se distribuyan en grupos de á tres, 
separados por un estrecho espacio en blanco; 

Y 3.° En que el punto sea exclusivamente signo de mul
tiplicar escrito, no á medio renglón, sino en la parte baja de 
la línea. 

Según estos acuerdos, pues, debe escribirse: 
3,17 y no 3-17 

I no 0-12671718 

{n i 0-] 

ni -12671718 

0,126 71718 y ' n i 0-12671718 

\ ni 
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E n virtud de estos acuerdos se emplea también algunas 
veces una notación especialísima l lamada exponencial. E n 
vez de emplear los múltiplos ó los submúlt iplos, se expresan 
los números considerándolos como productos de dos factores, 
uno de los cuales es siempre el 10 elevado á una potencia. Si 
se t r a t a de una fracción, el exponente es negat ivo . 

Así, por ejemplo, si un número entero es cuatrocientos 
cincuenta y nueve millones, se escribirá 

450 000 000 
Ó bien 

45y.l06 
ó bien 

IS.O.IO'' 
ó bien 

4,5<).10« Etc., etc. 

Y, si el número uo fuera entero, sino fraccionario, como 
por ejemplo \ 

1 

se escribiría 
0,000000 459 

ó bien 
450.10 - 9 

Ó bien 
0,4.59.10-B Etc., etc. 

El exponente indica cuántos lugares hay quo correr la 
coma hacia la derecha cuando los exponentes son posit ivos, 
ó hacia la izquierda cuando los exponentos son negat ivos , 
con el objeto, t an to en un caso como en otro, de obtener el 
número entero correspondiente, ó la equivalente fracción de
cimal en la notación común. 

Las decisiones de los Congresos citados se cumplen ge 
nera lmente en el extranjero por los hombres dedicados á los 
cálculos de electricidad. Pe ro los Ari tméticos no observan 
todavía las nuevas prescripciones. 
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O p c r a e i o n e H c o n d e c l m a l e n . 

Se efectúan como las de los enteros del sistema de la 
notación decimal, atendiendo á que toda cifra de orden su
perior vale 10 veces más que la de orden inferior situada in
mediatamente á la izquierda. 

Antes de empezar una operación, si dos ó más fracciones 
decimales no tienen igual número de cifras, se agregan á la 
derecha de las deficientes los ceros necesarios para la igua
lación. Y si, en gracia á la brevedad, no se escriben en mu
chos casos materialmente los ceros á la derecha, ae los ima
gina siempre como escritos. 

Las reglas de las-operaciones con números decimales obe
decen á los mismos principios que rigen las de las fracciones 
ordinarias. 

§ I.—SU>I,VR KÚMFJROS DECIMALErí. 

Se colocan las cifras unas bajo otras, correspondiente
mente, protoenas bajo protoeaas, dentellas bajodeutenas, etc., 
y (mentalmente) se igualan las fracciones con ceros á la de
recha, quedando asi reducidas á la misma denominación. 

2 0 ^ 
18,04 

7,7 7 7 7 7 
9 3 1 8 4 9 2 1 

j ^ ' \ Laa pruebas, como én los 
/ números enteros. 

5 
6 
7 

4 8,19 

9 3 4 7 6 , 9 2 7 7 7 
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La coma se coloca al sumar en el lugar correspondiente, 
separándose en la suma tantas cifras decimales como en el 
sumando que tenga más. , 

§ II .—RESTAR NÚMEROS DECIMALES. 

Se efectúa la operación como si los datos fuesen enteros. 
Sólo hay que cuidar de que la coma aparezca siempre entre 
las protoenas y las décimas. 

450,64 450,24 
25,33 '¿¡},3S 
425,81 424,91 

Cuando no tengan las fracciones decimales igual número 
de cifras, conviene igualarlas con ceros; si bien siempre^ es 
posible suponerlas imaginativamente escritas, que es lo más 
breve y más .práctico. 

8 4 5,4 
2 7 , 0 9 5 4 = 

= 3 4 5 , 4 0 0 0 
= 2 7,0 9 54 

3 1 8 , 3 0 4 6 3 1 8 , 3 0 4 6 

7 21,43 
2 1 

8,4 
7^000091 

7 0 0,43 1,3 9 9 9 0 9 

7 
6.43 7 8 1 

7,COüOO 
6,4 3 7 8 1 

0 , 5 6 2 1 9 0 , 6 6 2 1 9 

§ nL—MULTIPLICAR NÚMEROS DEOIMALBS. 

Se multiplica uno por otro suponiendo omitidas las oo-
naas, en lo que se comete un error, que s© corrige luego se
parando en el producto total tantas cifras de la dereoka co-
i&o haya en multiplicando y multiplicador. 

18,6 
4,5 

676 
640 

60,75 

TUiom is 
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Si en vez de 13,5 suponemos 135, claro es que hacemos el 
multiplicando 10 veces mayor; y, si en vez de 4,5 supone
mos 45, empleamos uu multiplicador 10 veces también mayor. 

Luego el producto total será 100 voces más grande de lo 
que debe ser; 

Luego para que resulte igual al verdadero habrá que ha
cer loo veces menor el 6075; 

Luego, separando con la coma doa cifras de la derecha, 
tendremos el verdadero producto total; 60,75, 

E t sic de céteris. 

Las pruebas deben siempre hacerse; y se harán como si 
se tratara de enteros. 

2 4,7 (« 3 2 1 2 8^ 
•i 5 2,3 

7 4 1 (3 
4 9 4 (8 

12 3 5 {^ 

1 2 í) 1,8 1 (* 

3212 
0,4 2 5 
16060 
6424 , 

12848 
136 5,100 í,' 

Haga el discípulo las pruebas de los ejemplos siguientes: 

3 0,17 0,3 48,17 
X0 ,4 4 0,4 0,05 

1,2 0,6 8 0,12 2 ,1585 

Puede suceder que el producto total no tenga número su
ficiente de cifras para separar tantas en él como dé la suma 
de las cifras del multiplicando y del multiplicador: entonces 
se ponen á la izquierda del producto los ceros necesarios pa
ra hacer la separación. 

4,4 4 
X 0,000 00 7 0,000 000 00 7 
0,000 030 8 0,000 000 028 

Los casos que pueden ocurrir son los mismos que en la 
multiplicación de las fracciones ordinarias. 
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0,3 
X 4 

1." Quebrado, i ̂ ^ 
Mixto I X P°^' "^^ ®'**̂ ^̂ ° 

2." Entero, | 
Quebrado, | x por un quebrado ' 
Mixto, ) 

, 8." Entero, 
Quebrado,} x por un mixto 
Mixto, 

1,2 

5,7 
X 'J 

11,4 

4 
X0,5 

2,0 = 2 

0,3 
X 0,2 1 

0,0 6 3 

1,7 5 
0,0 0 0 0 2 

0 , 0 0 0 0 3 5 0 

8 4 7 
3,5 

42 3 5 
2 5 4 1 

2 9 H 4,5 

0,001008 
2,000002 

2016 
201600000 

0,002016002016 
3,5 
2,6 

175 
70 
8,7 5 

. ' Las reglas de la multiplicación de Ua fracciones decima-
- ̂  son, pnes, las mismas de las fracciones ordinarias. 
. ' El último ejemplo, expresado en quebrados comunes, ha-
**í»«ido: 
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3V, 
2V. 
6 = 3 x 2 
1 = V í X 2 
1 V , = 3 X 1/, 

3 V i 
X 2 ' A 

1 Vi = 3 X Vi 
= VsX 

= 8 X 

8V* 8 V 4 

3,5 
X 2,5 

0,25 
1,5 
1 
6 

= 0,5 
= 3 
= 0,5 
= 3 

x0 ,5 
x0 ,5 
x 2 
x 2 

8,75 

En la práctica, la operación se efectúa conforme al pri
mer modelo; pero, para uniformar las operaciones de que
brados comunes con las de fracciones decimales, se ejecuta
rían como en el segundo y el tercero. 

I V . — P A B T I E K Ú M K B O S DECXMALB». 

Si ambos tienen igual número de cifras decimales,,se 
prescinde de las comas, lo que equivale á multiplicar divi
dendo y divisor por uua potencia del 10 igual al número de 
cifras; y en seguida se efectúa la operación de partir como 
si se tratase de enteros. 

49,91 + 2,17 = 4 9 9 1 
6 5 1 ' 

2 1 7 

23 

Si el dividendo tiene menos cifras decimales que el divi
sor, se agregan al dividendo tantos ceros como fie necesiten 
para igualar y luego se prescinde de las comas. 

204 + 0,34 = 2 0 4 0 0 

8 4 6 , 2 4 + 0 , 0 0 1 8 1 5 = 3 4 6 2 4 0 0 0 0 
8 8 2 4 

4 8 4 0 
8 9 6 0 

6 0 0 

84 

6 0 0 

1 8 1 5 

2 6 8 8 0 0 

H&gMue.las 
pmebas. 

Si el divisor no tiene decimales, se prescinde de la coma 
«n el dividendo, lo cual es multiplicar á este por nna poten
cia del 10 igual al número de cifras decimales: el onooiente, 
por tanto, resultaré > de lo debido tantas veces como el di* 
videndo lo sea, y, por tanto, habri que separar de la dere« 
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cha del cuociente tantas cifras con la coma como fuere pre
ciso para corregir el error. 

74,76 + 12 = 74,76 
27 

36 
12 
6,23 

Si el dividendo tiene más cifras que el divisor, se correrá 
la coma á la derecha en el dividendo tantos lugares como 
hubiere decimales en el divisor (del cual se suprimirá la co
ma); y, hecho esto, nos encontraremos en el caso último. 

34,69836-!-l 7,009 = 3469 8,36 
68036 

17009 
2,0 4 

Los casos que en la división de fraccciones decimales pue
den ocurrir son los mismos que en la división de las fraccio
nes ordinarias. ' 

0,6 + 15 = 60 15 
0,04 

•̂° ^^^ Ĵ**^**'j + por un entero / 4,0 5 +25 = 4,050 + 25 

= 4050 25 
0,162 

2." Entero, i 
Quebrado, \ * por un quebrado { 
Mixto, ) \ 

4 + 0,5 = 40 

0,5i0,2 5=50 

4,5 + 0,5 = 45 

6+1,6 = 60 

8 

25 

9 

15 

8.» Entero, ) , , 
Quebrado,) + por un mixto < 0,2 + 2,5 = 2+ " ' 
Mixto, } * 25 (00 

=0,06 

7,5-5-2,5=78' 25 
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De entre las muchas ventajas que ofrecen las fracciones 
decimales, no es la menor la de poderse demostrar sus pro
piedades todas suponiéndolos enteros; porque, si para alguna 
demostración hay que admitir uu error considerando á una 
expresión multiplicada (ó partida) por una potencia del 10, 
este error queda inmediatamente corregido partiendo (ó mul
tiplicando) el resultado por la misma potencia del 10, sin más 
que correr convenientemente la coma, ya á la izquierda, ya 
á la derecha. 

De este modo,se evitan las mucho más abstrusa» demos
traciones directas en que se fundan los principios que rigen 
á las fracciones ordinarias; sin embargo de lo cual, y mutatiis 
mutandis, se los puede también aplicar sin gran trabajo á las 
fracciones decimales; por manera que éstas obedecen á la 
vez á los cánones de los quebrados comunes y á los algorit
mos del sistema de notación decimal. 

Puede suceder que se den como datos promiscuamente 
fracciones ordinarias y fracciones decimales. Para saber el 
modo de operar con ellas, véase más adelante. 
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Transforinaclón d« las fracciones en otras de especial 
denominador. 

§ I.—Sabemos transformar los quebrados en otros de igual 
cuociente: 

1 
T 

1 
~" 2 

2 1 8 1 4 1 5 
X - 5 - - — X — - — X — _ — X — 

1 •i 3 4 5 
T T ~ T ~" T ~" Tó 

Multiplicados dividendo y divisor por un mismo número, 
•el cuociente no varía; preciosa propiedad que nos lia servido 
para reducir los quebrados á un común denominador. 

Así, multiplicando sucesivamente los dos términos del 
,<luebrado j ^ por la serie de los números naturales, tendríamos 
los quebrados *^, "^ , H ,-• etc.; pero no podríamos por tal 
procedimiento obtener quebrados que tuviesen un denomi-
íiador distinto de los que naturalmente produjese esta serie 
•de multiplicaciones. 

Ahora bien: supongamos que necesitásemos para algún 
fin aritmético tener otros quebrados equivalentes cuyo denj-

' minador fuese 3: ¿podríamos conseguirlo? Sí: j j , cuyo cuo
ciente 68 2, resulta igual á ^Xj', y esta expresión es 

. *=6x ^ = - | ; cuyo cuociente es también 2; de manera que, 
por medio de las sencillas transformaciones anteriores, el que
brado ^ se ha convertido en otro dé igual cuociente que el jj 
y cotí, «1 denominador pedido 3. 

— — ___Ji_^ — _ÍL_ 1 ?? i —'ff 1—1 •Q 
i2~"u{4» x3)~ia + « ^ « ~ T ^ - 8 "7; ^ s ~ s ""'^ 
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¿Pudiera convertirse el mismo quebrado en otro de igual 
cuociente y que tuviera el denominador 4? Indudablemente. 

¿Y en otro con el denominador 6? También, en virtud de 
las evidencias siguientes: 

24 _ 24 _ 24 24 _ 24 1 ' 1 _ 12 _ Q 

Í2 ~ 12 ( i -» X6) ~ ( 1 2 - í - 6 ) x « ~ 2 X « ~ 2 T * " ^ T ~ 7 ~ 
r 

¿Y en otro con el denominador 2? 
24 24 24 .2* _24 _ i_4 J_ i _ Q 
Í2 "~ 12 (i- 2 X 2) ~" (12 -r 2) X 2 ~ 6 X 2 6 2 ~ 2 ~ 2 ~~ 

Ahora bien, una de dos: 
O el número que se pide para denominador e&pecial está 

entre los factores de la fracción dada, 
O no. 
Si no lo está, se bace que lo esté multiplicando por él los 

dos términos del quebrado. 
Y si lo está, entonces la fracción dada se descompondrá 

en dos quebrados: uno que lleve por numerador la unidad y 
por denominador el número pedido, y otro formado por el re
manente de la fracción dada. 

Transfórmese el quebrado ¿-^-j en otro que tenga por de
nominador especial al número c; 

a a 1 
i X e b e 

Hagamos igual á 9 el cuociente j 7 tendremos: 

a Vi ~ £. 
6 X e o ' « ' 

Por oonsiguiente: si se nos pide que Is fraccióá -̂  se trans
forme en otra cuyo denominador sea! c, tendremos, multipli
cando namerador y denominador por e, 

« X « a X « 1 . 

* x « " i T ' 

y , liabiendo igual i, q' «1 <mooieiite í ^ p , resultará: 
a x « « x « ^ I , 1 ^ 
» X « 6 • * « • 
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Siempre, por tanto, es posible transformar una fracción 
dada eu otra de la denominación que se quiera. 

Pero pocas veces ocurrirá que los cuocientes 

sean números enteros. Si se quiere que la fracción 

24 

•̂  X 2 X 3 

resulte transformada en otra cuyo denominador sea 3, ten
dremos: 

2t _ 24 1 _ ' _ " 
2 x 2 x 3 2 x 2 3 3 

21 donde el cuociente q (=.j^^^, = ^''] resulta,nxímero entero. 
Pero, si se nos hubiese dado la fracción 

4 

el cuociente q(== .^-^= 6 ~] no resultaría niámero entero. 
Lo mismo puede ocurrir con el cuociente q': pocas veces 

resultará cuociente entero. 
Transfórmese la fracción -| en jotra cuyo denominador 

sea 10 
8 3 X 10 30 1 .• 1 6 
6 5 X 10 6 10 10 10 

donde 9' = (̂ —5—) es entero. 
Pero, transfórmese j en otro quebrado cuyo denomina

dor sea 8 
3 x 8 _ 2 4 l _ j _ L J_ 

4-i 
9 

§ II. —La facilidad con que se reducen á un común deno-
minadoT lag fracciones decimales, la posibilidad de poderse 
Haoer con ellas todas las operaciones como si se tratase de 
números enteros, y la uniformidad de los resultados obteni-

TOMO lU. 14 
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dos, hicieron pensar en la transformación sistemática de to
das las fracciones ordinarias en fracciones decimales. 

Ninguna objeción habría podido hacerse á la constante 
sustitución de los quebrados comunes por los decimales, si 
siempre los cuocientes q j qi se obtuviesen enteros. Pero la 
mayor parte de las veces resultan fraccionarios y no transfor
mables exactamente; por lo cual los cálculos hechos con ellos 
sólo son aproximados; y, naturalmente, el obtener conclusio
nes incompletas cuando pueden lograrse enteramente exac
tas, hubo de retraer durante mucho tiempo á los opéradore^ 
escrupulosos. Sin embargo, habiéndose visto que la aproxi
mación puede llevarse casi hasta la exactitud, de modo que 
los resultados incompletos difieran de los completos en menos 
que cualquier cantidad dada por pequeña que fuere, hicieron 
al fin prevalecer el cálculo efectuado por medio de las frac
ciones dScimales sobre el cálculo efectuado con las fracciones 
ordinarias. Y tanto, que hoy los quebrados comunes se em
plean casi como excepción en los cálculos de cierta com
plejidad. 

§ III.—Fracciones comunes exactamente transformables. 
Transformemos en decimal el quebrado -5-, y al efecto 

multipliquemos sus dos términos por 10 y el resultado será 
exa';tamente = 0,5 

T ~ 2 X 10 ~ 2 ' ^ J o ' ~ ' ^ i o ~ i o ~ ' 

Transformemos ahora ~ en decimal: 

— — ' ^'° _ 10 _to i _ o l _ £ . - _ 0 2 
5 "" 5 X10 ~ 5 X JO ~" 5 10 ~ w ~ 10 ~ ' 

Transformemos en decimal el quebrado - j - ; para lo cual ha
bremos de moltiplioar sus dos términos por 100, pues no bas
taría hacerlo por 10: 

1. — ' ^^^ _ »» _ 300 1_ — 7S ' _ £5 n 7t 
* 4 X 100 i X ÍOJ 4~ ^ TtÓ ~ JeÓ " 100 ~ ' 

Transformemos -|- en decimal, á cuyo fin multiplicaremos 
sus dos términos por la potencia de 10 suficiente al efecto: 
(ea este caso por el número lOOOj: 
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1 X 1000 
' 8 X loto 

- • X — = 125 X — =r - - = 0,125 
8 1000 1000 lOCO ' 

Para transformar, pues, en decimal un quebrado, se mul
tiplican sus dos términos por la potencia de 10 necesaria al 
efecto. Y, como casi siempre se ignora cuál sea esa potencia 
suficiente, la operación se hace por tanteos, agregando ceros 
al dividendo, como sigue (prácticamente á los residuos): 

1 = 1 
2 10 

00 

i =3 
4 30 

20 
00 

0,5 

4 

0,75 

* 10 
0 0 0,2 

3 
= 3 

8 30 
' 6 0 

4 0 
0 0 

0,375 

Se va, pues, agregando i cada residuo parcial un cero, 
hasta que no resulta residuo ninguno. En eJ caso del -j se han 
multiplicado los dos términos del quebrado por 10*; en el 
del '/^ por 10»; en el del •{ por 10»,... 

— = 7 0 0 1 2 d 
128 6 0 0 = 7 0 P O O , 0 0 0 

8 8 0 0 , 0 6 4 6 8 7 6 6 0 0 ^ 
1 1 2 0 8 8 0 

t»60 1 1 2 0 
6 4 0 9 6 0 

6 4 0 

Aquí se ha multiplicado el 7 por ICpOQpOO. 
El procedimiento ha sido como sigue: 
Transformar ~ en decimal: 

1 2 8 

1 2 8 

0 , 0 5 4 6 8 7 5 

7 entre 128 no né puede dividir: cero al cuociente: 
1 2 8 

O enteros =z O, 

Se agrega un cero al dividendo 

70 1 2 8 
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70 entre 128 no se puede dividir tampoco: nuevo cero al 
cuociente. Este segundo cero indica que no hay décimas: 

70 1 2 8 

0,0 

Se agrega otro cero al dividendo 
700 1 2 8 

0,0 

70'.) entre 128 á 5; y se efectúa esta división parcial*. 
1 2 8 7 0 0 

6 0 
0,0 5 

Se agrega uu cero al residuo: 4 al cuociente, etos 
128 700 

600 
0,05 

Y, análogamente, se agregará un cero á cada residuo (lo 
que equivale á agregarlo al dividendo); todo como sigue en 
la operación actual, hasta terminarla. 

7 0 0 . 
6 0 0 

8 8 0 
1 1 2 0 

9 6 0 
6 4 0 
0 0 0 

1 2 8 

0,0 54 6 8 7 5 

Se llama generatriz á cualquier fracción ordinaria de 
donde procede otra fracción decimal. 

2 X 10 
5 X 10 

= 2 0 0 5 0 

0,4 

Ys es la generatriz de 0,4 
Y se llama generatriz primaria á la generatriz qtie tiene 

por numerador á la unidad 

1 = 1 0 0 
" 4 0 

8 0 

16 

0 ,0625 

¿ e s la generatriz primaria de 0,0626. 

\ 
X 
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La decimal eqiiivalente de una generatriz primaria se de
nomina, análogamente, decimal primaria. 

§ IV.—Fracciones decimales periódicas. 
Vamos á examinar ahora quebrados que no se pueden 

transformar exactamente en decimales. 
Sea - i . 
Multipliquemos sus dos términos por una alta potencia 

de 10. 
2 X1000000 2 000(100 \ 

= X 
8 XIOOJOOO .I 1000 000 

Por si la sexta potencia del 10 no es suficiente, proceda
mos, como antes, por tanteos. 

20 8 
20 20 

20 . 0,6 6 6 6 6 G... 
•2 0 

2 0 
20 

2 

Pero vemos que, hallada la primera cifra decimal 6, nos 
resulta como residuo 2: si agregamos á este 2 un cero, volve
mos á encontrar idéntico cuociente parcial 6 é idéntico resi
duo 2;... 3-, así, continuamente, sin término ni fin, por muy 
*lta que sea la potencia del 10 que nos sirva para multiplicar 
los dos términos del quebrado */,. Este quebrado, pues, no se 
puede reducir exactamente á decimal, porque siempre, multi
plicado un cuociente parcial por el divisor 3, nos resultará 
QU residuo = 2. 

1 = 70 
" 40 

11 

70 
40 

70 
40 

7 

0,63 6 363... 

Aquí el período 63 reaparecerá sin término ningnno. 
^or tanto, no hay fracción decimal alguna exactamente 
iguala-I-(1). 

(1) Llámase período al grupo de cifras qne en esta clase de divisiones 
** repiten en el onociente continúa é indefinidamente siempre en el mismo 
«den. 
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— = 1 0 
•> 30 

20 
60 

40 
50 

0,14 2 85 7... 

1... 

Claro es que, si ahora agregamos un cero al residuo I . . . , 
volveremos á encontrar la misma serie de cuocientes parcia
les y de residuos anteriores; de modo que obtendremos indefi
nidamente la repetición interminable de períodos iguales. 

0,142857 142857 142857 142857... 
i = 1000 
*•» 910 

,.1000 
. . 910 

. . 1... 

101 
0,0099 0099 0099... 

Período = 0099... 

§ V.—Fracciones decimales, no periódicas, en un prin
cipio. 

- = 1 0 0 
" 40 

160 
160 
160 

24 
0,04166666... 

160 
160 
16... 

Aquí el período es ,666..., el cual empieza después de la 
parte decimal no periódica ,Oál. 

" 280 
72 

640 0,018888... 
640 

6 4... 

Aqni el período es 8888... precedido de la parte decimal 
no periódica .013. 

~ = 100 
*» 400 

400 
400 
40-

60 
0,01666 
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Período; 6666...: parte 

- = 100 
7< oan 

no periódica; .01. 

74 

38 0 0,0 
100 

260 
380 

10.. 

Período; 135...: parte no 

- = 100 
** 120 

3 20 
56 0 

32.. 

1 3 5 1 3 5 1 3 5 1 3 5... 

aeriódica; .0 

88 

38 0 0,0 
100 

260 
380 

10.. 

Período; 135...: parte no 

- = 100 
** 120 

3 20 
56 0 

32.. 

0,0113ti363 6... 

Período; 36...: parte no periódica; .011 " 

108 — = 1000 
'"* . . 2 8 0 

. 6 4 0 
10 0... 

0,00925925925.. . 

Período; 925...; principio no periódico; .00 

— = 1000 
"» . 1000 

10 

1 1 0 

0,0090909090.. . 

Período; .09.,.: parte no periódica; .0 

— = 1000 1.48 
i« 1120 

. . 8 4 0 
100 

0 ,00676675675075. . . 

Período; 675...: parte no periódica; .00 

En vista de las tres especies de ejemplos anteriores, no 
í*lte dudar de la existencia de dos clases de fracciones deoi-
^ftles, ambas procedentes de la transformación de los qne-
"f«do8 comunes: 
- PBIMKBA CLASE; fracciones decimales de número determi-
ti^do de cifras; 

SKOCIÍDA CIÍASE; fracciones decimales de riúmero inaoaba-
Me de períodos. 
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En esta segunda clase se comprenden dos subclases: 
Una, de grupos periódicos de cifras que empiezan en las 

décimas; 
Otra, cuyos grupos periódicos no empiezan en las déci

mas, sino después. 
Las fracciones decimales de la primera clase se llaman 

exactas, por ser, como cuocientes, enteramente iguales á las 
fracciones ordinarias de que proceden. 

Las de la segunda clase, se denominan inexactas; porque 
nunca llegan á igualar á las fracciones ordinarias 'correspon
dientes. 

A. las fracciones cuyos-períodos empiezan desde las déci
mas mismas, se da el nombre de fracciones periódicas puras. 

Y á las de la segunda subclase se da el nombre de frac
ciones periódicas mixtas. 

ADVEKTENCIA.—Hay otra clase, importantísima de frac
ciones decimales de número- ilimitado de cifras, pero no pe
riódicas puras ni periódicas mixtas. 

En ellas el número de cifras no tiene término ni fin, pero 
jamás aparecen entre ellas grupos periódicos repetidos en el 
mismo orden continua ó indefinidamente. 

Estas decimales de número inacabable de cifras aperió
dicas no proceden de la conversión de los quebrados comu^ 
nes en fracciones decimales, sino de las operaciones que tie
nen por objeto hallar expresiones numéricas que difieran de 
las cantidades llamadas inconmensurables menos aún que 
caalquier magnitud da^a. 

Por ahora no se tratará de estas decimales aperiódicas de 
número inacabable de cifras. 
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H a l l a r Isa ffe'neratrfee» de l a s fraccione* deelmaleii . 

1.* ctASE.—Transformación de las fracciones decimales de 
limitado número de cifras en fracciones comunes equiva
lentes: 

0,75 = — (partiendo por 26) = ~, 

Las decimales de esta clase son cuocientes enteramente 
ijE^aales á los expresados por sus generatrices. Por consi
guiente, 0 , 7 6 = á su generatriz - j - . 

Póngase la decimal en forma de quebrado: - ^ = á su 
generatriz. 

Simplifíquese y se encontrará la generatriz reducida á su 
más simple expresión. 

0,125 = i ^ = (paf tiendo por 125) — (1) 
1000 8 

2 3 (1) Las generatrices — , -—.... habrían dado el mismo resultado de-
1 iG 24 

-oimal que —: 
10 
20 
40 

8 20 
40 

0,126 80 

16 80 

0,126 120 

24 

0,126 

Por consiguiente, la generatriz que se halla por este procedimiento ea 
la-reducida á su más simple expresión, cuyos múltiplos se encontrarían 
inultíplioando los dos términos del quebrado por la serie indefinida de los 
números naturales. 

TOMom 16 
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Los ceros á la derecha se suprimen en las decimales cnya. 
generatriz se quiere hallar . 

0,125000000 ^ i ^ ' ^ ^ ^ ^ - i H i etc. 
' 1000000000 1000 

Para hallar, pues, ia generatriz de una decimal exacta, s» 
pone la decimal en forma de quebrado y se simplifica. 

0,5 = — (y partiendo ambos términos por 5) = — ' 

0,75 = — por 2o) = — 

' 100 *̂  ' 4 

' "" ÍW) por o y por o y por o) = -

0,0516875 = (partiendo por 5 siete veces) = — 
' 10000000 '•í̂  »̂  128 

La ley á que obedecen los resultados anteriores e& suma
mente sencilla; si bien no se deja ver claramente por resul
tar enmascarada á causa de no hacerse generalmente el estu
dio sobre generatrices primarias (1), 

Pero tomemos siempre generatrices cuyo numerador sea 
la unidad, y pongámosles por denominadores 

6 bien 2 elevado á alguna potencia; • 
6 bien 5 ó sus potencias; 
ó bien, á la vez, 2 x 5 , con potencias diferentes cada ano de estos 

dos factores. 

¿Qué es, pues, transformar en decimal una generatriz 
primaria como 

i . J - . Í _ . i . i . L 
a » ' 2 » ' i « ' 2« ' 2 » ' • • • j » ' 

todas las coales tienen el factor 2 en el denominador? 
Pues es mnltipUoar los dos términos por nna potencia 

del 10 que anule á la potencia del 2 en el denominador, que
dando sólo la del 5 en el numerador. 

fl) Becnérdase qae se llama primaria á la generatriz qae tiene la 
naioad por nomeraaor. 



1 1 X 10 ' 

2 o l X ¡01 

1 1 X 10» 
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S' X 10» 10 2' 10 •'" ~ ' ' ' 

1 

4 

1 X ID» 

T- X ¡0- = 
1 X 2= X 5-

2' X 1 0 ' 

r,2 

" ir,' 
2 ' 

2» 

1 

S 

1 X 10' 

2' X 10= 
= 

1 X 2 ' X 5» 

2= X 10» 10» 

2« 

2' 

1 1 y 10' 

2 ' X 10" 
= 

2< X 5 ' = 0,625 
10 

1 y 10' 

2 ' X 10" 
= 

2« X 10» 
= 0,625 

1 1 XIO" 
••i» X 10" 

— 2" X 5>" 

2» X 10» 
= 0,5"... 

- ^ = ^ ^ 0,25 
10- 100 ' 

— = 0,125 
10' ' 

Luego al multiplicar per 2" X 5" se anula el 2" del deno
minador de la generatriz, y sólo queda en el numerador la 
potencia del 5 igual á la del 2; esto es, 6". El numerador, 
es, pues, una potencia del 5. 

Análogamente: ¿qué es transformar en decimal una gene
ratriz primaria tal como 

X . J-. —. JL. _L _L 

todas las cuales tienen al factor 5 en el denominador? 
Pues es multiplicar los dos términos por una potencia del 

10 que anule á la del 5 en el denominador, quedando sólo la 
<iel 2 en el numerador. 

-L _ 1 X (2' X 6') _ J . _ 0 2 
5 6' X JO 10 ' 

J . = LiLííLüil == J! = 0,04 
25 6» X 10« ]0> 

± = I J Í ^ J Í Ü == J? = 0,008 
I2S 6* X 10* 10< 

= 0,0010 
625 6« X 10* 

J_ _ 1 X (2« X 6>) 
625 6* X 10« 

1 1 X(2" X "I^ _ J!* 
í " 5" X 1C« IOH 

Luego al multiplicar por 2" X 6" se anula el 5" del de-
tiominador de la generatriz primaria, y sólo queda en el nn-
merador la potencia del 2 igual á la del 5; esto es, 2", £1 nu
merador es, pues, una potencia del 2. 
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¿Qué es, por tanto, transformar en decimal una generatriz 
primaria como 

2 x 5 » ' 2 X 5 ' ' 2 x 5 » ' 2 X 5 » ' 2 x 5 » 

en todas las cuales aparecen conjuntamente los factores 2 y 5? 
Pues es llevar al numerador una potencia del 10 ( = 2 x 6 ) 

que anula á la del 5 en el denominador; de modo que sola 
quede en el numerador la diferencia entre Jas potencias co
rrespondientes del 2: 

1 1 X 10» . = ULÍÜJÜÜ = iJL?-= 0,02 
2 ' X 5« 2 ' X 5 ' X 105 2> X 5» X 10« lO"»-

1 _ 1 X ( 2 ' X 5 » ) ^ 2» ^ 0 0 0 1 
• x a » 2» X 6» X10» 10» ' 2 

1 _ _ . ^U*^^')^J1.=. 0,0008 
2< X 5« 2' X S« X 10» 10» 

I __ t X 10" 1 x 2 » X 5« 2 » - ' 
2' X 6« 2 ' x 5 « X 10» i i X 6» X IC» 10" 

1 _ 1 X (2» X 5» ) _ 2»-« 
2» X a» 2* X 6» X 10" 10" 

1 1 X t" X 8» 2»-» 
V X.6» 2 » X 5 " X 1 0 " 10» 

Y, en general, siendo »«>•«, 

1 _^ 1 X 10» _ 1 X 2»' X «« 2 — 
2" X 6" 2» X 6~ X IC» 2» X í " X 10" 10" 

Y siendo n^tn 

1 _ 1 x2» xa» _ ' &»-» "^ 
9» X 6 " J" X í » X 10» 10» 

Las generatrices transformables son, pues, las que tienen 
en el denominador los factores 2 ó 5; ó á. la vez 2 y 5. 

Estos factores del denominador pueden estar elevados á. 
cualesquiera potencias. 

Si en el denominador existe únicamente el fftctor 2 eleva-
do á cualquier potencia, sólo aparece en el numerador entou" 
ees el 6 elevado á la misma potencia y partido por la del 10 
de igual índice: ^ j , 

77. lu^ 
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Si en el denominador existe únicamente el factor 6 eleva
do á cualquier potencia, sólo aparece el 2 en el numerador 
elevado & la misma potencia, y partido por la del 10 de igual 
índice: 

j _ 2" 
6» 10" 

Si en el denominador existen los dos factores elevados á 
distintas potencias, sólo queda en el numerador el factor de 
menor índice elevado á una potencia igual á la diferencia en
tre los dos índices de los factores del denominador: á ese nu
merador (== á una diferencia) se le da por denominador el 10 
elevado al índice mayor (de los dos que en el quebrado pri
mitivo tenía ol denominador). Sea m > - n y tendremos: 

1 6"»—* 
•¿m X ¡,H 10« 

1 2f»~» 
2» X 5" lOo 

La potencia del 2 no puede ser igual á la del 5 en ningún 
quebrado generador de fracción decimal exacta; pues si am
bas potencias fueran iguales, la generatriz no sería ya que
brado común, sino decimal. 

2 » X S» (2 X 5 ) ' 10« lUOO 
i - = 0,001 

Luego en toda generatriz de fracción exacta las potencias 
<lel 2 y del 5 son desiguales; por eiemplo: 

;'• ~—rí ::—~~>«í^ndom>n 
a>xM í 'xfc ' ü«x»» J»x8«» 

El numerador de una generatriz productora de una frac
ción decimal exacta no puede acabar en cero; porque, si aca
base en cero, la generatriz no sería quebrado común irredn-
^ihW, y, al simplificarlo, se babria suprimido el cero. 

, ñraooión irredacible. 
2» x « 

40 _ _ _ _ J _ _ 3 0 0 
8 x s 40 2 0 0 

0,075 

3̂ 1 número de cifras decimales de ana fracción decimal 
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exacta, tiene que ser igual necesariamente al mayor de los 
exponentes del 2 ó del 6 existentes en el denominador de la 
generatriz. 

800 2* X 5' 32 X 25 

Para que esta fracción ordinaria se transforme en fracción 
decimal exacta, es preciso que el denominador sea la unidad 
seguida solo de ceros. Al efecto, hay que multiplicar ambos 
términos dei quebrado propuesto por 100000. 

1 1 X 100000 1 X 2< X 5' »~- 5' 
800 2» X i' X 100000 2» X 5' X 100000 100000 ICOOOO 

Asi el nuevo denominador resultado necesidad, por causa 
de la transformación, con tantos ceros como tiene unos el ín-
íHce de la mayor potencia existente en el otro denominador 
de la generatriz; y, por tanto, al escribir el resultado de la 
transformación, conforme á la notación decimal, habrá que 
poner tantas cifras decimales como haya ceros en ol denomi
nador de la transformación. 

^̂ ••̂  0,00125. 
800 2> X 5« 100000 100000 

1 
2» X 4'' 

1 
2'" y. S" 

á una fracción de 15 cifras decimales. 

á ana fracción de 17 cifras decimales. 

Si, pues, ¿ = , ^ , claro es que, para que exista la igual
dad, el numerador 126 ha de ser 800 veces menor que el deno
minador 100000; y, por tanto, 100000 ha de ser exactamente 
divisible por 126. Y no puede haber resto ninguno, porque 
800 es un número entero. 

Luego los dos términos del quebrado ¡55^ son divisibles 
por 126. 

Luego el numerador es el máximo común divisor de los 
dos términos. 

Y, como estas conclusiones son independientes de los va
lores de los términos del quebrado propuesto gó, 7 de los de 
«u equivalente el decimal, resulta que, en toda decimal exac
ta, el numerador es el máximo común divisor de los dos tér
minos del quebrado decimal: 
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1 „ _ ix¡r> _^ pqrt J- t.qt-t _1^ 
n ^^ 10000... 10000. .•=• r " / " n 

La generatriz puede no ser primaria. Ea ese caso será 
un múltiplo de la primaria. 

1 a ^ 
X O = , donde my- n 2 " X 6» 2"> X 5» ' 

Multipliquemos ambos términos por una potencia del 10 
igual al mayor exponente del denominador de la fracción or
dinaria propuesta. 

a X 10"» a X 2"« X S» 
X a 2'» X 5» 2'» X 5» X 10»» 2'» X 5" X }0" 10™ 

Por consiguiente, los dos términos del quebrado son divi
sibles por el factor común 5"'~"; el cual podrá siempre encon
trarse por el método del máximo común divisor. 

Toda fracción decimal exacta es simplificable, pues sus 
fórmulas son (según los casos) 

1 S» _!_ 2" 
6» 10« ' 

1 5in—n 

10» 
1 2"»—n 

2" " ~ 10»' 
_!_ 2" 
6» 10« ' 2/» X Sn . 

5in—n 

10» 2» X 5"» 10" 

donde TW > «. 

Ahora bien, estas fórmulas son iguales á 

^ = ^rt^ = i ; X S == ¿i; ^ ^ = V 1 " ^ •'^^* generatriz primaria 

a» 2» i 2 » i , i , . . . . 
•~. _ . _ . _ _ > ^ _ _ _ s ^ j _ . _ . ane es la generatriz primaria 

Para facilitar la comprensión de las fórmulas tercera y 
cuarta, demos valores numéricos kmy n,y tendremos, vgr. : 

I 1 X 10' 1 X 2' X 8' 
2' X 6» r X M X 10' I a' X 6» X 10' 

y - ^ S ' - * 5 ' - í V _ 6« M 1 6* 
X = 

10' . KK 10» 2» X 6' 8» X 5< X 5»J í* X 5» *• 2' X 6» 

Que es la generatriz primaria. 
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Y, análogamente, 
1 1 X 10' l X 2' y 6' 2'-» X 5'-

2» X 5' 2» X 5' X 10' 2' X 5' X 10' 10' 

2f-3 2" _^ 2' 1 
10' "" 2' X 5' ~" 2» X í" X 5' 2« X 5' 

que es la generatriz primaria. 
Luego toda fracción decimal primaria pneáta en forma de 

quebrado, tiene eu el numerador y en el denominador poten
cias comunes del 2, ó bien del 5, suprimidas las cuales resul
tará la generatriz primaria. 

De donde se deduce la regla dada al principio de esta 
Lección. 

E J E H P L O S . 

Si la generatriz primaria se duplica, 6 triplica, ó cuadru
plica..., ó se multiplica por un número cualquiera n, se ob
tendrá la correspondiente fracción decimal, duplicando, ó 
triplicando, ó cuadruplicando..., ó multiplicando por n í a de
cimal primaria. 

1 = 0,125 
8 

- = C,125 X 2 = 0,250 = 0,25 

1 = 0 , 1 2 5 x 8 = 0,376 
8 ' 
-1=0,125 X 4 = 0,600 = 0,5 
8 I I . 

— = n X 0,125, etc., etc. 
• 

Prescindamos ahora de las generatrices primarias; y, con
siderando en general la cuestión, ¿qué fracciones comunes 
pueden ser generatrices cualesquiera (no primarias precisa
mente) de fracciones decimales exactas? 

Solamente las que tengan por denominador alguno de los 
factores de 10; es decir, el 2 ó alguna potencia del 2, 

El 5 ó alguna de sus potencias, 
O bien á la vez el 2 y el 5 elevados á potencias diferentes: 
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45 __ 
2 

— = 45 
2' 05 

10 

2 ••̂  _ *5 — 45 
4 ~ 2» ~ . 5 

10 

4 — = 45 
2' 05 

10 22,5 

••̂  _ *5 — 45 
4 ~ 2» ~ . 5 

10 11,25 
Una cifra 
decimal. 

20 Dos cifras 
decimales. 

45 _ 45 
8 í* 

= 45 
50 

8 45 _ _45_ _ . K 

16 ~ 2' ~ 1 3 0 
16 = 45 

50 
45 _ _45_ _ . K 

16 ~ 2' ~ 1 3 0 
20 5,625 020 2,8125 
40 Tres clfraa 

decimales. 
40 
80 

Cuatro cifras 
decimales. 

Obsérvese que el número de cifras decimales es = en cada 
•caso al exponente de la potencia del denominador 2. 

il« = i « = 1 4 6 
5 5> 46 

10 29,2 
Una cifra 
decimal. 

46 
26 

-«- = 46 
5' 210 

' 100 
25 
1,84 
Dos cifras 
decimales. 

i « = i « = 146 
125 210 

850 
1000 

125 
1,168 
Tres cifras 
decimales. 

146 
625 

^ = 1460 
»' 2100 

2250 
3750 

625 
0,2;B6 

Cuatro cifras 
decimales. 

Obsérvese también que en cada caso el número de cifras 
-decimales resulta igual al exponente de la potencia del deno
minador 5. 

4,597 4597 10 Í5Ü = 

459,7 
Una dfra 
decimal. 

4597 = 4697 
20 2» X 5' 5 9 

197 
170 
100 

20 

229,85 
Don citas 
decimales. 

Claro ea que en este primer ejemplo la fracción decimal 
4597 86 obtiene, desde luego; " ^ = 469,7 

40 
4597 

2»X 5» 
:4597 

59 
197 

370 
100 

200 

40 4597 
. 80 

=z 4597 

114,925 
Treíolfras 
decimales. 

= 4597 2' X 5 597 
870 
500 
200 
400 

80 
57,4625 

Cuatro cifna 
decimales. 

Obsérvese que el número de cifras decimales es en cada 
^Uo igual al exponente de la mayor potencia del factor 2. 

TOMO It l 16 
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50 2>X5' --aT 
470 
200 

4597 _ 4597 _ ^ g ^ 

1250 2> X &• -8470 
•9700 

•9500 
•7500 

• • • • 

50 
. 250 

91,94 ' 
Dos cifru 
deoimalei. 

1250 Í H = 
ff7W> 

= _ÍÉ!?_ =: 4599 
2X5» 2099 

••990 
2400 

1500 

*^" —45970 
•' X 5' 22200 

34500 
. 32500 

12500 

50 2>X5' --aT 
470 
200 

4597 _ 4597 _ ^ g ^ 

1250 2> X &• -8470 
•9700 

•9500 
•7500 

• • • • 

3,6776 
Cuatro cifraí 
decimales. 

= _ÍÉ!?_ =: 4599 
2X5» 2099 

••990 
2400 

1500 

*^" —45970 
•' X 5' 22200 

34500 
. 32500 

12500 

250 

18,396 -
Tre< ctfns 
declmalei. 

6250 

0,73552 
anco dfras 
decimales. 

Obsérvese asimismo que en estos ejemplos el número de 
cifras decimales igaala en cada caso • al exponento de la ma
yor potencia del factor 5. 

Et ate de céteris. 
Transformemos, pues, ahora las decimales halladas, y 

convirtámoslas en las generatrices de que proceden, ajastán-
donos á la regla de poner la fracción decimal en forma de> 
quebrado y de simplificar debidamente! 

2 2 Í = 2 2 Í = Í 5 ; 
10 2 2 1 ' 

l l S = l l i = « = « 
100 4 4 Z» 

r . ^ _ f ; i . / 'p«rt lendo\_í»_í« . o SUS /l>Ktí«ldo\_o ü _ ^ _ í ? 
10000 \ P««28./' 2 - = - = • 

i t le 2* 

10 6 5"' 
1 •* _ 1 S ._ í? 

100 " " 26 ^ 6» ' 

1 » 1 _ . 21 M « . 
IflOO"" 1 2 6 " 6« ' 

M< 0 2 ^ 6 —.^LÍvrÜei¡áo\_ 

l O " " 10 " " S>X 6» ' lOO 2 0 Í O ' • • ' ' J Í X 6' 

«897 

91,94=» 91 

8,6776=* 3 

ue 
«?• 

' • "' ' a 
10000 

,91«=,_«??-; i8«96=18^«18ÍÍ- - -S5L 
" 80 Í«X í« ' ^ ^ MOO Í80 2«X e« 

847 4601 
' " '"*^' ' loooool P«»« y » 

«W7 



LECCIÓN V 

Transformación de las fraeciones perlddleali puras en 
fraedones comunes equivalentes. 

Una generatriz cualquiera es transformable en fracción 
-decimal exacta, sólo cnando los factores del denominador de 
la generatriz son 2 y 5, ó bien 2, ó bien 6. 

Así es, que (como ya hemos visto) toda generatriz exacta
mente transformable ha de aparecer en alguna de las cuatro 
formas siguientes: 

ó bien 2" ' 5" ' 2« X 5" ' 2» X 8" 

Y tiene que ser así poi* necesidad, atendiendo á que la 
transformación de una generatriz en decimal exacta consiste 
«n multiplicar la generatriz por una potencia conveniente 
del 10, sacar luego el cuociente, y al fin partir ese cuociente 
por la misma potcnacia del 10. 

Por ejemplo: transformar en decimal la generatriz ¿ 

{¿ X 10.) * lOr = iJÜ|Ji»2 + lOr = a X y-* X y BtbgMro «ntaro 
= &acáóii exftota decimaL 

Es preciso, pues, que haya en el numerador * ^ ^ ^'^ los 
vxúmos factores 2 y 6, ó bien en otro caso 2, ó bien 6, exis-
''it&fces en el denominador .-

De lo cual se decluoe que, si en el denominador de vaoM 
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generatriz existe un factor diferente del 2 y del 5, entóneos
la transformación es imposible exactamente. 

Por tanto, 

1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 
3 7 87 2 x 3 5 X H 2" X 5» X 17 

son generatrices intransformables con exactitud. Única
mente es posible hallar decimales que se les acerquen cuanto 
se quiera (1). 

Antes de estudiar la transformación de las fraíjciones pe
riódicas puras en fracciones comunes, conviene examinar la 
de las generatrices que sean primarias en fracciones decima
les, porque los resultados de cualesquiera otras generatrices 
que no tengan por numerador la unidad, enmascaran la ley 
y la ocultan, ó no dejan verla en toda su sencillez y plenitud. 

(1) Claro es que paede haber fracciones decimales exactas procedentes 
de generatrices con factores en el denominador distintos del 2 y del 5. 
Pero esto solo ocurrirá cuando, por falta de simplicación previa, esos fac
tores distintos del 2 y del 5 tengan en el numerador múltiplos que anulen 
los del denominador. 

Por ejemplo: 
¿Cuál es la fracción decimal equivalente & la generatriz 1^ ? 0,32 

exactamente. *^ 
y , sin embargo, 

168 168 . 
625 "~ 6 X 7 X 5» 

Pero el numerador 

168 = 12 X 14 = (3 X 4) X (2 X 7); 
de modo que 

168 _ (8 X4) X (2 X 7| _ (8 X 7) X 2* _ j f 
Í26 ~ (8 X 7) X 8» "~ (3 X 7) X 5« £« 

Suprimiendo, pues, en los dos términos del quebrado los factores pri
mos con 10, comunes a numerador y denominador, la generatriz 

m 
626 

simplificada no es realmente otra cosa que ^ 

ü « 1 ^ « _ 0,82 
6» 26 100 "^^ 

Pero ahora en esta Lección no se trata, pues, de fracción es simplifica-
bles, sino de fracciones comunes irreduoibles que tengan en el denomi-
aador fitctores distintos del 2 y del 6. 
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10 
30 

20 
60 

0,142857. . . 
40 

50 

El período es .142857, 
Para obtenerlo hemos debido hacer seis divisiones parcia

les, y en ellas hemos obtenido por residuos consecutivos todos 
los números posibles antes del 7, á saber: 1, 2, 3, 4, 5 y 6,' 
aunque ño por este orden,pues el orden ha sido 1, 3, 2, 6, 4, 5. 

Claro es que no podía resultar el 7 como residuo, ni tam
poco ningún número mayor, porque todo resto ha de ser me
nor que el divisor. 

Y claro es también que el último residuo había de s e r = l ; 
porque con cualquiera otro de los restos no podía repetirse 
totalmente un período que empezó con 1. Solamente, pues, 
reapareciendo el 1, es como puede venir otro período = 142857. 

El período tiene, por tanto, todos los restos posibles, por 
ser seis los números que hay por debajo del 7 divisor. 

1 . . . , j — = 100 
" . . 1 0 0 

. . 100 
. . 1 

0,090909 

Aquí el período no tiene todos los restos posibles, pues el 
período es 09, el cual reaparece á cada dos divisiones parcia
les. Podían, como antes, haber salido de residuos todos los 
números que hay por debajo del divisor (que ahora son 10; 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10); pero no ha sucedido así. Con solo 
el residuo 1 ha habido para volver i empezar. Y necesaria
mente ha tenido que aparecer el 1, porque con cualquier otro 
número de los 10 inferiores al divisor 11, no podría repetirse 
el período 09; 090909... 

Así, los períodos constan: 
1.0 Unas veces, de tantas cifras menos una, como unida

des tiene el divisor (ó sea el denominador de la generatriz 
primaria); 

2." Y otras veces consta de muchas menos cifras que el 
número de unos contenidos en ese denominador. 
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Cuando la generatriz es primaria, siempre el 1 es el últi
mo de los residuos, ya salgan todos, ya salgan menos; lo cual 
es condición indispensable para el inicio de un nuevo período, 
repetición del anterior. 

Y tiene que ser así precisamente, porque una de dos: 
O aparecen todos los restos posibles,—O no. 
Si no aparecen todos los restos posibles, saldrá el 1 antes 

que los demás; y, en cuanto salga, se repetirán las divisiones 
parciales y restas anteriores, y se obtendrá otro período; 

Y, si aparecen todos los restos posibles, por fueraa han de 
salir antes que el 1 todos los demás; pues, si el 1 saliera an
tes, se iniciarían nuevos períodos, iguales á los precedentes, 
antes de salir todos los restos posibles. 

En corroboración, y por vía de ejercicio, ejecútense los 
siguientes ejemplos con generatrices primarias de denomi
nadores primos con 10, ya cuando salgan sólo algunos de los 
restos, ya cuando aparezcan todos los posibles. 

Períodos de menos cifras que el divisor (ó sea de menos 
cifras que tiene unos el denominador de la fracción genera
triz primaria). 

— = 100 13 7 (número primo). 
" 260|o,027. . . 

El período resulta aquí con tres cifras; 027. El número de 
residuos consta del 10, el 26 y necesariamente el 1. 

-1 = 100 
" 90 

13 (núi^ro pritno) 
120 0,076923... 

30 
40 

1.. . 

El período tiene ahora seis cifras; 076923. Y hay también 
seis residuos; 10, 9, 12, 3, 4 y necesariamente el 1 al final. 

1 - - = 100 
** 180 41 (número primctj. 

160 
370 
• • X • • « 

0,03489... 

Período, 02439; restos Id, 16, 37 y el 1, necesario paca la 
repetición del período. 
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— = 100 
31 7 0 

3 1 (número primo). 

80 10,032258064516129. 
180 
250 

200 
140 
160 

50 
190 

40 
90 
280 

1... 
De los 30 restos posibles han aparecido hasta 16; de los 

cuales el último ha sido el 1, condición inexcusable de 1» 
repetición desde las décimas del período 032258064516129... 

_ = 100 
" 150 

140 
40 
60 

1 7 (número primo). 

0,0588235294117647... 

90 
50 
160 

70 
20 
30 
130 
110 

80 
120 

1... 
Periodo de 16 cifras; todas las posibles: último resto 1. 

1 4 = 100 
» 50 

120 
60 

80 
110 

160 

19 (número primo). 
0,052631678947868421 

170 
18Q 

90 
140 

70 
180 
160 

80 
40 
20 
1 

Periodo de 18 cifras; todas las posibles: último resto 1. 
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— = 1 0 0 I 2 3 (númeroprimo) 
23 gQ I 110 10,0484782608695652173913,. 

180 
190 

60 
140 

200 
160 
220 
130 
150 
120 

50 
40 
170 

90 
210 

30 
70 
1... 

Período de 22 cifras; último resto, 1. 

— = 100 2 9 {númeroprimo) 
2» 130 ^ 

140 
240 

0,0344827586206896551724137931. . . 

80 
220 

170 
250 

180 
60 

200 
260 

280 
190 

160 
IdO 

52 
210 

70 
•120 

40 
110 

230 
270 

90 
30 

1.. . 

Periodo de 28 cifras; último resto final, el 1. 
Como Temos, siendo primaria la generatriz, es condición 

ineludible de las reapariciones de los periodos, que el último 
resto sea el 1, ya salgan todos los restos.posibles, ya salgan 
menos. 
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Y, por consiguiente, por ejemplo, 

- = 1 0 
•> 30 

20 
60 

0,14285 7... 

40 
50 

1... 

= 1000000 
30 

2 0 
60 

40 
50 

1... 

142867 

De donde resulta (^según sabemos) que 
El dividendo — el residuo = al divisor X por el cuociente. 

1000000 — 1 = 7x142857 
. • . 9 9 9 9 9 9 = denominador x período. 

Luego en general: 

denominador, primo con 10, ile 
la genentrlx 

periodo 
por tantos nueves como cifras deci

males hubiere eu el periodo. 

Luego toda generatriz de fracción periódica pura es igual 
al período partido por tantos nueves como tenga cifras deci
males el período. 

JL = "^!! . En efecto: 142857 x 7 = 999999 
7 999Í99 * 

Esta regla es capital. Y sencillísima: su única dificultad 
consiste en la simplificación del quebrado ^j^y^^^^it» 

Luego 
DEDTTCCIOKES 

Qfopo de noeTw en ntmwo wifldente 
periodo 

: denominador de la generatriz primaria 

Luego para hallar el denominador de esa generatriz se 
partirá el grupo de los nueves por el período. 

Luego para hallar el período se partirá el mismo grupo 
de los nueves por el denominador de la generatriz primaria. 

^ =999999 
' 29 

19 
69 
89 
49 

0,142857 
9 
29 

19 
69 

0,142867 

89 
49 

TOMO n i 17 
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Asi, pues, conforme á los datos anteriores, 

Lnego 

999 
189 

l = 0 , 0 2 7 = i l 
S7 ' 999 

27 

= 37 = denominador de la generatriz — 

Luego, el periodo tiene que ser divisible por 9, caando no 
pneda serlo el denominador de la raíz primaria, á causa de 
ser primo distinto del 3 ó de las potencias del 3. 

142857 = 1 5 8 7 3, número entero. (1). 

L u e g o e n e l per iodo h a n de es tar todos l o s fac tores de l 
g r u p o de l o s n u e v e s , e x c e p t o e l que c o n s t i t u y a e l d e n o m i n a 
dor p r im o de la g e n e r a t r i z . 

9 9 9 9 9 9 
l i l i l í 

3 7 0 3 7 
5 2 9 1 

4 8 1 
8 7 

9 
3 
7 

1 1 
1 3 
3 7 

1 4 2 8 5 7 
1 6 8 7 3 

5 2 9 1 
4 8 1 

37 

9 j Aquí están todos los 
3 I tactores del grupo de 

1 1 ) los naeres, y sólo fal-
1S I ta el 7, denominador 
3 7 1 de la generatriz Yí 

(1) Si el denominador ^ 3 ó bien 9, ó sos múltiplos, el período puede 
no ser divisible por 9. 

10 
'• 10,. 

100 
190 

1.. 

3 

0,33a„ 
£1 pettodo ao M 
dtTbible por 9. 

2:7 (divitibk por 9) 

0,087 
Xt periodo no et 
«YtoiUe por 9. 

t _ 1 0 
T " ~ 10.. 

0,111... 
El periodo no M 
diviribla por 9. 

SI 
100 
190 

870 

8Í (áiviiible por 9) 

280 ¡0,012345679 
. . - XIpnlodonoM 
460 ffirUitito por 9. 

550. 
640 

730 
1.. 

Es curioso que ea este ejemplo último las cifras del período orezoait 
i 1A serie de los números BAtoráles, y ano lo mismo suceda con las 

delóa restos en sentido diagoaiU, ya subiendo, ya bajando. 
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— = 0,0 7 6 92 3... 
13 

76923 
' 999999 

(divisible por 9) (1) 

Luego 9 9 9 9 9 9 
2 3 0 7 6 9 

7 6 9 2 3 

= 1S = al denominador de la generatriz. 

Luego 0,0 7 6 9 2 3 = 4 = ^ la generatriz. 13 

Luego 9 9 9 9 9 9 13 

7 6 9 2 a 

Luego 9 9 9 9 9 
2 4 3 9 

— = 0 , 0 2 4 3 9 . . . = - ^ ^ 
41 ' 99999 

2 4 3 9 

: 4 1 = al denominador de la generatriz. 

Luego 0,0 2 4 3 9 = — = á la generatriz. 

Luego 99 9 99 4 1 

2 4 3 9 
l S22&80M516129 

— =0,032258064516129...= -- — — - (divisiblepor 9) 
81 ' 999999999999999 * -^ ' 
Luego 999999999999999 

.82258064516129 
32258064616129 

Luego 999999999999999 
= 3 l=:al denom.de la generatriz. 

8 1 

= al período 

- i = 0,0 5 8 8 2 3 5 2 9 4 1 1 7 C 4 7... = ^ ^ ^ ^ Yáit>i«6fo j w 9) 
17 . ' 999tt99999S9S999 * '^ ' 

Luego 9999999999999999 
4117647058823529 

58823^294117647 
= 1 7 =>: al 6J^ de la generatriz. 

17 Luego 9 9.., (hasta 16 curas) 

tal período 6 8 8 2 . 

De análoga manera se hallaría que corresponden á las ge-

(i) 100 
90 
120 

, 80 
4 

18 

0,676928 
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neratrices 9̂-, 23 J "29 ^^^ largas fracciones decimales calcu
ladas anteriormente. (Compruebe el discípulo los resultados 
por vía de ejercicio.) 

De consiguiente, 
Todo guarismo que no tenga entre sus factores al 2 ni 

al 5, si es repetido el suficiente número de veces, da una suma 
expresada por el correlativo número de nueves colocados á 
continuación unos de otros (1). 

11 1 21 \ ~ 
+ 11 / + 2 1 
+ 11 11 X 9 = 99 -+-21 ( 21 X 47619 = 999999 

hasta 9 \ hasta ( 21 x (9 x 11 X 13 x 37) = 999999 
veces 47619 I 

= 99 
= 999999 

Por consiguiente también, todo número que no tenga en
tre sns factores ni al 2, ni al 5, ni al 9, si es repetido el sufi
ciente número de veces, da una suma expresada por el corre
lativo número de unos colocados á continuación unos de otros. 

21 \ 7 N 
+ 21 + 7 
+ 21 {21x5291=111111 + 7 ( 7x15873=111111 

hasta ( 2 1 x ( l l x l 3 x 3 7 ) = l l l l l l hasta ( 7 x ( 3 x l l x l 3 x 3 7 ) = l l l l H 
5291 1 15873) 
veces J veces j 

= n u i l l i l i l í 

En resumen: 
El número de cifras del período de una decimal periódica 

pora es menor que el número de unidades que contiene el de
nominador de Is generatriz. Porque en las divisiones necesa
rias para la transformación de la generatriz en decimal, no 
paeden salir sino restos menores que el denominador, y, si sa
len todos los restos posibles, saldrán en número igual al deno
minador— 1. 

Toda generatriz primaria de una fracción decimal perió
dica pura tiene la forma -^f donde » es primo con 10. 

(1) Becaérdese la última nota. 
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El correspondiente período se halla por medio de divisio
nes tales como 

10 
dO 

fcO 
cO 

0,pqr . . 

1 . . . 

donde el segundo período p qrno empieza hasta que reapa
rece el 1 iniciador (numerador de la generatriz primaria). 

Por consiguiente, restando del dividendo ese 1 iniciador, 
tendremos que la resta será igual al divisor X por el cuocien
te (ó sea ál denominador de la generatriz X por el período). 

.• . t O O O . . . — 1 = n X pqr 
9 9 9 9 . . . = n X jjg»-

1 PQ>^ 
' ' ~ñ ~~ 999. . 

Luego, para que exista la igualdad, es preciso que p qr 
sea divisor exacto del grupo de nueves 999... 

Luego ^5^ r e s el máximo común divisor de los dos tér
minos de la expresión ^~~ = á la generatriz primaria — 

Si la generatriz de la fracción decimal periódica pura no 
fuese primaria, sería múltiplo de Itf primaria de la forma. 

1 a aXpQr — X a = — = -, 
n n 999... ' 

donde p qr será, como antes, divisor exacto del grupo de nue
ves, y, de consiguiente, fácilmente aislable por el método del 
máximo común divisor. 

De lo expuesto resulta otro método (ya indicado poco há) 
para hallar el período decimal correspondiente á una genera
triz que no contenga del modo dicho en su denominador ni 
«1 2 ni al 5. 

Se parte un 9 por el denominador de la generatriz; 
Al resto se agrega 9, y se vuelve á partir; 
Al nuevo resto se agrega 9, . . . 
Y así suoe8Íva.mente hasta llegar á un cuociente exacto. 

99 1 13 999 
909 

101 
119 0,076923 
29 
89 
00 

999 
909 

0,0099 119 0,076923 
29 
89 
00 

1 76MS 
18 '^VWB»' 

1 _ 99 
"im 
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Ya con estos antecedentes puede precederse á Ja trans-
. formación de las fracciones decimales periódicas puras y pri
marias en sus correspondientes generatrices primarias. 

Claro es que no se trata de equivalencias por el estilo de 
las que siguen, consistentes en dar al período por denomina
dor un grupo de tantos nueves como cifras decimales haya en 
el período. 

¿Cuál es la generatriz de 0,142857.*.? 

Paes es 142857 
999999 

¿Cuál la de 0,027...? 

Es 27 
999 

¿Cuál la de 0,07(i923. .? 

Es 7692S 
999999 

¿Cuál la de 0,02439...? 
„ 2489 
Es 99999 

No: no se trata de esta clase de equivalencias. Esos nue
vos quebrados comunes son, sin duda, equivalentes á los de
cimales; pero ¿quién puede formarse idea, sin simplificarlos, 
de la relación en que están sus términos, tan exageradamen
te complicados? 

La dificultad está toda en la simplificación. 
T, para llevar esos quebrados á sa menor expresión posi

ble, habrá de hacerse lo que sigue: 
Primeramente se hallará el denominador de la generatriz 

partiendo el grupo de los nueves por su período (máximo co
mún divisor): y, hallado el denominador, se le dará luego por 
namerador la unidad. 

¿Cuál es la generatriz de 0^42857..., fracoidn periódica 
pura y primaria? 

"»" SimpMquémosla: 9»»9»» 142867 

Liyego, la generatriz primaria es «a — 
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¿Cuál es la generatriz de la fracoióa decimal primaria y 
periódica pura 0,09...? 

0,09 
99 

9 9 Simpliñqaémosla: 
1 1 

Luego, la generatriz primaria es = ^ 

- ¿Cuál es la generatriz de 0,027.,., fracción periódica pura 
y primaria? 

•——•. Slmplifíquémosla: ^ua 27 
37 

Luego, la generatriz primaria es = -¡^ 

¿Cuál es la generatriz de la fracción primaria y periódica 
pura 0,076923...? 

'"'^ o- ^•c í. 1 9 9 9 9 9 9 7 6 9 2 3 'ñm- Simphfiquémosla: 2 30 7 69 — -
1 3 

Luego, la generatriz primaria es =a-~ 

¿Cuál es la generatriz de 0,02439..., fracción primaria y 
periódica pura? 

2439 
99999 

Simpliñqaémosla: 0 4 3 9 2 4 3 9 

4 1 

Luego, la generatriz primaria es == :¡j 

¿Cuál es la generatriz de la fracción decimal periódi 
pura 6,032268064616129...? 

iica 

999999999999999 32253064516129 
82258064516129 
81 

Luego, la generatriz primaria es = ^ 
¿Cuál es la generatriz de la fracción periódica pura y pri

maria 0,0588285294117647? 
9999999999999899 588285294117647 

17 
Luego generatriz primaria = ^ 
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¿Caál es la generatriz de la fracción periódica pura y pri
maria 0,052631578947368421? 

9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 I 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1 

1 9 

Luego generatriz primaria = -j^ 

KKGLA. DE LA SIMPLIFICACIÓN 
» 

Las fracciones decimales primarias, si son periódicas pu
ras, se transforman en sus generatrices primarias dividiendo 
por el período un grupo de tiantod nueves como decimales 
tenga el período, y poniendo al cuociente por numerador la 
unidad. 

¿A qué generatriz primaria es igual la fracción primaria 
periódica pura = 0,047619...? 

999999 
47619 

47619 999999 
47619 

21 
Luego 

1 47619 
21 999999 

¿A qué es igual 0,09...? 

99 9 

11 
Luego 

1 
— s= 
11 

9̂  
99 

TBANSFOBHACIÓK BN OBREBAIi 

Claro es qne, cuando dos qn.ebrados son iguales, si uno de 
ellos es irreduoible, el otro se ha oblenido multiplioando los 
dos términos del irreducible por un mismo número, primo 6 
múltiplo. 

El irreduoible 
i _ , 1 x p ^ 1 X [mreamp) 
• n xp n X (m rtettpi 
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y claro es también que, simplificando el quebrado no irredu
cible hasta su menor expresión, se obtendrá el irreducible. 

Si 
1 47619 

21 999999 
es porque el segundo quebrado resulta = ^ \^^ , y, por tan
to, dividiendo por ese factor x los dos términos de la compli
cada expresión 999999, se obtendrá la fracción irreducible equi
valente ^ , que fué su generatriz. 

Pero el sistema de simplificaciones sucesivas por medio 
de factoires primos es sobremanera laborioso y á veces im
practicable, ó casi impracticable, cuando se trata de guaris
mos cuyos factores no se descubren sino con ímprobo tra
bajo. 

41619 5291 
partiendo por 9 = a 999999 " " l U l l l 

partiendo por 11 = á 481 

lOlOl 

87 

partiendo por 1 3 = á — 

partiendo por 37 = á — (1) 
No debe, pues, intentarse jamás la simplificación por el 

sistema usual de los factores sucesivos; pues siempre ha de 
tenerse en cuenta que toda generatriz primaria lleva por nu
merador la unidad y que, por tanto, el denominador de la 

(1) Todo período, cuando está, en la forma 

periodo 
grupo de nuereí 

es divisible por 9 (no se olvide la nota anterior de la pág. 130), de modo 
qae los denominadores de las generatrices, hecha la primera simplifíca-
eiÓQ, aparecerán todos formados de unos. 

11111, l i l i l í , n u i l , I I U I U , l U l l l U , etc. 

T ¿habrá muchos calculadores, no digamos principiantes sólo, sino ya. 
ííttiy experimentados, que, por el método de los factores primos, sean ca
paces de simplificar quebrados cuyos denominadores aparezcan formados 
"ticamente por grupos de 11111.. . , con especialidad si los grupos son 
uapares y no divisibles por 3? ¿qué hacer cuando esos unos asciendan á 
nuichas decenas, y tal vez á centenares... si en una transformaoión de un 
Homero alto salen todos los restos posibles? 

TOMO m. 18 
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fracción decimal equivalente es divisible por su numerador. 
De consiguiente, cualquier fracción decimal periódica pura 

O.'ihcd. . . , . , , ^ . ' 1 
, sieudo Igual a una generatriz — i 

tiene su denominador 9999... divisible por su numerador 
abcd...; con lo cual siempre el grupo de nueves resulta divi
sible gxactamente por el período decimal puro, cuando éste 
es primario. 

Para simplificar, pues, ha de partirse el grupo de los nue
ves por su respectivo período (ó numerador); que,,es al mismo 
tiempo su máximo común divisor. 
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Rotación de las cifras decimales en los múltiplos 
de las fracciones periódicas primarias. 

Todas las generatrices de igual denominador son miílti-
plos de la generatriz primaria: de la jj en los ejs. siguientes: 

l , l l ^ ^ r > 2 . 1 1 1 1 „ 3 l i l i l í l ^ „ 6 
11 11 11 u 11 11 u n 11 11 11 11 u u 11 11 ii' 

Y es evidente que se hallarán las fracciones decimales co
rrespondientes, multiplicando la decimal primaria por 2, por 
3, por 4, por... 

- = generatriz primaria = 0 , 0 O O O O 9 . . . , decimal primaria; 

^ X 2 = ^ = 0,0 0 09 0 9 . . . X 2 = 0 , 1 8 1 8 1 8 . . . • 

^ X 3 = j ^ = 0 , 0 9 0 9 0 9 . . . X 3 = 0 , 2 7 2 7 2 7 . . . 

- X 4 = ^j = 0 , 0 9 0 9 0 9 . . . X 4 = 0 , 3 6 3 6 3 6 . . . 

^ X 5 = ^ = 0 , 0 9 0 9 0 9 . . . X 5 = 0 , 4 5 4 5 4 5 . . . 

- X 6 = ^ = 0 , 0 9 0 9 0 9 . . . X 6 = 0 , 5 4 5 4 5 4 . . . 

n ^ 7 = j ^ = 0 , 0 9 0 9 0 9 . . . X 7 = 0 , 6 3 6 3 0 3 . . . 

^ X 8 = - = 0 , 0 9 0 9 0 9 . . . X 8 = 0 , 7 2 7 2 7 2 . . . 

i X 9 = - ^ = 0,0 9 0 9 0 9 . . X 9 = 0 , 8 1 8 1 8 1 . . . 

- X 10 = - = 0 , 0 9 0 9 0 9 . . . x l O = 0 ,909090 . . ' . 
M 11 ' ' 
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Los nueyos numeradores 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9 y 10, de 
los quebrados comunes ^, ¿ , ^ j . . . son precisamente los mul
tiplicadores de la generatriz primaria jj 

Si cada una de estas nuevas generatrices se convierte en 
fracción decimal, cada uno de los multiplicadores empezará 
la respectiva transformación, y constituirá en cada caso el 
resto último del correspondiente período: 

" 90 
20 

11 

90 
2... 
0,181818 

1 = 30 111 80 
30!o,2727 
80 
3... 

- = 40 
" 70 

40 
70 

11 
0,363636 
4... 

- = 50 
" 0 0 

50 
11 
0,454545 

- = 60 
" 50 

60 
60 
5... 

11 

50 
6, 
0,5 4 5 4 5 4 

- = 7 0 
" 40 

70 
40 

11 
0,636363 
7... 

- = 80 
" 30 11 

80 
30 
8, 
0,7 2 7 2 7 2 

- = 9 0 
" 20 11 

90 
20 
9. 
0,8 18 1 8 1 

100 
100 
100 
1... 

11 
0,909090 

Tese, pues, que los restos últimos de las generatrices no 
primarias son iguales á los numeradores de tales generatri
ces: 2, 3, 4, B, 6, 7, 8, 9 y 10. 

Estos ejemplos confirman las consideraciones expuestas 
con el fin de probar que la condición necesaria para que en 
cada caso se sucedan continua é indefinidamente los períodos, 
es que se repita como último residuo el respectivo multipli
cador de la generatriz correspondiente (ó sea el respectivo 
numerador de los quebrados de igual denominador). Por eso, 
transformadas en decimales todas las generatrices de la serie 

U ' U ' 11' U ' 11' U ' 1 1 ' 
8 9 10 

11 ^ U 

los últimos residuos en las operaciones de cada período son, 
respectivamente, 

1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9 y 10. 

Lo mismo pasaría en cualquier otra serie, por ejemplo: 
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- = 100 
" 260 

1... 
37 2 

87 ~ 200 150 
2... 

37 - = 100 
" 260 

1... 0,02 7 ... 

2 
87 ~ 200 150 

2... 0,0 5 4 ... 

¿ = 300 
" 40 

3... 
37 7 

87 ~ 70 330 
340 
7 ... 

37 ¿ = 300 
" 40 

3... 0,0 8 1 .,. 

7 
87 ~ 70 330 

340 
7 ... 

0,189... 

" 2 50 
280 
21. 

37 26 
37 ~ 260 100 

26... 
37 

" 2 50 
280 
21. 

0,56 7... 

26 
37 ~ 260 100 

26... 0,7 0 2 ... 

SI 
- =-. 310 
"" 140 

290 
31. 

37 3< 
87 ~ 360 270 

110 
36... 

37 SI 
- =-. 310 
"" 140 

290 
31. 

0,837... 

3< 
87 ~ 360 270 

110 
36... 0,9 72... 

Aquí, como antes, se repiten los periodos sólo cuando 
aparecen en los restos los multiplicadores de la generatriz 
primaria (ó sea los numeradores de sus múltiplos). 

El método de agregar un 9 á cada resto da únicamente el 
periodo de la generatriz primaria (cuyo numerador es 1); por 
manera que, si la generatriz no es primaria, hay que multi
plicar el período primario por el numerador de esta genera
triz no primaria; y, por tanto, hay que hacer dos clases de 
operaciones: primera, hallar el período primario; segunda, 
multiplicarlo convenientemente. Mas el método de dividir di-
"rectamente por el respectivo denominador el numerador de 
''*^* generatriz cualquiera seguido del cero ó de los ceros oo-
*re»pondientes, lo mismo que los restos sucesivos, conduce 
inmediatamente al resultado final. 

¿Cuál es el período correspondiente á la fracción ^ ? 

Uétodoi df Im 8 
•grasado*'L lo* rMl(>i. 

¿ = ¿x7; -̂  = 99 
18 18 18 Q Q 

13 X 7 
119 0,0 76923 
29 X 7 
3 9 .. 
0 0 0,6 3 8 4 6 1 

^^^^w>^método es el mejor onando se trata de hallar la generatría pri-
^•**»; o bien (si no toda la serie completa) muchos de los múltiplos. 
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Método de los O 
agregados á los restos. 

7 
70 

" 50 
13 

110 0,5158461. 
60 

SO 
20 

7... 

Este método es el más rápido cuando no hay que hallar más que un 
solo múltiplo de una generatriz primaria. 

Es de gran importancia la advertencia siguiente. El pro
ducto de una decimal periódica primaria multiplicada por un 
número cualquiera, no se obtiene con exactitud tomando 
como multiplicando solamente un período primitivo. Cuando 
menos, kay que tomar dos para conocer el período del pro
ducto. 

Por ejemplo: 
El quebrado impropio ~ es la generatriz de la fraccióa 

decimal periódica 

27 
3,857142857142. . . GO 

periodo * O 

( 
3,85 7142... 

50 
10 

30 
20 

Ahora bien: multiplicando por 27 la decimal primaría 
0,142857.,., correspondiente á -^, no se obtiene el período 
857142... del producto 3,857142... 

Véase como prueba la multiplicación 

0,142857 
27 

999999 
285714 
8,857139; 

faltan 3 millonésimas para la exactitud. 
Y tiene que ser asi, porque el multiplicando 0,142857 es 

menor de lo que debe ser. Sólo se obtendrá el nuevo período 
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•correspondiente al producto — X 27, poniendo como multi
plicando dos períodos cuando menos de la decimal primaria. 

0 . 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 
2 7 

2 8 5 714 2 8 5 7 1 4 

3 , 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 3 ! ) 

Aquí ya sale exacto el primer período 857142... é inexac
to, por defecto, el segundo. 

Cuando una fracción decimal primaria tiene tantas cifras 
menos una como el número primo denominador de su genera
triz primaria, en toda la serie de los múltiplos de la fraccióa 
decimal aparecen las mismas cifras decimales, y no otras. 

- = 10 30 
20 
6 0 
40 

0,1 4 2 8 5 7...; 

5 0 
1... 

= 30 
2 0 
60 
40 
50 
10 
3. 

0,4285 71...; 

:50 
10 
30 
2 0 
60 

0,7 1 4 2 8 5...; 

40 
5... 

= 20 í 60 
40 
50 
10 
30 
2. 

:40 
50 
10 
30 
20 
60 
4, 

0,2 8 5 71 4...; 

0,5 7 1 4 2 8...; u, 

:60 
40 
50 
10 
30 

0,8 5 7 1 4 2... 

20 
6... 

La fracción primaria 0,142857 tiene tantas cifras decima
les en su período, como unidades el denominador 7 menos 
una: se han dado, pues, todos los restos posibles: 

Los múltiplos por 2, 3, 4, 6 y 6 de esa generatriz prima
ria ( Y , ~, -* ,.•') tienen también seis cifras decimales en su» 
respectivos cuocientes (ó periodos); y las cifras decimales d© 
los múltiplos son las mismas de la decimal primaria; 142857» 
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Estas cifras se repiten cíclicamente: 

1 4 
7 2 

5 8 

Si el cuociente empieza por el 1, como en la decimal pri-^ 
maria correspondiente á 7-) el orden circular es 142857. 

Si el cuociente empieza por el 2, como en la decimal co
rrespondiente al múltiplo Y' ®1 orden circular es 285714. 

Si el cuociente empieza por 4, como en la decimal co
rrespondiente al múltiplo — t el orden cíclico es 428571. 

Si el cuociente empieza por 6, como en la decimal co-^ 
rrespondiente al múltiplo -y-, el orden es 571428. 

Si el cuociente empieza por 7, como en la decimal co
rrespondiente al múltiplo -y , el orden circular es 714285. 

Y si el cuociente empieza por 8, como en la decimal co
rrespondiente al múltiplo -^ , la rotación es 857142. 

Tanto en la decimal primaria como en las múltiplas, lo» 
cuocientes son todos divisibles por 9, cifra máxima del siste
ma de la notación decimal. 

La razón de todo esto es muy sencilla. 
Los multiplicadores de una generatriz primaria, como -y 

(por ejemplo) son tantos como unidades menos 1 hay en el 
denominador. En el caso del -j- hay (7— 1), esto es, 6; á sa
ber: 1, 2, 3, 4, 6 y 6 multiplicadores (considerando al 1 como-
mnltiplicador). 

_ x l = - ; -x2 = - ; - x 3 = - ; 7 x 4 = - ; 

—X5= —, y - - x C = —. 
7 7 7 7 

Paes bien; cuando, al transformarse en decimal una gene
ratriz primaria, aparecen todos los restos posibles, claro es 
que se presentan los mismos números que, en otro caso, hacen 
de muUiplicadores de la misma generatriz pfimaria (esto es, 6 
en el ejemplo del-,-) ¿ saber: 1, 2, 3, 4, B y 6; y claro es 
también que, agregado un cero á cada uno de estos restos, se 
hallarán los mismos cuocientes y los mismos nuevos restos-
que por sí propia daría el correspondiente quebrado mnlti-



FRACCIONES DECIMALES 145 

plicador de la generatriz; todo en orden cíclico conforme que
da expuesto. 

Así, pues, si (habiendo salido todos los restos posibles) te
nemos á la vista la transformación de una generatriz primaria 
en fracción decimal también primaria, como por ejemplo, 

10 
30 

20 
60 

40 

0,14 2 8 5 7 

50 
1... 

no hay necesidad de hacer análogas operaciones para encon
trar las demás fracciones decimales de los múltiplos, pues bas
ta con conocer la ley de la rotación de las cifras del cuociente. 

2 „ _ 3 
= 3 

0,2 8 5 7 1 4 

Í - = 5 
7 

= 4 

0 ,42857 1 

— = 6 I 7 
7 

0,5 7 1 4 2 8 

0 , 7 7 4 2 8 5 0,8 5 7 1 4 2 

Si el múltiplo es 2, ha de buscarse, para la transforma
ción, el resto 2 en la operación primera (la del -y-) y desde 
el 2 se copia cíclicamente el cuociente. 

Y así de los demás múltiplos. 
Imagine el discípulo la molestia de efectuar puntualmen

te las 16 operaciones necesarias para hallar las fracciones de
cimales equivalentes á ~ y & sus respectivos múlt iplos^ > -j^ > 
ÍT" V -[J (según que por vía de ejercicio se ponen á continuación). 

- = 1 0 0 
" 150 

140 
40 

60 
yo 

17 - - = 2 0 

0,0588235294117647...; 

17 

50 
160 

70 
20 

80 
130 
110 
80 
120 
l.„ 

80 
130 
110 
80 
120 
100 

0,1176470588235294 

150 
140 
40 
60 
90 
50 
160 
70 
2.. 

TOMO lU 19 



146 ABITHÉTIÜA MODULAR 

— = 30 17 4 = 40 17 
" 130 17 60 " 130 17 60 

110 0,1764705882352941...; 90 0,2352941176470588... 
80 50 120 160 
100 70 
150 20 
140 30 
40 130 
60 110 
90 • 80 
50 120 
160 100 
70 150 
20 140 
3.- 4... 

50 
160 

17 60 
90 

17 50 
160 

60 
90 

70 0,2941176470588235...; 50 0,3529411764705882... 
30 70 
130 20 
110 30 
80 130 
120 110 
10 80 
150 120 
140 100 
40 150 
60 140 
90 * 40 
5... 6... 

70 
20 

17 80 
120 

17 70 
20 

80 
120 

SO 0,4117647058823529...; 100 0,4705882352941176 
130 150 110 140 

80 40 
120 60 
100 90 
160 .50 
140 160 
40 70 
60 20 
90 30 
50 130 
160 110 
7... 8„. 
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«0 17 100 17 
50 150 50 150 
160 0,5294117647058823...; 140 0,5882352941176470 
70 40 
20 60 
30 90 
130 50 
110 160 
80 70 
120 20 
100 80 
150 130 
140 110 
40 80 
60 120 
9... 10.-

lio 17 12 120 17 
80 
120 

17 "~ 100 
150 

80 
120 0,6470588235294117... 

100 
150 0J058823529411764-. 

100 140 150 40 
140 60 
40 90 
60 50 
90 160 
50 70 
160 20 
70 30 
20 180 
80 110 
180 80 
11... 12-. 

13 30 
•un 

17 140 1 17 
AC\ 1 lio 

80 0,7647058823529411... 60 1 0,8235294I17647058_ 
120 90 
100 50 
150 160 
140 70 
40 20 
60 80 
90 180 
50 110 
160 80 
70 lao 20 100 
30 160. 
13... 14.-
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150 
140 

17 160 
70 

17 150 
140 

160 
70 

40 0,8^3529411764705... 20 0,9411764705882352.., 
60 30 90 180 
50 110 
160 80 
70 120 
20 100 
30 150 
170 140 
110 40 
80 60 
120 90 
100 50 
15... 16... 

Pues imagine ahora el alumno la facilidad con que se 
pueden hallar todas las fracciones decimales correspondientes 
¿ los múltiplos de y,' utilizando al efecto la ley de la rotación 
de las cifras, nna vez conocida la transformación de la gene-
Tatnz primaria (que es preciso, en todo caso, calcular). 

] = 100 17 
17 150 150 

140 0.0588236 294117647 40 • 
60 
90 
50 
160 
70 
20 
30 
130 
110 
80 
120 
1.. 

0 5 8 8 
7 2 
4 3 
6 5 
7 2 

1 1 4 9 
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i- = 0,1176470588235294... 
17 

- = 0,1764705882852941... 
17 

i = 0,2352941176470688 ... 
17 
1 = 0,2941176470588236... 
17 
1 =0,3529411764706882... 
17 

I =0,4117647058823629... 

£ = 0,4705882352941176 . . . 
17 
i . = 0,5294117647058823... 
17 
- = 0,5882352941176470... 
17 

- = 0,6470588235294117 . . . 
17 

- = 0,7068823529411764 . . . 
17 

1! = 0,7647058823629411... 
17 

l í =0,8235294117047058... 
17 

' - = 0,8823529411764706... 
17 

- = 0,9411764706882352... 
17 ' 

Estos nuevos antecedentes nos ponen ya en camino de 
hallar una generatriz cualquiera, dada una fracción periódi
ca no primaria. 
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'Transformaelón de las fracelones perl¿dlea« no prli 
ría* en SUR respectivas generatrices. 

Sabemos que cualquier generatriz no primaria de una 
fracción periódica pura es un múltiplo de la generatriz pri
maria. 

Por consiguiente, toda fracción periódica pura es una 
suma de varios sumandos todos iguales á la periódica pri
maria. 

— = generatriz primaría. 

— ; sama de dos samandos igaalea. 

— = — + -- -*- ~'t suma de tres sumandos iguales. 

r— -»••—+— -4- —; suma de cuatro sumandos igpuales. 

— = — +• —4- —-K — + —; svima de cinoo samandos igoales. 

+ — •4--t-H 1 -i ; suma de seis sumandos isnulea. 
7 7 7 7 7 

Por tanto, 1M fracciones decimales equivalentes «oa, n«> 
turabnente, sumas también de sumandos iguales. 
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— = 0,142857,. 

2 _ I 0,142857... 
T—(0,142857 . . . 

. í 0,142857.., 
— = } 0,142857.., 
^ (0,142857... 

/ 0,142857... 
4 _ ) 0,142857.., 
T ~ l 0 , 1 4 2 a 5 7 . . , 

(0,142857... 

. = periódica pura primaria 

1 == 0,285714 

0,142857.. 
I 0,142857.. 
0,142857.. 

I 0,142857.. 
0,142857.. 

[0,142857.. 
10,142857.. 
10,142857.. 
0,142857.. 

10,142857.. 
[0,142857.. 

= 2 veces la fracción periódica pura pr i
maria (1). 

= 0,4285'íl... = S veces la primaria (1).. 

> = 0,571428... = 4 veces la primaria (1). 

= 0,714285.,. = 5 veces la primaria (1). 

: 0,857142... = 6 veces la primaria (1). 

Sabemos, asimismo, que todo período primario, partido' 
por un grupo de tantos nueves como decimales tenga el pe
ríodo, es igual á la generatriz primaria. 

1 _ U2857 
~ ~ 999i(99' 

Por lo cual, dividiendo el grupo de nueves por su período, 
obtendremos siempre el denominador de la generatriz p r i ' 
maria. 

999999 142857 

= 7, denominador de la fracción primaria 

Luego, en este caso, generatriz primaria = ~ < 
Ahora bien: 
Si dividimos el grupo de nueves, no por la decimal prima

ria, sino por un múltiplo cualquiera de esa misma decimal 
primaria, no aparecerá ya, como antes, en el cuociente el de-

(1) Obsérvese la rotación de las cifras. 
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nominador de la generatriz; pero, sin duda, aparecerá un nú
mero estrechamente emparentado con ese denominador. 

Por ejemplo: pongamos, pues, por dividendo el grupo de 
nueves: demos á este dividendo por divisor el doble de la de
cimal primaria; y, como el divisor resulta doble, claro es que 
el cuociente será la mitad del denominador de la correspon
diente generatriz. 

999999 
142857 

285714 
142857 „ , , ( 2 X 3 ) + 1 7 
285714 " = 2 2 

Luego la generatriz es = — . 
En efecto; poniendo el cuociente en forma de quebrado 

( 3 - ^ = Y ) , obtendremos el denominador 7 de la genera
triz primaria-^; y, ya sabiendo que esta generatriz prima
ria es = — , muy fácil nos será averiguar que 0,285714 equi
vale á la generatriz no primaria = y . 

Este procedimiento podía hacerse general y darse como 
regla que, para hallar la generatriz de una fracción decimal 
cualquiera, periódica pura, se partirá por la decimal el corres
pondiente grupo de nueves, se pondrá el cuociente en forma 
de quebrado, y el quebrado invertido resultará = la genera
triz (1). 

Veamos algún ejemplo: 
¿A. qué generatriz es igual la fracción decimal periódica 

puraO,42857i,..? 
Pongamos por dividendo un grupo de nueves que consto 

de tantas cifras como contenga la fracción 0,428571; demos 

(1) La regla seria tan general qae dentro de ella cabrían hasta las ge
neratrices primarias. La únioa diferencia estaría en que la división del 
grupo de nueves por un período primario no deja residiuo, y los dem&s s í . 

999999 142857 

Póngase ahora el 7 en forma de qnebrado, ' / , ; 
Inviértase = ' / ? i 
y en ese V7 tendremos la generatriz primaria correspondient» & Is de-« 

o ima l periódica pura, también primaria, 0,142857. 
La regla es, pues, la misma. 
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- á ese dividendo por divisor la misma fracción; y hagamos la 
•división: 

099909 
142857 

428571 
• •„«-, / si se dividen ambog 1 , „> „ „ , , 
1428..7 _ lérrainos del qxie- g JL _ 'i_?LÍL±J _ ' 
428571 ~ •>™'l'' por el nu- '̂  j g — "^ 

' merador, ! 

Luego la generatriz es = y . 
¿A qué generatriz es igual la fracción periódica pura 

•0,857142...? 

999909 
142857 

857142 
' BI se dividen ambos \ 

términos 
brado po 
merador, 

H2857 __ ( '•téTrníños-derqüe' 1 . 1 7 
857142 ~ 1 ÍI?.^.^,?"' el na- ( ^ 6 ~ 6 

Luego la generatriz es = — . 

SIMPLIFICACIÓlí. 

Pero hay que renunciar á este procedimiento, porque 
^siempre necesitan simplificación quebrados tales como los 
muy complicados resultantes en los cuocientes anteriores. 

142857 142857 

Habiendo que renunciar, por impracticable la mayor pnr-
te de las veces, á la simplificación por medio de los factores 
•primos, hay que recurrir á otro procedimiento, en virtud de 
las siguientes consideraciones. 

Claro eB que no habría para qué acudir á otros medios, si 
los quebrados reisultantes en los cuocientes fuerau siempre 
tales como 

JL ü '"'^ 
« ' 243 ' 8076l>2 

-equivalentes á generatrices primarias oomo 

1 1 Z 

7' »' T' 
Terdaderamente muy fáciles de oalculsr, porque cada deno^ 
laisador esi un evídeute mdltíplo del aamerador respectivoi. 

TOMO Ilt 20 
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Pero las más de las veces no ocurre así. 
Coa frecuencia el numerador del quebrado resultante en 

esa clase de cuocientes no es evidente submúltiplo de su de
nominador, y entonces la simplificación ha de ofrecer nece
sariamente seria dificultad. 

Por ejemplo: 
¿Cuál es la generatriz de 0,714285?... 

2S5TU 
714285 

28Ó7U 
7!428j 

Aquí aparece en el cuociente un quebrado cuyo denomi
nador no es múltiplo del numerador, por lo cual la relación 
entre ambos no se percibe desde luego ni á primera vista. 

Mas la simplificación no ha de ofrecer dificultades si se 
recuerda que tanto el residuo '285714, que hace de numera
dor, como el dinsor 714285, que hace de denominador, son 
grupos de sumandos, todos iguales al periodo primario. De 
modo que tenemos 

Resigno — án 
DiTúor =: á n 

veces el 
veoua el 

periodo primario n núoiero entero 
periodo primario m número entero 

Sapongamos 

• 
m 

2 2 vece» el periodo 
5 5 vece» el periodo 

Y es claro que el período aparecerá como nuevo resto, si 
«I 5 X por período se divide por el 2 x período 

•*- 5 X período 
— 4 X periodo 

Y, en efecto, 

1 X periodo 

714285 
14285T 

2 X período 

285714 

.2aS71t 

doBde claramente se re qne 142857 es e] periodo primario. 
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Ya con este dato volvamos al principio. 

nWiíMt;) I 714285 
2SÓ714 I • 

i 1 'í'̂ :'_"l* _ ( pait iei i i lo iiinhos tM- I j^ 1 _ (•"' x l) + 2 ^ / 
I TM2!)") I luiuo.s ¡lor 11'2;-07. 1 5 6 6 

Y,.por consiguiente, 
La fracción decimal periódicn pura 0,71428.5 = fracción 

común '!: 
De donde resulía ()Ue ia decii.'ial i irimaria es siempre di

visor común de toda fracción pcrióiüea cualquiera, pues ta en 
la forma de 

jHTlndo no primnrio 

Luego siempre se hallaiíl ¡a decimal pr imar ia por el proce-
diuiiento del máximo comi'm divisor. 

Y, hallada, se obtfMidrá la gmieratriz de la fracción d e 
cimal dada, dividiendo jior el período pr imario la fracción 

período jio vriniínio 

':*;':'. Porque 
1 i)eríoflo primario 

g e n e r a t r i z cua lqu ie ra = x p — r:„ ~ X p 

¿Cuál es la generatri/C de O,.571428...? 

57H>8 

9y'J!l'J9 

P a r a simplicar este enorme quebrado, recurramos al p ro 
cedimiento del máximo común divisor. 

OÜÍtiW'J 5 7 1 4 2 8 (1 

' ) 4-28571 14-2857 (s 

No habiendo ya res to , claro es que 142857 es el per íodo 
pr imar io ; y , siéndolo, dividamos por él los dos té rminos del 
quebrado 

b7i4'8 
9? 991199 

P a r a ahorrar cifras, t iempo y t rabajo, la operación total 
-debe aparecer como s igue, dividiendo al fin por la decimal 
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primaria los dos guarismos que encabezan la operación deL 
máximo común divisor. 

Luego 
99999 

999999 571428 (> 
1} 428571 142857 (5 

142857 571428 142857 

Luego 

la fracción dada, decimal periódica pura = á la fracción ordinaria — 

¿Cuál es la generatriz de 0,58636...? 

585S« 
99999 

Simplificación por el máximo común divisor. 

99999 58536 (' 
'J 41463 17073 (« 
í) 7317 2439 (' 

Luego, dividiendo por el n^áximo común divisor 2439, t a n 
to el numerador 09999 como el denominador 58636, resultará: 

99999 
•2439 

Luego 

2439 

41 

5^536 
•9756 

2439 

2i 

U la deeimal periódica 0,58536... es = á la fracción ordinaria - (1) • 

(1) Alguien me ha tachado de largos los trámites qae exige esta manera 
de simplincar; peto quien tal crea, pruebe á simplificar el mismo quebrado 

M536 
999M 

por el método de los factores sucesivos. 
Sólo sabemos que, en virtud de la propiedad general de todas las fraO' 
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De lo expuesto resulta que para hallar la generatriz de 
una fracción decimal periódica pura cualquiera (no prima-
" a ) ( l ) , 

1." Se pone la decimal en forma de quebrado común, dan
do á este quebrado común por numerador el periodo, y por 
denominador tantos nueves como el periodo tenga cifras de
cimales; 

2.** Se divide el correspondiente grupo de nueves por el 
periodo; 

3.° Se divide en seguida el período por el resto de la 
primera división; 

4." Se divide el primer resto por el segundo; 
6.° Se divide el segundo resto por el tercero; 
6.° Se divide el tercer resto por el cuarto;... 
7.*̂  Y así sucesivamente, hasta ll«gar á una división par

cial donde no resulte resto. Eatonces el último resto es el 
período primario, y, por tanto, factor común al numerador y 
al denominador decimales. 

8." Obtenido el período primario, se vuelve al principio; 
y se parten por ese período primario tanto el grupo de los 
nueves como el período que le ha servido do divisor. Los cuo
cientes resultantes, puestos convenientemente en forma de 
quebrado, son la fracción ordinaria pedida. 

¿Cuál es la generatriz de 0,56097...? 

clones periódicas puras, son siempre, divisibles por 9 numerador y denomi
nador. Pero ¿y luego? 

6858» _ 6504^ 

¿Cuáles son los factores del denomiuador 11111? ¿Habrá muchos que 
atinen de pronto oon que ambos términos pueden dividirse por el núme
ro primo 271? ^ 

'** (dividiendo por 271) - ' 
l l t l t 41 

Y aun suponiendo que los trámites aludidos fuesen largos (que no lo 
son), siempre resultaría en su abono el ser fácilmente practicables, mien
tras que la simpliñcaoión 6omún casi nunca lo es dentro de los limiten 
exigíbles ala generalidad de los oalculailores. 

(1) • Y aun las primarías también. 
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09999 56097 

( I 

~ b0097 

2439 

') '18902 

Tr.i 7 

2439 

12195 

( I 

~ b0097 

2439 

') 

'18902 

Tr.i 7 

2439 

4878 ( I 

~ b0097 

2439 

2-, 

'18902 

Tr.i 7 

2439 

( I 

~ b0097 

2439 

99'J<)9 ~ 
= • 4 1 

24o!) 

( I 

~ b0097 

2439 
= 23 

Luego 
0.5GO97. 

23 

• • 4 1 

¿Caál es la generatriz de 0 53058.. .? V 

9ÍI999 5:5658 (' 

') 46.341 

2439 

7317 

5365S 

2 4 : Í 9 

") 

46.341 

2439 
5365S 

2 4 : Í 9 

999!I9 

24Ü9 

5365S 

2 4 : Í 9 
= 22 

Luego 
0,53658. 22 . 

41 

¿Cuál es la generatr iz de 0,G15384...? 

999999 ! 615:384 (> 

>) 384615 i 2:«769 (» 

2) 15í}84tí I 76923 
999999 

76923 
10 615384 

76923 

Luego 
0 , 6 1 5 3 8 4 . . . = -

' 13 

¿Cuál es la generatriz de 0,129032258064516,..? 

999999999999909 
<) 96774193548387 

999. . 
- = 81 

32. . 

129032258064516 C 
32258064516129 (» 

128... 
32... = 4 

Luego 
0,129032258064516...=- (1) 81 

(1) Quien dude de la eficacia y bvevedad de este sistema de simplifica, 
ción, trate de simplificar esta fracción desimal por los medios natiales d« 
los íftctores primos. 
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¿Caál es la generatriz de O,-I")...? = ^̂  (!)• 

00 I .15 {'-

90 
= n 45 

¿Caál es la generatriz de 0,243...? = "5̂  (i) 

243 (* 099 

0) 27 

B99 
27 

= 37 
243 

27 
= 9 

¿Cuál es la generatriz de 0,307692.,.? = - i ( i ) 

999999 

999999 
76923 

•») 76923 

13 

3076U2 (3 

807692 
76923" 

= 4 

¿Caál 68 la generatriz de0,19512...? = — n\ 

99999 

8) 2439 

19512 (» 

89999 
24a9 

= 41 15Í12 
2489 

= 8 

¿Cuál ea la generatriz de 0,161290322580646...? = ~ ^ ( 1 > 
999999999999999 

») .92258064516129 

161290322580645 (« 

999... 
S2... 

= 81 IM... 
n.., 

= 5 

(1) Katoralmente, la operación sé ha heoho antes de encontrar esta so-
Inoidn. 
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CASO PABTICDLAB 

Supongamos la transformación en decimal de un quebra
do impropio que carezca en el denominador de los facto
res 2 y o. 

-1 = 8 17 
•' 10 I— 

30 I 1,142857... 
20 
60 

40 
50 

1 . . . 

El cuociente tiene una parte entera = 1; y, además, otra 
parte decimal que es el período = 0,142857... (ya de nosotros 
muy conocido). 

Claro es que no hay razón para ejecutar así la operación, 
siendo tan natural efectuarla de este otro modo: 

7 7 

' I + - = 10 
7 30 

20 0,142857... 

40 
50 

1 . . . 

Cuando, pues, el quebrado sea impropio, deberá, ante t o 
do, reducírsele á número mixto, y luego transformarse en'de
cimal sólo Iĉ  parte fraccionaria. 

También es natural que, si se nos da ana fracción decimal 
{>reoedída de nna parte entera, se transforme en su genera
triz únicamente la parte decimal; y, Hallada, se la haga pre
ceder de sn entero. 

1,142857 = 1.+. C 999999 142857 1 . g 

1 

Y esto con tanta más razón cnanto qne la parte entfira 
paede constar de gran número de oifrfts qne, incluidas in.-
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necesariameote en la traasforinación, habrán de embarazar 
los cálculoá sin provecho de ninguna clase. 

Pero demos que se quiera encontrar directamente el que
brado impropio generador de la fracción decimal dada, com
puesta de entero y período, ¿cómo procede efectuar la ope 
ración? 

Hallar el número generador de 1,142867... 
Quítese la coma, lo cual equivale á indicar la suma si

guiente: 
IHKrn _ 1030000 + U2857 
999999 999999 

El sumando 142857 es (según todo lo anteriormente de
mostrado) un submúltiplo exacto del grupo de los seis nue
ves, ó sea del denominador 999999; pero el otro a,umando 
1000000 no lo es, pues acaba ea cero, y á todo guarismo aca
lcado en cero, si es una potencia del 10, le sobra un 1 para ser 
igual á un grupo de tantos nueves como ceros haya en la po
tencia. 

Parra que la división sea exacta, ea preciso, pues, restar 
un 1 del samando 1000000; y, efectuada la rosta, tendremos: 

(lOOOOOC —1) +142857 999999 + 1428,17 1H288C 
999999 999999 999999 

O bien 
(1000000 + 142857) — 1 U41S67 — 1 

999999 999999 

— ^"""^ _ ! • • • • p«rten «nbo» 1 £ . 
(99999 — ' tótínlno» por 142*67 I 7 » 

serie de operaciones que ha dado directamente el quebra
do impropio generador -y. 

Pe modo que el cálculo ha oonsiatido: 
1." £ n poner por numerador, sin la coma, toda la ezpre-

«ion decimal constituida por el entero y el periodo; 
2." En restar de tal expresión la parte entera; (1) 
8.** Y en partir la diferencia resaltante por on grupo de 

tantos naeves oomo decimales tenia la expresión compuesta 
de entero y quebrado. 

(1) Al agregarse U parte entera segoida de oeros se agrega mAs de lo 
SMeéauio, y, por tanto, hay qne reba{}ar el exceso. 

TOMO 111. S I 
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¿Cuál es la generatriz de 1,076923...? 

i 0 - 6 9 » - l ^ 1»'69" ^ ) Si «e parlen ambo» j i ^ 
999999 999999 ' tí"»'""» Por '«^íS I 13 

¿Cuál es la generatriz de 1,027...? 

1°^^ - ' _ '"'-6 _ I «i se parten ambos I ^ 
999 999 ' término» por 27 ) 37 

El método es general, sea la que fuere la parte entera. 
Hallar el número compuesto de entero y quebrado gene

rador de 2,285714... 
Quítese la coma, y tendremos 

2000000 + 2857U 
999999 

Al sumando 2000000 (como doble que es de 1000000) le so
bran 2 para ser divisible por el correspondiente grupo de nue
ves; y, á fin de que lo sea, hay que restarle 2; y tendremos: 

(5000000—2) + 285TI4 199998 + 2Í57U __ 2285712 
999999 999999 999999~ 

O bien 
2 2 8 5 7 U - 2 27857I3 . r-irtl.„doiin,lw„ulr. • 36 ) partiendo ambos tér-

999999 999999 ' •n*"»» P<« "2S57 ( 7 

Hallar el quebrado impropio generador de 3,07317... 
Quitada la coma, tendremos * 

300000 + 7317 

99999 

El sumando 7317 es submúltiplo exacto del grupo de nue
ves del denominador; pero el otro.sumando 300000 no lo es, si 
no se le restan tres unidades, como triplo que es de 100000. 

Luego 
«O^an - 3 _ I partiendo ambos tér- I J ^ 

99999 ~" ' minos por 2439 J ^^ 

¿Cuál es la generatriz de 67,02439...? 

8702439 — 07 _ 670237» 
«9999 99999 ' 

No ba de olvidarse nunca que el 67 (ó sea la parte ente
ra) no se rebaja de la decimal 0,2439, sino del otro sumando 
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6700000. Para la práctica es indiferente restarla del un su
mando ó del otro, pues los resultados son idénticos; pero para 
la teoría es capital la distinción. 

6700000 — 67 + 2439 
99999 

6C99933 + 2439 
99999 

5!!!Ü==?Ü*(*) = 67Í-
99999 41 ^ ' 41 

¿Cuál es el quebradoimpropiogenerador de60604,41463...? 

6060441463 — 60604 (**) = 60fi03S0859 

«060380859 
243í¡ 

99999 

6060380859 

99999 

99999 («""O* 

h 
(»4408 

44U.5'J 
41463 17033 (» 

*) 7317 2439 (' 

. . . . 99999 

= 2434781 11823 
20G78 

11660 
19048 

19755 
2439 

1 

2439 

1 

41 

Luego 
63604,41463.. 2484781 

41 

170 
60 
190 
260 

140 

= 60604 H 
41 

41 

0,41463 

17. . . 

(•) Hay qne partir, ambos términos por el m&ximo comúa divi-
r24"" sor 2439 

41 ) 

6702372 I 9Í)999 («7 
70243 ' 

1439 2439 

(••) No se olvide que la paite entera no se rebaja del sumando deci
mal 41463, sino-del otro sumando entero 6060100000. Los resultados nu
méricos son iguales; pero la distinción teórica es de esencia. 
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APÉNDICE. 

S Í N T E S I S Ó DEMOSTRACIÓN O E N E B A I . . 

Todas las propiedades de las fracciones periódicas puras 
se demuest ran de u a modo genera l por medio del cálculo si
gu ien te : 

Sea n, ab c d abe d ab ed... un número decimal perió
dico puro , en el cual n expresa la pa r t e en te ra (que puede ser 
cero) y ab c d ab c d ab c d... la, serie cont inua é inacabable 
de períodos ab c d... 

La fracción genera t r iz será 

Generatriz = w, abcd abe d abed... 

Multipl iquemos ambos miembros de es ta ecuación por la 
unidad seguida de tan tos ceros como cifras t enga el período, 
y nos resul ta rá la ecuación 

10000 veces la generatriz =^ nabcd abcd ab ed... 

Restemos de esta ecuación la pr imera , como s igue: 

10000 X ge-neratviz = no6c(í, a b c d abed... 
— generatriz = — n, abqdabcd... 

9899 generatriz = nabcd — n (1) 

De donde saldrá: 

_ . . nnhtd — n Generatriz = 
«999 

Y, si n es cero, 

_ . nbcd Período Generatriz = • „ •.— = — r - m. 9999 Grupo A» nnenii en número \¿; 
igual a laa cUrai del periodo. 

f 1) Los periodos del minuendo s» destruyen con loa del snstraendo. 
(2) Es lástima qne esta ingeniosa demostración (que puede estudiarse 

en las buenas Aritméticas) no haga ver la estructura (ntima de las ope
raciones. A nadie es lícito reohazai-la, so pena de recusar la dialéctica 
matemática; y, sin embargo, no satisface i quien desea el PLUS CLTBA que 
da rasón de los procedimientos. ¿Por qué se resta una ecuación de otra? 
¿Por-qué la parte entera se ha de rebajar de la suma formada por el ente
ro j el deoimal? ¿Cuál de los dos sumandos haoe de minuendo en esa sns-
traooión? ¿Y por qué se ha de proceder de tal manera para que resulten 
los grupos de los nueves? Preguntas son éstas que dejan perplejo al buen 
alumno; j , lo qne es peor, á buen número de profesores entendidos. 
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Luego, en genera l , para hal lar la generat r iz de una frac-
•ción periódica pura , 

I . " Se pone por numerador la pa r te entera , si la hay , se
guida del periodo, haciendo caso omiso de la coma-; 

2." Se res ta de esa expresión la pa r te entera ; 
3.° Y se pone por denominador de la diferencia un g rupo 

de tan tos uueves como cifras t enga el período. 
Si no hay par te entera (ó si se la quiere dejar apa r t e , que 

•es lo común y lo más sencillo), (1) 
1.° Se pone por numerador el período; 
2." Y por denominador el grupo de tantos nueves como 

•cifras decimales haya en el período. 

(1) Compárese lo complicado de la operación áttima (p4g. 163) con la 
sencillez de la siguiente: 

¿Cuál es el quebrado impropio generador de 60604,41463...? 

Calculemos sólo, la generatriz de la parte decimal 

99995) I 41463 (» 

7317 (« «) 17073 

2489 

Partamos ahora por 2439 los dos términos del quebrado, y tendremos 
41463 4 2<» = >7 
99999 + 24M = 41 

De donde saldrá que el número mixto buscado es 

60604 -». -
41 

Y, si se quiere reducir la parte entera & quebrado, resultari el quebrado 
impropio 

!M847« 
* i 
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Transformaeiéii de las fraceiones decimales mixtas 
en fracciones contunes e^nivalentes. 

Queda por estudiar el caso de haber en el denominador de 
la generatriz factores primos con 10, al mismo tiempo que 
alguno ó los dos de los no primos con 10, 2 y 5. 

La generatriz primaria de una decimal periódica mixta 
tiene en su denominador, además de uno ó más factores pri
mos con 10, alguno de los factores de 10, ó los dos. 

1 
3 x33 

1 

1_ 
96 

100 
400 
160 
640 
640 
64 

96 

0,01041666... 

periodo 

s X M S X 3125 
1 

9375 

I 
8 X 2* X 5» S X 32 X 126 

= 10000 
62500 
62500 
63500 
6250., 

1 
12000 

9375 

0,00010666,.. 

periodo 

100000 
40000 
40000 
40000 

12000 

X 7 X 2» X 5» 8 X 7 X S3 X 125 
1 

84000 

0,00008338... 

4000. . . Periodo 

84000 100000 
160000 
7«X)00 I 0,00001190476... 

400000. 
640000 

periodo 
520000 

16000. . . , 
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Sabemos que las fracciones comunes que tienen en el de
nominador el 2, ó el 6, ó el 2 y el 5 conjuntamente, elevados á 
cualesquiera potencias, son transformables en decimales exac
tas, por ser la parte decimal el producto del numerador de la 
generatriz por 5, ó una potencia del'5, si en el denominador 
prepondera el 2; ó por 2, ó una potencia del 2, si en el deno
minador prepondera el 6. 

El producto, por tanto, resulta siempre un número entero 
por ser siempre producto de 2 números enteros. 

La transformación tiene que ser constantemente exacta. 
Sabemos también que, por lo contrario, las fracciones 

comunes que no tienen en el denominador ni el 2 ni el 6, nun
ca pueden ser exactamente transformables, porque (al agre
garse ceros á los restos sucesivos) sólo eütran en el numera
dor los factores 2 y 5, ninguno de los cuales es divisible por 
los factores primos con ellos, existentes en el denominador 
de la generatriz. No pueden, pues, ser exactas, ni por más 
ceros que se agreguen á los residuos parciales, cabrá jamás 
encontrar término ni fin á la transformación. Pero tan ina
cabable serie de cifras tiene que estar dividida en períodos 
iguales; porque el numerador, seguido del cero ó ceros co
rrespondientes, dividido por el denominador, ha de dejarne-
cesariamente un resto. Si á este resto se agrega otro cero y 
-el producto se divide por el mismo denominador, volverá á 
tenerse otro resto.. . y así sucesivamente. Pero, como los res
tos han de .ser siempre menores que el denominador, resulta
rá una de dos cosas: ó que todos los restos posibles aparecen, 
ó que, antes de aparecer todos, se presenta la cifra que inició 
la operación. Si la cifra iniciadora de la operación se presen
ta antes, entonces habrán de repetirse las del cuociente y los 
restos anteriores sin término ni fin en períodos sucesivos. Y, 
si la cifra iniciadora no se presenta hasta que hayan apare-
-«ido todos los restos posibles, sucederá lo mismo que antes, 
«iu otra diferencia que la de que el período tendrá entonces 
tantas cifras menos una, como unos haya en el denominador 
de la fracción común. 

Ahora bien; cabe otra tercera combinación, que es la que 
-estamos estudiando. Cuando la generatriz tenga en su deno-
lainador conjuntamente factores del 10 y factores primos 
•«OH el 10, la expresión decimal correspondiente participará. 
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de las propiedades acabadas de exponer. No será exacta, por 
haber en el denominador de la generatriz factores primos cou 
el 10; ni tampoco periódica pura, por haber en el denomina
dor factores del 10. Resultará, pues, mixta. Una parte no será 
periódica por causa de los factores 2 y 5, y otra lo será por 
causa de los factores diferentes. La parte no periódica tendrá 
tantas cifras como la mayor potencia del 2, ó bien del 5, 
existentes en el denominador de la generatriz; y la periódica 
resultará con las mismas cifras que, á estar solo, requeriría 
el factor primo con el 10; ó, habiendo más de uho de estos 
factores primos con el 10, el período tendrá tantas cifras 
como pediría el factor exigente de más restos. 

Asi, en la transformación de la generatriz primaria 

12000 8 x 2 ' 
= 0,000083333... 

X 5» 

la parte no periódica 00008 tiene cinco cifras, por ser igual 
á 5 el mayor expouente de los factores del 10 existente en el 
denominador 12000, y el período, que es 3, tiene una sola ci
fra, porque la transformación del quebrado -L no exigiría 
mis, á estar solo; -5- = 0,3333... 

_L = í — 0,005952380952380... 
IC8 « X 7 X J* ' 

periodo 

Aquí la parte no periódica 005 tiene tres cifras por ser 3 
el exponente de la potencia del 2; y el período es de seis ci
fras, porque seis cifras exigiría á estar solo el quebrado -y 
=rO,H2867... 

£1 denominador, pues, de toda generatriz productora de 
una fracción decimal mixta, es un producto formado, de una^ 
parte, por una potencia del 10 igual al mayor exponente del 2,. 
ó bien del 6, que hubiere en dicho denominador ele la gene* 
ratriz; y, de otra parte, por una expresión compuesta de tan
tos nueves oomo fueren necesarios para obtener un múltiplo-
exacto del periodo. 

^» Xb*) Xl «00 X 7 

Supongamos por un momento que no axitte el H (en lo qu» 
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cometemos á sabiendas un error), y transformemos en deci
mal exacta el quebrado 

— =10000 
*'>^ 20000 

4000 

0,00025 

Obtenida la decimal exacta 0,00026 = i j ^ , fuerza es co
rregir el error cometido al suprimir el 7; porque con esa su
presión hicimos siete veces mayor, de lo que realmente es, al 
denominador (,> x »») x 7 ' ^ . 

Hay, pues, que hacer ahora el jĵ ^g, siete veces menor. 
Partamos, pues, por 7 el numerador 25, con lo que ten-

<lremos: 
_ 2 5 _ 

7 _ 2.1 + 7 
100000 100000 

Transformemos eu decimal el numerador 
25 — = 25 
7 40 

50 

7 
8571«8 — » 3,571428.- = 

í'J I'erloUo 
30 

20 
60 
4 . . . 

Sustituyamos la nueva fracción decimal mixta en el 
quebrado 

25 
7 2 6 + 7 

100000 100000 

Y tendremos: 
!)67U28 —8 

«99999 857U2A 8571428 
100000 999999 X lOOOOU «9999900000 

igual (si se dividen ambos términos por su factor común, que 
«9 el numerador) al quebrado, propuesto ^¿¡¡j' 

' Sea ahora el quebrado 

i _ 1 1 
432 ~ 8 « X 8» " " H X 27 

Suprimamos por un momento el 27, tercera potencia del 
faotor o del denominador de la generatriz, supresión que 
equivale á hacer 27 veces > de lo que es al quebrado'-^ 

T03I0 i n . ' 2 2 
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Tendremos, pues, 

— = 100 I 16 
'« 40 — , 625 

80 0,0625 (exactamente^ = 

Ahora; el error quedará corregido haciendo veinte y siete 
veces menor de lo que es el numerador del quebrado ^ ^ ¡ ^ . 

Y tendremos: 
625 „ ^ -—„— = 62o 

10000 4Q 
180 
220 

4 

Sustituyamos: 
625 23148-
27 "999' 

27 625 „ ^ -—„— = 62o 

10000 4Q 
180 
220 

4 

Sustituyamos: 
625 23148-
27 "999' 

' 999 

23 
2Í125 2.1126 

10000 lOOOC I 999 X 10000 9990000 

Y, dividiendo por el numerador, factor común, ambos tér
minos de este, quebrado, nos resultará el propuesto ^ 

101 i= X S« 4 X 27 

Suprimamos el 27, cometiendo el error de hacer el que
brado 27 veces mayor. 

1 
= 100 

* 20 = = 0 , 2 5 = - ^ 
0,26 ">o 

Para corregir el error, dividamos el 25 por 27, y ten
dremos: 

1 _ 27 
10S~~ 100 

Transformemos en decimal el nuevo quebrado que hace 
de numerador, ó sea el =i) 

Sustituyamos: 
28 

"27" 
lOO 
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Y, partiendo ambos términos por su factor común, que es 
el numerador 025, nos resultará el quebrado propuesto j ^ -

La operación de transformar en decimal una generatriz 
en cuyo denominador haya factores del 10 juntamente con 
factores primos del 10, puede dividirse en tres partes: 

1.^ Se prescinde ante todo de los factores primos con 10, 
y se halla la fracción decimal exacta correspondiente á los 
factores del 10; 

2.* Se parte luego el numerador de esta fracción decimal 
exacta por los factores primos con 10 de que se hizo caso 
omiso, y se transforma en decimal el quebrado-resultante en 
el numerador; 

3.* Y, hechas las debidas sustituciones y simplificaciones, 
se obtiene un quebrado cuyo denominador resulta compuesto 
por un grupo de nueves seguido de otro de ceros: el grupo de 
los nueves contiene tantos nueves como cifras hay en el pe
ríodo decimal del numerador, y el grupo de los ceros es igu^I 
á la mayor potencia del 2, ó del 5, en la fracción propuesta. 

Pero en la práctica no se procede asi; pues, en vez de las 
dos operaciones sucesivas acabadas de mencionar, se hace 
Una sola, que desde luego da por resultado la fracción deci
mal mixta que se busca. El procedimiento es entonces el mis-
lao utilizado para el cálculo de las fracciones periódicas ge
neradas por un quebrado impropio. Sólo hay la diferencia de 
que el denominador aparece en las decimales mixtas formado 
por un grupo de tantos nueves como cifras tiene la parte pe
riódica, seguido de otro grupo de tantos ceros como cifras 
tiene la parte no periódica. 

i 100000 
!»»o 160000 

28000 n57HÍ» — 3 3571423 

0,0000;5571428... »»»«'""< ^x»*» «*»•«««<»<> 200000 
40000 
120000 período 

80000 
240000 

16000... 

i - = 1000 
*** 1360 

640 
2080 

tó2 a.M48—M _ %t\» 
999 X lOOOO 9990000 

0,0023148... ' * " ' ' " ^ **"**" 
3520 periodo 
. . 6 4 . . 
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— = — i — = 1000 108 925 

640 
100.. 

0,00925... 99900 

periodo 

Las generatrices anteriores 

1 1 1 
2800 432 108 

son todas primarias, por tener á la anidad como numerador, 
j las decimales mixtas que les corresponden son primarias 
también. 

jur.a demás generatrices de igual denominador son múlti
plos de las primarias respectivas; y precisameute cada nu
merador es el muliiplicador de la primaria. Así 

_1- = J_ X 2-
2800 2800 ' 2S00 2800 

i ^ = - L x 10; 
432 432 

- Ü = - L x 11 
432 432 

-!2»=J_xl0O; ií^ = - i - x i o i 
108 108 108 l'J8 

x 108; etc. 1 _ 
2809 2800 

" 1 = »-x401;etc. 
432. 432 
i5Í = JLxl02;etc. 
108 108 

Por consiguiente, si se conocen las respectivas decimales 
mixtas primarias, se obtendrán las correspondientes á los 
quebrados anteriores multiplicando cada mixta primaria por 
el correlativo multiplicador, ó sea numerador. 

Así, 

2 8571425... ^ 8 «571426... IOS 
2800 

3571425... 
2SC0 99999»(H(il» "^ " ' 2800 ^ 9999990000 ' ^ ' •" 

IOS 
2800 9939090000 

10 2S125... , „ • , 
— = X 10;... etc. 
432 9990000 ' 
— (quebrado impropio) — ^^^ X 4321;. .. etc. éto. 

X 108; etc. 

Pero es de gran importancia hacer la advertencia siguien
te, análoga á la hecha con motivo de las periódicas puras. 

El producto de una decimal mixta primaria multiplicada 
por un BÚmero cualquiera, no se obtiene con exactitud to
mando como multiplicando UQ período solamente. Cuando 
menos, es preciso tomar dos para conocer el período del pro
ducto. 
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Por ejemplo: 

280U0 
0,00003571428. 

periodo 

Si con estos datos quisiéramos hallar la fracción decimal 
mixta correspondiente á gĝ » no hallaríamos el producto bus
cado contentándonos con multiplicar 0,00003571428 por 1721; 
pues, por defecto, el resultado distaría bastante del verdade
ro. Lo cual es muy natural. Siendo el multiplicando menor 
de lo debido, también ha de resultarlo el producto. Es preci
so, pues, tomar cuando menos dos períodos de la fracción 
decimal dada, para obtener exactamente el primer período del 
producto. Por tanto, hay que multiplicar 0,00003571428571428 
por 1721. Compárense los siguientes resultados: 

172100 I 28000 
41Ü00 -
1300001 0,00146428571... 
180000 
120000 periodo 

80000 
240000 
ICOOOO 
200000 

40000 
12000. . 

0,00003571428 
X 1721 

3571428 
7142856 

2499í)996 
ÍJ671428 

0,06146427588.. 

0,00003671428571428 
1721 

3571428571428 
7142857142866 

24999999999996 
8571428671428 

0,06146428571427588.. 
nuevo 
fetífóa 

del producto 

producto inex.acto, por defecto de 
983 cien mil mil lonésimas, can tidad 
ciertamente muy pequeOa, pero 
bastante para no dejar ver el nue- " 
vo período del producto. 

producto que da con exactitud el 
primer periodo, y con inexactitud 
por defecto el segundo, cfl cual se 
hallaría exactamente agregando 
al multiplicando otro 67142^.. 
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Siendo toda decimal mixta múltiplo de una primaria, cla
ro es que, reducida á la forma 

grupo de imeyes x grupo de ceros 

el numerador será una suma de m sumandos iguales, y el de
nominador otra suma de los mismos sumandos en número «. 
La simplificación consistirá en partir ambos términos de la 
fracción decimal mixta por el sumando común, y la dificultad 
toda de la simplificación estará línicamente en descubrir ese 
factor común por el método del máximo común divisor. 

Luego toda fracción decimal en la forma ¿̂  "q̂ - tiene má
ximo común divisor. En efecto: 

Toda generatriz primaria de una fracción decimal perió
dica mixta tiene la forma 

1 1 
•¿m X á« X primo con 10 

donde puede faltar el 2, ó el .ó, pero no los dos á la vez; y 
donde puede existir más de un primo con el 10. 

Transformada la generatriz primaria, resulta 
\ pqrnhcd — p tj r 
n ^ • 9990000 

Y, por consiguiente, para que subsista la igualdad, debe 
ser el numerador^ qr ab cd — pqr divisor exacto del grupo 
de nueves y de ceros que constituyen el denominador. 

Si la generatriz no fuese primaria sería 
a nipqrabeU — pq r) 
» ~ 9999000 

donde el factor ( p g r a f t c í i — p g r ) e 8 divisor, como antes, 
del denominador, y puede ser aislado por el método del má
ximo oomún divisor. 

¿Cuál es la generatriz de 
0,06146428571...? 

periodo 

Se reduce la decimal mixta á la forma gnipo de BoeTMieguldo de cero* 
i 

6148«2'=57l—6116_ 614M2M2S 
99999««000 99999900000 
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Se halla el factor común por el método del máximo co
mún divisor 

99!W9!)000(X) 
;te(535675750 

3) 1657141200 

••i) 482142375 

3) 060714225 

") a571425 

6U6422425 . le 

1174!)ííS825 

210714075 
28571400 

Y se parten ahora dividendo y divisor por ese factor 
común.. 

99999900000 
28571400 

3571425 
28000 

6146422425 
2574S974 
7499992 
3571426 

3571425 
1721 

Luego la fracción común buscada es ,¿|¿ 

¿Cuál es la generatriz de la fracción decimal mixta 
0,9976851... 

periodo 

Pongamos la decimal en la forma ^ "¿Ó-

9976851 — 99:8 9966875 
9990000 9990000 

Hallemos por el máximo común divisor el sumando repe
tido en numerador y denominador 

9990000 
"I) 23125 

9966875 (' 
71687 
23125 

T dividamos dividendo y divisor por el común factor 23125. 

9990000 
74000 
046250 

23125 
432 

9966875 
71637 
23125 

23125 

431 

Luego 0,9976 8Sl — 
i32 
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¿Cuál es la generatriz de 
31,54629... 

(1) ^ 
periodo 

Pongamos esta fracción decimal mixta en la forma 

99... 00... 

815462» _ 31.54 8J61475 
99900 99900 

Hallemos por medio del máximo común divisor el saman* 
do repetido en ambos términos: ' 

3151475 
164475 

>) 54575 

9250 

925 

99900 (31 

45325 (' 
8325 (' 
• • • • 

Diridamos dividendo y divisor por ese máximo común di-

de 
(1) La parte periódica en las decimales mixtas es divisible por 9 (¿aas 
I el 3 ó el 9 no están entre los factores de la generatriz. " 

I 
74 2 X »7 

I 
110 2 X S X 11 

2i 8 X 8 

M * X * X 2 

= 0,0i.5!5135... 
La parte pe

riódica es di
visible por 9 

= 0,00909... 
La parte pe

riódica es di
visible por 9. 

= 0,041666... 
La parte pe

riódica no es 
divÍBÍblepor9, 
porque el de-
notmnador 24 
lo es por 3. 

= 0fll851B6 
No divisible 

por 9 por ser
lo el denomi
nador 54. 

1̂  
«8 2» X 11 

148 

= 0,0113636... 
.La parte pe
riódica es di
visible por 9. 

. ^ • ^ ^ - 0 / X ) 6 7 g 6 7 5 . . . 
La parte pe

riódica es di
visible por 9. 

¿ s = ¿ • - ^ =x 0,013888... 
La parte pe

riódica no es 
divisible por 9, 
por serlo el de
nominador 72. 

182 9 X « x s 
» 0,00617288% 

No divisible 

f )or 9 por ser-
o el denomi

nador 162. 
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visor, Ó sea por el sumando integrante de numerador y deno
minador 

3151475 
•ólfíi 

0473 

925 119900 
7400 

3407 

925 

108 

Luego la generatriz de la fracción decimal mixta 31,54621 
es el quebrado impropio 

8407 69 
108 "~ 108 

A P É N D I C E . 

SÍNTESIS Ó SEMOSTBACIÓIf GENEBAL. 

Todas las propiedades de las fracciones decimales mixtas 
se demuestran por medio del procedimiento siguiente: 

Sea n,pqr ab cd abcd ab cd... una fracción decimal 
mixta cuya conversión se desea en la equivalente generatriz. 

En esa expresión, n representa el entero (que puede no 
existir); pqrl& parte no periódica, y a 6 c d el período. 

Y, naturalmente, tendremos 

Generatriz = ni pqr abed abcd abad abed... 

Multipliquemos, primeramente los dos miembros de esta 
ecuación por la unidad seguida de tantos ceros como cifras 
tenga la parte no periódica (]^or 1000 en el caso actual): 

1000Xgeneratriz = npqr,abcd abcd abed... 

Multipliquemos luego la misma ecuación por la anidad se
guida de tantos ceros como cifras tengan juntamente la par
te no periódica y el período: en el caso presente por 10000000: 

lOpOOpOOXgenwatriz = npqr abod, abcd abcd abcd.^ 

Restemos de esta eonación la anterior: 
10000000 X tenerntrls <='npfi<>d,abed... 

—^ 1000 XSVOMWI* >•"*«'' , a i e <(... 
a« 9WM00 X tesantrb'>=>«»«ra6i)i{ — a p « r 

Y, despejando, 
nptfabtá — nptr 

t w w m t T l i = 
99MO0O. 

TOMO IH. M 
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Be donde sale la regla: para hallar la generatriz de ttna 
fracción decimal periódica mixta se forma otra fracción 

1." Cayo numerador es.ignal 

/ Al entero 1 ^ El entero 
I -t- La parte no periódica | — | 
I •+• El período ) ( Y la parte no .periódica 

2,° Y cuyo denominador es igual 

í A un grupo de tantos nueves j j Por un 1 seguido de tantos ceros co-1 
i como ci&as tiene el período, i i mo cifras tiene la parte no periódica I 

3.° Obtenida asi la fracción ordinaria egnivalente, se la 
reduce por medio del máxitno común divisor á sa más simple 
expresión; y esta expresión simplificada es la generatriz; 

4." Si no hay parte entera se procede en consecaencia, y 
entonces la fórmula es 

_ . pgrabód—ptr 
G-eneratriz = M9V0OO 
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Decimales tabnIareR.—Obscrvaelomes. 

La facilidad de las operaciones fraccionarias cuando los 
quebrados aparecen en forma decimal, ha generalizado (has
ta hacerlo hoy casi exclusivo on los cálculos aritméticos de 
alguna importancia)el usodelas fracciones decimales; y, como 
la transformación de las ordinarias en sus equivalentes es tan 
laboriosa, se han formado, para la conversión de unas en 
otras, TABLAS DB EQÜIVAIÍENCIAS, en quo las generatrices pri
marias aparecen con sus correlativas decimales al lado (1). 

El uso de estas TABLAS es hny indispensable, además de 
muy cómodo; pues, aunque en ellas sólo están registrados los 
quebrados decimales correspondientes á las generatrices pri
marías, es muy fácil calcular, por medio de simples multipli
caciones, ios correspondientes á cualesquiera otras genera
trices de igual denominador. 

Las menos de .las veces es posible con entera exactitud 
transformar por medio de decimales el valor de cantidades 
fracoionarias apreciables siempre exactamente en quebrados 
oomnneii; pero, cuando la transformación exacta es inasequi-

(1) Begalarmente en las tablas sólo hay los decimales correspondien
tes & las 999 tracciones primarias cuyos denominadores son 2 i 999; esto es 

J_ JL JL i_ J. J. 
a ' í ' 4 ' 5 '•" 994 ^ 199 * 

Paro hay tobloa mucho mis extensas. 
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ble, resulta dable en todo caso obtener por decimales un valor 
aproximado con un error más pequeño que cualquier cantidad 
dada. Tómese el número de cifras que nos plazca correspon
dientes á las fracciones periódicas, ya puras, ya mixtas; y 
donde quiera que nos detengamos siempre ul resultado será 
erróneo por defecto en una unidad menor que la cifra deci
mal del período en que paremos; pero sólo depende de la 
aproximación que pensemos dar al cálculo, él que nos deten
gamos en las millonésimas ó en las mil millonésimas, ó en las 
billonésimas, ó en las trillonésimas, ó en la cantidad que se 
desee, por pequeña que se exija. 

¿Cuál es la fracción decimal correspondiente á la genera-
triz j„ ? 

Busquemos en las TABLAS (pág. 194) las cifras decimales 
de la generatriz primaria ^: hallaremos 0,002188184; y, mul
tiplicando estas cifras por 29, obtendremos las decimales co
rrespondientes á la generatriz propuesta. 

^ = 0,002188tó4 X 29 = 0,063457^6 

Según sabemos, las fracciones decimales son «xactas ó 
aproximadas solamente. 

Las exactas tienen que ser las menos, como que única
mente gozan de tan preciosa propiedad aquellas cuyas gene
ratrices contienen en su denominador solamente los factores 
del 10; esto es, el 2 y el 5, ó el 2, ó el 5. 

Forman, pues, las otras la inmensa mayoría de las frac
ciones decimales; y, por tanto, los cálculos hechos con ellas 
nunca resultan más que aproximados. 

Los períodos de corto número de cifras decimales son muy 
raros. Ya los hemos visto de más de veinte cifras (el de la 
ñracción -̂  tiene 28); y, si en los ejemplos de esta obra no se 
hubieran escogido, en gracia de la brevedad, los períodos fá
cilmente manejables, los habríamos encontrado hasta d« 
cioitos. 

Claro es que los cálculos serían impracticables con tan 
embarazoso número de cifras; y por eso en las TABLAS todas 
las fracciones decimales aparecen por lo regular con solo nue
ve cifras decimales ó algunas pocas mis. (1). El error con 

(1) Hay, sin embargo, tftbltts hasta con 80 decimales. 
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nueve cifras es verdaderamente ya pequeño por ser < que una 
diez mil millonésima; pero al fin el error existe, y, coando se 
multiplica una fracción decimal por números considerables, 
aparece necesariamente. Ya nos consta que para hallar el 
período de un producto es preciso hacer uso de dos periodos 
primarios cuando menos; de modo que, no estando en las TA
BLAS completos, ni aun siquiera los primeros períodos cuando 
éstos pasan de nueve cifras, la inexactitud se agrava necesa
riamente. 

Pero hay más: la novena cifra de las TABLAS (mejor dicho, 
la última, si hay más de nueve) no es la que corresponde al 
período, cuando á la verdadera sigue un número mayor que 5. 
Por ejemplo; el quebrado común -g- tiene por expresión de
cimal 0,66666666666666...; pero, como"en las TABLAS no cabe 
más que una expresión de nueve cifras, se prescinde (en el 
caso particular de que se trata) de todos los seis excedentes 
del número de cifras que cabe en cada columna, con lo que se 
comete un error por defecto; para compensar el cual hasta 
cierto punto, se comete otro por exceso, aumentando la úl
tima cifra en ana unidad. (1). 

(1) £1 aamento de la última cifra de los decimales tabulares .se hace 
sentir con especialidad cuando se calculan los cuadrados j los cabos, por
gue entonces el error, por pequeño que sea, se amplifica enormemente. 
Por ejemplo: se da como número muy próximo & la ^Tel decimal 1,4142136; 
pero si este quebrado impropio se multiplica por si mismo, resulta un nú
mero mayor que 2. El exceso es de algo más de 1 diez millonésima, canti
dad casi insignificante en este cálculo; pero que en otra operación donde 
hubiese un multiplicador muy alto no seria tal vez indiferente. 

1,4142136(* 
1,4142136 
84852816 (« 

42426408 
14142186 

28284272 
56568544 
141491S6 

56568544 
14142186 (• 
2,00000010642496 

Asi, en el cálculo anterior hay que prescindir, para subsecuentes opera
ciones, de la parte excedente 10642-196 oienbiUonésimas. Etc. 
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Y asi, en vez de tabular 

~ = 0,666666666, 
6 

en lo que habría deficiencia, se tabula 

- i = 0,666666667 

en lo que hay exceso. La deficiencia es de mád de 6 diez mi] 
millonésimas y la excedencia no llega á 4 diez mil millonési
mas; de modo que, por importar menos el exceso que la falta, 
se prefiere aquél á ésta. 

Así, pues, los decimales ppr sí propios son ya un motivo 
de iuexactitaJ, y también lo son por causa de las TABLAS. 

Por tantos motivos de error deben loa resultados de las 
operaciones hechas con decimales tabulares examinarse con 
prudente criterio, y corregirse en consecuencia. 

Pero este criterio de corrección no es dado á loa princi
piantes; y, á veces, ni auu á los hombres muy versados en los 
cálculos. 

Semejante dificultad de interpretación es ya grande cuan
do se trata de transformar una generatriz común en fracción 
decimal; pero se hace mnchisimo mayor cuando se trata de 
calcular una generatriz desde las fracciones tabulares. 

Por de pronto, ¿á qué clase de fracciones decimales co
rrespondo la decimal de las TABLAS? ¿ E S exacta?'¿E3 periódi
ca pura? ¿Es mixta? 

Por ejemplo: Supongamos que se nos den, á estilo de las TA
BLAS, sólo nueve nifras decimales de una fracción 0,U00037560, 
para calcular su generatriz. ¿Qaé hacer? ¿Lo que se nos da 
pertenece á un períodu?.¿&s sólo la parte no periódica de una 
fracción mixta? ¿Hay también en esas nueve cifras algunas 
ya del período?¿Dónde empieza éste?... Sólo teniendo todos 
los datos es como puede darse solución á la dificultad; y, sin 
embargo, no se nos suministran tales datos-, que son éstos: 

0,0000375600961^4„. 
p«rt«do 

correspondientes á I» geit«r«triz primaria 
1 1 -

s««i4 a» X i« 
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Con efecto; 

100000 
201280 

149120 

26624 
0,00003756009615384... 

160000 penoidS 
266000 "̂  
163840 
40960 
143360 
102400 
225280 
122880 
16384... 

¿Cómo sin tan precisos antecedentes es posible restar la 
parte no periódica del conjunto formado por ella misma con 
el período? 

S76600»615^84 — $756069 »lMMfSSimi:-> 
999999 X 00000000000 999989U0UOU00OUO0 

Sólo con estos números se puede proceder al cálculo del 
máximo común divisor. 

3756005859375 (' M6M 99999900000000000 
24879782812500 

23437476562500 
9014414062500 
150-24023137500 

De donde saldría el dato 0,000037560... = -¡^^. 
Por suerte, pocas veces es necesario transformar en frac

ción ordinaria una decimal, operación siempre laboriosa, 
aun con todos los datos necesarios; al paso que es hasta cier
to punto f¿oil la operación común y, corriente de convertir 
una fracción pomún en decimal. 

Las TABLAS son, pues, de suma utilidad, especialmente tra
tándose de generatrices de pocos factores en el denoniínndor; 
pero siempre requieren samo tino para su acertado empleo. 

Puede suceder que se den i sumar números decimales con 
quebrados comunes. Entonces se reducen los oomndes i deoi* 
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males; y, según el grado de aproximación que se desee, se 
repiten más ó menos los periodos. 

4 - •+• 3,112857 + -L^1 
8 ' * 22 

= 0,125 + 3,142857... -f- 0.,933-.. -t- 0.136... = 0 , 1 2 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
- t -3,142857142857 
-*-0,333333333333 
+ 0,1361301-36136 

3 ,737326612326 

También pudieran transformarse los decimales en que
brados comunes, lo que daría resultados exactos, que no se 
obtienen con las decimales periódicas; pero la sencillez de las 
operaciones decimales hace dar la preferencia á la conversión 
de los quebrados comunes en fracciones decimales. 

Si hay que restar promiscuamente quebrados comunes j 
firaooiones decimales, se oonTÍerten aquéllos en éstas (si bien 
pudieran éstas ser transformadas en aquéllos). 

28,142857—J-

}-i-0,l4B8B7=s 

28,142867 
I— 0,888^8 

> 27,809634 

- o^iasíi 
a8,19017« 

Si I* oonTernóa de los quebrados oomuuM no siempre 
«onduee i «n resto «xaoto, fMÜita en toda OMO los medios 
de obtener ouantft ftpnmmaeiiSn sea apeteáble. 

Sabemos qne pan moltiplioar una ünoeün dedmal por 
otra, se haeel» opeíAÓÓn oomo ti IM eomM no exiMÍM«n 
en mnltípUoftndo ni en ímaltípUoador; y Ivegó se Mptrui de 
derech* A ia^nisard* «a «1 pradnoto total tantas eifiraé «»IK> 
haya dedmales en loe dot ÍJMJtores. 
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(5,142857 4£_ 
18428571 

24571228 
26,4140851 

A veces no hay en el producto total cifras bastantes pat a 
separar la sama de las de los dos factores; y, en tal caso, !<e 
agregan á la izquierda del producto los ceros necesarios para 
que á la derecha de la coma aparezcan tantas cifras decima
les como exija dicha suma. 

0.n00tí28 
X 0,0 o o 6 2 5 

3140 
12 5G 

8 7G8 

= 0,000000392500 

Ahora bien: si hay que multiplicar decimales por frac
ciones comunes, las comunes se convierten en decimales (si 
bien pudiera hacerse lo contrario^ á no ser por la convenien
cia). Y, obtenida la conversión, se opera teniendo eu cuenta 
las dos reglas anteriores. 

i X 0,6... = 0,20x0,6...= I ^ J l ^ 
0,1330 

Aquí, por criterio, y sabiéadose que si hubiera m¿s cifras 
en el multiplicando (como puede y debe haberlas) el produc
to sería mayor, ha de ponerse que 

0,66 X 0,20 = 1.333... 

E a efecto 
0,6666666 x 0,20 »0,18S^3%0; 

y , por tanto, rednoido este producto i solo cuatro eiffM de
cimales, resalta " 

=«0,1888... 
rovo nt. 14 
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También puede multiplicarse directamente un quebrado 
común por una fracción decimal sin necesidad de reducir el 
uno á la especie de la otra. 

Multipliqúese 
^ . , ^ , - » 0,UÍ857 X 3 0,428671 „ . „ T , J Í , 
0,142857 X — = = — ~ = 0,10714a 

Reducidas ambas fracciones á decimales, la aproximación 
sería mayor: 

0,142857... X 0,75 = 0,10714275 

Pero en ningún caso la aproximación seria tanta como 
efectuando realmente la transformación en decimales del 
producto natural de 

— 1. ' 
7 ^ 4 ~ W 

En efecto 
30 28 
200 
40 
120 
80 
240 
160 
* 20 

0,10714285.. 

Y, sin embargo, aun este resultado peca por defecto, pues 
para la exactitud falta la serie indefinida de los demás pe
ríodos. 

Si hay que dividir un decimal por un quebrado común, ó 
bien un quebrado común por un decimal, el quebrado se re
duce por oonyeniencia ¿ decimal (si bien pudiera hacerse lo 
contrario). 

Ofi*j =0,5*0,333^... 
60000 I S3888 
16667 

11, 
Aquí, por criterio, debe el residuo considerarse como s s 

166668, con lo cual tendremos 
60000 I 38833 
166666 
00000 I 1,5 
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Y, en efecto, 

Sea ahora 

L , l = l ^ 1 i -=1,50 
2 8 2 í ' 

— 4-0,3383... 
2 ' 

Y, convertido ea decimal el —t tendremos, como antes 

50000 33333 
=1,50 

También puede partirse un decimal por un quebrado co
mún, multiplicando el decimal por el quebrado invertido: 

0.U2857... + -i =0,U-2857,.. x — = -2̂ 5̂ ^̂ 5̂1:̂ =0,190476... 
* ' 3 3 ' 

Este resaltado peca por defecto, como también la reduc
ción directa del cuociente de 

1 S 
— + — 
7 4 

= i = 40 ' 
*̂  190 

100 
160 

13C 
4 

21 = i = 40 ' 
*̂  190 

100 
160 

13C 
4 

0,190476... 

) 

Si ambas fracciones apareciesen en forma decimal, el re
sultado pecaría por exceso 

0,142867... 
678 

367 
670 
450 
000 

0,75 
0,190476 

Aquí el cuociente resulta exacto, pero es mayor de lo de
bido, porque el dividendo ha sido menor de lo que es en rea-
lidAd. Pero, en vez del dividendo 1428B700, póngale el ver
dadero 14286714... (tomando para final el 14 del principio del 
segando período saprimido), y el cuociente aparecerá enton
ces con mayor aproximación: 
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0,14285714... 
678 
357 
571 
461 
140... 
650 

0,75 

0,19047618. 

También se puede dividir un quebrado común por otro 
decimal, multiplicando el dividendo por la unidad seguida de 
tantos ceros como baya cifras decimales en el divisor, y par
tiendo el producto resultante por el producto del denomina
dor del quebrado común multiplicado por el dato decimal: 

? - * 0 , 7 5 = ^ ^ ^ = ^ - ^ " = ^ = 0 , 8 
6 ' 5 100 5 X 75 876 ' 

Por último: 
El procedimiento empleado para convertir en decimales 

las generatrices 
10 
«O 
60 
cO 

0,pqr» 

dO 

ba de conducir necesariamente á fracciones de un número 
limitado de cifras, ó á fracciones de períodos sucesivos sin 
término ni fin (como ya sabemos). • 

Tienen limitado número de cifras las decimales exactas 
procedentes de quebrados comunes en cuyos denominadores 
sólo entran factores del 10. 

Y no tienen límite de cifras laa fracciones decimales gene
radas por quebrados en que entran factores primos con 10 (1). 

No hay, pues, límite al número de periodos, porque cada 
uno de los restos a, b, c, d... tiene que ser menor que n; y, si 
salen todos los posibles, no bien reaparezca el iniciador, se 
repetirán las operaciones parciales precedentes, dando lugar 
á naevos é inacabables períodos. 

Las decimales, pues, procedentes de qnebra^dos comunes, 
son ó exactas ó periódicas. 

(1) Si entran iftctores primos con 10, además del 2 ó el 5, reaoltan loa 
periódicas mixtas.. 
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Por consiguiente, no proceden de fracciones ordinarias 
aquellas fracciones decimales inexactas pero no periódicas, 
cuyas cifras en número ilimitado no se repiten por grupos 
periódicos en el mismo orden continua ó indefinidamente. 

Luego toda fracción decimal inexacta y no periódica no 
corresponde á generatrices conmensurables. 

Luego procede de las operaciones á que dan lugar los in
conmensurables . 

(Véase Inconmensurables.) 

A P É N D I C E 

Se llama quebrado de quebrado al producto de dos que
brados. 

8 ft _ 15 

T T ~ 28 
0,75 de 0,714285... = 0,75 x 0,714285... = 0,55371375... 

Toda pptencia de un quebrado es igual á la potencia del 
mismo grado del numerador dividida por la del denominador. 

/ 3 \« _ s» _ 9 

fjLy==(iy=^=.-?ü==(o,5y==o.i25 

La potencia de una fracción es, pues, la de su numerador 
partida por la de su denominador. 

Se llama raíz de un número otro número del que sea po
tencia el primero. Así 

8 / 9 

Las potencias sucesivas de los números mayores que la 
unidad van creojendo y las de los quebrados propios van de
creciendo, á medida que aumenta el exponente 

2 ' = ,4 .(T)'-T 
2 = 8 (T)'-! 
2 ' = 1 6 \T) ~ Ts 
2 * = 32 * 2 / aa 

2 ' = G4 

£te. £to. 
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El cuociente de toda división de enteros puede ponerse en 
forma de quebrado 

24 24 25 
1 25 

T 

Y, análogamente, el cuociente de dos fracciones ordinarias 
puede también ponerse en forma de quebrado 

3 2 B ^ __ g 1 
T "T 2 10 10 



TÁBll DE m w m u DEGIXW 

La TABLA, sigaieate coatiene las fracciones decimales co-
rraspondientes á los quebrados comunes 

1 1 1 1 1 1 , ^ " i i — ' —» —> —» —» —-,." b a s t a —» -~" 
i S « 6 6 7 99* 1000 

Todo número, pues, tabulado en la primera de cada dos 
columnas contiguas^ es el denominador de una fracción co
mún cuyo numerador es 1. Así, 

34 I -029411765 representa lo mismo que — = 0,029411765 

114 I •0(»771980 representa lo mismo que -^ = 0,008771930 

171 { -005847953 representa lo mismo que ^ = 0,005847953 

114 

_l_ 
ni 

Como esos enteros, puestos en forma de quebrado, serian 
(según el convenio admitido) 

S4 l U 171 
_ , _ , _ , 

y sus fracciones inversas aparecerían en la forma de 

-L JL JL 
» 4 ' 114' n i ' 

iguales respeotivamente á 
•0294H765, -008771930, -005847953, 

«s costumbre hacer esta clase de tabulaciones llamando Nr-
MBBos á los denominadores de los quobraddu comunes, y de
signando con el nombre de IKVSBSAS á las correspondientes 
fracciones decimales. 
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Números lavereu |j Números Inversas Números Inreitas 

1 1.00000000 I 58 •017241379 115 008695032 
2 •500000000 ' 59 •016949153 116 0086-20690 
3 •3333333;i3 |! 60 •0166G6667 ¡ 117 008547009 
4 •250000000 ,j 61 •016393443 118 008474570 
5 •200000000 62 •01612í»032 i 119 008103361 
6 •160666067 63 •015873016 i 120 00*333333 
7 •142837143 64 •015625000 

•015384615 i 
121 008264463 

8 • 1-25000000 65 
•015625000 
•015384615 i 122 008196721 

9 •111111111 1 66 •015151515 1 123 008130081 
10 •lOOOUXKX) ¡ 67 •014925373 i 124 008001316 
11 •o;totK);x)9i j ' 68 •014705882 ¡ 125 0O»00000 
12 •08:>333:«3 \ 

•07692.«77 ' 
69 •014492754 , 126 007936508 

13 
•08:>333:«3 \ 
•07692.«77 ' 70 •014285714 127 007874016 

14 •07142*571 : 71 •014084517 1 128 00781-2500 
15 •066660667 • 72 •013888889 i 129 007751938 
16 •062500000 ' 73 •013698680 1 130 00769-2308 
17 •058.S3352ÍÍ ; 74 -013513514 131 007633588 
18 •055555550 75 •013333333 i 

•013157895 ! 
•012;)87013 ; 
•01282ÍJ513 ; 
•01-2658'2-2e. 1 

132 007575758 
19 •0526}157!> 

•050000000 ' 
76 

•013333333 i 
•013157895 ! 
•012;)87013 ; 
•01282ÍJ513 ; 
•01-2658'2-2e. 1 

133 007518797 
20 

•0526}157!> 
•050000000 ' 77 

•013333333 i 
•013157895 ! 
•012;)87013 ; 
•01282ÍJ513 ; 
•01-2658'2-2e. 1 

134 007402687 
21 •0476l!Wt8 78 

•013333333 i 
•013157895 ! 
•012;)87013 ; 
•01282ÍJ513 ; 
•01-2658'2-2e. 1 

135 007407407 
22 •015454545 79 

•013333333 i 
•013157895 ! 
•012;)87013 ; 
•01282ÍJ513 ; 
•01-2658'2-2e. 1 136 1 • 007::152941 

23 •0i;}-47826l 80 •012500000 ; 137 007299270 
24 • 0416601 ;67 81 • 01-2345679 " 138 007246377 
25 •O-MKKJOOOO 82 0121951-22 ! 139 007194245 
26 •0:«46153S 83 •01^2048193 |: 140 00714-2857 
27 •0370 57O.Í7 84 •011904762 141 007093199 
28 •055714280 85 •011704706 142 007042-254 
29 •0.'U4S2759 86 •011627907 143 006993007 
30 •033333133 87 •011494253 144 (XH;944.Í44 
31 •0Í2258065 88 •0113636:yi 145 006896552 
32 •03125O3Í» i 89 •011-235955 146 00t)849315 
33 •0.i0:».»30 1 90 •OllllUll 147 006802721 
34 •029411765 i '̂ 1 •010J89011 ; 

•010869565 ' 
148 000750737 

35 •02-Í571429 1 92 
•010J89011 ; 
•010869565 ' 149 . 000711409 

36 •027777778 ¡ 93 •010752688 I 150 006666667 
37 •027027027 i 94 •010638Í298 i 151 006622517 
38 •026115789 95 •010526316 1 

•01041(>667 i 
152 00657H947 

39 •0251)41026 96 
•010526316 1 
•01041(>667 i 153 0065:^5948 

40 •O25O00(X)O 97 •010:^09278 i 154 •006493506 
41 •024390244 93 •010204082 155 006151613 
42 •023809524 99 •OIOIUIOIO j 156 •006410256 
43 023255^14 100 •010000000 157 006369127 
44 •022727273 101 •009900Ó90 4 158 •006329114 
45 •022222222 102 •009803922 159 •006289308 
46 •021739130 103 •009708738 IfiO •006-350000 
47 •021276000 104 •009615385 i 1 161 •006211180 
48 •0308:13333 105 •009523810 1 1 162 •006172810 
49 •020408163 106 

107 
•009433962 1 163 •00613'1969 

50 •020000000 
106 
107 •009345794 164 •006097561 

51 •019607813 108 •009-259269 1 ^ •006060606 
52 •01í»10769 109 •009174312 166 •006024096 
53 •018867925 110 •009090009 167 •005988024 
54 •018518519 111 •009009009 : 168 •005952381 
55 •018181818 112 •0089285T1 i 169 •005917160 
56 •017857148 113 •008849558 i 170 •005382::153 
57 •017543860 114 •00S771930 i 171 •005847963 
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í<úmeros . Invcrww | iNámero? Inversas Nrtmeros Inversa» 

172 00.')8i:?!»5:! 1 
1 " I 
i 2 2 ! J i IH)4306812 286 003496503 

173 00578O;Vi7 i • 2;w (H)4:U7820 287 (X)3484321 
174 00Ó7471-2»; i 231 ; 004321 too i 288 00347-2222 
175 0057M2H(i •! 232 (X)4310315 289 003400208 
176 005<ÍS1HIS ¡ 233 «)4291845 290 003448276 
177 005019718 234 

' 2;fó 
(X)4273501 291 003431^26 

178 aj5(il7078 
234 

' 2;fó 00425.5319 2ÍÍ2 003424658 
179 : Ü055«55'.(2 ; 23»; IX)4237288 293 003412969 
IbO i 00505.3550 : 237 (K)4219109 2Í)4 (K)34013(il 
181 i 0055248Gi¡ i 2;!8 004201681 

004184100 
295 003389831 

182 i 0054! (4505 \ 239 
004201681 
004184100 296 003378378 

183 ! ü051i;4tKl , 240 004160007 
(K)4149378 

297 (K);CT!7(X)3 
184 0054:M78;$ • 241 

004160007 
(K)4149378 298 ÜO;-{fi55705 

185 ai540540ó I J 242 004132231 399 i)03:j-4.MS2 
im a)537(!344 1 ¡ 24T 004115226 800 003333383 
187 WJ5P>47594 ! '1 244 004098361 :301 (X)3322259 
188 005:319149 ' 245 0040816!}3 ;»2 003311258 
189 005ÍJ1005 i 246 (X)4065041 303 00a301330 
190 ÍX)52(Í3153 •: 247 (X)4048583 804 0(}328ít474 
191 005J35<i02 :i 248 W)4032258 805 003278689 
192 005208333 1 249 004016064 306 003267974 
193 005181347 1 250 004000(X)0 307 00;>257829 
194 1305154639 251 003981064 308 003246753 
195 005128205 252 003968254 809 003236246 
196 005102041 253 003952569 810 003225806 
197 00.5076142 254 W3937008 811 003215434 
198 005050505 i 255 (K)392I569 312 0032051-28 
199 00502512() 256 0f)3906250 818 003194888 
200 005000000 257 

258 
003891051 314 a)3184713 

1201 004976124 
257 
258 003875969 815 (X)3174603 

202 004950495 259 OCJ3861004 316 003164557 
203 001926108 260 (X>3846154 317 003154574 
204 004901961 261 003831418 318 (X)3144654 
205 004878049 202 003816794 319 (X)8i;:U79« 
206 004*54369 26:? 003802281 320 0O31'25(XX) 
207 a)48;x);u8 264 003787879 321 Oa3115265 
208 004807602 265 003773585 322 003UÍ\5590 
209 (X>-4784689 266 008759398 323 CX)3095975 
210 004761905 267 003745318 834 0030864-20 
211 004739336 268 00373)343 325 003076923 
212 004716981 269 003717472 326 0a3067485 
213 004694836 270 •003708704 827 

828 
0a3048104 

214 004672897 271 003690037 
827 
828 t)0»048780 

215 0046511e:3 272 003676471 329 0080H95I4 
216 00462í>630 1 273 •003663004 330 0030:a)303 
217 004608295 274 003649^35 831 00:j021148 
218 004587156 .275 003636364 .332 (X")3012048 
219 004566210 276 003623188 a33 (K)3(X»3íX>3 
230 004515455 277 •003610108 a34 •002994012 
2ál "004524^7 278 •0CB597122 ;«5 •002985075 
222 004504505 279 •008584229 1 836 •002976190 
223 00448 4;»5 280 • 00367142Í) i 337 •002967359 
224 00 4404286 i 281 •003558719 •sas •00*295a580 
225 004444444 i 282 •003546099 a39 •002949858 
226 004424779 | i 283 •003633569 ' 340 00-2í>41176 
227 0») 1405286 i ^ 4 •003621127 1 3.11 •002932651 
228 004^5965 1 1 285 •003508772 11 342 •002923977 

Tiim tu SS 
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Káoaems Inversis : I Números 

i 4).W 

luversfts 

•(X)2.5;X>000 

Número» Jiirorsa« 

343 1 •ÜJ>i)15l52 i 

I Números 

i 4).W 

luversfts 

•(X)2.5;X>000 457 ! 002188184 
3 i i I •0)J.I)>!»77 1 401 •fKJ249í76(' 458 : •00218:5406 
345 i •0:)¿.S;)á551 , •i 402 •(«2487562 459 i •002178649 
»4G •(y)H.>m.i : * ) 3 •002481390 460 002173913 
347 ': •002^-il8t4 ; ! 404 •(X)247.5248 461 002169197 
34-* i •0)2.^735:;; , • 405 •002469136 462 . 00il64.yj2 
349 1 •01í-i¡]r>:im 1 ; 4fW • 00246:3054 4t>3 i 002159827 
5353 •OJ2-Í57143 ! ' 407 •0O2457O;)2 464 •0021.5.-. 172 
351 i •o:)23í'.ym i 4i.)S •í»024-5!)980 1 465 1 0)2150.538 
352 , •0)2HKi).} • -Uí.) •(«)24U988 •:. 466 t 00.'t4.'>92:3 
353 ' •012-íí2*';i ' \ 410 •!)0243'.XJ24 467 0rUÍ41:3-28 
354 i •Ot2-Sí4HJ> i 1 411 •OI243.3Ü;)0 i 468 ¡ 0O2i;36762 
355 •iT»i-ilt!:Mi : 412 • •012427184 = 460 , O : L ' ] ; ; 2 1 9 6 
356 i •iWi8 ».-Í,H;) • 413 •in24213(J8 ! 470 ! Olil27(360 
357 1 •00JS>U2J 414 •0 1211515.» : 471 ! IX i i l i ) l 42 
35S •iX>27i).!j:i6 i i 415 •0024O!»6:50 j 472 ¡ rK)2118644 
350 1 •00J7S5515 4ii; • I I 3 2 1 0 ; H 4 C 473 OO.'l 111(35 
360 i •OOÍ77777S ^ í 417 •rK)2:398032 i 474 •; aOil!".)705 
361 ' •U)j77u)-j{ 4)8 •W2392;344 475 (^>21(0263 
362 •0027624:51 i i 41ít •fKl2:MJ635 ! ; 476 ; O)Jliií>-i40 
363 • 0 ) . ' ( 5 H i l 1 420 •O02:í:->)952 . 477 i>»2n«;i:36 
Xí •0);7lT25;í • 1 421 •002;3752!»7 ' 47S : f>o>n.tíi.y) 
365 •0:)i73!tr26 422 • 002.3» W6(i8 i 4711 0)2íHT(>83 
36t> ; •0)27.5i2tO : j 423 • 0't2;3.! Jl K;6 '- iW Oi^iH'. « 3 
307 i •Ü:)J7J17!>;Í •i 424 •OÍJ2.3.58491 481 : 00 307.«)!>2 
36S I •OOi7l7 5',)l 1 4 ]5 •002352941 482 ; 0'L>;)7i';39 
369 1 ()02710'J27 : 426 •(Xi2:34741b 483 ' OOJ07o:J93 
370 ': •0027-)27i).! 427 •l.Ki2;341'.t2''> 4H4 \ ot-tiosiiie 
371 i •Or>2H.t5U8 ' 4-2H •(K)23.3<U19 ; 485 ! 0t2>.; i856 
372 ; •0)2.¡-isl72 42. í •0)2.331fJ02 1 48<; , 0 ) i ) 5 í 6 1 3 
373 ; •0)2(H ).m '•• 4 1 0 0!)23255S1 i 4«J 1 0'2O'. . i ls8 
374 ' •OOW7Í797 ' i:U •(»2.3'a)18(i i 488 Ot.fiWl."*) 
375 i •Or)2«')t>667 : 1 432 • 0(12314815 ! • 48ít < •o i . t iu . t ;x) 
376 •»)265;»574 1 ; 4.i.i •(/)-23'>94«9 j , 49<-i : 0)Mií)- i l6 
377 1 • 0*1 Í6525 20 434 •fyi2*.)4147 ; ' 491 i 0 ) "0 5»;ÍÍ60 
378 ; •Oi2sU55>3 ! ; 435 -002298B51 1 , 492 ! 0»í ( i i»2(3 
379 ; •(f.)>c>m¿i 1 43(; •«)2-29a578 1 • 493 ; O);.023i98 
mi •a ) i6H57í í ¡ í 437 •lX.t22«J380 ,: 494 1 •a» oj iwi 
mi i •032621672 | i 438 •(T>22f¥3lft5 I 495 ' 0 0 « 5 ) i f ^ 
3:í2 j 032617801 ; i 439 

' 410 
•002277904. 1 ; 496 1 0 » J ) I 6 ( 2 9 

3«i ! 032ÍHO.X36 ' 
i 439 
' 410 •ÍX) 2272727 '. 497 ; 0 ' )n i í )72 

3^4 032604167 1 i 441 •0022ÍÍ7674 i I 49K i 0>¡«y'>)32 
383 00i5;)74')3 i 442 0;)226i443 499 , •0)i>.»l)08 
886 •03¿53).i74 1 I 413 •002-257336 j i m) i OOfOHXX) 
38? 0) r>3 í97y , 441 • 0)2-25 J253 , ] 501 ; ooi.nî íjoe 
333 0 ) i 5 7 7 i 2 0 445 •002247191 602 Oor.M;)32 
3S9 03i57iX>!)l 446 •002242152 < 608 

! 004 
031.'SS372 

390 03 ¿564103 447 •()')22.37136 
608 

! 004 03nHll27 
3»! 1 • 032.557545 448 •002-2.32143 6a5 

506 
'001.H>198 

892 03Í55102Í) 449 •Oí>22-27l71 
6a5 
506 •0()r»7<.285 

393 i « OOÍ544529 4 . » •(X)22á2222 S07 03U>7-'i87 
^ 4 i • 0 3 1 3 » 3 7 1 451 •002217-295 50B 03I.'*5>.J04 
395 0325 U646 452 I •0022l'2asa 509 a)l!Ml637 
891 1 • 0323J5J5Í 453 ' ixyimimi 5in •0319:0784 
3 ) 7 ( • 0)i5l3-i93 i 

03Í51>.%J 
454 •C02i»26*> i • ' " í tk3i:'5;:>47 

sdi i • 
0)i5l3-i93 i 
03Í51>.%J 455 •002197802 I 512 I 

i 513 ; 
•0311(5! 125 

mj I • 0325332S6 456 . •002192982 
I 512 I 
i 513 ; 03194931» 



FRACCIONÉIS DECIMALES lít5 

Número»' InTerM!! NúmeroF ' InverFBii 1 Número» IrrcrB»!! 

514 1 
(X11945525 '• 

NúmeroF ' 

•0017513Í3 ¡ i 628 •00159-2357 
515 OH941748 : 572 •00174K252 1 ! 6-29 •001589826 
516 W19379H4 573 • 001745201 ' 6::» •001587302 
617 001934236 574 •00171-J1(.C» 1 631 •00158.1786 
518 Üf>l930502 576 •oni7H;)i:;o 632 •001582-278 
5iy 001926782 576 •a)1736111 1 633 •001579779 
5'M OiJlít23077 1 577 

•a)1736111 
• 634 
' t;35 

•001577287 
521 ! Of)19193Wi 1 578 •0O17.-;O104 

• 634 
' t;35 •001574803 

52-J I 001915709 579 •001727116 636 •001572327 
52:Í i <X)191204fi 580 •0017-24138 i 637 •001569859 
524- i • fKJ1908397 : 581 •00172] n o , «W •(X»1567398 
525 fX)190l762 582 •001718213 : (í89 •Wl 564945 
52(5 001901141 5a3 •001715166 : 640 •001562500 
527 00189753H 584 •001712:,29 (141 (:'0]56(i062 
528 Of)l 898939 bSó •00170ÍI4(>-' j 642 •001557632 
52Í) (J018í)0369 586 00170(viv:5 1 643 •roí565210 
530 i O0188*>792 687 •0t)l 703578 1 644 •001552795 
531 i 001883239 5as •001700(is0 1 1 645 •;i01550)188 
532 001879699 589 •001697793 ! 646 •001547988 
53» IXJ1876173 690 •0016i'l915 647 •091645596 
534 ! a>1872G59 591 •001(19204: 648 •001543210 
536 1 rj01869169 592 •001689189 li4'.) •001M0832 
53(J 1 mi8í^5672 593 • 001686: !41 1 (if-O -0015:^8462 
537 j 0018C2197 594 •(XJl(iH-5(y 1 i 651 •001586098 
mi ! •001858736 595 •001680ÍÍ72 1 j 652 •0015:^3742 
639 0018552^ ' 596 •00167785-2 1 653 •001531394 
540 (J0ia51862 597 •001675042 664 (KU5'2íí052 
541 001848429 698 •0O1G7-2-341 655 •001526718 
542 001845018 699 •001669449 Cbfí •0016-24390 
543 •001841621 600 •001666667 i 657 •001522070 
544 •001838235 601 •001663894 1 668 •001519767 
645 00ia34862 602 •001661130 j (N59 •001517461 
64<> j •001831802 603 •001658:175 : 600 

661 
•001515162 

647 001828164 604 •00]»5556'2Í» 
600 
661 •001512859 

548 1 •001824818 606 •001662898 662 rol610574 
649 ' •001821494 606 •001650165 663 •001508296 
550 •001818182 607 •001647446 6(i4 •00150(!024 
561 001814882 608 •001G44737 : 665 •001503759 
562 001811594 609 •001642036 666 •001601502 
553 081806818 610 •001639344 667 •001495)250 
554 •001805054 611 •0016Í16661 668 •001497006 
555 001801802 612 •001633987 669 •001494768 
660 •00179&661 618 •001631321 670 •001492537 
557 •001795382 614 •0016-28664 : 671 •001490:^13 
559 •001792115 616 •001626016 ' 672 •001488095 
559 •001788909 616 •001623377 i 673 •001485881 
560 •001785714 617 •001620746 i 

•001618123 ; 
674 •0014^680 

561 (X»1782531 618 
•001620746 i 
•001618123 ; 675 

! 676 
•001481481 

562 •001779859 619 •001616509 i 
675 

! 676 •001479290 
663 •f «1776199 690 •001612903 ! 677 •001477106 
564 •001778050 621 •0016iai06 ' 678 001474926 
565 •001769912 622 •001607717 ! 1 679 •001472764 
666 •001166784 628 •001605136 > i 680 

681 
1 682 

•001470588 
867 •001768668 624 •001602864 1 

i 680 
681 

1 682 
•001468429 

568 •001760668 625 •ooieooooo i 
i 680 

681 
1 682 •001466276 

569 •001787469 626 •001597444 l! Cí» •001464129 
570 •001754886 ^7 •001694896 1 il ^ 4 i 001461988 
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KúmeroB i 

tiS5 

iiSl 
(WS 
(WJ 
9'M) 
tiltl 
()'.»-' 
H'J'Ó 

&n 
«95 
«915 
(ÍH7 
«98 
79ÍI 
700 
701 
70¿ 
71);! 
701 
7a"} 
706 
707 
708 
7ü!l 
710 
711 
712 
713 
714 
715 
716 
717 
718 
719 
720 
721 
722 
723 
724 
725 
720 
727 
728 
729 
730 
731 
732 
188 
734 
736 
736 
737 
738 
739 
740 
741 

luvtrifi» 

•Oi0145!>.S.;l 
•fX>14577J*; 
•001455(i01 
• 0 0 1 4 Ó : ^ 1 8 8 
•OOU5i;57'.* 
•Ci01Wy27ó 
•001417178 
•0r)1445O.s7 
•00114:5001 
•00H10í>i2 
•0014;}88-fí) 
•00143676a 
•001434720 
•001432(;05 
•001430<U5 
•001428571 
•001426534 
•001421501 
•0(31422175 
•001120455 
•atiiiawo 
•001416131 
•0014141-27 
•0014121-29 
•001410137 
•001408451 
•001406-170 
•001401494 
•0014025-25 
•001400560 
•001398601 
•001396618 
001394700 
•001892758 
•001890821 
•0O1S88880 
•0013869Í53 
•0013S.5042 
•001388126 
•001381-215 
•001879310 
•001S774IO 
•001375516 
•0013786-26 
•001371742 
•001369863 
•001367989 
•001366120 
•001364-2.56 
G0l86239é 
r001360ó44 
•001368696 
•001366852 
•001365014 
•001853180 
•001351351 
•001849528 

t 71 

Número» 

71'.'. 
741 
715 
746 
747 
7-18 
719 
750 
7.51 
7.52 
753 
75-1 
755 
75»; 
757 
758 
759 
760 
761 
762 
763 
764 
765 
766 
767 
768 
709 
770 
771 
772 
773 
774 
775 
776 
777 
778 
779 
780 
781 
782 
783 
784 
786 
786 
787 
788 
789 
790 
791 
792 
793 
794 
796 
796 
797 
798 

Invenas 

•rX)1347709 
•1101315895 
•(J0Í311U8() 
•001342282 
•001;U0483 
•0013386.88 
•001336898 
•001335113 
•00133Í;{33 
•001331558 
•001329787 
•0O1328021 
•(X)132626ü 
•001324503 
•0013-22751 
•001321004 
•001319261 
•0013175-23 
•001315789 
• 0013140(J0 
•001312336 
•00131WJ16 
•rX)l'308901 
•001307190 
•001:305483 
•001303781 
•001802(183 
•OC1300:-i90 
•001-298701 
•001-297017 
•001-295337 
•001293661 
•001291990 
•0(31290323 
•001-2886(Xi 
•001-287001 
•001-285347 
•0(11283697 
•001282051 
•001-280410 
•001278772 
•001-277189 
•001275510 
•001'2738a'S 
•001272265 
•001270648 
•001-269036 
•001267427 
•001-265823 
•001264223 
•001262636 
•001261034 
•001259446 
•001257WS 
• 001-266-281 
•001284705 
•001283188 

Kúmeros ! luvi isas 

001-25] .561 
001-250000 
(301218139 
00124688:; 
0012453:!0 
001243781 
001242-236 
001210095 
001-2;}9157 
001237(i-24 
001230094 
001-234568 
001-233016 
0012:31527 
0(3123(3012 
001228501 
001226991 
001-225499 
001-2-2399(3 
0012-22494 
001-221001 
001219512 
0012180-27 
001216545 
001215067 
001213592 
0(31212121 
701210(̂ 54 
001209190 
001207729 
001206273 
C)01'204819 
001-2C«:«9 
001201923 
021200480 
001199041 
0(31197605 
001196172 
001194743 
001193317 
001191895 
001190476 
001189061 
0011B7648 
001186-240 
001184884 
001183432 
001182033 
001180638 
001179245 
001177856 
00U76471 
001175088 
00117:^709 
001172333 
001170960 
001169691 



FRACCIONE.'' I>K( IMALES 197 
Xúmerot luvetsss 1 i Números 1 Invernas Números Iiiveisiis 

856 001168224 ! • !H)5 001104972 953 00104;i31b 
857 001166861 i: i 906 ' 001103753 964 001018218 
858 001165501 1 : 907 ; • 001102536 955 001047120 
859 001164144 ! i 908 ' 001101322 966 001046025 
860 001162791 1 909 • 001100110 957 001044932 
861 001161440 910 ; • 001098901 ' 958 00104;Í841 
86'i i 001160093 i í'ii i • 001097695 959 00104275;! 
8<>3 C01158749 i 912 i 001096491 960 001041667 
864 001157407 ' 913 : • 001095290 , 961 001040583 
.Sü5 001156069 i 914 • 001094092 - ' 962 1 • 001039501 
860 0011547S4 i 915 ; • 001092896 963 • 001038122 
867 001153403 

001152074 
1 916 ' • 001091703 964 1 • 001037344 

868 
001153403 
001152074 917 001090513 965 i • 001030269 

869 001150748 i 918 001089325 966 1 • 001035197 
870 001149425 919 001088139 967 0010:-M126 
871 001148106 1 920 001086957 1 968 0010:53058 
872 00114678Í» 1 921 001085776 1 i 969 0010319!t2 
87» 001145475 922 001084599 I 970 • • 0010;»1>28 
874 001144165 i 923 001083423 ' 971 0010298» i(; 
875 001142857 : 924 001082251 i 972 001028807 
876 001141553 1 i 9'¿5 001081081 ' 973 001027749 
877 001140251 I 926 001079914 i 974 001026694 
878 001138952 927 CK)1078749 ; 975 001025641 
879 •001137656 928 001077586 976 001024590 
880 1 001136364 929 001076426 : 977 001028541 
«81 i 001135074 930 001075269 978 001022495 
882 001133737 931 001074U4 ' 979 001021450 
883 001132503 932 0fJlÜ72961 i 980 001020408 
884 : •001131222 933 001071811 981 001019168 
885 = 001129944 934 001070í>64 , 982 001018330 
886 i 001128668 ; 936 001069519 , 9*3 001017294 
887 0011-27396 I 936 00106a376 i 984 001016260 
888 001126126 ! ÍK)7 001067236 985 001016228 
889 •001124859 i 988 •001066098 986 001014199 
890 •001123596 939 001064963 ' 987 001013171 
891 •001122334 ! i 940 001063830 988 I 001012146 
892 •001121076 941 001062699 989 1 001011122 
893 •001119821 942 

94S 
•001061571 : 990 1 001010101 

894 •001118568 
942 
94S 901060445 991 i 001009082 

895 •001117818 944 •001059822 . 992 •ooiooeoía 896 •001116071 ¡ 945 •001058201 ! 998 i •001007049 
897 •001114827 ! 946 •001057082 1 994 •001006036 
898 •001113586 947 •001055960 ; 995 •001006025 
899 •001112347 948 •001064852 ' 996 •001004016 
900 oomuii 949 •001063741 997 •0010(»00!». 
901 •001109878 950 •001062682 998 •001002004 
90!2 •001108647 961 •001(K1526 999 •001001001 
90B •001107420 952 •001050420 1000 •001000000 
904 •001106195 
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CUOCIENTES IGUALES 

LECCIÓN I 

ProporeI¿n. 

Si an dÍTÍdendo partido por su divisor da el mismo cuo
ciente que otro dividendo partido por su respectivo divisor, 
«ntonoes se dice que los dos dividendos y los dos divisores 
forman proporción. 

2 ' 
10 2 

4- 2 
+ 2 

/-+- 2 
j+ 2 

6 sumandos 10 

5 

4- 2 
+ 2 

/-+- 2 
j+ 2 
1= 10 

" R. 35 7 
1-' 
) + 7 

6 sumandos 35 
1 

6 

1-' 
) + 7 

= 86 (1) 

Claro es que los números proporcionales no son los dos 

(1) Sidos samas de sumandos igttales tienen el mismo número de su-
nuuidos, cada suma es proporcional á su respectivo' sumando generador. 

TOHOin. 28 
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cuocientes iguales, sino los cuatro números que dos i dos dan 
tales cuocientes. 

En el anterior ejemplo los números proporcionales son 
10 y 2; 35 y B; 

Y en el ejemplo siguiente 

21 .8; 21 
^ I -4 - 7 ) 8 sumandos 

+ 7 ) 
21 

_ _ 3 , 16 14- 5 ) ^ samandos 
- 5 ) 

= 15 

los números proporcionales son 
21 y 7; 15 y 5. 

' En toda proporción hay, pues, cuatro términos. 
Actualmente cuando cuatro núineros son proporcionales 

suelen escribirse tales números en forma de quebrado; pero 
en lo antiguo se escribían con una notación particular (que 
también se usa todavía). 

Asi, en vez de 

i?, ** 

que se lee 

lAta partido por dos ̂ ual á treinta y einoo jNirttdo por siete, 

s« presentaba, y se presenta, la proporción en la siguiente 
forma: 

10 í a :: 85 : 7; 

notaoiÓB que te lee así: 

IHep M á 2 eomo treinta y «óaoo e$á^. 
Dé modo que ú signo : * se lee eomo. 
Y su eorreilatiTO el signo '. se le«i es d. 
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Del mismo modo se leen los números proporcionales cuan
do aparecen en forma de ecuación fraccionaria, 

21 _ 16 

T " T 
21 es á 7 como 15 es á 5; 

Por manera que en semejante caso el signo de igual
dad = se lee como, 

Y su correlativo la raya de quebrado se lee es á. 
Asimismo hay quienes escriben las proporciones asi: 

8 :1 = 40:5 

Ocho «8 á uno como cuarenta es á cinco. 

Y también 
8 '«) 
1 • • 6 ' 

Tratándose, pnes, de proporciones, los signos y, y sss son 
como, y la raya de quebrado y el signo : son es á; sin peijui-
oio de lo cual los signos -f y I se leen partido por cuando se 
t ra ta de indicar la operación de dividir. 

No paran aquí las diferencias de enunciación. Al cuocien
te , cuando se trata de números proporcionales, se le da el 
nombre de razón; y, asi, en vez de decir que 7 es el cuocien
te de 66 partido por 8, se dice que 7 es la razón de 56 i 8; ó 
bien la razón de 8 á 66. ¿Cuál es la i'azóH de 12 á 3? La razón 
de 12 á 8 es 4. 

Por consiguiente, cuocienie, razón y fracción son la mis
ma oosa en otknto á sus resultados numéricos. 

Por tanto, 

u 
— =a 4; doce partido por 3. A 
12 I ^^ expresiones que x»> 
— SB 4; Za ratón de 13á tresi presentan el mismo re-

I saltado namérioo 4. 
~ a 4; ¿OM feroM» / 

Y, sin embargo, tales expresiones no son sinómmas. 
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S indica que hay que hacer una opera
ción de dividir, esto es, que hay que 
buscar un cuociente. 

Doftfl «R &. trB<i i Significa que esas cantidades están en 
uoce es 6. tres j proporción con otras dos; y 

Doce tercios 6 doce tercias.. t ^ ' ^ ^ f **> ^??^ *®^^^ P*^!^ ^l'''' 
I módulo obtenidas en una medición. 

Por tanto, el resaltado numérico es siempre el mismo, 4. 
Pero la procedencia ó la interpretación que debe darse á esos 
números no es idéntica. 

Asi 12 tercias nunca puede representar un número puro 
sino un número modular; al paso que la razón 12 es á 3 pue
de referirse lo mismo ¿ números puros que á números modu
lares. Por egemplo, 12 manzanas es á 3 manzanas, de igual 
manera que la suma 12 de 4 sumandos iguales á 3 es al nú
mero puro 3: 

3 (número puro) + 3 + 3 4- 3 = 12. 

Lo mismo hay que decir de dividendos y divisores, que 
pueden ser números puros ó números modulares. 

12 manzanas 3 manzanas; 12 (número puro) 3 (número paro) 

NOTA. Aunque las razones puedan ser relaciones entre 
números puros, resultan en gran número de casos relaciones 
entre números modulares de la misma especie: (12 metros 
y 3 metros: 30 kilos y 3 kilos, etc.) 

Tampoco en el lenguaje especial de los números propor
cionales se llama dividendos ni divisores ¿ los números cuyos 
respectivos cuocientes son iguales. Los dividendos se deno
minan antecedente» y los divisores consecuentes. 

Asi, en la proporción 

10 : 2 :: 85 : 7; 
/ lo _ tt>\ 

''\T~T)'' 

2 7 
-f- 2 + 7 
+ 2 -í- 7 
-+-2 -H 7 
-»- 2 - •4 -7 

= 10 s= 85 

los números 10 y 85 no se llaman sumas, ni dividendo*, ni 
numeradores, sino antecedentes, y los números 2 y 7 no se de-
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nominan sumandos, ni divisores ni denominadores, sino con
secuentes. 

De modo que 
10 : 2 :: .% : 7 

se lee así 

El l.<r antecedente •• al I . " coniecnente : : el 2.° antecédeme : al i.«consecuente 
10 2 35 7. 

Pero, según se ve con toda claridad, no son conceptos dis
tintos en esencia (aunque no precisamente sinónimos) los con
ceptos de suma de sumandos iguales, dividendo, numerador y 
antecedente, ni sus correlativos de sumando, divisor, denomi
nador y conecuentes. 

Las diferencias son análogas á las indicadas con respecto 
al anterior -j, 

El primer antecedente y el segundo consecuente se lla
man extremos, y se denominan medios el segundo consecuen
te y el segundo antecedente. ¡ ' 

8 : 1 :: 40 : 5 

En esta proporción 8 y 5 son los extremos, y 1 y 40 son 
los medios. 

6 : 35 :: 2 : 14 
Y aquí 5 y 14 son los extremos, y 35 y 2 los medios. 
Tampoco se dice qué proporción es la igualdad de dos cuo

cientes, sino que proporción es la igualdad ele dos razones; pe
ro la diferencia de nomenclatura no entraña diferencia de 
conceptos. 

En rigor, pues, no hay verdaderamente motivo esencial 
para conservar las antiguas denominaciones ni su especial 
notación (a : b : : c : d); pero tanto notación como nomen
clatura recuerdan al operador que no se trata de números 
cualesquiera, sino precisamente de números proporcionales; 
y esto 68 ya de suficiente importancia para no abolir la an
tigua manera de nombrarlos y escribirlos (1). De aqni su 

(1) Además, los datos puestos en forma do proporción se iinaginan me
jor que puestos en forma de quebrado; pllrtioulandad más que stiñciente 
para oonserrar ía antigoa notaoión por lo que ésta £ftcilita él o&lculo 
mentaL 
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uso, general aún, en geometría especialmente. Y de aqni 
también el empleo de las formas fraccionarias cuando se 
consideran preferibles; 

l J o « 
•5̂  b d 

Del empleo da las varias denominaciones de los números 
proporcionales resulta lo siguiente, cuando las razones ó 
cuocientes son iguales: 

r 

*" m.Sí!? tL^ } = * »» síBUDío :: I núBero*de1amSni: al suyo < Si»«ío tga»-
masdos igaatet f ) dos Iguale» j J leilo»e^lo-

Eo diTidendo : i ra difiaor : otro dlfld^o : al sayo i (da queda 
t'n nmBerador : i sa denoBiinader :: otro oamerador : t so denemiaador/ 
Un anieeedeale : i vt coueeaegte : otro antecedente : i so contecKBte 
Da extreao : i (a medio : el otro medio : al otro extreno. 

! Dos cuocientes iguales (ó bien dos razones iguales) signi
fican que el número de sumandos es el mismo en dos sumas 
diferentes (1). 

Asi, la proporción 
A SO A SO 

6:2 :: 30 : 10; 6 bien 7 = ^; óbien -̂  :: ̂  
' 2 10' 3 10 

representa las dos sumas siguientes: 
2 10 

+ 2 H- 10 
-»- y -1-10 

= 6 « 8 0 

cada una de las cuales tiene tres sumandos (iguales en cada 
una y diferentes de una á otra). 

£1 número de los sumandos iguales (ó se» el cuoeUnte, 6 
bien la raza») es siempre un' número puro, al paso que los 
sumandos pueden ser números puros 6 números-módulo. 

2 pesetas 10 pesetas 
•*• 2 pesetas •«- 10 pMstas 
•4- 2 pesetas •*• lO peÉstas 
s3 e pesetas v ¡a» 80 pesetas 

(1) Téase Leoúón IV. 
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El hecho de que una sama tenga el mismo número de su
mandos qne otra sama entraña una propiedad importantísi
ma: la de que los dos términos de ana de las razones son 
equimúltiplos de los de la otra. En el último ejemplo te
nemos 

2 10 = 2 X 5 
- t . 2 -+-10 = 2 x 5 
^ 2 •+•10 = 2 x 5 

= 6 = 8 0 = 6 x 6 

donde vemos que los términos de la segunda razón son los 
mismos de la primera multiplicados por 5. 

Y, como esto es general, tenemos qne toda proporción es 
de la forma siguiente: 

a « X a . . . s . . i i X a a:b :: nxa-.nxb: 6 bien - - = ; 6 bien — :: 
b nx b' b * X b 

igualdad ya evidente; pues nos consta que, .si numerador y 
denominador se multiplican por un mismo número, el que
brado no varía. Por otra parte sabemos que todo número es 
igual á cualquier otro, si este otro se multiplica por el cuo
ciente de ambos. 

15 :5 :: 61 :17; 6 bien — == - ; ¿ bien - :: — 

expresiones que representan las sumas 
6 17 

• 4 - 5 -^ 17 
-»- 6 -^ 17 

=±15 = 6 1 

donde 17 es un múltiplo de 6, si 5 se multiplica por el cuo
ciente de ambos números, que es 8 */,. En efecto, 

de donde 
í-8'/., 

5 x 8 V 6 « 1 7 
• < - 6 x 8 V , » 17 

16 X 8 Vi « 8 1 
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Así, pues, todo antecedente es igual á su consecuente 
multiplicado por su razón. 

20 — = 4, razón . •. 20 = 5 x 4 
5 

ó, lo que es lo mismo, 
el dividendo = divisor x cuociente. 

De donde resulta esta propiedad capital de todas las pro
porciones: 

El producto de medios es igual al producto de extremos. 
En efecto: 

1." La segunda razón e s = á la 1.* Si los dos términos 
de ésta se multiplican por un mismo número ó coeficiente: 

a :b :: nxa :nxb 
.•. a X {n X b) = 6 X (n X o) 

producto de extremos = producto de medios. 

Y, como el orden de los factores íio altera el producto, 
resulta la evidencia siguiente: 

axbxn = axbxn. 

Un ejemplo: 
20 : 5 :: 60 :15 

ó bien 
20 : 6 :: (20 X 3) : (5 X 3) 

Por consiguiente, producto de extremos = producto de 
medios: 

20 X ( 3 x 5 ) = 5 X (3x20) 
ó bien 

20x 5 x 3 = 2 0 x 5 x 3 

y asi de los demás casos, en que los equimúltiplos pueden 
•proceder de números fraccionarios. 

5 
4- 5 
4- 5 

17= 5x3V6 
4-17= 5 x 8 V í 
+ 17= 5x8V8 -

= 15 =51 = 15x3V« 

15 : 5 :: 51:17; 6 bien 15 Í 5 :: (15 x 3 VB) = 5 x (8 Vs) 
y, por consiguiente, 15 x ( 5 x 3 V5) = 5 x (15 x 3 V. 
•̂  3 V 5 X l 5 x 6 = 3V» X 1 5 x 5 
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2.* Por consigaiente, toda proporción' es, en esencia, una 
identidad, 

A = A'. 

-ó bien, formas diferentes de ana identidad 
_8_ 
1 

_ a X 8 

8 18 '' 
1 ~ í , • 

* • 

A 18 
1 " 8 • 

6 : 1 :: 18 : 3 

Xlámase proporción conUntia aquella cayos. medios son 
i¿:aalesí 

ed : SO :: 80 :151 ' „*.„\>-L„.^^„«¿ f «-60 : 30 : 15 

En esta clase especial de proporciones 
TT . . at oiMdiado de un medio . 
Un ektrsmo 

mo s : por «Totru extremo 

a = « 

C =r a 

0 0 » 

15 =a 
f» 900 
•V ^ a e ' " 
•I» ÍO , . 

16 = : 

1 ^ 
» '. . U. 

Mr 
l« • 16 

¡Po6d^ darse proporciones de la forma 

' f ' . • ^ - • 

30 : 60 :.' t& : 89 
I 
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en qne los extremos sean los términos iguales; pero esta» 
proporciones no tienen denominación especial, y sus propie
dades son í za l e s á la^ de las proporciones continuas. 

En las proporciones continuas se llama á cualquiera de lo» 
medios medio proporcional entre log dos extremog (1), y el úl
timo término se llama tercero proporcional ei^tre el 1." y el 2."; 
ó bien tercero proporcional al 1° y al 2.° 

Por último, en una proporción continua uno de los me
dios es igual á la raíz cuadrada del producto de los extremos 

ft: b ::• b : c .'. 6 ' = a x c . * , 6 = t^alTe 

60 : 30 :: 80 : 15 .-..SO» a ¿ ' ^ x 15 - - . 3 0 =síy«nni '=* t'SéS « 80 

OsBB&v^oióir.'—^Líb'antigua notación y sus denominado* 
nes son más á propósito que las modernas, para hacer com
prender las propiedades de las proporciones. 

¡Cuánto'más olaro es áeeix *el produóte de medioit eg igual 
tH proáueto de exir^rnos* que no la fórmula'̂  *En toda igual
dad fraccionaria «on'iguales los productos de los términos 

,opue»i.08\* 
' Aáemás, hay que definir lo que ^e entiende pos términos 

opuestos. 
doBÍ̂  poes, términúis opuestos, el numerador de una r%KÓn 

y el denominador de lia otra. ,• , 
En lá igoftld&d fraeciouaría . , * 

Son térinüo» opaeatoa a y d, asi como 6 y e. 

.7 

• ' - . , 
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'TitmiMtmrmmtlén de IOM térmlmo« á« « • « |>r«|^reifo. 

Una razón se llama inversa de otra' otiando el nnmeradoír 
•de la 1.*̂  es denominador de la 3> y el denominador en aqué
lla es numerador en ésta. ^ . ' 

ao 5 
6 ^ 20 

,18 7 

7 y "ís" / ^°^ rajsones inversas. 
a 6 

£1 produoto de dos razones inrersas es siempre =» 1̂  evi-
'dentemente. 

Xt 7 II X ? , 

7 ^ l í =*= TTTs ̂ ^ ' * ' 
, o 6 . Í I .X > t ' ' ' 

\ , • — X — ==*"; ** 1 
' t a b X a 

De do îde se deduce también que el prodttoto de mediloft 
•e*,ignal aí ptoduéto de extremos; por, reñtltat de las opera* 
•eionef dos raw«u»É íiaiT«rsa#; ' , . 

. a :6 ::'<!!xa) :(«xfr) , , , 

^^iHiiiOiií : ; '-;^)::':^'¿..., \, ,' '''[•'••• 

•'.'•> i j¡ 'i ' •• •. W • • • » , - " • . . ! • t t t i í , Si. ,Jiií!-WÍ ' ; 
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Si un producto de dos factores, partido por otro producj;©' 
tftmbién'de dos factores, da por cuociente la Unidad, los cua-̂  
tro factores forman proporción; porque siempre resultan doŝ  
razones iguales, colocando como extremos á los dos factores 
de uno cualquiera de los dos productos, y como medios á los 
otros dos. 

20 X 8 _ ^, 
5 X 12 ~ " . •• 

.-. 20 : 8 I: 12 : 3 

Colocados' los factores de este modo, resultan eñ ^ropOr-
ció:a por ser iguales las razones 

jf - 5 3 • 
\ » _, JB,, ) + 6 + S 

• = 20 = 13 

Y también los mismos nútQeros resultarían proporcionaíe^ 
poniendo como 9S:tremo8 los que ahora son medios: 

» X 8 

. ' . 6 : 2Q :: 3 : 12 , -

Cuya^ razones son 

intersas de las ontMíores. 
Caando un.prodaoto binario partido por otro prodnotobi-^ 

Bfkrio da.po)r buooientd la nfiidad, pomo. 

" • ' - ' • : '. » x . * , • • ' 

' , ' / 6 X W 1, 

Ift peopotüétí, retniUk leyvuio ante todo el primer.&obor del 
tttuaw^dor» luego lof d(» fitotoree del deaomiauíáoi:^ y, por 
¿Itíiuo, «1 áegtmdo. de) lumieira^or' 

- • •'• ' " ' , ' - ' ..• ' ,a t> . , : S i : 13 : 8 . '_ * . , ' • , 

Por consigóielaite^ I M a|emplo» que «IgtUA 
'"'. •••''•"•»8X M . y . x d 
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se leerán respect ivamente: ^ 

35:7 :: 05: 13, • y n : b :: c : d, 

sin al teración de la propiedad fundamenta l de ser 1 el cuo
ciente . ,, 

Ocho son las posiciones de que resu l tan susceptibles dos 
productos binarios iguales; porque tales productos correspon
den á dos samas- del mismo niímero de sumandos iguales , 
ta les , como por ejem"^lo, las dos s iguientes , de cuatro suman
dos cada una. i r 

* • 5 3 
- 1 - 5 4¿ 3 

,-f 5^ -H- 3 
-^ 5 - ( - 3 
= 20 = 12 

E s t a clase de sumas de igual súm'e ro de sumandos da lu
g a r á las cuatro propiedades s iguientes^ cada una susceptible 
de dos Tariantes , según se tome como p r imera ó como segun
d a u n a de las dos sumas. 

1.» 
Una 8uma es á sa sa

mando :: la otra 
sama al sayo. 

2.« 
Un samando es á su 

soma :: el otro sa
mando i. la saya. 

tTna soma es ¿ la otra 
" oasamando^otro 
(respectivamente), * 

4.» • . . 

tTn stímaado es al otro 
'•'• uaaramAálaotr^ 
(raspeetivamanto) *• 

ü n aA;éce(iente es ¿ 
su conseo. :: el otro 
ant. al suyo. 

Un oonseo. es á m an
tecedente :: el otro 
oous. al st^yo. 

Un anteo, «w al otrb 
:: an oouseoaente al 
otro (respectiva-
ipénte). 

Üti ooos. es al otra :; 
Ufi ant. alotro (res-

'̂  pectitamente). 

£ a las 8 pesioiones, oada suma t i^ne por iaq top el sumáii'-
^Q d e la o^ra. Así la 1:^ sama 20 va s iempre mnlt ípl load* p o r 

£!«,tn««t[8o agregar el adverbio re»p9c4wamatie^ •aatquB no habría, 
^oporeí^ nouieñao de oúalqaíer mbáo Ibs somaiiao». Foc ejjeanpiot 
0 : 1 3 : : 3 :6 no son proporbidn. 
• • T»mfot» forinarfan'proporoidii 6 : 8 ; : 12:30. 
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el sumando 3 de la segunda; y la 2.* suma 12 por el 5, su
mando de la 1.* Los factores aparecen altetadús; esto es, 
20 X 3 y 3 X 20; y cada iilternación está dos veces como nu
merador, y otras dos como denominador. 

Las razones, por tanto, son solamente dos: -j y - j ; y suŝ  
inversas ¡J- y -*-

Como ejercicio apliquemos todo esto á las dos sumas si
guientes, cada una de 5 sumandos iguales: 

7 • 13 
-f 7 + 13 • 
-4-7 -hl» 
4 - 7 -4-13 
4- 7 • . • •- -t- 13 " = 85 = 6 6 

Una sama es á su sumando :: la otra al suyo i * 

do : 7 :: 6a : 13; razón = o; productos,--—¿5~"¡^' 

65 : 18 :: 35 : 7; razón — 5: productos, -•—— = --— . 
' ' ' *̂  13 X B& 455, 

Un samando es á BU soma :: el otro saltando á la suya 

7 : 38 Í: 18 : 65; razón = i ; productos, ~ — ==^^~. 

18 -.65 :: 7 : 85; razón =:-i;productos, 5 ^ ^ = — . 

Las «xnuks bon una & obra :: sus respectiros samaî dos .̂  

35 : 65 :: • 7 : I3í ratón *= - ; Braductos,'- , = -:rr . 
'1S 65 X ^ é6JV §5 : 35 ::' 18 : 7; rasóns: ; p^odr^tos,-——-s=i--—, 

' ' I *̂  •' ^ «5 X IS 455 

Los samandoB son uno í otro :Í flus respebtivas samas 
7 7 X 65 iSit 

7 : 13 K 85 : 65; rasón se ~; pvoductois, -—r;*»-.-^:' 

• 18 : 7 :: 65 f S5;'rascón a» ~; prodaotos,-^-—S*=4«-
Los ctiLAtiiroprúa^cw numeyadores twn idéutioos 4 los CQfttrb 
tindoi, 

temados. 
«egtiadoi, pero los respectivos denomi'fiadores aparecen al 
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SIGNIFICACIÓN DE LOS NUMERADORES lUL'ALES Y DENOMINADORES 
ALTERNADOS. 

33 X 13 3S X 13 
U n a s u m a es á su s u m a n - \ 7 x lij ' 65 x 7 f L a s sumas san u n a á o t r a 

ílo :: l a o t r a s u m a al ) '• *'̂ '* respec t ivos su-
' s u y o / 65 X 7 C5 X 7 I p iandos . 

IS X .15' 85 X 13 

U n s u m a n d o es A su s u m a \ 35 x iá ' 13 x 35 
:: el o t ro s u m a n d o á la 
suva i " X 35 13 X 35 

X fii 7 X 65 

65 X X 65 

Loa s u m a n d o s son uno ¿ 
o t ro :: sus respec t ivas 
sumas . 

Resumiendo resulta: 
1.° Que toda igualdad fraccionariaes susceptible de tan

tas transformaciones cuantas permitan que resulten igualftí? 
los productos de los términos opuestos; ó resultantes en aspa; 

!2H_12_ 12 
"5 " " s ' ? " 

20 Í5 3 8 * . * • * _ •'' . ^ ^ _ * . ;^ 20 3 i!fi 
12' Í2 20 • Í 2 ~ ¥ ' ¡ ¿ " T í f ? 1 2 ' ^ T ' ^ Í Ó Í 

7 
O bien, , 

2." Que en toda proporción se pueden permutar los me
dios, los extremos, ó unos y otros, y, además, cabe poner/los 
medios por extremos ó los extremos por medios. 

Es consecuencia de lo expuesto que toda operación de 
multiplicar enteros es un caso particular de las reglas.de las 
proporciones. 

Sea la multiplicación 
. 2 

X 4 , 

= 8 

Aquí hay las dos sumas sigaienbes: 

2 1 
+ 2 -f 1 
4-2 -+- 1 
+ 2 + 1 

=« 4 

T la raz<Sn de net toda cfperaoión de multiplioar enteroA n a 
oáao de I M proporoionei rescútft may clara. Siempre el mal-
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tiplicador es una suma de unidades, y siempre el producto es 
una suma del mismo número de multiplicandos que unidades 
tiene el multiplicador. 

Como el orden de los factores no cambia el producto (tra
tándose de números puros), claro es que resultarían las mis
mas consideraciones haciendo multiplicando al multiplicador 
y multiplicador al multiplicando; 4 x 2 . 

Entonces tendríamos (siguiendo el ejemplo anterior) las 
sumas 

4 1 
+ 4 + 1 / -

Por consiguiente, cuando se nos dan un multiplicando y 
un multi.plicador enteros, no se nos dan dos datos, ^ino tres: 

El multiplicando, ó sea el sumando de una suma que hay 
que sacar; 

El multiplicador, ó sea una suma de cierto número de 
unidades conocido; 

Y la unidad, sumando repetido de esta suma conocida. 
Y, por tanto, multiplicar es hallar abreviadamente la 

suma de tantos multiplicandos como unidades tiene el multi
plicador. 

Así, pues, si se nos dan á multiplicar 12 manzanas por 
cinco, tendremos: * ' 

1 12 
-+-1 -H 12 
+ 1 -4- 12 
- f -1 -+- 12 
+1 + 12 
= 5 

de donde, por ser uoA suma á sn sumando como la otra'al 
suyo, resulta la proporción 

5 : 1 :: jc : 12 -

Y, siendo el producto de medios igual al de extremos, 
tendremos: 

l x a : = 5 x l 2 ; ó bien « = 5 x 1 2 = 60; 
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de modo que el producto se liallará multiplicando el muHi-
plicando por el mult ipl icador. 

Siendo entero el multiplicador no cabe dificultad n inguna 
en asimilar las proporciones á las operaciones de multiplicar. 
Pero no aparece tan fácil la asimilación cuando en las mult i 
plicaciones fraccionarias es quebrado el mult ipl icador. 

¿Qué significa, por ejemplo, 60 X 4-? ¿Q«é interpretación 
ha de darse á esos datos? 

Puesto que ] es una magni tud < que la unidad, claro es 
que i - no puede ser la suma de varios unos, como antes lo 
eran los multiplicadores enteros que se nos dabati: en el úl t i 
mo ejemplo 

.0 = l + l + l - t - l - t - l , ' 

Antes , pues, cuando el multiplicador era entero, se nos 
daban tres números , 

la suma de los uaos ctel multiplicador, 

el sumando 1, 

j el samando que había de componer el pi'oduofco, ó sea el multi
plicando. 

-*-

-)-

1 
1 
1 
1 
1 

* 12 
•* 12 
-t- 12 
-v 12 
H- 12 

= 5 = X 

Se nos daba ' 

el 5, sama; 

él 1, samando; y 

el 12, lumando; > 

y ae nos encargaba que bnsoásemos la suma úe^ Se nos daban, 
pves, dos sarnaádos y tma snipa. 

Pero ahora:, oaaado el maltiplicadpr es un quebrado, co
mo en 60 X ~% se nos dan. , , 

el jamando que hace de multipHoador (ea al sjemplo, —') ; 

la sama de todos estds maltipUeaáores (que es a; 1); 
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Se nos dan, pues, dos sumas y un sumando, en vez de dos 
sumandos y una suma: 

X 

X 

X 

X 

= 1 = 6 0 

De donde sale la proporción 

1 : - i : : 60 
5 

X 

sama : samando : : suma : sumando que se busca 

y como el producto de extremos = al producto de medios, 

1 xa:==60x —; 

.-. ar = 60 X 4" = 12 ; o 

de modo que, si en las dos. sumas anteriores se sustituye el 
valor de ac, aparecerá 

1 
5 

12 

-4 -)- 12 

- 4 +• 12 

-4- H- 12 
1 -+- 12 

= 5 = 6 0 

Asi, pues, el sumando buscado (a; = 12) ^ á sn sama 
(60) : : el multiplicador (-j-) : á so sama = 1. 

El sílaltiplicador ~ es la qointa parte d^ la anidad, y el 
número buscado 12 es también la qttinta piarte del otro da
to «= 60. Los resaltados son, pues, proporcionales. 

Tal es el fundamento de la definición mis generalizada 
de la operación de multiplicar. Esta definición es como sigue: 
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Dados dos factores, 
- MULTIPLICAR es hallar un tercer numero que sea respecto 
del primero lo que el segundo es respecto de la unidad. 

Por tanto, multiplicar por 7 es hacer 7 veces mayor un 
multiplicando, porque 7 es siete veces mayor que 1. 

8 X 7 = 5G 

El 3.er número, 5(5: al 1.", 8 : : el 2.", 7 : á la unidad . • . 8 x 7 = 51! x 1 

Y multiplicar 5G por y es hacer siete veces menor el pro
ducto dado, porque . es siete veces menor que 1. 

5C X — = 8 , •. 5() : 8 : : 1 : — ••. oG x — = 8 x 1 
I 7 7 

El í?.er número, 8* : al 1."*, 56 : : el 2,", — : 4 la Unidad. 

Los resultados tienen, pues, explicación en la teoría de 
'as proporciones; pero, cuando el multiplicador no es núme-

* ro entero, la definición entraña el absurdo de que sea tnulti' 
pitear, no el buscar uua suma, sino el buscar un suriíando. 

Siendo entero el multiplicador, la incógnita es una suma 
•ie multiplicandos 

í) 1 
-»• 9 
-+- 9 

4- 1 
-+- 1 

r= o; = 3 

9; X 3 = 27 
Qíultiplioando x moltiplicador = suma ó producto 

Pero, cuando el multiplicador es un quebrado, la incóg
nita es un sumando desconocido que fie ha de repetir: esto 
®3, un multiplicando. 

27 X -J = 9 
3 

X 1 
i 

-+• X 1 

•+• X • *i 
27 = 1 

Aritméticamente, pues, la definición Ho es admisible. 
Claro es que, si el mtiltiplicador no es una fra,cción pri-

i&aria, sino secundaria, habrá que miiltipUcar el resultado 
^ la fracción primaría por él numerador de la secundaría. 
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60 X - = dos veces j GO X—) = - x 2 = 12x2 = 24 
5 \ 5 / 5 

60 X 7 ^ tres veces (60 x - ) = - X 3 = 12 x 3 = 36 
5 \ 5 / 5 

Etc. 
En la práctica conviene casi siempre empezar multipli

cando por el numerador de la fracción secundaria; 

3 I 60X f¡ ISO „ „ 
60 X — = = — = 3 6 

5 6 5 
Etc. 

Este procedimiento, adeniás de su utilidad en Is práctica, 
tier.e de bueno el ser teóricamente algo más conforme al con
cepto de la operación de multiplicar. Cuando en el ejemplo 
anterior se multiplica el 60 por 3 (prescindiendo del denomi
nador 5), se encuentra un verdadero producto == 180. Verdad 
es que este producto resulta 5 veces mayor de lo que debe 
ser, porque el multiplicador no es 3, sino -j-.; pero el error 
inmediatamente queda salvado dividiendo por 5 el 180. Et 
8ie de eéteris. 

Correlativa con la anterior definición de multijdicar, hay, 
naturalmente, otra dé la operación de dividir. 

MULTIPLICAE PABTIB 

es h-JÜar un tercer número que se» es halUr an terce/-número ^ne sea 
respecto del primero :: el segua<lo respieoto del primero :: la anidad 
respecto de la unidad, , reapeato del segando. 

\ , , ' ' 
Conocida esta nueva definición del partir, sea 20 dividido 

por 5, y haya que hallar él Cíuooíente 4 . Y tendremos qué 
y el 3.«r üiflieBo, 4 : al l.«, 20 : : la váíid&á : al 2.", 5. 

La unidad es < «a wia quinta parte qae el éegundonú* 
mero &, y, de confórxnidicd, el número busoiido 4 es también 
< en un» quinta parte que el número primero 20. Tratándose 
de enteros^ los resoltados entran d«ntro deesa definioióii del 
partir, y son traa ixnisecnéiioia dé las. própiéda<léB de las 
proporciones. 

Pero Sé» ahora 
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Hallemos el cuociente, v nos resultará que es = 1(K"> (se
gún sabemos). 

Este resultado también entra dentro de la definición. En 
efecto, 

el 3.er número, 100 : al 1," 20 : : la unidad : al 2." — 
' ' ' 5 

La unidad es 5 veces > que y ; y, de conformidad, el nú
mero bascado 100 es también 5 veces > que el número pri
mero, 20. Tratándose de fracciones, entran también los re
sultados dentro de la definición. Pero objeciones análogas á 
las anteriores no pueden dejar satisfecho á quien busque en 
las matemáticas, más que la belleza de los-artificios dialéc
ticos, la firmeza incontrastable de los sistemas críticos. Mul-
iiplicar j&m&a será disminuir, ni partir aumentar. 

Ni es lo mismo buscar sumas que buscar sumandos. 
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Propiedades-namérlcaft d é l a s proporciones.—9erfes 
de razones fguales. 

Toda proporción subsiste si se malfciplican ó se parten los 
dos términos de una razón por un número cualquiera, ó los 
dos de las dos razones; ó bien si se multiplican los dos térmi
nos de una, ó se parten los dos de otra por el mismo número, 
ó los de cada una por números distintos. i 

En efecto; el valor de un cuociente no varía cuando di vi- • 
dendo y divisor se multiplican ó,se parten por un mismo nú
mero; las razones subsisten iguales, y el producto de extre
mos siempre resulta igual al producto de medios. 

80 X 7 aO X U _ 60 ÜO X 1» 69 X 17 

T T~ i s ' 5 ~ 15 X 7 ' 5 X 11 ~ 15 ' 5 X 13 ~~ 15 X 17 

20 + 6 60-5-S 2 0 x 7 - 6 0 + 15 

5 + S 15 + S ' 5 x ' 7 

Por consiguiente, el teorema «forman proporción los cua
tro números de dos productos binarios ai partido uno por otro 
resulta por cuociente la unidad», v. gr., 

a X rf _ . 20 X 16 
— 1; * X e ' 5 X «o ' 
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no ha de entenderse de un modo tan estrecho que no sea tam
bién verdadero si cada uno de los cxiatro factores a, b, c y d 
es á su vez múltiplo de otros factores. 

En efecto, ya hemos visto que en la proporción 
20 __ 60 
5 15 

20, 60 y 15 son múltiplos de 5; de modo que tenemos 

(5 X^ 
5 

(6 X2») 
5 

!0 X 15 
:> X 60 

í) X (5 X 3) 
X (5 X 12) 

X (5 ,x 3) 

— I 

1 

(5 X^ 
5 

(6 X2») 
5 y, <5 x í» X 3) 

1 

, en general. si 
X »» X w 

X W x « ' 

X r 

xr' 

podemos tener como producto de dos factores á 

o X í í _ . l . i x m X n x ' ' ) x d 
í> X c (fc X m' X n' X ' ' ) X c 

Si los antecedentes de una proporción se multiplican por 
un mismo número, los nuevos aatecedsntes forman propor
ción con los consecuentes; pero la nueva razón e8 = al pro
ducto de la razón primitiva por el número multiplicador de 
los antecedentes 

a: b :: c : d, cuya razón es r 

axm: b :: oxm : á, cuya razón es r x m 

20 : 6 :: 60 : 15, cuya razón es 4 

•20 X 7 : 5 :: 60 X 7 : 15 = 140 : 5 :: 4-20 : 15, cuya razón es 4 x 7 = 28 

La penúltima de estas dos proporciones tíorreeponde á las 
dos sumas siguientes, cada una de cuatro sumandos 

5 • 15 \ 
I 4 sumandos + J*J 
5 ) + 15 ; 
"̂  !• 4 sumandos ~!~ tV ) 4 sumandos 

= 20 = 6 0 
/ 
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Y la última de las mismas dos proporciones corresponde á 
las dos sumas siguientes, cada una de 28 sumandos. 

-+-

o 
5 
o 
5 
5 
3 

==140 

28 sumandos 

15 
4 - 15 
4- ló 
4- 15 
+ 15 
4 - 15 . 28 sumandos 

.=420 

Recíprocamente: si los antecedentes de una proporoióu se 
parten por un mismo número, los nuevos antecedentes forman 
proporción con los consecuentes, y la nueva razón e s = al 
cuociente de la razón dada por el número divisor de los an
tecedentes, 

(140 + 7) : 5 :: (420 .=• 7) : 15; etc. 

ü u a razón queda multiplicada por un número, si, en vez 
de multiplicair por él el antecedente, se parte el consjscuen-
te; y 

Una razón queda dividida poe uu número si en vez de 
partir el antecedente se multiplica el consecuente. 

Sea la proporción 

~6 " IS 

Para multiplicarla por 5 se puede proceder de los do» mo
dos aigoieotes: 

a» x6 
5 

O bien 

10 

eux & 
is 

«o 

lí? - ?!?! Multiplicando «I dividendo 
" u 1 se maltiplica el caooieate. 

too 

30 
1 

«2 (Partiendo el avisar ao' nuil-
3 ( tipUoft el cROtáeBte. (» 4- 5J " (tS 4- 6) 

Y, parft parUrlA por &, copio fliga«i! 

Ü í - S " l Ü l J . * .. " lP»tlá*iido «1 diWdettdo 8* 
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O bien 

20 
5 X 5 

60 20 
1» X S 25 

4 
5 
4 
5 

. 4 = 

. 1 = 

60 \ Multiplicaudo el divisor se 
75 I parte el cuociente. 
U 
15 
i 

5 

4 

1 

Si se multiplican ordenadamejite los términos oorrespon-
"dieutes de dos ó más proporciones, los productos forman 
proporción. 

á -.b -.-.c -.d \ " • 
*',;^':;^,7:^',!.•.axo'xa''xa''':6x6'x6"x6'":;cxc'xc''xc''':áx<í'xá"xd''' 
a"^:b"'\:c"':d"'] 

/ 
• - / 

•^:7' '^'}7l •••20x14x3 : 5x7x1: : 60x34x6 :15x17x2 
aii c' o 840: 85 :: 12240 : 510 
o:l:: b: 2) 

m 
85 

= 24 = 12240 
510 

= 24 

En efeoto, multiplicar una proporcióa por otra es multi
plicar los antecedentes de una de ellas, por el cuociente ó 
"Sazón de la otra. 

— " "T mtiUiplicado ordenadamento por -.—••.: — 

'M lo mismo que multiplicar por 2 los antecedentes dé la pro-
. porción primera. 

* » 14 20 ^ 20X 2 • •r -x — = — x 2 = —^— 
» 7 6 5 

w '^ n - 1» ^ ^ =* 15 

Los aateoedeates do la 1.* proporción innl-
tiplioados por la ra2¿Q ó cuociente d^ 
la 2.* proporción. 

, ,Beo{proGament«: 
Si ae dividen ordenadamente los térmisiós oorréspondien* 

*«8 de dos proporciones los oaooienteui fornUkü proporción. 
Touom. t% 
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20 :5 : 
14:7: 

: 60 :15 i 
: 84:17 i . ' . 20 _ 5 00 15 

U • 7 •• 34 • J7 

, - . 20 15 5 «0 
n ^'yr ~ 7 ^ ^ 

. - . 3 0 300 
288 288 

300 = 300 
, *, 1 = 1 

Cuando se maltiplican ó se parten ordenadamente los tér
minos de 2 proporciones (ó más) la naeva razón «s igual al 
producto ó al cuociente de las razones primitivas. 

20:5::60:15;razón = 4 ) • 
14 : 7:: 34 :17; razón = 2 | Multipliqúense ordenadamente 
3 : 1 : : 6 : 2; razón = 3,) y tendremos: 

2 0 x l 4 x 3 : B x 7 x l : : 6 0 x 3 4 x 6 : 1 5 x l 7 x 2 ; razón = 4 x 2 x 3 -
840: 35 :: 12240 : 510; razón = 24 

20 :5 :: 60:15; razó a s= 4 j Pártanse ordénadam>!iite 
14: 7 :: 34:17; razón 5= 2 i y tendremos: 

ao 
M 

5 
7 

«0 
— ; ritóón •== 

4 
2 

' 

~ 7 
i 
7 

30 — ; rassóa = 
J7 ' 

2 

eudí 9 i val común denominador 
10 y 17 6 X 17 « 0 x 7 16 X 7 « 
7 X 17 ' 7 X 1? • • 17 X 7 • J7 X 7 

170 
119 

85 
• 11» " IW 

105 

179 : ^ ;: 210 : IQñ; razón = 2, eTideniemente. 

Las potencias 6 l»s raice» de igaal grado de los cuatro 
términos de una proporción forman otra proporción cuya ra> 
con es la potencia ó la raíz de la primitiva; 

ei*: b* :: ¿* : fi (a: fr:: o : ¿) X onieDacUmeiitepor (a: 6:: c: <i) 
o» : 6" :: c» : *• , 
9e:5::80:15,mu¿a==:4.'.aO»:S»::60» : 15?^raaón«= 4* 

^ . 40a:í»::8eOO:aa5frMw5ii=al6 
« : h:: e: d 
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En toda proporción la suma de loa dos primeros términos 
•es al segundo como la suma de los términos tercero y cuarto, 
•es al cuarto 

•ó bien 

a :b::c 
{a + b) : b :: {c-\-d) 
'JO : 5 :: «O 
('20 + 5): 5 "(60 +15) 

d 
d 
16 
15 

25 : 5 : : 75 :15 

E n efecto: esta proporción corresponde á las siguientes 
sumas: 

5 1 '15 
+ 5 + 1 6 
+ 5 , 5 smaandos + 16 } 6 Sumandos 
+ 51 + 1 5 
+ 8 ) +J,5 

• = 25 = 7 5 

Aumentar á un antecedentii^ sn qoasebnente equivale á 
aumentar un sumando más á la cérÍMponá^ente suma; y, si 
•esto se hace en las dos razones de una proporción, resultan 
siempre las correspondientes súmaseos igual número de su-
mandos; y , por consiguiente, en proporción. La nueva razón 
^s igual .á la primitiva -+-1. Tales sumas, pues, resultan pro
porcionales á los consecuentes (respectivaiudnte). 

Si á cada antecedente se agrega su oonsecuente repetido 
«1 mismo número de veces, las nuevas sumas tesultan en pro
porción con los prí;niti vos oonsecuentes ^ . 

a :b::o :á 
a + {bxn):b::c-^{dXn) :i 

20 :5 
20 + (5xS):8 
35 :5 

•60 :16 
: «) + aSxÓ)!l6 
;1(». 5 «5 

A esta proporción correspondan I&s sün^M fliguienter. 
5 : 16 

+ 51 + 1 5 
+ 5 ( . + 1 5 
+ 5 ) 7 sumandos + 15 ^ 7 samandos 
+ 6 4-16 
+ 5 I + 1 5 
+ 6 ) + 16 
« 8 6 - =¿106 
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Y, como el número de los sumandos es igual en ambas su
mas, los nuevos números resultan correspondientemente en 
proporción. 

En general: si los dos antecedentes se aumentan ó se dis
minuyen con equimúltiplos de los respectivos consecuentes, 
los nuevos antecedentes resultan en proporción con los pri
mitivos consecuentes 

V 
a : b :: e : i 

[a±{bx n)] : 6 :: [c ± (d X n)] : d. 

20 : 5 :: 60 : 15 -

[20 ± (&x3)]: 5 :: [60± (15x 3)] : 15 I = I ^ : I 

75:15 [ 2 0 d : ( 5 x l ) ] : 5 : : 60±(15x . l ) : 15 | =̂  j 0̂ • 5 ; . ^̂  . ^̂  
105 : 15 
15:15 

En toda proporción la suma ó la diferencia de los dos tér
minos de una razón es á la suma ó la diferencia de los do» 
términos de la otra como los respectivos antecedentes. 

« : b :: c : d 

.'. a±b:b •.•.c±d : á 

Sabemos que, si se multiplican los consecuentes por un 
mismo número, los nUQVOs términos resultan en proporción, 
si bien la razón es otra . , 

. ' . ( a ± 6 ) : ( 6 x « ) : : ( c ± : ( í ) : ( ( i x n ) 

Resulta, pues, que si « es =*= razón -!-==»•, esta proporción 
general se redaoirá al caso particular siguiente 

. (o±:6): (6xr): : ( f±<i) : i '<íxr) 
• » • ' 

Pero, oomo (b xr)= a; y como (d X r) = c, tendremos, 
ai • tut i taisK», • 

* ± a :» :: c ± á : c;' Q. E. D. (1) 

I 25:20::7B:60;r»zón-

15:20:: 45:60; razón-

(1) Esta abreviatura lága^tmi igutid erai daihonttrandum, que era lo que 
M>ia qtte demotírár. 
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E n toda proporción la suma ó la diferencia de los dos tér 
minos de una razón, es á la suma ó la diferencia de los de la 
otra , como los respectivos equimúltiplos de los antecedentes. 

a : b :: c . d 

. •. (a rb 6) : í i : : (c ± f/) : r 

. •. {a±b) : (axn): : (c ± d) : {<; x «) 

E n toda proporción la suma de los términos de la p r i m é i s 
razón es á su diferencia como la suma de los dos términos d© 
la segunda razón es á su diferencia 

a : b :. c : d 
a + b : a — b : : c + d : e — d 
20 : 5 : : 60 : 15 
20 + 5 ; 2 0 - 5 :: 60+16 : 60 - 15 

O bien 
25 : 15 : : 75 : 46; razón — 

Y, en genera l , las correspondientes sumas y diferencias d» 
equimúlt iplos forman proporción 

(i + (6 X « ) : o — (fe X « ) : : c + (d X n) : c — (d x n) 
a + (6 X m): a — (6 X n) : : c + (d X t») : c — ((Z X n) 
200 -.5 : : 600 : 15 
2 0 0 + ( 5 x 1 0 ) : 2 0 0 - ( 5 x 8 ) : : 600 +(15x10.1 : 6 0 0 - ( 1 5 x 8 ) 

250 : 160 : : 750 : 480 
250 X 4S0 120000 

• ' 160 X 750 120000 

L a suma ó la diferencia de los aü tecedentes es á la suma d 
la diferencáa de los consecuentes como un antecedente es ¿ 
su consecuente 

a : b :: c : d 
(o ± c) : (6 ± d ) : ; o : 6 

, 60 : 15 :: 20 : 5 
.(60±20) : ( 1 5 ± 5 ) : : 2 0 : 5 (1) 

(1) Para que se realicen aritmétioamenie estas propiedades, es precisOh 

;
LU« las raaones se coloquen de modo que paedan veriñoarse las restas 
cnando haya qae hacerlas). 
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En toda proporción la suma de los antecedentes es á su 
diferencia como la suma de los consecuentes es á su dife
rencia 

a : b :: c : d 

ia+-c):{a-o)::ib + c[):{b-d) 

60 : 15 : : 20 : 5 

(60-+-20; : (60 - 20) : : (15 + 5) : (15 - 5) ' 

80 : 40 : : 20 : 10; razón = 2. 
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Síeries de razones tg;nalc8. 

Cuando más de dos razones iguales están relacionadas en
tre sí, se da al conjunto el nombre de serie: 

4 : 1 : : 20 : 5 : : 12 : 3 : : 28 : 7 : : 8000 : 2000j razón 4. 

O bien 
4 20 _ 12 _ 28 8000. 

T ~ T ~ " T ~ T "ioTO 
En toda serie de razones iguales la suma de todos los an

tecedentes es á la de todos los consecuentes como un antece
dente cualquiera es á su consecuente. 

O bien la suma de todos los numeradores de una serie de 
quebrados iguales es á la de todos los denominadores como 
un numerador cualquiera es á su denominador. 

4 + 20 4-12-^28-1-8000:1+54-34-7-f-aOOO:: 12 :,3 
\ 4 + 90 + l í + OT + ÍOflO . 28 

1 + 6 + 8 + 7 + 2V6 

(1) Efeetnando las sumas resoltará: 
4 ' 1 

20 5 
12 8 
28 7 

6000 2000 

8064 : 0)16 :: 28: 7 

Su'* ' 7 
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En toda serie de razones iguales la suma de una parte de 
los antecedentes es á la de sus respectivos consecuentes como 
uno cualquiera de los antecedentes ea á su consecuente; 

O bien en toda serie de quebrados iguales la suma de una 
parte de los numeradores es á la de los respectivos denomina
dores como un numerador cualquiera es á su denominador. 

20 -i-1-2 + 8000 : 5 + 3-f-2000 :: 4 : 1 
20 + 12 +8000 28 , , , :: — (1) 

5 + 3 + 2000 7 ' 

En toda serie de razones iguales el producto de los ante
cedentes (ó numeradores) es al producto de los consecuentes 
(ó denominadores) como un antecedente (ó numerador cual
quiera de los de la serie) elevado á una potencia igual al nú
mero de términos de la serie, es á su consecuente (ó denomi
nador) elevado á la misma potencia. 

4 x 2 0 x l 2 x 2 8 x 8000 : l x 5 x 3 x 7 x 2000 :: -
O bien 

4 X 20 •< 12 X 28 X 8000 __ 12» 
I X S x S x T x 2000 "" 8» ' ^ ' 

Si en una serie de razones se elevan á una misma potencia 
todos los numeradores (ó antecedentes) así como todos los de-

(l) 

4 
X 20 

50 
12 

8000 
5 
3 

2000 
:: 4: 

4 
X 4 

4 

1; ó bien ::— ... 

12 
X 12 

(2) 4 
X 20 

8032 : 

1 
X 5 

5 
X 8 

2008 :: 4: 

4 
X 4 

4 

1; ó bien ::— ... 

12 
X 12 

80 
X 12 

8032 : 

1 
X 5 

5 
X 8 

2008 :: 4: 

4 
X 4 

4 

1; ó bien ::— ... 

12 
X 12 

3 
X 3 

960 
X 28 

8032 : 

1 
X 5 

5 
X 8 

2008 

16 
X 4 

144 
X 12 

9 
X 3 

7680 
1»20 

15 
' 7 

2008 

64 
X 4 

1728 
X' 12 . 

27 
X 3 

26880 
8000 

.105 
X 2000 

2008 

256 
X 4 

• 20786 
X 12 

81 
X 3 

215040000 
..50i 

84 
210000 

2008 

1(X24 248832 
..583 
.972 

243 215040000 
..50i 

84 1024 ; 

2008 

1(X24 248832 
..583 
.972 1034 
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nominadores (ó consecuentes), la suma de los nuevos numera
dores es á la suma de sus denominadores I'. un numerador 
cualquiera de la primitiva serie elevado á la misma potencia, 
es á su respectivo denominador elevado igualmente. 

Sea la serie 
4 20 12 28 8000 

T S " " " ? " " ^ 2000 

Elevemos cada razón á la tercera potencia, por ejemplo, 

*' 20' 12» 28» 8000* 
1» '~ 1» 3» ~ 7' ~ 2000' 

Efectuemos las operaciones indicadas: 

64 fsOOO i:28 _ 11952 512000000000 
T "^ 125 ~ ^ 7 843 ~ '^000000000 

Sumemos ordenadamente (i), y tendremos: 
512000031744 : 8000000496 :: 4 ' : 1»; ó bien :: 64 : 1... 

Por consiguiente: 
En toda serie de razones iguales la raíz n de la suma de 

las potencias n de los numeradores, partida por la raíz « de 
la suma de los potencias n de los denominadores, es igual ¿ 
cualquiera de las razones de la serie primitiva. 

. '/5120«003I74t . / 84 4 , , . 20 , , . 28 
\ / • == \ / —• = — ; Ó bien — ; o biea — etc. 
V 8U0000049Í V i l o " 

Si dos proporciones tienen comunes una razón, los otros 
cuatro números son proporcionales. 

Si a 
y « 

20 
20 

b : 
b : 

6 : 
5 : 

c • d 1 ' • ' .(entoncea c : 
• e • / f 

• ^-í^l . « 0 - 1 5 : 68:17 í - • «" • ^^ 

64 
8000 
1728 

21952 
512000000000 

d :: e : f 

: 68 : 17 

(1) 

b : 
b : 

6 : 
5 : 

c • d 1 ' • ' .(entoncea c : 
• e • / f 

• ^-í^l . « 0 - 1 5 : 68:17 í - • «" • ^^ 

64 
8000 
1728 

21952 
512000000000 

1 
125 
27 

. 343 
8000000000 

8000000^96 612000031744 
8900C»01984 

64 
TOMO n i «O 
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Si dos proporciones tienen comunes los dos antecedentes, 
ó los dos consecuentes, los otros cuatro términos forman pro
porción. 

Sia: b :: c : di entonces b : d :: e : f 

®* " ' ^ •• AÍ ^ 1 entonces . - . a : e :: c : /• 

20 : 5 :: 60 : 15 i . » . ,E . . ,0 . on" 
20 : lo :: 60 : 80J ' * ^ ' ^̂  • • *" • *'• 

Si dos proporciones tie&en comunes los extremos, la ra
zón de los oousecuentes restantes es inTersa de la razón de 
los dos antecedente» po comunes. 

^' V.l'y.VÁl Mtonces ^ e. r«Ó0 inrorSa de -?-y a.e::f:aS « / 

20:5: : 60:15 I . ± • ,„ ; „ ^ ^ , . j . « _ J . 
2 0 : á : : 7 5 : 1 5 | - V T " ^ ' ^ " » ^ ' * " * ^ M = ' T 

Si dos proporciones tienen comunes los medios, los dos 
pñineros extremos están en razón inr&rsá de los dos segun
dos extremos. 

^'"'.V WM entonces^ es ra«ónÍBversarle ^ 

1& r6:: «O í SO {• ; 76 •""**'» **^*"* ** 5 

De modo'qna.onaaió los medios Ó lo» exjbremos son igua
las, las razones o<»rr«spondi0ates d« los otros iérminos son 
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Dlvlsorc* iffoales y cuocientes úemigualem. 

Yo he comprado primeramente á 3 pesetas 4 metros de 
tela; después he comprado al mismo precio otros 7 metros, y 
quiero saber cuántas pesetas he gastado: tendré, pues, que 
hacer las dos samas siguientes y unir los resultados: 

/ • • ' 

• 3 pesetas \ 
' « »».<.<.„. • •<- 3 pesetas j 

-h l ^ e t e ^ ^ * SpeseUs , 
•*- 3 DMeti^ I ^ so™*n^o8 -t- 3 pesetas ) 7 sumandos 
l_£:Kí-tas) . : If^Z] 
« 1 2 pesetas -^ 8 pesfetas / 
"""""" - = 2 1 pesetas 

. He aquí dos sumas de distinta composieiSn que las qtie 
nos han estada sirviendo en las LeooioBes aóterióréa para ha-
c«ir ver la ttaturalecs dé las proporciones. En estas dos que 
t«nemos t^quii la vista los sumando son iguales en ambas, 
•tfniM, péip desigual ^^ náfnero de ellosf 4 eti lapritnera y 7 
«»n 1« segttnd». 

Por el cónttario, en Isís tjeooioues precedentes los sumAn-
49« tt'an siempre desigualefi de tt|ia sttma ¿ otra, é igual el 
ilttitaero de ellos, como por ejemplo: 

4 ] 
•4- 4 ; 8 samandoa 4- 7^3 «amcndos 

• •*- 7 ) 

la ' =£ 31 
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La diferencia no puede ser más patente. De las dos últi
mas adiciones podemos ciertamente asegurar que 

la primera suma : á su sumando :: la segunda : al suyo 

12 : 4 :: 21 : 7 

pero de las dos primeras adiciones de esta Lección no cabe 
decir lo mismo, porque 

12 no es á 3 :: 21 es á 3. 

La razón de 12 á 3 es 4, y la de 21 á 3 es 7: de modo que, 
si quisiéramos formar una proporción, nos resultaría el ab
surdo 

— = —- O bien 4 = 7. 
3 3 , 

Y, sin embargo, hay proporcíóm Pero no entre las sumas 
y los sumandos, sino entre las sumas y el número de ellos. 

La 1.* suma: al n." de sus sumandos :: la 2.* sama: al n." de lossavos 
= 12 =^4 = 2 1 = 7 

Y, en efecto, 
• - 12 21 , , . _ „ 

-- = — ; o bien 3 = 9 . , 
, Puestos los anteriores guarismos en forma de división, re

sulta - . 

sumando 3 también 

= 7, número de su
mandos deldi-

Huma 12 I sumando 3 ' Suma 21 
I • " - — ¡ " ~ '• ; • 

I s=4, número de sa-
mandoadeldi-
videndo42. videndo 21. 

De donde (por ser estos resnltados independientes 4e las 
cifrai-del caso particular propuesto) resolta que, en gexieral, 
cuando los divisores son ignales, los dividendos son entre si 
como los cuocientes. , 

Dividendo 12 : A dividendo 31 :: coooieate 4 : á caooíente 7. 

— = —; ó bien -jí = ~ ; ó bien 1 a* 1 

y i por oousigaiente, el primer dividíenoío es i sti otioc»n-
te como et segando al atiyo: 
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Dividendo 12 : á cuociente 4 :: dividendo 21 : á cuociente 7 

— = — ; ó bien 3 = 3; ó bien 1 = 1 

Y, en general, cuando son iguales los divisores, los divi
dendos y los respectivos cuocientes son números proporcio
nales. 

Besulta, pues, que, siendo iguales los divisores j estando 
entonces siempre en proporción los dividendos con los cuo
cientes, las propiedades explicadas en las últimas Lecciones 
les son enteramente aplicables, mutatis mtdandis. 

Este resultado no puede causar extrañeza tratándose de 
números puros, porque entonces para la formación de un 
producto es indiferente el orden de los factores. 

12 

12 

Pero, tratándose de números modulares,̂ ^ el orden no es 
indiferente, porque el cuociente ha de ser siempre el numera 
<3e repeticiones necesario para que el divisor forme el divi-
•dendo. 

8 nxanzanag ̂  4 sumandos, ó sea 
4 - 8 nMnzanasf el snmaudo 3 

12 manzanas 18 manzanas •*• 3 mansanaa i manzanas repe-
I , .•.-*- 8 m^meanas ' tido 4 veces. 

3 
. - . 12 

. - . 12 

= 8 x 4 

= 4 x 8 

1̂ 
•>- 3 
-t- 8 
-•• 8 

4 sumandos , 1 : l 
= 4 

4 

. - . 12 

. - . 12 

= 8 x 4 

= 4 x 8 

1̂ 
•>- 3 
-t- 8 
-•• 8 

4 sumandos , 1 : l 3 sumandos 
= 4 

4 

. - . 12 

. - . 12 

= 8 x 4 

= 4 x 8 
= 12 = 12 

= 3 

. - . 12 

. - . 12 

= 8 x 4 

= 4 x 8 
= 12 = 12 

1=4 repeticiones, 
ss 12 manssanas 

No hay absurdo ninguno en decir qne el número de 3 
manzanas SQ ha repetido 4 veces;, pero no tiene sentido ê  
«firmar que el número ptiro 4 se ha repetido 3 manzanas d« 
vaces. 

Por tanto, cuando en dos operaciones de partir, los divi-
•ores son iguales, es preinso considerar á estos divisores cómo 
números puros para que resulte terdad que están en propor
ción los dindendos y los ouooientee respectivos-
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Ciertamente, cuando se trata sólo de obtener resultados 
aritméticos, siempre es posible operar con los números mo
dulares como si'fuesen nixmeros puros; y, por esto, cabe siem
pre poner en proporción dividendos y cuocientee cuando los 
divisores son iguales, considerando entonces á los cuocientes 
como sumandos iguales en cada suma pero diferentes de una 
á otra, y á los divisores como números iguales de sumandos 
repetidos. , 

Convertidos así en cuocientes ignales los divisores igua
les, y siendo proporcionales los ptros cuatro números, resul
tan dos razones iguales eo proporción, porque la igualdad de 
dos razones iguales constituye siempre proporción. 

DIVIDENDO Divisor Dividendo I Divigor 
J = Ci:oc:iESTK , I = Cnocienie 

DlTiDHKBO , . . Dividmio , , , 
—. divisor; y „•< •. = divisor. CouciKxra '' Ctmeieuu 

Dos cantidades iguales á una tei'cera son iguales entre sí: 

HmDBXiM JKvúltédo ' I 
" ' . Ciroeraime Ctueinte 

. • . DiviBBNDO'. CueciBNTE:: Dieidmdoj Cimiente. 

Luego, como {Aroduoio de extremos es íguát al producto 
de medios, -

Dtvn>KNi>0 X Ciioeimie =s CDOOIBKTH X DiPÍda*io. 

Sean las sumas 

4 samaados ÍI 5 
3 I 12 

+ 3 } 7 sunundos 
+ 8. 
-h 3 
4 - 8 

21 I 8 

» ai . ,• • • 

ir tendremos, ciiando 1<M snmáticUMi'stm igíMles en amibas 
sumas: 
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Una sama es al námero de sus \ 
'• samandos :: la otra al de los 

suyos 

Xltt n¿mero de sumandos es á su 
; sama :: el otro númeío de sa-

' mandos & la snva 

^38 sumas son una k otra :: los \ 
respectivos, námeros de su- ' 
mandos 

1-2: 4 : : 21: 7 
¡ Razón, 3. 

12 X 7 

31 : 7 :: 12 : 4 

4 : 12 

'£1 námero de snmuidos es uno 
4 otro :: sns respectivas sa- í 
mas 

Productos, = — 
: Razón, 3. 

21 X 4 K* 
7 X 12 ~" si 

\ Productos, 

7 : Sil I 

7 : 2 1 : : 4 r l 2 

j. Razón, — 

' Productos, 

I Razón, — 

(Productos, 

« X 21 
12 X 7 ' 

SI 

7 X 12 84 

1 2 : 2 1 : : 4 : 7 

2 1 : 1 2 : : 7 r 4 

í Razón, — 

Productos, 

Razón, -

Productos, 

21 X 4 

la X 7 
21 X 4 ' 

« 1 X 4 
12 X 7 ' 

84 

8( 
•34 

84 
Ü 

4 X 2t 34 Í Razón, 
Productos, JL5_f¿=-= — 

' 7 X 12 84 
j Bftaón,~ 

I Productos, ^-!i-i? = -
' 4 X 21 84 

, . Los caatro primeros numeradores son idénticos á los cua-
^o segundos; pero los respectivos denominadores aparecen 
«lieraados. 

Los demás corolarios son análogos á los de la Leooidn II 
iy las transformaciones iguales i las i^ la Lección III. 

. , RESÜMÉÍí 

^ •̂'*', Todaii>roporiQÍdn es la ig:uatdád de áos razones. 
S*" JPerô l̂ s raSOtt«« qtie están en proporción pueden re* 

,í?¡*l̂ r de dos distintas procedencias. 
.'i,', iP ,bien dedds sumas, en nna de las coales se repite un 
..^^*i|dQ el mismo número de veces'que otro sumando distin-
:'w «yt la otra suma. 

8 
+ 9 
-¥• 8 
+ 8 

4 Te6«B 
7 

+ 7 
-+- 7-
4- 7 

4 V«0«8 

•a' 12 
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O bien de dos sumas en cada una de las cuales un mismo 
sumando se repite diferente número de vecesj 

4 ( repetido ^ 
í í aveces + í 

= 12 + 4 
•+- 4 

. i repetido 
' 7 veces. 

= 28 

3.° Eo'el primer caso, las sumas aon proporcionales á los 
sumandos diferentes; 

T en el segundo caso las sumas son proporcionales á los 
números diferentes de repeticiones. 

4.° Si los números son modulares en el segundo caso, hay 
que prescindir de su denominación y considerarlos como nú
meros puros. 
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Begla de oro, 6 de t re« simple. 

Asi llamaron los antiguos á la propiedad siguiente de to
das las proporciones: 

Un medio es igual al producto de los dos extremos partí- ' 
do por el otro m'edio; 

O'bien 
Un extremo es igual al producto de los dos medios parti-

do por el otro extremo. 
Cuando no sé conocía el Algebra, era natural que se con

siderase como de oro la manera segura de resolver el proble
ma de «hallar uno de los términos de cualquier proporción 
<iado8 los otros tres», ó bien «hallar el cuarto proporcional á 
tres números dados». 

El problema presenta cuatro variantes. 

Hallar el primer medio: 
c . , Dividendo a 

= —: Divisor o; = 
„ . ^ j «'*' ' \ X d Cuociente 4-

V 

20 X 15 

d c 
o a 

•«J: a;:: 60 : l o . •. a; = = 5 
«o 

HaUar el segundo m^dio; 

*^ -b : : it: d . • . .r = 
í — = ^ ; Ddo. X a= Div.r d x Cuoc. — - r -

\ .•. a: = dx~ .•. X— d-=r — 

a>:6: :a- :16.- .x = !Ll i? = 60 
5 

TOMO 111. di 
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Hallar el primer extremo : 
1 — = —-; l>do. ,T = Div.f b X Cuoc. — 

h X .• \ h d d 
X : O : : c : n .' .x = —-—~ v 

' . - . . í = o x — . • . a ; = 6 - i - — 
^ d c 

. x : 5 : : 0 0 : 1 5 . - . x = — — = '20 
16 

Hallar el segundo extremo: 

!

a c a 

— = — ; Div.r X = Ddo. c -^ Cuoc. — 
li X • • J 

I o . a 
.• . X •= C X — . • . X = C - r — 

o b 
20:ó::m:'x .-. x=: 1^^=15 

20 

Como se ve, no puede ofrecernos dificultad la regla de 
oro cuando se nos da escrita la incógnita en una proporción; 
pues sólo hay que hacer dos operaciones: una multiplicación 
y una división (1). 

Lo que tal vez no se presenta obvio es el planteamiento 
de la proporción correspondiente, porque el problema resul
tará insoluble si los términos no se colocan proporcional-
mente. 

Por ejemplo: 
Yo se que 16 metros de pafi.o han costado 176 pesetas: ne

cesito 27 metros al mismo precio y de la misma calidad, y 
quiero saber si tengo bastante dinero para comprarlos: ¿cuán
to habré de pagar? 

Es evidente que los 16 metros son á su precio como los 27 
al suyo; 

Y digo: si 16 metros han costado 176 pesetag, ¿?7 cuánto 
costarán? 

(1) O bien, ana división y una miütiplioAción; pues & veces conviene 
para mayor facilidad de las operaciones aritméticas empezar dividiendo. 

Por ejemplo: 
21: 7 :: * : 17 ' 

Más ficil es partir de memoria 21 entre 7 j maltiplicar en seguida el 
CBOciente 3 por 17, lo que, desde luego, da 51 para valor de x, que no ha
cer las operaciones conforme k la regla general: •/ 

= 51. 
•• . 7 • 

Luego se ver& que en i^ sistema llamado de redtteoión á la unidad, la 
teoría exige que »e empiece dividiendo. 
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' r ' ' 
It) : 17(! : : 27 : ,r. 

_ 176 X 27 __ 

Pero la proporción no habría estado bien establecida ha
biendo dicho «si 16 metros cuestan 176 : : ¿cuánto costa
rán 27? >, y habiendo escrito en consecuencia de tal enun
ciación 

16 : 176 : : a; : 27, 

por no ser verdad que una cosa es á su precio : : el precio de 
otra es á ella misma. 

Al.establecer una proporción, hay, por tanto, que cuidar 
áe que los antecedentes y los consecuentes se correspondan 
respectivamente. 

También habría estado bien planteada la proporción di
ciendo: 

176 pesetas han costado 16 metros : : ¿cuántas cos
tarán 27? 

176 : 16 : : o; : 27, 

16 

Pero no habría podido hallarse la solución planteando la 
proporción como sigue: 

176 : 16 : : 27 : * 

Asimismo habría resaltado bien la*proporción diciendo; 
El número de pesetas que busco es al de pesetas que co-

Boaco, como el número de los metros que quiero comprar es 
*1 ele los metros ya comprados. 

X : 176 : : 27 : 16 

. ' . ar = 1 7 6 x - = 297 
16 

Y habría resultado mal, procediendo de este otro modo: 
X : 176 : : 16 : 27 

Aunque (como se acaba de ver) hay muchos modos de 
]plaatear bien una proporción, facilita grandem,ente ese plan
teamiento el que cada razón resulte constituida por términos 
«® la misma denominaciiSn. ~ 
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Es decir, que, en el problema propuesto, una razón ha de 
aparecer formada con los precios, y con los metros otra. 

Y también, contra lo que se acostumbra (1), conviene em
pezar por la incógnita, colocando los términos como sigue: 

PesetAs. Metro*. 

X 27 
176 16 

Resultan así dos razones 

X 27 
M6 ^ J6 

y entonces la solución se obtiene medíante esta sencillísima 
regla: 

La incógnita es igual á su denominador multiplicado por 
la otra razón de los datos conocidos: 

a r = = 1 7 6 x -

También es de gran importancia simplificar los datos 
cuanto se pueda antes de ejecutar las operaciones definitivas. 

X = 176 X - = 11X 27 = 297. 
16 

(1) Regularmente loa maestros de cuentas escriljen las proporciones á. 
<)ae da lugar la regla de t r e í d e tal manera que la incógnita resalta ser el 
cuarto término; esto es, el dltimo de los extremos; pero semejante uso ni 
facilita los cálculos ni puede presentarse como obligatoria prescripción. La 
incóguica puede ocupar cualquiera de los cuatro lugares, si bien el más 
conveniente sea el primerb. 

¿Cuánto me costarán 27 metros de paño, si 16 cuestan 176 pesetas? 

X : 176:: 27 :16 

Para comprar 27 metros de paño ¿cuánto l^abré de desembolsar en el 
supuesto de que 16 cuestan 176 pesetas? 

27 : as : : 16; 176 

Si he comprado 16 metros con 176 pesetas ¿cuántos podré comprar 
con 297? 

16 :176 í : X : 297 

Si con 176 peáetas compré 16 metros, con 297 ¿cuántos compraré? 

176 : 16 :: 297 : a; 
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El Último procedimiento, que consiste, por una par te , en 
formar dos razones cada una con términos de la misma de
nominación, é iniciar la pr imera con la incógni ta ; y , por 
o t ra pa r t e , en simplificarlas has ta donde sea posible, resulta 
de capital importancia , no por ser esencial, sino por el mucho 
t iempo que ahorra al calculador. No es esencial (repitámoslo) 
sino expedit ivo; y claro es que, en el caso presente , nada se 
opone á que el problema se resuelva según es de costumbre 
y aconsejan muchos autores , colocando la incógnita al fin. 

IG : 27 : : 176 : :r 

metros : ú metros : : pesetas : á pesetas 
Ó bien 

16 : 176 :: 27 : x 

metros ; á su precio ; : los otros metros ; al suyo, etc. 

Lo único absolutamente preciso al p lantear una propor
ción es que los términos se correspondan proporcionalmen-
t e ; esto es, que, si t ra tándose de términos d i rec tamente pro
porcionales (1), una razón empieza por el término mayor , 
«mpiece también la o t ra por el correlativo mayor (ó vice
versa) . Así , pues , pa ra p lan tear bien la ú l t ima proporción, 
no habría bas tado con decir:< 

pesetas : á pesetas : : metros : á metros 

sino 

el > n.* de ptas. : al < n." de ptas. : : el > n." de metr.; al < n.* de metr. 

ó viceversa 

el < n." d« ptas. : al > n.* do ptas. :: el < n.° de metr.: al > n." de metr. 

Pe ro , puesto que siempre conviene empezar por la incóg
ni ta , lo mejor es la formación de las dos razones, de igual 
denominación cada a n a . * 

Pesetas HetTM 

X pesetas que buscamos metros que queremos comprar 

á pesetas conocidas, i, los metros ya comprados; 

{1} Véase el fin de esta Lección. 
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de donde sale directamente 
X = pesetas de lo compi'ailo x metro» que se han de comprar 

metros ya comprado» 

De lo dicko resulta que en todo problema que haya de 
resolverse por la regla de oro entran cuatro cantidades pro
porcionales: tres conocidas y una incógnita: que dos de esas 
cuatro cantidades son de una denominación y dos de otra: 
que la proporción ha de plantearse de modo que los términos 
se correspondan proporcionalmente, y que conviene mucho 
empezar por la incógnita 

Denominaciones U;aales 
á la de la incógoita. 

Denominaciones dUtintas 
de la de la incógnita. 

término de la mis
ma denominación. 

al término conocido 
de IR denominación 
de la incógnita. 

X 

Cantidad conocida. 

Cantidad conocida. 

por la razón formada 
por los datos de la 
otra denominación. 

Las proporciones de la clase de la propuesta no corres
ponden á la clase de aquellas en que las sumas son proporcio
nales á los sumandos respectivos, iguales en número, sino 
á la clase de las en que las sumas son proporcionales á los 
números de sumandos', idénticos en ambas sumas. 

La proporción 
• 176 :16 : : x : Si7 

ó sea 
176 :16 : : 297 : 27 

representa las siguientos sumas: 

11 pesetas 
•¥ n 
•¥ 11 

hasta completar 
I IBsamaados de 
/ 11 pesetas cada 
1 uno. 

11 pesetas. 
-4- I I 
4- 11 

hasta completar 
37 samandos de 
11 jpesetas cada 
ano. 

= 176 pesetas. == 297 penetas. 
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Como se ve, los sumandos son idénticos en ambas sumas: 
siempre Jl pesetas. Y los números proporcionales son las su
mas 176 pesetas, y lü sumandos, juntamente con 297 pesetas 
y 27 sumandos. Para formar la proporción ha sido, pues, 
necesario (obsérvese esto bien) considerar como puros (esto 
€s, como repeticiones) á los números modulares 16 metros y 
27 metros; pues, no prescindiendo de la denominación modu
lar, habría carecido de sentido aritmético la proporción 

176 pesetas : 16 : : 297 pesetas : 27 

Hay dos clases de razones: directas ó inversas. 
Los resultados obtenidos del problema propuesto han es

tado en razón directa de los datos conocidos. 
Si 16 metros dd tela me han costado 176 pesetas, claro es 

que más metros de la misma tela me costarán más dinero; ó 
bien, que por menos metros habré de desembolsar menos. 

Cuando á más de una cosa corresponde siempre más de 
•otra relacionada proporcional mente con ella, y á menos me
nos, se dice que las razones son directas. 

Pero no siempre sucede así; y cuando, en cosas relaciona
das también proporcionalmente, al más, corresponde menos, 
y al menos corresponde más, se dice que los datos están en 
razón inversa. 

6 hombres hau hecho cierto trabajo en 20 dia.s; ¿cuántas hombres 
har&u otro trabajo igaal en 5 días? 

Aquí es evidente que á menos días corresponden más hom
bres, y que el resultado ha de estar en razón fnversa de los 
datos conocidos. 

Sentemcte los datos 

Hombrei. Diu. 
X 5 
6 20 

Pero, como los días han de estar en razón inversa de los 
hombres, habrá que corregir del modo siguiente: 

Hombrw. PU«. 
X 20 
6 - 6 
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Y ahora, corregida así la razón de los días, podremos es
tablecer la proporciÓQ correspondiente: 

20 ,1;: 6 : : 20 : 5 . ' . x == 6 x — = 24 hombres. 
5 

Ó bien deducir directamente y sin planteamiento de propor
ción ninguna 

X = 6 X — = e X 4 = 24 (1) 
, 6 / 

Hay, pues, dos clases de razones: directas é inversas. 
Para conocer expeditivamente si dos razones son directa 

ó inversamente proporcionales, se duplica una de ellas; y, si 
para la subsistencia de la proporción es necesario duplicar 
también la otra, entoaces ambas razones son directamente 
proporcionales (2); mas, si duplicando una hay que tomar la 
mitad de la otra para que los datos sigan siendo proporciona
les, entonces las razones están en razón inversa. 

Así, andando con movimiento i^niforme un móvil en 6 Se
gundos 35 metros, claro es que andando 10 segundos reco
rrerá 70; y, por tanto, las fracciones 

84 '^ 70 

están en razón directa. 
Mas, si un móvil que anda con movimiento uniforme en 

un segundo 7 metros ha tardado 6 minutos en recorrer cier-

(1) También para plantear aá problema de razones inversas se pnedeu 
escribir como medios los datos conocidos no ligados á la incógnita 

6'hombres :: 20 días 

y después poner por extremos la incógnita y el otro dato conocido, ligado 
a ella; todo de modo que resulte una proporción de razones inversas: 

r- hombres : 6 hombres :: 20 días : 5 días. 

20 . ' . a : = 6 x — = 24 
5 

(3) Esta regla no es laka que un medio expeditivo: en ve/ de multipli
car por dos ana de las dos razones, se la podía triplicar, cuadruplicar... 
etcétera, y bien se conoce que, á causa solamente de la facilidad de com
putar el doble ó la mitad de una cantidad, es por lo que se aconseja la 
multipUoacíón por 2. 
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t a distancia, es de evidencia que, andando á razón de 14 me
tros, t a rdará en recorrer la misma distancia la mitad del 
t iempo, esto es, 3 minutos (1). 

Por úl t imo: ha de tenerse en todo caso muy presente que 
no s iempre bay proporción cuando al más corresponde cons
t an t emen te más, y al menos menos. 

P a r a obtener niimeros proporcionales es preciso que 
( doble j 

al doble de una razón corresponda el i ó de la otra razón (1\ 
(la mitad ) 

Mas^ cuando es otra la ley de los aumentos correlat ivos, 
•entonces no resul ta proporcional el más de una denominación 
con el más de o t ra , n i el menos con el menos. 

Por ejemplo: mient ras más t iempo es tá cayendo u n gra 
ve, más camino recorre ; pero los caminos recorridos no son 
proporcionales á los t i empos ; porque á doble t iempo no co
rresponde doble camino, sino mucMsimo más; pues si un 
g rave baja un espacio t a l como 1 en el pr imer segundo, reco
r re rá un espacio tal como 3 en el segundo segundo, y un es
pacio t a l como 5 en el tercer segundo, siempre conforme á la 
serie de los números impares 7, 9, 11, 13, 15, 17. . . ; de donde 
sale la famosa ley de que los caminos recorridos son como los 
cuadrados de los t iempos, á que está sometido el universo de 
los as t ros . De modo que, si en 5 segundos ha recorrido un 
grave en su caída 26 espacios, bajará en 10, no el doble 50, 
sino el cuadrado de 10, ó sea 100 espacios. 

A más radio corresponde siempre mayor esfera, pero no 
según la ley de las proporciones; pues , si á un radio ta l como 
1 corresponde una esfera como uno, á un radio 2 corresponde 
o^ra esfera como ocho, y á un radio 3 o t ra esfera como 27 . . . 
según la ley de los cubos de los d iámetros , e tc . , e tc . 

(1) Véaae la nota (2) de la página anterior. 
TOMO m a t 
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Planteamiento de las proporciones. 

De lo expuesto en la Lección anterior sobre las razones 
directas é inversas, se deduce que dos fracciones de igual de
nominador están en razón directa de sus numeradores, y dos 
fracciones de igual numerador en razón inversa de sus deno
minadores. 

20 15 
1 • 5 ^ • ^•^jRazóu directa: 

I A mavcjr numerador mayor Valor. 
4 : 3 : : 20 : 1 5 ; 

4 3 
• + • 4 - + - 3 
-f- 4 -i- 3 A mayor dividendo mayor cuociente en ígual-
4- 4 -H 3 dad de divisores: 
- 1 - 4 + 3 A mayor suma mayor sumando en igualdad de 

sumandos. 
= 20 = 15 ' 

20 20 ' ' 
7 • 4 • * f Razón inversa: 

i A mayor denominador menor valor del quebrado. 
. 4 : 6 :: 4 : 5 ) 

4 
-»- 4 5 
-t- 4 -f- 6 A mayor divisor menor onociente en igualdad 
4 - 4 4 - & de dividendos. 
4 - 4 4 - 5 A mayor samando menor número de eUps en 
-—•— igualdad de sumas. 
= 20 =r 20 
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En toda proporción la incógnita ha de ser uno de los cua
tro términos de la misma proporción 

.-•: 48 : : 4 : 12 . • . .r = 48 X - = 48 ' = Ki 

Pero no sería proporción 

x« : 48 : : 4 : 12 . •. x i = 48 X * = 48 x - = Ifi 
12 3 

. - . X =^ \/Ü> — 4. 

Desde luego se ve que 

\^i&. esto es, 4, no es ¡i 48 : : 4 : 12: 

ni tampoco sería proporción, por análogo motivo, 

V^aT: 48': : 4 : 12 . •. / ! " = 4 8 x - = 48 x - = IB 
12 8 

. •. a' = 16 X 16 = 256 

La incógnita, pues, no ha de ser en la regla de tres ni po
tencia ni raíz. 

En realidad toda proporción planteada para resolver una 
regla de tres es una condensación de otras dos proporciones 
referidas á la unidad. . 

Si he pagado 176 pesetas por 16 metros, ¿cuántas pagué 
por l? 

176; 16 .-.-̂ F :í.-.x = ^-^ = n 
16 

Ahora bien: si he pagado 11 peseta^ por 1 metro, ¿cuán
tas habré de pagar por 27? 

11 : 1 : : X : 27 . •. X = 27 X 11 = 297 

Las dos operaciones que se acaban de hacer han sido 

Una división,— ó bien 176 
' 16 

16 

11 

Y una multiplicación, 27 x 11 = 297 

X, efectivamente, al condensar en una sola regla de tres 
la» dos proporciones, nos resultt) en la Lección anterior 
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170 X 2" ^^,. 27 , , , 
= 1 7 6 x - (IV 

16 46 ^ • 

Este método de cálculo se denomina: Método de reducción 
á la unidad. 

De aquí que, cuando una proporción se plantea diciendo 

Una cosa : á su costo : : otra que ha : al suyo x, 
ya comprada de comprarse 

resultan los dos términos de la primera razón divisibles de 
tal modo, que la cosa comprada queda reducida á la unidad 

16 metros : 176 pesetas : : 27 : x 

La primera razón ĵ g es evidentemente divisible por 16, lo 
que nos dará el precio de un metro, y tendremos: 

1 : 11 : : 27 : a;. •. j = 27 X 11 = 297 pesetas. 

y de aquí también el que, constantemente casi, se pue
dan fácilmente simplificar dos de los términos correlativos de 
una proporción como las anteriores 

12 hombres han hecho cierto trabajo en -10 días, ¿cuántos hom
bres harán otro trabajo igual en 5 días? 

Hombrea. Días, 

X 5 
12 40 

A menos días 
más hombres: 
razón inversa. = -r-

a! = 1 2 x - = 1 2 x 8 = i : 9 C días. 
6 

Por el método de reducción á la anidad habría que decir: 
Si 12 hombres necesitan 40 días, ¿cuántos un hombre solo? 

Claro es que hab^á que multiplicar 12 por 40 = 480 días^ 
Y decir ahora: 

Si 1 hombre necesita 480 días, ¿onántos 5? 

Habrá qne partir 480 por 5 = 96. 

(1) Yéase la correspondiente nota de la Lección anterior. 



CUOCIENTlíS ICUAI.ES 2 5 3 

Para que al plantear una proporción resulten fácilmente 
dos razones, cada una de igual denominación, no es necesa
rio escribir materialmente los datos y la incógnita en dos 
renglones (según ya se ha visto), sino que bastará con ima
ginarlos en cuanto el hábito dé seguridad. 

Sea el problema: si 50 toneladas de carbón han costada 
G 200 pesetas, ¿cuántas costarán 75 toneladas? 

Pesetas. Toneladas 

6200 
75 
50 

á más toneladas 
más pesetas: ra
zón directa. 

Esta disposición debe verse de'memoria, y, vista, formar 
desde luego la correspondiente proporción, 

X : 6200 : : 75 : 50 

ó bien (y es lo mejor) deducir inmediatamente el valor de la 
incógnita 

X — 6200 X - = 6200 X - = 3100 x 3 == 9300 pesetas. 
50 2 ' 

Pero, mientras no pueda imaginarse con entera seguridad 
la disposición anterior, lo mejor será escribirla. 

Si 5 hombres hacen 7 metros de cimientos, ¿cuántos se 
necesitarán para hacer 85? > 

Hombre*. Cimientos. 

X 
5 

35 
7 

á mAs metros 
más hombres: 

directa. 

. • . a r = 5 x — = 5 x - = 25 hombres. 
7 I 

Una guarnición de 3 000 hombres, sitiada, en una plaza, 
de gnerra, tiene viveres hasta la primavera próxima, en que 
vendrá á levantar el cerco un gran ejército detenido ahora^ 
por las nieves. Para asegarar la resistencia de los sitiados, 
han recibido éstos nn 'refuerzo de 2 000 hombres. ¿Cuánta 
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habrá que reducir la ración de cada uno durante el mismo 
número de días? 

Ración de cada hombre. Soldados. 

X 5000 
1 3000 

á más soldados 
menor ración: 
razón inversa. 2. 

~ 5 

Luego habrá que corregir como sigue: 
Ración. Soldodoa. 

en 9 segundos o 

1 
3000 
5000 

• . X = 
áOOU 5 ' 

1 5 se. gundos 35 metí 

Metros Segundos. 

X 
36 

9 
5 

directa. 

a? = 3 5 x - = 7 x 9 = 63 metros (2) 

(1) Como en la nota anterior pudi^era haberse planteado ia proporción 
inversa escribiendo primeramente los medios 

3000 : : 1 
T después completando con los extremos 

5000 : 3000 : : 1 : x. 
(•2) Reducción á la unidad: 
Si en 5 segundos anda una locomotora 35 metros, ¿cuántos andará en 1? 

Metro*. Begnndos. 

^ I I ...c. = 36x^^=7 
Ahora bien; ai en 1 segundo anda 7 metros, ¿cuántos andará en 9? 

UetTM. Segnndos. 

? ; ¡ . . . . = 7 x f = 63. , 
directa. 



CUOCIENTES lOrALKS 255 

Un móvil que camina 7 metros por segundo tarda 10 en 
andar cierta distancia: ¿cuánto tardará en recorrer la misma 
distancia caminando 8 metros por segundo? 

SegunaoB. Metro». 

X 
10 

8 
7 

-

á más metros poi 
s e g u n d o , me
nos tiempo para 
igual distancia: 
p r o p o r c i ó n in
versa 

. • , a, = 10 X - = — = O segundos -t- — 
& 8 8 

25 hectolitros de trigo han costado 550 pesetas: ¿cuántas 
costarán 77? 

Pesetas. BecMlitros. 

X 77 
550 25 

á más hectoli
tros más pese
t a s : r a z ó n di-

77 re = 550 X — = 1694 pesetas (1). 

20 hombres desaguaron un pantano en 36 días. El panta
no ha vuelto 4 llenarse como antes: ¿en cuántos días lo des
aguarán 46 hombres? 

Diu. Hombre*. 

.c 46 
86 ' 20 

á más hombres 
menos días: ra- ^ ^ 
55Ón inversa. = — = — 

. 45 9 

X = 36 X - í= 16 días (2). 

(1) 550 X J = ^ X 77 = 22 X 77 = 1694 

<2) 3 6 x ^ = 3 6 x | = " x 4 = 4 x 4 = 1 6 
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U n a f u e n t e h a d a d o e n 14 h o r a s 2825 l i t r o s d e a g u a : 
^ .cuántos p r o d u c i r á en 2 3 h o r a s ? 

Litros. Horas. 

•X 

2825 
23 
14 

á más horas más 
litros: razón di
recta. 

a; = 
9^ *1 

2825 x - = 4 6 4 1 -
14 14 

Una plaza sitiada tiene víveres para 15 días: ¿qué ración 
debe darse á cada soldado para resistir 25 dias? 

Unción. Día». 

X 25 
1 15 

á más días mer 
nos ración: ra- j j g 
zón inversa = ";;i = -; 

1 3 8 

Una sala se ha empapelado con 200 metros de papel de 
75 centímetros de ancho: ¿cuántos metros se liecesitarán de 
otro papel cuyo ancho sea de 66,66... centímetros? 

Metros. Csntlmetros. 

a: 66,66... . 
200 75, 

mientras menos 
anchara más pa
p e l : r a z ó n . i n - ^j 
versa = r r r i 
- _ _ _ . _ _ . . i . _ _ . 66,66.. 

: 200 X —^^— = 225 metros (1). 
66,06... ^ 

4 12 9 900 

<1) 200x — = 2 0 0 K ~ = 200x- | - = ^ = 2 5 x 9 = 225 
^ T la 
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La regla de oro se llama regla de tres simple cuando el 
valor de la incógnita depende del de tres cantidades conoci
das, relacionadas entre sí proporcionalmente. 

De otro modo: 
El valor de la incógnita dependa en la regla de oro de la 

formación de dos razones iguales (1). 

(1) Hay libros qae contienen numerosos problemas de la- regla de tres. 
El maestro que no (Jüiera entretenerse en imaginarlos para p merlos 4 

• su» discípulos, en intei^és ante variedad, puede acudir á esas obras. Mu
chos de los anteriores «jemplos están tomados de ellas. 

Touo in 33 
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Reffl» de tres compuesta. 

Machas veces el valor de una incógnita depende de la for
mación de más de dos razones iguales. Y, cuando tal sucede, 
el problema se resuelve por dos (ó más) reglas de tres simples, 
y por eso al procedimiento se le da el nombre de regla de tres 
compuesta (1). > ' 

7 albañiles han ganado en S días 168 pesetas, ^^caánto^anarán 5 al-
bañiles al mismo jornal durante 14 días? 

Escríbaiíiós los datos, empezando por la incógnita, de 
modo que se correspondan los de la misma denominación 

P««eta(. AlCnúüés. Dlan. , 

ce 5 14 
1 ^ , 7 8 

Prescindaoio» por el pronto de los días, lo que equivale á 
resolver este otro problema auxiliar: 

Si'7 albañiles han ganado 168 {«setas, ¿5 cuánto ganarán? 

fetttat- HOBIKW. 

168 7 

XI) Obsérvese lo impropio de astas denominacioneji. 
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de modo que resul tará una proporción de términos en razón 
directa con los de la en que está la incógnita: 

5 

. •. ce = 168 x — pesetas. 
Ahora bien; 

Si 5 hombres ganan en 8 días IfiS x — ¿cuánto ganarán en U?, 

Pesetas. Dina 

X , 14 
168 X - S 

de donde sale esta otra proporción, también de términos en 
razón directa: 

/ .5 \ 14 

. •. a' r= 168 X — X — = 210 pesetas (1) 

Obsérvese que eü la solución en t ran como factores en ra 
zón directa de los de la razón en que está la incógni ta , las 
dos razones que contienen sólo datos, multiplicadas por el 
té rmino conocido ó denominador de la razón en que está la 
incógni ta . 

Las t res razones de la misma denominación resa l taron 

Y la incógni ta es 

« 5 U 
m' T ^ 8 

X = 168 x - i X ^ 

Los problemas resolubles po r ' l a reg la de t res compuesta 
cont ienen varias cant idades proporcioBalM, s iempre «n nú
mero par , y de la misma denominación dos á dos, inclusa la 
incógni ta respecto de su denominador. 

40 hombres han abierto en 24 días 606 metros de un canal; ¿en 
cuántos abrirán 25 hombres otros 500 metros? 

Escribamos estos datos , empezando por la incógni ta , de 
modo 'que se correspondan los de una misma denominación. 

(1¡ 1 6 8 x ~ x - = 1 6 8 x 5 x — = 2 1 x 5 x 2 = 21xlO==.210pe8etas. 
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Diag. Metros. Hombres. 

X 500 25 
24 f»0 40 

Resultan, pues, tres razones para resolver el problema: 
Una contiene la incógnita, y dos contienen sólo datos co

nocidos; 
Días. Metros. Hombres. 

— # -
X 500 _ M , 

~2í ÔÓT ' " io" ' 

Los denominadores son todos datos conocidos"; y se lian de 
leer asi: 

En 24 días han abierto CCO metrcs ile canal 40 hombres. 

Supongamos alior* que los 25 hombres deban hacer, no 
íj'X) metros, sino también 600. Entonces tendremos este otro 
problema auxiliar. 

Si 40 hombres han abierto 600 metros de canal en 24 
días, ¿cuántos días emplearán 26 hombres en hacer otro 
tanto? 

DIBS. Hombres. 

X ' 2 5 
24 40 

Pero, como 25 hombres necesitarán más tiempo, será pre
ciso invertir la razón de los operarios; por lo cual habrá que 
corregir coúio sigue, por resultarnos inversa» una de las ra
zones: 

Días. Hombres. 

M 25 
Y tendremos 

X : 2 4 : : 40 : 25 . • , X =± 24 X ^ 
\ - • ' ' 

Claro es que podemos ahora simplificar el valor de or/ pe
ro no hay necesidad, diciendo: Si 25 hombres han inverti
do (24 X 11) días en abrir 600 -metros, ¿cuántos días inverti
rán los mismos hombres ea abrir 600? 

Designemos por x' esta nueva incógnita (que es la del 
problema), y resaltará: 

Días. Metros.' 

a-'.o 500 
24 X - '600 
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Y, como á menos metros menos días, formaremos la pro-
porciíjii s iguiente de términos en razón directa: 

x:>\= X -" : : 500 : 6Í>0 

Por consiguiente, 

40 500 ^^ , , , 
./•' = 2 4 x - X - = 32 a) 

2 5 GOO 

Obsérvese que en la solución entran como factores las dos 
razones que contienen sólo datos; pero una de ellas invert i
da, por haber habido en el problema una razón de términos 
en razón inversa con los de la razón en que la incógnita se 
encuentra : 

40 500 
ib ^ Bon > 

De modo que, si en vez de haber escrito, al iniciarse la 
solución del problema. 

Dias. Metios. Homhres. 

ir oori -Jó 
•21 tiOO ' 4(1 

tibii ésemos escrito 
Días. Metros. llutnbrcs. 

X 500 40 • 
24 COü 25 

habríamos hallado directamente el valor de x mult ipl icando 
el denoniinador, término conocido, de la razón donde está la. 
incógnita, por las otras dos razones de sólo datos conocidos 
(una de ellas inver t ida) . 

24 X --: X - — 32 
COO 2» 

Un g ran vapor de los que atraviesan el Atlántico eu 7 
días ha perdido en un ciclón las hélices, par te del aparejo y 
todos los recursos alimenticios que llevaba sobre cubier ta . E l 

(1) Simplificando, tendremos: 

a: = 2 4 x - X ~ = a 4 x f x f - 4 x 8 = 82 
23 600 6 6 . 
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vapor conduce 200 pasajeros, y el capitán calcula que no 
quedan víveres más que para diez días. En esto llegan al 
vapor 200 náufragos de otros buques: el capitán los recibe, 
y, continuando su viaje á la vela, observa que tardará 20 
días en llegar á puerto. ¿Qué ración es la que puede dar á 
los pasajeros que lleva á bordo? 

Sentemos los datos empezando por la incógnita: ¿qué ra
ción habrá que dar á 400 hombres en 20 días si sólo hay ví
veres para 200 en 10? 

Baclón. Paujeroi. DIss. 

X 400 20 
1 - 2 0 0 10 

Observando que á más pasajeros corresponde menos ra
ción, y también que habrá menos que comer en mayor nú
mero de días, será preciso invertir las correspondientes razo
nes anteriores, y corregir como sigue, por haber dos tazones 
<le términos en razón inversa respecto de loa de la razón de 
Ja incógnita. 

BacIÓD. Fanjeroi. niu. 

ce 200 , 10 
1 400 20 

y entonces tendremos que la ración que habrá que dar á cada 
persona .será ^ 

700 10 1 , , , . 

En esta solución entran como' factores, pero invertidas, 
las dos razones que contienen sólo datos, y su producto se 
halla multiplicado por el denominador 'ó término conocido de 
la razón en que aparece la. incógnita. Las razoQes, al sen
tarse los datos de modo que se correspondiesen Jos de igual 
denominación, eran 

• ¿ «o M 
1 ' SOO ^ W 

y el valor de la iocógnita es 

Hay aquí dos rabones invertidas, porque del problema re-

, «» 10 , -í 1 , 1 1 , t \ 
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sultán dos razones cuyos términos están en razón inversa de 
los términos de la razón en que se encuentra la incógnita. 

Según acabamos de ver, los problemas que dan lugar á la 
regla de tres compuesta, se resuelven: 

1.° Disponiendo los términos de modo que, empezándo
se por la incógnita, se correspondan los de la misma deno
minación; 

2.° Si los términos conocidos están en razón directa de 
los que constituyen la razón en que .está la incógnita, ésta 
es igual al término conocido ó denominador de su propia ra
zón, multiplicado por las otras razones de términos conocidos; 

3." Si los términos conocidos están en razón inversa de 
los que constituyen la razón en que está la incógnita, se in
vierten primero las razones de términos conocidos, y, hecho 
esto, la incógnita resulta igual al térmiúo conocido de su 
propia razón, multiplicado por las otras razones invertidas; 

4." Si de los términos conocidos unos están en razón di
recta y otros en razón inversa de los que constituyen la ra
zón en que está la incógnita, se dejan intactos los de razón 
directa, y se invierten los de razón inversa; y, finalmente, 
se halla el valor de la incógnita multiplicando el término co
nocido de su razón por las otras razones directas é invertidas. 

Apliqúense las precedentes reglas á los siguientes ejem
plos presentados como clásicos por diferentes autores. 

Con 60 kilogramos de hilo se han tejido 6 piezas de tela 
de 27 metros de largo y 50 centímetros de ancho, ¿con cuán
tos kilogramos del mismo hilo se tejerán 9 piezas de 30 me
tros de largo j 76 centímetros de ancho? 

Sentemos estos datos, empezando por la incógnita, según 
antes se ha hecho. 

Kllcgramoa, Plezai. Lar^n. Ancho. 

u- 9 30 75 
60 5 27 50 

i ¿Habrá que invertir alguna de las.razones? No; porque 
todas están en razón directa de la razón donde está la incóg
nita, - ^ . En efecto, para hacer 9 piezas se necesita más ma
terial que para 6; para que tengan 30 metros de largo, más 
que para que t ^ g a n 27; para que tengan 76 centímetros de 
ancho, más qne para obtenerlas de 60. 
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= m. — X — X - =180 íl). 
i -il 50 

Supongamos ahora que los datos hubiesen sido como 
s igue: 

Con 60 kilogramos de hilo se han tejido 5 piezas, cada 
una de 27 metros de largo y 76 cent ímetros de ancho; ¿con 
cuántos kilogramos se obtendrán 9 piezas de 30 metros de 
largo y 50 cent ímetros de ancho? Y tendremos: 

Kilogmmos. 

X 
60 

Pfezu. 

9 
5 

Largo 

30 
27 

Ancho. 

50 
75 . 

¿Habrá que inver t i r a lguna de las razones? Tampoco. L a 
incógnita t iene que ser respecto de 60 como 9 respecto de 5, 
porque á mayor número de piezas corresponde más mater ia l 
que el necesario para 5; t iene por análoga consideración que 
ser como 30 á 27; y , por úl t imo, ha de ser respecto de 60 
como 50 á 75, porque á menos ancho corresponde menos hilo. 
Por consiguiente, habiendo de es tar la incógni ta respecto 
del 60, como las otras razones , fesul tará 

. = 60x-f x 4 ; x ^ = 80 (2) . 

, 40 hombres t rabajando 7 horas diarian\ente han hecho 300 
metros en 8 días; ¿cuántos días t a rda rán 51 hombres si t r aba-
j a n 6 horas diar iamente pa ra hacer 459 metros? 

Dtas. Hombres. Homs. Metro». 

51 
40 

A más hom
bres menos 
días. 

Inversa. 

A faeno» ho-
r a s m á s 
días. 

Inversa. 

4ü9 
300 

A más me
t r o s más 
días. 

Directa. ^ 

m 

. • . ^ = 8 x ^ x - X 3 ¿ , = l l - (3). 

9 30 75 10 8 
(1) eOx-g- x ~ x — = 1 2 x 9 x yX—=12x5xíí=12xlS==180 

« 0 x ^ X ^ X ^ = 1 2 x 9 x ' ^ X 4 = 4 x 1 0 x 2 = 80 

8) 8 x — X — X — s = 8 x — X — X — = 8 x 4 x ^ — x — 
' SI K «MI h\ IX inn o 10 51 51 100 6 

= 8 X 4 x Y X ^ . = S X 2 X 7 X YQ=- 16 X 7 X 0,1 = 11,2 
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18 piezas de tela de 1,50 metros lian costado 5986 pesetas, 
¿cuánto costarán 11 piezas de igual calidad y largo, pero 
de 1,26 de ancho? 

Pesetas. Plegas Ancho. 

5986 
• 11 

18 
1,25 
1,50 

A meno.s A menos 
p i e z a s ancih 0 
m e n o s 
ditiero. 

Razón di

m e n o s 
dinero. 

Razian di
recta. recta. 

. •. X = 598tí X - X ^ - = 3048 - (1^ 
18 1,50 54 ' 

25 zapadores trabajando 9 horas por-día han invertido 12 
días en cavar un foso de 50 metros de largo, 4 de ancho y G de 
profundidad en un terreno de resistencia igual á 1, ¿cuántos 
zapadores se necesitarán para que trabajando 10 horas al día 
durante 18 días, caven otro foso de 100 metros de largo por 3 
de ancho y 4 de profundidad en un terreno de doble re
sistencia? 
Zapadores. Horas. Días. Metros. Ancho. Proftinclldad Resistencia 

X 10 18 100 3 4 . -2 
•2b "é 12 50 4 6 1 

A luásho- A m á s A m á s A menos A menos A más le-
rasmenos d í a s me- m e t r o s anchóme- prof. me- si.stencia 
hombres, nos hom- más hom- nos hom- nos hom- más hom-
Razón in- bres. bres. bres. brea. bres. 
versa'. ínveraa. Directa. Directa. Directa. Directa. 

Por consiguiente 
. ' „,. 9 12 loo . S 4 2 o- ,„, 
= ^ * 2 5 x - x - j 5 X - x - x , - x - p = 3 0 . (2) 

TJn estanque se llena de agua en 9 días por 2 caños que 
están abiertos 12 horas al día: cada ano arroja 100 litros 

(1) 5 9 8 6 x i i x ; ^ = ^ ^ 8 6 x - J i x - J = 2 9 9 3 x ^ = 3 0 4 8 ^ 

(2) 2 5 x ¿ x i ? X ^ x { - X - i x 2 = 2 5 x l x ^ x 2 x | x 2 

= Y x 6 x 2 = 5 x 6 = 30. 

TOMO «I. 84 
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por hora. ¿Cuántos días tardará en llenarse el mismo estan
que por 4 caños que estén abiertos 15 horas al día, si arroja 
cada uno 75 litros por hora? 

Días. Caños. Hotai. Litros. 

a; 4 15 75 
9 2 12 100 

Registrados ios datos como se ve, se comparan los días 
con cada una de las otras especies, y se halla que están en 
razón inVersa de todas ellas: por consiguiente, .resulta 

2 12 100 24 , , .^ ,oKi->_ a' = 9 x — X — X — = - O í a s ^ é o 19h 12n>. 4 19 75 < S 

Han abierto 78 operarios, en 15 días, 3 zanjas de 42 me
tros de longitud, 14 de anchura y 6 de profundidad, en un 
terreno cuya resistencia se expresa por 4, trabajando 10 ho
ras al día, con una fuerza expresada por 168. ¿Cuántos ope
rarios abrirán en 12 días 8 zanjas, de 46 metros de longitud, 
11 de anchura y 2 de profundidad, en un terreno cuya resis
tencia es 7, trabajando 9 horas al día, con una fuerza expre
sada por 200? 

Preparado el problema como ae ve á coiítinuaoión, 

Operarios. Dio*. Zanja*. Largo. Ancho. Hosdo. Resistencia. Homi. Fuerza. 

X 
78 

12 
15 

8 
8 

45 
42 

11 
14 

2 
5 1. 4 

9 
10 

200 
168 

se compara la especie de la incógnita, que es operarios, con 
cada una de las otras, y se halla que está en razón, inversa 
de los días, directa de las zanjas, directa del largo, directa 
del ancho, .directa del hondo, directa de la resistencia, inver
sa de las horas, é inversa de la fuerza. Por consiguiente, 
resulta 

a;==78x - X 7 X - x - x - X - X -¿X ~ :*143 operaos. 

Por medio de la r^la de tres se resuelven muchas compli
cadas^ cuettiones-de propofcionalidad referentes á interés del 
dinero, giros, ganancias y pérdidas^ repartos de capitales, 
mezclas, efe. 
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Estas cuestionéis son todas de mera aplicación y tienen un 
carácter técnico tan marcado que resultan ajenas al objeto de 
esta obra. El discípulo debe estudiarlas en las Aritméticas Co
merciales ó en las de índole industrial, donde estén tratadas 
con gran extensión y minuciosidad de pormenores respecto á 
los pesos, medidas y monedas de los países donde no rige toda
vía el sistema métrico decimal. Es estudio sumamente laborio
so, y en que pocos, pocos llegan á maestros. Y rio por las difi
cultades de teoría (que en esas cuestiones no las hay), sino por 
la multitud de noticias que reclaman, y la rapidez y seguridad 
que requieren del operador; pue^ la equivocación más insignifi
cante cuesta siempre el dinero al industrial, al comerciante, al 
bolsista... que la comete. 

Estudie, piieB, con suma detención el discípulo que aspi
re á la especialidad en los negocios; 

La regla de compafiía, 
interés simple, 
interés compuesto, 
anualidades, 
imposiciones, 
seguros, 
descuentos, 

< barata, 
ganancias y pérdidas, 
averías, 
tara, 
aligación, 
falsa posición, sencilla y doble, 
conjunta, 

* cambios, 
arbitrajes, 

y las especialidades á que daA lugar las industrias y las 
aduanas. < 

Hay que repetirlo. El estudio de estas especialidades re
quiere mucha aplicación, much& práctica y mucho táempo, y 
de ninguna manera merecen el desdén con qu? las miran 
hasta profesores que las ignoran. 
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ProKr«"IonP8.—Preliniinareo. 

Cuando comparamos una magnitud con otra, podemos pro
ponernos dos fines: 

Ver cuál de las dos es mayor ó menor, 
O bien 
Ver cuántas veces la menor está comprendida en la mayor. 
Si nos proponemos, por ejemplo, saber cuál es mayor de 

las dos líneas 8Íg;t}iente3 A B y C D 

A B C D E F 
pondremos la A B sobre la ,C D, observarem5s que la C D es 
íuás larga y diremos que entre una y otra hay la diferencia EF. 

Si podemos expresar por números esas magnitudes, midién
dolas, observamos que 

A B = 30 milímetros; C D = 40 miiímetfos; y E F = 10 milímetros' 

y, entonces, decimos que esa,s líneas están eri lé, razón por di
ferencia de 30 á 40. Y llamamos razón por diferencia al 10 mi
límetros, cantidad en que difieren ambas magnitudes. 

Si nos proponemos averiguar cuántas veces cabe I J en G H 

G H I-J 

mediremos G H con IJ; y, viendo que I J cabe 7 veces en 
G H, diremos que 1» raxón geométrica de G p i I J es = 7 

15 =.7 
IJ 
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Y si, medidas esas magnitudes, eucontrasemos que 

('^ H = 35 milimetros, y 1,7 = 5 milimetros, 

•diríamos que la razón geométrica de G H á I J es = 7: 

5 ~ ' 

Hay, pues, dos clases de razones: 
Razones por diferepcia ó aritméticas (1), 
Razones per csociente ó geométricas (1). 
Las razones por diferencia pueden prescindir de los valo

res n"uméricos: sin necesidad de contar el número de milíme
tros, es posible señalar en una cinta la magnitud en que una 
longitiid excede á otra (2); pero la razón por cuociente nece
sita el número: < esto pesa cinco veces más que esto otro», 
etcétera (3). 

Siempre que las razones pueden expresarse por números, 
se prefiere la forma fraccionaria; y, así, en vez de las expre
siones 

4Í B — G D = E V (riizóii aiitiiiótic;») 
fi it _ . , . . ' 
IJ . fe ^ 

se adoptan las numéricas, sus iguales, 
35 - 30 = 5 

(1) Sin propiedad ninguna se llama nritmíücas 4 las riizones por dit'e-
reuciii, y geométrioas h las razones por cuociente. 

("2) «Esta es la Aritjaétiou de los sastres j ' dé las costureras», recuerdo 
liaber leído eu un artículo humorístico. 

Ninguna co.sturera sabe, por lo coiuua, multiplicar, ni lalta que le hace. 
.Si algo Hohva eii UD vestido, cortau el sobmute, cuando, snpñrpiíe.stas las 
prendas al cmei-po de quieo visten, observan un excedente. A , si vicevevjía, 
ensanchan. Pero nunca Ixaoen mediciones "numérieas. ' 

(3) Hiu embargo, en geometría las lineas proporcionales ¡jueden pres
cindir del número. 

A B :• B C ;: A D : T) E . etc. 

Paro la idea de adinero está realmente sobrentendida en razones como 
la precedente. 
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de modo que un problema lineal, siempre muy concreto, se 
transforma en otro numérico muy general; pues, en vez de 
decir individualmente: «la razón aritmética entre esta línea 
de 35 milímetros y esta otra de 30 es igual a 5», podemos ge
neralizar á todos los casos, diciendo: «Cualquier magnitud 
(longitud, peso, tiempo,... etc.), igual á 35 es aritméticamente 
á otra de su especie igual á 30, como 35 — 30», ó bien (pasan
do al otro ejemplo) «cualquier magnitad igual á 35 estfi res-

85 pecto de otra igual á o, como j = 7 

Es inmensa la importancia de las razones, especialmente 
de las geométricas; porque hay magnitudes que no pueden 
expresarse directamente, sino por relaciones numéricas. 

Por ejemplo: la densidad de uu cuerpo depende de su masa, 
ó Hea, del número de sas moléculas en un volumen dado: como 
no podemos contar esas moléculas, porque hasta ellas no lle
gan nuestros medios de investigación, calculamos la masa por 
el peso, ó sea por la fuerza con que la tierra atrae el ouerpo; 
y, por consiguiente, la densidad se determina por la relación 
del peso al volumen (á condición de ser números puros los nú
meros expresivos del volumen y del peso). 

Llamamos fuerza 6, la causa desconocida que pone en mo
vimiento un cuerpo. Consideramos como evidente que, mien
tras mayor sea la masa de ese cuerpo, esto es, mientras ma
yor sea el número de sus moléculas, más grande ha de ser la 
fuerza que lo impulse. También miramos como evideate que 
para que la velocidad del movimiento sea lAayor, mayor ha de 
ser la fuerza. Por consiguiente, la cantidad de movimiento ha 
de ser igual á la masa por la velocidad. jBelaciones puramen
te naméricaa de cosas desoonóoldas! 

T, en,general, resultan de razones géométrieáB las fórmulas 
de electricidad, de mecánica, y demás de la física: 

Velocidad uniforme = -; 
ttompo 

y tantas, tantas otras que a'qui serla fuera de propósito citar. 

Con dos raaone$ por diferencia se. obtienen proporciones 
por diferencia. , 
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Denomínaselas EQUIDIFERENCIAS. 
Y se define la equidiferencia diciendo que es la igualdad 

de dos razones por diferencia. 
Una equidiferencia se escribe como sigue: 

5 . 3 : 17 . 15 

separando por un punto los fcérminos de cada razón, y des
lindando las razones por dos puntos . 

Las equidiferencias se leen como las proporciones geomé
tr icas: por ejemplo: 

5 es á 3 como 17 es á 15 

E l pr imer término de cada razón por diferencia recibe el 
nombre de antecedente y el segundo de consecuente. 

Llámanse med/o.? los dos términos* del centro; e s t o e s , el 
consecuente de la pr imera razón ar i tmét ica y el antecedente 
de la segunda; y se denominan extremos los otros dos t é rmi 
nos. Así, en el ejemplo anterior, 3 y 17 son los medios, y 5 
y 15 los extremos. 

La propiedad fundamental dé toda equidiferencia es 

la suma de los medios, es igual á la suma de los extremos. 

Y, con efecto, en el ejemplo tenemos 

5-í-15 = 3+17 . (1) 

Si es cero la diferencia ent re la suma de dos sUmaudos y la 
suma de otros doa sumandos, los cuatro sumandos forman una 

(1) En la equidiferenoia propuesta 

5 , 3 : 17 . 15 

los antecedentes son respeotivamente iguales á sus cotiseouenties -(-la ra-

De modo que esa eqoiiifereacia ea igaal á. está, otra 

(3-(-2) :,8 : (15-1-2) . 16 

Por tanto, la suma de los ttiadíos se halla siempre compuesta de los 
mismos sumandos qde la de los extremo^: 

(3 _f_ 2 )^15 = 9 + (15+-2) 

Y, como esta es propiefdad índepeadiente de los números propuestos, 
resulta que'siempre la sumn. demsaios es en las equidiferencias igual á la, 
de los extremos. 
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equidiferencia, si los sumandos de una suma se ponen como 
medios y los de otra como extreipos. 

111+ 17 = 158 
344-121 = 158 ) , ,^ i « ¡ _ n 

. - . 141 . 34 : l-̂ l . 17 i l J ^ - l ^ - » > 
E n efecto 

141 — 34 = 107; 124 - 17 = 107 
De las propiedades anteriores resul tan var iantes aná logas 

á las estudiadas en las proporciones geométr icas , sumamente 
fáciles de hallar por el a lumno. 

E n toda equidiferencia 
Un medio es igual á la suma de los extremos menos el o t ro 

medio; 
Y un extremo es igual á la suma de los medios meaos el 

otro ext remo. 
Si 

14 . i> : 21 . ItJ 
. •. . 14 = ( !i o. 21) — 16 

;> = (l¿ -t- 1G¡ — 21 
21 = (it;-}-14) — í) 
10 = ( 9 + 21) —14 

Por consiguiente, nada más fácil que 
Dados t res términos de una equidiferencia, hal lar el 

cuar to . 
X . 5 : 291 , 289 .• x — (5 + 3i>l> — 2í» = 7 
7 . a; : 291 . 289 . •. j,- ==(7 + 289) — 291 = 5 
7 . 5 : X . 289 .• ;r = {7 + 289)— 5^291 
7 . 9 : 2íU . X .-. X =(_5 + 2ítl)— 7 = 28y • 

Se l lama continua la equidiferencia cuyod medios sou 
ignales 

10 . 7 : 7 . 4 
Si la incógnita ocupase los medios 

10 . a: : a; . 4 
tendríamos 

10 + 4 = x -4- x = 2 X X 
10 + 4 _ 

, x = = 7 
2 

Df manera que en « n a equidiferencia cont inua, la incóg
nita es =3= á la semiiiuma de los extremos (1). 

. — • ' • . . . i 

(1) Las demás propiedades de las equidtfef eaciaA 8on análojî as á las de 
las proporciones geométricas y han 4e ser evidentes para quien hubiere 
estudiado estas proporciones. 
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La semisuma ea t re dos números se l lama media diferen-
-cial entre los mismos. También se le da el nombre de media 
•aritviética. 

¿Cuál es la media diferencial de 24 y 46? 

? Í * ^ = — = 35 .•. 24 . 35 : 35 . 46: razón 11 
2 i ' 

¿Cuál la de a y 6? 
a + b 

2 

Recuérdese (Lección I de las proporciones por cuociente) 
-que en ellas se l lama media factorial no á una semisuma, sino 
á la raíz cuadrada del producto de dos números . 

¿Cuál es la. media factorial ent re 5 y 80? 

v/5x80 = v'l00==20 

Y, en efecto, 

5 : 20 :: 20 : 80; razón = 4 

¿Cuál es la media factorial en t re o y 6? 

V axb 

La media diferencial en t re dos números es > que la me-
•dia factorial en t re los mismos. 

¿Cuál es la media diferencial entre»5 y 75? 

_Sj+ 75 78 
= - = 3Ü 

2 2 

. •. 3 . 39: 39.75; razón = 36 

¿Cuál es la media factorial en t re los mismos números 3 y 75? 

v / 3 x 7 5 = \/225 = 15 
. •. 3 :15 :: 15 : 75; razón = 5 

Digo que necesariamente la media diferencial 39 ha de 
ser > que la media factorial 15, y que el resul tado no,es pro
piedad especial de los números dados 3 y 75. 

En efecto: el mayor de los números dados, que es el 75, 
resulta evidentemente igual á la suma del menor, y de la di
ferencia ent re mayor y menor. . ' 

Diterenoia entre mayor y menor = 75 — 3 = 72" 
Tono m, 85 
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El mayor 63 la suma del menor con la diferencia; 
.-. 75 = 3+72 

Por tanto, las fórmulas anteriores pueden ponerse en la 
siguiente forma: 
, , , . j . ^ . , 3 + 75 3 + ( 3 + 72) (2 X 8)+ 72 2 X 8 72 „ 72 Media difereucial = = = = h — = 3 -i 

2 2 2 2 2 2 

Media factorial = \ / 3 x 7 5 = \ / 3 x ( 3 4 - 7 2 ) = v / s ' - f ( 3 x 7 2 ) 

Elevemos al cuadrado los miembros de las 2 fórmalas an
teriores, y tendremos: 

(Media diferencial)» = 8« + [^ X ^3 x - j ) ] ~hj=^ 3 « + ( 3 x 72) + ^ 

(Media factorial)» = 3» + 3 x 72 

Restemos una ecuación de otra 
(Media dif . )»- (media fact.)» = (s» + ( 3 x 7 2 ) + ^"^ - Í3»-K3x72)] = j 

Donde vemos que la diferencia de los cuadrados de las me
dias aritmética y geométrica es igual á la 4.* parte de la di
ferencia entre las 2 medias (1). 

(1) Se sabe por el Algebra y la Oeometria que la diferencia entre dos 
cuadrados es igual á, la sama x por la diferencia de los números de que 
se trata. 

o « — 6 » : = ( a - 4 - & ) x ( a - 6 ) a + b 
X a — b 

i 
o»-f- ab 

_ a 6 - 6 » 

Pues bien, llamemos M & la media diferencial; 
llamemos m & la media faptorial, 

y la fórmala anterior se transformar& en la siguiente: 

M» — iH» = 

. ' . ( M + OT)X(M — « ) = -

. \ r ^̂  («feteacte)' ,,'. M — m'=! 
4 X {«+*•) 

Die donde resoltará en el ejemplo propaeato 
« on -K «^ 7Í2 7 í x ' 7 2 _ _ 6 1 M „^ 
M - - M = 89'—153=243* ' = ' = — = 24 

4 x ( M + i » ) 4XM Mí • 
De donde resiüta que la media difereneíal excede siempre a l a fkctorial 

•n ti enadradu d« te dUMuicla «otra «rntat m«ffia« 
por 4 Teees 1» «nnuí de U« mUauf niedb*. 
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Y en efecto, 

"Cuadrado de la' media dif. 39 — cuadrado de la media faot. 15 = 39* — 15* 

. • . 39* - 15» = 1521 - 225 = 1296 

Ahora bien, la diferencia 72 entre 3 y 75 elevada al cua
drado y partida por 4 es = 

4 4 

Y,- como estas propiedades no son exclusivas de los núme
ros 3 y 76, resulta que, si los cuadrados de las medias diferen
ciales son mayores que los de las inedias factoriales, también 
lo serán por necesidad las mismas medias sin cuadrar (1). 

Se llama progresión á una serie de números consecutivos 
^jontinuamente proporcionales. 

(l) Los ejemplos anteriores de inedias aritméticas y geométricas, ó, 
mejor dicho, de medias diferenciales y factoriales, son casos particulares 
tle reglas más comprensivas. 

La suma de n números dividida por el mismo n es la media diferencial 
«ntre dichos números. 

Un hombre ganó el lunes 3 pesetas, el martes 7, el nüércoles 5, el jue
ves 15, el viernes 17, el sábado 2 y el domingo nada: ¿cuál es la media pro-
•jioroional entre esos números? O bien, ¿cuál fué la ganancia media? 

Lunes 3 
Martes + .7 
Miércoles -+• 5 i 4j 
•lueves 4 - 1 5 ) Ganan'cia término m e d i o : — = 7 pesetas, 
Viernes -+- 17 ( ' 
Sábado + 2 
Domingo 4 - O 

= 4 9 • ' , 

Análogamente: la raíz n del producto de n factores es la media factorial 
-de dichos n núiñeros. 

¿Cuál es la'media factorial de los » números 

o, 6, c, d,... «.* 

V a xbxcxd x... x « 

Los problemas aritméticos rara vez necesitan el entpleo de esta fórmu
la, que exige el uso de las tablas de logaritmos. 

Y lo mismo acontece coa otros teoremas de las medias- proporoionales. 
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Como ]iay dos clases de razones, liay también dos clases 
de progresiones: 

Progresiones por diferencia, llamadas también aritméti
cas, y 

Progresiones por cuocie'nte, llamadas tamhién geométricas. 

T 1 . 3 , 5 . 7 . 0 . 11... progresión, aiitmética, cuya razón es 2 

4f 1 : 2 : 1 : 8 : 16 : 32 : ... progresión geométrica, cuya razón es 2 

Las progresiones son ascendentes ó descendentes: 
Son ascendentes cuando el l.'̂ '' término es el 'menor de to

dos los de la serie: 
Son descendentes cuando «1 1." término es el mayor de 

todos. 
Las dos progresiones anteriores son ascendentes. 
Las dos que siguen, descendentes: 

-̂  95 . 90 . 85 . 80 . 7.5... razón aritmética = 5 . 

Í : 15025 : 3125 : 625 : 125 : 25... razón geométrica =r5 

El modo de escribir las progresiones es como queda visto 
en los ejemplos. 

Por tanto, 
Una progresión aritmética es una serie de números, cada 

uno de los cuales es igual al inmediato anteríof aumentado ó 
disminuido en'uná cantidad constante, la cual se llama razón 
aritmética de la serie. En la de los números impares, prime
ro presentada com.o ejemplo de progresión aritmética ascen
dente, cada té.rmino es mayor en dos unidades que el termina 
precedente inmediato. Aei, 

8 = l - f - 2 ; 5=5-f -2 ; 7=:5-+-2; 9=7-f2; . . .e tc . 

Y en el ejemplo de progresión aritmética descendente, 
cada término es cinco unidades más chico que -el inmediato 
anterior. 

90 = 95 — 5; 85 = 90 — 5; 80 = 8 5 - ^ 5;.".. etc. 

Análogamente^ 
Una progresión geométrica es una serie de números, cada 

uno de los cuales es igual al inmediato- anterior multiplicado 
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Ó dividido por uua cantidad constante, la cual se llama razón 
geométrica de la serie. En la primera serie geométrica as
cendente, puesta como ejemplo, cada término es doble del 
precedente inmediato; y en la segunda serie geométrica, que 
es la descendente, cada término es la quinta parte de su con
tiguo á la izquierda. 

2 = 1 X 2; 4 = -2 X 2; 8 = -1 x 2; IG = 8 x 2:... 

15(i25 V 5 = 3123; U125 V 5 = G25;... 
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Proporciones por diferenct». — Intercalación 
de términos. 

Tres términos consecutivos de una progresión por diferen
cia forman una proporción continua por difefemcia. 

+ 1 . 3 . 5 . 7 . 9 . 1 1 . . . 

tomemos tres términos cualesquiera, por ejemplo 

5 . 7 . 9 

j tendremos "* , 
5 . 7 : 7 . 9 . ' . 5-1-9 = 7 +7 

Por eso tal progresión puede enunciarse 
1 es 3 como 3 es á 5, como 5 es & 7, como 7 es á 9, eto. 

Pero regularmente se dice, por abreviar, • 
progresión por diferencia: 1,3,5, 7, 9,11, etc. 

' Sabemos qae todo término de una progresión por diferen
cia es igual al inmediato anterior, mis ó menos la ra^ón de 
la serie, según ésta. «e« creciente ó decreciente. 

Por tanto, todo» los tésnüinos pueden referirse al primero. 
{Véase el teorema inioiaJ díe la inmediata Lección.) 

+ I2.18.?4.á0.'86.42... razón = 6., ' Í 
.-. * 12. (12^-6). [12-K6X2)]. [12-{-(6x8)] . [12-K6x4)]. [12-K6x5)3..., 
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De donde resulta que 

un término cualquiera = al 1." ± (la razón x por el número de 
términos anteriores al que se busca). 

¿Cuál es el sexto término de una progresión creciente por 
diferencia, cuyo primer término es 12 y cuya razón es 6? 

12 4- (6 X por 5, que son los términos que hay antes del 6.") 
. •. 1 2 + (6 X 5) = 12 + 30 = 42. 

¿Cuál es el octavo término de una progresión decreciente 
por diferencia, cuyo primer término es 15 y cuya razón es 2? 

1 5 - ( 2 x 7 ) = 1 5 - 1 4 = l 

Y, en efecto, 
+ 15 . 13 . 11 . 9 . 7 . 5 ."S . 1 

Be la precedente fórmula concreta, resulta la general, 
porque, 

Si a es el primer término de una progresión por diferencia, ' 
u el último que se busca, 
r la razón diferencial, y 
n el número total de los términos; 

tendremos, »egún sea ascendente ó descendente la progre
sión, 

H = a ± [r X (n — 1)] 

Verdaderamente en la práctica no es necesaria esta doble 
fórmula, porque toda progresión aritmética descendente pue-
de considerarse como ascendente, si se toma el último térmi
no, esto es, el más chico, como si fuera el primero, ocn lo 
cual pueden, uniformarse las cuestiones, quedando las dos fór
mulas 

^ M = o-+-[rx(n —l)]yt» = a — [ r x ( n —1)] , 

reducidas á una sola; á la primera: 
H = a4-r»*x(n — 1)] 

Únicamente hay que considerar como incógnita al térmi
no a, y no al u, cuando la progresión fuere descendente; en 
lo que no puede haber dificultad ninguna, pues en la fórmu-
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la anterior puede ser desconocida cada una de las 4 cantida
des que entran en ella. 

Y, en efecto, podemos resolver los 4 problemas siguientes: 

Fórmula 1." Hallar el último término: w = a + [r x (n — 1)1 

Fórmula 2.'' Hallar el primer término: « = JÍ — [r X (n — 1)] {1) 

Fórmula ^.'^ Hallar la razón: r = —— (2) 

Fórmula 4.^ Hallar el núm. de términos: n = + 1 (3) 

¿Cuál es el octavo término de la progresión ascedente por 
diferencia, cuyo primer término es 7 y cuya razón es 3? 

Por la fórmula primera tendremos: 

Ultimo término = a -f- [ r x (n — 1)] 

. - . ír = 7 - + - [ 3 x ( 8 - l ) ] = 7 + ( 3 x 7 ) = 28 

Y, en efecto, resulta 

^7.1043.16.19.22,25.28 

(1) En la 1." de las cuatro fórmalas, a es un sumando; y como un su
mando es igual á la suma menos el otro sumando, tendremos: 

o = « — [r X (n — 1)] 

(2) En la misma fórmula 1." es r x (n — 1) otro sumando; y, como un 
sumando es'igual á la suma m^nos el otro sumando, tendremos 

r X (n — 1) = M — a 

Pero ya en esta fórmula, r es un factor; v, como nü factor es igual al 
producto partido por el otro factor, resultará 

« — o 
~ » —1 

(3) En la 1.* fórmula r X (» — 1) es un sumando, 

' . •. »• X (w — 1) = u — o 

Pero ahora, en ésta, (n — 1) es un factor que será igual al dividendo 
it — o) partido por el otro factor, 

r 

Y, por último, aquí u es minuendo, y será ig^ial al sustraendo más el 
residuo, 

.• .n= + 1 
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¿Oaál es el octavo término de la progresión descendente 
por diferencia, cuyo primer término" es 34 y cuya razón es 3? 

Como la progresión es descendente, liaremos uso de la se
gunda fórmula y buscaremos a como incógnita, con lo que 
tendremos, 

a = Primer término = M — [r x (w — 1)] 

. - . a-= 3 4 - [ 3 X ( 8 - 1 ) ] = 3 4 - 2 1 = 13 

Y, en efecto, 
4-13.16.19.22.25.28.31.34; 

ó bien, según se pedía, 
4-34.31.28.25.22.19.16.13 

¿Cuál es la razón de la progresión por diferencia, cuyos 
extremos son 11 y 30 y el número de cuyos términos es 6? 

Haremos uso de la fórmula tercera. 

tt"- n 
Razan »• = x = 

» — 1 \ 
36 — 11 25 

. • . x = — - = - — = 5 
6 — 1 5 

-̂  11.16.21.26.31.36 

¿Cuál 63 el número de términos de la progresión por dife
rencia, cuyos extremos son 49 y 5 y cuya razón diferencial 
es 4? 

Por la fórmula cuarta tendremos 

Numero da términos = -4-1 
r 

. . . ; , ^ t ^ i - + i = i í - + i = i i 4 . i = ; 2 

-f 5.9,13.17.21.25.29,33.37.41.45.49 

Xias cuatro anteriores fórmulas pueden utilizarse en la 
resolución de otros problemas. Por tanto, nunca .se recomen
dará bastante que el discípulo encomiende á la memoria las 
cuatro fórmulas siguientes: 

TONO l U SO 
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Ultimo término: 
= 1." 4- [razón x (por el núm. de ellos — 1)] ó bien u ^^ a-{-[rx{n — 1)| 

Primer término: 
—últ."—[razón X (por el núm. de ellos — 1)] ó bien a = u — \rx{n — 1)] 

La razón: 
último — 1 • « — «I 

o bien r •. número de ellos — 1 • n — 1 

El número de términos; 
último—l.» . , , , . u — a . , 

4> 1 ó bien n = ' -f-1 iszón 

Intercalar entre dos números dados na número determi
nado de medias diferenciales; 

O bien 
Intercarlar entre los datos un número dado de términos, 

de modo que todos formen una progresión por diferencia. 

Sean los datos 7 Jr 15; esto es j J s ^ / o ' ^ o f " ^ ' ' " ^* ** progresión y 

Sea 3 el número de las medias diferenciales que lian de in
tercalarse entre 7 y 16. 

Claro es que el total de términos de la serie será, después 
de la intercalación, igual á 6; 3 que han de ocupar el centro y 
los 2 de los extremos que nos son conocidos, 7 y 15. 

Únicamente tenemos que encontrar la razón, que nos será 
dada por la fórmula tercera 

• — 1 
_ U - 7 i ' _ 9 

* ~ 6-^1 ~ T ~ 
Y, en efecto, 

+ 7.9.11.18.16 

ínteroalar 11 términos entre 1 y 49. 
Siendo 13 é\ número total de los términos que ha de tener 

la progresión, resultará 
« — 1 ' « , / 

-5- 1.5.9.13.l7.21.25.2g.88.. 37.41.45.49. 
Un II térmlnoi intetcftbKlot. • 

13.l7.21.25.2g.88
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Si en t re cada dos té rminos de una progresión por diferen
cia se intercala el mismo número de medios diferenciales, la 
serie de todas las progresiones parciales consti tuye una sola 
y misma progresión; pero la nueva razón es la de cada serie 
intercalar . 

Intercalemos 3 términos ent re cada 2 de la siguiente pro
gresión por diferencia, cuya razón es 8 

4-1.9.17.25.33.41.49 

Intercalemos las 3 medias diferenciales en t re cualesquiera 
dos términos de la progresión; por ejemplo entre el tercero y 

, el cuarto, para lo cual sólo necesitamos hallar la razón co
rrespondiente; y , según la fórmula tercera , tendremos 

Í5-17 * 5_ o 
6—1 i 

La nueva razón es 2 y, por t an to , la nueva progresión será 

4- 1.3.5.7.9.11.13.15.17.19.21,23.25.27.29.81.33. etc. 

SUMA DE LAS PROGRESIONES 

E n toda progresión por diferencia, la suma de dos té rmi
nos cualesquiera igualmente distantes de los extremos es igual 
á la de esos mismos ex t remos . 

4.1.4.7.10.13.16.19.22,25.28,31.34 

H - 84 = 35; 4-f-31=35; 7 -f- 28 = 85;...' 16 + 19 = 35. 

Sabemos que 

el 1er término de una progresión = a 
el 2." = o -f- (r X 1) 
el3.° =o-+-(>-x2) 
el 4.» = o H - ( r x 8 ) 

Sabemos también que 

el áltíino término = o -(-
el peniütimo = o - j -
el antepenúltimo = a -|-
el ante-antepenúltimo -~ a - j -
él ante-ante-antepenúltimo =: a -)-

> x ( n - l ) 
rx(n~ 2y 
> X (n - 8)* 
V X (n — 4) 
r X (n — 5)" 

Pues samemos ahora loa t é rminos oorrespondientemente 
y tendremos: -
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El 1."-}-el Último 

= fd ) + (a + r) X (n — 1)] = 2 «r 4- [»• X (íi — 1)] 

El •2." + el penúltimo 
= [a 4- (r ) 4- (o 4- r) X (n — 2)] == 2 a + [r x (n — 1)] 

El 3." + el antepenúltimo 
=z[a + {rx 2) Jf {a + r) X {n - Oi] = 2 o + [r x (n - 1)] 

El 4.* + el ante-antepenúltimo 
= [a + (r X 3) + (a + r) X (n - 4)] =r 2 (iH- [r X (» - 1)] 

etc. 

Donde se ve que lo que en el segundo miembro aumenta 
el primer paréntesis es precisamente lo que disminuye del se
gundo. 

Si la progresión por diferencia tiene un número impar de 
términos, el de enmedio resulta = á la semisuma de los dos de 
los extremos (ó de cualesquiera otros dos equidistantes de los 
mismos extremos). 

-r 12.19.26.3.3.40.47.54 

1." y último = 12 + 54 = 66 
2. ' y penúltimo = 19 -f- 47 = 66 
3 " y antepeniiltimo = 26 + 40 = 66 
El del centro = — = .53 

O bien, el término del centro multiplicado por 2 es = á la 
suma de los extremos, ó de dos términos cualesquiera equi
distantes de los extremos. 

De lo expuesto se deduce fácilmente que 
La suma de los términos de una progresión por diferencia 

es igual al producto de la áuma del primero y el líltimo mul
tiplicada por la mitad áel número de términos. 

Suma =- (1.° - j - último) x — 

¿Cuál es la suma de los 12 términos de l"a progresión por 
diferencia 

-h 1.4.7.... 28.81.34? 

Sama = (1 + 34) x — = 36 x C = 210 
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¿Cuál es la suma de los 7 términos de la progresión por 
diferencia 

-M2.19.... 47.54;' 

Suma = (12 + 54) X — = 66 X — = 3S X 7 = 231 
' 2 2 

Y, en general, 
Suma = (1." + último) x — 

En esta fórmula de la suma hay 4 pantidades, cada- una 
de las cuales puede ser desconocida. 

Esto da lugar á cuatro problemas, á cada uno de los cua
les corresponde una fórmula difícil, que el discípulo ha de 
encomendar á la memoria, como las otras cuatro de la pági
na 282. Más importantes son todavía éstas que aquéllas. 

Fórmula A.—Sija suma es desconocida, ya sabemos que 

X = á la suma = (1." + último) x — 

Ó bien, poniendo S y JÍ en vez de suma y último, 

a: = S = (o + «) X — 

Fórmula B.—Si el primer término es desconocido, ten
dremos: • 

2 3 
X, que es ahora el primer término, = -— — últiiho (1) 

(1) Suma = (a;-H último) X 7" 
ó bien 

S = {x + i«) X -^ 

Aquí X está en un paréntesis que hace de factor, • 
y, como un factor es igual al producto partido por el otro íaotor, ten
dremos: 

. - . (x + «) = h r - - - - - ; 

Ahora x resulta como sumando 
2 X 8 , 

. •. X = —u; 
n 

porque un sumando es igual á la suma menos el otro sumando. 
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F ó r m u l a C . — S i e l ú l t i m o t é r m i n o es el d e s c o n o c i d o , 

2 S 
X, que es aliora el último término, = •— — primero (1'̂  

28 
. • . x = — — a 

n 
Fórmula D.—Si el número de términos es desconocido, 

•¿ X S 
ar, que es ahora el número de términos, = —^ — (2) 

' ^ 4 ' 1.0 + último ^ ' 
2 x<ÍF 

. ' . X— 
n + « 

Ejemplos de las fórmulas. 
¿Cuál es la suma de los 10 términos de la progresión por 

diferencia 
-r 21.26.31... 66? 

Según la fórmula A, 
S = (21 + 66) X 5 = 87 X 5 = 435 

Con efecto, 
- 21.26.31 36.41.46.51.56.61.66 

(1) Soma = (1." + a-) X ~ 

X está en un paréntesis qae hace de factor. 

. - . {í.'' + x)=^ . . 

Pero aquí resulta ahora x como sumando. 

_ 11. 
n 

porque on samando es igual á la suma menos el otro sumando. 

(2) Suma = (1." -+- último) x -^ 

Aguí X está en nna expresión que hace de factor. 

' • 2 ~ 1.»+ Último ' 

porque un factor es igoAl al producto partido por el otro íactor. 

i X B 
* • * ^ 1.» •(- úlümo ' 

porque z ' ^ a c e ahora de dividéjido, y el dividendo = divisor x por el 
enoeieate. 
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¿Cuál es el primero de los 11 términos de una progresión 
por diferencia cuya suma es igual á 396, cuyo último término 
es 01 y cuya razón es B? 

Según la fórmula B, que es 

a = • 
2S 
n 

it 

X = 
896 X 1 

n ~ -61 = 792 
11 

- 6 1 

= 7 2 -- 6 1 = = 11 

•r 1 1 . 16 ,21.26.3] ..:}6.41.46.51.56.61 

¿Cuál es el último de los 7 términos de la progresión por 
diferencia cuya suma es igual á 217, cuyo primer término es ^ 
I t iy cuya razón es 5? 

Según la fórmula C, que es 

resalta 

2 X 8 
M = a, 

2j<ji7 _ 16 ^ í»í _ 16 = 62 - 16 = 46 
7 7 

•t. 16.21.26.31.36.41.46 

¿Cuál es el número de términos de una progresión por di
ferencia cuya suma es igual á469, cuyo primer termino es 1 y 
el último 66, y cuya razón es 5? 

Apliquemos la fórmula D, que es 
2 X 6 

n = a + « 
_ Í 6 9 y 2 _ MS _ _ ^ . 

+ 1.6.11.16.21,26.31.36.41.46.51.56.61.66 

En la fórmala general de la suma, 

Suma = (1.0 + último) x — , 

se paede referir el último término al primero. La fórmula 
del último término, según hemos Visto al principio de esta 
Lección, es ' . 

Último s= 1.» 4-[»• X (n - 1 ) ] 
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Y, sustituyendo en la fórmula de la suma, resultará: 

Sama = ¡ l . ' ' + [ l ." + (r X ( « - ! ) ] ] x -

. •. Suma = í 2 veces el 1." H- [r x ( n —1)] í X — 

Por medio de esta fórmula basta, para calcular la suma^ 
conocer el primer término, el número de ellos, y la razón. 

En esta fórmula hay cuatro cantidades, cada una de la» 
cuales puede ser desconocida: 

1.* Ya conocemos la fórmula si la suma es desconocida 

S == C(2 X o) + (r X(n — 1)] X -^ Fórmula Sigma 1.» 

2.* Si el primer término es desconocido, tendremos: 

S r X (n—1) , , , , , , , „ . « , a = (1) í ormula Sigma 2. 
n 2 

3.* Si la razón es desconocida resultará 

2 X S 2a 
n X (n—1) n—1 (2) Fórmula Sigma 3.» 

(1) En la fórmula 
S = [(a X 2) + (r X ( n - l ) ] x -"-

el paréntesis donde está a es factor 
. • . iax21 •+- [r x ( n - 1 ) ] = S -s- -^ ; . 

porque todo factor es = producto partido por el otro factor. 
Ahora 2 x a es sumando: 

> . • . 2 x a = - ( C»"X(?i —1);J 

porque un sumando es == á la suma menos el otro sumando: 
Ábor» a es factor; 

- . • . a == ; porque un fector es = al 
1» 2 «I otro Actor 

(2> En 1» fórmula 
S = [ ( 2 x a ) + ( r x ( n - l ) ] x - ^ , 

el paréntesis en que esta r es factor 
. • . (2 X o)-•-[r X ( n - - l ) J = i i i -

Ahora es sumando la expresión en que está r 

Ahora r es factor 
. • . r X (» — 1) = —^ (2 X a) 

2 x 8 2 X o 
} • = 

« X <n — 1) » — 1 



CUOCIENTES IGUALES '2S9 

4." Este caso referente al número de los términos no pue
de con esta fórmula resolverse siu el auxilio del Algebra, pues 
da lugar á una ecuación de. segundo grado. 

Calcular la suma de los 100 primeros términos de la pro
gresión por diferencia de los súmeros impares. 

4-1.3.5.., 

Sigina 1.* Suma := [l.^"" término 2 veces -¥• razón 2 x (100 — 1)] X 
= [2 > (2 X O'J)] X 50 - 2 
= (2 •*• lí>8) X 50 
= 200 X 50 
= "10000 

¿Cuál es la suma de los 1000 números primeros de la serie 
natural 

4-12.3.4.5...? ' 

Siendo 1 el término primero, y 1 la razón de la progre
sión, tendremos: 

Siguia 1.* S == [(1 X 2) -t- (1 X Í)9'J)] X 600 = 1001 x 500 = 500.500 

¿Cuál es el primer término de una progresión por diferen
cia cayos términos suman 210, cuyo número es 12, y cuya ra
zón es 3? " 

Por la fórmula Sigma 2.''̂  tendremos: 
210 3 X n _ 21» X 2 — 33 X 12 420-896 __ 2* _ , 
"ñ 2~~~ 24 ~ 24 ~24~ 

•f 1.4.7.10.18.16.19,22.25.28.31.34 

¿Cuál es la razón aritmética de una progresión por dife
rencia ctíyos términos son 12, cuya suma es 210, y cuyo pri
mer término es 1? 

Por la formula Sigma 3.* vendrá; 
t 

_ 210 X 2 2 X I 420¡ ^ I _ 420-21 _ 3 °̂ _ „ 
"" ~ U X «1 ~ U ~ Iti í l ~ 132 182 ~ 

+ 1.4.7.10.18'.16.19 22.25.28.31.34 

TOHOm 37 
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lia, s e r l e de Io8 niimeroR n s t a r a l e s . 

La serie de los números natura les es el fundamento co
mún de todas las progresiones por diferencia, de modo que, 
refiriendo éstas á aquella serie, se obtienen fórmtilas más 
expedit ivas á veces que las usuales y propiedades nuevas, 
que es preciso conocer. 

Toda progresión por diferencia, de n té rminos , es igual 
á dos sumandos: 

1° A la suma de n sumandos todos iguales al pr imer tér 
mino de la progresión; 

2.° Y á la suma d e l e s (n — 1) pr imeros términos d é l a 
serie de los números na tura les 1, 2, 3 , 4, 5 , . . . mult ipl icada 
por la razón. 

Por ejemplo: sea.la progresión de 8 tórmihos, cuya razón 
es 2 

' +5.7.9.11.13.15.17.19. 
Coloquemos estos 8 términos en columna y resul tará : 

5 = 5 > 
+ 7 = 4- 5 + 1 vez la razón 2 
-i- 9 =-+-5-h 2 veces id. 
+ 11 =-i-6-f-3 veces id. 
-)- 13 = -h 5 -i- 4 veces , id. 
-f-15 = 4 - 5 4 * 6 veces id. 
-f- 17 = -t- 5 + 6 veces id. 
-i- 19 = + 5 -I- 7 veces id. , • 

= 96==:(8x.5)-t-r(l + 24-3-t-4-H5 + 6 + 7 ) x ' 2 ] 
• == (8 X 5) + 

= ( 8 x 5 ) 4 -
= 40 4-128x2) 
z= 4 0 4 66 = 96 

( 1 4 7 ) X Y ] X ' 2 

• ( 8 x ? - ^ ' ) x 2 ] 
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Por consiguiente, el fondo y la esencia de toda progresión 
por diferencia es la serie de los números naturales 1, "2, 3, 
4 , 5 , 

Otro ejemplo: 
¿Cuál es la suma de la progresión de 11 términos? 

•5-12.19.26.33.40.47.54.61.08.75.82? 

Según lo anterior: 
Suma = 11 veces el primer tévmiuo 12 

-1- la suma de los 10 primeros de la serio de los números naturales 
X por la razón 7. 

. •. Suma = (11 >; 12) 4- [ (1 + 2 + 3 + 4 -+- 5 + 6 -4- 7 -V S + y + 101 ,-, 7 j 
= (11 X 12) + [ (1 + 10) X í^l X 7 = 517 

E.\PL,ANACIÓS. 

1 2 = 12 
_f- 19 = + 12 -+- 1 vez la razón 7 
•+• 26 = -H 12 -4- 2 veces id. 
-(- 33 = + 3 2 - + - 3 veces !d. 
+ 40 = -t-12-+- 4 veces id. 
4 - 47=; - f . l2 - t - 5 veces id. 
_|- 54 = 4 - 12 -t- 6 veces id. 
+ 61 = 4-12 -t- 7 veces id. • 
-f- 68 = -(- 12 -t- 8veces id. 
+ 75 — -f-12 •+• 9 veces id. 
4 - 82 = 4- 12 + 10 veces id. 

=."J17 = 11 veces 12 -4- [{l-h. 10) x Wx 7 
= 132 -•- (11 X.5) X 7 X 
^ 132 -f- (:55 X 7) = 132 + 385 = 517 
'• r — — — ~ 

El segundo miembro de la suma anterior, que es 
(11 X 12)-I-[(1-+-10) X ~1 X 7 

puede transformarse como sigue: 

Suma = (11 X 12) -t- [11 X (11 — 1] X ~ 

. • . Suma = 11 X 12 -H (ll^ - 11) x -^ 

de donde resulta la siguiente fórmula general: 
Suma = número de términos x por el primero de la progresión 

-+- (cuudrado del número de términos — el mismo número) x por. la 
mitad de la razón. 

fórmula muy cómoda cuando se conoce 
el número de los términos, n; 
el primero de ellos, a; y 
la razón, r. 
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¿Caál es la sama de los 10 términos de la progresión por 
diferencia cuya razón es 6?. 

+ 21.2G 31.30.-11.46.51.50,61.66? 

Según la última fórmula 

S = (?»X (i) + («* — n) X •-

tendremos: 
a; = (10 X 21) •*- [(10» -10) x | 1 

= eio-+-/'í»x 1) 

= 210 4- (45 X 5) .= 210 -I- 225 = 435 

Las 3 series 
de los números naturales, 
lie loñ número.s parea", y 
de los números impares, 

tienen propiedades muy dignas de ser conocidas. 

Números naturales-f 1.2.3,4 5 . 6. 7. 8. 9.10 
— pares í 2.4.6.8.10 12,14 16.18 2 0 . . . . 
— impares ^l 3.5 7. 3 ,11.13.15.17.19. . . , 

En la serie de los números natiirales el lugar ocupado por 
cada término está expresado por el número mismo.—¿Qué 
lugar ocupa el 3? Pues el tercero.—¿Cuál es el séptimo tér
mino? Pues el 7.—¿Cuál el centégimo?Pue* el término 100, etc. 

Ea la serie de los números pares, el lugar ocupado por 
cada término está expresado por su mitad.—¿Qué Ijugar ocu
pa el término 4? El segundo.—¿Y el 14? El T.o^^Cuál es el 
lugar del término 20? El décimo.-^¿Y el del 222? El 111, etc. 
' £ Q 1A serie de los números impares cada término ocupa el 
lugar expresado por la mitad entera'de la sumade sí mismo-t-l. 
—¿Qué lugar ocupa el número B? La mitad entera de 3-t-l; 
estopea, el segundo.—¿Qué lugar obupael término 7? Un mitad 
eíUtera de 7 •+-1, el cuarto.—¿Qué lugar ocupa el 1&? El octa-
To, ó sea la mitad entera de 15 •+• 1.—^¿Y el término 199? El 
lugar oeutéflimo, mitad entera de 19.^ 4 - 1 , etb. 

La suma de los » primeros términos ide la serie de los nú" 
meros impares es igual al cuadrado de n. 
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Sea la progresión de números impares con 2 términos 

-t 1.3 . •. suma = i- — 1 

Sea la de 3 términos 

-f 1.3.5 . ' . suma = 3'̂  — !* 

Sea la de 4 términos 

' T 1 3.5.T . • . suma = 4 -= 1(5 

Sea la de 5 términos » 

•!• 1.3.5.7 it . - . suma = 54 = 25 

Sea la de 6 términos 

4-1.3.5.7.9 11 .-. suma = 62=:56 

Sea la de 7 términos 

+ 1.3.5.7.9.11.13 . - . suma = 7« = 49 

Sea la de 8 términos 

-f 1.3.5.7.9.11.13.16 . - . suma=8«=(>4 

Sea la de 100 términos 

+ 1.3.5.7.9 •. suma = 1002=10000 

Et sic de ceteris. 
En efecto, 
Sabemos que en toda progresión por diferencia la suma de 

cualesquiera dos términos equidistantes de los extremos es 
igual á la suma de los extremos mismos. 

Así en la progresión de 4 términos 
+ 1.3.5.7 

tenemos las dos parejas, de igual valor numérico, 

1 -t- 7 = 8 = al doble del número de términos = 1 -+- 4 
3 + 5 = 8=. id. Id. = 4 4 - 4 

De modo que la suma 

1^.3+5 .^7=:44 .4- t -4 -*-4 = 4 x 4 = = 4 » = 1 6 
I 

Así también, eu la progresión de 6 términos 
+ 1.3,5.7.9.11 
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noá resultan Jas tres parejas 
1 + 11 = 12 = al doble del n ú m e r o de términos = 6 -+• G 
y, -+. i) =^ K == id. id. =r 6 -I- <; 
5 -4- 7 = 12 = id. id. — 6 -t- <i 

donde 
l -f- 3 -f- .5 -+- 7 + » -t- 11 = 6 -t- 6 -4- 6 -4- 6 -1- 6 -(- 6 = 6 X 6 = (!'¿ r= ;'/, 

Igualmente en la progresión de 8 términos 
•f l . :? .5 .7 .9 .11 .1 í3 .1o 

aparecen las cuatro parejas 
1 H- l o = 16 = al doble del número de términos =: 8 -•- 8 
2 -t- lf¡ =t 16 = id. id. = 8 -í- 8 
5 - í - 1 1 = 1 6 = id. !d. = 8 - + - 8 
7 -t- O = 16 = id. id. = 8 - ^ 8 

Y, por tanto, 
l - i - S + 5 + " 4 - 9 - i - l l + 13 + 16 = 8+8-+-8+8- t -8 + 8-h8 + 8 = 8 x 8 = 82 = 64 

El valor, pues, de cada pareja es siempre igual al doble 
del número de términos, porque todas las parejas son iguales 
entre sí, y á, la suma del 1.° H- el último; el cual es igual al 
doble del número de términos en cuanto se le agrega el 1, 
principio de la serie. 

Si la progresión no diese un número completo de parejas 
tendríamos lo análogo. ^ 

* 
•f 1 .3 .5 

l + 5 = 6 = 3 - f - 3 
3 = ii = 3-

. - . l + 3 + 5 = 3 - t - 3 - t . 3 = 3 x 3 = 32=. í t 

+ 1 . 3 . 5 . 7 . 9 

. ' . l + . 9 = = l 0 = = - 5 - ^ 5 
2-+-7 — 10 = 5 + 5 

5 = 6 = 5 

. . . l + 3 + 5 - f - 7 - + - 9 = 5 H - 5 + 5 4 - 5 - t - 5 = 5 x 5 = 5í = 26 

+ 1 . 3 . 5 . 7 . 9 . 1 1 . 1 3 

, - . l ^ . l b = 14 = 7 + - 7 
3 - f -11 = 14 = 7 4 - 7 
6 - ^ - 0 = 14 = 7-1-7 

-. 7 = 7 = 7 

. • , l + 3 - t - 5 - + - 7 + 9 + l l - h l 8 = 7-+-7 + 7 + 7-t-7-f-7-t-7 = 7 x 7 = T * = 4 ! » . 
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Tenemos, pues, en general que 

Si H es el número de los términos do una ijrogresióu de números impares, 
rt 

— tiene que ser el número de las parejas. 

Y, como cada pareja vale el doble del número de los tér
minos, cada media pareja es = n 

y , como hay tantas medias parejas como términos, resul
ta que toda progresión de impares es equivalente á 

n medias parejas, cada una = >̂  

Y, por consiguiente, resulta la 
Suma ^=^nx.n=^n^ 

De modo que la suma de toda serie de números impareí 
que empieza por 1 es igual al cuadrado del número de los tér
minos de la serie. (1) 

Si comparamos correspondientemente una serie de núme
ros impares con otra serie de números pares, 

-i- 1.3.5.7. 0 . 1 1 . . , . 
-s- 2.4.-6.8.10.12. . . . 

Veremos que cada término de la de los pares excede en un 
unidad al correspondiente de la de los impares 

T- 1 3 . 5 7. í) 11 
j l'-«-l.S + l. 5+1 . 7 + 1.Ó + 1. ll'-rV..*.'.' 

De modo que la suma de los pares es 

-== (1 •+-1) + (:{-I-1) + (5 +1) 4- (7 +1) + (9 + 1) + (11 + 1) + 
= (1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11+ ) + ( 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + ) 

Y, por consiguiente, siendo n el número de términos de la 
serie, resultará 

La suma ^ n ' ^ + n 

La suma, pues, de n términos de la serie de los números 

(1) • Téngase presente que puede haber series de números impares in
completas, ó que DO empiecen por 1 

* 7 9 11 . . . 
+ 99.101.1Ó3 etc. 
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pares es el cuadrado de! número de términos más el número 
de términos . 

¿Cuál es la suma de los 10 primeros términos de la serie 
de los números pares 

~ 2.4.6 8 -i 

. Sama = 10«4-10 = 110 

Y ¿cuál será la suma de los 253 primeros números pares? 

S = 253* + 253 = G4009 t- 253 = 64262 

De lo dicho se deduce que la suma de n té rminos de la se
rie de los números naturales . 1, 2, 3 , 4, 5 , . . . es igual á la mi
tad de la suma del cuadrado del número de términos más el 
número mismo. 

12* + 12 
* 1 + 2-h3 + 4 + 3 + 6 t-7 + 8 + 9 + 10-»-11 + 12 = 3 

144 . + Vi 
2 

= ~ 2 ~ 
= 78 

La razón es de evidencia. Cada término de la serie de lo» 
números natura les es la mi tad que el correspondiente de la de 
los pares 

-f 1.2.3.4.5.. . . 
+ 2.4 6 8 10 

¿Cuánto suman los 100000 términos primeros de la ser ie 
de los números naturales? ' 

„ 100000» + lOOOOO , , ^ , . . „ ^ i „ ^ „ „ Sama = = 500000500000 2 I 

La serie de los números na tura les , la de los 'pares y la d e 
los impares pueden dársenos incompletas . 

+ U.12.13.14.15.16, 
+ 20,ÍB.24.26.28 SO, 
+ 1T.19 21.23.26.27, etc. 

Y, entonces, para aplicarles respect ivamente las fórmulas 

S = —-—, referente á lo^ námeroa 3mta]ral«8, 
S == n* -H n, referente á los pares, y 
8 = n», referente á los impares. 
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^3 necesario completar las series; empezando desde el 1 (y en 
los pares desde el 2); calcularlas en totalidad, y restar después 
la parte agregada para completar las fórmulas. 

Completemos las tres progresiones últimas. 

r !.;.>.S.4..-í.0.7.S.9.10.11.12.13 U.íá.íG. f^amn 16» + Ifi 10' + in 
2 2 

256 + 16 
~ 2 

272 110 

100+ 10 

•¿ 2 

= 13G-- 5 5 = = 81 

r¡¿.4.V.fi.l0.12.14.16.18.'20.22.2i.2i> 2S !$O.Suma= (15í4-15) —(9*4-0) 
— (2-25-t-15^ —(814-;)) 
= '240 — 90 = 15Ü 

4 i..V..5.7..').ii.i.3./.Or.l7.10.21.2B.25.27. Snma = ]4-! - 8 2 
= lite — 64 = 132 

Claro es que deben plantearse de memoria todas estas 
cuestiones. 

¿Cuánto suman los quince términos de la serie de los nú-
.meros naturales que empieza por 

•3- 21.22,2:J . . .V 

35»+ 35 203+ 20 

2 "í 
122S + 3 5 400 + 20 

^ l ü » I " » ^030-'210 =.4-20 
2 ¿ \ 

¿Cuánto suman los 40 términos de la serie de los pares 

-^ 22.24.26...V 

Suma = (50« + 50) - (10« 4-10) 
' .. =i:(2p004-50) —(100 4-ÍO) 

==2550—110 = 2440 

¿Cuál es la suma de la serie de los números impares 

' 4.99.101.108... 161V 

Sttiaa = (+ 1.5.5... 1 6 1 ) - ( + 1.3.5... 97) 
= 81» — 49« = 6561 — 2401 = 4160 . 

TOMO III 
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Progresiones por cuociente.—Intercalación 4® términos 

Sabemos (Lección VIII) que una progresión por cuocien
te (ó progresión geométrica), es una serie de números, cada 
uno de los cuales es el inmediato anterior multiplicado, ó di
vidido, por una cantidad constante, la cual se llama razón 
geométrica de la progresión. 

La serie se llama ascendente cuando cada término es múl
tiplo del inmediato anterior, y descendente cuando submiil-
tiplo (1). ' 

Se escriben como ya se ha visto, y se leen como las pro
gresiones aritméticas: 

« 1 : 2 : 4 : 8 : 16 : ... progresión ascendente, razón 2 
, fs- 156'25 : 3125 : G26 : 125... progresión descendente, razón 5. 

Ambas se leerán así: , ' 

Progresión j i es á 2, es á 4, es 4 8, es á 16, es á... por cuociente f ^ ^ ' * i ° "••• 

^«í'i^Síf»!^» 115625 es á 3125, es 4 625, es 4... por cuociente) ' ' 

(1) Oefíaense también las propiedades de ascendente ó descendente 
renriéndolas 4 U razón. Y asi se dice que, si la razón es > que'la nnidal, 
la progresión es ascendente, y, si < , descendente. 

Por tanto, la progresión 

^ 2:6:18: M:... 

es ascendente, porqué la razón 3 es > que 1; y la prog^ésióa 

:4 1296 : 324 : 8 1 : ... 

• s descendentP, porque la razón — es < que 1. 
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Para uuiformidad de ¡os cálculos (aunque no por preci
sión) las progresiones geométricas descendentes suelen dis
ponerse como ascendentes, tomando en cada una el término 
más chico como si fuera el primero. 

Y así en vez de 
: : 24a : 81 : 27 : U : 3 : l 

se dispone el cálculo escribiendo (aunque esto tampoco es 
preciso) 

:: 1 : 15 : 11 : 27 ; SI : 2V\ 

Tres términos consecutivos de una progresión por cuo
ciente forman una proporción geométrica continua. 

-:: 1562.") : ;U2.") : fi2.5 : 12.5 c 2.5 : 5 v 1 

Tomemos tres términos cualesquiera, por ejemplo, 

()25 :125 : 2.5 
Y tendremos 

025: 125 :: 125 : 25 
(;25 ;,< 25 = 125 . 125== 15025 

.Si todo término en una progresión por cuociente es igual 
al anterior multiplicado por la razón, claro es que todos los 
términos pueden ser referidos al primero. 

Sean las progresiones geométricas, cuya razón es 5 

-:f 5 : 2.5 : J25 : (̂ ,2.5 ; .'JJ25 : 1,502,5 : 78125 
w 2 : ii) : 50 : 25U : 12.50 : 0250 : 31250 

25:= 5 x 5 1 10 = 2 x 5 1 
125 = 5 x 5 2 .50 = 2 x 5 -
025 ^ 5 >: 53 250 = 2 ,< .5'> 

;!125 = 5 X 5* 1250 •= 2 x 5 > 
1.5025 = 5 x 5 » I Í2.5U = 2 x 5'̂  
7 s i 2 5 " 5 x 5 " : i i 2 5 0 = 2 x 5 ' ' 

De modo que cada término es 
= .al primero X por la rav.ón elevada al número do tériiiiuos — 1 

. • . 2." termino = 1." X )• 2 - ' = 1." X r I 
:i.er término = 1.» x f S"' = I." >: r '̂  
4." tórjuino = 1.° X r •""' = 1." ,X r •'̂  

_ 5." término = 1." X r ' '"• = 1." X f * 
enésimo término == 1." X r »" ' 
Luego « = a X r «"1 
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O bien: 
Un término cualquiera t de una prof^resión por cuociente es igual 

al primer térmifio multiplicado por la razón elevada á una poten
cia igual al número de términos que hay antes de t. 

¿Cuál es el quinto término de la progresión geométrica 
creciente cuyo primer término es 125 y cuya razón es 5? 

X = 1 2 5 X 5* 
= 1 2 5 x 6 2 5 = 78125 

¿Cuál es el cuarto término de la progresión por cuociente-
cuyo primer término es 48 y cuya razón es 4? 

X = 4 8 X 43 
= 48 X 64 = 8072 

48 : 192 : 768 :3072 

Hay cuatro cantidades en la fórmula 

Término de lugar n = l . ° x r » - l 

O bien 
M = íí x r"—J; 

donde 

a es el primer término de una progresión por cuociente 
M el último que se busca ó hasta el cual Uega el cómputo, aunque 

haya más; 
r la razón por cuociente y _ , 
n el número total de los términos hasta el último M. 

Y, como cada una de esas cuatro cantidades puede ser in
cógnita, cabe que se presenten los cuatro problemas éi-
guientes: 

1." hallar el último término u^=ax. r»—i 

2." hallar el primer término o = — ^ (1^ 

3." hallar la razón r = V T (2> -m 
\\) » «8 factor en la fórmula primera; y como un factor es igual al pro

ducto partido por el otro faotor, resulta, 

(2) ün la fórmula primera la'razón hace de factor en el segando 
miembro 

1 ' « , ' . r » - i = — 
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1." hallar el número de términos n == i It 

EJEMPLOS. 

¿Cuál es el sexto término de la progresióu por cuociente 
que empieza por 768 y cuya razón es 4? 

Por la fórmula primera, u — « x r « - i 

tendremos 
X = 768 X 4S = 768 X (4 X 4 x 4 x 4 x 4 ) 

= 768 X 1024 = 7864a2 

¿Cuál es el primero de los seis términos de la progresióu 
por cuociente cuyo último término es 3145728 y cuya razón 
es 4V 

Según la fórmula segunda, a = -

nos resultará: 
8145728 814572S 

V 4 x 4 x i x 4 x 4 
¿146728 

1024 
3072 

Por la fórmula tercera puede intercalarse un medio pro-
potcional geométrico entre cada dos términos de una progre
sión por cuociente. Y los términos intercalados forman con 
los de la serie dada ana nueva progresión cuya razón es la ^ 
de la primitiva. 

Intercalar un medio proporcional geométrico eptre cada^ 
dos de la serie siguiente, cuya razón es 16. 

ff 8 : 4 8 : 788 : 12288 : 19C608 : 8145728 

Para resolver el problema, se necesita averiguar cuál es la. 

ahora r»—'^ está elevada á üua pobenoia 

Este probleiba no puede resolverse generalmente por los medios arit
méticos. ' 

i l ) Este problema n» puede resolverse por los medios usuales de 1& 
Aritmética ' » ' -
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razón del medio entre 48 y 3 (ó bien entre cualesquiera otros 
dos términos), 

.Según la í'órmula tercera, r —•-1 , _i5-

. - . 1 = Vlt jr=4 

Siendo -! la razón, la nueva progresión será como sigue: 

: "• a : 12 : H : r»2 : 76-5: :3072 : 12288 : 49152 : 196(JOS : 7S6432: 3145728. i 11 

La misma razón se obtendría calculando cualesquiera otros 
dos términos, por ejemplo 

—v/'ir-v/^-^--
Supongamos que se quieran intercalar m términos entre 

cada dos de una progresión por cuociente 
'.'. a . h : c : d : e : f'. ... 

por (ejemplo, entre « y fe. 
El nuevo trozo será de la forma 

y. a:i:t':t" •.t"':...:b 

y naturalmente se compondrá de los m términos interca
lares -!- "2: estos dos serán a y b. 

. •. « — 1 será — m +• 1 

Y la fórmula tercera se convertirá en 

»• = ; V: 
Luego la razón de los nuevos términos, cuando haya que 

intercalar otrO'» m más, se obtendrá dividiendo uno por otro 
los dos términos entre quienes haya de verificarse la interca
lación, y extrayendo luego del cuociente una raíz de un gra-

! 1' Análogamente á lo ijue sucede eu las progresiones por diferencia, 
sí entre cada <los' téruiiaos de uua procesión por cuociente se intercala 
ua oiismo número de medios proporcionales geométricamente, la serie de 
todas la-í progresiones parólale;! formadas por los medios proporcionales 
constituye con los términos primitivo-^ una .wla proporción. 

Poro los ])rohlemas fundados eu esta propiedad necesitan de los loga
ritmos. •• 



CU<J(;iE.\TBS ICU'ALKS HOo 

do igual al número de términos intercalares -4-1 ,0 sea igual 
ám-f- 1 (1) . 

Intercalar dos medios proporcionales geométricos en t r e 
los términos de la progresión por cuociente 

v- ;!: 24 : W>: .. . 

ha. fórmula se convierte para este caso en 

,• = V T = V « -- 2 

La nueva progresión será 

:: 3 : 6 :12 ; 21:48 : 96 :192 : 384 : . . . 

In tercalar t res medios ent re los términos de la p r o g r e 
sión por cuociente 

H 5 : 405 : 82805 ; . . . 

L a fórmula es ahora 

.rv/f=f»~~vvri=v'; 9 = 3 

y la nueva progresión es 

r̂  5:15:45:135: 405 :1215 : 3645:10905 :32805 : . . . 

In te rca la r siete medios proporcionales geométricamente^ 
en t re ios términos de la progresión 

a 1:266:32768: . . . 

La fórmula se hace ahora ' 

r =, V ^ = ^256 = V v/Zaic = VVlG = V 4 = 2 
. - . TV 1:2:4:8:16:82:'64:128:256:612:1024:2048:4096:8192:16384:32768:... 

(i) Téngase en cuenta, cuando se llegue á la formación de las Tabla» 
de iogarítmoB, la observación siguiente: 

Si se quisiera intercalar entre dos términos de una progresión geomé
trica un billón de otros términos proporcionales, habría que dividir el se
gundo de aquellos dos términos por el primero, y extraer luego del cuo
ciente la raíz del grado 

un billón + 1 ; 

lo cual darla la razón de la nueva progresión con el billón de intercalares, 
¡Operación impracticable, por conveniente que fuera! ¡Qué hombre tie

ne vida para hacer un billón de cosas!!! 
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Este problema, por los medios hasta ahora disponibles, 
sólo es resoluble en casos particulares, como los anteriores. 
En general no es soluble sino por medio de los logaritmos. 
(Véanse.) 

En toda progresión por cuociente el producto de dos tér
minos tomados á igual distancia de los extremos es igual al 
producto de esos mismos extremos. 

•H. 2 : 6 :18 : 54 :162 : 486 :1458 

2 X 1458 = 2916; 6 x 486 = 2016; 18 x 162 = 2916 

Si hay un término central, ese término es lft»^~ del pro
ducto de los términos extremos ó de. las parejas similares. 

. •. 54 X 54 = 2916; ó bien \''2916 = 54 

En efecto: Sabemos que en toda proporción por cuociente 
El l.ef término = a El último término —ax r»-i 
El 2." término = a x » ' ' El penúltimo = a x r « - í 
El o." tévinino = oX r* El antepenúltimo ^^oxr"- '* 
El 4.° término = a x r* El anteantepenúltimo = a x r"—* 

Multipliquemos ordenadamente estos términos, y ten
dremos: 

1." x lUtimo = o x(ax r»-i') = «« x r»-i 
2.° X penúltimo = i« x »• i) x (o x r»-2) = a* x r»-i 
3." X antepenúltimo = i a X r*! x ( a x m-3¿ = a* xr»—i 
4." x anteantepenúltimo•= í« X r^ ) x (« X r"-*) == a* x r"- i 

Donde se ve que los productos en todas las parejas son el 
cuadrado del primer término multiplicado por la razón ele
vada al número de términos menos 1; porque lo que en el 
segundo miembro aumenta un paréntesis es precisamente lo 
que disminuye el otro.» 

í i 2:6:18:54:162:486:1458:4374 

2 X 4374 = $J» X 8'== 4 X 2187 = 8748 
. 6 X 1466 = 2» X 3'= $748 

18 X 486 = 2«x3'==8748 
54x 162 = 2«x3' = 8748 ' 

íí 25:125; 625:3125:156^: 78125 
25 X 78125 = 2S« X 5» = C25 X 3125 = Í953Í25 
125xl5(^ = 26«x5» 
625 X 3125 = 25* X 55 
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El producto de todos ]os términos de una progresión por 
•cuociente es igual al producto de los dos extremos elevado á 
una potencia igual á la mitad del número de términos de la 
progresión. 

Sea la progresión por cuociente 

TT a:b:c:d:e:f 

y tendremos que el producto 
P = (a X f)x(bx C) X (c X d) 

y, como el producto de cada pareja de términos equidistan
tes de los extremos es igual al producto de extremos, 

P = (a X /•) X (a X /"I X i'a X f) 

, = (o X /•) 2, siendo n el número de términos. 

¿Cuál es el producto de los términos de la progresión por 
-cuociente 

vr 2:ff: 18:54:162:486? 

P = (2 X 486;>3 = 972» = 918330048 

La stlma de todos los términos de una progresión por 
<;uociente puede referirse á los dos términos extremos de la 
progresión, ó al primero. 

Fórmula referida á los términos extremos: 

r - l 

La sttm.a de todos los términos de ana progresión por cuo* 
cient© se obtiene, pues, multiplicando el último término por 
la razón, restando de este producto el primer término, y 
partiendo el resto resultante por la razón — 1. 

Sea la progresión por oaociente 
*i-a:b:c:d:e:f: 

La suma será 
S = f l + 6 - » - c + á-4-c-(-^ 

Multipliquemos ambos mienibros por la razón y vendrá: 

S X r = (a X »•) -I- (6 X r) -<- (c X r) + (d X r) + (c X r) + {fx. r) 
TOMO m. ' 3» 
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Como todo término es igual al anterior X por la razón, 
tendremos: 

S.;<r = 6-t-c-t-iZ-4-c + /'-t- ¡7 X r-

Si restamos ahora de esta igualdad la primera, nos resultará 
(S >: r - S ~-~ ~ a -h [b — bj + ( c— c)-t-Ul — d}-h c—e; -t- (/ — f¡ -4- (/'xr] 

. •. S X >• — S = f / x r i — a 

. •. S X ir — 1) = i/Xr»-' — a 
q x . ) - « 

. • . Suma = 
r — 1 

Fórmula referida al primer término: 
Sustituyamos en la fórmula anterior 

o (/ X r) — a .Suma = 
r — 1 

el valor de /"(ó sea el del último término) referido al primero, 
y tendremos 

La suma, pues, de todos los términos de una progresión 
por cuociente referida al término primero, es igual á este 
primer término multiplicado por la diferencia entre la razón 
elevada al número de términos y 1: todo partido por la ra
zón — 1. 

¿Cuánto suman, según la primera fórmula 

los términos de la progresión por cuociente 

V. 12 : 48 : í!>2 : 7G8 : D0T2 : 122S8y 

(12288 X 4) - 12 49142—12 
4 - 1 laM» 

¿Cuánto suman los mismos términos según la segunda 
fórmula 

sj __» X (m -Y) 
r — X 

12 X (4«— 1) 12 X (1096 — 1) 
r —1 

= 4 X 40y5 = 16380 
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En las fórmulas anteriores cada una de las cantidades 
puede ser incógnita, y, despejadas, pueden resolverse los co
rrespondientes problemas. 

Haciendo 
S = á la suma, 
a = al primer término, 
u = al último, 
r =:-- á la razón, y 
n = al número de términos, 

las fórmulas son, respectivamente 

^ (« X r) - a 
r— 1 

^ a X (r .. - 1) 
r - 1 

a = í tt X r ) — [ S X (r — 1̂ ] 
8 X (r - 1) 

a — 
^ 9 x ( r - 1 ) + 

r 
a 8 - a 

r = no se puede resolver por los medios puramente aritméticos. 
n = no se puede resolver por los medios puramente aritméticos. 

¿Cuál es el primer término de la progresión por cuociente, 
cuya suma es 16380, cuyo último término es 12288, y cuya 
razón es 4? 

Según la fórmula 

a = (« X r) — S X (r — 1} 

tendremos 
X - (12288 X 4) - 16388 x 3 

= 4 9 1 5 2 - 4 9 1 6 4 = 1 2 

¿Caál es el último término de la progresión por cnociente, 
cuya suma es 16380, cuyo primer término es 12 y cuya ra
zón es 4? 

Según la fórmula 

8 X (r - 1) + a 
H = 

r 

tendremos 
¡16380 X ( * - l ) ] + 1 2 

X = 

49U0 4 \i 49162 
= 12288 
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¿Cuál es la razón de la progresióu por cuociente cuya 
suma eg 16380, cuyo primer término es 12 y el último 12288? 

Según la fórmula 

S - a 
8 - u 

tendremos 
36380-12 _ I6Í68 __ 

16380 — 12288 1092 
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INCONMENSURABLES 

LECCIÓN I 

D e lott I n c o n m e n s n r a b l e H . 

Hemos visto (Lección I de esta Parte II) que la índole 
misma de los módulos de medir acostumbra á los matemáti
cos á concesiones reñidas con él rigor científico. 

Por la falibilidad de nuestros sentidos y la imperfección 
de nuestros pesos y medidas (balanzas, metros, instrumentos 
de reflexión,... etc.) sabemos que en toda magnitud queda, 
siempre mal medida una porción imperceptible (ya en más, 
ya en menos); de modo, que los números expresivos de nues
tras mediciones no resultan nunca exactos. Si una longitud 
nos aparece de 6 centímetros, tenemos perfecta seguridad de 
que el largo en cuestión estará entre 4,9 y 5,1; ó bien en
tre 4,99 y 5,01;... ó bien entre 4,9999 y 6,(X)01,... conforme al 
esmero y minuciosidad de la operación y á la precisión de 
nuestros aparatos de medir. 

Prácticamente, pues, todas las magnitudes son conmensu
rables, ya que todas pueden medirse (y al parecer se miden) 
con los módulos á nuestro alcance; y el hábito de verlo y de 
pensarlo así está arraigado tan profundamente en nuestras 
convicciones, que en los comienzos de nuestros estudios arit
méticos, nos resistimos á la creencia de que pueda realmente 
haber cantidades inconmensurables entre sí. 
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Los que no han estutjiado Geometría juzgan imposible que 
no haya alguna magnitud capaz de medir conjuntamente al 
lado y á la diagonal de un cuadrado un número exacto de 
veces. 

B C lado. 
BD diagonal (1). 

Flgum 16. 

¡Pues qué! dicen: concedo que no pueda yo medir con toda 
•exactitud, porque mis ojos no son lo suficientemente perspi
caces ni mis módulos de medir están bastante bien hechos. 
Pero á mí me parece necesario el concebir aquí en mi imagi
nación que, perfeccionados unos y otros, la medición sería 
•exacta. Y, ¿cómo no? Si el lado B G se divide en un número 
grandísimo de partes, ¿no ha de encontrarse alguna al fin que 
quepa en la diagonal B D un número exacto de veces? Esta 
es objeción que se oye siempre á quien por primera vez se 
hace cargo de la dificultad, y entiende su enunciado. 

Uno de los más prodigiosos triunfos de la razón sobre la 
imperfección de los sentidos ha sido el descubrimiento de las 
magnitudes inconmensurables. En ningún intento de medi
ción podría jamás fundarse la demostración 4A 1» existencia 
de cantidades sin común medida. Pero la verclífcd es que los 
inconmensurables existen; y, existiendo, ya no es lícito á 
ningún geómetra fundar la exactitud de BU geometría en el 
hecho de no ser sensiblemente errónea^.por poderse siempre 
rednoir el error á nna cantidad tan extraordinariamente pe
queña que la inexactitud sea invisible, y, hasta iaiperceptible 
aun utilizando los mejores instramenítos de prAcisióú. 

La necesidad en q'ue se encuentra tocio' «1 qae mide, de 
contentarse con los resoltados ertóneos dé las observaciones, 

(1) Es de suponer que el lector posea siquiera las aoóioaes de un ar
tesano, quien, si no geométricamente, conoce por lo menos de vitu lo que 
ŝe denomina triángulo, cuadrado, diagonal, polígona,... etc. 
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no autoriza, pues, á nadie á introducir incorrecciones ni en el 
lenguaje, ni en los métodos, ni en ]» dialéctica de las State-
mábicas; porque todos los que las es tudian con un fin verda
deramente científico aspiran á dis t inguir lo verdadero de lo 
falso, á no dejarse seducir por inferencias falaces que ocupen 
el lugar de las verdaderas demostraciones, y á en t ra r en po
sesión de la verdad, no de su apariencia. 

De aquí la necesidad de no consentir paralogismos en las 
ideas, n i incorrecciones en los enunciados. De aquí la obliga
ción de in te rpre ta r lógicamente todos los procedimientos mal 
expuestos, aunque, no obs tante , conduzcan á resultados in ta
chables en la práct ica . 

Inconmensurables se dice de dos (ó más) cant idades que 
no t ienen común medida, aunque óada una de ellas la tenga 
separadamente . 

Toda magni tud , aislada, es mensurable : por su mi tad , por 
su tercio, . , por su cienava pa r t e , su milésima, su millonési
ma . . . Pero no se t r a t a de esto. Se t r a t a de que hay magni tu
des tales que no se pueden medir con los mismos módulos 
que miden exac tamente á o t ras . 

Evidenciemos estas ideas por la vir tud de algunos ejem
plos. 

Cada uno de los números na tu ra les 

1, •>, ;5, 4, .5, G, 7, 8, 9, 10, 11, 12,... etc., 

multiplicado por sí mismo, da la serie de los cuadrados 

1, 4, 9, IG, 2.Í, 36, 49, 64, 81, lOC, 121, 144,,.. etc. 

Y, si cada uno de estos cuadrados se mult ipl ica por el mis
mo número que lo engendró, se producirán los respectivos 
cubos 

1, 8, '27, 64, 12.5, 216, 343, 512, 729, 1000, 1331,,.. etc. 

Multiplicados los cubos, cómo antes los cuadrados, resul
tarían las cuartas potencias,. . . y así sucesivamente las quin
tas, las sextas. . . 

Vista la formación aritmética de los cuadrados, de los CU-
TOMO lu 49 
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bos,... etc., se ve cuan escaso es su número. En los 100 pri
meros grados de la escafa de la pluralidad no hay más que 10 
cuadrados; 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 y 100. -

Ni tampoco hay más que 10 cubos en los 1000 primeros 
grados de la escala; 

1, 8, 27, 64, 1-2.5, 216, 343, 512, 729 y 1000. 

Percíbese, pues, con toda evidencia que los números in
termedios son irracionales, esto es, carecen de raíz; ó, más 
claramente, que no hay entero ninguno que, multiplicado por 
sí mismo, dé el 2, ni el 3, ni el 5, ni el 6, ni el 7, ni el 8; ni, 
en general, los números intermedios entre dos cuadrados, dos 
cubos, etc., consecutivos. 

En efecto; si 1 x 1 da 1, y 2 x 2 da 4, claro es que no 
queda entre 1 y 2 entero ninguno que multiplicado por sí mis
mo pueda dar los números 2 y 3, intermedios de los dos pri
meros cuadrados 1 y 4. Luego los números 2 y 3 carecen de 
raíz, esto es, no se pueden obtener por multiplicación. Lue
go »/¥ y /"a" son símbolos aritméticos de una imposibilidad 
numérica. 

Continuemos: si 2 x 2 da 4 y 3 X 3 da 9, evidente es que 
los números intermedios 5, 6, 7 y 8 no pueden ser cuadrados 
de enteros que entre 2 y 3 no existen en la escafa de la plura
lidad. Ningún entero, pues,, multiplicado por sí mismo, puede 
dar como producto 5, ni 6, ni 7, ni 8; y, por tanto, los núme
ros B, 6, 7 y 8 carecen de raíz, y las expresiones ^/~5, j / ¥ , j / T 
y / « * son símbolos también de imposibilidades aritméticas. 

Y lo mismo sucede con 10, 11, 12, 13, 14 y 15, números in
termedios entré 9 y 16, cuadrados de 3 y 4, respectivamente. 

Y así de los demás; pues, como acabamos de ver, 90 de 
los 100 primeros grados de la escala de la pluralidad son irra
cionales, ya que solamente 10 son los cuadrados, 

1, 4, 9, 16, 25, 86, 49, 64, 81, 100.. 
/ 

Por donsigaiente, todos los números intermedios entre los 
cuadrados, entre los cubos, entre las cuartas potencias,... ca
recen de raíz, por no haber número ninguno que, multiplica
do por sí mismo, pueda darlos como producto. 
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Pedir, pues, la raíz cuadrada de 2, ó la de 3, ó la de 8, ó 
la de 101,... ó bien pedir la raiz cúbica de 740... ola raíz 4."' 
de 2939, etc., etc., es pedir una imposibilidad aritmética. 

\ / 2 , V3, V8, v/ioi;... \/740;.,. \/2930;... 

son símbolos de operaciones numéricas que no se pueden rea
lizar. 

Hay, pues, números irracionales. Casi todos lo son (1). 

Supongamos ahora un triángulo, tal como el siguiente 
A B C, 

Flgnr» 17. 

construido de manera que B C sea igual (ó deba serlo, si en 
la práctica no resulta) á 4, y B A igual i 8. Es evidente que 
B d, si es igual á 1, medirá exactamente á B C y á B A; pues 
cabrá con toda exactitud 4 veces en B C y 8 veces en B A, y, 
que, por tanto, B e será de doble longitud que B d, etc., 
de modo que B d será común medida de B C y de B A. Si el 
triángulo fuera como el D E F , 

Plgnm U. 

(1) Irracional (4XOY« ea griego), signifloaria por su origen «que carece 
de ra<M» (ó razón entre dos números), nó que carece á.»^raaix, rait. 
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eu et cual E F deba ser por raciocinio, aunque no resulte de 
la imperfeccióa de las mediciones, igual á 4, y E D igual á 
6", también la longitud E h será común medida de los dos 
lados E D y E F; pues E / será igual á E A 4- -j- ó sea igual 
á 1 V-i-" stc. 

Así, cuando uno de los lados es igual á otro lado repetido 
cierto número exacto de veces, ó bien cierto número exacto 
de veces -I- una fracción, ambos lados son conmensurables 
porque siempre esa fracción del lado más pequeño mide á 
este lado, y también al otro. 

-1» 

Figura 19. 

Si en el triángulo G- H I, el lado Gr H contiene dos veces 
lU al lado H I con más un sobrante fr'H = - j , de modo qtie, 

Gfc = fefc' = HI; y 
H I H I , 

entonces claro es que la fracción H I = fc'H es la medida co
mún de los dos lados H I y Q H, por caber exactamente 3 
veces en H I y 7 veces en G H. 

Por consiguiente, cuando un lado es múltiplo de otro, ó 
de alguna de las partes alícuotas de éste, entonces ambas 
magnitudes son conmensurables entre sí. 

Pero si, medidos ambos lados (no precisamente con lo» 
módulos á nuestra disposición, pero sí en virtud de racioci
nios del entendimiento), resulta que uno de los lados es irra
cional, entonces no hay manera ninguna de conseguir que 

ncuimzo. 
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ni con uno de los lados ni con ninguna de sus partes alícuo
tas pueda medirse aritméticamente el otro lado. 

Si en el triángulo C A B el lado C A es la diagonal del 
cuadrado D A B C entonces, según demuestra la geometría 
elemental por medio del teorema de Pitágoras, tendremos 
que el cuadrado construido sobre la hipotenusa C A es igual 
á la suma de los cuadrados construidos sobre los catetos O B 
y B A; propiedad que aritméticamente se expresa 

CÂ  = AB* + CB* 

Y, como son iguales los lados de todo cuadrado, resultará 

CA* = Tíi^ +• ÁB* = 2 I B * 

De donde, si hacemos igual á 1 el lado del cuadrado, 
saldrá 

Diagonal s == 1 4- 1 s: 2 

Y, extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros, 

Diagonal del cuadrado = y/lT-

Pero, como no hay ni puede haber número ninguno que 
multiplicado por sí mismo dé 2, resulta que no hay ni puede 
haber medida común de la diagonal y del lado del cuadrado. 

Luego esa diagonal y ese lado son inconmensurables. 

Luego hay cantidades inconmensurables. 

Y su número esvinmenso (1). 

(1) Pero téngase siempre en la memoria que, de que una cantidad no 
pueda medir á otra, no se deduce que, aisladas, no tengan medida. £1 diá
metro no mide k la circunferencia; pero el radio es = i diámetro. 
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ngniM3ts2& 
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Ni con el lado del triángulo regular inscripto en el corres
pondiente círculo, ni con el lado del cuadrado inscripto, ni 
con el del pentágono regular inscripto, ni con el del octógo
no, ni con el ¿e ningún otro polígono de mayor número de 
lados se puede medir el radio del círculo correspondiente, 
por pequeñas que sean las partes alícuotas en que los lados 
de los polígonos se dividan, ó se conciban divididas. 

Ni con el radio del círculo, ni con el diárafetro, ni con 
ninguna de las partes en que se dividan ó se imaginen divi
didos, puede medirse exactamente la circunferencia. 

La geometría demuestra todas estas imposibilidades (cu
yos pormenores son ajenos al objeto de esta obra), y muchas, 
muchas, muchísimas más, por lo cual hay que renunciar en 
Aritmética modular á expresar la diagonal del cuadrado por 
medió de fraccioneá del lado, ó el radio por medio de fraccio
nes del lado de los polígonos inscriptos (1) ó la circunferen
cia por medio de fracciones del diámetro, etc., etc. 

Todas estas magnitudes son, pues, inconmensurables en
tre sí. 

De que dos ó más cantidades sujetas á cierta ley sean con
mensurables entre sí, no se deduce que lo sean las demás for
madas análogamente. 

El triángulo sagrado de los antiguos egipcios tenía los 
lados iguales á 3, 4 y 5 respectivamente. 

A B = 5 
BC==4 

Figura 27. 

(1) Excepto el lado del hexágono, que, como se sabe por^todos, es igual 
•al radío. 
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Y e n ese t r i á n g u l o se verif ica el t e o r e m a de P i t á g o r a s con 
l a d o s c o n m e n s u r a b l e s e n t r e s í . 

25 = 16 -f- '•> 

lo cual no ocurre con ningunos otros lados de triángulos rec
tángulos (1). 

Pero, si los catetos no son 3 y 4 sino otros números cuales
quiera, ya la hipotenusa es irr^icional. En efecto, sean los 
catetos 3 y 5 

Y tendremos 
82 + 52 = 94 -25 = 34 

Y 3i no tiene raíz: ningún número multiplicado por sí 
mismo da 34. 

(1) Si los lados son equimúltiplos de 3, 4 y 5, también los lados de los 
triúQgulos rectángulos resultantes son conmensuraVjles entre sí. Por^ej.: 

10, 8 y 6 5 X 2. 4 X 2, S X 2 
15, 12 y d -O sea 5 x 3, 4 x 3, 8 x 3 

En efecto 

•20, 16 y 1'2 
Eto.,:etc. 

5 x 4 , 4 x 4 , 3 x 4 
Etc., etc. 

10-3 = 82-f-62; 1 0 0 = 64-f-36 
15^ = 1-22 + 9-'; 220 — 144 + 81 etc. 

Pero, como se re , la inmensidad de equimúltiplos de 3, 4 y 5 son en 
realidad los mismos a, 4 y 5 del triángulo sagrado; dobles, triples, cuadru
plos, quíntuplos, etc. . 

Las caras de las pirámides egipcias están constituidas por Jos triángu
los sagrados yuxtapuestos. 

-> 
Figura 23. 

I 

lias diiDejJsiones, pues, de las pirámides son 

.^ 4, 5, 6 y la altura del sólido ^T 
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Las magni tudes inconmensurables son, pues, cantidades 
de las cuales una no puede ser medida con el módulo que 
mide á la otra, ni con par te alícuota n inguna de tal mó
dulo (1). 

La Ari tmét ica , de consiguiente, no puede expresar esas 
magni tudes irracionales, ni por medio de números enteros ni 
tampoco por medio de quebrados; y, por tan to , los inconmen
surables carecen de numeración; y, careciendo de numeración, 
lia sido imposible someterlos á leyes q^ue abarquen la genera
ción de todos ellos. 

Solanienlie es posible hallar en cada caso concreto frac
ciones que se les aproximen. 

Pero , de que la Ari tmét ica no pueda resolver numérica
mente ciertos problemas, no se deduce que esos problemas 
sean inaolubles en absoluto. 

l / T no tiene sentido numér icamente , porque se pide un 
imposible ari tmético: se pide un entero que malt ipl icado por 
sí mismo dé 2; lo cual no es liacedéro", porque 1 x 1 da 1, 
y 2 X 2 da 4; y, como entre 1 y 2 no queda entero n i n g u n o , 
claro es que los números 2 y 3 no t ienen ra íz . Pero la so
lución no es imposible geométr icamente , porque ^ /Tes la dia
gonal de un cuadrado cuyo lado es 1, y i /s" es la diagonal de 
u n cubo cuyo lado es también 1. 

Fignru 2» y SO.' 

(1) Pero no se olvide que sé puedeu medir con otros módulos. La dia
gonal del cuadrado no se dejo" medir con el lado ni oon parte alícuota nin-
^ana del lado; pero esa diagonal puede medirse con su mitad, ó oon su. 
cercio, ó coa .su eentésima parte, 6 su milésima,'... ó cou una parte cual
quiera alícuota de sí propia. T9.I ves la ialibilidad de nuestros sentidos, ó 
Uk, imperfección de nueatro» instrunleutos, ó autbaa cosas éi lá vez, no 
nos Consientan hallar exactameUte uua determinada parte alícuota; pero 
siempre es posible'hallarla por medio d l̂. raciociiiio. Lo que hay que com-
preader es que no existo, ni pueda existir, medida oomán para lado v dia
gonal; por lo cual lado y diagonal resultan inoonmensarawés^ efco. 

•cwo m 41 
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APÉNDICE. 

Hay muchos cómputos á que no alcanza la Aritmética. 
Ni la Aritmética pura ni la" modular abarcan todos los 

medios de cálculo que el Ixombre tiene á su disposición. íío 
eutran en ellos ni la Geometría, ni la Cinemática, ni la Des
criptiva, ni en rigor los Cálculos de las matemáticas subli
mes. El papel de la Aritmética es, por tanto, muy restringi
do, por más que sin Aritmética sería imposible la existencia 
de la actual civilización. 

1,0 que no está determinado por números, exacta,ó apro
ximadamente, queda fuera;de la Aritmética, y por eso hay 
tantas y tantas operaciones con cantidades no reducidas á 
niimero. 

Sin saber el número de metros qiie tienen dos . escalera;^ 
de mano, agregan los bomberos la una á la otra pata subir 
en !LU iiioendio hasta un balcón, á cuya altura no alcanz;i 
ninguna de las dos sola. Cálculo ha habido, pero no numé
rico (si bienjmdo haberlo;. 

Sin completar el número de l<ilogramos que pesa una es-
})uerta de tierra, llena un carrero su carro hasta la ajtura 
que le parece suíieiente á que sus muías puedan hacer el 
arrastre en buenas condiciones. También en esto hay cálcu-
1' . jjero no por medio de los números; si bien no era imposi
ble haberlo hecho. 

A veces, cosas expresadas por números en un concepto se 
suman ó se restan en otro excluido de la cuanta. Por ejem
plo: varios millares de ladrillos, computados como piezas 
propias para construir, se cargan en una carreta, en cuya 
!?onducción se utiliza una yunta ó más de bueyes, ignorán
dose por completo el peso de los ladrillos en kilogramos y la 
fuerza de tracción en kilográmetros que puedan loj> bueyes 
desarrollar. Si se ve que la carga es demasiada, se descargan 
ó'estan) xinos cuantos cientos de ladrillos; y, si la tracción re
sulta fácil, se agregan (.Human) varios cientos más á la carga 
primitiva. 

En Geometría pueden sumarse ó restarse dos lineas no 
medidas, esto es, no referidas á ningún módulo. 

menos• 

Y, sin medirlas tamjtoco, se conoce la razón en que están 
las líneas proporcionales 
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En Mecánica puede decirse, sin necesidad de medición 
ninguna previa, que tocarán el suelo simultlneameute dos 
proyectiles iguales, 1." si el uno B cae verticalmente desde 
una altura igual á la que haya desde la boca de un cañón al 
suelo; 2.° y si al mismo tiempo de empezar la caída del B.sa
le horizontalmente del ánima de la pieza el otro proyectil A, 
impulsado por los gases de la pólvora. Aunque el B sólo ten
ga que recorrer la corta vertical BB', tocará el suelo en el 
mismo instante en que el A termiije su enorme trayectoria 
hasta A'. 

Vigiir» 32. 
En efecto: 
Por causa de la gran fuerza de la pólvora, el proyectil A ' 

debe llegar hasta A" en el tiempo necesario para caer desde 
B á B'. Por consiguiente, A, que ha de estar en B' en el mis
mo instante que en A", obedeciendo á ambas fuerzas, !a de 
la pólvora y la de la gravedad,' recorre la trayectoria BA'. 
De modo que > 

, Fuerza de la gravedad -(- Fuerza de la pólvora = Trayectoria BA' 

Y, como éstos, otros miles y miles de ejemplos en que 
hay que'sumar y restar cantidades no expresadas por medio 
de los números. 

La geometría dé los movimientos de las máquinas exige 
las más potentes facultades de los hombres de la invención, 
y cálculos mentales profundísimos; pero la Aritmética no 
tiene, á veces, nada que ver con ellos. Por un cambio de ex
céntricas va para adelante ó para atrás la locomotora. Por 
el movimiento de la hélice atraviesan los mares los buques de 
vapor... El tornillo es una cuña en espiral... 

La Aritmética no puede efectuar ninguna de esas opera
ciones mentales, |)or no serle posible realizar cálculo alguno 
sin el auxilio de los números. * 

Y, sin embargo, muchas de las imposibilidades aritméti
cas, ¡cuan, fáciles resultan de resolver por otros medios! 
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La siguiente espiral realiza geométr icamente los símbolos 
irracionales 

/"i", /'ü, / í, /"S, i/T.... Etc. 

si son rectos los ángulos a, b, c, d, e,... é iguales á 1 los lados 

Oa = a6 = i»c:=cd = i e = . . . ' 

ESPIBAL DE IBBACIONALES 

En efecto; en el 
triangulo L^teaemos; ir* = l*-4-l*=:2 ^- . ' . « a=V^2 

: (*0 '=» ( ^ 2 ) V l * = 2 + 1 = 8 . - . x^ « v ' i 

;(*»)'*= ( V ^ B ) ' ^ l*axé + 1 * 7 . • . âB = / 7 
? ( * « ) V (»^ t)^-* 1*:= 7 + 1 > 8 . . • . »e =>^« • 
; («-if «= (v^ g)»^ 3,«_ 8 + 1 == 9. . •. !B, wV^ 9HB 

Etc., etc. 

2." 
3." 
4." 
8.» 
6.» 
7." 
8." 
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Esta posibilidad de soluciones por unos medios y no por 
•otros no debe causar extrañeza. 

La esencia del número es la repetición, la discontinuidad, 
la individualidad, la posibilidad de una cosa 4- otra -+- otra 
-t- otra,... sin término ni fin. 

La esencia de lo extenso es la continuidad. 
Por consiguiente, no cabe en la Aritmética pura lo q«e 

no suponga la individualidad y la repetición. 
Ni tampoco en la Aritnjótica modular. 
De aquí la necesidad de la Aritmética de' aproximación. 
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De los limites. 

Si inscribimos en un círculo un polígono regular, por 
ejemplo, un triángulo, un hexágono, 

Ilffnni 34.—Triingulo. Figiira aS.-^Hoxigono. 

obsej-varemos que el triángulo y el hexágono no llenan 
ni con mucho todo ©1 círculo, pues quedan gin cubrir los es
pacios indicados por ÍM rayas. Pero, si duplicamos sucesiva
mente el número dd loa lados del polígono, é inscribimos en 
*̂1 .oírculof un dodecágono, un polígono de 24 lados, uno de 48, 
«no de 96, uno de 192, 884, 768,1536,..., 
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Fisura ::r,,—Dodecágono. ^ FIJ IUA S7 —PDI'. 'ÍHIO de 21 UJiís 

.j'emos que, mientras mayor es el niuni?ro de los lados, menos 
queda en el círculo sin cubrir; y concebimos qué, multiJ)U-
cando indefinidamente el número de los lados, cada polígono 
sucesivo se irá acercando más y másá la circunferencia, has
ta igualarla casi y como confundirse con ella, aunq«e gin lle
gar jamás á coincidir con la curva misma, por más que no 
haya manera en la práctica de trazar líneas tau delicada?) 
como seria necesario-para lograr que los ojos, armados de 
microscopios potentísimos—mucho más de lo que podemos 
imaginar—percibiesen que las rectas del polígono no consti
tuyen nunca una curva circular. 

El continuo é incesante aumento-de una magnitud no im
plica, pues, necesariamente que la magnitud haya de llegar 
á ser mayor que toda cantidad asignable. -Estamos acostum
brados ¿«.calcular los aumentos únicamente por la operación 
de sumar y por acumulacipues sucesivas (1), y ño nos liace-

(1) El Lnparcíal i^nhlicó en .Euoro de 18!)5 los sif;uitMi) os ejemplos da 
aumentos incesante» no sujetos á ninguna ley de liiiiitaci'iu: 

«Hace tres laeses publicaron los periódicos de Londre;; la uoticia do ha
ber entrado en posesión do una lieronci» casi fabulosa un individuo de l¡» 
Cámara do los Comunes. 

iSutío, banquero luuy conocido, había muerto hacía siete años, dejándo
le la friolera de tres millones de libras esterlinas ('Í500.millones de re&les, 
en números redondos',; poroAutojáudosele poco dinero-paiM los gastos, eu ' 
extremo dispemliosos, do su sobrino, había dispuesto que éste no (jntrastt _ 
en posesión de la liereacia hasta pasados siete años, para que, durante esa 
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mos fácilmente cargo de lo que pueden ser los aumentos in
definidos sujetos á leyes de limitación. ' 

Mientras mayor es el número de los lados, mayor es la 
extensión de círculo que los polígonos abarcan dentro de su ^ 
perímetro: siempre con el aumento del ijúmero de los lados 
esa extensión aumenta; pero jamás llega á igualar á la su
perficie total del círculo mismo; porque el crecimiento está 
subordinado á la condición de que SECTAS PO^ÍIGOJÍALES limi
ten en todo caso la snperficie interior, creciente sin cesar con 
el número de ios lados. Mientras más lados, los lados son me-
ñores y mayor resultarla extensión interna, pero siempre tie
ne que estar encerrada tal extensión dentro de límites recti • 
líneos; y estos límites, por el'h^cho de no poder dejar de ser 
precLsameube rectilíneos, no pueden nunca coincidir ni con
tundirse con ninguna curva. 

tiempo, los tres milloneg de libras fuMen acumulando idtereses compues
tos. Cuando llegó para el aobrírto el feliz momento de cobrarla herencia, se 
encontró con que poseía cien millones de reales más de los qaé le había de
jado el tío; pues los tres aiillones delibras se habían convertido en cuatro. 

"Loa individuos de la Roy al Statistical Sooieti/, sugestionados por tan her
mosa manifestación del poder del interés compuesto, se han pasado mese». 
haciendo cálculos, y una serie de los más cariosos ha visto \ b Ivd pública 
en el último número del Strand Magazine. 

Supongamos un padre que no puede dar á su hijo para que busque 
fortuna, más que 5000 duros. Si al nacer el niSo pone á interés compuesto 
es*a cantidad, el hijo se encontráiráá, los treinta y seis años con una fortu
na de 240Q0 duros, sin hafber tenido que h^cer otra cosa qiá» que no tocar 
ól oapitol ni & los intereses basta entouoea. 

TJn filántropo que pusiera á 5 por 100 de ijiter.és compuesto,, en el año 
presente de 1895, un simple j)«nnj^, moneda que vale muy poco más de un 
pe^ro grande, encargouuo se le dejase acumular interesas durante mil 
afioSi legaría á cada uno de los habitantes que tuviese la tierra el año 2890 
1» coios&l fortuna de 29 millones y pico de libras (29286364 libras estéril-, 
ñas), calculando que Is tierra tenga entonces una población de SSO.OOO mi
llones de almas, * V 

El carioso cálcalo de lo que hubiera prodüéí4o la misma moneda de 
1 pwmy, puesta á interés pompaesto*! primer afto de la E ía Cristiana, ha. 
eido formulado con exaotitad hostft el año présente, ^ r varios colculisi os 
de Londres. ' ' / 

SX resaltado es tal, qne hay que tomar aliento para leer la oifco: 

69 362000000000000000000000000000000000 

de libras esterlinas. ¡Má» de 59 sextillones! 
¿Se quiere fonáar idea de lo que representaría ese dinero en oro? Pues se 

podrían formar oon él25900 millones de esferas 'da oro macizo, cada ana 
de ellos del ¡tamaño de la tieera, y & eada uno de los habitantes qne hoy 
tieae el mundo, le corresj^eáderian dieeiséis globos de esos, y todavía so-
.hnríut eefertíB.» , 

llnioameute nos faltaría ana eosa: almacén para gaardarlas. 
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X, como la circunferencia lo es, jamás ningún polígono 
regular, por más que á ella se aproxime, será, ni podrá ser, 
la circunferencia misma. 

En este modo de irse ensanchando más y más, y más aún, 
sucesivamente, las superficies poligonales, el aumento nunca 
tiene íiii; y, sin embargo, jamás el aumento puede llegar á la 
magnitud del círculo. Hay, pues, aumento indefinido, pero 
jamás tal aumento llega á cierto límite. 

Supongamos una persona que en un mes aumenta la mi
tad da su capital, y en cada uno de los meses sucesivos le in
corpora la mitad que el anterior. El capital irá creciendo 
siempre, siempre: jamás dejará de haber aumento; pero jamás 
se duplicará el fondo primitivo. 

1 1 1 1 1 1 1 
l - r — + — + — -{- ~- + — + — + — + . . . siempre < 2. 

IG » i 2 1 / , l í ' \ 
í ^ U$ 12S rjS 12S ' 124 V ' 12J/ ^ 14- — + ,̂ ĵ  -t- —, + — -h r;: + — 4- rr. = í 14- — ) < 2 

Supongamos que un hombre gasta en un mes la mitad de 
lo que tiene, y en cada uno de los meses siguientes la mitad 
de lo que le queda: el capital irá disminuyendo siempre; pero 
nunca llegará á ser cero. 

Supongamos que el largo de una regla está representado 
por la exurjáióu 

Y que o puede tomar todos los valores crecientes posibles. 
Si fiamos & V el valor de 2, tendremos: 

1 _u — — 1 — niotros 
^ ^ 2 2 

Y la regia resultará-j-metro > 1, pues tendremos 15(> 
centímetros. 

Demos á v el valor de 10, y resultará 

1 4 - - ^ = 1 - ^ , 1 0 10 
1 

Y la suma distará - ; de ser igual á 1 metro; pues repre
sentará 110 centímetros: habiendo aumentado v, ha disminui
do el valor de la fórmula: 

TOMOJII 4 2 
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Sea 100 el valor de v, y teudremos: 

1 + — = 101 ceutimetros. 

Ahora á la expresión le sobra sóloun centímetro para ser = 
1 metro. 

Valga V ahora 1000, y 

1 + — sen'i 1 metro y 1 milímetro. 
^ 1000 •' 

de manera que el sobrante no será ya más que de solo i mi
límetro. 

Sea V =: 1000000,-y á la expresión 

' lOOOOCO 

solo le sobrará la milésima parte de 1 milímetro para ser == 
1 metro. ¡Tamaño ya inapreciable para nuestros modos co
munes de medir! 

En verdad que con poderosísimos microscopios podría re
conocerse (y eso tomando multitud de precauciones) que a¡ 
metro le sobraba 1 milésimo de milímetro; pero, si v fueso 
igual á 1 billón, á 1 trillón,... á 1 sextillón... no habría ya 
manera de percibir con los ojos materiales ni con microscopin 
ninguno, que al metro le sobraba algo; pero*con los ojos del 
entendimiento veríamos con suma claridad que 

1 + ¿ 7 . > 1'^ + [-^n > '•' ^ + ¿ i ; > 1-- ^'"-

Así, mientras mayor vaya siendo el denominador, más se 
Tan acercando las fórmulas á ser iguales á 1. Pero, por gran
de qtie sea v, jamás tendremos 1. 

La cantidad que, por su naturaleza, ó por su ley de for-
maciin, cambia de valor (estando referida siemi^re al mismo 
módulo) se llama variable; 

Y la que, por oposición á una variable] conserva siempre 
el mismo valor, se llama constante. 

Si, conforme á su ley, los valores sucesivos de una varia
ble se van acercando á una constante, sin poder igualarla 
nanea, la constante toma el nombre de limite. 
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1 + 4-, 
K es la vav¡ab!e y i es el límite á que nunca puede llegarse 
por causa de la variable; pues mientras - sea algo, 

('+v) será > 1. 

El límite se llama superior ó'uiferior^ según que la fórmu-
Ja en que esté la variable, resulte > ó < que el límite. 

1 es, pues, el limite inferior de 

l + -i 

2 es el límite superior de la sumU 

1 1 1 1 
2 4 ^^ íl ' 16 ^ 

La unidad es, pues, el límite superior de todos los qnebra-
•dos propios 

1 2 3 4 999 9.)9S9999 
' " ' 1000 ' 100000000 

Y la unidad es también el límite inferior de todos los que-
brados^ impropios 

!09 100 100 100 190 100 1000009 lOOOOOOO 
a ' T ' T ' " * » ? ' ! » ' ^ ' 999990 ' 9999999 

La generatriz de una decimal periódica es el límite supe
rior de esa decimal. 

¿Cuál es el límite de 

2 -í-f 
1 + 1 2 1 + 2 3 1 + 3 4 1 + 100 101 I + t bHWn 
i + 1 "" Ts ' "2"+1 T ' 2 + 8 " T ' 2 + 100 ~ JFa ' 2 + 1 bílWa 

Luego 1 es el límite superior do la fórmula 

1 + V 
. 2 + r 
¿Cuál es el límite de 

:casi 1 

1» h « 
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También 1; 1 es el l ímite superior, porque casi es 1 l a 
fórmula 

7 + 1 sextilMn 
13 + 1 sextillón ' 

¿Cuál es el limite inferior de 

3 + 1! 
2 + V 

V 

También 1, porque apenas difieíe de 1 el quebrado im
propio 

1000000000003 
1000000O9OOO2 ^ ^ 

La idea de límii^e no es absoluta: es correlativa con la d» 
variable. En el concepto de círculo no entra la idea de límite 
hasta correlacionarlo con polígonos de creciente número d& 
lados. La unidad es lo que es, pero no límite hasta correlacio
narla con cantidades fraccionarias, como las presentadas en 
los ejemplos anteriores. 

Límite, pues, es una magnitud fija á la cual puede irs» 
acercando cuánto se quiera (aunque sin igualarla nunca) otra 
magnitud variable. 

Para que una magnitud pueda llamarse límite hay, pues, 
que llenar dos condiciones: 

V nunca ha de poder ser 1; • 
V ha de poder acercarse á I, indefinidamente y todo cuan

to se quiera (2). 

(1) Conviene repetirlo. Una cantidad puede ir BÍempre creciendo ó 
siempre disminuyendo sin llegar & ser mayor que cualquier cantidad iina-
^nable, ó bien Sin reducirse nunca á cero. Para ello basta que estén suje
to* á leyes de limitación los incrementos «5 las disminuciones. 

(2) Entendidas bien estas ideas, se ve lo incorrecto, y, sobre todo, lo 
innecesario de ciertas expresiones indebidamente usadas en Matemáticas. 

Por ejemplo: el círculo es un polígono de infinito número de lados. £n 
ves de esta expresión absurda, debe entenderse lo que sigue: si el número 
(lelos lados de los polígonos regulares inscriptos aumenta indefinidamen
te, los polígonos se van acercando á igualar al círculo indefinidamente y 
sin límite. -

Cn vea de: una cantidad partida por cero, es ign&l al infinito, . 

tl«be deeirse: si, pennaaeoien^o constante el numerador de una fracción^ 
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L a expresión «por pequeña que sea una cantidad» implica 
la idea de l imite . 

(Véase en la s iguiente Lección III. «LÍMITES imaginarios».) 

aumenta indefinidamente el denominador, la fracción disminuye indefini
damente y sin límite. 

En vez de: un arco infinitamente pequeño es igual á su cuerda ̂ ebe de
cirse: si el arco de una curva disminuye indefinidamente, la fracción 

Arco 
Cuerda 

se acerca ¿ 1 indefinidamente y sin limite. 
La V08 infinito y sus derivadas son impropias, aun cuando hayan de en

tenderse en el sentido de límite inooncebible (no real) de una variable. 
Es necesario repetirlo: el estudio de las Matemáticas es más importante 

que por las verdades individuales que enseña, por ser el método de formar 
<lialécticamente el entendimiento, para hacerlo juez entre lo verdadero y 
lo falso y gttla seguro en el descubrimiento de La. verdad. Debemos, pues, 
ostar precavidos, no sólo contra toda inexactitud, sino contra toda apa
riencia de rigor científico, más insidiosa siempre que el error. En la idea 
de infinito, rebajada á la categoría de limite, resultan las falacias y paralo
gismos mas temibles, cuyo influjo trasciende á la vida usual. 

Ko hay nada peor que la falta de los hábitos que enseñan á rasonar 
«on exactitud. 
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Cant idades por ap rox imac ión . 

No bien se ensancha la noción de los quebrados hasta lle
gar á poder explicar satisfactoriamente sus funciones en, la 
operación de multiplicar, entra la Aritmética en posesión de 
medios bastantes para expresar numéricamente, nojos limites 
de magnitudes á que no se. puede nunca llegar, pero sí canti
dades tan próximas á esos limites que casi se confundan 
con ellos, aunque ellos seau irracionales. 

Ya hemos visto que, si á un módulo ( = 1) se agrega la 
mitad de otro, y luego la mitad de la mitad ob ran t e , y en 
seguida la mitad del cuarto restante, y después la mitad de 
lo que hubiere quedado... y asi sucesivamente, obtendremos 
sumas tales como, por ejemplo, la siguiente: 

l i l i l í 1 1 . 1 1 , 

1 -f- ~ + — A 1- —+ —4-—-f- —-f- — -f- —-I -+• . . . : 

de manera que siempre nos iremos acercando á un total 
próximo á 2, aunque nunca = 2; porque jamás con ese pro
cedimiento ilimitado de incrementos limitados podremos lle
gar al 2. 

Siempre, pues, es posible por medio de los quebrados ha
llar expresiones exactas de números fraccionarios mny pró
ximos á límites que jamás pueden tocarse, dada ana especial 
generación de magnitudes por incrementos limitados. En
tiéndase esto bien. 
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Los sumandos 

1 1 1 1 , 1 1 1 1 1 1 
X -4— - i — • - f - "̂" - I - "~ - p — -t— — -\- — - f - — - - t - -

2 4 ' S 16 32 61 l'JS 2f(; V. 1 1021 

no dan 2, sino la suma exacta 1 -f- j^^l, que difiere de su lí
mite 2 (inasequible con ese modo de generación) en solo ~-^ 

Pero, si menos de vina milésima no nos parece todavía 
aproximación bastante, podemos siempre aproximarnos al 
límite (2 en el caso actual) aumentando el número de los 
quebrados 

' i i i i i i i 1 1 1 
1 - f — _f- - 4 - . . . _ j - • — -J_ -j _|_ — ^ • -^ — - _:- — 4 . • 

2 4 1021 2048 4000 8192 IfeSl 3276S ' 655SC 131072 
= I + H ^ ' 

131072 

expresión aritmética exacta de-una suma que difiere del lí
mite 2 mucho menos de una cienmilésima. 

Y, agregando á los quebrados anteriores (si la aproxima
ción no se estima todavía suficiente) los^sumandos 

i_ 1 
2r . ;u i 52428S " • " • • • 

puede siempre llegarse á una aproximación tan eficaz como 
se desee. 

Lo mismo cabe decir de las magnitudes irracionales. 
Si 1 X 1 da 1, y 2 X 2 da -i, es evidente qae no hay ente

ro ninguno que mrtltiplicadó por sí mismo dé el producto 2 
ni el producto 3. 

Tampoco ningún entero multiplicado por sí mismo da 5, 
ni 6, ni 7, ni 8, ni 10, ni 11, ni..., en general, los números 
intermedios entre dos cuadrados consecutivos, ni entre dos 
cubos..., ni entre dos potencias seguidas de grado alguno su
perior. 

Pero en todo caso pueden encontrarse quebrados que 
niultiplicados por sí mismos den luimeros todo lo próximos 
que .se quiera á 2, á 3, á 5, á G, á 7, á S, á 1(3, á 11. . . , y, en ge
neral, á todos los números carentes de raíz, ó irracionales (1). 

ma. 
fica 
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En efecto; / a " es una expresión irracional. Pero 

1,4142 X 1,4142 

da un producto igual á 1,99996164, cuadrado exacto, que 
dista de 2 menos de una diezmilésima. El quebrado impropio 
decimal 1,4142 es la raíz exacta del producto 1,99996164: 
pero no la raíz de 2. Es la raíz de un quebrado de magnitud 
asignable; pero no la raíz de un imposible aritmético: 1,4142 
no es la raíz ce 2, sino de un número que dista de 2 menos 
de una diezmilésima. Mas supongamos que esa aproximación 
no baste para la exactitud de un cálculo esmerado, y que la 
necesitemos cien veces mayor. Pues nos la dará el producto 

1,41421B5 X l,4142i;;5= l,St9'.)it!»H2358225, 

quebrado que ciertamente no es j / l " X / T , mas al cual le 
falta solamente una fracción de millonésima para alcanzar el 
límite 2. 

Pero supongamos todavía necesaria una aproximación 
1 millón de veces mayor; pues nos la dará la fracción decimal. 

l,4142135G287ai9, 

que es la raíz exacta, no de 2, que no la tiene, sino del pro
ducto de ese quebrado por sí mismo, 

I 

= l,!);.nj!.K>«0!j9í)9Ó93571í»ii3-235S1481 

cuadrado al cual le falta menos de una diezbillonésima para 
ser = / ü X ^/7 = 2 (1). 

Si fuera necesaria mayor aproximación, se lograría de 
modo análogo. 

Y así sucesivamente. 

volver á empezarlas después de llegar erroneatasnte al fin. E n el libro VIJ 
de la primera parte se reootnendó esta ueossldad de las pruebas malt i tad 
de veces. Ahora ha de bastar esta sola nueva reooinendación. 

(lí Aunque ftlgebráioamente' (y sin álgebra ninguna) y/T X v^~sea 
ig;ual 4 2, sin embargo, no ha de olvidarse que l^a' es un mero símbolo de 
ana imposibilidad aritmética, por no haber nada que X por si misma dé 2. 
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1,4 142 135 023 730 ii 
1,4 142 13 5023 7 3 0!» 

1 2 7 2 7 íi 2 2 O G 1 3 5 7 S 1 
4 2 4 2 O t Ü 6 H 7 11 O 2 '7 O 

i>8(»ít4íl4'.)36(!l 163 
424 2()40fiH7 1 1!»27 

282«42712474 tí 18 
8 4 S 5 2 K 1 3 7 4 2 3 8 5 4 

7 O 7 11> 6 7 « 11 8 (í 5 4 5 
4242 G 40687 11'.12 7 

14142136623730!» 
2 8 2 8 4 2 712 4 7 4 618 

5 6 5 (i 8 5 4 2 4 i) 4 9 2 3 (i 
14142 185 6 23 730;» 

5 6 5 (i S 5 4 2 4 !i 4 íi 2 3 <; 
1 4 1 4 2 1 3 5 6 2 37 3 0!) 
1,9 (t 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 8 5 719 8 3 2 3 5 6 14 8 1 

Continuemos. 
La circunferencia, considerada como dividendo, no se 

puede partir exactamente por el diámetro, considerado como 
divisor, por ser circunferencia y diámetro magnitudes incon
mensurables entre sí. Pero otras magnitudes, casi iguales á, 
la circunferencia y conmensurables con el diámetro, han po
dido ya partirse por el diámetro; y de ese modo han podido 
obtenerse cuocientes más y más aproximados á su límite, 
según la exactitud de las operaciones. Así, la razón del diá
metro á la circunferencia es 

3,1415 con un error de menos de 
' . 10000 

.3,141592 con un error menor que —I— 

3,141.592653539 con un error menor (jue 1 billonésima 

3,141.59265^589793238... con un error menor «jue 1 Irillonésima 

3,141592653589793238462661338237950288419710 
con un error menor que una septillonésinia 

De lo expuesto se deduce uno de los conceptos más abs-
trnsos que cabe imaginar respecto de la idea de límite: la 
concepción de limites imaginarios ó imposibles de existencia 
real, numéricamente. Por ejemplo, /"§! 

Baiz de 2 es numéricamente un imposible aritmético (1). 

(1) No geométrico. Ya hemos visto que la diagonal del cuadrado re
suelve el problema en la ciencia de la extensión. 

tono III 43 
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| / T es meramente un símbolo de algo sin existencia; y, cuan
do se dice que los quebrados 

1,4142, ó bien 1,414-2135, ó bien 1,41421356237309, etc. 

tienen por límite el símbolo \/~2, se enuncia una cosa ininteli
gible, ó que necesita de imprescindible interpretación. 

En efecto,.sin interpretación es un absurdo decir que )/T 
es el límite de los quebrados 

1,4142; 1,414213: 1,4142135; etc., 

porque ( /Tes una expresión imaginaria, no de una cosa real. 
Se concibe que los polígonos de machísimos lados teng&n 

al círculo por límite, sin poder llegar jamás á ese límite, 
realmente existente; pero no cabe concebir que ninguna cla
se de quebrados se aproxime á un límite sin existencia. 

Pues bien: lo que se quiere de(?ir es que, si existiera y/Y, 
los quebrados anteriores tendrían por límite al imaginario 
símbolo; porque lo que fuera realmente igual al símbolo da
ría 2, si se multiplicaba por sí propio. Por consiguiente, de
ben considerarse como aproximaciones á ese límite imagina
rio los quebrados que multiplicados por sí mismos den próxi-. 
mámente 2, límite real; lo cual pasa efectivamente con los 
productos de las multiplicaciones 

1,4142 1,41423 1,414^ 
X 1,4142 X 1,41423 x 1,414235 Etc. 

Estas decimales, pues, no tienen por límite á / I - mas sus 
productos tienen por límite el número 2. 

T lo dicho del 2 ha de entenderse de la inmensidad de 
símbolos imaginarios 

V ^ ; \/b; ^26;.. . 
V̂ IO; \/Í4; v/ll2;... 
V 5 ; V 6; Vi* ;-" Etc., etc. 

Los quebrados corre^ondientes no tidnen por Hmited & 
esos símbolos sin realidad; pero los írespeotivos productos de 
esos quebrados X por sí propios, tienen por límites á 

' S; 6; 36;,.. 
10; 14; 112;... Etc. 
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Hay, pues, explicados de este modo, inmensidad de lími
tes imaginarios. 

La Aritmética, pues, no puede hacer cálculos con los irra
cionales, porque éstos carecen de numeración; pero puede 
computar cantidades muy aproximadas á esos irracionales, y 
calcular luego esos números aproximados como si fueran los 
irracionales mismos. En lo cual hay siempre inexactitud, por 
mucha que sea la aproximación obtenida; pero no absurdo. 

•La Ari^fnética no sabe, por tanto, calcular más que las 
relaciones de aquellas cantidades formadas por la agregación 
de magnitudes reales y efectivas iguales entre sí. 

La Aritmética no es, pues, la ciencia de todas las magni
tudes correlacionadas entre sí. 

Una magnitud cuya relación con algún módulo de medir 
no puede expresarse numéricamente (esto es, por un entero 
ó por una fracción exacta ó periódica) es un imposible arit
mético; es una magnitud irracional. Por eso, ÍC*= 2 es arit
méticamente imposible (aunque no geométricamente). Nin
gún número multiplicado por sí mismo da 2. Pero la diago
nal del cuadrado es la expresión geométrica de j/'2^ exacta
mente. 

Y, por tanto, hay magnitudes que no están en relación 
de un número á otro número, por más que puedan estarlo de 
otro modo. 

No hay números que expresen la relación del diámetro á 
la circunferencia; por más que geométricamente estén las 
circunferencias relacionadas con sus radios, y que los círcu
los sean entre si como los cuadrados de los radios. Etc. , etc. 

De aquí el que toda cantidad sea magnitud y que toda 
• magnitud no sea cantidad. Lo que tiene tamaño (sea nume
rable ó no), lindas, superficies, volúmenes^ pesos, fuerzas,... 
es magnitud; pero sólo aquello que resalta numerable es can
tidad. Las cantidades siempre responden, ó pueden respon
der, á la pregunta: ¿Cuántas veoes contiene esto á aquello? 

' ^arttas veces. Las magnitudes no siempre pueden satisfacer 
i esa cuestión. ¿Cuántas veces oontiene la diagonal al lado 
del cuadrado? ¿Cuántas veoes contiene la circunferencia al 
diámetro? No hay manera de dar solución á estas cuestiones, 
porque no todo es cuantitativo ó relacionado cOn la pregunta 

¿Cuántas vece»? 
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Pero, ¿quién podrá n e g a r que la diagonal y la circunfe
rencia son magnitudes? (1) 

Hay , pues, infinidad de magni tudes inconmensurables 
con o t ras , y cuyo t a m a ñ o se necesita referir precisamente á 
uiK> de los inconmeusurables mismos. A nadie interesa saber 
el t amaño de una circunferencia, ó de un circulo, ó de una 
esfera, referido á módulos cualesquiera, sino referido preci
samente al radio. Nadie se figuraría desde luego y claramen
te lo que es una bola de 65 450 cent ímetros cúbicos, mientras 
que en el acto se forman todos idea de lo que es un globo de 
50 cent ímetros de d iámet ro . 

No pudiendo, pues , calcularse los inconmensurables, se 
calculan los conmensurables que les son próximos. 

De donde nace la ABITMÉTICA POB APROXIMACIÓK. 

(1) Si (verdaderamente eon demasiada frecuencia) magnitud y cuantí' 
liad se emplean como sinónimos, es por sinécdoque muy natural, y, en tal 
sentido, no censurable; por m&s que de usar los términos correctamente & 
usarlos sin precisión va la diferencia de la exactitud á la inexactitud, da 
la lógica á su apariencia. 
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Ii«s rafees inconmensnrab les «on el objeto de l a Ar i t 
mét ica de aproximación . 

Eí cálculo aritmético de los inconmensurables (según he
mos visto) sé reduce al cálculo de números conmensurables 
que aproximadamente los representan y sustituyen; y claro 
es que con tales sustitutos conmensurables pueden ya hacer
se, conforme á las reglas establecidas, todas las operaciones 
aritméticas de sumar, restar, multiplicar y partir, y, además, 
las de elevar á potencias y extraer raíces. Sólo habrá de te
nerse en consideración que las operaciones se efectúan con 
datos aproximados y no con los datos mismos; y que (por 
consecuencia ineludible) las operaciones nos conducirán á re
sultados conmensurables de aproximación, nunca rigorosa
mente exactos; por más que el error sea, casi siempre en Is 
práctica, enteramente despreciable, aun en el caso de supo
nérseles límites imaginarios. 

E Q efecto, los resultados de aproximación son conmen
surables. 

Los números puros, como 2, 3, 4, 20, 47, 163, 1000,... son 
repeticiones, conjuntos ó agregados del 1 incorpóreo, princi
pio y base de la escala de la pluralidad.—Los números artifi
ciales de mensura, esencialmente humanos, ó de invención 
humana, como 2 palmos, 3 pies, 4 codos, 5 pasos, 10 brazas, 
14 litros, 15 kilos, 23 .metros, 100 pesetas,... 15 gramos, 36 
kilográmetros,... son asimismo repeticiones, conjuntos ó agre
gados de magnitudes conocidas, enteramente iguales unas ¿ 
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otras, tomadas como módulos de medir, ó bien repeticiones 
de partes iguales, ó alícuotas, ó fraccionarias de tales y tales 
módulos.—Y los números procedentes de la cuenta de objetos 
discontinuos, 2 dedos, 5 estrellas, 20 árboles, 10 soldados, 
100 flores... (que ciertamente no implican la idea de igualdad 
de los componentes ni'á veces su fraccionabilidad), entrañan 
también el concepto de repetición, de conjunto, de agregación 
de objetos discontinuos comprendidos mentalmente bajo una 
misma denominación. En todas las operaciones aritméticas 
entran, pues, datos conmensurables, y, por consiguiente, en 
todas se llega á resultados conmensurables; porque todos los 
datos son repeticiones, conjuntos ó agregados de algos iguales 
ó análogos, que les sirven de mensura. Y, por tanto, siendo 
conmensurables los números aproximados á las magnitudes 
irracionales, la Aritmética de aproximación dará siempre re
sultados conmensurables, porque siempre servirá de mensura 
el algo que, repetido, forma el conjunto ó la agregación. 

Todas las operaciones aritméticas dan, pues, resultados 
conmensurables.—La suma desde luego los da, porque en ella 
siempre se trata de agregar algos de una denominación á 
otros de su mismo género.—La multiplicación tiene también 
que darlos, por ser lina suma abreviada de sumandos iguales. 
—Y en el mismo caso se halla la elevación á potencias, por 
ser á su vez una suma abreviada de productos iguales.—El 
carácter y esencia d'e estas tres operaciones «es la repetición 
de cosas iguales ó análogas, y cada una de las cosas repetidas 
es, y tiene que ser, mensura del qonjunto; ya se trate de uni
dades incorpóreas de las que constituyen la escala de los nú
meros puros; ya de seres materiales discontinuos, como los 
que forman los agregados de objetos de igual denominación; 
ya, en fin, de módulos inventados por el hombre, ó de partes 
alícuotas dé semejantes módulos. 

Las operaciones de restar, dividir y extraer raices tienen 
que dar igualmente resultados conmensurables eu cuanto se 
limiten ¿ deshacer los resultados de una suma ó de una mnl-
tipUoacíón ó de una elevación á potencias previamente efec' 
tuadeu. 

1." Si yo realmente he efectuado la suma de varias parti
das que he recibido y . de otras que he pagado, y veo que 
aquéllas importaron 312 pesetas y éstas 287, estoy autoriza» 



INC()NMKN.Sl'l:AHI>ES 34o 

do para preguntar ¿cuánto me queda? 312 — 287 = 25. Pero, 
sin conocer los totales, tal pregunta puede resultar absurda; 
pues, si he recibido 27 -4- 39 + 46 y tengo que pagar 57 + 14 
-t- 62, lejos de quedarme algo, me faltarán 21 pesetas. 

2.° Si realmente se ha ejecutado una multiplicaciqn, y de 
ella resulta un producto igual á 1107, siendo 27 uno de los 
factores, con razón puedo preguntar ¿cuál es él otro factor? 

1 1 0 7 
9 

27 

= 4 1 

Pero, si tomo dos números cualesquiera ad libitum, tal pre
gunta puede no ser contestable sin interpretación. Por ejem
plo: si un producto es 59 y 6 uno d^ los factores ¿cuál es el 
otro factor? No hay ningún entero que, multiplicado por otro, 
dé 69; y, así, hay que responder que 59 era una suma de 11 
sumandos iguales á 6, á la cual se había agregado otro su
mando menor igual á 4. 

3.° Si realmente he elevado un número á una potencia, 
tengo derecho á preguntar ¿cuál es la raíz de esa potencia? 

Por ejemplo: 

3* = 3 X 8 X B X .1 = 81; cuál es la V 81? = 3. 

Pero si pregunto, á capricho y al azar, <^¿cuál es la raíz de 
un número cualquieraf» con toda probabilidad preguntaré por 
una imposibilidad numérica, como sucederá si escojo cual
quiera de los números existentes entre dos cuadrados, ó dos 
cubos, ó dos potencias consecutivas de grado superior. 

Ahora bien: si siendo el austraendo > que el minuendo 
pregunto «¿cuánto me sobraráf» hago una mala pregunta; al 
revés. Pero, si, rectificándola, pregfunto nuevamente »¿cuánto 
me faltaráf» planteo bien la cuestión y la respuesta me será 
dada en un número conmensurable.—Si figurándome que un 
dividendo es una sama exacta de sumandos iguales, pregunto 
«¿cuántos sumandos iguales lo formaron?» el resultado me de-

> mostrará el error del supuesto, y me dirá, no solamente que 
uno de los sumandos no es igual á los demás, sino también 
que es menor y en cuánto lo es. La respuesta me será tam
bién dada en an número conmensurable.—Pero, si pj:egai)to 
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"¿cuál es la raíz de un número comprendido entre dos poten
cias sucesivas?», p regunto una imposibilidad numérica , y me 
resul tará un inconmensurable. 

Así, pues, las seis operaciones ar i tmét icas dan resul tados 
conmensurables . Desde luego los dan las operaciones de in
tegración: sumar, mult ipl icar y elevar á potencias, en las cua
les nunca hay imposibilidad ar i tmét ica . Los dan también las 
de res tar , par t i r y ex t raer raíces, cuando son operaciones de 
disgregación de sumas, multiplicaciones y elevaciones á po
tencias hechas previamente. 

Sin estg, condición, puede pedirse tal vez una res ta impo
sible ó una división no procedente de una suma de sumandos 
todos iguales; pero, aun en estos casos, los resultados son con
mensurables . 

E n Ari tmética, pues, solamente da resultados irraciona
les la extracción de raíces cuando se pide el imposible numé
rico de que un número multiplicado por sí mismo arroje como 
producto cualquiera de los niimeros comprendidos en t re dos 
cuadrados sucesivos, ó dos cubos, ó bien dos potencias segui
das de grado superior. 

La extracción de raíces es, por t a n t o , la única operación 
ar i tmét ica que puede dar resultados conmensurables é incon
mensurables . 

La Ari tmét ica de aproximación no t r a t a de la extracción 
de raíces de los cuadrados perfectos, ni dw los cubos perfec
tos, ni de las potencias reales de grado superior: no soi". 
pues , de su incumbencia ejemplos tales como 

V 4 = al número conmensurable 2 

>̂ » 8 

3 

5 

2 

3 

V'' Gi = 
3 / — 
V 27 = 

v/l25 .= 

V^32 =̂  

V72d 

Etc., etc. 
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Todas estas son raíces conmensurables, y su estudio co
rresponde á la Aritmética pura. 

La Aritmética de aproximación sólo trata de las raíces 
inconmensurables. 

A P É N D I C E 
« ^ 

Se da el nombre de números inconmensurables & los símbo
los de expresiones inconmensurables: así 

y/'i , s/s , Vn, v̂ ioi,... 
(que no tienen raíz) se denominan números inconmensurables. 

Comu se ve, no puede darse expresión más impropia ni 
más contradictoria, puesto que j/lT, j/lT,... son símbolos de 
imposibilidades numéricas que ningún número puede reali
zar. (1). A s í / i " , / » , . . . no son ni enteros ni fracciones, y. 

(1) Si bien pueden realizarse por otros medios. Becaérdese la espiral 
(le irracionales. 

TOMO m 
PigV» S8. 

44 
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por consiguiente, no son números, aunque se los llame núme
ros inconmensurables. 

1,4142 no es la raíz cuadrada de 2, porque [/Y no la tie
ne: 1,4142 es la raíz exacta del cuadrado (1,4142)*; cuadra
do que no dista mucho de 2, pero que no es 2. 

Mas, en fin, esos símbolos tienen el nombre de números; 
si bien sería el mayor de los errores imaginar que 'efectiva
mente lo son. 

Pero no se deduzca de aquí que los símbolos de imposibi
lidades aritméticas no puedan representar magnitudes efec
tivas. Podrá no ser dable expresar numéricamente la diago
nal A B 

Figura-sg. Figura 40. Figura 41. 

relacionándola con el lado igual á 1 del correspondiente cua
drado; pero no hay duda de que la diagonal A' B ' de otro 
cuadrado de lado doble que el primero, será 

= 2 veces A B , y triple la de un cuadrado de lado ti-iple, etc. 
A ' B ' = ' 2 x A B ; 
A " B " = 3 x AB,e tc . 

Una diagonal puede ponerse á continuación de otra, y 
otra y otra^y otra, y así lograremo» un» línea de una longi
tud igual a 5 diagonales;... una diagonal puede restarse de 
otra;... la cantidad ignal á 20 veces ana diagonal puede ser 
repetida 4, 6, 8, 10, 1000... veces por medio de una multipli
cación;... y ese producto, considerado como dividendo, puede 
dar lagar á todas las operaciones del dividir, snpnestos los 
correspondientes divisores no incoiunensorables. Loa quebra
dos también resultan de la comparación de unas diagonales 
con otras. Si consideramos á A" B " como inódalo,. entonces 

A B = 4-'de A " B " , y A' B ' = i . de A " B" , etc. 

Por manera que, aun sin conocer el valor namérioo de A B^ 
no ha habido inconveniente ninguno en hace^ operaciones ló-
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gioamente exactas y de un rigor matemático incuestionable, 
sea el que fuere ese valor. (Véase la última Lección del to
mo n . ) 

Esta doctrina causa ciertamente estrañeza al principiante 
cuando sé trata de símbolos que acaba de ver calificados de 
imposibilidades numéricas; pero es la misma de los objetos 
discontinuos. ¿No sumamos estrellas con estrellas, y soldados 
con soldados y flores con flores.,.? Y desde ciertos puntos de 
vista, ¿no resultan imposibilidades numéricas flores, soldados 
y estrellas...? 

No es, pues, necesario conocer si son numerables en sí 
ciertas magnitudes para sujetarlas á cálculos aritméticos, 
aun siendo ellas en sí imposibilidades aritméticas, únicamen
te cognoscibles por aproximación. 

Y en este sentido, pues, la Aritmética pura puede estu
diar y estudia ciertas operaciones á que se prestan los radica-
ies, sean inconmensurables ó no. > 

(Véase la citada última Lección del tomo II.) 



LKCCIÚN V 

Cálenlo de Ia« •proximiieiones * la rais cuadrada. 

Explicadas en la Lección final del tomo II las operacio
nes relacionadas con los radicales, pero independientes de sa 
valor numérico, toca ahora tratar del cálenlo de aproxima
ción á esos valores en el caso de ser irracionales; pues del 
caso de ser racionales (esto es, del caso de ser cnadrados per
fectos las cantidades subradicales) se trató ya largamente en 
las Lecciones correspondientes de la Parte I, así como, en las 
Lecciones restantes, del caso de ser cabos perfectos. 

AHÍ, dedaoidos de la elevación ¿ potencias, se expusieron 
varios métodos para la extracción de las raices cuadrada y 
cúbica, qué conviene repase bien el discípulo, para que las 
premiosidades de la práctica no le sean ahora obstáculos en 
la inteligeneia de lo que haya que agregar á las reglas estu
diadas allí. 

Dejemos'para más adelante las rilutivas á la ^ , y bás
tenos por el momento recordar que dos de los métodos de ex-
traociÓB de la raíz cuadrada se fundan totalmente en la cotn-
posieiin de las cantidades elevadas al cuadrado, y uno en el 
uso promisotto tanto de las Tablas de onadrado« y cubos oo> 
mo en esa tíómgoiieián misma. A este método áe la» Tablas 
(por más expedito en muchos casos) se dará á menudo prefe
rencia en estas LeocionM, referentes al valor numérico que 
represente á los irraoioitfties, ya qa« ¿«toi no lo tienen. ' 

El disoípalo recordará qne, áttáo nn guarisioao onya / ~ ha. 
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de extraerse, se le divide en períodos de á dos cifras de dere
cha á izquierda, y que, cuando es par el número de las cifras 
del guarismo dado, se busca en las Tablas el más próximo 
cuadrado entre los de seis cifras; y cuando impar, entre los 
de cinco. 

El discípulo ha de recordar también lo que se dijo acerca 
de las raíces de los números que no son cuadrados perfectos: 

Rara vez se nos dará un cuadrado perfecto para extraerle 
la, (/~; pues, como ya se ha recordado varias veces, en el mi
llón primero de la escala de la pluralidad sólo hay 1000 cua
drados exactos; de modo que, si entre 1 y 1000000 sacásemos 
números al azar, sólo una vez de ca-da mil daríamos con el 
producto de un número por sí mismo. De modo que el proble
ma, en general, de la extracción de Raíces se debe enunciar 
en estos términos: ' 

Dado un grado cualquiera déla escala de la pluralidad, 
hallar el mayor cuadrado conteñido en él, y además la dema
sía que va desde el cuadrado al número propuesto, la cual 
puede ser cero (1). 

Cuadrado de 514 según las tablas, 264196 • t 
111 Demasía. 

De modo que 
264307 = (214)4+111 

Todo número, pues, aritmétÍQamente considerado, ea igual 
á una potencia de otro número menor, más una demasía (que 
rara vez ê  cero). (2) 

(1) Este problema es análogo al da la operación de partir: 
Dado un n&nero cualquiera como dividendo, hallar cuántas veces está 

contenido en él exactamente el divisor como sumando; 6 bien, 6i el divi
dendo no está compuesto de nn número exacto de veces el divisor, hallar 
también el otro sumando menor que con el total de los sumandos iguale» 
al divisor integra el dividendo. 

Frimer caso Segando cato 
iO 10 

40 =3= 10-f 10-MQ-+-10, exactamente. áSsalO + lO+lO-f-lO-l-a 

(2) En el primer miUóú sólo hay 1000 oaadrados y 100 «ubos. 
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Este modo de considerar los cuadrados es una consecuen
cia de la teoría del sumar. 

5* = 5 x 5 = ( 5 + 54-54-5 + 5 ) + cero de demasía. 
28 = 5« + 3 = (5 X 5) + 3 = (5 + 5 + 5 + 5 + 5) + 3 de demasía. 

, 35 = 52 + 10 = *(5 X 5) + 1 0 = (5 + 5 + 5 + 5 + 5) + 10 de demasía. 

La demasía puede siempre llegar á ser el doble del nú
mero que se multiplica por sí mismo; porque la diferencia 
«ntre dos cuadrados consecutivos a* y (a 4- 1)* es igual al 
(doble de a) + 1, ó bien, á la suma de las dos raíces conse
cutivas. 

(a + 1)» —o« = (a».+ 2a + l) —a« = 2a + l = a + (o + l) 

Mientras se considere á los números como compuestos, 
por suma, de un cuadrado y una demasía (que será cero cuan
do el cuadrado sea perfecto), no. puede temerse que aparez
can los irracionales. Tanto los cuadrados como las demasías 
serán en todo caso números conmensurables entre sí, y ipo r 
tanto, conjuntos ó agregados de a^^os que les servirán de 
mensura. Las sumas de conmensurables no pueden dar in
conmensurables. 

Pero el conflicto surge en cuanto se pretende lo que no 
es; que todos los números aparezcan, no como formados por 
Jiumandos, sino por productos de otros nún^eros menores mul
tiplicados por sí propios; lo oaal es un imposible numérico, 
respecto de los grados de la escala comprendidos entre dos 
potencias consecutivas cualesquiera (1). 

V'd? = V^(6X6)-H(1 de demasía); formación por sama. 
\'x>:.x; imposible numérico. 

(1) En la operación de dividir no aparecen los quebrados, mientras los 
dividendos se consideran como constituidos por sumandos todos iguales 
menos uno menor. 

14 
2 

8 / 
= (3 + 3 -f- 3 + 8) + (un samando menor = 2). 

= 4 
Pero los quebrados tienen qUjB aparecer en cuanto se quiere lo que no 

«s: que todos los dividendos estén »>rmado8 siempre por multiplicación. 
14 3 . ' 

= 4 + -*• . - . 4 4 X 3 ' = 12 + ^ = 12 + 2 = 14 
3 8 3 
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No t ienen, pues, / ~ los grados de la escala de la plurali
dad existentes en t re dos cuadrados consecutivos. (Véase lue
go.) Pero , por el artificio de los quebrados, se les a t r ibuye 
una raíz aproximada, que tampoco t ienen. 

E l número 4 es el cuadrado de 2; (2 X 2); 
El número 9 es el cuadrado de 3; (3 X 3); 
Ent re los dos cuadrados 4 y 9 están los números 6, 6, 7 

y ft, ¿cuál puede ser la raíz de estos números? Claro es que 
no hay n ingún grado de la escala de la pluralidad que mul 
tiplicado por sí mismo dé, ni pueda dar, el mimero 5, ni el 6, 
n i el 7, ni el 8; paro, agregando quebrados convenientes á la 
imaginar ia raíz 2, se l lega á expresiones que mult ipl icadas 
por sí mismas, dan productos conmensurables próximos al 6, 
al 6, al 7 y al 8. 

P a r a esto se supone que t engan raíz los núms . yOO(XX)0, 
GOOOOOO, lOOOOOi) y 8(XX)0()0, por ejemplo, que son líXXXXX) 
de veces mayores que 5, O, 7 y 8. Se extrae la raíz de esos 
oiímeros enormes, se desprecia la demasía, la raíz se pa r t e 
luego por mil (raíz de lOOOOOO), y se considera-á los cuocien
tes resul tantes como raices aproximadas de esos números que 
no la t ienen; pues / 5 , j / ( 5 , . . . son símbolos de conceptos ima
ginarios . 

Claru es que en vez de agregar 6 ceros, pueden agregarse 
á los números inconmensurables 8 ceros, ó 10, ó 12, ó 14... 
ó más , siempre en número par , t ra tándose de la (/"", con tal 
de que luego en la raíz se separen t an t a s cifras como pares de 
Ceros se hayan agregado. 

V̂ ÓOÓOÓOO 
4-

10,0 
84 

KTO.O 
laá! ) 

2 7 10.0 
26796 

2236 

44 

cuadi-, 
de 22:} 
s. 1. t. 

BOOOOOO 
4 9 7 3 9 

2 710 0 

22 36 

4 46(6) 

446 
304 Demasía 

Luego }/T — 2,2 3 fi 

Demamn 304 

E l guarismo 60000Ó0 contiene, pues, al cuadrado de 2236 
•+- una demasía de 304. E n efecto: 

(2236)2+:»4 = 4999696-t-;Í04 = .5000000 



352 ARITMÉTICA POR APROXIMACIÓN 

Y adviértase esto bien: 
'22'VJ no es la t/" de 5 millones; pero lo es de un número próxitao 

como 4999696. 

Luego, si partimos por 1000 la raíz 2236, el cuociente 
2,236 multiplicado por sí mismo, no dará nunca el núm. 5, 
pero si una expresión que le sea muy próxima. 

Y, efectivamente, 
(2,23 6)2 
21! 7 9 6 

1329 
8 4 

4,9 9969 6 

2,2 3 6 
X 2,2 3 6 
18416 
6708 

4472 
.4472 

999 Falta una miléaima para que 
1000 este número mixto sea = 5 . 

Todavía la aproximación seitía mayor (evidentemente), si 
envez de agregar al 5 seis ceros, le hubiésemos agregado ocho 
ó diez, ó muchos más, veinte, treinta ó cuarenta, por ejemplo. 

De la misma manera encontraríamos expresiones que, 
multiplicadas por sí mismas, se acercasen en sus productos 
al 6, al 7, al 8, y 

En general, á los grados de la, pluralidad intermedios en
tre dos cuadrados consecutivos cualesquiera. 

Hallar la raíz de 72: 

/ 72000000000000 
64 
80,0 
656 

8485281 / 72000000000000 
64 
80,0 
656 

16 
/ 72000000000000 

64 
80,0 
656 168 
1440.0 
13504 

1696 1440.0 
13504 

16970 
8960.0 
S.48 26 

16970 
8960.0 
S.48 26 169704 
477500 
889404 1697056 477500 
889404 
18809600 
13576384 '•' 

28831600 
l<í97056t 

Dmatia, 6361089 
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V 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Tablax 71910 4 

89 «00 
477500 
1 3 8 1 9 6 0 0 

2 3 3 2 1 0 0 0 
Demasía. 6 851039 

8485281 
16 9 6 (5) 
1 6 9 7 O (2) 
10 9 7 0 4 (8) 
109 705 6(1) 

La raíz hallada 8485281 no es la raíz del enorme número 

72000000000000: 

pero lo es del mayor cuadrado contenido en él. Dividamos 
esa raíz por 10()0CX)i) y el guarismo 

8,485 281 

se llamará, porque en eso consiste la ficción matemática, 
la raíz aproximada del 72 (aunque 72 ñola tiene, ni exacta ni 
aproximada). 

En efecto: ' 
Calculando con cinco decimalei (1), tendremos que el cua

drado de 8,48528 es casi 72. 

(8,4 8 5 28)« 
8 , 4 8 5 2 8 

X 8 , 4 8 5 2 8 

1 3 5 7 6 3 8 4 
3 3 9 4 0 4 

8 4 8 2 5 
1 3 6 0 4 
6 5 6 

6 4 

6 7 8 8 2 2 4 
1 6 9 7 0 5 6 

4 2 4 2 6 4 0 
6 7 8 8 2 2 4 

8 3 9 4 1 1 2 
6 7 8 8 2 2 4 

7 1 , 9 ^ 9 9 7 6 6 7 8 4 7 1 , 9 9 9 9 7 6 . . . . 

Se ve, pues, que la supuesta raíz hallada, multiplicada 
por si misma no da 72 (lo cual es imposible); pero si uii nú
mero tan aproximado como 71,9999, al cual sólo faltan —^ 
para ser el número propuesto. 

(1) Cinco decimales son los que de ordinario contienen las tablas no 
destinadas á cómpatos qoe exijan extraordinaria aproximación. 

TOMO in. 46 
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SIGNOS DE IRRACIONALIDAD DE LA BAÍZ DE UN CUADRADO 

No es necesario extraer materialmente la \/ de uu gua
rismo del sistema decimal para saber si es ó no cuadrado per
fecto en los casos siguientes: 

1.° Cuando acaba en 2, 3, 7 y 8: ningún productillo cua
drado acaba en esas cifras; 

2." Cuando termina en un número impar de ceros; porque 
todo guarismo acabado eu cualquier número de ceros, multi
plicado por sí mismo tiene en el producto pares de ceros: 

10 X 10 = 100; 100 X 1000 = 10000; 1000 x 1000 = 1000000, etc. 

3.° Guando no acaba en 25, aunque termine en 6. En 
efecto, 

5 x 5 = 25 

05 
X...05 X. 

15 
..15 

25 
X...25 X. 

, 35 
..85 

45 
X...45 

.... 25 75 
..5 

, ,25 
,,, 0 

..75 25 
...!.0 

75 
..5 

, ,25 
,,, 0 ..5 .....0 
, ,25 
,,, 0 ..5 

..25 25 9,5 25 
i 

.... 55 
X...55 X. 

. 65 

..66 
. 75 

X...75 X. 
85 

. 85 
95 

X...95 
75 

, 5 
,,25 
, 0 

, 75 
5 

.25 .... 75 
5 

25 ?f5 25 

4.** No' es racional ningún guarismo cuyos factores primos 
no tienen exponentes pares. Porque ningún primo sin expo
nento es cuadrado; y porque, tenga el exponente que tuviere, 
todo primo multiplicado por sí mismo, resulta con exponen
te par 

a' X a' = o' + ' = o* 
a* X o* = a* -i- * = o* • 
o' X o ' = a ' -(- * = a* etc, 

5,° Por consiguiente, todo guarismo par no divisible 
por 4 es irracional por no entrar en él el factor 2*, sino el 
factor 2 ' ; y 

/ 
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6." Por consiguiente también, todo guarismo impar que, 
disminuido en 1, no sea divisible por -i, es irracional. Porque 
la raíz no puede ser par, según lo anterior; ni tampoco puede 
ser par, porque 

(Número par + 1 ) * = [(2 x n 4-1)«] 
= (2 X n)« + [2 X (2 n X 1)] + 1« ' 

= múltiplo de 4 4- 1 
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ExtraerióB de la rafx cuadrada por las tablas 
y por ^apo«. 

Por su expedición, se da regularmente preferencia en la 
práctica al método promiscuo que utiliza las tablas en la 
extracción de la (/~ por grupos y por división. Obtenidas, 
siempre tres cifras con el auxilio de las tablas, se logran las 
dos siguientes por división: habiendo ya cinco, se calculan 
cuatro más por división también; ya con nueve, se pueden 
computar del mismo modo otras ocho... eto., según todo se 
explicó en el Libro Vil de la Parte I. 

Pero entonces, por no poderse tratar allí de las demasías 
en cnanto ellas son el origen de la irracionalidad de los gna* 
rísmos que no son cuadrados perfectos, se dejó para esta oca
sión el explicar las razones de t&l procedimiento, que ^ebe 
nstrse con sumo discernimiento, gran prudencia y gran pre-

. caución, por no ser exacto ouftndo hay demasías y estas de
masías alcanzan ciertos valores. 

Prooedfkmos á la correspondiente explicaoiótt. 
Obtenida por cualquiera de los métodos ordinarios más de 

la primera mitad a de las cifras de la ¡T" de un numero N, 
que por ahora supondremos cuadrado perfecto, la otra parte 
b de la i/" se puede hallar por medio de la operación de par
tir, por ser igual eM otra parte del cuadrado al cuociente que 
se obtenga dividiendo la diferencia N — a* por el doble de a. 
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Esta división dará un residuo, que será igual 6*. 
nj- /'cuadrado perfecto\ f„r «egnido de tantos cerosi _. i \2 
^̂  V, por hipótesis. ) ~ {."• 1 como cifras tenga 6 J "T" "J 

' . - . N = a 2 4 - 2 a 6 + 6* 

. - . N — o * = -2a6- | -6* 

N - « ' 
2 n 

0 bien: 
Dividendo, N — a- 2 a, divisor 
Residuo, b* Residuo, b* 

b, cuociente 

Elijamos para comprobación numérica un caso de lo más 
desfavorable que se pueda, tal como el cuadrado 101989801. 
Esto caso es muy desfavorable, porque la V̂ "" de ese número 
es 10099, cuyas primeras tres cifras (mitad -+- 1) son el nú
mero 100 (que es el menor posible de tres cifras) y cuya otra 
parte es 99 (número el mayor posible de dos cifras). 

Tendremos, pues, 
10099 

X 10099 

N (cuadrado) = (10099)» = 101989801 

a» = (100 con dos ceros)» = 100000000 

6«= (99)2 = 9801 

Todo lo cual dará: 

90891 
90891 

10099 
101989801 

99 
99 
891 
891 
9801 

lOIMOWt-IOOWWOOO 

20000 

1989801 
200000 

= 99 -t- 9801 
aoooo 

= 99- •»601 
20000 

( N - a » ) =1989801 
189801 

Residao == 6» = (99)» = 9801 

20000 = (2X0 ) 

99 s= 

, Hasta aquí no hay dificultad ninguna, y esto pudo mny bien 
haberse dicho en el Libro VII de la Parte I, por estar todo 
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ello dent ro de los principios de la extracción do la v de los 
cuadrados perfectos, ó sea de los conmensurables . 

Pero supongamos que N no sea cuadrado. Tendremos en
tonces otro guarismo N ' , que contendrá al cuadrado (a -t- b) 
y además una demasía. 

N' = (o [con tantos ceros como cifras tenga 6] + fe)* -t- una demasía; 
N' = (o* -f- 2 o i> + ¿>*) + una demasía; 

de donde resul tará 

Dividendo = N'— a*-f-demasía 
Residuo = b'^-i- demasía 

•2a /con tanto» ceros como \ . l i ^ a n r { clfra«teDg«6 ) ai-nsoT. 

b, cuociente 

L a demasía, según sabemos, puede ser igual á todos los 
números comprendidos en t re 1 y el doble de la ra íz . Po r con
siguiente, mientras la demasía y 6* no l leguen á componer 
una suma que aumente el dividendo en una cantidad = 2 a, 
no variará , ev identemente , el cuociente 6. Pe ro , en cnanto 
la demasía unida á h' aumente el dividendo en a n a cantidad 
igual á 2 a, ó en una cant idad mayor todavía que 2 a, en
tonces el cuociente no será ya 6, sino 6 -f- 1. 

Sea la demasía = 1; 
Sea N ' = 101989102; 
Sea a = 100 (con dos ceros); 
Sea 2) = 99; 

y tendremos: 

101*89102-100000000 
20O0O 

99 H u 
20000 20000 

N' —««=1989102 
188602 

Eeáduo = 6» -+-1 = (99)«-+-1 == 9802 
Sea ahora la demasía = 1000 

aoooo 
99; como antes. 

»T. a (101089801) + 1000— 100000000 QO _, U«01 
20000 2000O 

101900801—100000000 
20000 

9W1 
20000 

Besidao: 

Dividendo = 1990901 
190801 

í 6» -f 1000 = (99)» 4-1000 = 10801 

20000 divlBor 

99; oomo antes. 

Atm con ser 1000 la demasift, el onooiente es 99. 
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Sea la demasía ahora = 10199, y tendremos 
101989801 +• 10199 = 102000000 

N' — a2 = 102000000 — (100 con dos ceros)'-* 

2000000 20000 
100, y uo 99 como antes; ó bien =99 -4 -1 

Se ve, pues, que cuando 6* y la demasía aumentan el di
videndo en una cantidad igual á 2 o, aumenta el cuociente 
h en una unidad. 

Y con mucha más razón sucederá lo miámo, si la demasía 
es aún mayor, como puede serlo, pues, en el caso actual, 
puede llegar á ser = al doble de la raíz 10099; esto es, 
= 20198. 

(101989801 + 20198) — (100 con dos ceros)» = 2009999 

20000 N ' — a* 4 - demasía = 2009999 
0009999 

100 = 9 9 + 1 

Se ve, por tanto, que, cuando hay demasía, el sistema de 
hallar la v'~ por división y por grupos puede dar un cuocien
te exacto, ó bien un cuociente mayor en 1 que el verdadero; ~ 
y que esto sucede en cuanto el residuo 6* (igual al cuadrado 
del segundo término que no se descuenta por el sistema de 
grupos y división), unido á la demasía, iguala ó excede á la 
primera parte de las cifras de la \'~^ la cual primera parte 
contiene siempre una cifra más que la otra parte. 

Y, si esto sucede ya cuando la primera parte de la raíz 
contiene una cifra más que la segunda parte, con mayor ra
zón sucedería si las dos partes fueran de igual número de 
cifras, ó la segunda tuviese más cifras que la primera. 

De todo lo cual resulta que el teorema en que se funda el 
sistema de extracción de la \'~ por grupos y por división 
debe enunciarse como sigue: 

Obtenida por cualquiera de los métodos ordinarios más 
de la primera mitad a de las cifras de la ^'~ de un número 
N, la otra parte 6 es igual, si N es un cuadrado perfecto, al 
cuociente resaltante de dividir la diferencia N — o * por el 
duplo de o, división en la cual aparecerá 6* como residuo. 
Pero, si hay demasía, la división dará en el cuociente unas 
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veces la segunda parte b exacta de la raíz, y otras veces dará. 
?j -+- 1. Dará b cuando el residuo 6*, unido con la demasía, uo 
aumente el dividendo en una cantidad =2 a; y dará 6-1-1 
cuando sumen 2 o, ó una cantidad > 2 a. 

El sistema expeditivo no debe, pues, usarse sin gran 
discernimiento, ni por calculadores que carezcan del tino 
práctico que se llega á adquirir únicamente á fuerza de 
operar. 

Los que no tengan motivo para confiar en su destreza, 
deben, por tanto, reducirse á hallar por las' tablas las tres 
primeras cifras de la y " , y obtener las demás por el método 
de condensación. 

102000000 
Tablas 100^= 10000 

20000 
191900 

Deinama 10199 

100 99 

2009 
20189 

102000000 = (10099)* +10199 

102009999 
(lOOJ'í íafcifl*, 10000 

20099 
201899 

ItemaHa máxima = 20198 

100 99 

2009 
20189 
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R a f e e s p o r d e f e c t o y p o r e x e e s o . 

La demasía, según sabemos, puede llegar á ser doble de 
^a raíz hallada; por consiguiente, todos los números desde el 
siguiente al primero de dos cuadrados consecutivos hasta el 
inmediato al segundo de los dos cuadrados, pueden aparecer 
-como demasías. Por ejemplo, entre 4* y 5*, 

16 = 4* + cercr de demasía 
17 = 4» -+• 1 de demasía 
13 = 4* + 2 de demasía 
19 r= 4* -4- 3 de demasía 
20 := 4* 4- 4 de demasía 
21 = 4^ 4 - 5 de demasía 
22 = 4» •+• 6 de demasía 
23 = 4» + 7 de demasía 
24 = 4* -)- 8 de demasía. 
25 = 6» 

Tratándose de aproximaciones (no de exactitudes) es claro 
•que la raíz de 17 (la cual no existe), es más bien 4 que no 5; y 
<iue la raíz de 24 (que tampoco existe) es más bien 5 que no 4. 

No tenifiindo raices los números existentes entre dos cua
drados consecutivos, se buscan otros números que las repre
senten, y hagan aproximadamente los oficios que esas raicen 
imaginarias hartan, si existieran. Con tal fiu se agregan á los 
números carentes de raíz muchos pares de ceros, se extrae la 
i'aÍE de esos guarismos, se desprecia la última demasía y se 
parte el resultado por una potencia de 10 igual ál número de 
pares de ceros, 6 sea á la mitad de todos los ceros agrega
dos. Así las llamadas raices de 17, 18, 19,... 24\ se obtienen, 

/^^n tres decimales, como sigaa: 
TOMO m 46 
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V ' l 7 = 1 7 0 0 0 0 0 0 
Tablas 1 6 9 7 4 4 

4 1 2 3 •. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

4,1 2 3 
X 4,1 2 3 V ' l 7 = 1 7 0 0 0 0 0 0 

Tablas 1 6 9 7 4 4 
8 2 4 (3) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 2 3 6 9 

2 5 6 0 0 
Demasía 8 7 1 

8 2 4 (3) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

4 1 2 3 2 5 6 0 0 
Demasía 8 7 1 

4 2 4 2 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 6 4 9 2 
1 6,9 9 9 l T 9 ^ 

V ' l 8 = 1 8 0 0 0 0 0 0 
TaJAcis 11'i 11Q 

4 2 4 2 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

4,2 4 2 
X 4,2 4 2 V ' l 8 = 1 8 0 0 0 0 0 0 

TaJAcis 11'i 11Q 
8 4 8 (2) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

8 4 84 
1 6 9 6 8 
84 8 4 2 2 4 0 0 

Demasía 5 4 b 6 

8 4 8 (2) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

8 4 84 
1 6 9 6 8 
84 8 4 2 2 4 0 0 

Demasía 5 4 b 6 

4 3 5 8 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 6 9 6 8 
1 7,9 9 4 5 6 4 

V/19 = 1 9 0 0 0 0 0 0 
Tablas 18 92 2 5 

7 7 5 0 0 
/ >emasía 7 8 8 6 

4 3 5 8 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

4,3 5 8 
X 4.3 5 8 V/19 = 1 9 0 0 0 0 0 0 

Tablas 18 92 2 5 

7 7 5 0 0 
/ >emasía 7 8 8 6 

8 7 0 (8) • 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

3 4 8 64 
2 17 90 

1 3u 7 4 

V/19 = 1 9 0 0 0 0 0 0 
Tablas 18 92 2 5 

7 7 5 0 0 
/ >emasía 7 8 8 6 

4 4 7 2 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 7 4 3 2 
1 8.9 9 2 1 6 4 

• V'20 = 2 0 0 0 0 0 0 0 
Tablas 1 9 9 8 0 9 

4 4 7 2 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

4,4 7 2 
X 4,4 7 2 • V'20 = 2 0 0 0 0 0 0 0 

Tablas 1 9 9 8 0 9 
89 4 (2) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

S 9 4 4 

1 9 1 0 0 
Demasía 1 2 1 6 

89 4 (2) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 7 8 8 8 1 9 1 0 0 
Demasía 1 2 1 6 

4 5 8 2 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 7 8 8 8 
1 9 , 9 9 8 7 8 4 

\/21 = 2 1 0 0 0 0 0 0 
Tablas 20 97 6 4 

4 5 8 2 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

4,5 8 2 
X 4,5 8 2 \/21 = 2 1 0 0 0 0 0 0 

Tablas 20 97 6 4 
9 1 6 (2) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

91 «4 

2 3 6 0 0 
Demasía b'21& 

9 1 6 (2) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

2 2 9 10 2 3 6 0 0 
Demasía b'21& 

4 6 9 0 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 8 8 2 8 
2 0,9 9 4 7 2 4 

\''22 = 2 2 0 0 0 0 0 0 
Tabla» 2 1 9 9 6 1 

4 6 9 0 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

4,6 9 
y 4,6 9 \''22 = 2 2 0 0 0 0 0 0 

Tabla» 2 1 9 9 6 1 
9 3 8 (0) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

4 2 2 1 

Demasía 3 9 0 0 
9 3 8 (0) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 8 7 6 Demasía 3 9 0 0 

4 7 9 5 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

2 1,996 1 

V''S = 2 3 0 0 0 0 0 0 
Tablas 2 2 9 4 4 1 

4 7 9 5 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

4,7 9 5 
X 4,7 9 6 V''S = 2 3 0 0 0 0 0 0 

Tablas 2 2 9 4 4 1 
9 5 8 (6) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

2 8 9 7 5 
4 R 1 5 5 

« » « 7 « 5 5 9 0 0 
Demasía 7 9 7 5 

9 5 8 (6) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

2 8 9 7 5 
4 R 1 5 5 

« » « 7 « 5 5 9 0 0 
Demasía 7 9 7 5 

4 8 9 8 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 9 1 8 0 
2 2.9 9 2 0 2 6 

v/24 = 2 4 0 0 - 0 0 0 0 
Tablas 2 3 9 1 2 1 

4 8 9 8 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 4,8 9 8 
X 4.8 9 8 v/24 = 2 4 0 0 - 0 0 0 0 

Tablas 2 3 9 1 2 1 
9 7 8 (8) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 
8 9 1 8 4 

8 7 9 0 0 
9 7 8 (8) 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

8 9 1 8 4 
Demaña 9 5 9 6 

•. vTi = 

•. /I8 = 

•. ^19 = 

-. Vw = 

•. V^2Í = 

• . ^ 2 2 = 

•. ^ ^ ^ = 

•. ^ 2 4 = 

4,12 3 

4,2 4 2 

= 4,358 

= 4,4 7 2 

= 4,58 2 

= 4,690 

= 4,795 

= 4,898 

1 9 6 9 2 
2 3,9 9 0 4 0 4 
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Las ocho llamadas raíces (sin serlo) de los ocho números 
17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 y 24, 

Tesultan (de los procedimientos anteriores) ser, respectiva
mente, los quebrados 

4,123*; 4,242; 4,35S; 4,472; 4,582; 4,690; 4,795, 4,898. 

Todas estas supuestas raíces se llaman raices por defecto; 
porque multiplicadas por sí mismas, dan productos menorea 
que los números de que se dicen raíces. 

(4,123)2, supuesta raíz'de 17, no da 17, sino 16,999; falta 0,001 
(4,242)*, supuesta raíz de 18, no da 18, sino 17,S)Í)4; faltan 0,006 
(4,35B)'2, supuesta raíz de 19, no da 19, sino 18,992; faltan 0,008 
(4,472)", supuesta raíz de 20, no da 20, sino 19,998; faltan 0,002 
(4,582)^, supuesta raíz de' 21, no da 21, sino 20,994; faltan 0,006 
(4,690)-¿, supuesta raíz de 22, no da 22, sino 21,996; faltan 0,004 
(4,795)i, supuesta raíz de 23, no da 23, sino 22,992; faltan 0,008 
(4,b98)í supuesta raíz de 24, no da 24, sino 23,990; faltan 0,010 

Desde luego se echa de ver lo escaso de la aproximación 
de estas supuestas raíces; lo cual no debe extrañarse, aten
diendo al corto número de pares de ceros agregados al 17, 
al 18, al 19,... Para una aproximación que algo satisfaga en 
los cálculos esmerados á las exigencias de la práctica, se ne
cesita agregar, cuando menos, á los números cuyas raíces se 
buscan, de diez á doce ceros. Aun el suponerlos billones es á 
veces insuficiente todavía. 

Pero, por mucho que llame la atención tal deficiencia (que 
siempre está en nuestra mano disminuir hasta haberla in
apreciable), más de seguro la llamará (y con mucha mayor 
i'azón) lo desigual de las aproximaciones. A una raíz le falta 
solo 1 milésima, á otra 2, á otra 4, á otras 6, á otras 3, á 
-otras 10!! 

Necesariamente, esta clase de disparidades hubo de hacer 

(*) Pero no se olvide nunca que, cuando se dice, pbr ejemplo, que 

V'l7«=4,l28 

no ha de entenderse que 17 tiene ^~, sino que 

4,128x4,123 

'^a o s producto conmensurable que no dista mucho de 17, 16,999, ete. 
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pensar en acortar diferencias; y esto dio por resultado las lla
madas raices por exceso (aunque tampoco sean raíces). La» 
raices por exceso son números que, multiplicados por sí pro
pios, dan guarismos mayores que aquellos cuyas raíces se 
buscan; pero que distan menos de ellos que los productos de 
las correspondientes raices por defecto. 

Por ejemplo: 
La raíz por defecto de 24 es (según antes consta), 4,898, 

cuyo producto por sí misma, es 23,990404, al cual habría que 
agregar, nuere mil quinientas noventa y seis millonésimas 
para obtener el 24; 

23,990404 
+ 0,009596 

24 

Pues bien: si en vez de considerar como raíz de 24 al que
brado 4,898, tomamos por raíz al quebrado 4,899, y lo mul
tiplicamos por sí mismo, obtendremos por producto 24,000201; 
guarismo mayor que el 24 en solas 201 millonésimas. De modo 
que & la raíz por defecto de 24 le faltan 9596 millonésimas,, 
mientras que ¿ la raíz por exceso del mismo 24 le sobran 201 
millonésimas. 

4,899 
4- 4,899 

44091 
44091 

39192 
19696 
24,000201 

No puede, pues, caber .dada ningnn» de que la llamada-
raíz por exceso dista machísimo menos del 24 qne la corres
pondiente ̂ or defecto. 

Generalizando esta evidencia, se sastitayen las raices por 
defecto con las raicee por exeeeo, siempre qae éstas están más 
cerca qne aquéllas del número onya raíz se basca. 

Ál efecto, se haee el cálenlo conxo antes, bueeündo constan-
temetde raicee por defecto; y, en cnanto se ha llegado ya al 
número de cifras para la raíz qné se considera sáftdente, se 
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aumenta en una unidad la última cifra de la raíz hallada cuan
do la última demasía es MAYOK que esa misma raíz. 

Asilas llamadas raíces de los números 17, 18, 19,... han 
de ser, no precisameute las antes registradas, sino las que 
siguen: 

4,123, como anfces, porque la última demasía 871 es < que la raíz 
hallada 4,123 

\ / Í 8 = 4 ,243, en vez 4,242, porque la última demasía 5,486 es > q u e la raíz. 
haUada 4,242 

v/l5> = 4,359, en vez de 4,358, porque 7,836 >.4,538 

V 20 = 4,472, como antes, porque 1,216 < 4,472 

v/21 = 4,583, en vez de 4,582, porque 5,276 > 4,582 

V 22 = 4,890, como antes, porque 39 < 469 

v/2B == 4,796, en vez de 4,795, porque 7,975 > 4,795 

\ /24 = 4,899, en vez de 4,898, porque 9,596 > 4,898. 

Ciertamente no es necesario poner frente á frente los re
saltados de las raices por defecto y de las raices por exceso^ 
para Ter la conveniencia de éstas soWe aquéllas en el caso de 
ser las últimas demasías > que las raices por defecto calcula
das. Sin embargo, deben estudiarse las consecuencias de tal 
comparación, para que las ventajas aparezcan gr&fícamente, 
y se fijen en la imaginación. 

v / l i por defecto, 4,2 4 2 v ' lS por exceso, 4,2 4 3 
X 4,242 X 1,248 

8 4 8 4 1 2 7 2 9 
1 6 9 6 8 1 6 9 7 2 
8 4 8 4 8 4 8 6 

1 6 9 6 8 1 6 9 7 2 

1 7 , 9 9 4 5 6 4 '• 1 8 , 0 0 3 0 4 9 
Fidtonpar»18, 0 , 0 0 5 4 3 6 Sobran de 18, 0 , 0 0 8 0 4 9 Ventaja,0,002387 

1 8 18 . 
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v 1'.'poi" 'íefecto, 4,3 5 8 V 19 por exceso, 4,3 5 9 
X 4,35 8 X 4,3 5 9 

3 4 8 6 4 3 9 2 3 1 
2 1 7 9 0 2 1 7 9 5 

1 3 0 7 4 1 3 0 7 7 
1743-2 1 7 4 3 6 

1 8 , 9 9 2 1 6 4 1 9 , 0 0 0 8 8 1 
Faltan para 19, 0,0 O 7 8 3 6 Sobran de 19, 8 8 1 Ventaja, 0,006955 

19 l'J 

\' 21 por detecto, 4,5 8 2 v/21 por exceso, 4,5 8 ó 
X 4,582 X 4 ,583 

9 1 6 4 1 3 7 4 9 
3 6 6 5 6 3 6 6 6 4 

2 2 9 1 0 2 2 9 1 5 
1 8 3 2 8 1 8 3 3 2 

20 ,99472 .4 2 1 , 0 0 3 8 8 9 
Faltan para21, 0,0 O 5 2 7 6 Sobran de 21, 0,0 O 3 8 8 9 Ventaja, 0,001387 

2 1 2 1 

v/23 por defecto, 4,7 9 5 \ /23 por exceso, 4,7 9 6 
X 4,7 9 5 X 4,7 9 6 

2 3 9 7 5 2 8 7 7 6 
4 3 1 5 5 4 3 1 6 4 

3 3 5 7 5 • 3 3 5 7 2 
1 9 1 8 0 1 9 1 8 4 

2 2 9 9 2 0 2 5 2 3 0 0 1 ^ 1 6 
f a l t an para 23, 0*007975 Sobran de 23, ' 1 6 1 6 Ventaja, 0,006359 

23 23 

V ^ por defecto, 4,8 9 8 s/ii por exceso, 4,8 9 9 
X 4,898 X 4,899 

8 9 1 8 4 4 4 0 9 1 
4 4 0 8 2 4 4 0 9 1 

. 3 9 1 8 4 8 9 1 9 2 
1 9 5 9 2 1 9 6 9 6 

2 3 , 9 9 0 4 0 4 2 4 , 0 0 0 2 0 1 
P'altan í)ara24, 0 , 0 0 9 5 9 6 Sobran de24, 2 0 1 Ventaja,0,009395 

24 24 ' 

Este prooedimíenfco de las raices por defecto y por exceso 
«s el empleado oonístantemeiite en el cálenlo de los números 
•aproximados qne representan á los guarismos carentes de 
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raíz. La última cifra de cada decicial es en una unidad ma
yor de lo que resulta de la extracción de raíces por defecto, 
siempre que así la aproximación aparece mayor. Por lo cual 
la última cifra de las tablas nunca es de fiar, por ignorarse 
si es, ó no es, la que naturalmente resultó de la extracción 
de raices por defecto. 

Y, por esta razón misma, cuando queremos calcular con 
menos cifras decimales que las que traen las tablas, hay que 
aumentar un 1 á la última cifra decimal cuando la cifra 
siguiente á la que deja de utilizarse es > 5. 

•Por ejemplo: En Tas tablas de raíces cuadradas tenemos 
los datos siguientes con 7 decimales: 

v'lT = 4 ,1231i)5( i 

v';!.) = 4,3 5S8;>8!t 

V 20 - 4,4 •? 2 1 3 O O 

\/'2l = 4,5 8 2 5 7 5 7 

V/22==4,6904158 

V^23 = 4,7 y 5 8 3 1 5 

v/'Jt = 4,8 9 8 O 7 9 5 

Pues, si en vez de siete decimales, creyésemos suficiente 
calcular con cuatro, cinco, ó bien con seis, deberíamos, eu 
los casos necesarios, adoptar los números siguientes, en lu
gar de los respectivos tabulares. 

Con 4 deoimalea Con 6 decimales Con 6 decimales 

v/Í7 = 4,1231 \ / r Í = 4,12310 \/l7 = 4,12310(1 
V/Í8 = 4,2426 V^íi = 4,24264 v'lS = 4,242641 
V/Í9 = 4,3589 V/'l -^ = 4,35890 \/ld=4,868899 
\/20== 4,4721 \/26 = 4,47214 \/20 = 4,472136 
\/2Í = 4,5826 v/2Í = 4,58258 \/2í = i,5b2516 
v/23 = 4,6904 y/si = 4,69042 v/22 = 4,690416 
V''23 = 4,7958 \/23 = 4,79583 v^¿} = 4,795831 
v/24= 4,8990 v/'¿4 = 4,89898 v^24 = 4,898979-
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Este artificio de las raices por exceso acorta las grandes 
disparidades que ofrece el método exclusivo de las raíces por 
defecto; pues deja siempre reducido el error á menos de me
dia unidad del último orden decimal computado. Por ejem
plo: á la raíz por defecto 4,898 del número 24, le falta (como 
ya hemos visto) casi una unidad del orden de las milésimas, 
último Qomputado (exactamente -^^ de milésima), error de 
cierto considerable; mientras que á la raíz por exceso 4,899 
le sobran sólo -¡^i error que ya puede dispensarse eu cálcu
los no esmerados. Las demasías, según sabemos, pueden te
ner por valores desde 1 hasta el doble dfe la raíz; esto es, que 
«8 posible verlas representadas por un quebrado insignificante 
é por un quebrado casi igual á 1. 

Que usando promiscuamente, y del modo explicado, raíces 
por defecto y raíces por exceso, no puede el error en la apro
ximación pasar de media unidad del último orden decimal 
computado para la raíz, es punto de casi evidencia, conside
rando lo que sigue. 

Supongamos que la última demasía sea igual á la raíz ya 
calculada, y que tengamos 

...00 

.'.,..00 
00 

demasía 

raíz = demasia 

doble de la raíz ó,de la demasía. 

Supongamos también que convenga, por exigenci&s de 
mayor exactitud, no dar por terminada en ese límite la ope
ración: al efecto, habr i que agregar dos ceros á la demasía, 
y separar el de la derecha, lo cnal equivale i mnltiplioar la 
demasia por 10; 

. . . .00 
00 

. . . . . . . 0 0 
demasía 0.0 

demasía 

doble de I» demasía. 
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Y, por consignieate, para coutimiar la operación habrá 
•que dividir la expresión demasía X 10 por la expresión doMe 
de la demasía. 

<1eina»la x 10 
demasía x 2 

lo que, evidentemente , dará un cuociente = 5; (0,5) 

Así, pues, cuando la demasía sea, no ya igual á la raíz 
hasta entonces computada, sino > que ella, habrá de resul
ta r siempre > 5 la cifra que haya de agregarse á la derecha 
de los decimales de la raíz ya hallada; esto es, que la agrega
ción será igual á 5 y un quebrado, ó bien á a lguna de las ci
fras superiores á 5, tales como <!, 7, 8 ó 9. 

Pero , no bien la cifra decimal de la derecha es > que 5 en 
una raíz, ó, lo que es lo mismo, no bien la úl t ima demasía es > 
que la raíz hallada, se adopta ya al dar por terminado el cál
culo la correspondiente raíz por exceso; de modo qiie nunca 
el error puede pasar de 6 por defecto, ni exceder de 5 por ex
ceso. Luego las disparidades de aproximación no pueden pa . 
sar de — unidad del orden decimal que se compute suficiente 
p a r a l a relat iva exact i tud de los cálculos numéricos. 

Y, como regu la rmente las tablas ordinarias suelen tener 7 
cifras decimales, claro es que los mayores desvíos ó discre
pancias de aproximación nunca pueden exceder de -^ diez 
millonésima, desvío despreciable en los cómputos comunes. 
Y, si en los cálculos se emplean menos cifras decimales (como 
suele acontecer), el error no excederá de - j millonésima cuan
do se utilicen 6 cifras, ni de -j cienmilésima cuando 5. 

Compárense con atención los resultados inscritos al pie 
de la anter ior pág ina 367. 

V'l7 = 4,r231 / Í 7 = 4.12310 * 17 = 1,12;Í1CN; 

V̂  18 = 4,2 i-2(! V/18 = 4,24¿(;4 V' is" = ,4;_> 12611 
E c . Etc. Etc. 

Por úl t imo, es de notar que las diferencias de un decimal 
á otro de los que hacen oficios de irracionales (sin serlo), dis
minuyen á medida que crecen los guarismos cuyas raíces se 
buscan. 

TOMO ni <7 
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Diferenriag. Incrementos. 

\ It) = 4,f)iJC»{X)00 

V n = 4,123105<5 123105(5 
\ 'iH = 4,2426407 
v/l!» = 4,;5ó8S!lSü 
\'20 = 4,4721360 
\''Tl == 4,5826757 
V''22 = 4,6904158 
V '23 = 4,7!I5H:315 

V -24 = 4,S'.>807!>5 

11V5351 a57()5 

1162582 32769 

1132371 . 80211 

1104397 27974 

1078401 25996 

1054157 2424 i 

1031480 22677 

No están, pues, igualmente distribuidas ni las diferencias 
ni los incrementos entre los sustitutos de los irracionales (1). 

(í) En los mejores autores se lee como teorema el eaunciado siguien
te, ú otro que sólo difiere de él en las palabras, pero no en el concepto: 

«Las dos raíces cuadradas por defecto y por exceso están desigualmen
te aproximadas á la raíz cuwlrada exacta.^ 

Pero, si sólo hay raíces aproximadas por defecto y por exceso cuando 
se trata de irracionales, ¿cómo se da por sentado que en tal caso, haya 
raii;es exactaii' Así es, que, tanto el enunciado, como la demostración de 
ese llamado teorema, son en realidad ininteligibles. 

Sin dada lo que se quiere dar á entender es que de las dos raíces, por 
defecto y por exceso, la más aproximada resultará siempre aquella cavo 
cuadrado diste menos del irracional cuya raíz, aunque imposible, se pide. 
y , pudiendo la demasía oer igual, á dos veces la raíz por defecto, claro es 
que esta raíz por defecto multiplicada por sí ndsma, dará un producto más 
cercano al irracional propuesto, cuando sea menor que ella misma la de
masía resaltante, y que, cuando la demasía aparezca mayor que la raiz^ 
por defecto, distará menos del citado irracional el producto resaltante de 
la raíz por exceso multiplicada por sí misma. 
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ftitccione» aperiódicas. 

Las fracciones decimales (según tenemos estudiado en el 
Libro I de la Parte II), son: 

ó exactas, 
ó peiiüdicas. 

Son exactas las correspondientes á los quebrados comu
nes que tienen 2, ó 5 en el denominador: 

- = 0.5; — = 0,2; - = ~ = 0,05. 
2 ' 5 ' ' 20 2' X o 

y son periódicas las que tienen otros factores en el res
pectivo denominador. 

— = 0 ,3 ; !33 . . . ; — = O.OÍ'O'.tO!»...; — = - ^ — =^ 0,16G(>6... 

Las fracciones periódicas no representan, pues, una impo-
nibilidad absoluta, sino pura y simplemente una imposibilidad 
de traiufformación fraccionaria; y es una cosa real; es una de 
las tres partes en quo se ha dividido un módulo; es siempre 
una magnitud conocida; un submódulo representado fielmente 
por su denominador y su numerador, j . 

Pero esa magnitud no puede ser expresada por el 2, ni por 
el 5, que no han concurrido á su generación. Un tercio es 
siempre una fracción determinada y efectiva d- un módulo 
<ie medir, expresable exactp, y directamente en forma de que-
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brado —, —, 9 ,••• siempre que el 3 esté como factor eu el de
nominador, pero INTRANSFORMABLE en otra expresión 
cuyo denominador no cuente al 3 como factor. 

Pero, cuando se pide la expresión de un número que, 
multiplicado por sí propio, dé un producto igual á uno cual
quiera de los guarismos comprendidos entre dos cuadrados... 
se pide, no una imposibilidad de transformación, sino una 
imposibidad en absoluto. Y de ahí una característica especial 
de las fracciones de aproximación que representan á los irra
cionales: el no ser quebrados comunes ni tampoco fracciones 
decimales periódicas, sino fracciones inacabables y APE
RIÓDICAS. 

Las fracciones ordinarias intransformables exactamente 
en decimales, tienen que ser periódicas, porque en el intento 
de transformación han de presentarse necesariamente (en 
virtud de la rotación de cifras explicada en la Lección XII del 
Libro I de la Parte II) la misma serie de residuos en las divi
siones parciales necesarias para la intentada transformación. 
Pero semejante periodicidad de residuos no cabe en las ope
raciones de dividir que requiere el cálculo de las aproxima
ciones á las ilusorias raíces de los límites expresados por los 
números irracionales, que no pueden ser formados por invo
lución; pues en tales divisiones no hay residuos ningunos que 
fatalmente hayan de reaparecer en el curso de los cálculos, 
y, porque, si aparecieran, resultaría que untf fracción común 
(la correspondiente al período), realizaría el imposible de 
existir algo que, multiplicado por sí mismo, una ó varias ve
ces, diera un producto igual á un cuadrado, ó un cubo, ó una 
potencia de todo punto imposible. 

De donde el carácter distintivo de las fracciones que ha
cen el oñcio de irracionales, sin serlo en modo alguno: la 
APERIODICIDAD. 

Por lo cual, cuando una fracción decimal no es exacta ni 
periódica, puede darse por seguro que esa fracción aperiódi
ca representa lo que sin serlo se da por raíz de un irracional. 

Ejemplo de ello notable es la relación del diámetro á la 
circunferencia, que, calculada hasta las septillonésimas, e* 
como sigue: 

3,141.592653589 79323846261338327950^884197169399 
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Jamás se ve en ella ni asomo de periodicidad (1 . 
Las fracciones aperiódicas son cuocientes de números 

abstractos que se suponen muy próximas á límites imagina
rios. Estos supuestos límites son imposibilidades aritméticas, 
porque se pretende realizar con ellos la quimera de que todos 
los grados de la escala de la pluralidad sean productos por 
involución de fantásticas raíces. Las fracciones aperiódicas 
son aproximaciones á límites imaginarios. 

En realidad, no bien se toma de esas fracciones inacaba
bles el número de cifras que se considera bastante para un 
cálcuTo, los conjuntos de tales cifras resultan raices exactas 
de cuadrados, ó cubos, ó potencias superiores muy próximas 
en cada caso á cada uno de los grados de la pluralidad no for-
mables por involución (pues de los cuadrados, cubos y poten
cias exactas es evidente que no hay para qué hablar aquí). 
Aquí se habla de los números intermedios entre dos potencias 
de dos mimeros consecutivos: no hay entero ninguno que 
multiplicado por sí mismo dé 2, ni que, entrando en un pro
ducto 3 veces como factor, dé 3, ni 5, ni 6, ni 7, ni... etc. 

2 no tiene [/~; pero 
(1,1U2)2— l,41t2 X 1,4142 es i«ual á l,!t!»9!ir,lG4, potencia tan i)ró-

xima á 2, que .solamente le falta para ser 2 \iua íracoión < que 
i cienmilésima.' 

5 no tiene ^/~; pero 

(1,71) '= 1,71 X 1,71 X 1,71 es ¡«ual á 5,000221, con un desvío de 5 
par exceso < que O diezinilésima: (exactamente = 0,000221). 

Estos desvíos son denominados ehrores en muchos libros, 
lo que parece imposible, pues en ellos no hay error ninguno: 
son realidades numéricas de la mayor exactitud, porque (en 
los casos particulares que estamos examinando) 

(1,4142)2 es exactamente l,!)99n6164: y 
(1.71)' es sin error ninguno 5,000'221. 

A todo grado de la escala de la pluralidad corresponden, 
pues, fracciones aperiódicas que por involución dan poten
cias muy próximas á ese grado. Y nótese que está enunciado 

(1) En la práctica se emplea el decimal por exceso 3,1411!, al cual so
bran menos de 0,000008 para ser 3,141592, mientras que, tomando el deci-
nial por defecto 3,1416 ae cometería un error de más de 0,000092. 
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€n plural el Lecho de la correspondencia de que se trata, 
pues, efectiramenfce , á cada grado corresponden muchas 
fracciones, en número inasignable. En efecto: 

5 está represeutado por (2,23^)2 = 4,'.iy(iíi<l: cuadrado muy próximo 
al 5. 

5 tamlñéu está representado por (1,"1)' = 5,000211; cubo muy pró
ximo al 5. 

5 está ii;u;ilmente representado yjor (1.41153)*= 4,yy9...; 4." poten
cia muy próxima al 5, etc., etc. 

El número de fracciones aperiódicas correspondientes á 
cada grado es inasignable; porque lo es el número de poten
cias, si bien para cada grado haj- únicamente una sola frac
ción aperiódica de cierto niímero de decimales. 

Sin razón ninguna, pues, y sólo por una confusión incon
cebible de análisis^ .se denominan irracionales estas frac
ciones aperiódicas que en cada caso particular dan una po
tencia exacta muy próxima á un número verdaderamente 
irracional. 

La teoría de las fracciones aperiódicas se funda en las 
evidencias siguientes: 

1."'' Siempre es posible un número que difiera de otro en. 
una décima, ó en una centésima,... ó en una millonésima,... 
ó en una billonésima... 

Odifiereen de 5,0 ; ó bien de • 6,1 
10 ' ' ' 

de 5,99 : ó bien de 0,01 
100 ' 

—^— de 5,999 ; ó bien de 6,001 
1000 ' ' ' , 

de 5,9999 ; ó bien de 6,0001 
10000 

1 
loocoi) 

1 
luooooo 

de 5,99999; ó bien de 6,00001 

de 5,990999; ó bien de 6,000001 etc., etc. 

2.* Siempre ha de haber un cuadrado, un cubo, una 4." po 
iencia, una 5.*, una G.'"*,... que empiece por un entero segui
do de nueves, ó bien de ceros en el número que se desee para 
ana aproximación satisfactoria; 

— Qf)aqc)()í) , 
noíviÓfX) ^^S'*''^''^ ^^ 1*^ cifras necesarias para formar potencia. 
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Así tendremos siempre quebrados cuyos denominadores^ 
representarán Jas porciones alícuotas de un módulo dividido 
en par tes tan diminutas como el polvo de los caminos; y , to
mando de ese polvo modular el suficiente niimero de pa r t e s , 
podremos, repit iéndolo por multiplicación ó por involución, 
formar en todo caso una magni tud que dé una potencia t an 
próxima como se qiiiera á cualquier número irracional. Y, si 
el cálculo se hace por fracciones decimales, la resul tante final 
será aperiódica. 

Ejemplos: 
3S es un número que no tiene y ; pero 

S7,9999!)0!tr,B;VJG = (G,1(U4U)2 

es un cuadrado tan próximo, que sólo difiere de 38 en meaos-
de ^ cienmillonésima. (1) 

SG no t iene y ; pero la tiene el quebrado apt'riódico 

85,<Jítí»7100í)4 = (4,414)5 

La diferencia es < Y.J.T.T. (2) 

(l'l 0,1 (544 14 
G,li;4 4 1 4 

2 10 5 7 0 hC 
O 10 4 4 1 4 

2 4 0 6 7 0 5 O 
2 4 O 5 7 O.") I! 

3 O ;j S (i 4 8 4 
0 10 4 4 14 

3 0 9 8 0 4 8 4 
3 7.9 9 9 9 9 >.l 9 O 3 3 9 O 

(2) 4.4 1 4 
4,4 14 

1 7 6 5 0 
44 14 

í 7 0 5 0 
1 7 O 5 G 

1 9 , 4 8 3 3 9 0 
4,4 1 4 

7 7 9 3 3 5 8 4 
19 4 8 3 3 9 0 

7 7 9 3 3 5 8 4 
7 7 9 3 3 5 8 4 
8 5,9 9 9 7 1 9 9 4 4 



•.•Ti; ARITMÉTICA I'OK APROXIMACIÓN' 

Pero, si se quisiese aproximación mayor, la daría el cubo 
perfecto 

85,'.)!)!)i(í)63502U>14053764'.» = (4,414004í>~)» (1) 

Claro es que forzando la unidad se pueden obtener en 
muchos casos aproximaciones más aceptables; pero la teoría 
no cambia; 

70 no tiene y/~; pero la tiene (por exceso) 

70,00000057;t!j600!) ---. (8,;5G6í)0O3)2 (2) 

Y (como siempre) si una aproximación hasta las milloné
simas no se estima suficiente para un cálculo esmerado, siem
pre el operador puede llevar la aproximación hasta donde 
las exigencias del cómputo lo requieran: milmillonésiraas,' 
billonésimas, etc. 

(O 4 , 4 1 4 0 0 4 0 (8 
4,4 14 0 0 4 9 ' 

3 !< 7 2 fi O 4 4 1 
1 7 « 5 6 O 1 9Í5 

1 7 0 5 00 1 9 0 0 0 
4 4 1 4 0 0 4 9 

17 0 5 0 0 1 9 0 
1 7 6 5 6 0 1 9 0 

1 9 , 4 8 3 4 3 9 2 5 7 2 2 4 0 1 
4,4 1 4 O O 4 9 

(2) 

17535095331501609 
77 9 3 37570 2 889004 

779337570288960400 
1948343925722401 

7793375702889004 
7 7 9 D 3 7 5 7 O 2 8 8 9 O O 4 
8 5,9 9 9 9 9 6 3 5 0 219 140 5 3 7 0 4 9 

8 , 3 0 0 0 0 0 3 
8 , 3 0 0 6 0 0 3 

2 5 0 9 9 8 0 0 9 
5 0 1 9 9 6 0 1 8 0 0 -

5 0 1 9 9 6 0 1 8 
5 0 1 9 9 0 0 1 8 

2 5 0 9 9 8 0 0 9 
6 6 9 3 2 8 0 2 4 

7 0 , 0 0 0 0 0 0 5 7 9 9 0 0 0 9 
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3/— 
09 no tiene v ; pero la tiei;e (por exceso) 

0'.i,nr)000.s5'.)ltlT-_'inS21!iT81 (1) 

Propóngase el discípulo dos ó t res ejemplos de aproxima
ción por medio de la j / ^ ~ hasta las milmillonésimas, ó las bi-
llonésimas. 

di 
• I . 1 0 1 5 ( ! t ) l 
• Í . I O I S G O I 

4 1 n 1 ') (! (! 1 
2-l(;0!,t:5<Miti 

2 4 t ; o i i : ! : i ( i ( ; 
2 o 5 o 7 S a o 5 
•i I o 1 5 ti o 1 

4 1 o 1 5 (; () 1 o 
1. o 4 o (i 2 6 4 4 

l f ) , H 2 2 8 4 4 4 T'-MW.Ít-i 1 
4 .10 1 5 ( ! ( i l 

1 6 8 2 2 8 4 4 4 7 2»; (i i» 2 1 
1 0 0 1 t 3 7 0 t í 6 8 i ) ( ; 0 1 5 2 ( í 

i o o ' j s 7 0 0 ( ; 8 a ( ; o i 5 2 < i 
8 4 11 4 2 2 2 3 (i ií:(4 6 o o 

I 6 8 2 2 8 4 4 4 72i>(i!J2 1 
1 6 8 2 2 8 4 4 4 7 2 6 6í»2 10 

6 7 2 9 1 3 7 7 8 9 0 6 7 6 8 4 

6 9,0 O O O O 8 5 9 4 6 7 2 4 O 8 2 4 9 7 8 I • 

TOMO III 48 



LHCCIÓN IX 

T a b l a s . 

La dificultad que ofrece la extracción de raíces, y, más 
que la dificultad, la precisión de ahorrar el tiempo que se 
necesita invertir en operaciones tan frecuentes como las de 
las raíces cuadradas y las cúbicas, han hecho indispensable 
la formación de 

TABLAS, 

donde el aritmético se encuentra ya ejecutadas esas opera
ciones para un gran número de casos: regularmente desde 
el 2 al l(MM. 

La aproximación en las Tablas siguientes sólo alcanza 
hasta las diezmillonésimas; loque es bastaiíte para los cálculos 
más frecuentes y que no exijan una extraordinaria precisión. 

Téngase siempre en cuenta que en la última cifra decimal 
va forzada la unidad cuando, forzándola, la aproximación re
sulta mayor. 

Y no se olvide nunca que (esté forzada ó no) jamás esas 
fracciones aperiódicas, multiplicadas por sí mismas, darán 
los cuadrados en los cubos de que se dicen raices, sino gua
rismos tan próximos á ellos, que puedan considerarse como 
iguales, aunque siempre con error. 

Así, no da 70 el producto de 
8,.3666003 x 8,.3666003 ' 

sino 
70,00000037996009; 

y que esto mismo ocurre SIN EXCEPCIÓN con todas las fraccio
nes aperiódicas. 



INCd.N.MliXSlUAliLES 

Números líafz cuadrada Raíz cî hica 1 ¡ Números 
1 

Balz cuadioda Raíz cúbica 

1 1-OiJOOOúO 1-0000000 
1 

58 7-0157731 3-87087(!(; 
2 i-U4-2i:5(; 1-2599210 59 7-0811457 3-8". 129905 
3 l-l.i20rMH 1-142-2496 (iO 7-7459007 3-9148070 
4 2-0u0()lJ()O 1-5874011 61 7-8102497 3-93IM972 
5 2-2:}i.;0<;8ü l-7ü9'.t759 ' 62 7-8740079 3-;t578915 
6 2-4494H97 1-8171-206^ 63 7-937-2539 3-9790571 
7 2-6457513 1-9129312 i 64 8-(jaT0000 4-0000000 
8 2-H284271 2-0000000 i 65 8-0(i2'2577 4-0207256 
9 3-0ÍXX)()ÜO 2-0800837 66 8-l-240;3«4 4-0412401 
10 31022777 2-1544347 67 8-1853528 4-0015480 
U 3-316624S 2-2239801 (58 8-2402113 40810551 
12 3-4(illl)16 2-2891286 69 8-;j00()2:-!9 4-1O15001 
13 3-6055Ó13 2-: ¡513317 70 8-3000003 l-121-2b53 
14 - a-741(i574 2-4101422 71 8-4261498 4-1408178 
15 0-.S729833 2-4062121 72 •8-4852814 4-1601676 
16 4-000(3000 2-5198421 73 8-5440037 4-1793390 
17 4-1-231056 2-571-2816 74 8-(>0-23253 4-1983364 
18 4-2426407 2-6207414 75 8-6002540 4-2171633 
19 4-35SSIt8!) 2-6684016 76 8-7177979 4-2358236 
20 4-4721360 2-7144177 77 8-7749644 4-2543210 
21 4-58-25757 2-758924;Í 78 8-8317609 4-2726586 
22 • 4-6!»0ll58 2-8020393 79 8-888194-1 4-2908404 
23 4-7958315 2-8438670 80 8-9442719 4-3088695 
24 4-8989795 2-8844991 81 9-0000000 4-3-267487 
25 5-0000000 2-9-240177 82 9-0553851 4-3444815 
26 5-0990195 2-96-249(;0 83 9-1104336 4-3620707 
27 5-1961524 3-0000000 84 ií-1651514 4-3795191 
28 5"2!tl50-26 3-0365889 85 9-2195445 4-3968296 
29 5-:5851648 3-0723168 86 9-2736185 4-4140049 
80 5-477-2256 3-107-23-25 87 9-3273791 4-4310476 
31 5-567 764^1 3-1413806 88 9-3808;}! 5 4-4479692 
32 5-6568542 3-1748021 89 9-4339811 4-4047451 
83 5-7445626 3-2075343 90 9-4868330 4-4814047 
34 5-8;W9519 3-2396118 91 9-5393920 4-4979414 
35 5-9160798 8--2710603 92 9-5916630 4-6143574 
36 6-0000000 3-3019272 93 9-6436508 4-5306549 
37 60327625 3-a3-22218 94 9-6953597 4-5468359 
38 5-1644140 3-3619754 95 9-7467943 4-5()29026 
39 6-2449980 3-3912114 96 9-7979590 4-5788570 
40 6-3-24555;3 3-4199519 97 9-8488578 4-5947009 
41 6-4031242 3-4482172 98 9-8994949 4-6104363 
42 6-4807407 3-47602(56 99 9-9498744 4-6260650 
43 6-5574:}85 3-5033981 100 10-0000000 4-6415888 
44 6-6332496 3-5303483 101 10-0498756 4-6570095 
45 6-7082039 3-5568933 102 10-0995049 4-6723287 
46 6-78-23300 3-5830479 103 10-1488916 4-6875482 
47 6-8556546 3-6088-261; 104 10-1980390 4-7026694 
48 6-928-2032 3-634-2411 105 10-2469508 4-7176940 
49 7-(X)00000 3-6593057 106 10-2956301 4-7326235 
50 7-0710678- 8-6840314 107 10-3440804 4-7474594 
61 7-1414284 3-7084298 108 10-3923048 4-7622032 
52 7-21110-26 3-7325111 109 10-4403065 4-7768562 
53 7-2801099 3-7562858 110 10-4880886 4-7914199^ 
54 7-3484692 3-7797631 111 10-5856538 4-8058995 
55 7-4161985 3-8029525 112 10-5830052 4-820-2845 
66 7-4833148 3-8258624 113 10-6301158 4-a34588l 
67 7-5498344 3-8485011 114 10-6770783 4-8488076 



380 AUITMáTlCA POK APROXJUACIÚN 

Húmeros 1 Balz cuadrad» Baix cúbica Kúmeron Balz coadnda Raíl cúbica 

115 10-7^80^ 4-8629442 • 172 13-1148770 5-561-2978 
116 10-7708296 4-8769990 173 13-152ÍÍ464 6-5720M6 
117 10-8166588 4-8909732. 174 13-1909060 5-582770-2 
118 10-8627805 4-9048681! 176 13-2287666 5-5934447 
119 10-9087121 4-9186847 ; 176 13-2664992 ¿-6040787 
120 10-9644512 4-9324242;! 177 13-8041347 5-6146724 
121 11-OOOÚOOO 4-9460874 \ 178 13-3410641 5-(;25'2'26;J 
1^2 11-0453610 4-9596757 '• 179 13-8790882 5-6357408 
123 11-090^65 4-97318^ \\ , 180 18-416*379 5-6462162 
124 111356287 4-9866310! , 1 8 1 - 13-4636240 5-6566528 
125 11-18(^99 5-0000000 !< 182 13-4907376 6-6670511 
126 11-2249722 5-0182979 : 183 13-5277493 5-6774114 
127 11-2694277 6-0J65-257 184 18-5646600 6-6877340 
128 11-3187088 5-(^<»42; 185 13-6014705 5-6980192 
1 ^ 11-3578167 5fl5277tó 186 13-6881817 5-708^75 
190 11-4017648 5-0657970 187 13-6747943 5-7184791 
181 11-4466281 • 5-0787531 188 13-7113092 6-7286543 
1 ^ . 11-4891258 50916484 189 137477271 5-7887936 
1 ^ ll-53!%626 Í51044<J87 190 18-7840488 5-7488971 
184 11-6788869 51172299 ', 191 13-8202750 5-7689652 
186 11-6189600 5-1299278 i 192 13-8664065 5-7689982 
136 11-6619038 5-1425682 193 18-8^4400 5-7789966 
187 11-7046999 5-1551367 194 13-9-2^8^ 5 - 7 8 8 9 ^ 
138 11-7478401 5-1676493 ! 198 13-9642400 5-7988900 
1% 11-78^261 51801016 196 14-0000000 5-8087857 
140 11-8321696 5-1924941 197 14-(»66688 &-818647'.» 
141 11-8743421 6-2048279 198 14-07124T3 5-8284867 
142 11-91637M 5-2171084 199 14-1067860 5-8382725 

. 14S 11-958-2607 6-22!«215 300 14-1421^6 5-8480355 
144 12-0000000 5-24Í4ÍÍ* 201 

302 
141774469 5-85Í7660 

145 120415946 6-2536879 
201 
302 14-2126704 6-8674673 

146 120830460 5-2656874 2(» 14-2478068 6-8771807 
147 12-1243557 6ÍÍ776321 304 1 14-2828569 5-8867658 
148 12-16%251 5.28957-25 305 14-8178211 8'8963685 
14» 12-2065666 6-8014692 306 . 14-3627001 5-9059406 
160 12-24744)̂ 7 5-81^28 207 14-3874946 5-9154817 
161 12-2882057 6-8360740 206 14-4223051 5-9249921 
153 13-9^290 &H33680^ 309 14-4568823 5-9344721 
im 13-8^169 5-8484812 310 . 14-4918767 5-9439220 
154 13-4096786 6-3601084 211 14-6268890 6-9588418 
165 13-4496996 5-8716864 313 14-6602198 6'9627820 
166 19-4S99960 6-3^2126 318 14-69451Í» 8'97209-^. 
157 13«399gti 5-39^^907 314 14-6287888 6-9614240 
1S8 13-5688^1 ^•40612(» '316 14-6628783 6-9907364 
169 13-6095202 5-417Ó016 316 14-696^85 6-0000000 
160 12-8tóll06 6-4.388352 317. 

318 
147809199 6-009-2450 

161 13-6886776 6-4401318 
317. 
318 14-7648331 6-0184617 

162 12-7a79221 6-4618618 319 
330 
331 

.14-^16486 60376602 
183 12-7671488 5-46i»666 

319 
330 
331 

14'MS8970 
14-8860687 

60368107 
1«4 l^HOm^ 64^7087 

319 
330 
331 

14'MS8970 
14-8860687 6-0450486 

tís 13«lfi39!M 6-4818066 » 3 . 14-89»0644 6-0560189 
166 13-6840087 . 6-4d66647 933 14-98318^ 60641370 
1«7 13-^98480 6-6D«»784 Síil 14-9866395 6-0731779 
168 13-M24S14 trnt^m. 335 ; IfrOOdOOOO 6-0824020 
168 18-dOOOOOO 6-S387748 398 }6<»32964 80991994 
170 m^omni 6-^86683 9BT 

9S» 
1&«06519S 81001702 

ITl , 18«76«MB . $-5004991 
9BT 
9S» 151»96680 61091147 



•Kúmcros Raíz cuadindd Raíz cúbica : 

S81 

229 151327460 
230 151657509 
231 15-1986842 
232 15-2315462 
233 15-2643375 
234 15-2970585 
235 15-3297097 
23« 15-3622915 
^7 15-3948043 
238 15-4272486 
239 16-4596248 
Í240 15-4919384 
241 16-5241747 
242 15-5668492 
2tó 15-^84573 
244 16-6204994 
245 1Ó-6524758 
246 15-6843871 
247 15-7162336 
248 15-7480157 
249 15-7797338 
250 16-8113883 
251 15-8429795 
252 15-8745079 
253 15-9059:37 
254 15-9378775 
255 15-9687194 
256 160000000 
257 • 16-(B12196 
253 16-0623784 
259 16-0934769 
260 16-1245155 
261 16-1664944 
2(i2 16-1864141 
26S 16-2172747 
264 16-2480768 
265 16-2788206 
266 163095064 
267 16-3401346 
268 16-3707056 
26» 16-4012195 
270 16-4316767 
271 16-4(^776 
272 ̂  16-49-24225 
275 16-6227116 
274 16-5629454 
376 16-6861340 
276 16-6182477 
277 16-6^3170 
278 16-6783320 
279 16-7(B29ül 
280 íQwmc» 381 16-7680546 
282 16-792%66 
28S i%-B2mm « 4 m-msm «8 mmmao 

>"úme«)s! Rala cuadrada 

6-1180332 
61269257 
6-1357924 ¡ 
6-1446337 i 
6-1534495 
6-162-2401 
6-1710058 
6-179746C 
6-1884628 
6-1971544 
6-2058218 
6-2144650 
6-2280843 
6-2316797 
6-2402515 
6-2487998 
6-2673248 
6-2658266 
6-2748054 
6'282761S 
6-2911946 
6-2096053 
6-8079935 
6-3163596 
6-3247035 
6-3330256 
6-3413257 
6-3496012 
6-3578611 
6-3660968 
6-3743111 
6-38250tó 
6-^06765 
6-8988279 
6-4069586 
6-4150687 
6-4231583 
6-4312276 
6-4392767 
6-4478057 
6-4653148 
6-4633041 
6-4712786 
6-4792286 
6-4871641 
6-4960668 
6'50-29572 
6-5108300 
6-5186888 
6-6a6518ft 
6-5348851 
6-6421826 
6-6499116 
6S576722J} 
6-68541441 
6-68064481 

16-9115845 
16-9410743 
16-9705627 
17-0000000 
17-0293864 
17-0587221 
17-0880075 
17-1172428 
17-1464282 
17-1755640 
17-2046505 
17-2336-79 
17-2626765 
17-2916165 
17-3-2Ctti081 
17-3493516 ' 
17-3781472 
17-406H952 
17-4355958 
17-4642492 
17-4928557 
17-5214155 
17-5499288 
17'5783958 
17-6068169 
17-6351921 
17-6636217 
17-6918060 
17-7200451 
17-7482393 
17-7763888 
17-8044938 
17-8325545 
17-8605711 
17-8885438 
17-9164729 
17-9443684 
17-9722008 
.180000000 
18-0277564 
18-{»54701 
18-0881413 
18-11077C8 
181^88571 
ie-1659021 
18-1984064 
18-2208672 
18-2482876 
18-2766669 

18-9808028 
16-8575598 
193847768 
l8-4n9826 
18-4890688 
18-4661%8 
16*^^2^0 

RaU cúbica 

6-5885323 
6-596-2023 
6-6038645 
66114890 
6-6191060 
6-6i.'67054 
6-6342874 
6-6418522 
6-6498998 
6-6569302 
6-6644437 
6-6719403 
6-6794200 
6-6868831 
6-6943295 
6-7017593 
6-7091729 
6-7166700 
6-72395(» 
6-7313155 
«•7386641 
/6-74599(>7 
6'75a3134 
6-76061^ 
6-7678995 
6-7751690 
678-24229 
6-7896613 
6-7968844 
6-8040921 
6-8112847 
6-8184620 
6-8256242 
6-8327714 
6-8396037 
6-8470213 
6-8541240 
6.8612120 
6-8682866 
6-8753488 
6-8828888 
6-8894188 
6-8964346 
6-9(B4S»9 
6-9i04^ 
6-9173964 
6-9248W6 
6-9318088 
6-9382821 
6-9451496 
*9620B^ 
6-9689434 
6-9658196 
6-9726826 
6-9795831 

6-9881S06 



3^2 AKITMKTICA l'UK AlUOXl.MACUlN 

Námeros HKIZ cuuilrsda Raíz cúbica ' • Números Kalz cimdiBda Raíz cúbica 

34;Í lH-5202592 7-0000000 1 400 20-0000000 7-36«06:3O 
34-1 18-5472370 7-(XJ67962 <'\ -101 20-0249.S44 7-3741979 
345 l.-i-5741(56 70135791 1 402 20-0499377 7 •3803-227 
341) l.s-fW10752 7-020;M90 I 403 20-0748599 • r3H<)4373 
:-)47 i J8-62793(;0 7-0271058 1 404 20-0997512 . 7-3925418 
3W 1 JH-ii5475dl 7-0338197 , ! 405 20-1246118 7-31»'5(kí63 
34U 1.S-IÍS15417 7-04058(»: 406 20-1494417 7-4U47'2(J6 
;.5í) 1S-7082,S(!9 7-047-2987 1 407 20-174-2410 7-4107950 
351 18-7349910 7-0540041 j 408 20-19!X)099 : 7-4168595 
352 1H-761<;6>X) 7-0(;06967 j 409 20-2-237484 ! 7-4-22'.a42 
353 1«-7HS2942 7-06:37671 410 20-2484567 : 7-42^9589 
351 1H-,S148S77 7-0740440 1 411 20-2731349 1 7-4349938 
;fó5 i.s-.stn4:;7 7-0óG6i'8íS • 412 •20-2977is;.U ¡ 7-441018'.» 
350 1H-S679623 7-0873411 413 •20-3224014 7-4470343 
357 18-89444;36 7-0939709 414 20-3469899 7-45:;0399 
3,58 18-9-208-Í79 7-1005885 415 

416 
417 

20-3715488 7-4590359 
35!) 18-9472953 7-1071937 

415 
416 
417 

£0-39(i07Sl 7-4650-2-23 
3*50 l¡-i-973(ii!()0 7-1137866, 

415 
416 
417 •20-4-205779 7-4709991 

3«1 19-0(XX)000 7-1-203674 418 •20-4450483 7-4769664 
36-2 19-0262976 7-1269360' 419 20-4694895 7-4529-242 
3G3 19-0525i5S9 7-1334925 i 420 •20-493WJ15 7-488tt724 
364 19-( 1787840 7-1400370 i 421 20 518-2845 7-4948113 
3(i5 19-10497:!2 7-1465695 422 20-5426386 7-5(X.>7406 
366 19-1311265 7-1530901 4-23 20-5<>69638 7-5066607 
367 19-157-2441 7-1595988 4-24 20-5912603 7-5125715 
368 19-18:tó261 7-1660957 i 425 20-6155281 7-51847;30 
369 19-209;i727 7-1725809 1 426 20-6397674 7-5243652 
370 19-2353H41 7-l7!Kj544i: 427 20-6639783 7-5;5<J2482 
371 19-2613603 7-18551621 4-28' 20-6881609 7-5361'221 
372 19-2y7o015 7-1919663 •' 429 207123152 7-5119867 
373 19 3132079 7-1984050!; 4h0 20-7364414 7-54784-23 
374 19-3390796 7-20483-22 r 431 20-7605395 7-553(i888 
375 19-3649167 7-211-2479 : 432 20-7846097 7-5595263 
376 19-3907194 7-2176522 I' 433 20-8086520 7-5(;53548 
377 19-4164.S78 7-2240450 ; 434 20-8326667 7^5711743 
378 19-4422221 7-2:304268 j 435 20-8566536 7-5769,S19 
3-í> 19-4679223 7-2367972 '< 436 •20-asooi3o 7-58278Í» 
380 19-4935887 7-2431565 i: 437 20-9045450 7-5885793 
381 19-5192213 7-2495045 4;58 20-9-284495 7-5913633 
382 19-5448203 7-2558415: 439 20-9523268 7-6001:385 
883 19-5703>58 7-2621675; 440 20-9761770 7-6059049 
384 19-5959179 7-2684824 i. 441 21-OOOOüOO 7-6116626 
385 19-62141(;9 7-2747864 -' 442 21-0-237960 7-6174116 
386 19-6468827 7-2810794 i; 443 21-0475652 7-6-231Ó19 
387 19-67-23156 7-2873617 444 210713075 7-6288837 
888 19-6977156 7-29363Í» i 445 21 •05)50-231 7-63460ÍÍ7 
389 19-7230829 7-2998U36¡: 446 21-1187121 7640;i213 
390 19-7484177 7-:3061436|. 447 21-14-2Í5745 7-6460272 
391 19-7737199 7-3123828 448 21-1660105 7-6517247 
392 19-7989&99 7-318ÍÍ114 449 21-1896201 7^6574188 
393 • 19-8242276 7-3248295 i 450 21-213-2034 7-663(W43 
394 19-84ít4332 7-3310ÍJ69 461 31-2367606 7-6í)87665 
395 19-874f»(!9 7-337-2839 i 462 21-2602916 7-6744;303 
390 19-8997487 7-3434-205 453 21-2a379G7 7-6800857 
397 19-9248588 7-3495966 / 464 21-8072758 7-6857828 
398 19-9499373 7-3557624 | 455 21-a3072í)0 7-6913717 
399 19-9749844 7-3619178 1 456 21-8641565 7-6970023 



INCIlNMKNSURAlil.K; 383 

Núme-os Raíz cuadrada Raíz cüliica 1 Números RHÍZ cuadrada Uní 7, crtbiCH 

457 21-3775583 7-702624(; i 5 1 4 2-2-6715681 8-ül040;'.2 
•IS'S 21-4aj9340 7-7082388 1 515 2-2-6930114 8-01.").")910 
•ibd 21-4212853 7-7188Í48 516 2-2-7150334 8-0207794 
400 21'4476106 7-71944-20 • 5 1 7 22-7370341 8-0259574 
4ín 21-4709106 7-7250325 | ' 518 22-759()134 8-0311287 
462 21-494W53 7-7306141 , : 519 22-7815715 8-030-293") 
463 21-5174343 7-7361877 ! 520 22-803,5085 8-0114515 
4G4 21-5406592 7-7417532 . 521 22-8254-244 8-0466030 
465 21-5638587 7-7473109 ; 522 •22-8473193 8-0517479 
466 21-5870331 7-75-28606 1 523 22-8091933 8-0568802 
467 21-6101828 7-7584023 i 5-24 22-8910463 8-0620180 
468 21-6333077 7-7639361 i :| 525 22-9128785 80071432 
46Í,» 21-6564078 7-7694620 ; •! 520 22-9346899 8-072-2020 
470 21-6794834 7-7749801 i ;Í 527 22-9504800 8 0773743 
471 21-7025344 7-7801901 i 528 22-9782501) 8-0324800 
47-2 31-7-255610 7-78599-28 i 5-29 23-0000000 8-0375794 
473 21-7485632 7-7914875 ! i 530 '2.3-0217-289 8-09207-23 
474 21-7715411 7-7969745 } 531 23-0434372 8-0977589 
475 21-7944947 7--8024538 '' 5;)2 •2-Í-0051-252 8-10-23390 
476 21-8174242 7-8079-254 '', 533 23-0807923 8-10791-28 
477 21-8403-2í»7 7-8133892 :¡ 534 23-1034400 8-11-2930:! 
478 21.8632111 7-8183456 ' 535 23-13CX)070 8-1180414 
47y 21-886068() 7-824-2912 536 2:> 1516738 8-1-230902 
480 21-9089023 7-8297353 537 23-1732005 8-1231447 
481 21-93171-22 7-8351688 638 23-1948270 8-1331870 
482 2]-95-tl984 7-8405919 539 23-2163735 8-13322:30 
483 21-977-2610 7-8160134 540 23-2379001 8-1432529 
4.84 22-0000000 7-8514244 541 23-25940(!7 8-1432705 
485 2-2-0227155 7-8568-281 ' 542 '23-280-1935 8-15329:;!9 
480 22-0454077 7-8022242 : 543 23-;5U23004 8-15-Í3051 
487 22-0680765 7-3676180 ' 544 23-323807(; 8-10:i3102 
488 22-0907-220 7-87-29944 1 546 23-315-2351 8-1033092 
4,89 2-2-1133444 7-878368t 1 546 23-3660129 8-17;-í3920 
4!»0 22-135943G 7-8337352 i 547 -23-3.380.il 1 8-178-2383 
491 2-2-1585198 7-8890946 ! 548 23-4093998 8-1332095 
492 22-1810730 7-8941468 : 549 '23-4307490 8-1^32441 
403 22-203W33 7-8997917 i 550 23-45-2078-< 8-19:i2127 
4í.>4 22-2261108 7-!»051-294 551 •23-4733892 8-1931753 
495 22-2486955 7-9104599 ; 552 23 4946802 8-2031319 
4!t6 2-2-2710575 7-9157832 ¡ 553 23-5159520 8-2080325 
497 22-29349(a 7-92109!»4 , 554 23-5372046 8-2130-271 
498 22-3159136 7-9264085 - 555 23-5584380 8-2179057 
499 22-3383079 7-9317104 [. 556 23-57965-22 8-2-2-28985 
500 22-36067!J8 7-9370053 1. 557 23-60.)3474 8-2278-254 
5(U 22-3330295 7-94-229:31 : 558 23-6220230 8-2327463 
502 22-4053565 7-9175739 559 23-6431808 8--2.570014 
503 2-2-42J6615 7-9528477 ; 560 23-0643191 8-2425700 
504 22-4499443 7-9581144 561 23-68 54:-]80 8-2474740 
505 22-4722051 7-9633743 1 562 23-7065392 8-25-23715 
500 22-4944438 7-9686271 ' 563 23-7276210 8-257-2685 
507 22-5166605 7-9738731 ^ 504 23-748()8t2 8-2621492 
508 22-5388553 7-9791122 1 565 '23-7697-280 8-2670294 
509 2-2-5610283 7-984ÍM14 1 566 23-7907545 3-2719039 
510 22-5831796 7-9895097 667 23-8117618 8-2767726 
511 22-(»53091 7-í»947883 i 563 23-8327506 8-2816255 
512 22-6274170 8-0000000 ! 569 23-8537-209 8.-,2864928 
613 22-6495033 8 00520491 ' 670 23.8746723 8-2913444 

-23-3.380.il


384 ABITMÉTIGA POR APROXIMACIÓX 

Kúmeros 

571 
672 
678 
574 
575 
576 
577 
578 
579 
580 
581 
582 
583 
584 
585 
686 
^ 7 
^ 8 
58» 
5ÍI0 
591 
592 
5Í« 
594 
595 
596 
597 
598 
599 
eoo 
601 
602 
eai 
«04 
605 
603 
607 
ec» 
609 
610 
611 
613 
613 
6 U 
615 
61« 
él7 
618 
619 
690 

• 681 
esa m 
mi 
^& 
ms 

ÍUU cimdntda 

'23-89Ó6063 
•2:3-9165215 
23-9374184 
23-9582971 
23-9791576 
24-0000000 
24-0-208243 
24-0416306 
2406241Í» 
24-0831891 
24-lí»9416 
24-1246762 
24-1453929 
24-1660919 
•24-1867732-
24-2074369 
24-2^0329 
24-2487113 
24-2693222 
24-2399156 
24-3104996 
24-3310501 
24-3515913 
•24-3721152 
'24-3926218 
•24-4131112 
24-4335'í34 
•24-454(»85 
24-4744763 
24-4948974 
24-5163013 
24-53568*3 
24-5560583 
24-5764115 
24-596747» 
24-6170678 
24'6373700 
24-6676560 
24-6779ii54 
24-6!»1781 
24-71^142 
24-738^38 
24-75áS¡68 
24-7790234 
24-799ia» 
24-81^473 
ai-»»Jl847 
24-85960Ó8 
24'8797106 
24-8997992 
24-9198716 

24-9S@967» 

2SHXXX)000 

3&oae9^i 

R«lz cúblCK Káneros 

8-2961903 I 6-28 
8-8010304 1 629 
8-S058651 630 
8-3106941 631 
8-3155175 632 
8-3203353 633 
8-3251475 ! 634 
8-3299542 635 
8-3347553 636 
8-8395509 687 
8-3443410 638 
8-3491256 639 
8-3539047 640 
8-8586784 641 
8-3634466 642 
8-3682095 643 
8-87-2í>668 644 
8-3777188 645 
8-3824653 646 
88872065 647 
8-39194-28 648 
8-39667-29 649 
8-40L3981 650 
8-4061180 661 
8-4108326 662 
8-4155419 6 5 8 , 
8-4-202460 654 
8-42494tó' 655 
8-4-296383 656 
8-4343-267 657 
8-4^)0088 666 
8-4436377 659 
8-4483605 660 
8-4^0281 661 
84576906 m¿ 
8-4623479 663 
8-4670001 664 
8-471647f 665 
8-4762892 666 
8-4809261 «567 
•8-4855579 j 668 
8-4901818 6 ^ 
3-4948086 670 
8-4994288 671 
86O103SO 672 
8-5086417 673 
8-51324S5 674 
8-6178408 675 
SSQ14SSI : 676 
8-627011» 1, «77 
8-6Ni600a|< «78 « 
8'S861'»0f 679 
«-6407601 680 
B^itó^Vm m. 8-5^8797 im 
9i6mn 688 

%mmm 1 684 

Raix eofldrads 

25-0599282 
25-0798724 
25-0998008 
251197134 
25-1896102 
25-1594913 
25-1793566 
25-1992063 
85-2190404 
'25-2388589 
25-2586619 
25-2784493 
25-2982213 
25-3179778 
25'aS77189 
26-3574447 ' 
25-8771661 
25-3968502 
25-4165302 
25-4361947 
25-4556441 
í»-4764784 
25-4950976 
25-5147018 
26-8348907 
25-6588G47 
25-578^S7 
25-5929678 
2S-6124%9 
25-CS20112 
26-65Í6107 
'25-6709^^ 
26-6904652 
25-7099-2(8 
25-7'2í»607 
25-7487864 
26-7^1976 
26'7876989 
25-8069758 
25-8263431 
26-845^60 
25-8650S48 
2Ó-8B43SS3 
25^9066677 
26-«aQ962e 

25-9616100 
SS-9HOT621 
26^)000000 
26-01^287 
26^0884881 
a6- im6284 
26-0768096 
260069767 
26<tl61297 

R«i2 rábica 

8-5635377 
8-5*580807 
8-57-26189 
8-5771523 
8-5816809 
8-5862-247 
8-5tK)7-238 
8-5952380 
8-5997476 
8-6042525 
8-6087526 
8-6192480 
8-6177388 
8-62iS'248 
8-626706S 
8-6311880 
8-6--,5«551 
8-6401-2-26 
8-6445855 
8-6490437 
8-6534974 
8-6579465 
8*6623911 
8-666^10 
8-671-2665 
8-6766974 
8-(»01-237 
86845456 
8-6889638 
8-6933759 
8-6977843 
8-702188-2 
8-7065877 
8-7109827 
8-7168734 
8-7197596 
8-7341414 
8-7-286187 
8-78-28918 
8-73726C¡4 
8-7416-246 
8-7459846 
8-1€03401 
8-7646918 

8-7M8880!f 
8-7677192 
8'?720S82 
8-7763880 
8'7807034 
8-783(»»6 
8-7898466 

8 - 7 9 7 9 6 ^ 
8-8Q£!72i 
8 - 8 0 6 6 7 ^ 
8-8108691 



INCOKMmNSURABLBS 385 

KAmeros Sslz cuadrada. Ratx cúbica Kúmeroa RaU cuadrada Rail cúbica 

665 2617-26047 8-8151598 742 27-2396769 9-0531831 
«86 261916017 8-8194474 748 27-2580263 9-0572482 
687 26-210^48 8-8237807 • 744 27-2763634 9-0618098 
688 26-2297541 8-8380099 745 27-2946881 90653677 
689 26-2488095 8-832-2850 746 27-3130006 9-0694220 
690 26-2878511 8-8365559 747 27-3313007 9-0734726-
691 26-2868789 8-8408227 748 27'3495837 9-0775197 
692 2é-30áS929 8-8450354 749 27^78644 9-0815631 
6 ^ 26-3248932 8-8493440 i 750 27-3861279 8-065í»30 
69* 20-3438797 8-8535985 751 27-4043792 9-089635-^ 
695 26-36á8á27 8-857848*1 752 27-42-26184 9-0936719 
696 26-3818119 8-8620952 753 27-4408455 90977010 
697 26-4007576 8-8663376 754 27-4590604 9-1017265 
688 26-419^96 e-8706757 7 ^ 27-4772©3 9-1057485 
«99 26-4386081 8-8749099 766 27-49fe4542 9-1097669 
700 26-4576131 8-8790400 757 27-5130330 9-1137818 
701 26-4761046 8-883-2661 758 27-5317998 9-1177931 
702 26-4952826 8-8874882 759 

7«e 
27-5499546 91218010 

703 26-5141472 8-8917063 
759 
7«e 27-5680975 9-1258058 

704 26-532991© 8-8939204 761 27-586-2284 9-1298061 
705 26-5518361 8-9001304 762 27-6043475 9-1838084 

-706 26-57068'35 8-904^66 ; 763 27-6234546 9-1377971 
707 26-5304716 8-9036^7 764 27-6405499 9-1417874 
7(B 26 6aí2694 8-9127369 765 27-6686334 9-1467742 
709 26-6270^9 8-9169811 766 27-6767650 9'149767(> 
7íO 26-6458-252 8-9311214 767 27-694764^ 91637376 
711 .26-6646838 8-9263078 768 27-7128129 • 9-1577189 
712 26-6^3281 8-9294902 769 27-730*492 9-1616860 
713 26-7020^8 8-^36687 770 27-7488739 9-1666^6 
714 .26-7207784 8^378433 771 27-766^68 9-189<>2-25 
716 26-7a&J^9 8-9420140 71ñí 2i-781í«l80 9-1735862 
716 26-7681783 8-9461809 7TO 2i-8í>28776 9-1775446 
717 26-7768557 Bizmes» 774 2T-8»8556 9-1816008 
718 26-7955220 8-9645029 776 27-8388218 91854627 
719 26-8141764 8-9^e581 , 776 27-8567766 9-1894018 
720 26-8328157 8-9628095 777 27-8747197 9-19^474 
721 26-8514433 8-9660570 778 27-8926514 9-1972897 
722 26-8700677 8-9711007 779 2t-91(»716 9-30122^ 
728 26-8886^8 8-9752406 780 37-9284801 9-2051641 
724 2G-9072«Í 8-9798766 781 3?-9468778 9-2090962 
725 9»-92Smd 8-^35069 782 . 27-9a4a6i» 9-3180860 
796 26-94«Í»72 8-W76878 788 37-91^18» 9-21(^605 
m %-98l4761 »9dnm 184 , 980000000 9-^08?26 
T98 %-98l4761 8-9958899 TOS 380178616 9-^17914 
739 27.0000000 »ooooa» 

9O041164 
386 28-08S6916 9-3387868 

78» 27-01861!» 
»ooooa» 
9O041164 787 280536908 9-2826189 

Wl 27-0370117 
»ooooa» 
9O041164 788 280718877 9-a36&277 

71^ 27-0554865 90138388 789 38-0891488 9-3404838 
788 27-0789787 

90246288 

(790 9»iomm >3448866 
784 270884844 

90246288 
791 38-1^7222 9-tnsmiá 

786 971106884 90246288 792 
798 
784 

98-1434946 8'3S3l6t» 
786 27*1293109 9O987M0 

792 
798 
784 

S8-16CO(i57 9-3600334 
78T 371477149 90838031 

792 
798 
784 38-1780066 . 9-2869114 

TB8 8M661654 90688887 796 9818674a 9^9687978 
788 
740 
741 

S7-1846644 9010960» 

90I91148 

796 38-3184730 9-36761^ 788 
740 
741 

íf-90»Uú 
9010960» 

90I91148 
7 9 7 - 38-3811884 9-371WÍ3 

788 
740 
741 ar-aim^s 

9010960» 

90I91148 198 38-3488866 9^VMm 

m 4» 



î G AKIT.MF.TICA TOI! APROXIMACIÓN 

Kiimeros Raíz cuadrada Raiz cii'jica í Kútnero Raiz ctiadradu Ratz cúbica 

T!»'.t 28-2065881 9-27930S1 !'' 856 29-2574777 9-4919188 
SM) 28-2342712 9-2831777 1; 857 29-274.5623 9-4980147 
HOl 28-3010434 9-2870 U 4 ¡•1 8.58 29-2910370 9-50-2.3078 
,sfi¿ 28-31'.1(3045 9-2909072 \' H59 29-3087018 9-50.59980 
s-ia 28-337254(! 9-2947671 11 860 29-3-257.566 9-5í»;t0854 
Sl).l 2í-:>548'j:38 9-298G239 \' 801 29-34-28015 9-5i:3;3(;í)it 
HOÓ 28-37252 lí» 9-3024775 /' 862 2í)-3598365 9-5170515 
SD»; 28 3i"013ltl , 9-30(33378 'i 863 2Í)-3708610 9-5207303 
!-n7 28-4077454 9-3101759 ij 8f)4 29:3938709 9-5244063 
SIS 28-4-25340á 9-3140190 !'i 865 29-4108.S-2;5 9-5-2807'.t4 
Si»!) 28-4420-263 9-3178599 ' 866 29-4278779 9,5317497 
SID 28-460498'.» 9-3216975 867 29-4448037 9-5354172 
SU 28-4780017 9-3255320 : 868 2!»-4618397 9-53'JÜ818 
S12 28-41*56137 9-3-2936:34 869 29-4788059 9-3427437 
hl3 28-5131549 9-3331916 870 20-49570-24 9-54(U027 
S14 28-530C352 9-3370167 871 29-5127091 9-550(.).589 
S15. 28-5182048 9-3408386 872 29-.529()161 9-35371-23 
Sltí 28-5657137 9-3440575 873 2í»-.5405734 9-5573030 
HIT 28-583211ÍI 9-3484731 874 29-56:M910 9-5010108 
SIH 28-fi00t>;)'J3 9-3522857 875 29-5803989 9-3<34055'.» 
SI 9 28-G181760 9-3500932 876 29-5972972 9-5682782 
S20 28-635'')421 ',I-359'J016 877 2Í»-6141858 9-5719377 
•̂ 21 28-65;X)'J76 9-3Ü37049 878 29-6310048 !t-5755745 
H22 28-6705424 9-3675051 879 29-6479342 9-579'20a5 
S-i?, 28-6379716 9-37i;3022 ¡ 880 29-6647939 9-5828397 
S24 28-7054002 '.1-3750963 1 881 -29-6816442 9-5364682 
H25 28-7228132 9-3788873 •\ 882 29-6984848 9-5900937 
S2(; 28-7402157 9-3826752 :l 883 29-71.53159 í»-5937169 
S27 28-7576077 9-3864600 ' 884 2ÍJ-7321375 9-5973373 
S2S 28-7749891 9-3902419 885 29-7489496 9-600SÍ548 
S29 28-79-23G01 9-3940206 886 29-76.57521 9-6045690 
H30 28-8097-206 9-3977964 887 29-78-15452 9-6081817 
831 28-8270706 9-4015691 838 

889 
29-7993-289 9-6117911 

S:Í2 28-8444102 • 9-4053387 
838 
889 29-81610:i0 9-6153977 

H33 28-8617394 9-40910,54 890 
891 

29-8Í28678 9-6190017 
HU 28-8790582 9-4128690 

890 
891 29-8496-231 9-62-260.30 

H'?5 28-8963666 9-4166297 892 29-86636í)0 9-0262010 
s;3<> 28-913í]646 9-420;5873 893 29-883ia56 90-297975 
H37 28-9309523 9-4241420 894 29 89983-28 9-0338907 
H38 28-9482-297 9-4278936 895 29-9165506 9-6309812 
S30 28-9654907 9-4316123 896 29-93325Í»! 9-6i056!X) 
840 28-9827535 9--1353800 897 29-!t498583 9 0441542 
841 29-0000000 9-4891.307 898 29-9660481 96477367 
í*42 29-017-2363 9-44-28704 899 29-9833287 90513166 
843 29-0344623 9-4466072 900 ao-0000000 9-6548í»38 
844 290516781 9-4503410 901 80-0166631 9-6584684 
845 29-0688837 !>-4540719 902 80-0333148 9-6620403 
84») 29-0860791 9-4677999 903 ÍK)-04Í«5S4 9-0656096 
847 29103-2644 9-4615249 904 30-0665928 9-6691763 
S48 29-1204396 9-4652470 905 30-0832179 9-6727403 
840 29-1376046 9-4689661 906 30-0998339 9-6763017 
850 ' 29-1547595 9-4726834 907 30-1164407 9-0798604 
851 291719043 9-4763957 908 30-18303H3 9-0834166 
853 1 29-1890390 9-4801061 

9-48381;% 
909 30-1496-269 9-6869701 

853 i 29-2061637 
9-4801061 
9-48381;% 910 30-166-2ÜÍJ3 9-0905211 

854 : 29-2332784 9-4875182 911 30-1827705 9-09406!t4 
853 i 2!»-2i03830 9-4912200 912 301993377 90976151 



INCONMKNSUUAIiLKa 3P. 

Kúraeros líatz ciiadriida 

913 30-215S899 
91.4 :»-2;s.'4:i2ii 
015 ¡iO-ily.HitiO 
91ti 30-2t;r)i9io 
917 :W-2S21X)79 
918 30-2085148 
919 30-O150128 
920 30-3315018 
921 30-3479H18 
922 80-30-14520 
92;i 80-3809151 
924 30-3073í>8;3 
925 30-413S127 
92(5 3() -4 : Í024H1 
927 30- t4(5H747 
928 ;30-4fi30924 
920 :-50-4T95013 
930 80-195!)014 
931 30-512292(i 
932 80-528(J750 
93)í 30-5150487 
934 ;J0-5G1413(5 
935 30-5777697 
93G 30-5941171 
937 30-6104557 
938 :»-6267857 
930 30-6431069 
940 30-(w9419t 
941 30-6757233 
942 30-6020185 
943 ;X)-70S3051 
944 30-7245830 
945 30-74(J8o-23 
946 ;»-757U3f) 
947 30-7733051 
948 30-780608(3 
949 30-805H43() 
950 ;3O-S22O70O 
951 30-8382870 
952 80-8544972 
958 30-8706981 
954 80-a8f)8904 
955 3O-0Oí!O743 
956 30-9192477 

9-70115S;! 
0-7046080 
O-7082:UÍ;) : 
0-71177-23I 
0-7153051 i 
0-7188:!54 | 
9-7223631 i 
0'7258883 | 
0-7204100 ' 
0-7320300 1 
0-7364484 : 
9-7300634 | 
9-74:U758 . 
0-74608.57 
9-750491» I 
9-7530970 , 
0-7575002 ! 
0-7610001 ' 
9-7644074 \ 
9-7679022 ' 
0-7714845 i 
0-7749743 '. 
9-77Q461G I 
9-7819466 i 
9-7854288 
9-7aS0087 i 
0-702;,tó61! 
9-79586 U ' 
9-7003336 
9-8028036 
9-8062711 
9-80í)7362: 
9-8131989 
9-8166591 i 
0-8201160. 
0-8-2:$5723 
9-8270-252 
9-8:304757 
0-8330238 
0-a373695 
O 8408127 
9-8142536 
9-847()920 |! 
0-8611280 ' 

Números R a d cuadrada ' Raíz cúliioiv 

057 33-03.>ll(;6 Ü-S545IU7 
058 30-95157r;l 0-S5T0;'2'." 
950 30-O(i77-i51 9-861121S 
9G0 30-083S()68 0-864818:; 
061 31-0()aKX)0 0-86S-i7-i4 
962 31-0161248 0-871tiO41 
963 31 03224 i:i 0-87511:35 
964 31-0183404 0-8785:^06 
065 • 31-0644401 0-8S10451 
066 ;51-0805^05 0-885:3574 
067 31-0066236 0-8887673 
968 31-11-260S4 0-8921740 
060 31-1287618 0-80558(n 
970 311448-230 0-808083() 
971 31-16087-20 9-90-238;35 
972 31-1769145 0-0057817 
978 31-1020470 0-900177('i 
974 ' 31-2080781 9-01-25712 
97p 31-2-240900 0-0150624 
976 ' 31-2400087 0-019:5513 
977 31-25*)9002 9-9-227370 
978 31-27-29915 0-0261-2-22 
970 31-2880757 0-0205042 
980 31-3019517 9-9:3'288:30 
981 81-3-200195 9-9362613 
982 3l-í«68702 9-9306;563 
983 31-:55-283aS 9-94;30092 
984 31-3687743 0-046:3797 
985 31-3847007 9-040747!» 
986 31-4006369 9-9531188 
987 31-4165561 0-0564775 
988 31-4324(i73 9-95!)8;380 
980 31-4483701 0-0631081 
990 31-4642654 9-9665540 
991 31-4801525' 9-9690055 
992 31-4060315 9-0732610 
993 31-5110026 0-97()61'20 
994 31-5277655 9-9799590 
995 31-543*>20<) 9-9a33055 
996 81-5594677 0-9866488 
997 31-57530(58 9-0899'.KX) 
998 31-501 U!80 9-!t9;i8280 
999 31-606!Hil3 9-it066G66 

1000 81-6227766 10-0000000 



LKCCIÓN X 

Rafees de los qnebrados. 

Hemos visto (Lección V) que la raíz de un quebrado, yj-'- , 
es igual á la raíz del numerador partida por la raíz del de
nominador, 

Pueden darse cuatro casos: 
1.° Que el denominador tenga raíz exacta y también el 

numerador; 

V 9 l^T 3 

2.° Que el denominador también tenga raíz exacta, pero 
no el numerador; 

V "9" ~ i^T ~ í 

3.° Que el denominador no tenga raíz ni tampoco el nu
merador; 

V u ~VTT 

4." Que el denominador no la tenga y el numerador sí; 

V a vTT VTs. 
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No se comprende (¿ué es lo que pueda ser un quebrado sin 
denominador definido ni definible: dividido en determinado 
número de partes, así sean estas partes pocas, muchas ó mu
chísimas, resulta siempre un concepto inteligible; pero no 
cabe concebir un módulo cuyas partes sean inexpresables nu
méricamente. 

Por eso en los dos últimos casos, el denominador se hace 
cuadrado perfecto multiplicando los dos términos del quebra
do por su mismo denominador; con lo que el valor del que
brado no varía. 

Caso 3.0 

V u V u X 11 V 11' i/I? u 

Caso 4.° 

11. = / 9 X 11 ^ /M _ '-'W ^ '̂ M 
V 11 ~ V 11 X n V 11' ^̂ ñs 11 

Haciendo, pues, cuadrado perfecto el denominador, los 
cuatro casos quedan reducidos á dos: 

Denominador cuadrado ^ numerador cuadrado; 

y o vT 3 

Denominador cuadrado y numerador no; 

V n» 11 

Así, los dos nuevos casos se interpretan fácilmente: 
1.° De un módulo dividido en n partes hay tomadas m; 
2° De un módulo dividido en n partes hay tomadas pró

ximamente y/7». 

Claro es que, á resaltar posible, conviene aplicar estos 
principios á los números más reducidos que quepa obtener, 
para evitar complicaciones innecesarias; y que, por tanto, los 
<[Uebrado8 deben, ante todo, reducirse á su más simple ex
presión. 
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¿Cuál es la raíz do los dos quebrados siguientes? 

Víi5' V21V5 

Hallemos la más simple expresión de ambas fracciones: 

r>ic, 2 728 2 
2IH lí :!64 •j 

í)i 7 182 •2 
la IS !)1 1 

13 IB 

505 5 220.) n 
ll!l 7 765 ;t 

17 17 255 H 
8-5 
17 

5 

^'T / 54fi /ñ X 7 , x 13 
V "28 V 8 X 7 X 3 

5 V 229Ó V 27 X 5 X IT V 2' 

Según la regla general, debería este último quebrado 
multiplicarse por el denominador 27, lo que nos daría 

/ 7_XJ27 ^ / " ? X -JT ^ ^" 7 X 27 ^ / S Ü 

V 27 X 27 V 27' 27 27 

Pero, considerando que 

v/Í= vi 
se ve que cabe obtener un denominador cuadrado multipli
cando por 3 los dos términos del quebrado» 

\/i 7 

3» ' 

pues, así, se hará cuadrarlo exacto el denominador y los tér
minos serán mucho n;iá3 sencillos. En efecto, 

V 27 V »» V 3^ X 3 V a » »» 9 

No puede caber duda de ser mucho más fácil para el cálcu
lo la exprepión 

/Tí 
T' 

que no la 
/TÍO 



IN( l(\.\lKNSri!Al!I,!;s ¡iíll 

Y, en general, la ventaja aparecería más considerable, si 
no se tratara de quebrados tau sencillos. 

Por consiguiente: siempre que haya que extraer la y' de 
un quebrado, se harán las operaciones siguientes: 

1." Descomponer los dos términos del quebrado en sus 
factores primos; 

'2.'' Reducirlos á su más simple expresión; 
B." Y multiplicar arabos términos por los factores conve

nientes para que resulten pares todos los exponentes de los 
factores primos del denominador. 

Así, la extracción siguiente se dispondrá como sigue: 

\ ftsosoJuoiJ" 

= 

\ 

\ 
3 = 

1' X 3 X 
X 37 

5> X 11-

= \ 

\ 
3 = 

•¿'ICb'' x " 

2 " "x~ 

X 13 X / 
2» X t» 

37 
Tí' 

= 

\ 

\ 
3 = 

•¿'ICb'' x " 

2 " "x~ 

X 13 X / 
2» X t» 

37 X 2 •/. S 
I' xTl-

= 

\ 

\ 
3 = 

•¿'ICb'' x " 

2 " "x~ 

X 13 X / 
2» X t» 

i7 X 2 X 5 
X 11 

= 2> 

3' X 1? 

X 5» X 11 X v^3T0 

— 
9?. 

0 X 13 

X 12i X 11 X V 370 

151! 1179 3 .58()800000 2 
506493 3 2!W400000 2 
168831 ••\ 145¿tK)000 2 
5(v277 3 "•2600000 2 
18759 3 3<ír»0000 2 
(i263 13 18150000 2 
481 13 9075000 2 

37 37 4537500 2 
2268760 2 
li:-M375 3 
3781-25 5 

75()¿5 5 
15125 5 

;Í025 o 
(505 5 
121 11 
11 11 

117 

Así, 8Í después de simplificado un quebrado y descom
puesto en sus factores simples, nos resultase 

/ ? X 7' X 11 
\ »«X 5 X 17» * 

liabría que multiplicar denominador y numerador por 3 y 
por 5, con lo que tendríamos: 

/i y. 7 'X 11 X 8 X~6 
\ 3 ' x 5'X 17' 

t̂ 2 X 7' X n X 8 X f> 
a' X 5 X 17» 

110170 
13005 (1) 

(1) ¿Habvá de reeomemiavse nuevamente que haga el opera>ior siem
pre las pruebas de la cifra ni'lxima? 
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En virtud de estos procedimientos, nunca hay que sacar 
más que una sola \ , la del numerador, por el procedimien
to empleado en la extracción de los números enteros. 

Estos principios se aplican también á las fracciones deci
males, que son (casi) las exclusivamente empleadas en el 
cálculo de Jos irracionales. 

Sólo liay que distinguir si el número de cifras del deci
mal es par ó impar. 

Si es par se procede á la extracción como si se tratara de 
un entero; y, después, se separan con la coma tantas cifras 
de la derecha cuantos períodos haya presentado el número. 

Y, si es impar, se agrega un cero á la derecha de las ci
fras decimales', y se procede como en el caso anterior. 

Tampoco así hay más que una sola extracción que veri
ficar. 

Fácilmente se deduce de los principios consignados en la-
Lección VíII cuál ha de ser el procedimiento para hallar las 
raíces por defecto y por exceso de las cantidades decimales. 

Se buscan las raíces por defecto según cualquiera de los 
métodos descritos en las correspondientes Lecciones del Li
bro dedicado á la raíz cuadrada en la Parte I; y, si la dema
sía es menor que la raíz, se dan por suficientemente aproxi
madas las cifras obtenidas; pero, si ]a demasía es mayor, se 
agrega una unidad á la última cifra de la derecha de la raíz. 

i'~ 0,58 4 00 (> 3 

Se agrega un cero por ser impar el número dado de cifras 
decimales: 

/ " " O,.J84 6;M;3 0 ,T Í ; 12\ 
i) 4.0 n ) 

<;4!>.fi j-Lz (Método de con-
4 O O o O: I.') 2 / densación. Demasía 9 4<)íj' I 1 5 2 8 ' 

Raíz del cuadrado más próximo 7 6 4 3 
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/— f).:;().s.'¡s i.'Sc, I .-,55 0 [ 
- 5 I- ; tercer método. 

10 
. ) h . ) 
5 _' 5 

C U S 1 

" (•"')'•' + doble ¡101- la citVii anterior. 

.) 2 .) =̂  (5)- -|- doble porlas dos cil'r:is anteriores. 

5 5 i i ;!ii 
5 5 5 vi 5 = (5Y2 _|- doble por las t resci t ' ras an t e r io re s 

Dcmasi.i 1 1 1 

liniz del cuadrado más pró-ximo 5 5 5i 

,'~~ 0,.T O 8 (i .S O 2 •! 
Tablas : i ()8n-_ '5 

<i 5 5 •_> 1 
Demasía '.>'•> U'.\ 

D i) o ;> 

1110 

líaíz del cuadrado más jn-óxinio 5 55 (i 

El mejor procedimiento para hallar raíces cuadradas por 
aproximación será siempre el de las t ab las , habiéndolas, 
pues por el las siempre obtendremos expedi t ivamente las 3 
pr imeras cifras de la r a íz . Después es casi indiferente hacer 
uso del método de condensación, ó bien del de divisiones por 
grupos. Cada uno de estos dos t iene sus ventajas y sus incon
venientes. El de extracción por grupos presenta con frecuen
cia el de la in terpre tac ión, cuando hay que agregar á una 
sección ceros, que no aparecen en los cuocientes de cada 
agrupac ión . 

Método de condensación.. Método por grupos 

r'~Ü.7 O 3 2 1 a 1 1 1 1 2 2 n 5 1 H 1 /-"Ü,? O ;3 2 1 0 4 1 J 1 2 2 O 5 ] S I 
1 
3 0.3 

2 7 2.1 
íi O 3.-1 
4 3 3 3 1.1 

!>0H7 1.2 
Demagín 3 7 8 3 5 1 

5 i4 O 

Tabl««7 02 2 5 
!M;3 I i l ' 5 3n: 
•13 3 1 

!M t l.'l H 
d S i ' 32 1 i 

5 3 O 2 
5 .3 O 3 (i 

3 0(; 
',U>S7 12 — 

Demasía i> 7 H 3 5 1 ; 1 
Raíz por detecto. 0,2 <i 5 1 K 1 llaiz por e.xceso. 0,2 ti •" 1 H 2 

Siendo mayor la demasía que la raíz hal lada, claro es que 
la ú l t ima cifra deberá ser forzada on una unidad y que el 

TOMO III 50 
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cuadrado de la l lamada raíz por exceso 0,2*35182 se hallará 
más cerca del número dado 0,7()3213-illl2, que el cuadrado 
de la supuesta raíz por defecto, 0,2G5181. 

Y, con efecto, la diferencia por defecto es = 378351 cien 
mil millonésimas, y la por exceso = 152012 (*) 

CÁLCULO POR EL MKTODO DE COXDENSACIÓX. 

0,38a51(i!)2748130TO¿51l>5Tli214:-50KC7i;t2 
IW 

205 
841G 
10609-2 

T4()B74 
(**) «(5788130 

510211170 
lt;7-227r>125 
43855434449 
684380198057 
67519(;5673202 
58336025967714 
898718265929a36 

3511350803222780 
1043908637800S9671 

569317716321408792 
Demasía 758292832370: »536 

I 6.16S(>0:>413554 7284 
I 1 2 
j_122 

^12336 
: 12:fet720 

12;«7210 
12;J372108 

• 1233721082 
j 1233721082» i 
: J 2 : Í 3 7 2 1^8270 

¡ 12:33721082710 
; 1-23372108271(X 

12:8372108271094 
123372108271CK744 
1233721fi827109456 

Raíz más aproximaila 
I =0,6168605.11355472S5 

O 2 C 5 1 8 1 
X 2 6 5 1 K 1 

2 « 5 18 1 
21214 48 
2 6 5 18 1 

1325905 
1691086 
530362 
70320962761 
703213 41112 

378351 

265182 
2 6 518 2 
530364 

2 12 1 4 5 tí 
2 6 518 2 

1326910 
15 910 9 2 
530364 
703214t»8124 
70321341112 

15 2 012 

(**) Por al método de los grupos no se ve claramente, como aquí, qne 
hay qne poner cero á la raiz. 
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II I - I -

SS 
- • fN i^ 50 
X X ir: 5Í O 
^ 1 !• CJ Cf5 o 
Oí ce c ; Q --H Oí Q -H X —' X X ÍD - t 12 

•M t— X -H eo ' i 00 -T ci r- cS —< 
•M ' f I~- 1^ r f 

r l 1— 1— « 
^^ I ^ sj? 

s 

O 
Al 
b 
K 
C 
« c 
cu 

I 

I 
I 
I 
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La demasía despreciada en las dos extracciones anteriores 
es insignificante tratándose de decimales; 75 cuatrillonf^simas 
es en la práctica una cantidad inapreciable. Pero, si se tra
tase de enteros, la demasía ahora despreciada sería de gran
dísima consideración. 

Cuando se trate, pues, de enteros, hay que agregar á su 
última demasía 12 ceros ó 14 (ó más, si se necesita una 
aproximación superior á la de las 10 millonésimas); seguir 
extrayendo hasta bajar el último período, de dos ceros, y en
tonces solamente cabe prescindir de la última demasía de
cimal. 

Por ejemplo: si ea vez deí decimal U,58409G3 (cuya raíz 
fué la primera que se extrajo en esta Lección) se nos hubiese 
dado el entero BS10963, no habría sido licito prescindir de la 
demasía de 3907 enteros, y, por tanto, habría habido que 
disponer la operación como sigue: 

y/ 'ó 8 4 0 ! > ( i 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 j 2 4 1 6 , K 0 8 4 3 2 (; 
A U í4) 

1 8.4 ] 4 8(1) 

32B6.3 !i^Íl(6L 
3 ÍJ O 7 0.0 14 8 3 2 (8) 
, . 4 0 7 00.00.0 

20'.niíüoo L'* ^ ^1^-'^ ^^^ . 
1570894400 4K33«1(Í(4) 

12r,80.9;! .510 0 1 , „O"Q, . . , . . „ ,Q;^ 
Demasía decimal deque 8 O 1 3 7 O 1 .*? 7 « O O :*- ? í ' - ' J -" ^^-l . 

ie prescinde 1 1 3 5 3 1 2 5 7 2 4 4 H 3 . : u n i l 8 <> (2)_ 
4 8 3 3 C 1 (; 8 fi 4 (6) 

Siempre, pues, que se nos den á extraer raíces cuadradas 
de guarismos enteros no cuadrados, se agregarán 12 ceros ó 
14 al guarismo, si se quiere una aproximación hasta las mi
llonésimas ó las diezmillonésimaa. Sólo no necesitándose tan
ta aproximación, se podrían agregar menos ceros (siempre 
«n número par). 
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C&lcnloM de lait ap rox imac iones á la r a i z cúbica. 

En las últimas Lecciones del Libro VII de la Parte I s© 
trató del cálculo de las y^ cuando los números cuya raíz se 
busca son cubos exactos. 

Toca ahora tratar del cálculo aproximado de esas expre
siones cuando se nos dan guarismos comprendidos entre dos 
cubos consecutivos; y, por tanto, irracionales, por ser sus cu
bos imposibilidades numéricas. Si el cubo de 2 es S, y el cubo 
de 3 es 27, ningún entero multiplicado dos veces por sí mismo 
puede dar (por multiplicación, entiéndase esto bien) los nú
meros desde el 9 al 2G; y, en general, los guarismos compren
didos entre dos cubos exactos. 

Conviene que el discípulo repase aquellas Lecciones para 
que ahora no le detengan las dificultades de la ejecución, y 
que se haga bien cargo de lo explicado en las Lecciones lUti-
mas, por ser la doctrina en ellas expuesta respecto á la y'' la 
misma que ha de sentarse ahora respecto é la ^ , sin más di
ferencias que las propias de la involución de los cuadrados y 
la involución de los cubos. 

Barísima vez, á no ser de propósito, se nos dará un cubo 
perfecto para extraerle la \/ ; pues en el primer millón no 
hay más que 100 cubos exactos. 

Por lo cual, en general, hay que enunciar el problema d& 
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la evolución cúbica diciendo que consiste en «hallar, dado un 
guarismo cualquiera, el mayor cubo contenido en él, y, ade
más, la correspondiente demasía (que en 1 millón de casos 
puede ser cero 100 veces solamente)». 

3/— 
\ / 1222 = 10, con una demasía de 222. 

De modo que 
1222 = 103+222. 

Todo número, pues (según ya se ha dicho) es igual á una 
potencia de un número menor -f- una demasía. 

Mientras se considere á los números como compuestos así, 
po)- suma, de un cubo y una demasía (que sólo será cero cuan
do se trate de un cubo exacto), no puede temerse que aparez
can los irracionales, porque siempre las demasías resultarán 
números conmensurables. Pero el conflicto surgirá en cuanto 
se pretenda que todos los guarismos aparezcan, no formados 
por sumandos, sino por productos de otros números menores 
multiplicados por sí propios una ó varias veces. (En el caso 
de la y^ , multiplicado 2 veces por sí misipo). 

28 = y^^3 x 3 x 3j + (una demasía ~ 1) == y / i ? + 1 

XXX x; imposible aritmético. 

No tienen, pues, y/ los grados de la escala de la plurali
dad existentes entre dos cubos consecutivos. 

Pero, por el artificio de los quebrados, se les atribuye una 
raíz aproximada (que en realidad no es ui puede ser raíz de 
lo que no la tiene); pero que, multiplicada dos veces por sí 
misma, da un valor muy próximo_al irracional propuesto. 

Si pretendemos extraer la y^2 , hallaremos por las tablas 
el número 1,259921; quebrado que, ciertamente, multiplica
do dos veces por sí mismo no da 2, sino el cabo exacto 
1,999999762390480961, al cual le faltan menos de 3 diezmillo-
nésimas para ser = 2. 
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12 5!) 9 2 1 
1 2 5 9ít2 1 

1 2 5 9 íi 2 1 
2 5 1 9 K 1 2 

1 1 3 3 9 2 8 9 
1 1 3 3 9 2 S 9 
() 2 9 !> (i O 5 

2 5 19 8 4 2 
12 5 9 9 21 

1587400 9 2(52 41 
12 599 2 1 

158 7400 92(i 24 1 
31748018 5 248 2 

1428(;(;0833tlir39 
14 28(;(10 833()ir,9 
7 9 3 7 0 0 4 tt 3 12 0 5 

r. 17 4 8 018 5 2 4 8 2 
15 8 7 4 0 0 9 2 (! 2 41 

1,99 9999 7 (i 23 904 8 G9f! 1 

Para hallar la ./' de los números irracionales, se supone 
que la tienen cuando se les agregan muchas trincas de ceros 
(regularmente de G á 7; esto es, 18 ceros ó 21: siempre un nxí-
jnero de ceros divisible por 3). Con la agregación de tantos 
ceros los números dados se hacen billones y tríUones de veces 
mayores de lo que son en realidad; se extrae la y de esos 
números enormes, se desprecia la demasía resultante; se par
te luego la raíz por una potencia del 10 igual al número de 
trincas de ceros agregados; y se considera á los quebrados 
decimales (ya propios ya impropios) obtenidos de tal manera, 
como raíces aproximadas de unos números que no la tienen. 

¿Cuál es la raíz cúbica de 2? (1) 
Para obtener 7 cifras decimales agregamos 21 ceros, ó 

sea 7 trincas de ceros. 

y/2,000000000000000000000 

Y la operación será como sigue: 

(1) Claro es que no hay para qué hacar esta oparacióa, pues el resulta
do está eu las Tablas. 
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líoaoíiooijorjoooooooooooo 
Tablas. cul;o de V2'>, que es el más 

lu-úxirao interior 105:')lió 

4.t;ST5000000 
1IÍS750 

l.er divisor. 3rt2=.T,< lary.'i 4118751)000 
=::)X I5i;25=i4(;8750000 :!(W50779fi 

125 01121: 

Sal/i 
OSOl 
;!75 

00 3 

• d i ^ 

•^2-
'5110 
;75:)l 

iOOxi'OO'̂  
•íOSOl 
•500 

0702! »0 

J)cmaí 

10005 
(•.S()07 

20403 

00 3 

• d i ^ 

•^2-
'5110 
;75:)l 

iOOxi'OO'̂  
•íOSOl 
•500 

0702! »0 :w;75;!75 is~ 00 3 

• d i ^ 

•^2-
'5110 
;75:)l 

iOOxi'OO'̂  
•íOSOl 
•500 

0702! »0 00 3 

• d i ^ 

31 ;S507700 

12500 2.' 
12590 

00 3 

• d i ^ :isor . Qa'^= r, ít;20110;! 12500 2.' 
12590 

00 3 

• d i ^ :isor . Qa'^= r, 

11:Í301 
llHBOl 
02005 

2510« 
1250Ü 

00 3 

• d i ^ :isor . Qa'^= r, 

1.58731801 
X 3 

00 3 

• d i ^ :isor . Qa'^= r, 

17720440;5 

00 3 

• d i ^ :isor . Qa'^= r, 

100242 201 OOiXjaxXX) 
5C0132040 

Demasía 230276370000000 

4i;875 
00~7Tr 

t7*i201103 
"210 

Se desprecia esta demasía. 
Se separan 7 cifras de In raíz 

y se estima como v / 2 al déci
ma í 1.2500210 

Extraer por Jas tablas y por grupos la y'de 9870G239271924 
<Jubo de 4()2, según las hablas 
Cuadrado de 402, tablas 213444 y870«i239271024 

3 OHf5in2y 
402 14 Cuadrado de 402, tablas 213444 y870«i239271024 

3 OHf5in2y 
040332 

cifras 4.-'' v 5." de la raíz i ''•^^''•^•' 05111271 
3 ab'i =r 3 X 40200 x 14" 3107H07 

= 13HG00 X 1'06 5401701024 
lOt) 27108344 

040332 
cifras 4.-'' v 5." de la raíz i ''•^^''•^•' 05111271 

3 ab'i =r 3 X 40200 x 14" 3107H07 
= 13HG00 X 1'06 5401701024 

lOt) 27108344 

14 

W310 Demasía. 543702:jó80 
12474 
138C 

27105000 
¿3 == 143 tablas 2744 

27168344 

(1) No se puede poner 1 al cuociente, porque entonces no quedaría re
siduo para restarle el Hab^ -f- i ' , que faltan para completar la raíz. 
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Si se quisiera hallar esta demasía en decimales con una 
aproximación hasta las diezmillonésimas, serla preciso agre
garle 21 ceros y continuar la operación hasta obtener siete 
cifras más, que separadas por Ja coma, serían diezmilloné
simas. 

La extracción de la y/ por grupos y por división, aunque 
expeditiva, necesita (por razones análogas á las expuestas al 
fin de la Lección VI) en el operador aquel discernimiento y 
tino que únicamente puede dar la práctica. 

En efecto, los cuocientes unas veces son exactos y otras 
resultan en una unidad mayores de lo que deben ser; lo cual 
ocurre siempre que el residuo unido á Ja demasía, aumentan 
el dividendo en una cantidad igual al divisor ó mayor (1). 

Por tanto, el que no esté seguro de dominar esta dificul
tad y la que pueda aparecer cuando haya que agregar cero 
al cuociente (ó ceros), debe reducirse á extraer la y^ se
gún el método ordinario de concentración. 

Para que un entero sea cubo perfecto, es necesario que 
sus factores primos estén elevados á una potencia divisible 
por 3. En efecto, todo cubo de un guarismo es un producto 
en que el guarismo se multiplica dos veces por sí mismo. 

Sea el guarismo 
írt X 6) 

multiplíquesele dos veces por sí mismo y resultará: 

{ax b) X (a X b)x (a X b) ~ a^ + ' + ' x 6 ' + ' +• = a ' x 6 ' 

Sea el guarismo 
la»' X i» ") ' = a " +w +m X 6 » + » +n = o í m x 6 ' » 

Por tanto, no tienen y/ y aparecen con los caracteres 
de irracionalidad: 

(1) El residuo es = 8 a 6* -•- 6'. 
La demasía puede tener todos los valores desde 1 hasta 3 a ' -t- 8 a (ó 

sea al triplo del producto de los dos cuadrados consecutivos). Juzgúese, 

f ines, de la fácil posibilidad de que la suma (8 o 6* -•- b^) -t- una parte de 
a demasía (3 o* -»- 3 a) aumenten el dividendo en una. cantidad ^ que el 

divisor 3 a*. . 
TOKO III Ó l 
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1.° Los guarismos acabados en un número tal de ceros 
que no sea múltiplo de 3. Así 

20, 200, 20000,... son irracionales. 

2." Aunque un guarismo acabe en tres ceros, ó en 6 ce
ros, ó en 9 ceros,... será también irracional si el exponente 
del otro ú otros factores que lo compongan, no es divisible 
por 3; 

3000, no tiene, pues, \J , ni 9000; 

pero ya la tiene 27000 = 3» x 103 

3.° Todo guarismo par es irracional, si no es divisible 
por 8; pues contendrá al 2 ' , ó al 2*; pero no al 2*. Y, aun con
teniendo al 2^, será asimismo irracional si los otros factores 
no tienen exponentes divisibles por 3. Así, 24 es divisible 
por 8; y, sin embargo, es irracional porque el otro factor 3 
no está elevado á 3. Pero ya 

33 X 23 = 216 tiene raíz; v^216 = 6 

Si se saca la y/ de varios guarismos consecutivos, todos 
irracionales, desde luego llama la atención que los cubos de 
tales raices distan muy desigualmente de los guarismos res
pectivos; por lo cuál, y para acortar diferencias (como en 
la (/~) se acude á las raíces cúbicas por exceso. Las y/ por 
exceso son gnarismos que multiplicados dos veces por sí mis
mos, dan productos mayores que los números cuyas raíces se 
buscan, pero que distan menos de ellos que los productos de 
las correspondientes raíces por defecto. 

Por ejemplo: la llamada ^2 por defecto es, con 2 decima
les, igual á 1,25, cuyo cubo es igual á 1,953126; 

Y la llamada y/2 por exceso, también con 2 decimales, es 
1,26, cuyo cubx» es igual á 2,000376. 

A (y/ 2) por defecto faltan 46875 millonésimas para 
ser 2, 

Y á {^2)' por exceso sobran sólo 376 millonésimas. 
Claro es que el error que se cometa en los cálculos con 

la \j por exceso, será mis de 120 veces menor que con la y/ 
por defecto. 
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En la mayor parte de los casos, para decidir que una yj 
lo es por defecto, basta con cerciorarse de que la demasía 
no llega al triplo de la raíz hallada. Pero si la tal demasía 
no es mucho mayor precisa un examen más detenido. 

Toda raíz por defecto ha de ser menor que la mitad de 
una unidad del último orden decimal calculado. 

\/ que se busca < Raíz h a l l a d a + — 

• • . I i / que se busca ] ' < JRaiz hallada H | 

- ' . Número propuesto < í R + -- J 

Número propuesto < R* + 3 R*.x — + 3 R x ( — I + ( 7 ) 

3 3 1 
Número propuesto < R 3 H R*^ R H 

Y, como la demasía es la cantidad que queda después de 
restar el cubo de un binomio, tendremos 

Demasía 

= ( ^ x 3 R * ) + ( l x 3 R + - i ) 

resulta que, para que la y' por defecto sea más aproximada 
que la y^ por exceso, se necesita que la demasía aparezca < 
que la suma de la mitad del triplo de la y/ hallada, más el 
cuarto del triplo de la misma. Si la demasía es > que esa su
ma la más próxima es la y/ por exceso. _ 

Y, por tanto, se forzará la anidad á la y/ calculada por 
defecto. 

J-(3aí) + J-3o 
o» 

(o + 1) = (o»-f-3 o« X 1 + 3 a X 1* 4-13) ~ a» 

= 3 o « 4 - 3 a + l 

— a* T o 
2 4 
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De este modo, usando promiscuamente y según queda ex
plicado, las llamadas raíces cúbicas por defecto y por exceso, 
se está seguro de que el error en las aproximaciones no pasa d© 
-5- unidad del último orden decimal computado en el cálculo^ 
de la raÍ2. 

Las tablas que suelen usarse contienen de 5 á 7 cifras de
cimales; mas, como el último decimal puede estar forzado en 
una unidad, hay que tener esto siempre en consideración, 
especialmente si se quiere aquilatar la aproximación en un 
cálcalo delicado, aumentando el número de los decimales de 
las tablas. 

Las fracciones de aproximación á los números que care
cen de y^ y que los representan y sustituyen en los cálculos 
son APEBióDiCAs, como todas las correspondientes á los núme
ros irracionales. 

Sabemos que la raiz n de un quebrado ea el caociente de 

y Diimerndor 

./ ' 
y denomina lor 

y que 

Siendo incomprensible lo que pueda ser un quebrado cuyo 
denominador no resalte definido ni definible, aiempre se hace 
cubo perfecto el denominador, si ya no lo es. (Véase Lec
ción VIII.) 

Claro es que, multiplicados los dos términos de un que
brado por el cuadrado del denominador, resoltará siempre 
cubo perfecto el denominador 

1 ^ *»"•*? 
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Pero, en muchas ocasiones, bastará con multiplicar am
bos término? por números tales que resulten todos los facto
res del denominador elevados á un exponente divisible por 3. 

n l> nb 

h'' X c' X (¿ o X /<» X t ' X (/ 
• X , 

6 X c' X d* X e' t ' X o' X <í i/' X c- X rf» X . 

p¡ 5 — \J u K h" X I? X ll 
n_X_&-_X_c' X rf __ \ 

(/• X c« X d' X e"' 6 X €•' X á» X e' 

Así, pues, reducidos los cuatro casos que pueden ocurrir 

8/ $/ 3/ 3 
V íe un cubo y de un no cubo y de un no oulo y de un cubo 
y - ' 3/ — ' 3/ — ' 3/ — 

V <íe un cubo y de un cubo y de un no cubo y de un no cubo 
á solos los dos siguientes: 

8/ 3/ 
y de na cubo y de un no cubo 
3/ ' / — ' 

y de UD oubo y' de un cubo 

ambos casos tienen ya fácil interpretación: 
1.** De un módulo dividido en n partes hay tomadas m. 
2." De un módulo dividido en » partes hay tomadas pró

ximamente ŷ m _ 
Por consiguiente, siempre que haya que extraer la yj 

de un quebrado habrán de efectuarse las operaciones si
guientes: 

1." Descomponer los doa términos del quebrado en sus 
factores primos; 

2.° Reducirlos á su más simple expresión; 
3.° Y multiplicar sus dos términos por los factores conve

nientes para que resulten divisibles por 3 todos los exponen
tes de los factores primos del denominador. 
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Ext rae r la y'̂  del quebrado 89U«0 
M4234375 

. V 8944320 
V 444^4ü7á 

*/2« X í X 5 y 7 X II» . y 2' X í J . 
3' X 5« X IS 

'V 2* X 5 X 7 X II* X 13' 
3» X »• X 13' 

2<̂  X » X 7 X 11' X 13» m 
V 32 X 5» X 18 

J' X 11 X V 5 X 7 X 13' 

3» X 5' X 13 

•¿> X 1 1 

8944320 
4472160 
2236CM) 
1118040 
5ÍW020 
279510 
138755 
465»5 
9317 
1331 
121 
11 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
3 
5 
7 

11 
11 
11 

3' X 
44 

29ÍS 
4i 

2925 

5« X 18 ^ V 

X y/59Í5 

X 18,085' 

x l 3 * 

444234375 3 
148078125 3 
49359375 3 
1645:3125 3 
5484375 3 
1828125 3 
609375 3 
203125 5 
40625 5 
8125 5 
1625 .") 
325 5 
65 5 
13 15 

5400 3 a 6 = 3 X 1800 xf(i 9 x 25 x 13 5 x 7 x 169 
64 = 5400x64 225 35 

= 345600 13 
216 63 = 8 ' »r 512 

:{24 
346112 

'U5600 

3 a« = 3 X (180)2 — 3 x82400 
= 97200 

3a» = 3 X a«08)« = 3x3268864 
= 9806692 

675 
225 

507 
5915 

2925 

507 
5915 

5915000000000 
5832000 • 

180 84 5915000000000 
5832000 • 
83000000 
5240000 
346112 

97200 

9806592 
4893888000 

97200 

9806592 

Concluida la operación, resnlta una demasía de 970383296, 
que se desprecia; se toma por ^ por exceso el núm. 18085, 
se separan 3 cifras de la derecha y se considera como y/ el 
decimal 18,086. 

Haciendo, pues, cabo perfecto el denominador de cada 
quebrado cuya y ^ se pida, nunca hay que hacer más que 
una sola extracción. 

De estos mismos prii^cipios aplicados & los decimales, sa> 
le la regla de que, si el número de cifras decimales no es 
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múltiplo de 3, se agregue á ellas un cero, ó bien dos; y, 
siendo ya divisible el decimal propuesto en períodos de á 
tres cifras, se procede á la extracción de su ^~ como si se 
tratara de un número entero. 

V'0,531441 =r0,81 exacta 

3/ y 
V' 0.53201 = V 0,532010 = 0,81 por delecto 

V 0,54!)!» =̂ V 0,54ii;>!.)0 =, 0,S_> por exceso 

Resuelva el discípulo los problemas siguientes: 

V51,478 ,178848 = 
3 

V 0,108155287 = 

V 3,141E92(55;5 = 

V 3,141592 = 

V 0,000000103823 r-

V 1,03823 = 

(*) Las llamadas V ¿e estos números son, respectivamente, 

3,72: 0,583; 1,464; 1,464; 0,0047; 1,01 
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L O G A R I T M O S 

LECCIÓN I 

l i O x a r l t m o B 

Las dificultades que presenta la extracción de la y/ son 
muy poca cosa comparadas con las que por medios análogos 
ofrecería la extracción de las raíces de grados superiores. La 
determinación de un término cualquiera de una progresión 
por cuociente, ó bien el producto de un número cualquiera de 
sus términos, serían casi impracticables con los recursos de la 
Aritmética comiin. La inserción de un gran número dado de 
medios proporcionales geométricamente entre dos números 
sería incalculable por los medios ordinarios... 

Por manera que la Aritmética, no sólo se encontraba con 
magnitudes no numerables (como la diagonal del cuadrado 
respecto del lado, o l a circunferencia respecto del radio...), 
sino con la imposibilidad, ó casi imposibilidad, de computar 
muchas de las magnitudes numerables. 

Parecía imposible salir de tantas y tantas diñcultades, 
rayanas en muchos casos con la imposibilidad, cuando en 161-i, 
publicó el Barón Napier, escocés, su Mirifici logarithmorum 
canonis descriptio; si admirable por la profundidad del inven
to, admirable también por la ejecución, dada la escasez de 
medios de que entonces disponía la ciencia. 

Logaritmo (del griego ).¿YO; OLO'SÍ^ÓÍ) quiere decir d núme-
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ro correspondiente á la razón; porque logaritmo es el índice 
de la potencia á que se ha de elevar un número constante, 
llamado base, para producir un guarismo dado. Los logarit
mos son, pues, los exponentes de una base, constante en cada 
sistema logarítmico, la cual ha de producir por involución 
todos los números de la escala de la pluralidad. 

100 = 1 
101 = 10 
lOí = 100 = lÓ X 10 
10» = 1000 = 10 X 10 X 10 ) involución. 
10* = 10000 = 10 X 10 X 10 X 10 
IOS = 100000 = 10 X 10 X 10 X 10 X 10 
108 = 1000000 = 10 X 10 X 10 X 10 X 10 X 10 etc. 

Cero, 1, 2, 3, 4, 5... son los logaritmos respeotivamente en la base 10 de 
los números 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000.... 

Como se ve, no es lo mismo exponente que logaritmo. 
Exponente es el índice de la potencia á qne ha de elevarse 

un número cualquiera: 6*; 17»; 454'; 1000*'.,.; 
Logaritmo es el índice de la potencia á que ha de elevarse 

sucesivamente un sólo número (10 en los ejemplos ante
riores). 

De manera que todo logaritmo es un exponente; pero no 
todo exponente es un logaritmo. 

Antes de seguir adelante conviene manifestar qne, para 
generalizar los principios, se da en los cálculos logarítmicos 
la forma de exponentes fraocionarios & los signos que en 
otras clases de cómputos sirven para indicar la extracción de 
las raices. Asi, 

/ i ; v^27; \ ;^6^ , . .^ ¡ ;7¡^ , . . . . 
se escriben 

1 1̂  1 

4 « , 27 » , 625 < ,. 
i í! 

ó bien 
4 0,5; 27 0."»;.. . 625 «.M;... 
4 o.«: 28 «•««;.. . 625 OW;... 

Esto, cofflo se ve, no constituye difícnltad de ninguna cla
se para la inteligencia: sólo pide que s« aprenda un nuevo 
modo de notación. 
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La interpretación de tales expresiones es sumamente 
clara: 

1 2 
4 significa que de i se extraiga la \/~ . •. 4 '̂  = 2; ó bien 4 "'^ = 2 

6 

2 quiere decir que la y'~ de 2 se eleve 4 la S." potencia: ó bien que 
1 

de la 6." potencia de 2 se extraiga la \f~ . •. 64 ^ = 8 
6 _ l_ 

3 * = y/üfi = y / 3 x 3 x 3 x 3 x 3 x 3 = y/72i) :r= 720 ' = 27 etc. 

Lo8 denominadores de los exponentes fraccionarios son, 
pues, índicos de raíces, ó de evolución; y los numeradores, 
índices de involución. 

ni 3 

a " = i / a ^ ; 21 ' = y/213 

Pero los logaritmos (si esta nneva notación se ha entendi
do) son índices así de potencias como de raíces, no de núme
ros cualesquiera, sino de una base dada, ó sea de un solo nú
mero especial (del 10 en los logaritmos vulgares)... 

Para facilidad de lo que se ha de exponer sobre los loga
ritmos, resumamos aquí las principales nociones de la in
volución y de la evolución. 

1.° Los exponentes enteros indican el número de veces 
que una cantidad cualquiera es factor de sí misma en un pro
ducto. 

2 « = - 2 x 2 x 2 x 2 x 2 — 32 
a " = o x o x a x a... hasta n veces 

2.^ El denominador de los exponentes fraccionarios indi
ca el grado de la raíz que ha de extraerse de un número dado 
cualquiera. 

4 «.»: ó bien 4 * = 1/4 = 2 
1 

32 0.»; ó bien 32 * = y/32 == 2 
1 

a -i/7 
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3." Los exponeutes fraccionarios cuyo numerador no es 
la unidad, indican dos operaciones: 

El numerador una involucii'in: 
KI denominador una evolución. 

Así, 

6 í j 1 n - 1 ''^ 
, — . ... que del ¿ se extraip-a la v 

•J 3 signihca ; ' " v 
( y que esra raíz se eleve á la (!.'' potencia 

- . . ' - ( ( / r y , 

ó bien (pues, teóricamente, el orden de las operaciones no 
varía el resultado) 

2 » = y/26 

a " =" (V <í )"'' ° ^^^^ V """ 

4.° Admitidos de este modo y con tal sentido los expo
nentes fraccionarios, se da el nombre de potencia á cualquier 
cantidad con exponente, sea de la clase que fuere. 

Así 

â  se dice a elevado á 3; 6 bien a elevado al cubo; ó bien a elevado 
á la 3." potencia; 

: 
a ^ ; a o.'S'- ; (i o-sjs.... 

se dice a elevado á — ; ó bien a elevado á la potencia — 

ó bien, y con más exactitud, y/ de a. 

Potencia, en este nuevo sentido, no significa precisamen
te involución (como debiera), sino cantidad con exponente. 

5." El producto de dos potencias de a, es otra potencia 
de a designada por la sama de los exponentes (sean éstos, en
teros ó fraccionarios). 
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•_>s^.'2í'=-2'í+ ' =2" ' =-2 -^2 • 2>'> . •* =;')2 

2-x23;<'25 = 2 -^ 3-̂  s = 2 i » = 2 x 2 x 2 x 2 x 2 , - < 2 x 2 x 2 x 2 x 2 = 1 0 2 1 

o, w < r[ i = o '"^ '» 

íí'" >í fí" X fí í' X « = a •" "̂  " + /' + 1 

1 1 1 + 1 A + A A 1 / 6 / -X 

i l i l O . i x «UO.lCOfi... -= 6tO,5+0,lr,C6... = 6 4 0 , 6 0 0 . . - _ . _ ) 1 — l l i 

1 1 7J - t - T/í 

n "' X a " = <x "' ^ " 

2 1 2 + 1 

,< « 3 ^ « ^ < ^ 1 = a « 1 

_L ± -L + J- A + JL ^ / i5 / X 
;Í2T<;S * X 32T(;8 •' = :Í27<;H ^ ^ = 327(;K'* ''^ = 32T(;8'^ = \ \ ' ^ 32Ti;8J'̂  

== 2* 

1 ^ 

256 

1 
íí 1/1 xa " --=: a"' + n 

a 
I 

x a " " = 
1 + 

n " 
»n 

7/1 n 
"- + 

n 

a ;> x « " = a " í 

G.» El cuociente de dos potencias de a, es otra potencia 
de a designada por la diferencia del exponente del dividendo 
menos el exponente del divisor (sean enteros ó fraccionarios 
estos exponentes). 

2S + 2'i = 2 '-'•í = 21 = 2 ( = 8 + 4 = 2) 

35 JL pyi ^ g 5 - 2 _ 35 = 27 (=:, 24;! . (, := 07) 

t 

(54 ^ 

1 1 _ ' 2 1 1 

•f (Í4 « = 64 ^ " " = 64 «" 6 = 04 « = (2 - 4 : L 0 ^ 2"; 

1 1 _1_ m—n 

2 1 2 1. _ ! 1 * 
04"^ V 04"^ = 64 " ^ ~ '̂  = 64 « ~ « == 64 « " = 2 

m n m n (m X q) — (« X p) 

a'" -r 
J. -1 

a = a 

el -.* 

1 
— — m 
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7." Cuando son iguales los exponentes que han de restar
se, resulta el exponente = 0 

— = a n : fi» = a" — " = aO = 1 
a" 

Es consecuencia de todo lo anterior que o" = 1 {*) 
En efecto, 

— = evidentemente á 1 \ i' 
a' . , ^ i. í 1 Porque cuando dividendo y divisor 
— = evidentemente k 1 ^^i^ ¡^^^j^^^ ^̂  cuociente es = 1. 

— = evidentemente á 1 

23 = 2 3 - 5 = 2" = 1 

a •"' = a 3 - 3 = nO = 1 

a" = a » — " = rtO = 1 

m m m 

a = a = «« ^ ^ 

ft» 

El 1, cuociente, puede provenir de la división de infinidad 
de dividendos por otros tantos divisoíes iguales (respectiva
mente) á los dividendos. 

De consiguiente, toda cantidad cuyo exponente es cero 
carece de potencia, siendo incapaz de cambio por medio de la 
involución. 

1 x 1 = 1 
1 x 1 x 1 = 1 
l x l x l x l x i x l x . . . = l 

20 = 1 

60 = 1 

(a + 10 -^- 7f = 1 

(m + n -+- i?)0 = 1 

(i/:xv/a7==i 
{*) A los tenaces encomiadores del orden lógico (i*) en los métodos de 

enseñanza (véase el Apéndice de la p&gina 176, tomo II), hay que volver 
& preguntarles: ¿Cómo, al empezar la Aritmética, puede^ hacerse entender 
á quien nada sabe todavía de la ciencia, que las protoenas son coeficientes, 
en todos los sistemas de numeración, de la base respectiva b elevada á 
cero, ó, lo que es lo mismo, ¿o ? 
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8.° Cuando de dos exponentos que han de restarse, el ex
ponente que hace oficio de minuendo es menor que el expo
nente que hace oficio de sustraendo, el exponente-residuo re
sulta negativo. 

a* + 0 ' ' =a^~^=:a~'^ 

J_ ± J_ _± _ l_ i L 
„ 3 . „ ' i - 6 „ 6 „ 0 6 „ 6 
a -r ci -= a —a = a -= a 

Toda cantidad con exponente negativo es reciproca de un 
quebrado que tiene por numerador la unidad y por denomi
nador la cantidad, sin exponente negativo. 

a - í = ( a - í ) x l 

.-. a-« = (a-!')x«o = ( a - í ) x ^ 

Sabemos que, si una cantidad se multiplica por 1, el re
sultado no varia; 

.'. £1 cuociente de la unidad dividido por una cantidad es la 
reciproca de dicha cantidad. 

L a rec íproca de 6 es •— 

2 8 íí 2 
La de — es — y la de — es - -

S I - ' 2 3 
9.° La potencia de una potencia de a es otra potencia de 

a igual al producto de los exponentes: 

I (2* ) T = 2 * *̂ ~2 =2~8 =2» ==8 = V26( = V64 = 8J 
i (<¿ 6 V s = 2 6 x 0 5 = 2 8 = 8 

I 1 ^ m X — 
\ o " » y » = r t » = « • » 

( \— <B X - -

a*» JP =a P 

( m \ m 

— Iii — X» a pJ =a p = 0 

X - -

\ m 
— X I» ~ •a p = a p 

m X i> 
p 

(m X o) X (» X P) / m \ 11 m n i» X <) X U 
\a p J1 =a P 9 — a p x « 

TOMO ni ^ ' 
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Pero dejemos estas generalidades para volver á los loga
ritmos. 

Todo cuanto se ha dicho de los exponentes en general, 
será verdad también de los logaritmos en particular; por uo 
ser los logaritmos otra cosa que exponentes de un número 
constante escogido como base. 

Sea esta base él número 2, Y tendremos: 

20 zrrz 1 
•>l ~- 2 
•H — i 
•>i -=z H 
•H = 16 
2» = 32 
•2» = «4 
• )7 = 128 
0 8 -- 2.56 
•>':i = .512 
210 — 1024 
o l í = 20-tó 
2'^ ^ 40!t6 
•213 — 81!)2 
•2U -^1= 16^84 
0 1 5 ^^ 327(58 
• J I O = 6.55li() 

(porque 2 >: 2 = 4) 
(porque 2 x 2 x 2 = 8; 
(porque 2 X 2 X 2 x 2 = II! 
(porque etc.) 

Si se supone que ésta sea una TABLA de Logaritmos de la 
base 2, no hay para qué repetir el 2, y por conveniencias que 
demuestra la práctica, se da á la Tabla la disposición si
guiente: 

Números Logaritmo» 

1 0 
2 i 
4 '2 
8 3 

16 4 
32 ó 
64 6 

128 7 
256 8 
512 '.) 

1024 10 
2048 U 
40% 12 
81í)2 13 

16384 14 
::í2768 15 
6563<i 16 

etc. etc . 

Obsérvese que los logaritmos de la tabla (?) anterior forman 
una progresión por diferencia que empieza por 0; y que los 
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números correspondientes, registrados á la izquierda, for
man una progresión por cuociente que empieza por 1. 

'.: 1 : 2 : 4 : 8 : IG : 32 : ()4 :... razón geométrica = 2 
•̂  O . 1 . 2 . H. 1 . 5 . '1. . . . razón aritmética :--- 1 

Claro es que las progresiones pueden ser otras; pero, con 
tal de que empiecen por 1 y por O respectivamente, los tér
minos de la progresión por diferencia resultarán logaritmos de 
los términos correspondientes de la progresión por cuociente: 

•» 1 : 2 : 4 : 8 : If): ;V2 :... razón geométrica ^ 2 
•f 0 . 3 . 6 . 9 .12 .15 .... razón aritmética =- 3 

•H- 1: 5 : 25 :125 : 625 :... razón geométrica = 5 
-r O . 7 .14 . 2 1 . 2 8 .... razón aritmética = 7 

Teniendo ya una Tabla de logaritmos, notaremos inme
diatamente sus ventajas. 

La operación de multiplicar unos por otros los números 
en ella comprendidos, queda reducida á sumar los respectivos 
logaritmos. 

La de dividir, á restarlos; 
La de elevar á potencias, á multiplicar; 

' La de extraer raíces, á partir. 

MULTIPLICACIÓN 

,̂Cuál es el producto de 1(5 x 32? 

Busco en la Tabla precedente de la base 2 el logaritmo de 10, v 
haUo ". 4 

Busco el logaritmo de 32, y hallo 5 

Sumo ambos logaritmos, y hallo 1 O 

Busco el logaritm.0 O y hallo á su izquierda el núm. 512. 

. - . 1 6 x 8 2 = 512 

¿CuAl es el producto de 16 x 128? 

logaritmo de 16 = 4 
logaritmo de 128 = 7 

Suma = 11 

Número correspondiente al logaritmo 11 = 2048 

. - . 1 6 x 1 2 8 = 2 4 0 8 
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f;Caál es el producto de 2 x 512? 

logaritmo de 2 — 1 
logaritmo de 512 = . O 

Suma.. . . = 10 

Número correspondiente al logaritmo 10 = 1 024 

. •. 2 X 512 = 1021 

íCuAl es el producto de 32 x 2048V 

logaritmo de 32 = 5 
logaritmo de 2048 = 1 1 

Suma = 16 

Número correspondiente al logaritmo 16 = G5536 

. - . 3 2 x 2 0 4 8 = 65536 

DIVISIÓN 

¿Cuál es el cuociente de 4096? ¡ 512 

logaritmo de 4096 = 12 
logaritmo de 512 = 9 

Diferencia. . . 3 

Número correspondiente al logaritmo 3 = 8 

. ' . 4096 

¿Cuál es el cuociente de ? 

512 

= 8 

logaritmo de 32768 = 15 
logaritmo de 1024= 10 

Diferencia. .. 5 

Número correspondiente al logaritmo 5 = 32 

1024 
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¿Cail es el cuociente de 81'J2 -?• 12S? 

logaritmo de 8192 == IB 
logaritmo de 128 =-- 7 

Diferencia.... t! 

Número correspondiente al logaritmo G = ()4 

. - . 8192-^128 = 64 

;Cuál e.s el cuociente de fi553G';' 25G 

logaritmo de 65536 = 16 
logaritmo de 256 = 8 

Diferencia^ 8 

Número cuyo logaritmo es 8 = 256 

•. 65536 256 

= 256 

I N V O L U C I Ó N 

^;Ouál es la quinta potencia de 8? 

logaritmo de 8 = 3 
X 6 

Producto 16 

Número cuyo logaritmo es 15 = 32768 

.-. 8 8 = 8 x 8 x 8 x 8 x 8 = 32768 

¿Cuál es el cubo de 32? 

logaritmo de 32 == 5 
X _ 8 

Producto 15 

Número cuyo logaritmo es 15 = 32768 

. - . 82» = 3 2 x 3 2 x 3 2 =32768 
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,;Cuál es la umléoima potencia de 2? 

logaritmo de 2 = 1 
X 11 

Producto 11 

Número cuyo logaritmo es 11 = 2048 

. •. 211 = 2 X 2 X 2 X 2 X 2 X 2 X 2 X 2 X 3 X 2 X 2 = 2048 

^.Cuál es la cuarta potencia de IG? 

logaritmo de 16 = 4 
X 4 

Producto 16 

Número cuyo logaritmo es 16 = 65536 

. • . 16* = 16 X 16 X 16 X 16 = 65536 

EVOLUCIÓN 

¿Cvikl es la y'' de 4096? 

logaritmo de 4096 = 12 
Cuociente 12 -f 3 = 4 

Número cuyo logaritmo es 4 = 16 

, - . y/4W96 = 16; ( .• . 16» = 4096 = 1 6 x 16X 16) 

¿Cuál es la y^ de 32768? 

logaritmo de 32768 = 15 
Cvociente 15 + 5 = 3 

Número cuyo logaritmo es 3 = 8 

. - . v^82768t=8; ( , - . 8 6 = 32768 = 8 x 8 x 8 x 8 x 8 ) 

Cuál es la raíz 15 de 32768? 6 

logaritmo de 82768 = 15 
Cuociente 15 4.15 = 1 

Número cuyo logaritmo es 1 = 2 

32768 = 2; ( . - . 216 = 3 2 7 6 8 = 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 
X 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 ) . 
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6 / ~ 
,;Cual es la y de 40í»()y 

logaritmo de loix; = 12 
12 

— .^ 2 {12^2 = 2) 
(i 

Xúiuero cuyo logaritmo es 2 = 4 

. • . ^'WM = i: (. •, 4" = 401)6 = 4 x 4 x 4 x 4 x 4 x 4). 

. Tenemos, pues, que los principios fundamentales de la 
Aritmética logarítmica son los siguientes: 

1.° La suma de los logaritmos de dos números es el loga
ritmo del producto de esos números. 

l̂ Of?. de 5 -4- log. de 4 = log. de 20; ó sea = log. de 15 x 4) 

2." La diferencia de los logaritmos de dos números es el 
logaritmo del cuociente obtenido de la división en que haga 
de dividendo el número cuyo logaritmo aparece como mi
nuendo y en que baga de divisor el otro número. 

9 1 
Log. de !• — log. de B = log. de — - - log. 1 - = log. ].5 

3.° El producto del logaritmo de un número multiplicado 
por el índice de una potencia ó de.una raíz es el logaritmo de 
la potencia á que ha de elevarse dicho número, ó de la raíz 
que ha de extraérsele. 

Log. de ó^ = 15 X log. de 5 

1 

Log. de 8 •' = — X log. de 8. 
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Tablas de logaritmos. 

Las tablas de logaritmos difieren de las de cuadrados y 
cubos, asi como de las correspondientes á las fracciones deci- ' 
males, en ser imprescindibles para las operaciones logarítmi
cas; mientras que el aritmético pnede pasarse sin las otras, 
formadas principalmente para sn comodidad y ahorro d» 
tiempo. 

Las 
TABLAS 

que signen están calculadas para solo cinco cifras decimales, 
número suficiente en los cómputos comunes y sencillos. 

^in embargo, para las operaciones de este Libro I I de la 
Parte 11, se ha hecho uso de las tablas estereotipadas en 1795-
de FBAIT<POIB CALLBT, corregidas por M. SAIGEY en 1876. Esas 
tablas de 1795 están calculadas oon siete decimales para los 
números desde 1 á 108 000; y las operaciones con ellas ejecu
tadas resaltan de mucha más exactitud que 'las hechas coa 
las tablas que siguen á continuación. 

Pero el volumen de las de CALLET las hace incompatible 
oon las dimensiones de esta obra. ' 
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619 
7 ¡22 
8:25 
9'28 

1' 3 
2¡ 6 
3 9 
412 

15 
17 
20 
23 
26 
»7 

3 
5 
H 

11 
14 
16 
19 
22 
24 

1 ,3 
2t 5 
3| 8 
4|10 

13 
15 
18 
20 
23 
«s 

2 
5 
7 
9 

12 
14 
16 
18 
21 
« t 

11 2 
2 4 
3 6 

8 
11 
13 
16 
17 

919 



X."' 2500 d 2800. LOliARITMOS 31212á 44716. 427 

2¿(J 
221 
222 
23i3 
224 
225 
22(i 
227 
228 
22! I 
230 
231 
232 
233 
234 
235 
23íi 
237 
238 
23ít 
240 
241 
242 
243 
244 
245 
24»; 
247 
248 
249 
250 
251 
252 
253 
254 
255 
256 
257 
258 
26!» 
2t>0 
261 
262 
263 
264 
265 
266 
267 
268 
269 
270 
271 
272 
^78 
274 
276 
276 
277 
278 
279 

o 1 
;J-i242 342r,2 
44:j9. 445'.) 
4635- 4655 
4830 48.50 
.5025 .5044 

35218 35238 
54111 5430 
5603 
5793 
5984 

l3()173 
6361 
(¡54!) 
6736 
6922 

5622 
5K13 
6003 
361 !»2 
6:380 
6568 
6754 
(¡940 

37107137125 
72911 7310 
7475! 7493 
765S| 7676 
7840! 7a58 

;38021 .38039 
8202 
8;382 
8561 
8739 

38917 
ÍX)94 
9270 
9445 
9620 

8220 
8399 
8578 
8757 

38934 
9111 
!)287 
9463 
9637 

39794 ¡3ÍÍ811 
9967 
40140 
0312 
048:3 
40654 
0824 
09!t3 
1162 
mv) 
41497 
1664 
18!̂ » 
19!t6 
2160 
42325 
2488 
2651 
2813 
2975 
43136 
82í)7 
3457 
3*416 
3775 
43933 
4091 
4248 
4404 
4560 

9í>85 
40167 
0329 
0500 
40671 
0841 
1010 
1179 
1347 

41514 
1681 
1847 
2012 
2177 
4^41 
2504 
2667 
2830 
2991 
43152 
8313 
3473 
3632 
3791 
43&49 
4107 
4264 
4420 
4576 

34282';U301 
447!) i 44!« 

4694 
4889 
.50H3 

35276 
54()8 
56ti0 
5851 
6040 

4674 
486!»' 
.5064' 

;35257! 
5449 
.5641 
5832 
()021 

36211136229 
6399 (!418 
6.586' 6605 
6773! 6791 
6!».5!tj <i!>77 

37144:37162 
7328I 7346 
7511 7530 
7694 
7876 

38057 
8238 
8417 
85!»6 
8775 

38952 
9129 
!)305 
9480 
9655 

39829 
40002 
0175 
0346 
0518 

40688 
0858 
1027 
1196 
1363 
41531 
1697 
1863 
2029 
2193 
42357 
2521 
2684 
2846 
;Í008 
48169 
3329 
3489 
8648 
8807 
48965 
4122 
4279 
4436 
4592 

7712 
7894 

38075 
8256 
8435 
8614 
8792 

38970 
9146 
9322 
94!t8 
9672 
3984(5 
40019 
0192 
0364 
0535 
40705 
0875 
1044 
1212 
1380 

41547 
1714 
1880 
2045 
2210 
42374 
2537 
2700 
2862 
3024 
43185 
8345 
3505 
8664 
3823 
48981 
4138 
4295 
4451 
4607 

34321 
4518 
4713 
4!»08 
5102 

352!t5 
5488 
567! t 
5870 
6059 

36248 
6436 
6624 
(WIO 
6996 

37181 
7365 
7548 
7731 
7912 

38093 
8274 
8453 
8632 
8810 

38987 
9164 
9340 
9515 
9690 

3!)863 
40037 
0209 
0381 
0552 

40722 
0892 
lOíil 
1229 
1397 

41564 
1731 
18!)6 
2062 
2226 
42390 
2653 
2716 
2878 
3040 
48201 
3361 
3621 
3680 
3838 
43996 
4154 
4811 
4467 
4623 

34341 
4.");! 7 
4733 
492H 
5122 

35315 
5507 
56! »8 
5889 
(5078 

3<5267 
6455 
6642 
682!» 
70] 4 

37199 
7383 
766(5 
7749 
7981 

38112 
8292 
8471 
8650 
8828 

39005 
9182 
9358 
9533 
9707 
3!t8Sl 
40054 
0226 
0398 
056!) 
4073!) 
0909 
1078 
1246 
1414 
41581 
1747 
1913 
2078 
2248 
42406 
2570 
2782 
2894 
.305() 

4:3217 
8877 
8587 
8696 
8864 

44012 
4170 
4326 
4488 
4638 

0 7 H 1 O *n 
34361 j;54;!80 34400 !:J4420 li 2 
4.557 j 4577 4.59(5 t))J); 2' 4 
4753 4772 47!)2 4S11 3i (5 
4!)47i 4Í»67 4986 ,'005 4̂  8 
5141 51(» 5180 51!)!1 ,5! 11) 
85834IÍ35353 35372 35392 6 12 
,5526 5545 5564 5.58Í3 7 14 
5717 673(5 5755 5774 8 16 
5908 5927 6946 .5!»65 9 18 
60!)7 (5116 61361 (5154 1 0 

1! 2 
2| 4 
ti á-

36286 363a5 36í524 86:342 1 0 
1! 2 
2| 4 
ti á-

6474 6493 6611 65:30 
1 0 

1! 2 
2| 4 
ti á-6(561 6680 6698 6717 

1 0 
1! 2 
2| 4 
ti á-

6847 ()86(5 6884 6908 4 8 
5:10 
(511 
713 
816 
9117 

7033 7051 
37218 37236 

7070 
37254 

7088 
37273 

4 8 
5:10 
(511 
713 
816 
9117 

7401 7420 7438 74,57 

4 8 
5:10 
(511 
713 
816 
9117 

7.585 7603 7621 76:39 

4 8 
5:10 
(511 
713 
816 
9117 7767 7785 7803 7822 

4 8 
5:10 
(511 
713 
816 
9117 7!)49 7!)67 7985 8003 

4 8 
5:10 
(511 
713 
816 
9117 

38180 38148 .'¡8166 38184 19 
'8310 8:328 8:346 8364 1 o 
8489 8507 8526 8543 2 4 
86(!8 868<5 8703 8721 8 5 
8846 8863 8881 8899 4 7 
89023 39041 39058 39076 6 9 
9199 9217 9236 9252 6 11 
;)375 i»393 9410 9428 7 13 
9550 9568 9586 9602 8 14 
9724 !)742 9759 9777 í) 16 
3!)898 3!)916 39!)33 39950 17 40071'40088 40106 40123 1 ••* 

0243 0261 0278 0295 i 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

.2 
3 
5 0415 0432 0449 04)56 

i 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

.2 
3 
5 0686 0603 0620 0(537 

i 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

.2 
3 
5 

40766 40773 407!)0 40807 

i 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

í 
0926 0í»43 0!)60 Oí)76 

i 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
ib 
12 
1^ 

1095 un 1128 1146 

i 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
ib 
12 
1^ 1263 1280 129<5 1313 

i 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
ib 
12 
1^ 1480 1447 1464 1481 9115 41697 41614 41631 41647 9115 

1764 1780 1797 1814 IS 
1929 1946 1963 1979 i 2 
2096 2111 2127 2144 2 8 
2259 2375 2292 2308 3 5 
42423 42489 42455 42472 4 6 
2586 2602 2619 2685 5 8 
2749 2766 2781 2797 6 10 
2911 2927 2943 2969 4 11 
8072 8088 8104 8120 8 18 
43233 43249 48265 48281 9 14 
3398 3409 3425) 3441 IS 

1 n 3658 3669 8584 3600 IS 
1 n 3712 3727 37431 3759 1 
2 
8 
4 
6 
6 
7 
8 

3 
5 
6 
8 9 
11 
12 

3870 3886 8!K)2l 3917 
1 
2 
8 
4 
6 
6 
7 
8 

3 
5 
6 
8 9 
11 
12 

44028 44044 44059 44075 

1 
2 
8 
4 
6 
6 
7 
8 

3 
5 
6 
8 9 
11 
12 

4185 4201 4217 4232 

1 
2 
8 
4 
6 
6 
7 
8 

3 
5 
6 
8 9 
11 
12 

4842 4358 4378 4889 

1 
2 
8 
4 
6 
6 
7 
8 

3 
5 
6 
8 9 
11 
12 

4498 4514 4529 4545 

1 
2 
8 
4 
6 
6 
7 
8 

3 
5 
6 
8 9 
11 
12 4654 4669 4685 4700 

1 
2 
8 
4 
6 
6 
7 
8 

3 
5 
6 
8 9 
11 
12 

1 9 14 



4-28 N.«" 2800 á «00. LOGARITMOS 447JCá 53148. 

N.«' o 1 * 1 a 4 j 5 6 7 H 1 n m 
280 41710 44781 44747144762 44778 44793 44809'44824 44840 44855 1| 2 281 4871 i 48«(i 4902! 4917 49321 4948 4963 4979 4H94! 5010 2i 3 282 5(J25: 5040 5056' 5071 5086 i 5102 5117 5133 5148 5163 \ 

3| 5 283 5179 5194 5209 5225 52401 5255 5271 5286 5301 5317 4 (i 284 5332' 5347 5;Í62| 5378 53931 5408 5423 5439 5454 5469 518 
285 45484'455ÍJ0 45515 45530 45545!45561 45576 45591 45606 45621 o'io as() 5637 5652 5667 56H2 5697¡ 5712 5728 5743 5758 5773 7ill 
287 5788 5803 5818 5834 5849 5864 5879! 58!>4 590ft¡ 5924 813 288 5939 5954 5U69 59H4 6000: 6015 6030, f»45 mm 6075 9 14 289 6090 6105 6120 6135 6150; 6165 6180 6195 62101 6225 
290 46240-46255 46270 46285 4630f/46315 46330,46345 46359146374 
2ÍI1 6389; 6404 64191 C434 6449' 6464 647'. t, 6494 65(J9 6523 
292 6538' 6553 6568 658i5 6598 6613 66271 6642 6(«7 6672 IS 
293 6687| 6702 6716 fi731 6746] (i761 6776Í 6790 («05 6820 1 2 
294 6835 6850 6864! f;B79 r>894. 6'.t09 6!t23i <miH 6953 6967 2 3 
2ÍJ5 46982 U6997 47012 47026 47041^47056 47070|47085 47 KX) 47114 3 5 
296 71291 7144 7159 7173 7188 7202 7217 7232 7246 726] 4 6 
2Í)7 7276 ¡ 72;»0 7805 7319 7334 7349 7363 7378 7392 7407 5 8 298 7422 7436 7451 7465 7480 7494 7509 7524 7538 7553 6Í 9 299 7667 7582 7596 7611 7625 7640 7654 7669 76855 7(Í98 7111 300 47712 47727 47741 47756 4777047784 47799 47813 47828 47842 812 301 7857 7S71 7885 7!XK) 7914; 7929 7943 7958 7972; 7986 9!l4 
:302 8001 8015 8029 8044 8058^ 8073 8087 8101 8116 8130 
303 8144 8159 8173 8187 8202; 8216 8230 8244 8259 8273 
304 82871 8:302 8316 8330 «544! 8359 a373 8387 8401 8416 
:-305 48430 48444 48458 48473 48487 i48501 4a515 48530 48544 48558 14 
30fi 8572 8586 8601 8615 8629 8643 8657 8671 8686 8700 1 1 
307 8714 8728 8742 8756 8770 8785 8799 8813 8827 8841 2 3 
808 8855 8869 8«83 8897 8911 892(i 8940 8954 89(« 8982 3 4 
809 8996 9010 9024 9038 9052 9066 9080 9094 9108 9122 4 6 
310 49136 49150 49164 49178 49192 49206 49220 49234 49248 49262 5 7 
811 9276 9290 9304 9318 9332 9346 dsao 9374 9aHS 9402 (i 8 
312 9415 9429 9443 9457 9471 9485 9499 9518 9527 9541 7 10 
313 9554 9568 9582 9596 9610 9624 9688 9651 9665 9679 8 11 
314 9693 9707 9721 9734 9748 9762 9776 97!K) 9805? 9817 9 13 
315 498ai 49845 49859 49872 49886 4ít900 49914 49927 49941149955 
316 9969 9982 9996 50010 50024i50a37 50051 é00<;5 50079 500!>2 
317 50106 50120 50133 0147 0161, 0174 0188 0202 0215 0229 
318 0243 025(! 0270 0284 0297 0811 0825 0338 0352 0365 18 
319 0379 0398 0406 0420 0483 0447 0461 0474 0488 0501 11 1 
320 50515 5052í> 60542 50556 50569 50-583 50596 50610 50623 50637 21 3 
321 0651 0664 0678 0691 0705 0718 0732 0745 0759 0772 3 i 322 078t; 0799 0813 0826 0840 0853 0866 0880 0893 0907 4 i 323 0920 0984 0947 0961 0974 0987 1001 1014 1028 1041 5 7 
324 1055 1068 1081 1095 1108 1121 1135 1148 1162 1175 6 8 
325 51188 51202 51215 51228 51242 51255 51268 51282 51295 51308 7 9 
326 1322 1335 1348 1362 1375 1388 1402 1415. 1428 1441 8 10 
327 1455 1468 1481 1495 1508 1521 1534 1548 1561 1574 9 12 
328 1587 1601 1614 1627 1640 1654 1G67 1680 16í>3 1706 — ,— 
3-29 1720 1733 1746 1759 1772 1786 1799 1812 1825 1838 
330 51851 61865 51878 51891 51904 51917 51930 51943 51957 51970 IJt 
331 1983 1996 2009. 2022 2035 2048 2061 2075 2088 2101 1! 1 
332 2114 2127 2140; 2163 2166 2179 2192 2205 2218 2291 2¡ 2 
333 2244 2257 2270 2284 2297 2310 2823 2386 2349 2862 3| 4 
334 2375 2388 2401 2414 2427 2440 2458 2466 2479 2492 4 5 
ií35 52504 52517 52630 62543 52556 52669 52582 52595 52608 62621 5! 6 
386 2634 2647 2660 2673 2686 2699 2711 2724 2787 2750 6i 7 
;)37 2763 2776 2789 2802 2815 2827 2840 285ÍÍ 2866 2879 7| 8 
338 2892 2905 2ín7 2930 2943 2956 2969 2982 2994 3007 810 
339 3020 3(m 3046 3058 3071 3084 3097 8110 8122 3135 9 11 



N .«' 3^00 á 4000. í.<KiAI¡ri'MCIS 53U S á C02C c. 41 "J 

S." O í !í 8 4 5 C 7 H 0 i:t 
:uo 5314.S 53101 53173 53180 53100 63212 53224 63237 .>5250 5;'>2(5:) 11 1 :i41 3275' 32HH 3;W1 3314 3320 :{:330 a352 33(54 3377 ;5:ÍOI» 2' 3 
;M2 34()3 3115 342S :UU 3453 3t(!(! 3470 3401 :i604 3617 5 4 
:U3 :l52'.t :¡542 3555 3607 3580 3503 3(¡05 3018 3(!:}1 304:1 t 5 
Mi :;050 30()H 3()81 3004 370(; 3719 3732 3741 3767 :5700 5 7 
Mb 5;Í782 53704 63«O7,53K20 53K;52 5;i845 53857 6:5870 53ÍS82 5:Í805 G 8 
H.l<i 300H 3!)20 303;r 3045 3058 IÍ070 308;5 3005 4008, 4020 7 0 
317 40:};V 4046 4058 4070 4083: 4005 4108 4120 413:! 4145 8il0 
:;.1H 41581 4170 418;5̂  4195 4208! 4220 42:33 4245 4258 4270 0:12 
:!4!i 4283 420,-) 4;Í07' 432f> 43321 4.'M5 4;-'..57 4370 4:582: 4:504 -^— 
;;.» 54407:54410 54432!54414 54456154400 54481 64404 5450(5 54618 
;{r,i 4531 i 4543 45651 45(i8 4580; 4503 4005 4017 4(530, 4042 
o.r2 4054 ¡ 4007 4070 4001 4704] 4710 4728 4741 4763 4705 
353 47771 4700 4802 4814 48271 4830 48511 4804 4870; 4888 
354 4:(00 4013 4025 4037 4040 4002 40741 4086 4008 5011 
355 55023¡55035 55047 55000 55072 65084 55090'55108 55121 65133 
;35«i 51401 5157 5100 5182 5194 5206 6218 5230 6242 i 6255 12 
357 52071 5270 5201 6;»3 5316 6328 6;}40| 5362 5364 5370 1! 1 358 53881 54(X) 5413 5425 6437 5440 5401 5473 648.") 5407 •y ._) 
350 5500: 5522 5534 o54<; 5568 6570 5582 5694 5(50(5 5018 f}' 4 
360 55(i:50 55042 56054 55000 55(578 55091 56703 55716 .65727 6.6730 41 6 
301 57511 6763 5775 5787 6790 6811 5823 .58:35 .6.S47 585:' o h 
3(i2 5871! 588!} 5806 6907 6910 5031 5043 5065 50(i7 .5070 (>: 7 
3f53 5901: 0003 6015 6027 (!038 ()050 6062 0074 (1080 (i098 71 8 
364 Olio; 0122 0134 6140 6168 6170 6182 0104 (5205 0217 810 
305 50220 50241 50253 5G2()5 50277 56289 56301 50312 56324 5(5330 9|11 
366 0348; C300 6372 6384 0390 6407 6419 (5431 0443 6456 
367 0407; 0478 6400 0502 (5514 0520 6538 (5540 (5501 6573 
308 05a5' 0607 0608 <!020 6632 0644 0056 (50(57 (5(170 0(501 
369 0703 0714 0720 G7íi8 0750 6701 0773 (5785 (5707 080S 
370 56820'56832 50844 50855 5(58(57 50879 5(5801 5(5002 50014 50S)2O 
371 6937! 6049 6961 6972 6984 6996 7008 7010 7031 704:5 
372 7054! 7000 7078 7080 7101 7113 7124 7130 7148 7150 
373 7171 i 7ia3 7194 7206 7217 7229 7241 7252 7264 727(5 It 
374 7287! 7299 7310 7322 7334 7345 7357 7308 7380 7:592 11 1 
375 5740857415 57420 574Í58 57449 57461 57478 57484 57400 57.507 2 2 
370 7510; 7530 7542 7653 7665 7576 7688 7600 7011 7023 3 3 
377 7634 i 7646 7657 7600 7680 7692 7703 7715 7720 77:38 4 4 
378 ,7740; 7761 7772 7784 7705 7807 7818 7a30 7841 7852 5 0 
370 78641 7875 7887 7998 7910 7021 7933 7044 7056 7007 6 7 
380 57978 579!Í0 58001 58013 58024 58035 58047 58058 58070 58081 7 8 
381 8092 8104 8115 8127 8138 8149 8101 8172 8184 8105 8' 9 
3H2 8206 8218 8220 8240 8252 8263 8274 8286 8297 8300 910 
ÍJ8;{ 8320 a331 S343 8354 8366 8377 8888 8390 8410 8422 
384 8483 8444 8456 8407 8478 8490 8501 8512 8524 8535 
385 5a54e 58557 58669 58580 58591 58602 58614 58625 58636 58647 
3H6 8(5591 8670 8681 8092 8704 8715 8720 8787 8740 8700 
887 8771¡ 8782 8704 8805 8816 8827 8888 8850 88(51 8872 
;í88 8Sa3| 88!)4 8906 8917 8928 8939 8950 8961 8073 8084 
3K0 89951 9006 9017 0028 0040 9051 90(!2 9073 0084 ;t096 
3ÍK) 5910e¡59118 5í>120 50140 59161 59162 59173 59184 60105 .50207 lO 
391 9218 9229 9240 9251 9262 9273 0284 9205 9;}0f!| 9318 1 1 
392 9329 9340 0351 9362 9378 9384 9395 0406 9417 9428 2 2 
393 94391 9450 9461 9472 948;} 9404 0506 9517 0528 05!}0 8 3 
304 9550! 9561 9572 0583 9594 9605 9616 9627 9();58, 0040 4 4 
305 50660,'59671 59682 59693 59704 59715 59726 59737 59748 59750 5 5 
396 9770! 0780 9791 9802 9813 9824 9835 9846 98571 08(58 6 6 
897 9B79| 9890 9!»01 9912 9923 9034 9946 9956 9Í)66| 9077 7 7 
398 0988' 999Í» 60010 60021 60032 60043 (50054'60065 60070 60080 8 8 
300 60097 601(» 0119 0130 0141 0152 0168 0173 0184 1 0105 9 » 



430 N.o«4000á 4000. LOGARITMOíS 60206 á G6276. 

N." 
400 
401 
402 
403 
404 
405 
40ti 
'407 
4C8 
409 
410 
411 
412 
41:Í 
414 
415 
416 
417 
418 
419 
420 
421 
422 
423 
424 
425 
426 
427 
428 
429 
430 
431 
432 
433 
434 
436 
436 
437 
438 
439 
440 
441 
442 
4tó 
444 
445 
446 
447 
448 
449 
450 
451 
452 
453 
454 
455 
456 
457 
458 
459 

160206 
o;}i4 
0423 
OoSl 

60217 
0325 
0433 
0541 

0<»S; 0649 
1(50746 60756 
0853 0863 
0959: 0970 
106"l' 1077 
1172^ 1183 

161278; 61289 
1384; 1395 
14901 1500 
1595 i 16W5 
17IXt' 1711 

161805161815 
lí«39i 1920 
2014, 2024 
21181 2128 
22211 2232 

162325 j 62335 
2428; 2439 
2531 
2634 

2542 
2644 

27371 2747 
l628;:39,62849 
2941 
3043 

2951 
3053 

31441 3155 
3246 3256 

163347 6-B57 
3448 3458 
3548 ;3658 
3649i 3659 
3749 

163849 
3949 
4048 
4147 
4246 

16-1345 
4444 
4542 
4«40 
4738 

164836 
49B3 
5081 
512á 
5225 

165321 
5418, 
5514 
6610 
5706 

165801 
5896 
6992 
6087 
6181 

3759 
63859 
3959 
4058 
4157 
425») 
64355 
4454 
4552 
4650 
4748 
64846 
4943 
5040 
5187 
5284 
65331 
6427 
6628 
6619 
5715 

65811 
5906 
6001 
6096 
G191 I 

t)0228 
0336 
0444 
0552 

» 
60239 
0347 
0455 
0563 

06601 0<̂ '̂ 0 
(Í0767 60778 
0874 0885 
0981! 0991 
1087; 1098 
1194; 1204 

61300I61310 
1405 
1511 
1616 
1721 

61826 
19.-Í0 
2034 
2138 
2242 

62346 
2449 
2552 
2655 
2757 

62859 
2961 
3068 
3165 
3266 

63367 
3468 
3568 
3669 
3769 

1416 
1521 
1627 
1731 

61836 
1941 
2045 
2149 
2252 
62356 
2459 
2562 
2665 
2767 
62870 
2972 
3073 
3175 
3276 
63377 
3478 
3579 
8679 
3779 

63869163879 
39691 3979 
4068 
4167 
4266 

4078 
4177 
4276 

64365i64375 
4464i 4473 
4562 4572 
4660 4670 
4758 4768 
64856 64865 
4953 4963 
5050 
5147 
6244 

165341 
5487 
5583 
5629 
5725 
65820 
6916 
6011 
6106 
6200 

5060 
5157 
5254 
66350 
5447 
5543 
6639 
5784 

65830 
5936 
6020 
6115 
6210 

4 
60249 
0358 
0466 
0574 
0681 
60788 
0895 
1002 
1109 
1216 

61321 
1426 
1532 
1637 
1742 

61847 
1951 
2055 
2159 
2263 
6236(i 
2469 
2572 
2675 
2778 
62880 
2982 
3083 
3185 
3286 
63387 
3488 
3589 
3689 
3789 
63889 
3988 
4088 
4187 
4286 

64385 
44a3 
4582 
4680 
4777¡ 
64875 
4972 
5070 
6167 
5263 
65360 
5456 
5552 
5648 
6744 

65839 
6935 
6(M0 
6124 
6219 

s 
60260 
0369 
0477 
0584 
0692 
60799 
0900 
1013 
1119 
1225 

61331 
1437 
1542 
1648 
1752 

61857 
1962 
2066 
2170 
2273 
62377 
2480 
2583 
2685 
27a8 
62890 
2992 
3094 
3195 
3296 
63397 
8498 
3599 
8699 
8799 
63899 
8998 
4098 
4197 
4296 
64395 
4493 
4591 
4689 
4787 
64885 
4982 
5079 
5176 
5273 
65369 
5466 
6562 
5658 
6753 
65849 
6944 
6039 
6134 
6229 

« ! 7 
60271160282 
0379; 0390 
04871 0498 
0595: 0(»6 
0703' 0713 
60810,60821 
0'.»17: 0927 
1023, 1034 
USO' 1140 
1236: 1247 
61812 0i;tó2 
1448! 1458 
1553i 1563 
1658; 1669 
1763; 1773 

618<J8'61878 
1972; 1982 
20761 208*5 
2180! 2190 
2284! 2294 
62387 62397 
2490! 2500 
2593 2603 
2696I 2706 
2798: 2808 
62900 62910 
30)2! 3012 
3104: 3114 
3205i 8215 
3306i 3317 
63407 63417 
8508 i 3518 
36091 3619 
37091 3719 
3809! 3819 
63909 63919 
4008' 4016 
4108; 4118 
4207! 4217 
4306! 4316 
64404 64414 
4503j 4518 
46011 4611 
46'.W 4709 
47971 4807 
64895 64904 
49921 5002 
5089 6099 
5186 5196 
5283i 6292 
65379 65389 
54751 6485 
5571 5681 
6667 6677 
6763 6772 

'66858'65868 
5954¡ 5968 

60293 
0401 
0509 
0617 
0724 
60831 

6a304 
0412 
0520 
0627 
0735 
60842 

0988 0949 
10451 1055 
1151 
1257 
61363 
1409 
1574 
1679 
1784 

1162 
1268 
61374 
1479 
1584 
1690 
1794 

61888:61899 
1993; 2003 
2097j 2107 
2201; 2211 
23041 2315 
62408:62418 
2511Í 2521 
2613! 2624 
2716 2726 
2818 2829 
62í>21i62981 
3022 
3124 
3225 
3327. 
63428 

3083 
3184 
3236 
3337 
63488 

85281 3538 
3629! 3639 
37291 3739 
38291 3839 
63!>29; 63939 
4028 
4128 
4227 
4820 
64424 
4523 
4621 
4719 
4816 

4088 
4187 
4287 
4335 

64434 
4632 
4681 
4729 
4826 

64914 i 64924 
5011 
6108 
5205 
5302 
65898 
6496 
5691 
5686 
6782 

5021 
5118 
6215 
6812 
66408 
5504 
5600 
5696 
6792 

65877(65887 

6049 
6143 
6238 

6058 
6153 
6247 

5973 
6068 
6162 
6257 

5982 
6077 
6172 
6266 

11 
1 
2 
3 
4 
6 
7 
8 
9 

9110 

lo 
l!l 

8;8 
9Í9 

• 
1 
2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
8 



^ .•• <600 á 6200 LOíiAIUTMO.S t;(!2:(; 4 71600. 4 31 
N." o 1 ft 3 ' 4 5 6 y N 1 0 lO 
460 66276 66285 66295 06304 0(;314 60323 06332 06342 00351 00301 1 1 
461 6370 6380 63H9 63!ts 0408 0417 0427 6430 0445í 6455 2 2 
462 6461 6474 6483 6492 »i502 0511 6521 0530 6539! (¡549 3 3 
463 6558 6567 6577 65S6 0590 0005 6014 0024 (J()3:s 0042 4 4 
464 6652 6661 6071 6080 0089 6(i99 0708 0717 (Í727 0730 5 5 
465 66745 66755 66764'66773 00783 60792 06801 0(5811 00.820 ()0829 6 0 
466 6839 6848 6857 6807 0870 6885 0894 t!í)04 6913 0922 7 7 
467 6932 6941 6950 6960 0969 6978 6987 6997 700<i 7015 8 8 
468 7025 7034 7043 7052 7062 7071 7080 7089 7099i 7108 9 9 
469 7117 7127 7136 7145 7151 7164 7173 7182 7191j 7201 
470 67210 67219 67228 67237 67247 67256 67265 67274 67284'072í:t3 
471 7302 7311 7321 7330 7339 7348 7357 7367 7376: 7385 
472 7394 7403 74131 7422 7431 7440 7449 7459 7468J 7477 
473 7486 7495 7504 75U 7523 7532 7541 7550 7500, 7509 
474 7578 7587 7596 7005 7614 7024 7633 7642 7651! 7660 
475 67669 67679 67688 67697 67700 67715 07724 67733 67742 67752 
476 7761 7770 7779 7788 7797 7806 7815 7825 7834 7843 
477 7852 7861 7870 7879 7888 7897 7906 7916 7925 7934 
478 7943 7952 7961 7970 7979 7988 7997 8006 80151 8024 
479 8034 8043 8052 8061 8070 8079 8088 8097 81061 8115 
480 68124 68133 68142 (;8]5i 08160 68169 68178 68187 6819(!| 68205 
481 8215 8224 8233 8242 8261 8260 8269 8278 8287! 8296 
482 8305 8314 8323 8332 8341 8350 8359 8368 8377 8:J86 
483 8395 8404 8413 8422 8431 8440 8449 8458 8467 8476 
484 8185 8494 8502 8511 8520 8529 858a '8547 8556 8566 0, 
485 6a574 68583 68592 68601 68610 68619 68628 68637 68646 68655 1 1 
486 8664 8673 8681 8690 8699 8708 8717 8726 8735 8744 í 2 

3 
4 
2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
Q 

487 8753 8762 8771 8780 8789 8797 8806 8816 8824 8833 
í 2 
3 
4 
2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
Q 

488 8842 8861 8860 8869 8878 8886 8895 8904 8918 8922 

í 2 
3 
4 
2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
Q 

489 8931 8940 8949 8í)58 8966 8975 8984 8993 9002 9011 

í 2 
3 
4 
2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
Q 

490 69020 69028 69037 69046 69055 69064 69073 09082 69090:6!)099 (j 

2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
Q 

491 9108 9117 9126 9135 9144 9152 9161 i 9170 91791 9188 -r 

2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
Q 

492 9197 9205 9214 9223 9232 9241 9249 9258 9267j 9276 8 

2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
Q 498 9285 9294 9302 9311 9320 9329 9338 9340 9355! 9304 8 

2 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
Q 494 9373 9381 9390 9399 9408 9417 9425 9434 9443i 9452 

495 69461 69469 69478 69487 694;)6 69504 69513 69522 69531'695;$9 
496 9548 9557 9566 9574 9583 9592 9601 9609 96181 9027 
497 9636 9644 9653 9662 9671 9079 9688 9697 97051 9714 
498 9723 9732 9740 9749 9758 9767 9775 9784 9793 9801 
499 9810 9819 9827 9836 9845 9854 9862 9871 98801 988S 
500 69897 69906 69914 69923 69932 69940 69949 695)58 69966169975 
601 9984 9992 70001 70010 70018 70027 70036 70044 70063:70062 
502 70070 70079 0088 0096 0105 0114 0122 •0131 0140 0148 
503 0157 0165 0174 01B3 0191 0200 0209 0217 0226 0234 
504 0243 0252 0260 0269 0278 0286 0295 0303 0312 0321 
505 70329 70338 70346 70355 70864 70372 70381 70389 70398 70406 
506 0415 0424 0í32 0441 0449 0458 0467 0475 0484 0492 
507 0501 0609 0518 0626 0536 0544 0662 0661 0569 0578 
508 0586 0695 0603 0612 0621 0629 0688 0646 0656 06(̂ 3 
509 0672 0680 0689 0697 0706 0714 0723 0731 0740 0749 
610 70767 70766 70774 70783 70791 70800 70808 70817 7082o 70834 9 
611 0842 0851 0859 0868 0876 0886 0898 0902 0910 0919 1 1 612 0927 0935 0944 0952 0961 0969 0978 0986 0995 1008 2 2 
513 1012 1020 1029 1037 1046 1054 1063 1071 1079 1088 3 2 
514 1096 1106 1118 1122 1180 1139 1147 1156 1164 1172 4 3 
616 71181 71189 71198 71206 71214 71223 71231 71240 71248 71267 6 4 
516 1265 1273 1282 1290 121*9 1807 1815 1324 1332 1341 6 6 
517 1349 1357 1366 1374 1383 1391 1399 1408 1416 1425 7 6 
518 1438 1441 1460 1458 1466 1475 1483 1492 1500 1508 8 r> 519 1517 1525 1533 ' 1542 1550 1559 1567 1575 1584 1692 9 7 
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520 
521 
5-22 
523 
524 
525 
521 i 
527 
Ó2H 
52!) 
530 
531 
5: (2 
53:5 
5 a i 
5:55 
mi 
537 
ÓSS 
53!» 
540 
541 
542 
543 
544 
545 
5̂ tG 
5-17 
548 
5̂ 19 
550 
551 
552 
553 
554 
555 
55»! 
557 
558 
55!» 
5<)0 
5G1 
5íi2 
5o3 
564 
5 t ^ 
500 
5fi7 
5tW 
5i!0 
570 
571 
572 
573 
574 
575 
57»; 
577 
57H 
57!» 

o 
lOiXJ 
lf5S4 
1707 
1 -̂50 
l!t33 

f2010 
20! tí»' 
2181: 
2203 
2340 

r242H' 
2o0;i^ 
25! 11 
2073 
2751 

72835, 
2!»ii; 
2ii!»7 
3078, 
3159' 
7323!» 
3320 
31»» 
34.S0 
3500 
7304f) 
3719 
37:19 
3S7S 
3957 
7403»; 
4115' 
4191 
4273 
4351 
74429 
4507 
4580, 
4003 
4741; 

74819: 
48!H; ' 
4!t74i 
5051: 
5128' 

75205; 
5282; 
535S¡ 
5135 
5511! 
75587 
5664 i 
57io; 
58151 
5891 i 

75907; 
6042 S 
6118; 
01!»3j 
6208 

1 
7KÍ09 
1092 
1775 
1,S58 
1941 
72024 
2107 
218!» 
2272 
2351 
72430 
2518 
25!)9 
2081 
27<i2 
72843 
2925 
300»; 
3080 
3167 
73247 
3;)28 
34t.>8 
34HS 
3508 
7304.S 
3727 
3807 

. 39<i5 
74044 
4123 
42í»2 
42^0 
4359 
74137 
4515 
451 »3 
4671 
474!» 

74827 
4904 
4981 
5059 
5136 
75213 
528!» 
5306 
. 5442 
551!; 
7559,5 
5671 
5747 

5899 
75974 
6050 
6125 
02(.X) 
0275 

2 3 
71017!71025 
17iX»' 1709 
1781' 17!^2 
1807; l!-i75 
1!»50 1958 

72032 72041 
2115 2123 
21!>8j 2206 
2280! 22H8 
2362; 2370 
72444:72452 
2526I 2534 
26071 2616 
26891 2<i97 
2770) 2779 

72852 72860 
2!»:33 2941 
3014 :J022 
30941 3102 
3175! 3183 

71034 71012 
171' 
180f) 
1883 
11»00 

r2049 
2132, 
2214 
2206 
2378 

1725 
189!» 
1S!»2 
r j75 

72057 
2140 
2222 
2304 
23S7 

72400; 724<ili 

73255 
333»; 
o4i(; 
34:»(i 
357»; 

73656 
3735 
3815 
38! >4 
3973 
74052 
4131 
4210 
42881 
4367; 
74445! 
4523 
4601 
4679 
4757 

74834 
4912 
4989 
5066 
5143 

J522(J 
52í>7 
5374 
545f3 
5526 

75603 
5079 
5755 
5831 
5900 

75982 
6057 
6133 
0208 
0283 

2542 
2ii24; 
2705: 
2787 
•2808 
2949' 
30301 
Bill 

2550 
2632 
2713 
27!>5 
72876 
2957 
3038 
3119 

73203 
3344 
3424 
3504 
3584 

73064 
3743 
3823 
!5902 
3!»81 
740ÍJO 
4139 
4218 
4290 
4374 

74153 
4531 
4609 
4t;87 
4764 

74842 
4920 
4997 
5074 
5151 

75228 
5;J05 
5381 
5158 
5 5 ; M 
75610 
56,86 
5762 
5838 
5914 
75989 
60»J5 
6140 
6215 
G210 

3l!»l! 31!»9 
73272:73280 
3352 
3432 
3512; 
3592; 
•3ti72¡ 
37511 
3830' 
39101 
3989' 
740<J8Í 
4147; 
4225! 
4304 i 
4382 

3360 
;uio 
3520 
3600 

7367!» 
3759 
3838 
3!»18 
3!»97 
74076 
4155 
4233 
4312 
4390 74461 74468 

453!): 4547 
4617 4624 
4695 4702 
4772 4780 

74850 74858 
4927 4935 
5005 5012 
5082 5089 
5159 5166 

75236 75243 
5312 5320 
5389 5397 
5465 5473 
5542 554!» 
75<;i8 75626 
5694 5702 
5770 5778 
5846 5853 
5921 5! (29 
75!>97 76005 
0072 6080 
6148 6155 
6223 6230 
C-2í»8 6305 

« 
1050 
1734 
1S17 
VM) 
]!)83 

720»50 
2148 
2230 
2313 
2395 
72477 
2558; 
2640 
2722 
2803 

72884 
2905 
3040; 
3127' 
3207 
73288 
3308 
3448 
3528 
3»;08 

!73<>87 
3767 
3846 
3!)20 
4(X)5 
740H4 
4102; 
42411 
4320; 
4398; 
74476 
4554! 
4632'. 
4710 
4788 
74865 
4943 
5020: 
5097 
5174 

75251 
5328 
5404 
5481 
5557 
75033 
5709 
57S5 
5861 
59:57 
76012 
(5087 
6103 
6238 

I 0313 

7 
7105!» 
1742 
1825 
1!»0S 
1991 
72074 
2156 
2239 
2321 
240:5 
72185 
2567 
2648 
27:50 
2811 
72892 
2973 

; 3054 
' 3135 
3215 
7;!290 
;537(! 
:5456 
3536 
3<)H; 
7)5095 
3775 
:585l 
393:5 
4013 
74092 
4170 
4249 
4327 
4.10(; 
74484 
45(52 
404ÍJ 
4718 
4790 
74873 
4950 
5028 
5105 

' 5182 
; 75259 
5335 

: 5412 
5188 
5565 
75641 
5717 

1 5793 
' 5808 
i 5944 
76020 
6095 
6170 
6iíá5 
6320 

H O 
1607 71675 
17̂ 'JO 1759 
18:34 1H12 
1!»17 1925 
19!»9' 2008 

72082; 720! »0 
21651 
22471 
2:529: 
2411! 
724!»3; 
2575. 
26561 
2738' 
2819' 

2173 
2255 
2337 
241!» 
72501 
2583 
2665 
2746 
2827 

» 

2 2 

72y0(J^72!»08 
2!)81' 2989 
3062 i ;5070 
3143! 3151 
3223 3231 
7:5304; 73:512 
3384; 3392 
3404' 
3544: 
3624 
7:5703 
3783 
:3862 
3911 
4020 

3472 
3552 
36:52 
73711 
:5791 
:5870 
3949 
4028 

74099;74107 
4178! 4186 
42571 4205 
43:55; 4343 
4414' 4421 
74492'; 7-1500 
4570' 4578 
•4048; 4656 
4726¡ 4733 
4803' 4811 
7488117488!) 
4!)58! 4966 
5035! 5043 
3113J 5120 
5189, 5197 
75266:75274 
5;543¡ 5351 
5120' 5427 
54!»6; 5504 
5572; 5580 
717648 75(550 
5724 
58(.»0 
5876 
5952 

76027 
fil03 
6178 
0253 
6328 

5 7; 52 
5808 
5884 
5959 

70035 
6110 
6185 
62(50 
6385 

n 
1 ' 1 
2 2 
3 2 
4 1 3 u 
8 1 1 ; 
9 7 
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K.«> O 1 ií 1 » 4 5 0 1 7 8 ¡ O H 
.')8n 76343 76350 7635S 7631 i5 76:i73 7(;:Í80 7(5388 76: !95 7640:!'76410 1 1 
581 6418 6425 6433í 6440 6448 (i455 (54(!2 (5470 6477: 64^15 o 2 
OÜJ 6492 6.500 (;ól)7: (¡515 6522 6.530 65:57 (5.545 65.52- (Í5.Ó9 •5 2 
5S:! 65i;7 6574 (i582! (i58!l 6597 66(J4 6612 (5619 6(126; <>6:!4 4 :5 
584 6641 6649 (5656! 6664 6671 667S 668(5 (>61):5 6701: 6708 .5 t 
585 76716 76723 76730;76738 76T45 7(57.'-)3 76760 76768 76775 76782 6 5 
58ti 6790j 6797 (;8(i5' (ÍS12 0819 6827 68:5-1 ()842 6S49' (585(i 7 6 
587 í)864! 6871 (5879 i (5886 6893 6901 6908 6916 (i923| 6930 8 (i 
588 6938^ 6945 6953j 6960 6967 (5975 (5982 (¡989 6997: 7004 9: 7 
58Í) 7012 7019 70261 7034 7041 7048 7056 7063 7070, 7078 
5!t0 77085 77093 77100:77107 77115 77122 77129Í77137 77144177151 
591 7159 71(56 71731 7181 7188 7195 7203! 7210 7217'; 7225 
5!f2 7232 7240 7247! 7254 7262 72(i9 727(> 7283 7291 i 7298 
5!I3 7305¡ 7313 7:520' 7:527 73:Vi 7:542 7:349 7357 7:564 7371 
5!t-4 7379' 738() 7:Í93| 7401 7408 7415 7422! 74;50 7437 7444 
595- 77452 77459 77466 77474 77481 77488 77495177503 77510 77517 
59<3 7525 7532 7539 7546 7.554 7561 75681 7576 7.583; 7590 
597 7597 7605 7612 7(!19 7(527 7(534 7(541 7648 76,56': 76(53 
5;t8 7670 7677 7(585 7692 7(599 7706 7714 7721 77281 7735 
599 7713 7750 7757 77(54 7772 7779 7786 7793 7801! 7808 
liOO 77815 77822 778:50:77837 77844 77851. 778.59 77866 77873!77880 
COI 7887 7H95 7902 7íX)9 79161 7924 7931 79;58 7945( 7952 
(j02 7960 7967 7í>74 7981 7988 7996 800:5 8010 8017! *̂ '-̂ 5 
<;03 8032 8039 8046 8053 8061 8068 8075 8082 8089 8097 
t)04 8104 8111 8118 8125 8132 8140 8147 8154 8161 8168 7 
t;o5 78176 78183 78190 78197 78204 78211 78219 78226 782;3:-5 78240 1 \ 1 (50G. 8247 8254 8262 8269 8276 8283 8290 8297 8:505 8312 2 i 1 <»7 8319 8326 8.-5;53 8340 8347 8.355 8362 8:369 8376 8383 8 •> (Í08 83í)0 8398 8405 8412 8419 8426 8433' 8140 8447 8455 4 ;-( 
(j09 8462 8469 8476 8483 8490 ¡ 8497 8.5ati 8512 8519 8526 5 4 
(510 78533 78540 78547 78554 78561178.569 78576 785.S3 7851K5 78597 6 4 
(Sil 8604 8611 8618 8625 86;!3 8640 86471 8654 8661 8668 7 ;Í 612 8675 8(582 8(589 8696 8704 8711 8718' 8725 87:32 8739 8 6 613 8746 8753 8760 8767 8774 8781 87891 8796 880;5 8810 t) 6 614 8817 8824 8831 8838 8845 8852 88.59 as66 88 73 H880 
(il5 78888 78895 78902 78909 78916 78923 789:30178937 78!)44 78951 
616 8958 8965 8972 8979 8986 8993 9000' 9007 9014 9021 
617 9029 9036 9043 9a50 9057 9064 !t071; 9078 9085 9092 
618 9099 9106 9113 9120 9127 9134 91411 9148 91.55 91(i2 
619 9169 9176 9183 9190 9197 9204 9211 9218 ;t225 9232 
620 79239 79246 79253 79260 79267 79274 7!»281 792aS 79295 79302 
()21 9309 9316 9323 9330 9337 9:544 9351 9;358 9365 9372 
622 9379 9386 9393 9400 9Í07 9414 9421 9428 9435 9442 
623 9449 9456 94^3 9470 9477 9484 9491 9498 9505 9511 
624 9518 9525 9532 9539 9346 9553 9560 9567 9574 9581 
625 79588 79595 79602 79609 79616 79623 796:30179637 79644 T9(550 
626 9657 96(54 9671 9678 9685 9692 96991 9706 9713J 9720 
(i27 9727 9734 9741 9748 9754i 9761 97681 9775 97821 9789 
628 9796 9803 9810 9817 9824 9831 9837 9844 9851 9858 
629 9865 9872 9879 9886 9893 9!KX) 9906 9913 99-0 9927 
630 79934 79941 79948 79955 73962 79969 79975,79982 79989 79996 « 
(331 80003 80010 80017 80024 800Í50 80037 80044'80051 800.58 8(X)65 1 1 
(432 0072 0079 OCHÓ 0092 00ít9 0106 0113| 0120 0127 0134 2 1 
(533 0140 0147 0154 0161 0168 0175 0182 0 1 ^ 0195 0-202 3 2 
(534 0209 0216 0223 0229 0236 0243 0250 0257 02()4 0211 4 2 
6:Í5 80277 80284 80291 80298 80305 80312 80318 80;!25 SO;532 803í59 5 3 
636 0346 0353 0359 mui 015731 0380 0387 i 0:?9Í! 04(10 040716 4 
637 0414 0421 0428 0434 04411 0448 0455 04(;2 114(W 0475 1 7 4 
638 04S2| 0189 0496 0502 0.509 i 0516 f)523 05:30 0.">:'.(; 051318 5 
«!39 0550' 0567 05(54 0570 0577' 0584 0591' 0598 IMÍ04 0611 19 5 

ro H O III 65 



48 4 N»'(i 100 A 7000. LÍJdAUITMOi 1 80618 áSlSlO 

N.«« o 1 I ie 1 3 1 4 s o ; 7 H ! 0 
640 80618 806-25 80632;80():">8 80(i45 80(552 80659 80665 80()72 80679 7 
(541 OG^i'r 0693 069!» i 0706 0713 0720 0726: 0733 0740, 0747 1 '1 
04-2 0754 0760 07671 0774 0781. 0787 07'J4- 0801 08(J8 0814 2¡ 1 
(543 0--J-21 aH28 08:55 0841 0818: 0SÓ5 0862 (J8(58 0875! 0882 3I2 
(344 088'.) 0895 09021 0909 0916 0!t22 09-2'J 0936 0913: Oí 149 4J3 64Ó 8095») 809(53 809(59180976 80983 80ítW 80:>96 81003 8l0iu'8l0l7 5 4 
(i-ÍH 1023 lO;» 10371 1043 105t; 1057 1064 1070 1077! 1084 (i: 4 
(547 1090' 10í»7 1104 1111 1117 1124 ii;5i 11:37 1141' 1151 7^5 648 1158 11(54 1171J 1178 1184, 1191 1198 1204 1211 1218 8 6 
64y 1224 1231 12:58, 1245 1251 1258 1-265 1271 1278 1-285 9',(; 
(i.jü 812!li:81298 81:505,81311 81318,81325 81331 81:338 81:345 81351 
(>51 1358: 13(55 1371 1378 1385 i:-S91 1398 1405 1411: 1418 
65¿ 1425 1431 14:5^ 1445 145r 1458 1465 1471 1478; 1485 
(íS:; 1491' 1198 1505 1511 1518 1525 1531 1538 1544' 1551 
(;54 1558 1564 1571¡ 1578 1584, 1591 1598; 1604 1611! 1617 
055 81(52481631 81(537 81644 81(551 81(557 81(561 81671 81(577 81684 
(556 1(5!»0 16í'7 1704 1710 1717' 17-23 1730 1737 174:3' 17,» 
657 1757 1763 1770 1776 1783' 1790 1796 1803 IHOü 1816 
(;58 1823; 1829 1836 1842 1819' 1856 1862 186! 1 1875, 1882 
fíóí» 18S9 1895 l!t02 1908 l!tl5 1921 19-28 l!t:35 1911: 1948 
660 81954 8 1 % 1 81968 H1974 81981 81ÍW7 81994 82UW 82l.K)7 8-2014 
661 •20-20 • 2027 2033! 2040 204(5 2'J5y 20(50 2(J66 •2073 2079 
(;(>2 2086. 2092 2099; 21ÍJ5 2112 2119 2125 2132 2138; 2145 
663 2151 2158 2164Í 2171 2178 2184 2191: 2197 2201, 2210 
664 2217 i 2223 22:30 2236 2243: 2249 2256; 2263 22(5!) 1 2276 
665 82282 82289 82295 82:502 8230882315 8232 r 82:3-28 823:54 8-2341 
666 2;347' 2354 2360 2367 2373' 2:380 2387,' 2;?93 2100! -2406 
667 2413 2419 2426 2432 24:391 2445 2452; 2458 -24(55, 2471 
668 2478i 2484 2491 2497 2504' 2510 2517 2523 25;iO 253(5 
669 254:3 j 2549 2556 2562 2569! 2575 2582j 2588 2595 2(501 
670 82(507 82614 82620 82627 82633:82640 82646:82653 82(559 826f. 6 
671 26721 2679 2685 2692 2698' 2705 2711| 2718 27-24 i 27;50 
67-2 2737! 2743 2750 2756 2763: 2769 2776 2782 2789 2795 
673 2802! 2808 2814 2821 2827 2834 2840i 2847 2853; 2860 
674 2866: 2872 2879 2885 2892 2898 2905; 2911 '2918! 2924 
675 829:30 82937 82943 82950 82i»56 82963 8296! (82975 82í»82:82988 
676 2995¡ 3001 3008 3014 3020 3027 miSi •S040 ;5046i 3052 
677 3059' ;3065 3072 3078 3085 3091 3097' 3104 3110: 3117 
678 3l2B' 3129 3136 3142 3149 3155 3161 i 3168 3174 3181 
679 3187: 31.93 3200 3206 3213 ;3219 3225; 3232 32:38 3245 
680 83251:83257 83264 83270 83276 83283 83289 j 83296 33'>J2 833(W 
681 íJiM5t 3321 3327 33;44 3340 3347 3353i 3359 33<i6 3372 
682 3378 ;i385 3391 3398 3404 3410 3417, 3423 34-29 3436 
683 3442 3448 3455 3461 3467 3474 3480, 3487 34.(3 8499 
684 3506 3512 3513 3525 8531 3537 3544; 8550 3656 .3563 
685 83569 83575 83582 83588 83594 83601 83607 J83613 836-20 88626 0 
686 8632 3(539 3645 8651 53658 3664 3670! 3677 53683 3689 1 I 
687 3696 3702 8708 3715 3721 3727 87S4¡ 3740 3746 3753 2 1 
688 3759 3765 3771 3778 3784 '3790 87971 3808 3809 3816 3 2 
689 8822 3828 3835 3841 8847 8853 3860; 3866 3872 8879 4 2 
6ÍX) 838a5 83891 83897 83!X)4 83910 83916 839-23 í«929 839:35 83942 5 3 
6Í.>1 3948 3954 39(50 3967 8973 3979 8985 3992 39ít8 4004 6 4 
692 4011 4017 4023 4029 4036 4042 4048 4055 40Í51 4067 7 4 
eas 4073 4080 4086 4092 4098 4105 4111 4117 4123 4130 8 5 
694 4136 4142 4148 4165 4161 4167 4173 4180 4186 4192 9 5 
695 84198 84205 84211 84217 84223 84280 84236 S4242 84248 84255 • 

696 4261 4267 4273 4280 4286 4292 4298 4305 4311 4317 
6971 4328 4330 4336 4342 4348 4354 4361 4367 4373 4379 
6981 4386 43!)2 4398 4404 4410 4417 4423 4429 44:35 4442 
699l 4448 4454 4460 446€ 4473 4479 4485 4491 4497 4.504 



N,»' 7000 a TfiOO, L<)(;AJ¡ITMO.S S4510S8.S081. 4:55 
V." O 1 1 » ! 3 4 ¡ S 0 7 H 9 
700 84510 8451t! 84.522'H.15'28 84.5: i5'84.541 84.547 84.553 84.559 845(5(5 7 
701 457-2: 45TS 4584' 4590 4597: 4603 4(509 4615 4ti21 46-28 111 
702 46;>4' 'Itiin 4646 46.52 46.58; 4665 4671 )(i77 46h;i 4(;89 21 1 
705 4ti!Mv 4TU2 4708, 47U 47'JO¡ 47-26 4733 4739 4745 4751 •5 2 
704 4757 ITC.'i 4770: 4776 4782, 4788 4794 4800 4807. 4813 4 ;5 
705 H4.Slít ,sis-25 84.831 84837 81841 ¡848.50 84856 848(!2 84868 84874 5 4 
70t) •WSO 4S,S7 4893 4899 4905! 4911 4917 4924 49:50 49:56 6 -1 
707 4942 41148 49,54, 4960 49(;7) 4973 4979 4985 4991 i 4997 7 5 
70H 50(j:> óiKV.t 5016 50-22 50-28: 5034 5040' 504(5 50.52' 5058 8 6 
700 5.%o, 5071 5077, 5083 .508i>: 50!>5 5101: 5107 5114; 5120 9 (5 
710 8512ti 85132 .85138.85144 S5l,50'85156 85163 851(59 85176 85181 —'— 
711 51S7' 5193 5199 .5205 5211; 5217 5224 52:50 5-236 5242 
71 Í; 5248^ 5251 52(50 52(56 5272' .5278 5285 6-291 .5297 .5:303 
713 53091 5315 5321 i .5327 5:533 í 5339 .53451 .53,52 5:558 6:564 
714 ó370; 5; i 76 .5382! 5;i88 .5894 5400 .5406 i 5412 5418 .54-25 
713 85431'85-137 •85443:85449 854.55'8.5461 8.5467185473 85479 8.5485 
716 54911 5197 .5.503! 5509 55161 5.5-22 55-28 55:34 5540! 5546 
717 5532; 5558 55641 .5570 5576I 5582 5588 6.594 5000 1 5()0(5 
718 5612 5618 .5(5-25 5631 5637 5643 5649 5(5.55 5661 5667 
719 5873 5679 .5685 5(i91 5(597 5703 5709 5715 5721 5727 
720 857;3.3 85739 85745 85751 85757 857(53 «57(19 85775 85781 85788 
721 5791 5S0O 5806 5812 .5818 .58-24 58;-_S0 5836 5842 6848 
722 .5854; 586y 5866 5872 .5878 5884 6890 5896 5!X)2 6i)08 
723 5914' 5920 59-26 5932 5938 .5944 59,50 5956 5962 69(58 
724 59741 5980 ¿986 5992 5998 6004 6010 6016 6022 (50-28 0 

1 1 725 86034'86040 8(5046 86052 86058 86064 8(5070 86076 86082 86088 0 
1 1 726 6094 6100 6106 6112 6118 6124 6130 6136 6141 6147 1 
2 
3 
4 

X 
1 727 6153 6159 6165 6171 6177 6183 6189 (5195 6201 6207 

1 
2 
3 
4 

X 
1 

728 6213 6J19 62-25 (5231 6-237 6243 6249 (5255 6261 6267 

1 
2 
3 
4 

•2 o 725» 6273 6279 6-285 6291 6-297 6)503 6.308 6314 6320 6326 

1 
2 
3 
4 3 
4 
4 

730 86332^86338 86344 86350 8635(5 86362 863(58 86374 86380 8(5386 5 
6 
7 
8 
o 

3 
4 
4 731 6392: 6398 6404 6410 6115 6421 6427 6433 64:39 6445 

5 
6 
7 
8 
o 

3 
4 
4 732 61511 6457 6463 6469 6-175 6481 6487 6493 (5499 6504 

5 
6 
7 
8 
o 

3 
4 
4 

7;e 6510! 6516 6522 6528 (5534 6540 6546 6552 (5558 6564 

5 
6 
7 
8 
o r 734 6570' 6576 6.581 6587 6593 6599 6605 6611 6617 6623 9 u 

735 866-29:86635 86641 86646 86652 86658 8(56(54 86670 86676 86(582 
736 6688; (5694 6700 6705 6711 6717 6723 6729 67,35 6741 
737 6747í 6753 6759 6764 6770 6776 6782 6788 6794 (5800 
738 6806 6812 6817 6823 (5829 6835 6841 (5847 6853 6859 
789 6864! (5870 6376 6882 6888 (5894 6900 6906 6911 6917 
740 86923 86929 86935 86941 86947 86953 86958 86964 86970 86976 
741 6982 6988 6994 .6999 7005 7011 7017 7023 7029 7035 
742 70401 7046 7052 7058 7064 7070 7075 7081 7087 7093 
743 70!)9 7105 7111 7116 7122 7128 7134 7140 7146 7151 
744 7157 7163 7169 7175 7181 7186 7192 7198 7-204 7210 
745 87216'87221 87237 87233 87239 87245 87251 87-266 87262 87268 
746 72741 7280 7286 72;)1 7297 7;)03 7309 7815 7320 7:326 
747 7332 j 7a38 7344 7349 7355 7.361 7367 7373 7379 7.384 
748 7390 7396 7402 7408 7413 7419 74-25 7431 7437 7442 
749 7448 7451 7460 7466 7471 7477 7183 7489 7495 7500 
750 87506 S7512 87518 87528 87529 87535 87541 87547 87552 87558 S 
751 7564 7570 7576 7581 7587 7593 7599 7604 7610 7610 I 1 
752 7622 7628 7633 7639 7645 7651 7656 7662 7668 7674 2 1 
753 7679: 7685 7691 7697 7703 7708 7714 7720 77-26 7731 3 2 
754 7787Í 7743 7749 7754 7760 7766 7772 7777 7783 7789 4 2 
765 87795:87800 87806 87812 87818 878-23 878-29 87835 87841 87846 5 3 
7f)6 7852! 7858 7864 7869 7875 7881 7887 7892 7898 7904 6 3 
757 79101 7916 7921 • 7927 7933 79.38 7914 7950 7955 7961 7 4 
758 79671 7973 7978 7984 7990 7996 8001 8007 8013 8018 8 4 
759 .8024 ixm 8036 80411 8047 8053 8058 8004 8070 8076 9 5 



4» 3 N.»« 7CO0 á 8200. LOGARITMOS S?nSI i 91381. 

N."« O j 1 2 1 3 4 1 5 0 1 y H 1 » » 
7i;o a*3rs3ü>;7 88093 88098 88104 88110 88110 8K121 S8127;88133 111 
Tfil 813.S 8144 81.50; 815(i 81<;ii 8U;7 8173 8178 8184 8190 2¡1 
Ttii 8195 8201 «207 «213 821«| 8224 82;» S235 8211 { 8247 3 <•') 

7<Í:; «252 H-̂j.S 8204 8270 8275J .S2H1 82871 8292 829S: 8304 4 2 
7(!4 8.309; S'315 8321 m¿G 8332I a338 8343' 8;i49 8355 8.300 5 0 

7(i5 8H3(;0'8.-5372 88;377 &S383 88380,8.8395 884(W 8H400 88412'88417 0 4 
706 8423¡ 8429 84311 8440 8440i 8451 8457: 8403 K4t;S! 8474 7 4 
707 8480¡ 8485 8491 8497 8502 ¡ 8.508 8.513' 8519 8.525' 8.530 8 .5 
708 8.5361 8542 8547 8553 8559, 8564 8570: 8570 85Hl! 8587 í) 5 
7oy 8.593 i 8598 8004 8610 8015, 8621 8027i 8032 8(Í:*Í: 8043 • 

77U 88649 880.35 88000 88006 8S072'88()77 88083 88689 88094 88700 
771 8705¡ 8711 8717 8722 8728,: 8734 8739, 8745 8750; 8756 
772 8702 8767 8773 8779 8784; 8790 8795' 8801 88071 8812 
773 8818| 8824 a829 88135 8840, 8846 8862, 8857 8863! 8808 
774 8874' 8880 8885 8891 8897 i 8902 8908' 8913 8919! 8925 
775 889.30 889.30 88941 88947 88953 88958 88904 88969 88975 88981 
770 8980 8992 8997 9003 9009 9014 90^1 9025 9031 9037 
777 í)042; 9048 ÍX)53 9059 9064 9070 90761 9(W1 9087 9092 
778 9098, 9104 9109 9115 9120 9126 91311 9137 9143 9148 
77í) 9154' 9159 9165 9170 9170 9182 91871 9193 9198 9204 
780 89209 89215 89221 89220 8ft232| 89207 89243 89248 89254 89^60 
781 9205 9271 9270 9282 9287' 92*93 9298 9304 9310,' 9315 
782 9321' 1)320 93:52 9337 9343- 9348 9354 9360 9305 9371 
783 9370 9382 9387 9393 9398' 9404 9409 9415 9421 9426 
784 9432 9437 9443 9448 9454! 94.59 9465 9470 9476 9481 
785 89487 89492 89498 89504 89.509 89515 89520 89526 89531 89537 
780 9542 9548 9553 9.559 9.504 9570 9575; 9581 9686 9592 
787 9597 i 9003 9609 9014 9020 9625 96311 9630 9642 9647 
788 9053' 90.58 9664 Í)6e9 9675 9680 9686].9691 9697 9702 
78'J 9708 9713 9719 9724 9730 9735 9741 9746 9752 9757 
790 89763 89768 89774 8!>779 89785 89790 89796 89801 89807 89812 . 
791 9818: 9823 9829 9834 9840 9845 9851¡ 9856 9862 9867 
792 9873' 98:8 9883 9889 9894 9900 9905| 9911 9916 9922 
793 9927i 9933 9938 9944 9949 9965 9960j 9966 9971 9977 
794 9982! 9988 9993 9998 90004 9000ÍÍ 90015'90020 90026 90031 
795 90037 90042 !)0048 90053 90059 90064 90069:90075 90086, SKX)86 
796 0091¡ 0097 0102 0108 0113Í 0119 0124 0129 0135 0140 
797 0146 0151 0157 0162 0168 0173 0179 0184 0189 0195 
798 0200, 020<> 0211 0217 0222 0227 0283; 0238 0244 0249 
799 02551 0260 0266 0271 0276] 0282 02871 0293 0298 0304 
800 90309 90314 90320 90325 90331 90336 90342190347 90952 90358 
801 0363 03í39 0374 0380 0385 0390 03961 0401 0407 0412 
802 0417 0423 0428 0434 0439 0445 0450 0455 0461 0466 
803 0472 0477 0482 0488 0493 0499 05041 0509 0615 0520 
804 0526 0531 0536 0542 0547 0553 0558¡ 0563 0569 0574 
805 90580'90685 90590 90596 90601 90607 90612 90617 90623 90628 S 
806 06341 0639 0044 0650 0655 0660 0666 0671 0677 0682 1 1 
807 0687 0693 0698 0703 0709 0714 0720! 0726 0730 0736 2 1 
808 0741 0747 0752 0757 0763 0768 0773 0779 0784 0789 3 2 
809 0795 0800 0806 0811 0816 0822 08271 0832 0838 0843 4 2 
810 90849 90854 90859 90865 90870 90875 90881 90886 90891 9aJ97 5 3 
811 0902 0907 09131 0918 0924 0929 0934 0940 0945 0950 6 3 
812 0956 0961 0966 0972 0977 0982 0988 0993 0998 1004 7 i 
813 1009 1014 1020 1026 1030 - 1036 1041 1046 1052 1057 8 4 
814 1062 1068 1073 1078 1C84 1089 1094 1100 1105 1110 9 5 
815 91116 91121 91126,91132 91137 91142 91148 91158 91158 91164 — — 
816 1169 1174 1180 1185 1190 1196 1201 1206 1212 1217 
817 1222 1^28 1233 1^)8 1243 1249 1264" 1259 1265 1270 
818 1275 1281 1286 1291 1297 1802 1307 1312 1318 1323 
819 .1328 1334 1889 1344 1350 1355 1360 1868 1371 1376 



K.<" S200 á 6S00 

N.«» 
820 
821 
.S22 
823 
824 
826 
82(i 
827 
828 
829 
830 
831 
H32 
833 
834 
8^5 
836 
mi 
838 
8:39 
840 
841 
842 
843 
844 
845 
846 
847 
848 
849 
850 
851 
852 
853 
854 
865 
856 
857 
858 
859 
860 
861 
862 
863 
864 
865 
866 
867 
868 
869 
870 
871 
872 
873 
874 
875 
876 
877 
878 
879 

013H1;Í)1;!87 
14341 144U 
J487; 14! 12 
1510; 1515 
15931 15í»8 
1)1615 91(i51 
lti98| 1703 
17511 1756 
1803; 1808 
1855; 1861 
9190801913 
1960; 1965 
2012, 2018 
20651 2070 
2117 2122 
92169 92174 

2226 2221 
2273 2278 
23241 23;?0 
23761 2381 
92428:92433 
2480 
2531 
2583 
2634 
92686 
2737 
2788 
2840 
2891 

2485 
2536 
2588 
2639 
92691 
2742 
2793 
2845 
289( 

92942 9294-
2993 
3044 
8095 

2998 
3049 
3100 

31461 3151 
93197(93202 
3247 3253 
3-298 
3349 
3399 
93450 
3500 
3651 
3601 
3661 
93703 
3752 
8802 
8852 
8902 
93962 
4002 
4052 
4101 
4161 
94201 
4250 
4300 
4349 
4399 

3303 
3354 
3404 
93455 
3505 
355*> 
8606 
3656 
93707 
3757 
3807 
3857 
3907 
93957 
4007 
4057 
4106 
4156 
94206 
4255 
4805 
4354 
4404 

9i:!92'9i:S!i7 
1415; 1150 
itíw! 150; i 

LOCAItlT.MOS 

OMOa, 91-108 
1455' 1461 

91381 i inU'i. 437 

1551 
1603 ¡ 

1556 
1609 

;)165(; 9i(i(u 
170!'i 1714 
1761: 1766 
18141 1819 
186(;¡ 1871 
tl9l8 91924 
1971, 1976 
2023' 2028 
2075, 2080 
2127; 2132 
92179 92184 
2231 
2283 
23:-55 
2387 

2236 
2288 
2340 
2392 

92438 92443 
2490 2495 
2542 
2593 
2645 

92696 

2547 
2698 
2650 
92701 

2747j 2752 
2799 2804 
28501 2855 
2901 2906 

92952 92957 
8003 
3054 
3105 
3156 

93207 
3258 
3308 
3a59 
8409 

93460 
3610 
3661 
3611 
3661 

93712 
3762 
3812 
3862 
3912 

93962 
4012 
4062 
4111 
4161 

94211 
4260 
4810 
4859 
4409 

3008 
3059 
3110 
3161 

93212 
3263 
3313 
3364 
8414 

93465 
3515 
3666 
8616 
8666 
93717 
3767 
8817 
3867 
3917 
93967 
4017 
4067 
4116 
4166 

94216 
4265 
4315 
4864 
4414 

15081 
15611 

1514 
15(>ti 
l(il9 

ni)»)6i91672 
1719 
1772 
1821 
1876 

1724 
1777 
1829 
1882 

91929;91931 
1981 1986 
2033 20;W 
2085 ¡ 2091 
21371 2143 

92189 
2241 
22í)3 
2345 
2397 
92449 
2500 
2552 
2603 
2655 
Í2706 
2758 
2809 
2860 
2911 
92962 
3013 
3064 
3116 
3166 
93217 
3268 
3318 
3309 
3420 
93470 
8620 
3571 
3621 
3671 
93722 
3772 
8822 
3872 
8922 
93972 
4022 
4072 
4121 
4171 
94221 
4270 
4820 
4869 
4419 

92195 
2247 
2298 
2350 
2402 
92454 
2505 
2557 
2609 
2660 
92711 
2763 
2814 
2865 
291(! 
92967 
;í018 
3069 
3120 
3171 
93222 
8273 
8323 
3874 
3425 
93475 
8526 
8676 
8626 
3676 

98727 
3777 
3827 
3877 
8927 
93977 
4027 
4077 
4126 
4176 

94226 
4275 
4325 
4374 
4424 

.1. o 
U4l;i'9Mls 
1466! 1471 
1519 
1572 

1524 
1577 
Kli» 
U(iS2 
1785 
17S7 
1840 
1892 

1(124 
91li77¡ 
17;ÍO> 
17821 
18;51 i 
18S7Í 
•]9:Í9 91944 
1991 i 1997 
2041 2C49 
2096; 2101 
2U8Í 2153 
»2200:92205 
22521 2257 
2304; 2309 
2355; 2361 
2407¡ 2412 

92159192464 
2511! 2516 
2562: 2567 
2()14j 2619 
26651 2670 

92716192722 
27681 2773 
28191 2824 
2870; 2876 
2921! 2927 

92973 9297B 
3024; 3029 
3075! !-»80 
3125: 3131 
3176: 3181 
•3227 93232 
3278 3283 
3328 3334 
a379 3384 
3430; 3435 

93480 93485 
8536 
3586 
3636 
3687 

93737 
3787 
3837 
:Í887 
3937 

93987 
4037 
4086 
4136 
4186 

94236 
4286 
4335 
4384 
4433 

35:31 
3581 
8631 
8682 

93732 
3782 
3eíí2 
3882 
3932 
93982 
4032 
4082 
4181 
4181 
94281 
4280 
4330 
4879 
44-29 

H \ 9 
• 1421 91129 
1477, 1482 
1529; 15ii5 
15S2' 15S7 
1635J K Ü O 

91687191(ii»3 
1740; 1745 
1793' 179S 
1845! 1850 
18971 1903 
)1950;91955 
'2002! 2007 
2054 i 2059 
2106' 2111 
21.58 2163 
»2210 92213 
22621 2267 
2314: 2319 
2366: 2371 
•24181 2123 
t-2469 92474 
2521! 25-26 
2572 
2624 
2675 
t2727 
2778 
28-29 
2881 
2932 

92<)83! 
80341 

2578 
2629 
2(i81 

92732 
2783 
2834 
2886 
2937 

9-2988 
3039 

3085! 3090 
3136; 3141 
31861 3192 

93-237:93-242 
3288 
3339 
3389 
3440 
93490 
3541 
8591 
3641 
3692 

3293 
3344 
3394 
3445 

93496 
3646 
859<5 
3646 
8697 

93742¡93747 
3792 
3842 
3892 
8942 

98992 
4042 
4091 
4141 
4191 

94240 
4290 
4340 
4889 
4438 

3797 
3847 
8897 
3947 

98997 
4D47 
4096 
4146 
4196 

94245 
4295 
4845 
4394 
4443 

» 
1 
1 
2 
2 

'5 
I 4 
5 

K 
1 1 
2 1 
3 2 
4 2 
5 3 
6 3 
7 4 
8 4 
9 0 
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LBCCIÓN III 

CBracterístic» y mantisa. 

Los logaritmos reducen extraordinariamente el trabajo 
del cálculo aritmético, sustituyendo á la multiplicación la 
suma, á la división la resta, á la involución la operación de 
multiplicar y á la evolución la operación de partir (1). 

«Duplican la vida de los astrónomos y de los demás mate
máticos, disminuyéndoles las dificultades del calcular», decía 
Laplace. 

Cualquier número (excepto la unidad) puede ser tomado 
como base de un sistema de logaritmos (2). 

Pero hay bases más convenientes que otras, y ninguna lo 
es tanto, en la notación vulgar, como la del sistema común 
de logaritmos, el cual tiene por base al número 10. 

Todos los logaritmos registrados en las TABLAS usuales 

(1) O bien, cuando se trata de potencias y raices, sustituyéndoles la 
operación de multiplicar un índice entero en la involución y fraccionario 
en la evolución. 

(2) La anidad no ])uede ser base de ningún sistemíi logarítmico, porque 
todas las potencias de 1 son 1. 

Tampoco (segán comprenderán muy bien los que sepan Algebra) nin
gún número negativo podría servir de base, porque una cantidad negati
va puede en los cálculos dar valores positivos, negativos é imaginarios, 
lo cual impediría reproducir consecutivamente por involución la serie de 
los números naturales, ó sea, de los grados consecutivos de la pluralidad. 
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son, pues, índices de las potencias á que hay que elevar 
el 10̂  para obtener la serie de los números naturales. 

Los números naturales se consideran, pues, en el sistema 
de logaritmos comunes como potencias del 10, ya exactas, 
ya aproximadas. 

Lo análogo pasa en cualquier otro sistema: en todos son 
potencias los grados de la escala: potencias aproximadas (ex
cepto eu raros casos) de bases distintas del 10. 

Esto es capital, capitalísimo. En todos los sistemas loga
rítmicos, los grados de la escala de la pluralidad son tenidos 
por potencias de una base previamente designada. En loga
ritmos no se considera, pues, formados á los nilmeros por 
suma, sino por involución (1). 

Por tanto: No liay para qué decir que el cálculo logarítmi
co tiene que ser sólo de aproximaciones, pues los casos de 
exactitud son de una rareza suma. 

Log. (le 1 = 0 
Log. de 10 = 1 
Log. de 100 = 2 
Log. de 1000 = 3 
Log. de 10000 = 4 
Log. de 100000 = 5 
Log. de 1000000 = 6 Etc. 

Como 86 ve, siendo 10 la base, sólo hay 7 logaritmos exac
tos en el primer millón. Todos loa demás índices tienen que 
ser y son aproximados. 

Y, en efecto, todos los otros logaritmos son decimales 
aperiódicos, signos de irracionalidad. 

Sirva de muestra el siguiente Cuadro: 

(1) Involución, en el sentido de considerar como exponentes á los ín
dices fraccionarios, cuando en realidad estos índices son signos de evo
lución, 

2 0,5 /— 

a = a = t | / « 

9^^ = 9 ••* = / 9 3 = = ^/9 X 9 X 9 = /72Í9 = 27 

TOMO ni 6ü 
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TABLA DE LOS LOfrARITMOS DE LOS C I M E R O S DESDE 1 A 100 

S.»'iIjOgarUmos. 

1 , 
2 
•A \ 

4! 
5l 

'J. 
0,3010:» 
0,477121 
0,(>0-20íi0 
0,<)98;t70 

! 10 

ti 1 0,778151 
7 i 0,8450ÍW 
8 0,90;i0i_»0 

0,954243 
1, 

11 
• 1-2 
: 13 
14 

'Ü 
17 
IH 
19 
20 

1,041393 
1.079181 
1,113943 
1,146128 
l.I7«)91 
1,204120 
1,280449 
1,255273 
1,278754 
1,301030 

N.°«;ix)garitm08 

1,322219 
1,342423 
1,361728 
1,380211 
1,397940 
1,414973 
1,431364 
1,447158 
1,462398 
1,477121 
1,491362 
1,505150 
1,518514 
1,531479 
1,544068 
1,556303 
1,568202 
1,579784 
1,5910(35 
1,602060 

s ̂^ 
1 
Logaritmos. 

61 

Logaritmos. 

81 

Logaritmos. 

41 1,61£784 61 1,7853.30 81 1,9084851 
42 1.623249 62 1,792392 82 1,913814 ' 
43 , 1,633468 63 1,799341 8;? 1,919078, 
44 i 1,6434.53 64 1,80<Í180 84 1,924279 
45 1,653213 65 

66 
. 1,812913 a5 

86 
1,929419 

46 1,662758 
65 
66 1,810.544 

a5 
86 1,934498 

47 1,672098 67 ; 1,826075 87 1,939519 ¡ 
48 1,681241 68 1,832509 88 1,9444831 
49 1,690196 69 1,838849 89 1,9493901 
.50 
51 

1,698970 70 
71 

1,845093 90 
91 

1,954243 1 .50 
51 1,707570 

70 
71 1,851258 

90 
91 1.9590411 

52 1,716003 72 1,857332 92 1,963788 j 
53 1,724276 73 1,863323 93 l,9f>848;3 
54 1,739394 74 l,8f;9232 94 1,9731281 
.55 
56 

1,740363 75 
7(i 

1,87506)1 95 
96 

1,977724 1 .55 
56 1,748188 

75 
7(i 1,880814 

95 
96 1.982271; 

57 1,755875 77 1,886491 97 1,986772 I 
.58 1,76.3428 78 1,892095 98 1,991226 
59 i 1,770852 79 1,897627 99 1,995635 
60 1,778151 80 1,903090 100 2, 

Con yísta de esta tabla, háganse las operaciones si
guientes: 

¿Cuál es el producto de 4 X 17 ? • 

Logaritmo de 4 = 0,602060 
4-logaritmo de 1 7 = l,2'j0449 

Número de este logaritmo = 1,83250!» = 68 

¿Cuál es el producto de 7 x 14 ? 

Logaritmo de 7 = 0,845098 
4-logaritmo de 14 = 1,146128 

Número de este logaritmo = 1,991226 = 98 

¿Cuál es el cuociente ;de 68 + 17 ? 

Logaritmo de 68 = 1,832509 
— logaritmo de 17 = 1,2304.49 

Número de este logaritmo = 0,602060 = 4 
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;Cuál es el cuociente de !)ó -i- i'.i? 

Logaritmo de !)5 = 1,077721 
— logaritmo de 1!' = 1,278754 

Número de este logaritmo = 0,Ct>8íl70 = 5 

¿Cuál es la potencia 3 * V 

Logaritmo de 3 = 0,477121 
X 4 

Número de este logaritmo = 1,908484 = 81 

,:Cuál es la V 64 ? 
• Logaritmo de 64 = 1,806180 I 3 

r Número de este logaritmo = 0,602060 = 4 

Observando la poco extensa TABLA anterior, comprensiva 
de los solos logaritmos de los números 1 á IW, fácilmente 
notaremos que las expresiones logarítmicas están compuestas 
de dos partes: una decimal aperiódica (1), y otra que no lo es. 

Llámase característica á la parte no decimal (2), 
-Y denomínase mantisa la parte decimal (3). 
Los logaritmos, pues, entre 1 y 10 son 

0 + una fracción: 

Los logaritmos entre 10 y 100 son 

1 + una fracción. 

Y, si se recurre á otra TABLA más extensa, se verá que los 
logaritmos entre 100 y 1000 son 

2 + una fracción; 

entre 1000 y 10000 
3 -+• una fracción; 

entre 10000 y 100000 
4 -+- una fracción; 

(1) La característica no es entera en' los logaritmos de 1 á 9 : fallau 
mantisas en los logaritmos ie 1, 10 y 100. Fácilmente se ve el por qué, 

(2) Y también se llaman características los ceros que preceden & loí* 
decimales de los logaritmos de los números 1 á 9. 

(3) Mantisa ó mantissa es úoa palabra latina que signiñoa puñadito, 
propina, algo que se da de rails como obsequio en una venta. Hay quienes» 
han dicho que la etimología de mantisa es mano, manu fensa; pero tal eti
mología carece de aceptación. (̂ Véase el Diccionario latino de rorcellini.) 
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Y así sucesivamente; por manera que Ja parte entera de 
cada logaritmo, siendo el 10 !a base, es igual 

al número de cifrjis — 1 

que tiene el guarismo correspondiente al logaritmo. 
Así, pues, la parte entera de los logaritmos de los núme

ros dígitos es igual á O, porque el número de las cifras de 
cada dígito es 1, y 1 — 1 = 0 . Así, la parte entera de los lo
garitmos de 10, 11, 12.... hasta í»9 inclusive, es 1, porque el 
número de las cifras de las decenas es 2, y 2 — 1 = 1 . Así, 
la parte entera dé los logaritmos de todas las centenas des
de 100 á 909, ambas inclusive, es 2 = .3 — 1. Así, la parte 
entera en los millares desde 1000 á 9999 es 3 = 4 — 1, etc. 

y no puede ser de otra manera. 
Si el logaritmo de 1 es cero, y el logaritmo de 10 es 1, el 

logaritmo de 2, uo pudiendo llegar á ser = 1, tendrá que ser 

0 -f- iJiia lVaccii7D. 

Y, análogamente, y por no poder tampoco llegar á ser 1, 
tienen también que ser 

0-f- lina fracción 

los logaritmos de los otros dígitos -3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9, 
conforme hemos visto en la tablita anterior. 

Si el logaritmo de 10 es 1 y el de 100 es 2, no pudiendo 
llegar á ser 2 los logaritmos de los números intermedios 11, 
12, 1.3..., 97, 98 y 99, clarp es que habrán de ser iguales, se
gún hemos visto, á 

1 -H una fracción. 

Et ate de ceteris. 
Natural era que, viniendo, así, dada Ja característica en el 

número mismo de las cifras de todo guarismo, se suprimiesen 
las características en las tablas de los logaritmos cuya base 
es 10. Y, efectivamente, así se ha hecho. 

Ninguna característica aparece en las tablas comunes. De 
manera que la tablita anterior comprensiva de los logaritmos 
de 1 á 100, resulta en la práctica con esta forma: 
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TABLA DE ]>0S LOCAHITMOS DE J.OS NrMEUOS DESDE 1 A 100 

N o» '.otíaritmos. jotíaritmos. -oyarllmos. 
¡ 

(11 

[.osraritinos. 

8 1 

(ifrarltmoí. 

i 1 fWWX) : Í 2 - J 2 1 ; ) (;127H1 

¡ 

(11 7853;!0 8 1 ; (08485 
! •> noio:») 2 2 : 3 4 2 4 2 3 42 1 (¡23241) Í12 7!t2:ll>2 82 ; » i 3 8 i 4 
! íS 4771-21 2 3 ; 3B1728 4 3 1 i;334()8 (13 7;v,i341 8 3 ; i i ; (078 
! 4 <;O-:ÍOI;O 24 i 3 « 0 2 1 1 44 1 (i 43453 (14 80(1180 84 92427;» 
': Ó (;ÍI.S;I7O 2 5 

2(; ' 

3;»7'.t40 4 5 ! 

4»! 

(Í5;i2l;', (15 

11(1 

8 1 2 ; t l 3 8 5 

8(1 

í)2;i4i;t 

] 0 77.S151 

2 5 

2(; ' U4!»73 

4 5 ! 

4»! (1112758 

(15 

11(1 81 ¡(544 

8 5 

8(1 ;»34498 
( H450Í)K 27 1 4313(i4 47 (5720; 18 (17 82(1075 87 ; i395i ; i 

i 8 '.modo 2 8 4 4 7 1 5 8 4 8 : ( Í81241 (18 832501» 8S ¡»4I483 
. '.) 05 l_'4í5 2Í) 4t;23'.t8 4<i i (;;ioi;»i'. (;;> 8:)8841l 89 ;»4;»;i;io 
10 0 0 0 0 0 0 

0 4 1 3 ; 13 

3 0 

3 1 

4 7 7 1 2 1 50 i 

51 i 

(i;is!t70 70 

7 1 

8450;)8 90 

;u 
9 5 4 2 4 3 

u 
0 0 0 0 0 0 

0 4 1 3 ; 13 

3 0 

3 1 4!tl3(i2 

50 i 

51 i 707570 

70 

7 1 8 5 1 2 5 8 

90 

;u ;»5;»i)4i 
:l-2 0 7 í t l S l 3 2 505150 5i2Í 71(i(-)03 72 8 5 7 3 3 2 92 9(13788 

l a 113;)43 3 3 518514 5 3 •• 72427(1 73 8(13323 ;»3 9(18483 
11 14()12S 3 4 53147;» 54 '^i^^•2•^^n 74 8();(232 ;i4 9 7 3 1 2 8 
1 5 17(5091 

2 0 4 1 2 0 

3 5 5 4 4 0 0 8 5 5 

51! 

7403(13 

• 74S188 

7 5 

7(1 

875(M11 ((5 

9(1 

;»77724 

' K'i 

17(5091 

2 0 4 1 2 0 

3 5 

5 5 ( i ; » 3 

5 5 

51! 

7403(13 

• 74S188 

7 5 

7(1 1 880814 

((5 

9(1 9 8 2 2 7 1 
; ' i 7 230449 37 5(18202 57 7 5 5 8 7 5 77 ¡ 88(14;il 9 7 ; ;)8(!772 

1 18 2 5 5 2 7 3 3 8 579784 5 8 7(13428 78 H020ÍI5 í)8; 99122(1 
i 19 2 7 8 7 5 4 ílit 

40 
5910(;5 5!) 770852 7Í) 897(127 ;';»; ;»it5(135 

| 2 0 : « t l 0 3 0 
ílit 
40 (!020G0 (;o V78151 8() ;)030;»0 1001 OOOíKX) 

Naturalmente, aunque eu las tablas faltbn las caracterís
ticas, hay que ponerlas en las operaciones logarítmicas. 

Háganse por medio de esta nueva TABLA las operaciones 
siguientes: 

I t i x 5=̂ -- loK.de I(!=r 1.-204 1 2 0 
+ log. de 5 = 0,fl 9 8;) 7 0 

l.í»030 90 = 80 

;•!» ^ 33 = log. de <)<) r= 1,9 O 5 (1 3 5 
— log. de 33 ^ 1,5 18 5 1 4 

0,4 7 7 1 2 1 ^ 

8* ~ loR. de 8 = 0,9 O 30 9 0 
X 2 

1,80 6 1 8 0 = 64 

«/ — 
V ( ! 4 = Jog.de 0 4 = 1 ,806180 | 6 

I = 0 , 3 0 1 0 3 0 = 2 

Jog.de
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La mantisa de un número cualquiera eu la base 10, es 
también la mantisade los números 10 veces, 100 veces, l'JO<) 
veces,... mayores ó menores. 

Así, la mantisa es la misma en los números 
65 

<j.j X 10 

G5 X ICK) 

05 X lOOO... 

fi.̂ . X 
1 

<!.5 X ' / l O O 

65 X 1/1000.., 

log.de 6 5 = 1 , 8 1 2 9 1 
log. de 6 5 O = 2,8 1 2 9 1 
log.de 6 5 00 = 3 , 8 1 2 9 1 
log. de 6,5 ' = 0,8 1 2 9 1 

log. de 2 2 2 2 = 3,3 4 6 T 4 
log.de 2 2 2,2 = 2 , 3 4 6 7 4 
log.de 2 2,2 2 = 1 , 3 4 6 7 4 
log.de 2,222 = 0 ,34674 

log.de 6 2 6 0 = 3 , 7 9 5 8 8 
log.de 6 2 5 = 2 , 7 9 5 8 8 
log.de 6 2,5 = 1 , 7 9 5 8 8 
log.de 6,2 5 = 0 , 7 9 5 8 8 

En todos los logaritmos anteriores sólo .varia la caracte
rística. 

Veamos la razón de esto. 
El logaritmo de un número cualquiera, por ejemplo, 

log. de 5729 es = 3 -(- una fracción. 

Dividamos por 10 el número 6729, y tendremos: 
log. de 5729 = 3 -+- una fracción 

— log. de 10 = 1 

Bestemos, y el log. de 572,9 = 2 -f- la misma fracción 

Multipliquemos ahora ese mismo número 5729 por 10 y 
resultará 

log. de 5729 = 3 + ana fracción 
-+- log. de 10 = 1 

Y snmando, log. de 67290 = 4 + la misma fracción 

log.de
log.de
log.de
log.de
log.de
log.de
log.de
log.de
log.de
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Como las características de 10, 100, 1000,.. no tienen tras 
sí mantisa ninguna, claro es que al decuplar, centuplicar,... 
un número, ó al dividirlo por 10, 100,... no se hace otra 
cosa que aumentar ó disminuir en 1, 2, . . . la característica dol 
número que se multiplica, ó se parte, sin tocar á su mantisa. 

Y he aquí una inmensa ventaja del sistema de logaritmos 
cuya base es 10: los cambios introducidos en un número mo
viendo en él la coma á la derecha ó á la izquierda, no afec
tan á las mantisas, sino á las características solamente (1). 

La característica de una fracción decimal es negativa, 
pero la mantisa continiía siendo positiva. 

Así el 

log. de 0,62.') e.s = log. de -^^ = log. de 02.'> — log. de 1000 

= ( 2-I-0,79588-
= — 1 4 - 0,79588 • 

expresión que en la práctica se escribe 

T,79588 

La característica de una fracción decimal dada expresa el 
lugar que en la fracción dada ocupa después de la coma la pri
mera cifra no cero de la dicha fracción decimal dada 

log. de 0,2000 (2) = T,.301030 

log. de 0,0200 (3) = ajSOlOSO 

log. de 0,0020 (4) =:^,dOlOm 

log. de 0,00021;5) =; 4^30Í0S$0. . 

fl) Ea el sistema de logaritmos promulgado por el insigne inventor 
Xápier, 

log. de 6250 es 8,74034 
log. de 625 es 6,43775, etc. 

donde características y mantisas son en todo diferentes. 
Las tablas Neperianas tienen, por tanto, que ser más volumino.sas y las 

operaciones de multiplicar ó dividir por 10, 100,... nó pueden efectuarse 
sino sumando ó restando, como si en la base ip se tratase de ni'imeros 
cualesquiera. 

(2) l^n la fracción 0,2000, el 2 ocupa el primer lugar de los decimales. 
i3¡ En la fracción 0,0200, el 2 ocupa el segundo lugar. 
(4t En la fracción 0,0020, e l2 ocupa el tercer lugar. 
(ít) En la fracción 0,0002, el 2 ocupa el cuarto lugar, etc. 
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APÉNDICE 
FORMACIÓN DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS 

Al discípulo sólo incumbe hacer uso de las tablas tales 
como aparecen ya formadas, pues á nadie puede exigirse la 
inmensa labor de redactarlas. 

Y, como en el programa de esta obra no entra nada de lo 
relativo á la Aritmética técnica (cálculo mercantil, .trigono
métrico,... etc.), sólo una muy sucinta información cabe dar 
aquí del modo de computar y tabular los logaritmos. Y con 
tanta más razón hay que prescindir de profundizar en la ma
teria, cuanto que los métodos modernos no pueden compren
derse sin el auxilio del Algebra, y del cálculo superior. 

Los logaritmos de 
1, 10, 100, 1000,... 

son, como sabemos, en el sistema común, 
O, 1, 2, 3,... 

de modo que la formación de las tablas vulgares tiene sólo por 
objeto el cálculo de los logaritmos de los números compren
didos 

entre 1 y 10, entre 10 y 100, eutre 100 y 1000,... etc. 

He aquí algo que dé idea de uno de los sistemas que pue
den ser empleados para la formación de l&e TABLAS. 

En primer lugar, hay que hallar el logaritmo de 2, ó el lo
garitmo de B; pues, computado uno cualquiera de los dos, el 
otro puede encontrarse por simple resta. 

Supongamos ya hallado el logaritmo de 2, y tendremos 

log. de — = log. de 10 — log. de 2 = log. de 5 
= " 1 — log. de 2 =-• log. de 5. (1) 

O bien, suponiendo conocido el logaritmo de 5, resultará 

log. de — = log. de 10 — )og. de 5 = log. de 2 
= 1 — log. de 5 = log. de 2 (1) 

(1) En efecto; la suma de los logaritmos de 2 y de 5 es, según las ta
blas, = 1; 

log. de2 = 0,30103 
log. de 5 = 0,69897 

1,00000 
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Ahora bien. Por una serie de tanteos, busquemos el loga
ritmo de 500, cuya mantisa ha de resultar la misma que la del 
logaritmo de 5. AI efecto, tenemos que resolver la ecuación 

lO'' = 500. 

El valor del logaritmo de 5()() es necesariamente, 

> 2 y < 3 

porque 
10'''= 100; y 10" = 1000; 

lofí. (le .500 = 2 + una i'racción. 

De modo que si a es el denominador conveniente de esa 
fracción, tendremos: 

i o ' ^ + ^ = .500 

10^ ,< 
1 

10 " = 500 

100 X 
1 

1 0 " = .5(» 

1 

10" = 500 -r 100 

1 

10" = 5 

\' 10 = ,5; esto es, raíz del grado a = 5. 

Y,; elevando ambos miembros al grado a, resultará 

5" - 10 

Ahora bien: a tiene que ser > 1 y < qae 2; pues 

6^ = 5, y 5' ' = 25. 

Y 10 está entre 5 y 26. Podemos, por tanto, establecer 
que 

a = l + ~ 
O 

TOMO JM. 67 
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Y, por tanto, 

" 1 + i r 
5 :=: 10 resulta ahora 5 " = 10 

5 «• = 10 í- 5 

/ G = 2 

Y elevando ambos miembros á la potencia h 

2^ = 5. 

Procediendo análogamente por tanteos, veremos que 

b tiene que ser > 2 y < 3 
p u e s 

2 í 

2 ^ = 4 y 2 = 8 

y 5 está entre 4 y 8, Por consiguiente, supongamos 
1 6 = 2 + -

con lo cual 

2 * . = 5 
2 + 

será 2 
I 

. ' . 

i 

: 5 

4 x 2 ' ' = : 5 

1 

2 ^ = 6 
: - = l , 2 5 

</^^ 1,25 

2 = (1,25)' 

c está entre 3 y 4, porque (126)» == 1,953126 no llega á 2, 
y (125)» = 2,44140626 pasa ya de 2. 
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Hagamos 

y tendremos 
c = 3+j-

1,25'* X 1,25' '= ¿; 

l ,y53125xl ,25 ' ' = 2: 

1,25' '= — - — = 1,024 

Vi,'25 = 1,024 

1,024''= 1,25 

Por el mismo procedimiento, y efectuando las laboriosas 
operaciones correspondientes, tendremos: 

d está entre 9 y 10 
.-. rf=9+ — 

1,024 ^X 1,024 " ==• 1,25 

1,024'=1,25-=-1,23704 

1,009742*= 1,024 

e está entre 2 y 3 .". pongamos 

e = 2 + — / 
1 

1,009742 ^ = 1,024 4 1,0195789 
l,004a%'̂ =: 1,009742 

/"está entre 2 y 3 .'. pongamos 

^=2 + -
i 

1,00433(5 ' = 1,009742 + 1,00869 

1 •00104'= 1,004336 

g está entre 4 y 5, pero, hallándose muy próximo á 4, ce
saremos en las aproximaciones, y diremos que ¿r es 4. 
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Per tanto, 
Si g se considera como = 4, resultará 

4 

e = 2+j 9 

d=9 + - -~ ' ¿2 

c=3 + -̂  
a 
= 3 ^ 

207 

6 = 2 + — 
C 

207 
G43 

a=14-j = 1 ^ 
1493 

x = 2 + — 1493 
~ ai 36 ^ 

= 2,()!)H97003 
Por consiguiente: 

Logaritmo de 500 = 2,6;Wít700. correcto hasta el 7." decimal. 
. •. Logaritmo de 5 = 0,69K'J70Ó3 

Logaritmo de 2 = 0,30102997 = 0,3010300 

Este procedimiento habría sido demasiado laborioso para 
la construcción de la tabla de los logaritmos de los números 
naturales; por más que, computado un logaritmo, sea ya 
muy fácil hallar los de los múltiplos del nuevo número por 
los anteriormente calculados. En el caso actual sería ya muy 
fácil hallar los logaritmos de 

2 x 2 = 4 ; 4 x 2 = 8; 8 X 2 = Í lí!... 
5 x 5 = 25: 25 x 5 = 125:... 
4 x 5 = 20; 2 0 x 2 = 40;... 

Briggs, el matemático insigne que, aun en vida de Ná-
pier, hizo ya progresar la invención imperecedera del gran 
barón escocés, siguió otro procedimiento de computación, de 
que tan sólo es una idea lo siguiente. 

Con una labor admirable calculó Briggs los 54 primeros 
términos de la serie geométrica decreciente 

• lo"^, lo"^, lo"^, lo"^, lo"^,... 
ó s ea 

2 / ~ 4/— 8/ - - 16/— 82/— 
VIO, VíO, ViO, VíO, ViO,... 

Ó bien 
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Al efecto, extrajo la / " de 10, y luego la ^/~' de la ante
rior [/~, y después la Ẑ"" de la acabada de hallar; y, así su
cesivamente, siempre la raíz cuadrada de cada raíz anterior. 

De este modo obtuvo los decimales correspondientes á 
los logaritmos de las sucesivas j / ~ ~ de la serie. 

10 \ 10 * , 10 % 10 "',... 

o sea 
j/io, /i/io, v/'vVío, V\/'//io,... 

¡Labor increíble!!!! 

La serie hasta el término 24 fué 

V 10 

VIO 

VIO 
ic /— 
V 10 

VIO 
6 1 / -
VIO 

128/— 
VIO 

2ó6/ — 
VIO 

512/—" 
VIO 

J31072/— 
V 10 

1024/— 
VIO 

2G2144/— 
VIO 

•2048/— 
VIO 

5242SS/~ 
VIO 

40)1 r./— 
VIO 

1048576/— 
v'^io 

8192/— 
VIO 

2097152/— 
Vio 

16384/— 
VIO 

4194304/ — 
V 10 

32768/ — 
VIO 

8388008/-^ 
Vio 

65536/ 
10 

16777216 7 10 

Dando la forma decimal á los exponentes de la serie 

10*: l o S l u S 10'^ 

se tendrá 

v: lo"'' : 10°'̂  : lo"'"^ 

2097152 _ 4191304 _ 8388608 _ 10777216 

0,0000001)920929 _ 0,00000005960161 

Aunque parezca de más la advertencia, observe el discípu
lo que cada exponento es la mitad del anterior; ó bien que 
los exponentes son 

:: 2 : 1 

Para, ejemplo del partido que Briggs supo sacar de esta 
serie sirvan los términos 23 y 24 de la misma (abreviando, 
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por supuesto, el número de las cifras decimales, por no ser 
necesario para dar idea del procedimiento expresar todas las 
cifras que él calculó). 

La raíz del término 
838860S/~ 

23, correspondiente á V 10 = 1,00000027448957 

La raíz del término 
167-TÍ18/— 

24, correspondiente á V 10 = 1,00000013724477. 
Observe el discípulo que la parte decimal de la raíz 24 es 

casi la mitad de la parte decimal de la raíz 23, ó bien que 
son muy próximamente entre sí 

:: 3 : 1 (1,. 

La diferencia entre los términos sucesivos de la serie, 
tienden á ser la mitad unas de otras, hasta que llegan á ser
lo (casi) cuando cada parte decimal empieza por seis ceros. En
tonces estas diferencias de las raices, lo mismo que las de los 
respectivos logaritmos son entre sí 

:: 2 : 1. 

y, estando ya unas y otras en la misma razón,'pueden con
siderarse proporcionales, y, por tanto, pueden calcularse con
forme á Jas reglas de las proporciones. 

Y, por consiguiente, 
La diferencia de j j á la de su loga-1 j ^ . ^ ^ ^̂ ^̂  ¿ j ^ ^^j 

unaraizconla ; : i ntmo con el J :: ¡ , I : ¡ 
próxima ) I próximo j ' "^ '̂̂  ' < ««^y^' 

De donde se deduce que el cuociente de los dos primeros 
términos de la anterior proporción, será el mismo cuociente 
de los dos segundos (2). 

(1) Esto no pasa con los primeros términos de la serie 

V'l0=3.16.. . 

.16.. . = 1,78..., que no es ni con mucho lamitad de 8,16.. 

(2) Recuérdese que 
21«/— 
V 10 = 1,00000013724477 

16777214/— 

1 

O bien io'6""»« ̂  1,00000013724472 

O bien lo»-"^"^*^ = 1,00000013734472 
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0,00000005960454 „ . , . , , , , , 
J. = 0,4:U->Í>4-15 1) 

Y, como, en cuanto llegan á empezar con seis ceros las 
cifras decimales de las raíces, están entre sí sus diferencias, 
lo mismo que las de los respectivos logaritmos, 

: : 2 : 1 , 

Se deduce también que, dada la parte decimal de una raíz, 
se hallará su correspondiente logaritmo multiplicando esa 
parte decimal por el cuociente ó razón 

0,43.129445 

Por consiguiente: 
El logaritmo en la base de 

1,0000001 

se hallará multiplicando el decimal 
0000001 por 0,43429445 

Y, con efecto, verificada la correspondiente multiplica
ción, resulta 

log. 1,0000001 = 0,000000043429445 

0,4 3 4 2 9 4 4 5 
X 0 , 0 0 0 0 0 0 1 

0 , 0 0 0 0 0 0 0 4 3 4 2 9 4 4 5 

Véase cómo emplea Briggs este procedimiento para en-

(1) En efecto: , 0 , 0 0 0 0 0 0 137 2 44 7 7, d.mal delaraiz 
X 0 , 4 3 4 2 9 4 4 5 , c > ó razón. 

0 8622385 
54897908 

54897908 
123520298 
27448954 

54897908 
41173431 

54897908 
log. del 24 término; 0 , 0 0 0 0 0 0 0 5 9 6 0 4 6 4 prescindiendo 

• • de las 8 últi
mas cifras de
cimales de la 
dra. 1902S265 
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contrar el logari tmo de 1,<>24, siendo su objeto hallar el lo
gari tmo de 2, que es la raíz décima de 1024: 

10/ 

V 1024 = 2 

2-i= i; ¿3^-,8; 2*=10: 25=32; 26=04; 2 '=128; 2«=25(>; 2'J=512; 2"'=1024 

Al e fec to f o r m ó l a s i g u i e n t e t a b l a d e las s u c e s i v a s r a í c e s 
c u a d r a d a s de l,í)2-i 

V^lTÜ = 1,011ÍÍ28.S51254 

V''l,024 = ^1,011028851254 = 1,005946743746 

V^l,024 = y / l ,00594074:5746 = 1,002Í>689644ÍJ8 

V''l,024 = y'l,002!«WÍJ64408 = 1,001483;i820;38 

y^l,024 = y'l,0í^l483382O.3.8 = l,OOC74t410170 

y'1,024 = v'l,0Of)74H16l70 «= 1,000370039398 

'v^l,024 = y''L00037063íÍ3Ó8 = 1,000185302531 

V/1,024 = y/l,00fJ1853025ai = 1,000092646974 

j , 2 ^, 

V 1,024 = V 1,000092640974 = l,t)00046322414 
102Í/ 

2048 

2 Í / 2 / • 
V 1,024 = V l,00f»463224l4 = 1,000023160939 

4 8 / - 2 ' ^ — 
V 1,024 = V l,00a:)23160939 = 1,000011580402 

409 6/~í 2/ 
V 1,024 = V 1,0000115S»402 == 1,000005790184 

8192, 

16384, 

327S8, 

92/ 2 / • 
V 1,020 = V 1,000005790184 := 1,000002895088 
84/ 2/ 
V 1,024 = V 1,000002895088 = 1,000001447543 
'«8/ 2/ . 
V 1,024 = V 1,000001447543 = 1,000000723771 

Encont rada así la raíz de 1,024, correspondiente al g ra 
do 32768, cuya parte decimal es muy próximamente la mi tad 
de la par te decimal de la raíz precedente del grado 16384, 
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debe su logaritmo encontrarse multiplicando la parte deci
mal por 0,-i3l29i45, lo que da 0,(O;):)J!)3l4329... (1) 

Logaritmo en la base 10 de la raíz del grado 32T(;8 del número l,()Jl 
= o,Oi»;)a')3.ni;5i;>7B (2} 

o bieü log. 1,030000723771 = 0,Ü0!X)00.ilia2973 

Multiplicando este logaritmo por 327<58, se elevará á la, 
potencia 3276.S la raíz 1,000000723771, y el nuevo logaritmo 
lo será del número 1,024 (3) 

log. de 1,021 = 0,0102'.)'.tít5(;(; 

. - . log. de 1,021 = 3,01029íia5r,(; 

. - . lofí. de 2 = 0,.'»102y9!)áG(3 

. •. log. de 5 := 1 — log. 2 = 0,69607000434 

Todos estos logaritmos son exactos hasta la última cifra. 

(1) 0,4 342 94 45 
X 0,0 O O 01) O 7 2 3 7 7 1 

4 3 4 2 9 4 4 5 
30400(5 1 1 5 

3 O 4 O O <! 1 1 5 
13 0 2 8 8 3 3 5 
86858890 

304006115 
0,0 O O O O O 3 1 4 3 2 9 7 2 8 8 7 O » 5 

(2) Observe bien el discípulo la diferencia siguiente: 
1 

*^'^y _ 32708 _ 0,000030317578 

t 
.,024 ==(1,024)"'*""'= 10"' ^^tVt f , T '• «r,,s82'«« , „0,0000003U32>J73 V 1,02' 

(3) 0,0 O O O O O 3 1 4 3 2 9 7 3 
3 2 J 6 8 

2 5 1 4 C 3 7 8 4 
188597838 

220030811 
62865 9 46 

94298919 
0,010 2 9 9 9 5 6 5 9 2 6 4 

TODO ni 68 
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Aplicando el principio de la proporcionalidad, halló luego 
üriggs el logaritmo de 6, cuya novena potencia 10077696 em
pieza con la unidad y dos ceros; y, buscando otros útiles ex
pedientes para disminuir el trabajo, dio á Itiz en 1624 six 
Aritmética Logarithmica, alguna parte de la cual se había ya 
publicado en 1617, año de la muerte de Nápier. 

Por lo expuesto, aunque de modo tan exiguo, puede, sin 
embargo, venirse en conocimiento del gran trabajo y rara 
inventiva que exigieron las primeras tablas de logaritmos. 
¡Tan grande era la necesidad sentida entonces de hacer po
sibles las operaciones aritméticas, impracticables sin las ta
blas! 

Afortunadamente, el trabajo hubo de disminuir y la exac
titud hubo de aumentar, cuando Ne^^ton dotó el Algebra con 
los principios de su inmortal Teorema del binomio. 

Una serie logarítmica, desarrollada algebraicamente con
forme al binomio de Newton, suministra medios tan expedi
tivos como admirables para el cómputo de los logaritmos. 

Pero es imposible exponerlos aquí, por suponer conoci
mientos algebraicos que sólo por excepción poseerán los lec
tores de esta obra. 

Véanlos los estudiosos en las obras especiales destinadas-
exolusivamente á los logaritmos. 
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Disposición de las tabla)» de losaritinos. 

Supongamos las dos progresiones, una geométrica y otra 
aritmética, 

"r 1 : 10 : 100 : 1000 : 10000 : .... 
• 5 - 0 . 1 . 2 . B . 4 

Supongamos que entre cada dos de los términos 1 y 10, 
10 y 1(X», IW y KXX),... de la progresión geométrica se haya 
intercalado un mismo número de medios proporcionales con 
arreglo á la fórmula 

r = V V (1) 

Supongamos que la intercalación de esos medios propor
cionales sea tan considerable que cada uno de los enteros in
termedios 

2 , 3 , 4,...H y '.1; 11,12,13,. . . !»7, ÍW y i « ; 101,102,... i»9S y !»!»í»;... etc., 

tenga un medio proporcional tan próximo que ambos difieran 
entre sí una cantidad inapreciable, y en grado tal, que pue
dan tomarse el uno por el otro, como si fueran enteramente 
iguales. 

Supongamos, por otro lado, que entre los términos 

l y 2 , 2y3, 3 y 4, 4y5,... 

de la progresión aritmética se hayan intercalado tantos me-

(1) Véase pág. 300 Je este tomo: Progresiones por ctwcientc. 
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dios proporcionales como se intercalaron en la progresión 
•geométrica, utilizando para la nueva intercalación de medios 
aritméticos la fórmula 

« — a 
r — . 11") 

n— 1 

Y, supuesto todo esto, tendremos dos nuevas progresio
nes, una geométrica y otra aritmética, cuyos términos se co
rresponderán de modo tal que los de la progresión aritmética 
serán los logaritmos en la base 10 de los términos de la pro
gresión geométrica. 

Ahora bien: entresaquemos de entre la inmensidad de tér
minos que, según estas hipótesis, corresponden á la progre
sión geométrica, únicamente aquellos términos que puedan 
mirarse como idénticos casi á los números que forpan la se
rie de la escala natural: pongamos en vez de ellos sus casi 
iguales de esa serie 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 11, 12, 13...: 

üoloquémoslos en columna: copiemos á su derecha, en otra 
columna, sola y exclusivamente los correspondientes logarit
mos, entresacándolos á su vez de la otra inmensidad de tér
minos de la progresión aritmética, y escribamos cada logarit
mo con el número de decimales que nos parezcan suficientes 
para el buen resultado de los cálculos de aproximación. 

Y resultará: 
1 O 
i 0,301030 
3 0,477121 
4 0,602060 
5 0,6985)70 
6 0,778161 
7 0,845098 
8 0,903090 
9 0,9M-243 10 1 
11 1,041893 
12 1,079181 
13 1,113943 
14 1,146188 
15 1,176091 

Etc. 
Claro es que, así, no poseeremos ya las dos anteriores pro

gresiones geométrica y aritmética de nuestras hipótesis; 

(1) Véase pég. 280 de este tomo: Pmprmone* •por diferencia. 
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porque, entresacados del inmenso número de términos que 
laí3 consti tuyen línicamente los correspondientes á la escala 
de la pluralidad jun t amen te con sus logari tmos, no se utilizan 
consecutivamente todos los términos de ambas; pero no por 
eso los números de la columna de la derecha pueden dejar de 
ser los logari tmos de los números de la escala natural entre
sacados para la columna de la izquierda (1). Y es evidente que 
—aun siu es tar completas por causa de esta selección laS dos 
progresiones imaginadas,—se verificarán con los números lle
vados á las tablas todas las propiedades del cálculo logarí tmi
co; porque la selección no puede impedir que los unos sean 
logaritmos de los otros. 

Aiinquf» ¡os logari tmos vulgares (2) y sus números estén 
computados según las hipótesi* anteriores, bien se ve que 
Jos comprendidos en las tablas no pueden aparecer en pro
gresión; y no ha de ex t rañarse , por t an to , que, hechos los 
cómputos de las tablas usuales conforme á otros procedimien
tos, tampoco formen progresiones ni los números ni los lo
gar i tmos correspondientes; sin embargo de lo cual, subsistan 
las reglas de las operaciones todas. 

Disposición de las tablas de Callet (3). 
Véase la siguiente (que es la de la pág . 71) tomada al azar: 

(1) Si para un cálculo especial hubiéramos solamente de necesitar los 
números impares ,;no re.sultaría, deapué.s de la selección, TAHÍ.A de logarit
mos lo que se indica en la disposición siguiente: 

1 O 
3 0,477121 
5 0,G98970 
7 0,8460í)8 
í) 0,954243 etc., etc. 

(2) Los logaritmos cuya base es 10 se llaman: « vulgaresj», «decimales», 
ó «de 15rigg8'>. 

Y, como, en general, se liorna base el número cuyo logaritmo es 1, .sea 
el que fuere el sistema, claro es que es también 1 el logaritmo de la base 
de Briggs, que es 10. 

i-,'" sistema de logaritmos en la base 10 

• ':, ¡ sistema de logaritmos en la base 2, etc. 

(3) Los númeíos de las TABLAS de Callet comprenden desde el 1 al 
lOSOtX), por ser 108000 los segundos que tiene un arco de 30*. 

30° X GO""""*" X m^'^"^"' = 108000 

-:t 1 : 
+ 0 . 

10 : 
1 , 

« 1 : 
i 0 . 

2 : 
1 . 

4 
2 
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Dif. 

)20 tiill.íXiSr '.fi'.;'.) , !)828 i ítlHG i ¡ 
iiít2. ! i |ÜOO-t 

•21' 0584 0622 ' 0710 : 070^< ; 0«S7 
22: MK!; ]50 i ; 15!):i [ IGMl | l7*iii 
23; 22!tHÍ 2;i.S7 ', 2175 : 2503 2651 

24 
4!,»25 

26' 
27 i 
28 
29, 

Siso- B269 ; 3P.57 i 3445 3533 
4062: 4151 i 4239 ¡ 4327 i 4415 
4944' 5032 • 512(J : 5209 i 5297 
5826 5914 I 6002 | 6090 j 6178 

6707 (i795 ()883 6971 i 7059 
7588, 7676 ¡ 7764 

4930' 8469 8557 ! 8645 
31 9350 943^^ i 952(i 

693. ! 
32 0231 0319 • 0407 
33; 1111 1199 ; 1287 
M; í'.m , 2079 ! 2167 

I i I 
4935; 2872 2960 i 3048 

3<v 3752 3839 ' 3927 
37 i 4(531 4719 j 4807 
38; 5511; 55! t9 I 5687 

7853 i 7941 
8733 I 8822 

39; 
4940; 

41! 
42! 
43' 

) 
44: 

4945; 
46| 

I 
! 

47; 
48: 
49; 

4950; 

1694. 

6390; 
7269: 
8149' 
Í»n27: 
9906 

'07.8.5' 
1663; 
25411 

.3419! 
4297' 
5175: 
6u52i 

6478 
7;'>57 
8236 
9115 
9994 

0872 
1751 
2629-

¡ 
3507 ! 
4385 I 
5262 : 
6140 I 

51; 6929; 7017 
52; 7806! 7894 
53| 8(583 i 8771 
541 9560 9648 

'695. 
4955i 0437 

56! 1313 
57 2189 

58 
59' 

4960 
61; 

621 
63i 
64! 

4965! 

.3065 
3941 
4817 
5692 

6568 
7443 
8318 
9193 

0524 
1401 
2277 

3153 
40-29 
4904 
5780 

íW.55 
7530 
8405 
9280 

6566 
7445 
8324 
9203 

0082 
0960 
1839 
2717 

3595 
4472 
5350 
()227 

7105 
7982 

9735 

0612 
1488 
2364 

3240 
4116 
4992 
5867 

674.3 
7618 
8493 
9367 

9614 

0495 
1375 
225Í; 

3136 
4015 
4895 
5775 

6(Í54 
7533 
8112 
9291 
0170 
1048 
1926 
2805 

3682 
4560 
5438 
6315 

7192 
8f)69 
8946 
9823 

0700 
1576 
2452 

3328 
4204 
5079 
5955 

easo 
7705 
8580 
9455 

9702 
i 

058:-5 
1463 
2344 

0092 : 0181 
0!t75 ' 1063 
1H57 1945 
2739 , 2828 

3621'3710 
4503 ¡ 4591 
5;385 . 5473 
6266 i 6354 

714-8 I 7236 
8029,18117 
8'.»10 ¡ 8998 
97ÍW 9878 

0671 
1551 
2432 

3224 .3312 
4103 : 4191 
4983: 5071 
5863: ,5951 

6742' 68;J0 
7(i2l' 77011 
8500 8588 
9379 ít467 

0258' 
1136: 
2014 i; 
2892!: 

II 
3770 
4648' 
5526 
6403; 

I 
7280: 
81571 
90341 
9911; 

0345 
1224 
2102 
2980 

.3858 
4736 
5(;i3 
6491 

7Í3(Í8 
8245 
9122 
9998 

075; > 
1639 
2520; 

3400 i 
427!) 
5159 
6039 

6918 
7797 
8676 
9555 

04a3 
1312 
2m> 
3068 

.3946 
4824 
5701 
6578 

7456 
8333 
9209 

0086 
0962 

1663 ¡¡1751! 1839 
2540 i: 2627'2715 

il ' 
3503 í 3591 
4379 4467 
5255 5342 
6130 6217 

I 
7005 7093 
7880 1968 
8755 8843 
9680 9717 

0269 ! 
1151 
2034 : 
2!,ii6; 

' 3798 : 
4(M) , 
5561 ' 
6443 I 

7324 
8205 
9086 
9967 

0847 ! 
1727 ¡ 
2W8 : 
;Í488! 
4367 
5247 
6126 

7006 i 
7885 i 
8764' 
9643 , 

0521 
1399 
2278 
3156 

0 3 5 7 ; 
1240 ! 
2122 ' 
3004 

&S86 j 
4768 
5(i49 I 
6531 I 

; 7412 ' 
i 8293 
!)174 
; i 
: 0055 j 
0935 
1815 
2696 

0445 
1328 
2210 
3092 

3974 
4856 
5737 
6619 

¡ 
7500 1 
H'!81 
9262 I 

li !• 
2'¡K 
3 27 
4 3 6 
5 15 
6 5 3 
7 62 
8 7 1 
!)80 

I I 0143 I 
> 1023 
: J9(B 
12784 

3576 3664 
4155 I 4543 
53;)5 5423 

i 

6214 

7094 
7973 
8852 
97;ÍO 

06)09 
1487 
2366 
3244 

6302 

7182 
80til 
8í)40 
it818 

0697 
1576 
2453 
3331 

078711 0875 

3416 
42ífl 
5167 
6042 

6918 
7793 
8668 , 
9542 I 

4034 ! 4121 4209 
4!)11 I 499!t j 5087 
5789 I 5877 5964 
6666 6754 ()842 

7543 
8420 
9297 

0174 
1050 
1926 
2802 

3678 
4554 
5430 
6305 

7180 
8055 
8930 
9805 

8 « 
1| 9 
2 18 
3:26 
4^35 
5|44 
6:53 
7j62 
8'70 
9 79 

7631 I 7719 
8.508 I 8596 
9385 I 9472 

0261 0349 
1138 1225 
2014 2102 
2890 j 2978 

3766 
4642 
5517 
6393 

7268 
8143 
9018 
9892 i 9980 

3854 
4729 
5f)05 
6480 

7355 
8230 
9105 
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ce <m í^iu Oli'ñ : 0-2U'O.VM 0 U 7 Oó')I \ 0r-,'.)2 Oi'ü'.t n.iíT Os.-)! 
HTJ 0:)l-ij lOJ!» í 11 Ki i 1-iOI • i-2!il i:!?.t I 14<ii; l-'wt It i l l li-!S 
OH' isKi! li>o:! ¡ i;)itl ; 207S i L'Kii; •-'25:';!-'¡uo -ii^s 2515 2t)0;i 
63: 2(;!)í)i 2777 | 2H(i5 i 2!>52 ; ;!040 ! :U27 i ;!214 ' :i;{it2 ;!:!S:i ;i(77 

4!i7o' 35(;4 ;!(;51 I :i7a:i I 3H2(Í > 39ia ' 4001 ! 408S • 417<; 12GB • 4350 
71^ 4438 4525 | 4012 | 4700 i 47S7:i 4S74 , 4il02 501!» 5137 , 5224 
72' 53U 530S) : 5tH0 ! 5573 i 5001:, 5748 ; 5«35 : 5!»23 : 0010 00ÍI7 
73 0185 0272 I 035;) : 0447 \ 0534 '¡ 0021 ' 0700 ; 07!M5 0,883 ' 0970 ' 

I , i I I l; i ; . i 
74' 7058 7145 ' 7232 I 7320 i 7407 :, 74ít4 i 7582 : 7000 7Í50 7844 

4975 7(J31 8018 , 8105 8193 ¡ 828» 83(57 • 8i55 ' 8512 802'.i 871(! 
701 8S04 SSm ' 8'.>78 ''000 9153 1J240 9327-9115 9502 9589 
•77 9070 9701 9851 9938 ' : ! ^ 

097. . ¡0025 0113 0200^0287 0374 0402 
78 0549 0G36 : 0723 : 0811 ' 0898 0985 : 1072 ' IKíO 1247 1334 
79 1421' 1508 ]590 i 1083 ¡ 1770 i' 1857 ' 1945 ; 2(i32 2119 2200 

Las Tablas de los logari tmos vulgares dispuestas por CA-
i,LET (1) coutienen los logari tmos de los números desde L á 
108O00, como se ha dicho. 

La base de sus logar i tmos es 10. 
Sólo regis t ra las mant isas . Las característ icas se su

ponen. 
Las mantisas presentan S decimales desde el 1 hasta el 

1200. 
Tienen sólo 7 decimales desde el 1020 al 100000; 
Vuelven á t ener 8 desde el 100000 al lOSOOO. 
E s de adver t i r que los números 1020 á 1200 se hallan re

petidos en esas tablas , pr imero con 8 y luego con 7 decimales. 
A veces la úl t ima de las 7 cifras decimales se halla forzada 

en una unidad, porque así resul ta más inmediata la aproxi
mación por exceso. 

Como se ve, la pág ina presenta: 
1.° Una columna t i tu lada N. (abreviatura de numero) , la 

cual columna contiene correlat ivamente de arr iba abajo la 
serie de los números naturales 4920 á 4979. 

2.° Otra columna, á la derecha inmedia tamente de la an
ter ior , t i tu lada O, eu la cual, frente á cada uno de los núme
ros anter iores 4920, 4921, 4922, . . . se hal lan con 7 cifras deci
males los respectivos logari tmos. Así el logari tmo de 4922 es 
.-{,G92141(]; el de 495.5 es 3,69.50437: el de 4975 es 3,6967931. 

(1; Este modelo os la pág. 71, 
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Esta columna O contiene, no solamente los logaritmos de 
4920 = 3.0910(551 
4930 = ;j,G92S4(;9 
4940 = 3,<>9:57269 
4950 = 3,i)94t;052 
49(i0 = 3,(1954817 
4970 = 3,(J9635(i4 

sino también los logaritmos de 
492=2,0919(551 
493 = 2,(;92H4(>9 
494 = 2.6937209 
4Í»5 = 2,(594(5052 
490 = 2,(595 4817 
497 = 2,(59635(54 

Y además los de todos los múltiplos por 10; 100; 1000;... 
y por 0,1; 0,01; 0,001;... de los números tabulados en la co
lumna titulada N. 

Así, 
el logaritmo de 4í>660 es = 4,69600(57; 

el de 4966000 es = 6,6tt(50067, 
el de 4,966 es = 0,(5960067, etc. 

3.° Nueve columnas tituladas consecutivamente 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9. 

Colocados estos dígitos á la derecha, sucesivamente, ¿e 
los números que se hallan tabulados en la columna titulada N., 
formarán los guarismos de 6 cifras, 

49201, 49202, 49203, 49204, 49205, 49206, 49207, 49208, 49209 
49211, 49212, 49213, 49214, 49215. 49216, 49217, 49218, 49219 
49221, 49222, 49223, 49224, 49225, 49226, 49227, 49228, 4922! .̂ 

4Ó79Í, ' 49792,' 49793,' 49794,' '49'795,"'49796, ' '497'9'7',' *49798,'' '49799' 

Las tres primeras cifras de las mantisas de todos estos nú
meros se hallan en la columna titulada O, terminadas por un 
punto, y las cuatro últimas en las respectivas columnas titu
ladas 1, 2, 3, 4, B, 6, 7, 8 y 9. De modo que tendremos 

Kúmeroa. Logaritmos. 
49201 = 4,6919739 
49202 = 4,6919828 
49203 = 4,6919916 
49-204 = 4,6920004 
49215 = 4,6920975 
49216 = 4,6921063 
49217 = 4,6921151 
492-28 = 4,6922122 
49239 = 4,6923092 

Números. Logaritmos. 
49451 = 4,6941751 
49452 = 4,6941889 
49533 " = 4,6940946 
49544 = 4,6949911 
49615 = 4,6956130 
497-26 == 4,6905835 
49757 = 4,6968542 
49768 = 4,6969502 
49799 = 4,697-2206 
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Claro es que también estas serán las mantisas de esos mis
mos números multiplicados ó partidos por 10, 100, 1000,... 

Log. de -ÜtTCSO = 5,()!tf)!».j02 
Log. de 4ít70800 = G,6[i(m02 
Log. de t!»7t)8000 = 7,()í)69502 
Log. de •l<.t76,8 = 3,«'J(i0502 
Log. de 497.68 = 2,6969502 
Log. de 49,768 = 1,6969.502 Etc. 

4.° Una columna final, á la derecha, titulada dif. (abrevia
tura de diferencias). En esta columna se encuentran en lo 
alto y hacia el centro en la hoja que estamos examinando los 
números 89 y 88. Bajo cada uno de estos números se ven or
denadamente y en columna vertical los números dígitos. 

SO 8 8 
l | í 
2 I 2 
:'. a 
•t 4 
5 .5 
6 6 
T ! 7 
8 ! 8 
9 ; 9 

y á la derecha y enfrente de los números dígitos se en
cuentran otros números, l\&va.d¡,dos partes proporcionales. 

¿Qué significan los números 89 y 88? 
Son las diferencias, aproximadamente, entre dos manti

sas consecutivas; diferencias que subsisten para un gran nú
mero de logaritmos seguidos. 

Log. de493.50 = 4.6932872, ,.„ . ^ , . , 
diferencia tabular. 88 

Log. de 49351 = 4,6932960' „ . , ^ 
I diferencia taluiar , 88 

Log, de 49352 = 4,6933048 , , , ' . 
. - , . „ . . ' „ , , . „ diferencia tabular, 88 
Log. de 49353 = 4,6933136 ! 

, . „ . , ^, , , . , . ¡diferencia tabular, 88 
Log. de 49354 = 4,6934224 < ' 

, . , ,^ . „„ ,„n.^! diferencia tabular, 88 Log. de 49355 = 4,6933312' ' 
. «,.^.^r,^\ diferencia tabular, 88 Log. de 49:356 = 4,6934iX)0 ' 
• . , „ , , , „ , ! diferencia tabular, 83 Log. de 49357 = 4,6933488 * _ ' 
. ,.. ,o-^ . ! diferencia tabular, 88 Log. de 49358 =; 4,6933076 . ' 
. .r. „•.,.-, í diterencxa tabular, 88 Log. Je 493;'9 = 4,69.33674' ' (1) 

t'l) Hay que liacer aquí una advertencia. Las diferencias entre dos \n-
gaiit:ii''is oori^t^oiuivo.s van di.sminuj-endo á medida qué crecen los núm~-

TOUO lil 69 
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¿Qué son las par tes proporcionales? esto es, ¿qué son los 
números estampados en columna á la derecha de los dígitos, 
bajo las diferencias, 89 y 88? 

Son, aproximadamente , los productos de cada diferen
cia por 

0,1: 0,2; 0,3: 0.4: 0.5: 0,<!; 0,7: 0.8 y 0,9. 
En efecto; 

8S X 0,1 = H.8 ( = iorzanio la cifra, á 9) 
83 X 0,-2 = 17,<)' = tbrzando la cifra, á ítii 
HS X 0,:i = 2t),4 . — por defecto, á 2»)) 
8S X 0,4 = :J5,-2 ( = por defecto, á :).5i 
8S X 0,.5 = 41,0 
8'S X 0,() = 52,8 ( = por excaso, á 5o'i 
88 X 0,7 = ()1,<) (= por exceso, á 62) 
88 X 0,8 = 70,4 1 = por defecto, á 701 
B-i X 0,0 = 7i»,2 I — por defecto, á 7!» i 

¿Para qué sirven estas diferencias tabulares 89 y 88, y los 
números estampados bajo ellas y enfrente de los dígitos? 

ros á que los logaritmos corresponden. Así la diferencia de los logaritmos 

entre 1 v 2 = ;W10300 
entre 2 y: ! = 1700912 
entre 3 v 4 = 1249387 
entre 4 y 5 = 9r,910l 

y la diferencia de los logaritmos 
entre 99998 y 99999 es sólo = 44. 

Por eonsigaieute, sucede que, ciiindo, como en* la hoja que examiun-
nios, las diferencias tabulares están para pasar de 89 á 8~>, y, en general, 
c iando están para disminuir en una unidad, aparecen las difereu(;ias efec
tivas de los logaritmos una unidad más chicas que las diferencias tabula
res. Pero, si en vez ile 7 decimales presentasen mayor número las tablas, 
entonces se vería que las diferencias tabulares eran más correctas que las 
difereníias efectivas. 

Por ejemplo: 

Log. de 49230 = 4,«)2«707 , „ . „ , . . 
i diferencia etectiva, 88: diterenoia tabular, 89 

Log. de 49231 = 4,f;92(;795'. , „ , 
! diferencia etectiva, 88; diferencia tabular, 89 

Log. de 49282=, 4,0926383 , . . ' ' „ . , 
diferencia etectiva, 88: diferencia tabular, 89 

Log. de 49283 = 4,6920;)7i „ ' ' 
diterencia efectiva. 88; diferencia tabular, 80 

Log. de 49234 = 4,6927059' ' ' ' 
, , „ ^ , . ! diíerencia electiva, 89; diferencia tabular. 89 

Log. de 49285 = 4,6927148 ; . ' ' 
1 . ^ ^ „ . „„^, ,„„ diferencia efectiva, 88; diferencia tabular. 89 

Log. de 49286 = 4,6927-230 ' 
. .^-,-,-, . ^„ _ I diferencia efectiva, 88; diferencia tabular, 89 Log. de 49237 = 4,6927324 ¡ 
, .,>->-,. , , „ . . „ . , „ I diferencia efectiva, 83; diferencia tabular, 89 Log. de 49283 = 4,6927412 ¡ ' 
3 .n-ian . „ , . , , , ^ i diferencia cfectiva, ^ ; diferencia tabular, 89 Log. de 49289 = 4,6927£>00' ' ' 
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Sirven, respectivamente, para calcular las mantisas de los 
logaritmos correspondientes á los números mayores que 
lOrtCKM), y que no se encuentran en las tablas. 

Por ejemplo: ¿Cuál es el logaritmo del número 497568-i? 
Siendo esteniimero > 1080<*<), no se encuentra en las ta

blas de Callet. Para computar su logaritmo, separo de la de
recha del número dado, por medio de una coma, cuantas ci
fras sean necesarias para que me quede un número compren
dido ya en las tablas. En el caso actual separo las dos cifras 
de la derecha, y rae resulta 

4075(!,«4. 

Efectivamente, el número 49750 se halla en las tablas con 
la correspondiente mantisa de su logaritmo 6968455; pero 
(claro es) no se halla la mantisa correspondiente al 49756,84. 
Ahora bien; la mantisa de 49756,84 ha de ser algo mayor 
que 69G8455, mantisa del número 49756, y algo menor que la 
del número siguiente 49757. 

Ahora bien; se ha observado (y se demuestra fácilmente) 
que, cuando los núaieros son muy grandes y sus diferencias 
son poco considerables, estas diferencias de los números re
sultan proporcionales (muy próximamente) á las diferencias 
de las mantisas respectivas. Así, 

la flifevencia entre los nvimeros 13756 y 49757 
&, la diferencia entre sus mantisas 6íM)8455 y <)9r)rt.>42 
la diferencia entre los números 4'.'75<j y 49750,84 
á la diferencia entre SUH mantisas (;9(i845o y la mantisa que se busca; 

O bien 
1 : 88 :: 0,84 : .t 8 8 

X 0,8 4 
83 X 0,84 

3 52 
7 0 4 

i 

X = 74 
7 3,9 2 = (74, forzando la unidad.) 

De modo que la mantisa de 

49756,84 = <)96B455 + 74 = ()9(>8.5'29 
. •. log. de 4975684 =: (i,6968529 

La mantisa, pues, de un número n seguido de cifras deci
males, se obtiene agregando á la mantisa de n el producto de 
los decimales por la diferencia tabular. 
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Maiit. de n, 12... = mant. de w + ( 0,1¿... X diferencia tabular) 

= mant. de n + ¡ 0,12...x [(taant, de n+l )— luaut. de n)] ! 

Así, pues, la mantisa de un número dado mayor que el de 
las tablas se obtiene: 

1.° Separando por una coma á la derecha del número dado 
las cifras necesarias para que resulte otro número de los ta
bulados (el mayor posible); 

2.° Multiplicando la parte separada con la coma por la 
diferencia tabular; 

3.° Sumando el producto así obtenido con la mantisa del 
número que se halla en las tablas. 

Y, para facilitar todo lo posible este trabajo, sirven las 
llamadas partes proporcionales, que son los números estam
pados enfrente de los dígitos en la última columna, dispo
niendo al efecto la operación como sigue: 

¿Cuál es la mantisa del número 4975684, que no está en 
las tablas? 

Operación. 19756,84 
Mantisa de 49756 = 6í»«455 
Parte proporcional del dígito 8 = 70 
Parte proporcional del dígito 4 = 3,5 (1; 

69t)8629 (forzando la unidad) 

. • . log. de 49756S4 = 6,6!>685-3ít. 

¿Cuál es el logaritmo de 4955269? 

49552.69 
Mantisa de 49552 = 6950612 (*) 
Parte proporcional del dígito 6 = 53 
Parte proporcional del dígito 9 = 7,9 

6950673 (forzada la unidad) 

. •. log. de 4956269 = 6,6950673 

(1) Es evidente porque el 70 se coloca dentro de la auma y el 85 sólo 
en parte. 

£1 dígito 8 son decenas: el dígito 4, unidades.. 

Se trata de agregar á la mantisa 69684.55 el quebrado 

- = 0,74 

7400 88 
360 
. .8 0,84 
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¿Cuál es el l o g a r i t m o de 4966624? 

.lí)r)G5,24 
Mantisa de 11KÍ65 = (!!i(i05O4 
Parteproporcional del dígito 2 = 18 
Parte propoi-cional del dígito 4 = 3,5 

G'.i6052(! (forzada la unidad) 

. •. log. de 4í)fi6524 =6,(?1)G0526 

¿Cuál es el logaritmo de 4979498? 
40794,98 
4;t7!)4 = 01171770 i*) 

9 = 79 
8 = 7,0 

6971866 (sin forzar la unidad"! 

. •. log. de 4979498" = 6,6971856 

¿Cuál es el logaritmo de 49695486? 
49695,486 
49695 = 6963127 (*) 

4 = 35 
8 = 7,0 
6 = 0,53 

6963170 (forzando 1» unidad) 

Log. de 49695486 = 7,6963170 

¿Cuál es el logaritmo de 496B9999? 
49659 == 6959980 (*) 

9 = 79 
9 = 7,9 
9 = 0,79 

6960068 

Log. de 496599999 = 8,6960068 

¿Cuál es el logaritmo de 4978665556? 
49785=6970985 (*) 

5 = 4 
5 = 4,4 
6 = 0,44 
5 = 0,044 

6970994 

Log. 4978655655 = 9,6970994 

(•) Aquí no hay igualdad, evidentemente, sino supliendo la palabra 
ntantúa. 
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Todas las páginas, desde la 6 á la 168, destinadas á los 
logaritmos vulgares en las tablas de Callet, tienen la misma 
disposición de-la que acabamos de estudiar. 

El conjunto de las tituladas N contiene la serie de los nú
meros naturales. 

En las tituladas O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 están las res
pectivas mantisas: en la O con todas sus cifras: en las enca
bezadas 1, 2, 3. . . solamente con las 4 últimas; pues las 3 pri
meras son las 3 primeras de la columna 0. 

Y en la columna titulada dif. se encuentran las diferen
cias de cada dos mantisas consecutivas, y los cálculos (ya he
chos) de las partes proporcionales, para el cómputo de las 
mantisas correspondientes á los números superiores á los de 
las tablas (1). 

OTRAS TABLAS MANUALES DK LOGABITMOS 

En general tienen la forma de las de Callet, pero las 
mantisas sólo aparecen con ó decimales. 

En primera columna, titulada N, la serie de los núme
ros naturales; 

En columnas tituladas O, 1, 2, 3, . . . 9 las correspondientes 
mantisas; 

Y en columna final las diferencias v las partes propor
cionales para computar las mantisas de los niímeros superio
res á los de las tablas y no comprendidos en ellas. 

Las hay que empiezan con los números IW, 101, 102,... 
En ellas hay que buscar las mantisas de los dígitos y de las 
decenas en los números múltiplos de unos y otras. La manti
sa de 1 frente al 100, la de 2 frente al 200, la del 13 frente 
al 130, la del 14 frente al 140, etc. 

Mutatis mtitandis las Tablas de cinco decimales se utilizan 
como se ha explicado para las de CALLET, 

¿Cuál es, en las TABLAS abreviadas contenidas en este 
tomo desde la pág. 425 á la 439, la mantisa de 6? 

La misma que la de 500 = 69897. 

(1) Las demás páginas de las voluminosas Tablas de Callet están des-
tinaíias á cálculos trigonométricos, astronómicos, etc., que no entran en e 
programa de eeta obra. 
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Y ¿la de 4ít? 
La misma de 400 = (V.)020. 

Y ¿la de 409? 

La que está junto al iiúiu. VM en la columna encabezada O = GIWIO 

Y ¿la de 490? 
Análogamente = G9548 

¿Cuál es la mantisa de 499()? 
Búsquese en la columna encabezada 6 enfrente del núme

ro 499 = 09001, forzada la unidad. 
¿Cuál es la mantisa de 49720? 
Para hallarla hay que acudir á las partes proporcionales. 
Mantisa de 4972. 

Búsquese en la columua encabezada 2 enfrente 
del númeio 497 = 69tí5H 

La parte proporoioual correspondiente al O es 5 5 

G;tr,58 
Etc., etc., etc. 

¿Cuál es la mant isa de 4975084? 
Se busca la mant isa de 49756 en la columna encabezada 5. 
Mantisa de 4975 == 09079. 
Busquemos ahora las partes proporcionales al O, al 8 y 

al 4; y tendremos: 

Mantisa de 4'J75,(i84 = GWiTí» 
+ 5 
+ 7 
+ 4 

696S474 

Y, forzando la quinta cilVa decimal =3i G9t)85 Etc. 
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Características negatiraB. 

Si el número cuyo logaritmo se busca tiene cifras decima
les, se hace abstracción de la coma y se procede á computar 
la mantisa como si el número fuese entero. Después de hecho 
el cómputo, se enmienda el error que así se cometió, ponien
do la característica correspondiente (1). 

¿Cuál es el logaritmo de 487,53598? 
48753,598 

Para 4H753 = 0880013 
Para 5 = 45 
Para 9 = 8,1 
Para 8 = 0,72 

6880067 

Log. de 487,53598 = 2,0880067 

¿Cuál es el logaritmo de 53,8755697? 
53875,5<;97 

Para 53876 = 731ÍÍH73 
Para 5 = 41 
Para 6 = 4.9 
Para 9 = 0,73 
Para 7 = 0,057 

7313919 

Log. (le 53,8755íi97 = 1,7313919 

11) Para seguridad del alumuo cada ejemplo de los siguientes se com
putará por medio de las Tablas de Callet. El discípulo debe procurárselas. 
Pero, si no las tiene á su disposición, sírvase de 1 M tablas abreviada» 
con 5 decimales, que acompañan á este tomo. Forzando la quinta cifra de
cimal \caHo neoesario), los resultados babrán de coincidir. 

file:///caHo
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¿Cuál es el logari tmo de O,00-13r)'2988? 

43529,88 
Para 43520 = 0387787 
Para 8 = 80 
Para 8 =̂  8 

6;387375 

Log. de 0,004352988 = 3,6387875 

La característ ica aquí resulta negat iva , y el signo — se 
coloca sobre ella. 

Pa ra entender esto, ha de considerarse que todo decimal 
es un quebrado, cuyas cifras son el numerador, y cuyo deno
minador 63 la unidad seguida de tantos ceros como hay cifras 
decimales. Por consiguiente, 

0,004352088 = • 
lOOOOOOOOO 

Por otra par te ; según las reglas generales del cálculo lo
gar í tmico , la división se convierte en res ta de los respectivos 
logar i tmos, y , por t a n t o , 

Log. de — - í - l - = log. de 4352988 — log. de lOOOOOOOOO 

= 6,6.387875 - 9 
= - 3 + 6387875 
="3,6387875 

Las caracter ís t icas negat ivas aparecen, pues, cuando el 
numerador de un quebrado es menor que el denominador, ó 
"bien cuando el dividendo es menor que el divisor. 

Tra tándose de decimales, la caracterís t ica nega t iva es 
igual al número de ceros -)- 1 que hay antes de la pr imera ci
fra significativa; ó bien, al número de orden expresivo del 
l aga r que t ras la coma ocupa la pr imera cifra signifícativa. 

fi25 

Log. de 0,025 = log. de — = log. de 625 -log. de 1000 = (2 + 0,79588)—3 
= — 14-0,79588 
=1,79.588 '(1) 

(1) + 0,70588 - 1 = - 100000 + 0,79588 = - 0,20412 

Pero, bien se ve la pertarbación que en los cómputos logaritmicos in
troducirían estas mantisas negativas. Así es que no se usan, y todas las 
mantisas se consideran como positivas. 

TOHO III 6 0 
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Véase la siguiente serie de ejemploa: 
Log. de 200(X) = 4,30103 
Log. de 2000 = 3,30103 
Log. de 200 = 2,30103 
J.og. de 20 = 1,;Í0103 

Log. de 2 = 0,30103 
Log. de 0.2 = T,30103 
Log.de 0.02=f.;)0103 
Log. de 0.002 = 3',3f)103 
Log. de 0,00f)2 = î íJOlOS Etc. 

¿Cuál es el logaritmo de 0,006-40327? 
64032,7 

Para 64032 = 8063971 
Para 7 = 48 

80(J401!) 

Log. de 0,00640327 = 3,8064019 

¿Cuál es el logaritmo de 0,003926063? 
39260,63 

Para 39260 = 5939.503 
67 
3,3 

5939573 

Log. de 0,003926063 = 3,-5939573 

En la prflctica, para el cálculo logarítmico, los quebrados 
comunes se reducen á decimales; porque así no hay que bus
car en las tablas más que una sola mantisa. Pero no existe 
inconveniente en hacer el cálculo directo de las fracciones 
ordinarias sin reducirlas previamente á decimales (lo que, á 
veces, es más rápido). 

¿Oaál es el logaritmo de jj ? 
27 

Log. de — = log. de 27 — log. de 3H 
' _ í 1,431.%38 

~ I — 1,57978»; 

r.a515803 

Log.de
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La resta, como se ve, se verifica en este ejemplo, segiín 
las reglas ordinarias. Sólo ha de notarse que, cuando se llega 
á las característ icas, hay que decir de '2 á 1 va menos uno 

¿Cuál es el logar i tmo de ^ ? 

Log. de 31 = 
-Log.(ie42t = 

1,4 ;) 
• 2, 6 2 

1 
7 

3 
3 6 

1 
5 

7 

2,8 (i ;! ít 9 r, K 

'>, M '<! <^ '<1 -^ ^ 
to c; to -̂ 1 ic 05 en c» 
5£ ce (» a) to cD x i 
2 o o o o o e 
O B B P P C5 <B 

C.VJ ^^ Vi Vi . ^ v<) o 
j j j X C3 W ce ÍO Ot g ; 

XI XI J= J2 KD ^ o 

*í <p CD <c (t> ai (D .r;' 

c^ o ' a* o" CT' 0* 5 
J5 J5 o Ô o o <<; 
t - i h - H,» h-* I-» *-* 

'«1 V) '<)'<) '<j <^ 

c:g P'trB'tr 
<D o ^0 ED S3 CO 

° 2 I-. l-iH- (-> t—» < . . . . 
• O 

B 
;° O: 

¿Cuál 68 el logaritmo de ¿Jg ? 

Log. de ] = 0,0000000 
— Log. de 240 = 2,3802112 

•3,6197888 

Con lo expuesto en esta Lección y en las anteriores, tie
ne el discipulo lo necesario para resolver los problemas en 
que se le pida el logaritmo de un niímero dado. 

Por vía de ejercicio, calcule el discípulo los logaritmos de 
los números siguientes: 



47(i AKITMKIICA rOR APKOXIMACION 

De 0,845 
De 26,0CA2 

23 
24 
1S9 
217 

8 

12 

448000 
0,0000448 
116127 
0,331808 
155,0875 
1234567 
0,02295037 
3,1415í»26 
0,0000088 
2,oooooas 

l,í:>«15166 

1,8800987 

r,8239f387 

¥,0857450 

5;6612780 

1,5208869 
2,1905768 

0,4971499 

0,8010319 
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Dado an logaritmo hallar »n número. 

Hasta ahora los problemas sometidos á nuestras solucio
nes tenían por objeto hallar los logaritmos de números dados. 
Ahora nos toca resolver los problemas inversos: dados loga
ritmos hallar sus números. > 

Pueden suceder dos cosas: 
Primera. Que la mantisa que se nos dé esté en las tablas; 
Segunda. Que no esté. 
Si la mantisa que se nos da está en las tablas, nada más 

fácil que hallar el número correspondiente al logaritmo. 
¿Cuál es el número correspondiente á 3,0960067? 

La mantisa 69(50067 está en las tablas, y A su i^tquierda el número 4966, 
que es el que se busca. 

¿Cuáles son los números que tienen por logaritmos 
2,6960067; 1,6960067; 0,6'J600<!7; T,69fi0O67? 

Vistas las características, claro es que estos logaritmos 
son los de los números 

496,6; 49,66; 4,966; 0,4966 

Dado nn logaritmo se buscará su núúiero en las Tablas 
de Caliet, oomo sigue: 

Sea el logaritmo 4,6972206 
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Tomo las tres primeras cifras de la mantisa, ('.97, y las 
busco en la columna intitulada O; 

Busco también en la misma columna O el renglón donde 
estén las cuatro cifras restantes más próximas por defecto á 
las de la mantisa dada, el cual renglón es el que empieza 
por 1421; 

Y, como las cuatro cifras últimas de la mantisa dada no 
están en la columna O, sigo el renglón del 1421 donde se ha
llan las más próximas, hasta dar con las mismas cuatro úl
timas: en el caso actual las cuatro últimas cifras que se bus
can están en la columna encabezada 9 que corresponden al 
número 49799. 

Y declaro que éste es el número pedido, porque la carac
terística dada es 4. 

. • . Log. 4,fi!17'220(> = 497'jy 

¿Cuáles son los números de los logaritmos 

3,697-2206; 2,6972206; 1,6972206; •5,6972206V 

Después de proceder como antes con las mantisas, resul
tarán, teniendo en cuenta las características, los números si-" 
guientes: 

4979,9; 497,99; 49,799; 0,000049799 

¿A qué número corresponde el logaritmo 6,7982154? 
Busco las tres primeras cifras 798 de la 'mantisa dada en 

las columnas encabezadas O; 
Doy con ellas en la página 93, y busco en la misma co

lumna O el renglón cuyas cuatro últimas cifras se acerquen 
más por defecto á las cuatro últimas cifras de la mantisa 
dada, el cual renglón es el del 1671; 

No siendo estas las cuatro últimas cifras de la mantisa 
dada, sigo el renglón del 1671, y las encuentro en la columna 
encabezada 7; 

Y, 8Í la característica del logaritmo dado fuese 4, deduci
ría que el número pedido era 62837; pero, como la caracterís
tica dada es 6, digo que el número pedido es 6283700. 

¿Cuál es el número cuyo logaritmo es 2,9142532? 
Busco en la columna O las tres primeras cifras 914 de la 

mantisa; busco luego las cuatro últimas, y las hallo en la co
lumna encabezada 2. 
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Y digo, teniendo en cuenta la característica, que el loga
ritmo dado corresponde al número 820,83. 

¿Cuál 63 el número correspondiente al log. 2,Í)2<!48G5? 
0,084-428 

¿Qué números corresponden á los logaritmos 
4,9! K!; 1930; 1,8135143; 0,3034121; 3',29;>942!V:' 

Las mantisas están todas en las tablas, y corresponden á 
los números siguientes, conforme piden las características; 

0'.I310: r>.'j.09; 2.011; 0,01965. 

Sólo ofrece alguna dificultad el caso de no hallarse exnc-
tamente en las Tablas las cifras todas de las mantisas dadas. 
Pero tal dificultad se vence pronto por medio de las parten 
proporcionales registradas en la correspondiente columna 
encabezada dif. 

Yo sé que toda mantisa no existente en las Tablas proce
de de un número n seguido de cifras decimales; tal como re
presenta el símbolo n,123..., en el cual las cifras 1, 2, 3, . . . han 
de considerarse como signo de cualquier quebrado decimal. 

Y sé también que si la mantisa dada no se encuentra en 
las Tablas, es porque á la mantisa más próxima inferior H, 
que est^ en ellas, se agregó el producto de los decima
les 0,123... por la diferencia tabular correspondiente á n. 

^'í^en*»"!-."«""."( = "»°*^- «ie n + (0,123...X dif. tabular) 

= mant. de » + ¡ 0,123...x[(mant.deMH-l)—(mant. de w)]i 

Por consiguiente (dejando aparte, por lo pronto, todo lo 
relativo á la correspondiente característica), comprendo que, 
cuando se me dé una mantisa no existente en las Tablas, es 
para pedirme un número seguido de cifras decimales w,123... 

Y, por tanto, para hallar ese número, debo seguir un 
procedimiento inverso del seguido para hallar la mantisa del 
número «,123... 

Antes se me daba el número decimal «,123... 
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Y yo buscaba primero la maatisa de n, y, encontrada, 
formaba la siguiente suma: 

Paran == la mant. segúu las Tablas 
Para 1 = su parte proporcional 
Para 2 = su parte proporcional 
Para 3 =• su parte proporcional 

( mant. de n + (0,123... x dif. tab.) 

Pero ahora se me da una expresión de la forma 

característica + (mantisa de n -f- (0,123... x dif. tab.) 

Y se me pide el número correspondiente. 
Debo, pues, prescindir de la característica, y buscar en las 

Tablas la mantisa n, que es la más próxima inferior á la 
forma 

Mant. de n + (0,123... x dit. tab.) 

En seguida, restaré una de otra 
Mant. de n + (0,123... X dif. tab.) 

— Mant. de n 

Y me quedará como i n n o ^ JT i. -L 
residuo el producto 1 ^'^^^- >< ̂ ^- **^-

Divido este producto por la diferencia tabular correspon
diente á n (que está en la Tabla), y obtendré como cuociente 
la parte decimal 0,123... que es lo que hay que agregar á n 
para tener el símbolo pedido 7«,123... 

¿A qué número corresponde el logaritmo 6,0968629, cuya 
mantisa no está en las tablas? 

Procedo como signe: 
Prescindo por el pronto de la característica; 
Basco por las columnas encabezadas O de las Tablas, las 

tres primeras cifras 696 de la mantisa, hasta dar con ellas en 
la página 71; 

Basco en seguida en la misma página las cuatro últimas 
cifras qae más se acerquen por defecto á las cuatro últimas 
de la mantisa dada; y hallo qué las cifras más próximas por 
defecto son 8455, correspondientes al número 49756 (hecha, 
como queda indicado, abstracción de la característica). 
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Resto estas mantisas, 

Maiit. dada del número que se busca, 6968529 
— Mant. del núm, 49756. que es la más j oqf-QAK' 

próxima inferior k la mant. dada | ' w4o.7 

Diferencia de mantisas 74 

Parto por la diferencia tabular j ^ 
indicada en la misma pág. 71) 

Reduzco este quebrado á decimal para encontrar los deci
males que hay que agregar al número 49756 

88 740 
ÍSfiO 
. . 8 0,84 

Resulta, como cuociente, 0,8ii 
Pongo este 84 como cifras decimales del 49756, y obtengo 

el número 49756,84, que es el número que dio la mantisa 
^968529. 

Atiendo abora á la característica de que antes prescindí, 
y veo que el número pedido es el 4975684, cuyo logaritmo 
es el dado 0,0968529. 

Ahora bien. Pudo prescindirse de la reducción á decimales 
del quebrado -^ , acudiendo á las partes proporcionales. 

En tal caso, después de hallada, como antes, la mantisa 
más próxima á la dada, la operación debió haberse dispuesto 
-como sigue: 

Mantisa dada = 6968529 corresp.'" al núm. que se busca 
Mant. más próx. = 6968455 corresp.w al núm. 49756 

Dif. de mantisas = 74 
P.te proporc. más próx. 70 corresp.t" al dígito 8 

Resto y hallo el residuo 4 
P.te proporo, más próx. (1) 8,5 oorresp.'e al dígito 4 

O 

Número que produjo la mantisa dada 6968529; 49756,84 

Número pedido, atendiendo á la caraot. dada 6; 4975684 

Hemos deducido este procedimiento, considerándolo como 

(1) Claro es que deben hacerse mentalmente la mayor parte de estas 
operaciones. 

TOMO III 61 
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inverso del presentado en la correspondiente Lección ante
rior; pero nada más fácil que llegar directamente á él, como 
consecuencia del principio allí admitido de que, cuando los 
números son muy grandes, y poco considerables sus diferen
cias, estas diferencias de los números resultan proporcionales 
(muy próximamente) á las diferencias de las mantisas respec
tivas. 

Se nos ha dado una mantisa correspondiente á un número 
desconocido j - , la cual es = 69G8529; 

Esta mantisa, naturalmente, es superior á la mantisa más 
próxima inferior de las Tablas, la cual es = 6968455. 

Esta mantisa tabular inferior á la dada corresponde al 
número 49766. 

Ahora bien: eíi virtud del anterior principio, que estable
ce la proporcionalidad entre números y mantisas, tendremos: 

La dif. tab. entre las dos mantisas consecutivas 0008542 y 60C8455 
: á la dif. entre sus oorresp.tes números tabulados 4i)757 y 45)750 
:: la dif. entre las mantisas, dada y tabulada 6Í)68529 y 0968455 
: á la dif. entre el nútn. que se busca ac y el próx. inferior bailado 4M750 

O bien 
88 : 1 :: 74 : X 

dif. entre la mant. dada y la máí próx. inferior de las Tablas 
_ , dif. tabular ' 

Asi, pues, dada una mantisa no existente en las Tablas, 
se obtiene el correspondiente número seguido de cifras deci
males (tal como el símbolo n,123...) agregando al número n el 
cuociente que resulta de dividir la diferencia de las manti
sas, por la correspondiente diferencia tabular. 

Número M,123... = » -f- [~—— i 
Vdlf. tab. / 

0,123... 
(mant. H + 1) — (mant. n) 

¿Cuál es el número correspondiente ál log. 3,4971499, 
caya mantisa no está en las tablas? 
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Mant. dada = 4971499 
Mant. más próx. = 4971371 corresp.t» al número 31415 

l)if. de mantisas 128 
P.»« proporc. más próx. 125 corresp.te al dígito ,9 

Resto y obtengo el residuo 3 

P.t* proporc. más próx. 2,8 corresp.t» al dígito ,028 

O 

Número que produjo la mantisa dada 4971499 t= 31415,92 

Número pedido, atendiendo á la caract. dada 3 = 3141,592 

¿Cuál es el número correspondiente al log. 1,4376689? 

Mant. dada = 4375689 corresp.te al número que se busca 
Mant. más próx. = 4375603 corresp.*» al número 27B88 

Dif. de mantisas = 86 
P.*« proporo, más próx. = 80 corresp.t» al dígito ,5 

Resto 4 
P.te proporc. más próx. = 8,2 corresp.te al 3 (forzando 

— la cifra) ,03 
O 

Número que produjo la mantisa dada 4375689 = 27388,63 

Número pedido, atendiendo á la caract. 1 = 0,2738853 

¿Cuál es el número cuyo logaritmo = 6,6960(573? 
¿Cuál es el número cuyo logaritmo = 6,6960626? 
¿Cuál es el número cuyo logaritmo = 6,6971866? 
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Sammr, restar, con caracterfstlcaH neacativas. 

Las operaciones que se hacen con los logaritmos son las de 
Samar, 
Restar, 
Multiplicar y 
Partir. 

Y, si no fuese por las características negativas, nada más 
de lo ya expuesto habría que decir de tales operaciones. 

Pero las características negativas exigen discusión es
pecial. (Véanse más adelante los medios de evitarlas.) 

BUKAB 

Se saman los logaritmos cuando hay que mnltiplicar nn 
guarismo (ó más) por otro (ó más). 

La suma se efectúa empezando por las mantisas, las cua
les dan siempre sumas positivas. Si hay características posi
tivas y negativas, se suman, ante todo, las positivas y se les 
agrega la última reserva procedente de la suma de las manti
sas: después se suman las características.negativas, se rebaja 
luego la suma de características menor de la mayor, y se 
pone al residuo el signo de la mayor. 

¿Cnál es la snma de los logaritmos siguientes 

4,3975678; 2;5486092; F,7825402; 0,5432007? 
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La operación se dispone como sigue: 

4,3!)75(i78 
2 ,54!3G0!)2 j Las carscleristioasnegativasseescrllien 
7, -m-i/->r>! " " poro más hacia la izquiecda que 
() , í J2o402( la» positivas. 

0,5432007 

—8-1-6,2169179 

2,2169179 

Kúmeros. Sus logaritmos. 

0,0»959709 log. 2,952293!* 
x0,2169403 1,3303402 

0,1943722... 2,2886341 

0,0002 4,3010300 
xo.ooas 4,4771212 

0,00000006 «,7781512 

Multiplicar 0,08959709 por 0,2169403 

Log. de 0,8959709 = 2,9522939 
+ log. de 0,2169403 = + 1,3363402 

Suma = 2,2886.341 

Log. d« ( Y X - j ) = (log- de 1 — log. de 3) -f- (log. de 1 — log. de 2) 

= 0,0000000 0,0000000 
— 0,4771212 — 0,3010300 

1,5228788 -f- 1,6989700 
-+- 1,6989700 

1,2218488 = 0,16666... (1) 

Sumar los log. de 3,74653 Sumar los log. de 2,64832 
•+- 2,38472 -h 1,79248 

0,18125 2,44080 

(1) Esta clase de ejercicios se pr^ponea únicamente para que el discí
pulo adquiera pr&otioa en el cómputo logarítmico; pues es claro que el 
cálculo común, no sólo es mucho más rápido que el hecho por meoio de 
las Tablas, sino también, á veces, más exacto, toda vez que el de los loga» 
ritmos es siempre aproximado. 
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E K S T A B 

Para dividir un guarismo por otro se restan sus logarit
mos ^ e l modo que sabemos). Y, cuando el sustraendo es > 
que el minuendo, aparecen las características negativas. To
dos los logaritmos de los quebrados propios resultan, pues, 
con características negativas, por ser los denominadores> 
que los numeradores, y corresponder siempre á mayor núme
ro mayor logaritmo. 

Log. de — = log. de 1 —log. «le 2 
= 0,0000000 
— 0,3010300 
log. de 1,6989700 = 0,5 

Log. de —- = log. de 1 — log. de 3 
= 0,0000000 
— 0,4771212 
log. de "1,5228788 = 0,3333... 

Log. de — = log. de 1 — log. de 7 = al número 0,142857 
= 0,0000000 
— 0,8450980 

1,1549020 

1549020 
Mantisa de las tablas 1548802 corresp.» al núm, 14285 

Diierencia de mantisas 218 
Parte proporcional 214 oorresp.*» á 7 

Resto 4 
Parte proporcional 3,1 corresp.** á 1. 

O 

Las fracciones decimales, como quebrados que son, dan 
también características negativas. 

Log. 0,00843217 = log. 843217 — log. 100000000 == log. 843217 — 8 
= 5,9259394 j Mant.de 84321 = 926^57 
— 8 i Parte prop. = 86 corr. á 7 

8,9259394 9269394, por exc. 

Log. 0,00075686783 == mant. tabular 87{K)166 

4,6 
47 

4,8790202 

Mant.de
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7fi9 
Log. = log. 789 — log. 1000000 

1000000 ^ " 
= log. 78í) — (1 
= 2,8970770 

- 6 

. - . log. 0,00078y = 4,8970770 

Log. 0,0078347 = 3,8940224 

log. 0,007r,h'77753 = 8854008 
40 

29 
17 

Í5.SH54O1 

Log. - ^ l í l ^ ' i - -_= log. S977561:3¿ — 11 ( .9531554 
" 100000000000 ° ' 29 

20 
15 
10 

8,9531585 
11 

•. log. 0,(X).S9775(;4.32 = 3,9531585 

Si se nos dan á dividir dos quebrados propios, claro es 
que serán negativas las características de sus logaritmos. Y, 
siendo así, habrá que convertir en positiva la característica 
del logaritmo que vaya al sustraendo (1). 

Todos los casos que pueden ocurrir, se reducen á -1; por
que las fórmulas de los logaritmos son dos: 

Log. de oaraettírística positiva - - caract. positiva 4- maiit. positiva 
Log. de caraotetística negativa = caract. negativa -f- rnant. positiva 

/ 
1." Minuendo = + oaraet.-(-mant. 

Sustraendo = — ( + caract. + niant. ) = — caract. — mant. 
Residuo == + ( caract.-H mant. )— caract. — mant. 

= ( + caract. — caract.) -}- mant. — mant. 

Regla: Dé la mantisa minuendo se resta la mantisa sus-

(1) Esta práctica os consecuencia de la regla algebraica de los signo.s, 
la cual no cabe explicar aqui. Pero la práctica es muy fácil de entender y 
ejecutar. Pero, si el discípulo encuentra gran difiooltad en la inteligencia 
de esta Lección, pase á las siguientes en que se enseña el modo de evitar 
las características negativas. 
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t r aendo , las dos caracterís t icas se res tan , y al resto se pone 
el s i g n o de la mayor . 

2." Minuea<lo =̂  + caract. + mant. 
Snstraendo = — (— caract. -|- mant. ) = + caract. — mant. 
Kesiduo = (4- caract. -|- caract.) + mant. — mant. 

Regla : De la mant isa minuendo se res ta la mant isa sns
t raendo , y las dos caracterís t icas se suman, y á la suma se 
pone el signo -f-

8.* Minuendo == — caract. + mant. 
.Sustraendo = —(+caract. + mant. ) = — caract. — mant. 
Residuo == ' — caract. — caract.) + mant. — mant. 

Beg la : De la mant isa minuendo se res ta la mant isa sus
t raendo , y las dos mant isas se suman, y á la suma se pone 
el signo — 

4." Minuendo = — caract. -{- mant. 
¡Sustraendo = — {— caract. + mant. ) = -{- caract. — mant. 
Residuo = (— caract. + caract.) + mant. — mant. 

Reg la : De la mant isa minuendo se res ta la mant isa sus
t raendo , y las dos caracterís t icas se res tan , y al resto se pone 
el signo de la mayor . 

Reg las generales : De la mant i sa minuendo siempre se 
resta la mant isa sust raendo; las caracter ís t icas se suman 
cuando t ienen dist intos signos, y al resul tado se le pone el 
signo del minuendo. 

Si las caracter ís t icas t ienen el mismg s igno, se res tan , y 
a l resul tado se pone el signo de la mayor (1). 

l.er caso: (-f- caract. + mant.) — {+ caract. -j- mant.) 

Ambas caracter ís t icas t ienen el mismo s igno ; . ' . se 
r e s t an . Lo cual da lugar en el residuo á dos var iantes 

Caract. positiva. 
Caract. negativa. 

-•!• — = (log. de 5 — log. de 2) — (log. de 4 — log. de 3) 
= 0,6989700 0,6020600 
— 0,.S0103C0 0,4771212 

= 0,3979400 — 0,1249388 
— ,01249388 

Resultado positivo 0,2730012 = 1,875 

(1) Todas estas reglas resultan simpliflcadas por el método de las ope
raciones por masas ó columnas explicado más adelante. 
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4 5 
y -í- — = (log. de 4 — log. de 3) — (log. de 5 — log. de 2~i 

= 0,602000) 0,6989700 
— 0,4771212 — 0,3010300 

0,1249388 — 0,3979400 
— 0,3979400 

í,7269988 - 0,58333... 

2." ca.so: ( + oaract. + mant.) — (— caract. -4- mant.) 

Aquí las características tienen distintos signos; . • . se su
man con el signo de la del minuendo. 

4 2 
— -f — = (log. de 4 — log. de 3j — (log. de 2 — log. de 5) 

= 0,60206íX) 0,3010300 
— 0,4771212 — 0,6989700 

0,1249388 — ' 1,6020600 
1,6020600 

0,5228788 = 3,83;58... 

3.*'' ca.so: (— caract. -|- mant.) — ( + caraot. + maut.) 

Las características tienen distintos signos; . •. se suman 
con el signo de la del minuendo. 

•^ ^ Y == ^^°S- "̂3 2 — log. de 5) — (log. de 400 — log. de 3) 
:= 0,3010300 2,6020600 
— 0,6989700 0,4771212 

r,6020600 — 2,1249388 
2,1249388 

3,4771212 == 0,003 

4." caso: i'— car. -f-mant.) — (— car. 4- mant.) 

Ambas características tienen el mismo signo; .".Se restan. 
Lo cual en el residuo da lugar á dos variantes: 

característica positiva 
característica negativa 

3 2 
— -r — = (log. de 3 — log. de 4) — (log. de 2 — log, de 5) 

= 0,4771212 0,3010300 
— 0,6020600 — 0,6989700 

1,8750012 — 1,6020600 
— 1,6020600 

Resultado positivo; 0,2730012 = 1,875 

TOMO III 6 2 
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; (log. de 2 — log. de 5) — (log. de 3 — log. de i) 

= 0,3010300 0,4771212 
— 0,6í)8í)700 — 0,60¿0*;00 

1,0020000 — 1,8750612 
— 1,8750612 

líesultado negativo; l,7260í«S = 0,533333... 

Para los que conocen las reglas de los signos en Álgebra, 
nada de lo anterior puede ofrecer dificultad; pero indudable
mente no hallan fácil los que las ignoran el cálculo de las 
características negativas. Por lo cual, conviene que, practi
cando, adquieran expedición en su manejo (1). 

— — (log, de 1 — logí de 2) — (log. de 1 — log. de 3) 

= 0,0000000 
— 0,3010300 

1,6989700 
— 1,5228788 

0,0000000 j 
0,4771212 ( Véase este ejemplo 
~ I más adelante. 
1,5228788 ) 

0,1700912 = 1,5 

— = (log. de 2 — log. de 3) — (log. de 3 — log. de 4) 
4 

= 0,3010300 
— 0,4771212 

1,8239088 
• 1,8750612 

0,4771212 
— 0,6020600 

1,8750612 

1,9488476 = 0,1 

~ ^ - = (log. de 11 — log. de 13) — (log. de 2 - log. de 3) 
13 3 

= 1,0413926 0,.3010300 
— 1,1139433 —0,4771212 

1,9274497 
• 1,823;X)88 

0,1035409 

1,8239088 

1,2692 

(1) Avinque el método de las operaciones por masas 6 columnas evita 
estas dificultades, hay que dominar el de las reglas de los signos alge
braicos objeto de esta Lección, por lo mucho que á veces facilita los 
cálculos. Pero, si el disciuulo, por no saber Algebra, encuentra muy difíci
les estas reglas, pase adelante. 
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•^ -!• Y = (log. de 21 - log. de 6) - (log. de 100 - log. de 

= 1,;>222193 2 
— 0,7781ol2 0,4771212 

0,5440f;81 — l,52287aH 
— 1,5228788 

1,0211893 = 0,106 

" -f — = (log. de 3 — log. 4e 8) — (log. de 5 — log. de 2 

= 0,4771212 0,6980700 
— 0,i)0;»900 — 0,3010300 

1,6740312 0,3979400 
— 0,3979400 

1,1760912 = 0,15 

"2" * MÓ"^ ̂ ^°^' '^°'^ — ^°S- de 2) — (log. de 2 — log. de 540 
= 0,8450980 0,3010300 
— 0,3010300 - 2,7323938 

0,5440680 3,5686362 
— 3,5086362 

2,9754318 = 945 

(log. de 2 — log. de 9) — (log. de 2 — log. de laXW;, 
10000 

= 0,3010í500 0.3010Í300 
— 0,9542425 —i 

Í , ;M67875 • 4,3010Í«X) 
— 4,8010800 

3,0457575 = 1111,1111 
« 

loo 80 
- - -f - = (log. de 100 - log. de 2C>04) — (log. de 30 - log. de 162 

= 2 1,4771212 
— 8,4156410 — 2,2095150 

2,5843590 T,2076002 
— 1,2676002 

1,3167628 = 0,20737 

2 + — = log. de 2 — 0,0000000) — (log. de 7 — log. de 1111) 
= 0,3010300 0,8450980 

— 3,7993840 — 3,0467140 
3,7993840 

2,5016460 = 317,43 
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ü ^ 4 i l =r Ofyj^m : 0,67 
100000 100 

: (log. de 9983~log. de 100000)—(log. de 67—log. de 100; 
3,9992611 1,8260748 

- 5 - 2 
2,9992611 1,8260748 

—1,8260748 
1,1731863 = 0,149 

0,002801 + 0,079495 = (log. de 2801 - 6) - ilog. de 79495 — 6) 
= 3,4473131 4,9003398 

- G - 6 

— 
3,4473131 
2,9003398 

2,5469733 == 

Restar los log. 2,47826 
— 1,69732 

2,78094 

Restar los log. 3,68925 
- 2,79782 

6,89148 

Restar los log 2,45822 
— 3,34662 

5,11160 

2,9003398 (1) 

(1) Véase este ejemplo más adelante. 
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Restar (continuación).—Fraccionea inTeraas. 

Aunque no grandes, siempre ofrece dificultades la opera
ción de restar logaritmos cuando resultan negativas las ca
racterísticas de los sustraendos; lo mismo siendo positivas las 
características de los minuendos que siendo negativas. 

El siguiente Cuadro presenta las variantes que pueden 
ocurrir cuando son negativas las características de los sus
traendos. 

C significa característica > c 
M significa mantisa >> nt 

Los signos -+- y — sobre C y c indican si las característi
cas son positivas ó negativas. 

+ 
t, m 

+ 
C,m + 

— C,m 
e, m 

- c7Jt 
(C+«) + (M-m) = [(C+<!)-Jlf(«-M) =(c + ()+(M-») «[(«•»-C)-ll(+ m-M) 

e, m 
c)m 

- 0 , M — C, m 
e, m 

- C , M 
(—C+o)+ ( « - • ) [-(C+l)+>!] + («-M) (-o+C.)+(U-m) [-(« +1)-C1+ (m-M 

Y hay tantas variantes, porque en los resultados influyen 
las magnitudes respectivas de las características, así como 
las de las mantisas. . 
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J3,16137 ) positiva la caract. del min. y > caract. del sustraendo 
— 1,13033) mant! del minuendo > mant. del susti-aendo 

4,03104 

^,13033 i positiva la caract. del min. y > caract. del .sustraendo 
— 1,16137 ) mant. del minuendo <; mant. del sustraendo 

3,9689(5 

J,Í6137 
4,13033 

positiva la caract. del min. y < caract. del sustraendo 
mant. del minuendo > mant. del sustraendo 

7,03104 

3,13033 1 positiva la caract. del min. y < caract. del su.straendo 
4,16137 j mant. del minuendo < mant. del sustraendo 

6,96896 

^,16137 j negativa la caract, del min, y > caract. del sustraendo 
1,13033 j mant. del minuendo >> mant. del sustraendo 

"2,(B104 

3,13033 i negativa la caract. del min. y > caract. del sustraendo 
1,16187 j mant, del minuendo < mant. del sustraendo 

3,96896 

3,16137 1 negativa la caract. del min. y < caract. del sustraendo 
4,13033 j mant. del minuendo < mant. del sustraendo 

1,03104 

3,13033 j negativa la caract. del min. y < caract. del stxstraendo 
"3,16137 j mant. del minuendo < mant. del sustraendo 

0,96896 

A fin de evitar tantos inconvenientes se apela al recurso 
de eludir en los sustraendos toda característica negativa. 

Y, para evitar en los sustraendos las características nega
tivas, se recurre á dos medios: 

1.° A las fracciones inversas, y 
2." A los complementos aritméticos (1). 

(1) Hay adem&8 el procedimiento por masas ó columnas, que es el más 
expeditivo de todos. 
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FRACCIONKS INVERSAS 

Cuando el numerador de un quebrado es denominador de 
otro, y el denominador del primero aparece como numerador 
del segundo, se dice que las fracciones son inversas, 

Así 
— tiene jior xnversa a — 

7 , 2 
2 >̂ 7 

1 

T ;•> A— = 2 
1 

0,5 >• a — = J 

0,000711 ,, > , 100000 
íi e 

Ahora bien: es evidente que el resultado de la operación 
de partir un quebrado por otro es igual al de multiplicar el 
primero por el inverso del segundo. 

1 8 1 4 4 

"a" ^ 4 2 s 6 

8 -:• 0,25 = — X — : 
' 1 25 25 

,17 -V 0,5 = 17 X — = 17 X 2 = :34 etc, 

Por consiguiente, cuando el divisor de una operación de 
partir sea un quebrado propio, se evitarán en el sustraendo 
del correspondiente cálculo logarítmico las características 
negativas considerando multiplicado el dividendo por la in
versa del divisor. 

4 2 4 5 — + — = - x — = (log. de 4 — log. de 3) + (log. de 5 — log de 3 o o 2 . 2̂  
= 0,0020600 0,6989700 
— 0,4771212 — 0,3010300 

0,1249388 + 0,3979400 
+ 0,3979400 

0,5228788 = 3,3333.., 
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3 2 3 i 
— • ^ " 7 ~ T ' ^ ' 2 ' ~ '^^°^' ̂ ^'^ — '°g- <ie 4) + (log- de 5 — log. de 2: 

= 0,4771212 0,6989700 
— 0,<X)20600 — 0,3010300 

1,8750012 4- 0,3979400 
+ 0,3979400 

0,2730012 = 1,876 

2 3 2 4 
~ - ^ T — T ^ T = '•°S- de 2 — log. de 5) + (log. de 4 — log. de 3; 

= 0,3010:300 
— 0,6989700 

0,6020600 
— 0,4771212 

1,6020600 + 0,1249388 
4- 0,1249388 

1,7269988 =r 0,53:-533... 

"2"*"3" = '2"^^= *̂'°K' '^^ ^ ' - log. de 2) -)-1 

= 0,0000000 
— o,;{oio300 

1,6989700 
4-0,4771212 

0,1760912 = = 1,5 

— i- —=- x — = (log. de 2 -- log. de 3) -V í 

= 0,3010.300 
— 0,4771212 

0,6020600 
- 0,4771212 

1,8239088 4- 0,1249388 
4- 0,1249.388 

1,9488476 = 0,8888... 

11 2 H 3 
T ^ ^ Y ' ^ ü ^ T ^ •̂*'̂' ^^^^- ^'^S- de 13) 4- (log. de 3 ~ log. de 2) 

= 1,0413926 0,4771212 
-1,1139433 -0,3010800 
1,9274497 4- 0,1760912 

4- 0,1760912 
0,1035409 = 1,2692 
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Repita el discípulo con los logaritmos de las fracciones 
inversas todos los cálculos de la anterior Lección, cuando 
sea quebrado propio el divisor. Cuando el divisor sea que
brado impropio pase á otro ejemplo; pues, si se repitiese el 
cálculo con lá inversa de un quebrado impropio, resultaría 
negativa la característica del correspondiente sustraendo, 
que es lo que se trata de evitar, ya que las características 
negativas en el minuendo no ofrecen dificultad, como se aca
ba de ver. 

TOMO n: . • ' ' 
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Restar rcontinuación). — Conversión de las r e s t a s de las 
mantisas en samas. 

El sistema de las fracciones inversas permite convertir en 
sumas las restas de las mantisas. Por ejemplo: 

-' = (.log. de 3 — log. de 1} = 0,4771212 
* — 0fi02fM)0 

bien: 

1,8750612 = 0,75 

Ahora bien: -

X 

- e s = 3 x 2^ 
4 

• log. de A 
4 

= (log. de 3; + (log. de 1 — log. de ' 

( O.OfJOOOOO 
^ (log. de 3, ,¡~-0,(»20«)0 

( 1,3979400 

= 0,4771212 K, , 
+ i,3!.79400r^''^'^'"^''^'^ 

T,H75D612 

Parece qne el método que utiliza las fracciones inversas 
sea más largo que el común de restar una mantisa de otra; y, 
efectivamente, así resulta, ejecutándolo como aparece en el 
ejemplo anterior. 

Pero, en operaciones larga.s, puede ahorrarse tiempo, si 
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se llega á adquirir práctica y ¡seguridad en la clase de restas 
que ofrece el segundo ejemplo. 

En vez de escribir el logaritmo de -1 tal como aparece en 
las Tablas 0,6020600, se escriba la diferencia de cada una de 
sus cifras con 9 haciendo mentalmente las restas: (claro es 
que la primera cifra de la derecha del logaritmo se ha de res
tar de 10, y no de 9). 

/ De 6 á 9, H 
1 DeOá y !t 
\ De •> 4 '.t 7 

O,6O200CK) ' De O á 11 '.» 
i De (; á 10 i 
f DeOá Ü O 
1 DeOá O O 

397'.t4O0 

Estas cifras 39794(X) se van escribiendo bajo el logaritmo 
del 3 á medida de su obtención. 

Después se hace la suma de las mantisas. 
De manera que la operación resulta como sigue, si las 

restas se hacen de memoria: 
9 

Log. de — = log. de 3 4 - I lóg. de O, — log. de 4) 
4 

== log. de 3 = 0,4771212 
log. de O - log. de 4 = -1- 1,397940) 

Se suman las mantisas. 

Í,8750(;i2 

6 6 
3 

log. de — = log. de 3 + (0,0090000 - [log. de (! = (7781512) ] 

= 0,47712125 
+ 1,2 

2 
1 
8 

4 
8 

7 
5_ (1) 

1,69897000 = 0,5 

(1) Estas cifras aparecen asi en escalerilla \^M& indicar el orden de su^ 
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3 
log. de — = log. de 3 + (log. de 1 — log. de 9; 

= 0,47712125 
-f-1,04575749 

1,52287874 = 0,3333... 

A pesar de que, por su extraordinaria facilidad, no deban 
contarse como operaciones las de restar de 9 las cifras de las 
mantisas (de 9 todas, menos la primera cifra de la derecha, 
que se resta de 10); sin embargo, en operaciones sencillas, 
como las anteriores, no cabe asegurar que aventaje al método 
común el de convertir en inversas las fracciones que hagan 
oficios de divisor para que luego las restas de mantisas se. 
conviertan en sumas. 

Solamente hay ventajas cuando las operaciones se com
plican, como sucede en el caso de que, tanto el numerador 
como el denominador de una fracción, sean multiplicaciones 
indicadas de varios factores. 

Por ejemplo: 

209 X 573 X 63 , _ „ „„ 1 1 
— == 209 X o73 X 63 X — X — 

287 X 2101 287 2101 

. • . Log. de ' " l ! " ° ' ' . ' ' "̂  = log- de 20í> = 2,3201463 
287 X 2101 

+ log. de 573 . = 2,7581546 
+ log. de63 '=1,7993405 
+ log. de O - log. de 287= 3,6421181 (1) 
+ log. de O - log. de 2101= 4,6775789 (2) 

1,0978334=12,51219 

cesión de las restas parciales por cuyo medio se obtienen. Pero es claro 
qne en la práctica lian de aparecer eu un renglón 

0,47712125 
1,22184875 

1,69897000 

1,22184875 | ^ g f g 

(1) 0,0000000 (2) 0,0000000 
- 2,4578819 ( = log. de 287) - 3,3324261 ( = log. de 2101) 

§,5421181 4,6775739 
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_4_ _ J2_ 
5 ''̂  3 4 2 7 

6 ;") 3 ' 6 

= 4 X Y X - 2 X Y X . X -
= 4x'2x7XYXYX-^ (1) 

4 2 

Log. de — - ^ • = log. de 4 •= 0.6020(500 
+ log. de 2 = 0,;«10300 
+ log. de 7 = 0,8450080 
4- log. de 1 - log. de 5 == 0,3010300 (2) 
4- log. de 1 — log. de 3 = 1,5228788 (S) 
+ log. de 1 - log. de 6 = 1,2218488 4) 

1,7939436=0,62222.. 

A veces antes de empezar un cómputo por logaritmos ca
be simplicar los términos de la operación. 

1 2 3 4 
— X — X — X —• 2 8 4 S 
5 4 b 7 

—• X X —. X — • 

6 7 8 W 
1 2 3 4 S 7 8 9 

. X -;• X - - X - X — X — X — X - -
2 3 4 6 5 1 5 7 

r = C 2 x 3 x 4 x ü x 7 x 8 x 9 ) x — x — x - X - X T ^ v x ,_ x — 
1 1 1 1 1 1 1 1 

= 72576 X -^ X - x - X y X - X - X y X -

= 72576 X - - X - - X — - x - - ; - x — 
2 8 16 125 7 

(1) Claro es que este ejemplo (como tantos otros de los anteriores) so 
resolvería por la Aritmética común más fácilmente que por logaritmos. 
Pero se pone para que el alumno se entere con la sencillez posible de loa 
procedimientos logarítmicos. 

(2) 0,0000000 (3) 0,0000000 
— 0,6989700 ( = log. de 5) — 0,4771212 

1,3010300 1,5228788 

(4) 0,0000000 
— 0,7781512 

! 2318488 
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•. Log. del quebrado 
proiiuesto =log . de 72576 = 4.S<)07930 

4-log. de 1—log. de 2 = Í,*iíl897ro 
+ log . de 1—log. de 3 = í..522878« 
+ l o g . de 1 - l o g . de 16 = 2,7!»58800 
+ log . de 1—log. de 125 = 3,!)030'.»00 
+Iog . de 1—log. de 7 = 1,1549020 

l,y365138 = 0,H64 (1) 

3905X1681X0,219 ^^^. _ _ , „ _ . „ 10000 10000 
=3í)0.JxU>Hlx0.21í»x X—— 

0,1136 X 0,0365 1136 36S 
= 3 ; K ) 5 X 1 < 3 8 1 X O , 2 1 9 X 1 0 0 O 0 X ' ¿ XlOOOOx— 

' 1136 3G5 

= 3 9 0 5 X 1 6 8 1 X 1 0 0 0 0 X 1 0 0 0 0 X O , 2 1 9 X — X — 
1136 365 

•. Log. del quebrado 
propuesto = log. de 3905 = 3,5916210 

+ log. de 1681 = 3,2255677 
-+- log. de 100000000 = 8 
-4- log. de 0,219 = 1,3404441 

• +( log . de 1—log. de 11361= 4,9446217 
+(log. de 1—log. de 365)= 3,4377071 

8,5399616=346706250 

(1) El cálculo por la Aritmética común habría costado tal vez meno» 
trabajo 4 los ejercitados en los cómputos logarítmicos, y de cierto que 
costaría más á, los principiantes. 

1 x 2 x 3 x 4 x 6 = 144 
7 x 8 = 56 

884 
720 

34000 

16 
6 

96 

125 
7 

875 
96 

8064 
9 

34000 

16 
6 

96 

5250 
7875 

726760 
537600 
336000 
000000 

34000 

16 
6 

96 

84000 726760 
537600 
336000 
000000 

0,864 

16 
6 

96 

Las ventajas de los logaritmos sólo aparecen de .evidencia, cuando se 
trata de números muy grandes; y, sobre todo, en la elevación & potencias, 
y extracción de raíces. 
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Restar (continuación).—Complementos aritméticos. 

Las mantisas que habíau de restarse de otras se suman 
con ellas por el procedimiento explicado en la anterior Lec
ción; y, por el artificio de los llamados complementos arit
méticos, de que vamos á hablar en esta Lección, se suman 
también las características negativas con las positivas, evi
tándose siempre así sistemáticamente la operación de restar, 
y sustituyéndola constantemente por la de sumar (salvo el 
hacer al fin de todas las operaciones la correspondiente co
rrección). 

Llámase complemento aritmético de un logaritmo la dife
rencia que va*del logaritmo al número 10(1). 

(1) EIl complemento aritmético logarítmico es un caso particular del 
complemento aritmético en general. (Véase tomo I, pág. 332.) 

Dado un guarismo, la operación se reduce 6, escribir (empezando por la 
izquierda) la diterenoia entre 9 y cada una de las cifras del guarismo 
dado, exceptuando la última, bajo la cual se escribe la diferencia entre 
ella y 10. Por ejemplo, si yo tengo que restar 52»>927 de 1000000, resto 
de 9 sucesivamente las cifras 5, 2, O, 9 y 2, y, por último, 7 de 10; y asi ob
tendré el guarismo (que escribiré en un reíiglón seguido y no en esoale-
riUa.) 

4 
7 
3 
O 

7 
3 

A esta clase de restas se da el nombre de complementos aritméticos. 
Compl. aritm. de 28, 347. 5429, 777t)7, 1700647967 
(Se empieza por la izq.) 72, Ü53, 4571, 22233, 8299352033 
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Por ejemplo, el complemento aritmético del logaritmo 
de 2, de 300, de 1199, de 0,000003, etc., se obtiene como 
sigue: 

10,0000000 10,0000000 10,000(X)00 10,fX)0OO0O 
0,:J010300 2,4771212 3,0788192 G,li030!t00 

Coiiipl. aritm. 9',6989700 7',5228788 (5'.9211808 15',0y6ítl0O 

Según se ve, todas las cifras de las mantisas se restan 
de 9, menos la primera cifra de la derecha, que se resta de 
10. Y del 10 del minuendo se resta también la característica 
del sustraendo, si es positiva; y, si es negativa, se suma 
con (10 —1) . 

Las características de los complementos aritméticos se 
distinguen con un tilde acentual. 

Cuando en la Aritmética común hay, pues, que llegar á 
un resultado final por la adición de muchos números y la subs
tracción de otros varios, siempre se podrá, por medio de los 
complementos aritméticos, reducir la operación á la de sumar. 

Supongamos que haya que sumar los guarismos 

• 672736 y 426452 

y que de su suma hayan de restarse los números 
* 

432752 y 18675, 

lo que exige dos sumas y una resta. Pues en vez de estas 
operaciones se puede llegar al resaltado final sumando con 
los dos primeros números los complementos aritméticos de los 
dos segundos 

672736 

426452 

Kfi7ai« — I 1000000 667248 = j _ ^._j752 

ofiíaoK _ I 1000000 981825 = j _ j ^ 7 5 

647761 
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Claro es que de la suma hay que rebajar 2(XXXXX) (1). 
Apliquemos estas ideas á los logaritmos. 

Log. (le —— = log. de 3760 — log. de 79 

Supongamos que yo agregue á esa expresión el logaritmo 
de diez mil millones, que es 10; (10'» = 10000000000) 

Y entonces tendré 
Log. de 3760 — log. de 7í) + 10 

Ó bien 
Log. de S760 + 10 — log. de 79 

De, modo que si llamo complemento á la expresión 10 — lo
garitmo de 73, resultará 

Log. de 3760 + complemento 

lo que me dará, por medio de la operación de sumar, el re
sultado apetecido, con tal de que yo al fin rebaje de ese re
sultado el número 10, que antes agregué. 

Con efecto; 
Directamente 

Log. de —- = log. de 3760 = 3,5751878 
"' — log. de 70 = — l,8í)76-271 

l,()775t)07 

Por medio del coin plemetito 
3 3760 

Log. de —- = log. de 37üO = 3 ,5751878 
™ -+- compl. log. de 7!» = + 8',10337'29 

1.0775(107 

(1) Supongamos que, habiéndoseme pedido que yo reste, por ejemplo, 
121 de 64, 

64 
— 21 

43, 

yo agregue 100 al minuendo. Tendré entonces 
64 + 100 - 21 = IV.i. 

El primer miembro de esta ecuación puede dar lugar á las tres va
riantes siguientes, sin que el residuo 143 varíe: 

164 — 31 = 143; (64 — '21) + 100 = 14 i: 61 + (]00 - 2 n ^ 143. 
Esta última.variante es la que constituye el comiileinento aritmético; 

y claro es que en todas ellas ¡ipavec© aumentado ei residuo en 101 unida
des, que es preciso rebajar para tener el resultado pedido 64 — 31 = 43. 

TOMO III 64 
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Así, pues, 1,6775607 es el logaritmo del cuociente pedido 
que corresponde al número 47,595 

675 952 675 X 952 
X 527 377 527 X 377 

. •. Log. de " ^ "" ^^'' = log. de 675 = 2 ,829;X)37 
Ki X 377 4 . log . de ÍJ52 =í 2,9780369 , 

4-compl. log. de 527 = 7',2781894 
-(- compl. log. de 377 = 7',423fj587 

0,5097887 

Generalizando diremos: 
En vez de restar logaritmos, se pueden sumar sus com

plementos aritméticos, con tal de quitar á la suma tanta» 
decenas como complementos hayan entrado en la suma. 
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Rentar .—Operaciones por m a s a s ó colamnaf». 

Hemos visto hasta ahora cuatro maneras de restar loga
ritmos cuando las características son negativas: 

1.* La que saca sus procedimientos de las reglas de los 
signos en la sustracción algebraica (1). 

2.* La de las fracciones inversas. 
3.* La que convierte en aditivas todas las mantisas. 
4.* Y la de los complementos aritméticos (explicada en la 

Lección próxima anterior). 
Todas estas maneras son familiares á los hombres obliga

dos á manejar las Tablas de logaritmos (marinos, astróno
mos, geodestas)... Pero no todas son igualmente propias para 
los que empiezan; por lo cual hay que explicar otro procedi
miento mucho más rápido, q̂ ue consiste en no hacer parcial
mente las operaciones y á medida que el cálculo las exige, 
sino en prepararlas en dos columnas, para hacerlas todas en 
conjunto después de la total •preparación. De este modo no 
aparecen características negativas mientras se prepara el re
sultado final; y solamente puede aparecer una á la termina
ción, lo que no siempre ocurre. Por último, para la prepara
ción es indiferente que sean ordinarias ó decimales las frac
ciones. 

El método de los complementos aritméticos tiene el muy 

(1) Si el disclpalo la encuentra muy diücil por no saber Algebra, pue
de hacer de ella caso omiso. 
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grave inconveniente para los principiantes de que las manti
sas de las Tablas desaparecen en los cálculos al ser sustituidas 
por los números correlativos con ellas. Lo mismo pasa con el 
procedimiento que convierte en aditivas las mantisas que han 
de ser restadas. Estos dos métodos confunden y desorientan á 
los que no han adquirido todavía el fácil manejo de las Tablas. 
Deben, pues, evitarse en los comienzos, ya que los adquirirá 
sin dificultad ninguna quien con el tiempo los necesite. 

Y tanto más es de evitar todo procedimiento que trans
forme las mantisas en otros números, cuanto que con el mé
todo general de resta, combinado con el de las fracciones in
versas, pueden sin seria dificultad hacerse todas las operacio
nes de restar, atendiendo á lo siguiente: 

MÉTODO DE LAS DOS COLUMNAS 

Cuando se nos pida el cuociente de un quebrado en cuyo 
numerador y denominador estén indicadas las multiplicacio"-
nes de varios factores, como 

(I X 6 X c X d 
e X / X A X i 

se examinará si esos factores son todos enteros, ó todos que
brados, ó bien enteros y quebrados conjuntamente. 

, „ „ , 2 x 3 x 4 x 6 x 1 7 
1." Factores todos enteros 

2." Factores todos quebrados propios 

6 X 7 X 8 X 9 X 100 

1 
2 X - ^ X 

4 
5 

5 

8 
9 

6 6 
6 

21 

0,17 X 0,002 X 0,69 
0,81 X 0,00004 

2 
5 X l l X 4 X 

29 0,S1 
3." Factores mezclados 

Examinemos separadamente estos tres casos 

19 X 23 X 0,37 X Tg- X — 

l.ef caso: Todos los factores son enteros, asi en el numerador como en 
el denominador. 

Begla: 
Se colocan en nna columna los logaritmos de los factores 

del nnmerador, 
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Se colocan en otra columna los del denominador, 
Se suman ambas columnas, 
Se resta la suma de las mantisas del denominador de la 

suma de las mantisas del numerador 
Y al residuo se pone por característica la diferencia de ca

racterísticas con el signo de la mayor, teniendo en cuenta la 
reserva. 

Log d e ^ ^ ^ ' * - * ^ = + l o g . d e 2 = 0,:301030 — log. de .5 = 0,698970 
5X6X7 + log. de 3»= 0,477121 —log.de 6 = 0,778151 

-f-log. de 4 = 0.602060 — log. de 7 = 0,845098 
4- log- ̂ ^ 1000 = 3, 

4,380211 —2,322219 
— 2,322219 

^ • 2,057992 = 114,29 

Log. de ^ y ^ X ^ J i ^ X " ^ _,_ loe. de 2 = 0,301030 - log. de fi = 0,778151 
6X7X8X9X10 4 , log . de 3 == 0,477121 - log. de 7 = 0,845098 

+ log. de 4 = 0,602060 — log. de 8 = C,g0;J090 
+ log. de 5 r= 0,698970 — log. de 9 = 0,954243 
+ log. de 17 = 1,230449 — log. de 10 = 1, 

3,3096!^ — 4,480582 
— 4.480582 

2,829048 = 0,06746 

2.* caso. Todos los factores son quebrados, así en el numerador como 
en el denominador. 

Regla: 
Se convierten en inversas todas las fracciones del deno

minador; 
Se colocan en una columna los logaritmos de todos los 

numeradores (inclusos los da las fracciones inversas); 
Se colocan en otra columna los logaritmos de todos los 

denominadores (inclusos también los de las fracciones in
versas); 

Y se termina, como antes, 
Sumando arabas columnas; 
Restando la suma de las mantisas de los denominadores 

de la suma de las mantisas de numeradores; 
Y poniendo por característica al residuo la diferencia de 

log.de
log.de
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características con el signo de la mayor, habida en cuenta la 
reserva. 

2 ''̂  3 ^ 7 1 2 4 3 12 ti , . , 
= — X ^ X -. ;< '-- X — X — fl ' 5 U S 2 3 7 5 U 3 

8 ^ 12 ^ 71 

Log. del quebrado 
propuesto = log. de 1 = 0,000000 - log. de 2 = 0,301030 

+ log. de 2 = 0,o01080 — log. de S = 0,477121 
+ log. de 4 = 0,002060 - log. de 7 = 0,84.50;)8 
+ log. de B = 0.í)030!)0 — log. de ."> = 0,698970 
+ log. de 12 = l,07ítl81 — log. de 11 = 1,041393 
+ log. de 11 = 1,041893 — log. de 3 = 0,477121 

3,926754 3,840733 
3,840733 

0,086021 = 1,219 

— ^ 3 
8 7 "^ 13 2 5 11 19 2» 37 

. , . — — s< ••— v' -— ><' — X — "><' — 
r? ^ , 11 S 7 " 13 ' 17 23 31 
1 9 ^ 2 9 ^ 37 

Log. del quebrado 
propuesto = + log. de 2 = 0,301030 — log. de 3=0,477121 

4 - log. de 5 = 0,698970 — log. de 7=0,843098 
-t- log. ib 1 1 = 1,041393 — log. da 13=1,113943 
+ log. de 1 9 = 1,278754 — log. de 17=1,230449 
-+- log. de 2 9 = 1,462398 — log. de 23=1,361728 
+ log. de 3 7 = 1,668202 — log. de 31=1,491362 

« — ' • 

6,350747 6,519701 
6,519701 

1,831046 = 0,67771 

(1) Este método de las dos columnas tiene la ventaja de ser en él muy 
fácil simplificar cuando ha lugar á ello. En el caso actual es evidente que 

1 2 4 8 )2 11 1 4 8 . 
- r X T X — x — X — X — = - - x - — X — • x 4 
2 S 7 ó 11 3 H 7 • i 

j que, por consiguiente, el cómputo anterior pudo v DBHIÓ haber sido 

-(- log . de 4 = 0,002060 — log. de 3 = 0,477121 
-H log . de 8 = 0,903090 — log. de 7 = 0,846098 
-4- log . de 4 = 0,602060 - log . de 5 = 0,698970 

2,107210 2,021189 
2,021189 

0,086021 = 1,219 
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0,17 X 0,002 X 0.69 17 2 69 100 1000 
0,81 X 0,004 100 1000 1(H) 81 4 

17 1 69 
81 '"" 2 ''" 100 

Log. del quebrado 
propuesto = H-log. de 17 = l,230il!i - log. de SI = 1,9084S5 

-Mog.de 1 = 0, —log.de 2 = 0,;3010iW 
+ log. de G9 = 1,8:«849 — log. de 100 = 2, 

3.0G029H — 4,209515 
- 4,209515 

2,859783 = 0,072407407... 

B.er caso: l-'aotores mezclados. En el numerador, ó en el denominador, 
ó en ambo.-í, no son \os factores, con uniformidad, enteros ó quebrados, 
sino que los enteros y los quebrados'se encuentran mezclados en las com
binaciones posibles. 

Regla: 
Se siguen las anteriores á la vez: esto es, 
Se convierten en inversas las fracciones del denominador, 

dejando en él los enteros si los hay; 
Se escriben en una columna los logaritmos de todos los 

numeradores (inclusos los de las fracciones inversas); 
Se escriben en otra columna los logaritmos de todos los 

denominadores (inclusos los de las fracciones inversas); 
Se escriben, además, en esta segunda columna los logarit

mos de los enteros que se dejaron en el denominador de la 
primitiva fracción dada, 

Y se concluye como en los dos casos anteriores 

5 . « , 5 , 7 100 S7 

0,23 X 17 X n X j ^ 17 X 11 

Log. del quebrado pro
puesto = -f- log. de 6 = 0,698970 — log. de 2 = 0,301030 

+ log. de 3 = 0,477121 — log. de 10 = 1, 
-^ log. de 7=0,845098 —log. de 23 = 1,361728 
•+• log. de 100 = 2, — log. de 13 = 1,118943 
-H log. de 37 = 1,668202 — log. de 17 = 1,230449 

log. de 11 = 1,041898 
5,589391 

— 6,048543 6,048643 

• 1,540848 = 0,8474 

-Mog.de
�log.de
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2 29 
— X 11 X 4 X ^- X 0,31 

2 ,, , 29 3\ 100 13 17 -̂  X U X 4 X -3- X - X _ X -3- X -

19 X 2S X 0,37 X — X jy 19 X Í3 

2 ,, , 2» 31 13 17 - X 1 1 X 4 X - X - X - X — 

19 X 23 

Log. del quebrado 
proituesto = 4- log. de 2 = 0,301030 — log. de 5 = 0,698970 

4-log. de 11 = 1,041BÍ>3 — log. de 3 = 0,477121 
4- log. de 4 = 0,60-20tiO — log. de 37 = 1,568202 
+ log. de £9 = 1,462398 - log. de 3 = 0,477121 
+ log. de 31 == 1,491362 — log. de 7=0,845098 
+ log. de 13 = 1,113943 — log. de 19 = 1,278754 
-f- log. de 17 = 1,2TO449 - . l o g . de 23 = 1,3617-28 

7,2426.35 
G,7W5994 

6,706994 

1«7X 15.7X1,136 I S T x ^ ^ x J ^ 

0,535641 = 3,4321 (1) 

781 X 73 781 X 75 

Log. del quebrado 
propuesto = + log. de 167=2,222716—log. de 10=1 

+ log. de 157=2,195900-log, de 1000=3 
+ log. de 1136=3,055378-log. de 781=2,892651 

• - l o g . d e 75=1,875061 

7,473994 
8,767712 

8,767712 

2,706282 
-=0,050848 

1 1 1 
X — X 

1 
0,0004408 3,2 0,26 0,0804405 x 3,2 x 0,26 

10000000 10 100 : ^^ X — X 
4405 32 26 

(1) Hemos visto varias veces que por la Aritmética común resaltaban 
más fáciles que por logaritmos ciertas operaciones puestas de intento muy 
sencillas, por tratarse únicamente de hacer comprender la marcha loga
rítmica. Pero, en cuanto los problemas presentan alguna complicación, ya 
aparece evidente la facilidad del cómputo logarítmico, como podrá com
probar quien intente hallar por los medios comunes el valor del quebrado 
aquí propuesto. 

�-log.de
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. • , Log. del quebrado 
propuesto = + 7 — log. de 4405 = 3,64304(5 

+ 1 —log.de 32 = 1,505150 
-t- 2 — log. de 21? = 1,414073 

493S -y- X 8,15 

10, 6,564069 
(¡,564069 

3,435981 = 2728,543 

8454g S13 1000 100 
X — X X 

7 100 79165 791706 79,16S X 1917,06 

10, 6,564069 
(¡,564069 

3,435981 = 2728,543 

8454g S13 1000 100 
X — X X 

7 100 79165 791706 

S4548 ^,, 10 100 X 81o X X 7 79165 791706 

. Log. del quebrado 
propuesto = + l o g . de 34548=4,538422—log. de 7=0,845008 

-hlog.de 815=2,9U158-log. de 79165=4,898538 
-)-log. de 10=1, —log. de 791706=5,898564 
-l-log. de 100=2, 

10,449580 11,642195 
11.642195 

2,807385 =r 0,0641774 

TOMO m C* 

�log.de
-hlog.de
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R e s t a r (conclusión). 

La conveniencia de no hacer parcialmente las operaciones 
cuando un quebrado contiene en niimerador y denominador 
operaciones indicadas, se evidencia fácilmente como sigue: 

í 3 7 
2 5 11 1 

X « X 
7 

X 
18 X 17 

i'J •¿9 2 X 
i 

X I! X m 
X 

29 
n 17 

. • . -I- log. (le 1 — log. de 2 
-4- log. de i) — log. de 5 
-r log. de 7 —log. de 11 
-f- log. de 13 — log. de 19 
+ log. de 17 — log. de 20 

« 
Ejecutadas parc ia lmente las cinco anter iores sustrac

ciones, todas dar ían caracter ís t icas negat ivas ; mient ras que, 
sumados conjuntamente los cinco logar i tmos adit ivos, y los 
cinco sustract ivos también conjuntamente , aparecerá una 
sola característ ica nega t iva al fín de la operación, cuando se 
res te de la suma de los logar i tmos aditivos la suma de los 
negat ivos; es decir, cuando ya no haya que llevar en cuenta 
las difíciles, para los pr inc ip iantes , reglas a lgebraicas de los 
s ignos. 

+ 0,000000 — Oj.'WlOSO 
+ 0,477121-0,eí«970 
+ 0,845098 — 1,041393 
4-1,113943 — 1,278754 
4-1,230449 — 1,462398 
-+-3,666611—4,782545 
— 4,782545 

2,884066 = 0,076572 (por exceso) ó forzando la unidad. 
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Para que el alumno se ejercite eu la resta por conjuntos á 
dos columnas, debe repetir las siguientes operaciones, que ya 
se hallan efectuadas de otros modos menos rápidos y más di
fíciles en las Lecciones anteriores VII á X. 

De la Lección VII y la Lección VIII: 

— -s- — = (Véanse págs. 489 T 495.) 
•i 5 3 X a ^ ^ 

. •. 4- Log. de 4 = 0,602060 - log. de 8 = 0,477121 
4- Log. de 5 = 0,698970 — log. de 2 = 0,301030 

1,301030 0,778151 
0,778151 

0,522879 = 3,3333... 
2 . 400 2 x 3 , — V ~ = (Véase pag. 489.) 
."> i 5 X 400 ^ '^ ^ 

. . , 4 .Log . de-2 = 0,301030 —log.de 5 = 0,698970 
4- Log. de 3 = 0,477121 — iog. de 400 = 2,6020<50 

-4- 0,778151 3,301030 
- 3,301030 

3,477121 = 0,003 

i - -̂  - i = i - X - (Véanse págs. 4H9 y 496.) 
2 • 3 2 4 

+ Log. de 5 = 0,698970 - log. de 2 = 0,301030 
+ Log. de 3 = 0,477121 — log. de 4 = 0,602060 

4-l,17(K)91 0,903090 
— 0,903090 

0,273001 = 1,875 

T * 4 = r í l (Véase pág. 489.) 
• Log. de 4 = 0,6U20Í)0 - log. de 3 = 0,477121 
Log. de 2 = 0,301030 - log. de 5 = 0,698970 

0,903090 1,176091 
1,176091 
i,726999 = 0,53333... 

r + T- = T X T (Véase p4g. 489.) 
+ Log. de 8 = 0,477121 - log. de 4 = 0,602060 
-H Log. de 5 = 0,698970 — log. de 2 = 0,301030 

1,176091 0,903090 
0,903090 
0,278001 = 1,875 

log.de
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2 S I Véanse págs. 490 y 496.) 
-I- Log. de 2 = 0,301030 — log. de 5 = 0,698970 
+ Log. de 4 = 0,602060 - log. de 3 = 0,477121 

+ 0,903090 1,176091 
- 1,176091 

1,726999 = 0,53333.., 

+ y = Y X - ^ = | - (Véanse págs. 490 y 496.) 

. •. + Log. de 3 = 0,477121 
— Log. de 2 = 0,30ia50 

0,176091 = 1,5 

— 4. — = — X — (Véanse págs. 490 y 496.) 
S 4 8 8 

+ Log. de 2 = 0,301030 — log. de 3 = 0,477121 
-f- Log. de 4 = 0,602060 — log. de 3 = 0,477121 

4- 0,903090 0,954242 
— 0,954242 

1,948848 == 0,8888... 

— * j - (Véanse págs. 490 y 496.) 

+ Log. de 11 = 1,041393 — log. de 13 = 1,1139ÍS 
+ Log. de 3 ==0,477121 —log. do 2 = 0,301030 

+1,518514 1,414973 
1,414973 

0,1(^541 = 1,2692 

T * T = T ^ i o 5 (Véase pág. 491.) 

-HLog.de21 = 1,822219 —log.de 6 = 0,778151 
+ Log. de 3=0,477121—log. de 100 = 2 

+1,799340 2,778151 
— 2,778151 

Y* T (V**»* P*8-*91-) 

1,021189 =0,105 

4- Log. de 3 = 0,477121 — log. de 8 = 0,90809C 
-+- Log. de 2 = 0,301030 — log. de 6 = 0,698970 

•+-0,778151 1,602060 
— 1,6(S060 

1,176091 = 0,16 

log.de
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2 7 X 540 7 X MO — = = I véase pae. 491.) 
510 2 X 2 4 ^ ^ ^ 

. - . 4 - L o g . d e 7 = 0,845098 — log. de 4 = 0,G0206 
+ Log. de 540 = 2,732»94 

+ 3,577492 
— 0,602060 

2,975432 = 945 

^ „.,„^^ 2X10000 10000 ,^^. , . „ , , — + 0,0002 = = — - (Véase pag. 491.) 
3 ' 9 X 2 9 ^ 

. • . Log. de 10000 = 4 . — log. de 9 = 0,95424a 
— 0,954243 

3,045757 = 1111,1111... 

loe _ 30 _ 100 X 162 _ 10 X 62 
2«ÓÍ "̂  Ü i "" 2604 X 30 ~ 2604 X 3 

(Véase pág. 491.) 

4 -Log. de 10 = 1, —log. de 2604 = 3,415641 
+ Log. de 162 = 2,209515 — log. de 3 = 0,477121 

4-3,209515 3,892762 
— 3,892762 

1,316753 = 0,20737 

2 T J ^ (Véase pág. 491.) 

.-. -HLog. de 2 = 0,301030 — log.de7 = 0,845098 
4- Log. de 1111 = 3,045714 

4- 3,346744 
— 0,845098 

2,501646 = 817,43 

998S 87 9»8S X 100 M8S 
.00000 "̂  Í35 ~ 100000 X87 ~~ 1000 X 67 

(Véase pig. 492.) 

. •. 4 - Log. de 9983 = 3,999261 — log. de 1000 = 3, 

— log. de 67 = 1,826075 
4,826076 4,826075 
1,173186 = 0,149 

2881 X 1000008 2801 
0,002801 + 0,079495 = ~!1 T T . = íS:^ C^̂ ase pág. 492.) 

' 1000000 X 79498 79496 "̂  •̂  * ' 
.-. 4-Log.de 2801 = 3,447313 

- Log. de 79495 = 4,900340 
2,546973 = 0,08623492 

Log.de
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De ]a Lección IX 
2 9 X 57» X 63 

287 X 2101 
(Véase pág. 500.) 

+ Log. de 20!t = 2,320140 ~ log. de 287 = 2,457K82 
4- Log. de 573 = 2,75«155 — log. de 2IC1 = 3,322426 
+ Log. de 63 = 1,799340 

6,877641 5,780308 
5.780;308 
1,097333 = 12,51219 

4 2 7 = — X — X — (Véase pág. 501.) 

+ Log. de 4 = 0,602060 — log. de 5 = 0,698970 
+ Log. de 2 = 0,301030 — log. de 3 = 0,477121 
4- Log. de 7 = 0,845098 — log. de 6 = 0,778151 

1,748188 1,954242 
1,954242 

1,793946 = 0,62222... 

72576 
(Véase pág. 601.) X 3 X 16 X 128 X 7 

Log. de 72576 = -f- 4,860793 — log. de 2 = 0,301030 
— log.de 3 = 0,477121 
- l o g . d e 16 = 1,204120 

.— log. de 125 = 2,096910 
— log. de 7 = 0,845098 

- 4,924279 4,924279 
1,936514 = 0,864 

910 
3905 X l«81 X 0,Í19 3905 x 1681 X j ^ X lOOOO X 10000 
— = (Véase pág. 502.) 

0,1IS« X 0,03«5 11J6 X 865 

. - . + Log. de 3905 «= 3,591621 — log. de 1000 = 8, 
-f- Log. de 1681 = 3,225568 - log. de 1136 = 3,055378 
+ Log. de 219 = 2,340444 — log. de 365 = 2,562293 
+ Log. de 10000= 4, 
-H Log. de 10000 = 4, 

17,157633 8,617671 
8,617671 

8,KJ9962 =346706260 

�
log.de
-log.de
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De la Lección X: 
>i75 X 9b2 

(Véase pág. 50(i.) 

. • . + LoK. de CT,-) = 2.H-Ji«04 — log. de ."rJT = '-'.TÍlSI 1 
+ Log. .le '.t52 = 2,'.t7S(a7 — log. de 377 = 2,57i;;Ml 

5,s07ít41 5,2ySl.T2 
5,208152 

n,5097K9 

Este modo de computar por masas ó columnas excusa las 
características negativas durante el curso de cada operación; 
pero no evita las reglas de los signos cuando hay que combi
nar los resultados finales de varias operaciones. Por lo cual, 
es inexcusable el conocimiento de las reglas algebraicas de 
los signos 4- y —. 

Por ejemplo: Busquemos la diferencia de los dos cuocien
tes indicados 

/3905 X 1681 X 0,519 \ / 

\ 0,1136 X O 0365 / \ 

1 3 7 
•i 5 11 

19 
13 X 

29 
17 

Y, como ya tenemos calculado cada uno (págs. 618 y 514), 
resultará 

-f- 8,.5:«t9()2 
— 2,SH40C)(! 

= 9,66589« (1) 

Busquemos ahora la diferencia de los cuocientes indicados 

( i - X Y ^ 11 \ /^^"^ ^ '^*^ ^ ''•'^•*\ 

i | x ' , ^ / \ 0,1136 X0.036& / 

Y nos resultará 
4- 2,884000 
— 8,5399(!2 

15,344104 

(1) La característica final 9 = + H del minuendo + 2 del sustvaendo, 
por el cambio de signo, y — 1 por détieit de la resfa de las mantisas. 
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Sean ahora las operaciones siguientes: 

/• \ S 7 \ / \ 

1 19 29 
^ 13 ^ 17 • 

I - r 1 
/ \ 0,1136 X 0.03«5 

Y tendremos 
+ 2,884006 
+ 8,53;)96-2 

= 4-7,424028 (1) 
- 3,477121 

9,946907 (2) 

A P É N D I C E 

Las reglas de los signos no pueden poseerse sin estudiar 
siquiera las primeras lecciones de cualquier tratado elemen
tal de Aígebra. Y, así, aconsejamos al discípulo que lo haga; 
en lo cual ganará extraordinariamente. 

Pero, mientras no emprende este nada difícil aprendizaje, 
fije bien en la memoria lo siguiente: 

Los signos del minuendo nunca, varían, así sean 4- ó —. 
Los signos del susfcraendo siempre varían: si el sustraen-

do tiene el signo 4-v se le considera para la resta con el sig
no —: y, si el sustraendo tiene el signo —, ée le considera, 
con el signo -(-• 

-f- minuendo — sastraendo positivo = 4 - mi- I 4 - 8 — (4- 7) 
nuendo — sustraendo j : = 4 - 8 — 7 = 4 - 1 

4 - minuendo — sustraendo negativo = •+• mi- I 4 - 8 — ( —7) 
nuendo 4- sustraendo ( = 4 - 8 4 - 7 = 4 - 1 5 

— minuendo — sustraendo positivo = — mi-1 — 8 — (4- 7) 
nuendo — sustraendo | = — 8 — 7 = — 15 

— minuendo — sustraendo negativo =: — mi-1 — 8 — (— 7) 
nuendd 4 - sustraendo j = _ 8 - { - 7 = — 1 

(1) La característica resulta íguiil á 7 porque hay que rebajar de ocho, 
do3 de la caraeteríatica negativa, y aumentar 1 de la reserva de la suma 
de las mantisas. 

(•2) La oaracterístioa resulta = 9, porque al 7 del minuendo hay que 
agregar 3 por el cambio de signo, y reb vjar 1 por déficit en Xa, resta. 



LOGARITMOS 521 

Si el sustraendo es > que el minuendo, el cambio de sig
nos sigue las reglas anteriores; pero en la substracción se 
resta el término > del término < , y al residuo se pone el 
signo del > . 

-4- 8 - (+ í») = + 8 — S = — 1 
+ 8 — (— 9) = + 8 + 9 = + 17 
— 8 — (+9) = — 8 - 9 = — IT 
— 8 — ( — 9 ) = - 8 + 9 = -f- 1 

TOMO Ot, 6 0 
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nalt ipl lcar y partir en losarltmos. — Garacteristiea» 
positivas. 

La involución y la evolución no se indican en logaritmos 
por signos especiales, pues los signos 

/T v/v/- \/v/^/-. 
se sustituyen por exponentes fraccionarios. 

Cuando se trata da elevar á potencias, los exponentes son 
enteros; 

Y, cuando se trata de extraer raíce^i fraccionarios. 
Con lo cual resulta que, tanto la involución como la evo

lución consisten en multiplicaciones de los logaritmos de los 
números por los exponentes indicadores de la elevación á po
tencias ó de la extracción de raíces. 

{a) = log. a X 3; ó bien 3 log. a 
1 

o ' = log. ax--; ó bien — log. a 
3 8 

o ' = - - X log. a; ó bien — log. a 
m 

O " = — X log. a; 6 bien — log. a 

Por consiguiente, si multiplicamos el logaritmo de un nú
mero por un exponente (entero ó fraccionario), y después 
buscamos el producto entre los logaritmos de las Tablas, el 
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número correspondiente tabulado á la izquierda será la po
tencia ó la raíz que se busca. 

7 8 » = 2 log.de 78 
log.de 78 = 1,892095 

X 2 

3,784190 =6084 

17» = 51og. de 17 = 1,2304489 
X 5 

6,1522445 
Log. de las Tablas 1522272 corresp.te al niim. 14198 

1.* diferencia 173 
1.* parte proporcional 

más próxima = 154 152 corresp.te á 5 

2.» diferencia 210 
2." parte proporcional 

más ] 
rte proporcional 
! próxima = 215 214 corresp.te & 

O 1419857 

Log. de 17S = 6,1522445 = al núm. 1419857 

6084 = \/6084 

= -i- log. de 6084 = 8,7841892 
1 

1,8920946 = al núm. 78 

1419857* =\^1419857 

= i- log. de 1419857 
O 

Log. de 14198,67 = 1522372 
Parte proporo, de 5 153 . 
Parte proporc. de 7 214 

6,1622446 

1,2804489 = 17 
466'=3 log. de 465 

Log. da 465 = 2,66745295 
X 3 

8,00236885 

log.de
log.de


524 ARITMÉTICA POR APROXIMACIÓN 

Como este logaritmo no está en las Tablas, hay que com
pletarlo, conforme á la proporción explicada pág. 467 de la 
Lecc. IV, y pág. 482 de la Lecc. VI. 

Mantisa dada del núin. que se busca. . 0,002:}.588.í 
Mantisa más próxima inferior , 0,002i660() 

0,000i;*279 

Correspondiente al 
número 1005 

Como en las tablas no existe la dife
rencia en»re las mantisas délos núme
ros 1005 y 1006, tengo que calcularla: 

192790 
200220 
2745-20 

153680 
24104 

43192^ 

0,44635 

Mantisa de 1006 = 00259798 
Mantisa de 1005 = 00216606 

Diferencia tabular 43192 

Parto la diferencia de mantisas 
por la diferencia tabular 

Reduzco este quebrado á decimales 
y obtengo 0,44635; 

Agrego el cuociente 44635 al núme
ro 1005 hallado por las Tablas, y me re
sultará, para cubo de 465, por ser 8 la 
característica dellogaritmo, el número 
de nueve cifras 

Pero, según lo que sabemos por la 
Aritmética común, el cnbo de 465 ha 
de acabar en 25 y no en 85, po9 lo cual, 
hAciendo la correspondiente oorvec-
oión, resaltará 4658 = 

19279 

43192 

100544635 

100644625 (1 

¿Cail es la 11.^ potencia de 1,8? 

^" Log. de 1,8 = 11 log. de 1,8 
= 0,2552725 

X 11 

2,8079976 = 642,684 

(1) ^ No debe extrañarse que por logaritmos sólo se haya obtenido ana^ 
Bproximaci¿n k la 3.* potencia de 4S6; paes los logaritmos casi nunca son 
números completamente exactos. 

AdemAs, en el caso presente loa números 1005 y 1006 no son muy garan
des; y ya sabemos (según se manifestó en la Leoc. IV y se confirmó en 
la Lecc. VI) que sólo cuando los números son muy grandes, y poco con
siderables, relativamente, sus diferencias, estas diferencias son muy pró
ximamente proporcionales á las diferencias de las correspondientes man
tisas. 
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¿Cuál es la raíz o.* de 91 ? 
1 

Log. de 91 * = 91°'*= 0,-2 log. de 91 

= 1,9590414 
X 0,2 

0,3918083 = 2,46495 

¿Cuál es el valor del cubo de la raíz 8.* de 4241? 

Log. de 4241 * = log. de V 4241^ = ~ log. de 4241 

3,6274683 
X . 8 

10,8824049 

4 - 8 = 1,3603006 (esta mant.no está enlas Tablas) 
Próxima mantisa inferior . . . 3602ÍX)4 correspondiente al núm. 22924 

Diferencia de mantisas 102 
Par te proporcional más próx. 95 correspondiente al núm. 5 

Diferencia que se desprecia.. 7 229245 

. •. 4241 * = 22,9245 

¿Cuál 68 el valor de 12'? 

9 log. de 12 = 1,07918125 
9 

9,71262125 = 5159780000 

Sé agregan 4 ceros al 51B978 resultante del cálculo hecho 
sobre las tablas, por ser 9 la característica, y haber de tener 
10 cifras la potencia bascada; el resultado es sólo una apro
ximación; pues el verdadero obtenido por la aritmética co
mún es B1B9783B2. 

1,5 " = 15 log. de 1,5 = 0,17600126 
X 15 

88045630 
17609126 

2,64136890 = 437,894 

mant.no
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= — log. de 3644281 
2 " 

3644281 

Log. de 36442^1 

Mautísa 
Parte proporc. de 8 
Parte proporo, de 1 

log. 

5616022 
96 

12 

6,5616119 
1 

3,2808059 = al núm. 1909 

14100,0 
000336 

V 3530945 = 3530945 * 
- log. 35309,45 

Mantisa 5478854 
Parte proporc. de 4 50 
Parte proporo, de 5 62 

Log. de 3530945 = 6,5478910 

Mantisa próx.. inf., 

Dif. entre las man
tisas de 123 y 124 

1,0913151 
0899051 

(Estamant.noestáenlas T.) 
(o 

1*100 
seiM 

cortesp. al núm. 123) 

= 0,4 

35166 

0,4 
3530945 =12 .34 

( 8 \ 8 14—j ? 

( '4)*-(-:) '-T: 
Log. de 59* — log. de 4» 
8 log. de 59 — 8 lug. de 4 

8 x 1,7708520 — 8x0,6020600 
8 8 

14,1668160 
4,8164800 

4,8164800 

9,35(^860 (Esta mant. no está en las T.) 
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Restémosle ahora la mantisa próxima inferior. 

85O33G0 
Mantisa próx. inferior. . B50U256 (coi-resp. al n." 22404i 

104 
Parte proporc. más próx. 100 (correspondiente á 5) 

4 
Parte proporo, más próx. 3,8 (correspondiente á 2) 

22404 
5 

2 

2240452 

Y atendiendo á la característica' 224045200 

( l 4 4 j =224045200 
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Holtlpllcar y partir en log^Arltmon (continuación).—Carac-
terfsticaH negativas. 

Cuando haya que multiplicar por un número cualquiera un 
logaritmo de característica negativa, se multiplicarán separa
damente la mantisa y la característica, por ser positiva la 
mantisa y negativa la característica; y, hecho esto, se com
binarán los productos de tal modo que la mantisa resulte 
siempre positiva. 

¿Cuál es el valor de 0,7 " ? 

. •. 13 log. 0,7 = iB log. 1,84509804 

Valor do la manti&a x 13 84509804 
X 13 

253629412 
84609804 

+10,9862745 
Valor de la caract. (— 1 x 13) = — 13 

3,9862745 = al núm. 0,0096889 

¿Cuál es el valor de 0,72»? 

. •. 8 X log. 0,72 
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1,8573325 
X 8 

Valor de la mantisa x 8 = + 6,8586600 
Valor de la caract. ( — 1 x 8 ) = — 8 

2,8586600 
Mantisa del número 72220 . . 8586575 

Dif. de mantisas 25 

Parte proporcional más próx. 24 (oorresp. al 4) 

O 

. - . 0,72» = 0,0722204 

¿Cuál es el valor de la expresión (0,01) "-ŝ es? 

El logaritmo de 1 es Ó...; ó bien 0,0000000 
. • . El valor de 0,01 es 2; ó bien 2,0000000 

Ahora bien: si multiplicamos 2 por el exponente 0,B968, 
nos resultará un producto negativo, porque, según las reglas 
algebraicas de los signos,—multiplicado por - ( -da—. En 
efecto, 

2,0000000 
X 0,5968 

= - 1,1986000 

Siendo negativa esta mantisa, lo mismo que la caracterís
tica, agreguemos á la expresión los dos términos 4- 1 y — 1, 
con cuyo aumento no se altera el valor del producto obteni
do, y tendremos: 

1,1936 —1,1936 4 - 1 — 1 
= 14- (1 — 19156) ~ 1 

1 n. u, = 2 4-(1,0000-1936) 
No estando en las labias 5 , QOQC 1 

la maut., calculemos la " 
que debe ser: =2,8064000 

Mantisa del núm. 64032 = 8063971 
29 

Par te prop. más próxima 27 (oorr.' al 4) 

O 

. - . (0,01)0.5968 = 0,0640324 
TOMO lU 8 7 
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¿ C u á l e s e l v a l o r d e (O/JlG-iaS)"." ' ' - '? 

''^ X l o s . 'ie 0.01i)-.':55 — ü,-iin I5¿;i 

P r o d u c t o de la muut . >: 0,0(i5 1 (l.")2-2( i I ó 
]-2(;_'Tl:W 

P r o d u c t o de la caract . x 0,0ti5 
" - -i X i.i,0<;5 = — O.IHO 

::̂  „(),]:? -+-!.._ 1 
-_^^ 1 - o.i;i - 1 
— + O.sT — 1 = 1.H7 

ü,0l;!(S7!t3HÍ>5 

: 0,013071»t ifQrzüiido la sépt. cil'r.) 

1,89367;» 

0,010235 o,pr,5 = o,7»;50317 

Cuando hay que dividir por un niímero dado un logaritmo 
de característica negativa, pueden ocurrir dos casos: 

1.° La característica negativa es divisible exactamente 
por el número dado. 

2.° No lo es. 
l.tT caso: ,Si la caraoter ís r ica uef^ativa es e x a c t a m e n t e divi.sible, en ton

ces 88 d iv id i r áa s e p a r a d a m e n t e man t i s a y oanioter ís t ica , y se combinarTiu 
los respec t ivos cuoc ien tes de modo que la m a n t i s a r a su l t e pos i t iva . 

Log . de . / ± = Q J 2 = ^ 1 log. de . j j - (-i- log. de 7G^ 

= (log. de h — lo^^. de T'i i -•- 2 
= 0,0!)8írü0 
— 1,8808130 

2,8181.564 
1 X j 

Cuoc ien te de la m a n t i s a 0.40;}0782 
Cuoc ien te de la ca rac t . n e g a t i v a i . 

E s t a man t . no es tá en las Tab la s í,101>0782 
Mant . del n." i)rú.\. infer ior 25049 = 40!»O7O4 

In fe renc i a de manti .sas 78 
l ' a r te proporc iona l más p róx ima 08 tcor resp . 4) 

10 
l ' a r t e p roporc iona l más p r ó x i m a 102 (corresp. O) 

O 

.- . ( M 2' =0,260loto 
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'2.* caso-. Si lii c:uMererístlca ue^utiva no es ilivisihle iior el número 
(lado, se le i'f̂ re.í̂ ii lo necesario pava ipie lo sea, v so hace preceder la man
tisa de nn núnier<.i compensador igual ni ntíref;ado á la característica. 

¿Cuál es la \/o,(K»OOÜO(i5? 
65 \ ' -

Log. de ( ^ - ) 3 = (log, de «5 — log. de 100000000^ -r :'> 
" V 100000000 / ^ " " 

= 4- l,K12'.n31 
— 8' 

7,812'.niVl 

Como la característica no fes divisible por 3, se agregan al 
resultado anterior — 2 -t- 2, lo cual no puede variarlo; pero 
se transforma por tal medio en la expresión siguiente; 

7,81-29134 — 2 + 2 
= (7 — 2) + 2 + 0,8129131 
= _ 9 4- 2,Hi2'.U-U 

Dividiendo ahora separadamente por 3, tanto la mantisa 
como la característica, tendremos: 

, , ,. I • - 3+0,!>370378 
Noe.slaiido esta mantisa en las •T«i'i-"X-« 

tablas se le resta la próx, inte- íi,J3d)í5<b 
rior ([ue corresp. al núm. 8t)()23 = 937(5332 

Dit'ereucia de mantisas _ 4G 
Parte proporcional más próxima 4tí (correspondiente á 9) 

O 
j _ 

. •. 0,00a)00ti5 ^ = 0,008062391 (forzando la unidad) (1) 
1 

¿Cuál es el valor de 0,0001"»"? 
Log. de 1 = 0 

. •. Log. de 0,0001 = 4,0000000 

(1) Pero este artificio no es exclusivo. Pudiera hacerse el cálculo por 
la regla del 1.®' caso, si bien con el inconveniente de haber que computar 
fracciones. 

1_ 

v/o,00000065 = 0,00000006 ' 

Log. del n." dado = 7,8129134 
Mantisa + 3 = 27097U 
Caract. + 3 = — 2,3333333 

3,937637-8 



5 3 á ARITMÉTICA POB APROXIMACIÓN 

No siendo divisible por 3 la característ ica se ag rega la ex
presión — 2 + 2; con lo que se t iene 

— 2 — 4 + 2,0000 
= — 6 + 2,0000000 

Y partiendo separadamente por 3 resulta 

Esta mant. no está encías Tablas; 2 4- 6606667 
la próx. inferior corresp. al nú
mero 46415, y es = 6666584 

Diferencia de mantisas 
Parte proporo, más próx. 

83 
75 (corresp. á8) 

Parte 
8 

proporcional más próxima 8,5 (corresp. 

0 

á9 ) 

.-. \7o,oooi= = 0,04641580 

¿Cnál es el valor de 

(0=\/{h f=\/Í' 
-f-Log.de 6 = 
— Log. de 13 = 

= 0,6939700 
= 1,1139434 

-f-Log.de 6 = 
— Log. de 13 = 

Í,585026§ 
X 4 

2,3401064 

Para que la característica sea divisible por 9 hay que 
agregar á la anterior expresión — 7-1-7, con lo que ten
dremos: 

9 + 7,3401064 

Mantisa: 9 8155674 

, . 8155674 (esta mant. no está 
Mantis» del num. 65398 inmediato inferior 8165645 en las Tablas.) 

29 
1. parte proporcional más próxima 27 (corresp. á 4) 

2.* parte proporcional más próxima 2 (corresp. & 3) 

^ l ^ r ^ 0,6589848 

Log.de
Log.de
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2Í-
Log. de (—\ = (log. de 17 — log. de 22) x — 

1, 2304489 
1, 3424227 
T, 8880262 

5 
i, 4401310 
í_l_|.l,4401310 
2, 7200655 

720ÜG00 corresp. al núm. 52488 
55 
50 tí 
'6 tí 
5 

0,5248866 
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üal t ip l icar y partir en logaritmos (conclusión i.—índices 
negativos.—Expresiones complejas.—Logaritmos Igua

les á X. 

Cuando un exponente es negativo, los logaritmos se hallan 
de dos modos: 

O por medio de las cantidades recíprocas positivas; 
O bien, por la multiplicación directa del exponente ne

gativo. 
Lo mejor es el cálculo por las recíprocas. 

¿Cuál es el valor de (0,207)-»? • 
, /1000\3 

Reciproca í j 

(Log. de 1000 — log. de 207) x 3 
-H 3,00(X)000 
— 2,3159703 

0,(J840297 
X 8 

No está la mant. en las Tablas 2,0520891 

Mantisa próxima inferior co
rrespondiente al n.* 11274.. 0620780 

111 
Par te proporc. corresp. 4 3 . , . 116 

O 

(0,207)-» = 112,743 
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El cálculo directo (sin recurrir á las recíprocas) no ofrece 
dificultad. 

Cálculo directo: 

L o s . de ' ,n , . '0T)- ' = l o^ . de ( —) .-; — V, 

= (log. de '-'07 — log. de 1000; >•; — ;! 

-— 'i\ 

í,:ii5rtT03 

f 'omo la m a n t i s a e.s ir^.i^ativa ai;i-e;íavemo-; 1 -|- 1 y tendremos 

':-f-H ^ n , -1- (1 -,rO,'U7í>ln'j) 
--- •2,0.")J0S;il, 'joiiio autos . 

l'.'vo. jiara i-alcular las earae te r i s t icas . li i .sido preciso eiii|ileav las re-
gl.is alf^etn-áicas de los sij^iios (ijue no todos conocen). 

¿Cuál es el valor de (H)" ^''' ? 

Ante todo es preciso hallar el número que corresponde 
á — / .5 

Prescindamos por de pronto del signo — . 

IJO;<. de ( / .5 = lo;.;, de 5 :< - - = (loj^. de 5'¡ -: 2 
2 

Log. de .5^0,(;9S;(T'tO 
P a r l a m o s por 2 -̂ - (),a41its,',(> 

J.a n iant . no e.stá en la.s Tab las . 

Maní . ]>róx. infer. corresiJon-
dif'iite al uúmei 'o 22:i(! ¡U'.MTIH 

l>il'eroncia de mni i t i sas \'.V> 
P a r t e proi 'orc. más ]ii-óxima 117 (correspondí ' al (i) 

15 
J ' a r t e proporc . más iiróxiraa 15(1 (corrcsji. al d ígi to 8) 

,,-t 2.2..)i)l (tbi'/irtndo la úl t . cifra). 
De modo que 
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Calculemos la inversa 
g — 2,5!«il _ . } _ 

••• Log .de i - . ,^ , = l o g . d e l - l o g . d e O ='•2?" 

= log. de 1 — (log. de f> x 2,2361) 

Calculemos antes de efectuar la resta la expresión logarit
mo de 6 X 2,2361 

0,7 7 8 1 5 1 2 Log. de 6 x 2,2361 = 0,7 7 8 1 5 1 2 X 2,2361 
2 , 2 3 6 1 1 , 7 4 0 0 0 0 0 

7 7 8 1 5 1 2 
4 6 6 8 9 0 7 2 Hagamos ahora la resta: 

2 3 3 4 4 5 3 6 2 2361 
15 5 6 3 0 2 4 Log. de 1 - l o g . de G ' = + 0,0 O O O O O O 

1 5 5 6 3 0 2 4 — 1,7 4 0 0 0 0 0 

1 ,74002389832=1 ,74000000 ' 2,2 60 0000=0,018197 

¿Cuál es el valor de la expresión 

o 

La recíproca es 

IOS X 8 X 4 p 

.v^ , 10» X 3 X 4 (10» X 3 X 4> -i- 4 
Ó O 

Calculemos el log. de la expresión 108 X 3 X 4 
Log. de IOS X 3 X.4 = log. de (108 + log. de 3 + log. de 4) -!• 4 

Log. de 108 = 4- 2,0334237 
Log.de 3 = + 0,47712r^ 
Log. de 4 = -H 0,6020600 

3,1126049 
Partamos por 4 y tendremos: 0,7781512 = 6 

V ion X 8 X * 3 * 

Calculemos ahora el denominador 3* 
= 6 log. de 3 

Log. de 3 = 0,4771212 X 6 
2,8627272 

log.del-log.de
Log.de


LOíiAlUT.MDS 537 

Hagamos ahora la resta 
Log. de 1 log. de 3 6 

Log. de 1 = + 0,0000000 
Log. de 38 = ~ 2,8027272 

.-. 8 V: 108 X 3 X 4 
3,1372728 = 0,0013717 

= 0,0013717 

E X P R E S I O N E S COMPLEJAS 

Se computan separadamente los grupos de que consten; 
y, hechos los cálculos referentes á cada grupo, se ejecutan 
las operaciones que ligan los grupos entre sí. Por ejemplo: 

¿Cuál es el valor de 

l(.,0*^")-[»x(,,0,)i]l, 
Aquí es preciso computar separadamente el minuendo y 

el sustraendo. 
Cómputo del mlQUendo rómputo del sustraendo. 

. , • 0 
Log. de 1,035' = 50 log. de 1,035 

0,0149403 
X 50 

0,7470150 = 6,6849 

5 x Vl-03/73 
Calculemos primero la expresión 

•JO 
1,03 Ti 

.-. •- log. de 1,03 

Log. de 1,03 = 0,0128:572 
X 20 

0,25(;7440 
377 

124 
514 

30 

73 0,25()7440 0,25(;7440 
377 

124 
514 

30 

0,25(;7440 
377 

124 
514 

30 

El residuo pedido es, pues, 
5,5649 
5,0406 

0,5443 

Eíectuemos ahora la multiplicación 

5 X (1,03) Til, 
para lo cual sumaremos los logaritmos 
de ambos fuctores 

+ log. de 5 = 0,6989700 

-+- log. de (1,03) 73 = 0,003-.170 

0,70-24870 

Este log. corrpsp. al n." 5,0406 

TOHO III 68 
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— 3 — 1 
2 %- 3 = 2' "̂  3» 

' 1 1 
»log. de i i log. de 3 

1 I 
3 X 0,3010300 i X 0,4771212 

1 1 
0,9030900 1,908484 

= 
1 _ _1_ 
8 "̂  81 

= - = 10,125 

INCÓGNITA COMO KXPONBNTK 

A veces se ignora cuál es el exponente que hay que dar 
á un número conocido para producir otro número dado 

a'= b 

3" = 8 1 

125"' = 5 

2401'' = 7 ' 

En general tenemos ^ 

m = n 
« 

. •. X log. de m = log, de n 

de modo que el valor de la incógnita se halla dividiendo el 
logaritmo del segundo miembro por el logaritmo de la canti
dad conocida en el primero 

„ x - , lo? de S4 1,8061800 
2 = 64 . • . a; = - —— = = 6 ; y, en efecto, 2« = 64 

lo j . de2 0,3010300 ' •" t '• "•* 
o * o í log. deSl 1,9084850 , ' , . 3 = 8 1 . - . x = — ^ - — - = _ : = 4 ; y, en efecto, 3* = 8 1 

log. do 8 0,4771212 ' •" I " Oi 

, „ . « K . log, d e s 0,6089700 1 „ i . 12o = : & . • . x=x—^—. = = — : y, con efecto. 1258 — 5 
log de 125 2,0909100 3 ' - ' ' ' '̂  

o j m * T . « >Oí <10 7 0,8450980 1 „ JL 2401 = 7 . ' . « = — = J L ^ = — ; v . en efecto 2401 4 = 7 
log de 2401 1,8893922 4 ' " ' ' " " " " • ' ' ' » ) «««"^ — < 
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¿Cuál es el valor de x en la ecuación 1,035'' = 5,5849? 

149404 log. de 5,5849 _ 0,74701M __ 7470154 
log. de 1,035 ~ 0.0149404 ~ . . 341)54 

. - . , 1,035S0 = 5..5810 
50 

¿Cuál es la potencia á que hay que elevar 9 para obte
ner 90? 

9» = 90 . . . Í2£liÜ^^Lüí?í!*== 2,04795 
log. de 9 0,9542425 

1964'2425 
45757500 

75878000 
»„ . ,* . 90810250 

O*-"*"* = 90 49284250 

9542425 

2,04795 

Cuando en un cuociente indicado son negativas las carac
terísticas tanto del dividendo como del divisor, y positivas 
ambas mantisas, se procederá como sigue: 

M7» 
4.72 

se pondrán en forma de quebrado numerador y denominador. 

1 j. *!L — '000 + 875 
"̂  1000 _ iÓOO 

- T20 ~ — 4000 + 720 
•*• 1000 íóoü • 

fie multiplicará por 1000 el dividendo y el divisor, con lo que 
el cuociente no variará: 

— 1000 + »75 — 126 
- 40OO + 720 — 8280 

ae multiplicarán los dos términos del quebrado p o r — 1 ; lo 
que (conforme á las reglas algebraicas de los signos) dará 

+ 1 » . . . 125 
Ó b i e n —— 

+ S280 S280 

De modo qde el procedimiento consiste en hacer entera
mente negativos los conjuntos de característica y mantisa, 
así en el dividendo como en el divisor, que es equivalente á 
hacerlos positivos (suponiéndolos multiplicados por — 1). 
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A D V E B T E K C I A 

Las aplicaciones de los logaritmos son innumerables. Sin 
los logaritmos sería imposible, en el estado actual de las 
ciencias, dar un paso en Trigonometría, en Geodesia, en As
tronomía, en los problemas elevados de interés compuesto, y 
hasta en las mismas cuestiones puramente logarítmicas, 
como la formación y ampliación de las Tablas, ó como el 
tránsito de un sistema de logaritmos en ana base, tal como la 
dé Briggs, á otra base tal como la de Nápier, ú otras bases 
cualesquiera, diferentes de ambas. 

Pero de estas aplicaciones no cabe tratar en esta obra, 
porque no entran en su programa las aplicaciones técnicas 
del comercio, de la Geometría, de la Trigonometría, de la 
Agrimensura, etc. 

¿Cómo hablar aquí al que ignore la Trigonometría de las 
aplicaciones de los logaritmos á la Trigonometría? 

¿Cómo á quien ignora la Geodesia de aplicaciones á la 
Geodesia?... 

Pero es de tal importancia la práctica de los logaritmos, 
que nunca el discípulo se ejercitará bastante en el uso de las 
Tablas. Por lo cual debe constantemente dirigir su atención 
á alguno de los ramos en que son indispensables los logarit
mos, y resolver tan considerable número de problemas que el 
hábito haga innecesario el raciocinio reflejo. 

¡Cuántos hay que han estudiado la teoría, y en la práctica 
no saben, hacer uso de las Tablas! 

¡Oh, que no se vean en tan feo compromiso los que por 
esta obra hayan aprendido á admirar el sublime invento del 
gran Nápier! 
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EPÍLOGO 

Pongo término aquí á este 'Sratado de Aritmética general. 
Y no cesa mi trabajo porque nada quede ya por exponer 

en la inacabable ciencia de los números; sino porque consi
dero cumplido mi programa de 1866: deslindar nociones ma
lamente confusas, ó no bien definidas. 

Y, si algo he conseguido, me daré el más cumplido para
bién; porque lo HO SEMPEE MENO IN MENTE DI PERSUADERE CHE 
DI FAR PENSARE. 

Inmenso es el campo que queda aún sin explorar; pero el 
estudioso, guiado ahora por ideas seguras, podrá recorrerlo 
con relativa facilidad y continuo contentamiento, largamente 
remunerado por los tesoros de ciencia que lo enriquecerán, 
sea cual fuere el camino de su elección. 

Antes de llegar al término, habría sido incomprensible 
una descripción de los vastos dominios correspondientes á la 
Aritmética. Quien escribe sobre esta ciencia se encuentra en 
la angustia del que navega entre escollos. De una parte, el 
marino debe seguir el rumbo que lo lleva á su destino, y los 
arrecifes se lo estorban. De otra parte, el hombre de los nú
meros debe obedecer á las prescripciones del método, preci
samente cuando más se las veda la índole de la ciencia cuyos 
principios le está encomendado explicar. 

Ya á los comienzos de esta obra hice» ver que en Aritmé
tica pasa lo análogo que en Gramática. La Gramática, que es 
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la ciencia del hablar, no puede ser enseñada á quien no sepa 
ya hablar. Y la Aritmética, que es la ciencia de los números, 
no puede ser enseñada á quien no sepa hacer uso del sistema 
de numeración, el cual presupone nada menos que las tres 
operaciones de sumar, multiplicar y elevar á potencias. Así, 
los maestros que más metódicamente parecen explicar la cien
cia de teoremas tan encadenados entre si, son los que más 
sistemáticamente saben ocultar su falta de método, necesaria 
é ineludible. 



CAPITULO I 

Afortuuadamente, hemos llegado tedos al punto en que 
maestros y discípulos podemos entendernos sin que nos de
tenga la obligación de no hablar de lo desconocido, sino ca
minando ya por sendas conocidas. Ya es, pues, posible presen
tar las ideas por el orden lógico de su natural precedencia y 
creciente complejidad. 

nagnitad. 

La primera noción y más sencilla que se ofrece al estudio 
del matemático, es la del MÁS y el MENOS en el concepto de 
MAGNITUD. Cuanto se nos presenta como susceptible de mayor 
ó menor es magnitud, ya se trate de un objeto comparado 
consigo mismo en diferentes situaciones, ya de objetos dis
tintos comparables bajo algún concepto. La magnitud es, 
por tanto, aparente y absoluta. Un caballo visto de cerca pa
rece mayor que de lejos nos resulta el mismo animal ú otros 
de su alzada. Una estatua de tres metros ó cuatro colocada 
sobre el pedestal de una muy alta columna no parece colosal 
á quien la ve desde abajo. La luna, cuando sale enrojecida al 
anochecer, parece mucho mayor que cuando asciende al 
zenit... 

Y es que en la idea de magnitud no entra la de número 
que la precise y circunscriba. Una magnitud puede agregar
se á otra ó cercenarse de ella, sin que tales operaciones deban 
denominarse suma ó resta. Así, la idea de magnitud se apli-

TOMO i U • *»9 
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ca á cosas que no son numerables. El talento de Juan es de 
primera magnitud. Juan tiene más talento que Pedro. 

La idea de magnitud no debe, pues, confundirse con la 
de CANTIDAD, y muchísimo menos con la de número (1). 

§ 11 
Cantidad. 

No hay voz cuyas acepciones hayan sido más diferentes. 
Cantidad en los siglos medios significó lo esencialmente 

divisible en partes, res per se divisibilis in partes. Signiñcó 
también lo que responde á la pregunta quantus; de modo que 
la idea llamada después de tantidad signifícaba una cosa in
capaz de aumento y disminución: ¿Cuántas libras? VEINTE Y 
CINCO: cantidad fija, incapaz de aumento y disminución. 

Hoy cantidad se define diciendo que es todo lo suscepti
ble de aumento y disminución, con lo que cantidad viene á 
ser lo mismo que magnitud. 

Otros agregan que cantidad es todo lo mensurable, sus
ceptible de aumento y disminución; de modo que lo incon
mensurable no eá cantidad por no ser susceptible de mensu
ra. Por fin, otros la definen diciendo que cantidad es todo lo 
numerable susceptible de aumento y disminución, con lo que 
cantidad resulta dependiente de la idea de número y de la 
de variación en más y en menos. 

Parece, pues, deducirse de lo expuesto, que cantidad en
traña .sólo el concepto de MAGNITUD NUMERABLE. Asi, todo lo 
no numerable, talento, virtud, vicio,... cualidades susceptibles 
de aumento y disminución, y magnitudes por tanto, queda 
excluido del concepto de cantidad. Por otra parte, el concep
to de tantidad, 6 de tanto, fijo en cada caso particular, queda 
libre de la idea de aumento y disminución propia del concep
to de magnitud. 

Y, como todo lo numerable entraña el concepto de reunión 
de cosas ó conceptos individuales, resalta compatible la can
tidad con la antigua defini'ión de res per se divisibilis in par
tes. (Véase luego FRACCIÓNKS APEBIÓDICAS.) 

(1) Sin embargo, por ex^en.•^ióll y sinécdoqae, magnitud aparece como 
sinónimo frecuentemente de oanitáad y de número. 
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En muchas cantidades se perciben á la vez el conjunto y 
las partes. En un pie se ven á la vez el total y cada una de 
las pulgadas. 

En otras cantidades, como en un l^ilogramo, no se perci
ben conjuntamente el total y cada uno de los gramos. 

Por tanto, , , , <. 
Magnitud es lo que sin números responde a la pregunta 

;de qué tamaño?—Así. ^ 
Y cantidad, lo que responde numéricamente a la pregun-

ta Acuánto?—17; 101;... 
La magnitud no necesita de la idea de numero. 
La cantidad, sí (!)• 

§" i i r 

HAmero. 

La distinción de los objetos ó de los actoá entraña el con
cepto de pluralidad. 

La repetición de actos ú objetos entraña el concepto de 
algo repetido. . . , 

El algo repetido, no como objeto, sino como repetido, en
traña el concepto de unidad. -̂ •;- j R ;j„ 

El concepto de número es, pues, el de repetición definida. 
Número no es, por tanto, una pluralidad cualquiera, sino 

la pluralidad circunscripta de una repetición determinada. No 
es la pluralidad del universo entero, Bino la pluralidad res
tricta de ciertos hechos repetidos, ó de objetos individuales 
que conocemos, ó de mensuras que hemos ejecutado... 

El número es siempre número de veces, no de cosas. Cuan
do dirijrimos la atención á un número, dirigimos la atención á 
las repeticiones como repeticiones, no 4 los objetos como ob-
""^^Tas operaciones de la Aritmética se hacen, pues, sobre 
nuestras nociones de la repetición, y no sobre las de mag
nitud (2). 

m Natural es pues, que, por extensión y sinécdoque, cmüdad en mu-
f 1) ^«'^'^«" ®»'P i ! : l^e número, lo mismo que de magnúvd. 

^ ^ ' S T o r e r ^ n W g l o s m e d i o ' s s e d i s c u t i ' ó s i e l l , que no supone la 
repetición, era número ó no. 
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§ IV 
Unidad. 

El concepto de unidad es correlativo del de pluralidad. 
La idea de unidad no es la de hecho ni la de cosa. 
Unidad es el concepto conforme al cual se llama uno á 

cada individualidad existente (1). 
Así, cualquier individualidad, hecho ú objeto repetible 

puede ser unida en repeticiones de su misma especie, ó, por 
lo menos, de su denominación constante ó de momento. 

El concepto de la unidad pura de repetición es el concep
to de vez, el cual es independiente de las dimensiones de los 
cuerpos, de sus propiedades corpóreas, físicas y químicas, de 
sus estados de quietud y movimiento y de su situación res
pecto de los demás... 

Las demás cosas denominadas unidades tienen cualidades 
físicas y constituyen los módulos. 

(1 j Definición de Euolides (Libro VII, 1), no bien suatitulda haita aho
ra sin peticiones de principio. 



CAPÍTULO II 

Clasiflcación de los números. 

Los n ú m e r o s I Naturales 
son I Artificiales 

Los naturales j Los números puros 
son I Los números de objetos discontinuos 

I Los núms. conere- ] , 
I tos de mensura • • I 

Los artificíales ' Los núms. abstrae- ( Enteros OriíinaWna 
s o n . . . . ; , . . . i tos de mensura. . { Quebrados nn^i malA« I Exactos 

Los aperiódicos... ' decimales ¡ periódicos 
[ Los logarítmicos . . ] 

§ I 
]f amero* pares. 

La sucesión sugiere el 09ncepto^dé los números, puros. 
Este concepto se presenta & la mente de un modo natural 

y sin necesidad del artificio humano^ . 
El concepto de número puro sólo contiene: 

La idea de vea 
4- la de repetición de veces (¿cuántas vece»?) 

Los números puros son los representantes de los grados 
de la escala de la pluralidad, y son, por tanto, independien
tes de toda relación corpórea, física, químióa," mecánica ó de 
situación de las cosas,... asi como de todo hecho ú ocurren
cia de los fenómenos materiales ó mentales. 
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Representan sólo el puro concepto de repetición. El sol 
ha salido 3 veces. He visto 7 veces la estación de las nieves. 

Por tanto, los números pnros son enteros; — no es posible 
hacer una cosa ' / , vez: es inconcebible '/s de repetición... 

El número puro es la base de todos los números; así de 
los mismos números puros, como de los números modulares 
y de los de las demás especies. 

He cazado 7 veces, 
7 veces de 7 veces 

. 7 veces una flecha, 7 veces 7 flechas 
7 veces inedia braza 
7 veces una fracción periódica 
7 veces una aperiódica 
7 veces un logaritmo. 

§ n 
H niñeros de objetos dlaeontinaoB, 6 «laeeMos alMlado». 

Su concepto es más complejo que el de número puro, 
pues contiene: 

La idea de vez 
-f-la de repetición y cuántas veces 
+ la de objeto discontinuo ó suceso aislado, asunto de la repetición. 

Los objetos discontinuos ó acontecimientos aislados son 
numerables naturalmente y sin necesidad del artificio huma
no, y por ellos empezó á entrar en nuestro entendimiento la 
idea de los números. Los dedos nos han enseñado ¿ contar. 

Para la cuenta digital no es condición necesaria la igual
dad de los objetos contados ni de los acontecimientos perci
bidos. Los dedos de las manos y de los pies son 20, y de cier
to no son iguales. Dos estrellas, dos arcos, dos flechas, dos 
guerreros, cinco flores, tres incendios, seis combates,... no 
son ni iguales ni fracoionables: no tendría sentido ' / , estre
lla, Yi combate, '/s incendio,... 

El salvaje no concibe (ni tampoco los hombres de civiliza
ción mis avanzada) lo que puedan ser dos medios árboles, 
dos medias lanzas... sino un árbol en dos partes, ana lanza 
en dos trozos,... 

En la idea de número de objetos ó snoesos discontinnos 
no entra, pues, la de partes alíonotas, sino todo lo más la de 
partes alicuantas. 
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§ in 

?ílimeros de m e n s a r a . 

Aquí aumenta la complejidad; porque los números de 
mensura son números cuya cuenta no se ofrece al hombre na
turalmente. Son números de invención humana. 

En el concepto de número de mensura entran las ideas de 

Vez 
-f- número ó repetición; ó sea cuántas veces 
+ magnitud que se mide 
+ objeto conocido que sirve de módulo concreto de medir (ó beclio co

nocido) 
-r- igualdad de cada cosa medida. , 

El número concreto de mensura expresa una relación 
cuantitativa entre una magnitud conocida tomada como mó
dulo y otra magnitud cualquiera de su especie que se desea 
determinar. ¿Cuántas veces cabe el largo de mi palmo en el 
largo de esta cuerda? ¿Cuántos pasos tiene de largo este ca
mino? ¿Cuántos codos la altura de esta columna? ¿Cuántas 
lunas han transcurrido desde la muerte del cacique de tu tri
bu? ¿Cuántas cántaras de vino caben en este tonel? ¿Cuántas 
pesetas traes? 

Las mediciones han de ser iguales, porque todos los módu
los lo han de ser, todos los metros son iguales, todos los ki
logramos, todos los duros. Si un duro tiene menos de 5 pese
tas, no pasa. 

Los primitivos módulos de medir fueron las magnitudes 
más familiares al hombre: el palmo, el codo, el pie, el paso, 
la braza... El progreso trajo con el tiempo módulos más uni
formes. Y, por últiipo, vino el magnífico sistema métrico de
cimal, en que todos los módulos están relacionados entre sí. 

Los números de mensura son completamente humanos, 
porque dependen del módulo que se escoja para medir. ¿Cuán
tos palmos de alto tiene este poste?' Diez. Pues si tiene 10 
palmos, claro es que medido por codos, el número resultante 
será otro.. Y otro si lo mido por varas ó por metros. 
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§ IV 

Húmeros de mensura enteros y abstractos. 

Mayor complejidad: 

Idea de vez 
-f- número de veces i cuántas vecesj 
-I- i iea de m iguitu 1 cualquiera que deba ser medida 
-f-idea de módulo cualquiera 
-H idea de iguildad de mediciones 
-H seguridad de ((iie la verdad de un resultado es iudependiente de la iu-

dividualidad de los módulos, y extensiva, por tanto, á todos los ca
sos de igual índole. 

El número abstracto de mensura expresa una relación 
cuantitativa entre un módulo de medir y una magnitud cual
quiera de su misma especie. La verdad de un caso concreto 
es verdad también en todos los casos de la misma índole. 

3 varas de alfombra á 2 pesetas, me han costado 6 pese
tas. Pues, generalizando: tres cosas cualesquiera al mismo 
precio me costarán asimismo O pesetas. Más aún: 3 cosas 
cuyo precio sea 2, me costarán 6: (ya se trate de oéntimes, ó 
de reales, ó de pesetas, ó de duros, ó de onzas de oro...) Por 
manera que la verdad individualísima 

3 varas de alfombra á 2 pesetas me lian costado G pesetas 
se hace general hasta el punto de ser 

2 x 3 = fi 

¡Generalización admirable, que hace de una verdad espe
cial, una verdad universal, independiente de todo tiempo, y 
de todo estado, y de toda circunstancia! 

Pero semejante generalización no llega nunca ni puede 
llegar hasta el extremo de hacer del número abstracto un 
perfecto número puro. Siempre sabemos que los números 
abstractos se re,fieren á cosas con cualidades corpóreas ó pro
piedades propias de los hechos del mundo exterior. 

Y así, cunndo alguien dice: «he pagado 6 porque cada uno 
de los 3 costaba 2>, entiendo que los 3 eran varas de alfom
bra, ó kilos de azúcar, ó tablas de chocolate,... y que los 6 

- son reales, ó pesetas, ó ¿aros... Por eso ningún número abs
tracto (generalizaoióiji sólo de un número concreto) puede ha-
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cer funciones de multiplicador, en ninguna multiplicación ó 
suma abreviada, ni en ninguna involución. 2 pesetas X por 3 
alfombras es un absurdo. Y lo mismo lo es 2 X 3 mientras 2 se 
refíera á moneda y 3 á un módulo, por indeterminado que 
éste sea. El multiplicador, que es el número de veces (que se 
repite algo), tiene siempre que ser número puro (1). 

§ § V y Vi 

IVúmeros de mensura fraccionario«, concretos y abs-
tractoH. 

Crece la complejidad: 

Fraccione? ordinarias ooncretós Fracciones ordinarias alistractas. 

Idea de vez 
- número de esiis veces 
• idea de maf2;iiitiid concreta que 

se mide 
idea de módulo concreto 

• idea de submódulo concreto 
- idea de que el módulo está divi

dido en partes alícuotas. 

• conocimiento de que el número 
totiil de esiis parte.s está expre
sado por el denominador {•¿) 

- conocimiento de que el número 
de liis partes tomadas está ex
presado por el numerador (2) ^ 

Idea de vez 
-|- número de esas veces 
+ idea de magnitud cualquiera que 

deba ser medida 
-|- idea de módulo cualquiera 
-f- ¡dea de submódulo cualquiera 
-f- idea de que el módulo, sea el que 

fuere, está dividido eu partes 
alícuotas 

- j - idea de que esas partes forman 
un total expresado por el de
nominador 

-f- idea de ijue se lian tomado de 
esas partes alicuotas las expre
sadas por el numerador 

+ seguridad de que la verdad de 
un resultado es indepr-ndiente 
de la individualidad de los mó
dulos, y extensiva, por tanto, ¿ 
todos los casos de ifíual iiidole. 

(\) Pero.entiéndase esto bien; al convertirse en abstractos los íúme-
ro'i no ha de entenderse que los módulos ni subniódulos, pierdau su indi
vidualidad ni i\\í6 el litro deja de ser litro, ni el metro metro, ni el kilo-
Eramo kilogramo, ni la peseta peseta, ni el gramo gramo. TS'o. IM <(ue se 
'cneraliza es el procedimiento numérico, no la aplicación especial del 

módulo Para sal)er cuántos gramos pesa el agua contenida eu una esi'era 
de I ^ metro de diámetro, tengo que hacer operaciones distintas que para 
•iveritruar ol número de metros cuadrados de estera que necesito p:ira cu
brir una sala: lo que generalizo es el resultado de las operaciones: el nú
mero de cijntímetros ' de la esfera os el mismo, ya esté llena de agua, de 
vino ó de azogue: el número de metros cuadrados de la sala no varía, así 
.se trate de cubrirla con estera ó con alfombra ó con hule ó con madera. 

(•2) En un quebrado ' - el denominador no es b veces unidades, sino -^ ; 
y el numerador es el número ie veces que se repite - j - . De modo que el 
quebrado — es realmente ¿- X «. Un quebrado, es, pues, la b enésima par
te de un módulo, repetida o veces. 

TOMO III ' ^ 
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En el lenguaje común una fracción es un fragmento de 
una cosa. 

Pero en Aritmética un quebrado no es una cosa material. 
Un quebrado expresa siempre una relación numérica: 

Relación entre una suma y el número de sus sumandos 
O bien, entre un dividendo y su divisor 
O bien, entre el número de partes alícuotas en que se ha dividido ua 

módulo y el número de partes alícuotas que de ellas se ha 
tomado; esto es, relación entre denominador y numerador. 

El valor de un quebrado no está, pues, en ninguno de sus 
términos, numerador ni denominador; por lo mismo de ser el 
quebrado una forma expresiva de una relación. 

Esos términos pueden, por tanto, variar, siempre que la 
relación continúe subsistente y sin variar. ¡Propiedad esen
cial de toda relación! 

1 = i 5 = A = o , 6 = ^ =0,COOO=?^etc. 
í> 30 10 ' 100 ' 500 

Por esto los quebrados pueden reducirse á un común de
nominador; y, ya con denominadores iguales, sujetarse á to
das las operaciones aritméticas. 

Por medio de los quebrados es inasignable el número de 
las formas de un guarismo. 

3 es no sólo 3 sino también 
S 9 12 15 30» 33«87 2? 
2 ~ T T 5 "" ••• 101 ~ •" l'.ViS »/, 

Los submódulos son precisos, porque con los módulos so
lamente no basta para medir: un soldado tiene más de 1 me
tro de estatura y menos de 2 metros: hay^ pues, necesidad 
del milímetro... 

Si nunca contáramos cosas capaces de división en partes 
iguales de su misma naturaleza,, nuestro concepto del número 
estaría reducido al de los números enteros. Si nunca hubiése
mos tenido conocimiento más que de las oscilaciones de un 
péndulo, ó de los latidos del corazón, no es dable concebir 
cómo habríamos llegado á la noción de las fracciones. 

Multiplicar algo por un quebrado es una. expresión sin 
sentido mientras no recibe interpretación: 

9 x - | ; 8 x l , . . . 
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significan que las magnitudes expresadas por los números 9 
8 se han de dividir en 3 partes, con lo que tendremos 

y 
^ = 3; y P 

y obtenidas las expresiones 3 y -3-, «e multipliquen por 2, lo 
que sin absurdo ninguno nos dará respectivamente 

3X2 = 6; y - x 2 = -

Los quebrados, pues, aun los abstractos, no pueden ser 
multiplicadores mientras significan número de partes alícuo
tas de un módulo (naturalmente con propiedades físicas, geo
métricas, de situación, etc., etc.) 

OBSEKVACIÓN 

Cabe que el concepto de quebrado proceda de otro origen ^ 
diferente del expuesto, por resultar de supuestos numéricos 

" " ^ ' S r l s supongamos á los números formados de suman-
dos todos iguales menos uno menor (que puede ser cero), 

5 
+ 5 11 7 
•4- 5 + 11 -f- 7 
-r 6 4-11 4- 7 
+ 3 + 4 + 0 
_ 23 = 3 7 = 21 

el concepto de quebrado no puede aparecer. 
Pero aparecerá numéricamente en cuanto se suponga que 

todos los números están formados por multiplicación. 

23 = 4 - j ; 87 = 3^^ ; 21 = 7 x 8 

§ VII 

Fraeelones deelmale»-

Son quebrados cuyos denominadores están divididos en 
10 partes, ó en 100, ó en 1000, ó en otra potencia de 10. 
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*Las ideas que forman el concepto de las fracciones deci
males son: 

Idea de vez 
-f- número de esas veces 
-I- idea de magnitud (concreta ó abstracta) que se mide 
-H idea de módulo (concreto ó abstracto) 
-i- idea de submódulo (concreto ó abstracto) 
+ idea de denominador, ó sea de que el módulo está dividido en partes 

alícuotas 
+ idea de que ese denominador es un denominador especial, porque el 

número de esas partes es 10, ó bien 100, ó bien 1000, ó bien otra po
tencia de 10 

+ idea de numerador, ó sea de que el número utilizado de esas partes 
alícuotas está expresado por el numerador. 

•+• idea de que el resultado, aun en los casos concretos, es independiente 
de la individualidad de los módulos y extensivo á todos los casos 
de igual índole. 

Las fracciones decimales tienen una notación especial, 
ampliación del sistema de numeración común. 

- = 0,5; - ' = 0,67: "^ = 0,00101;... 
10 ' ' 100 ' ' lOOCOO ' ' 

Todos los cálculos de importancia se hacen actualmente 
con quebrados decimales, por la facilidad de reducir los re
sultados á la misma denominación. 

§ VIII 
Fracciones periódicas. 

« 
Nueva complejidad. 
Forman su concepto: 

Idea de vez 
-+- número de esas veces 
4- magnitud mensurable 
-i- módulo 
4- submódulo 
+ división del módulo en partes alicuotac 
4- El número de esas partes debe ser una potencia del 10. 
-H Pero es imposible que sea exacto el numerador de esas partes decimales 
+ idea de denominador, ó de que el total de esas partes decimales está. 

en el denominador 
-+- idea de numerador, ó de que el número aproximado que de ellas se 

•̂  utiliza está, expresado por el periodo del numerador 
-t- idea de que necesariamente han de aparecer esos periodos por causa 

de la rotación de los residuos 
-I- idea de que el resultado de un caso concreto es generalizable á todo» 

los de la misma índole. 

Las fracciones periódicas expresan una imposibilidad de 
transformación namérica. 
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Son cuocientes aproximados (nunca exactos) de cuocien
tes reales , pero no expresables por quebrados que tengan por 
denominador el 10 ni una potencia del 10. 

-3- es una magni tud real : es una de las par tes alícuotas de 
un módulo dividido en 3 par tes : es un submódulo exacto, pero 
inexpresable por un quebrado que t enga en el denominador 
los factores 2 ó 5, que forman el 10 de nuestro sistema de 
numeración. 

— es una relación nunca expresable por un quebrado de la forma — 

.-. -i^ = 0,33B3... I 
j _ I son expresiones que no expresan igual-
jj = 0,090ít00... . dades, sino aproximaciones. 

Y = 0,142857 142857 142857... 

OBSERVACIÓN 

Las fracciones periódicas no pueden aparecer mientras 
los módulos se dividen en las partes alícuotas que exigen las 
necesidades naturales de obtener submódulos. Pero aparecen 
en cuanto se supone que toda división en partes alícuotas es 
expresable por quebrados cuyo numerador sea 10, ó bien una 
potencia de 10. 

Las fracciones periódicas resultán del intento puramente 
humano de tener todas las fracciones fácilmente transforma
bles en denominadores iguales, sujetos á las leyes del sistema 
corriente de numeración. 

§ I X 

F r a c c i o n e s aper iddlcas . 

Nueva complejidad. 
Hay números que no se pueden obtener por involución, ó 

sea multiplicando otros por sí mismos una ó varias veces, se
gún se obtienen los cuadrados, ó los cubos perfectos, ó las 
otras potencias de grados superiores, tales como 

9 = 3 x 3 = 3»; 27 = 3 x 3 x 3 = 3»; 8l = 3 x 3 x 3 x 3 = 3*; etc. 

Los números intermedios entre dos potencias de dos nú
meros sncesiros de la escala de la pluralidad no pueden ob-
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tenerse por involución. Si 3* = 9 y 4' = 16, claro es que, no 
habiendo entre 3 y 4 ningún otro grado de la escala de la 
pluralidad, no hay manera de obtener por involución ninguno 
de los grados intermedios entre 9 y 16; es decir, que 10, 11, 
12, 18, 14 y 15 son números irracionales. 

Pero, por otra parte, se concibe que si jo divido una cosa, 
por ejemplo, un módulo, en partes minutísimas, no alicuan
tas sino alícuotas, y llevo la división hasta el punto de ha
cerlas más diminutas todavía que los granos de harina, ó el 
polvo de los caminos, y tomo de ese polvo modular el sufi
ciente número de partes, podré, multiplicando ó repitiendo 
ese número de partes por sí mismo una ó varias veces, formar 
una magnitud que dé una potencia tan próxima como se quie
ra á un número irracional. 

Tendremos así en esa potencia un quebrado muy próximo 
al número sin raíz; y, si calculamos tal quebrado en la forma 
decimal, esa fracción decimal resultará necesariamente ape
riódica; pues, para que fuese periódica, era preciso que sig
nifícase una imposibilidad de transformación de una magni
tud real como -3-, y¡;, y , . . . en otro quebrado cuya denomina
dor contuviese los factores 2 y 5, que son los que forman el 10 
ó ana potencia del 10. 

AfSi en el concepto de fraoci($n aperiódica entran los de 
Vez 

+ número de esas veces ó número de repeticiones 
-f- mag^tud que se quiere medir 
•+• módulo 
-f- submódulo 
-f partes alicnotas 
-i- número de esas partes = & una alta potencia del 10 
-+- idea de denominador 
+ idea de numerador 
-i- idea de involución 
+ idea de evolución 
-j- idea de aperiodicidad 
-i- idea de inconmensurabilidad 
-j- idea de aproximación 
-i- seguridad de que la fracción aperiódica que se tome da por invo

lución una potencia reaL 

Las fracciones aperiódicas de un determinado número de 
decimales son raíces de potencias muy próximas á números 
que carecen de raíz. El número 6 no tiene raíz; pero la 
fracción aperiódica 2,236 es exactamente la (/~ del cuadra
do 4,999696 que difiere mny poco del 5 irracional. 
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Y, así como cada grado de la pluralidad puede estar exac
tamente representado por muchos cuocientes, 

- __ 30 _ 35 _ <0 45 
~ 6 7 ~ 8 i r •' 

también todo número carente de raíz (ó irracional) puede es
tar aproximadamente representado por muchas fracciones 
aperiódicas elevadas adecuadamente á diferentes potencias 
5 está representado por (2,236 )* = 4,!>9!)696, cuadrado muy próximo al 5 
O bien, por (1,71 ) ' = 5,000211, cubo muy próximo al 5 
O bien, por i^l,49ó3i* = 4,999.. . ,4." pote/icia muy pi-óximaal 5 

Y, si estas aproximaciones no pareciesen suficientes para 
la exactitud de un cálculo, siempre pueden computarse otras 
que difieran del 5 (caso particular puesto ahora como ejem
plo) una magnitud menor que cualquiera cantidad dada: 
(2,23tí )'̂  da 4,999696 que dista del 5 menos de ; pero 
(2,2360(58)» da 5,000000100624 que es poco > que 5 en 1 diez millonésima (1). 

(1) La expresión MENOR QUE CUALQUIERA CANTIDAD DADA entraña el 
concepto de LÍMITE. 

Límite implica la idea de una magnitud fija X, A la cual otra magnitud 
variable v puede irse .acercando cuanto se quiera, aunque siu llegar & 
igualarla nunca. A.sí, para que X se estime como límite de v, hay que lle
nar dos condiciones: 

3or más que crezca ó disminuya, no ha de poder jamás llegar á ser X 
de poder acercarse k X todo cuanto sa quiera. 

La circunferencia es, pues, el limite de todos los polígonos inscriptos: 

« = 7 + 1 

V, por 1 
i; ha d 

tiene por límite 7, al cual nunca podr i llegar, por grande que se conci
ba á n. 

El concepto de límite da sentido á exprepioues que carecen de él en el 
lenguaje común de las Matemáticas. En vez de decir 

una cantidad finita partida por cero, por nada, es infinita, debe decirse: 
Cuando el denominador de una fracción aumenta sin límite, permanecien
do invariable el numerador, la fracción disminuye sin límite. 

Igualmente, en vez de «Él círculo es un polígono de infinito número 
do lados», hay que decir: «Si el número de los lados de los polígonos ins
criptos aumenta sin límite, los polígonos se acercan sin límite al círcu
lo, etc.» • 1 j • /! • 

La voz límite hace innecesaria la de infinito^ en el sentido acabado de 
mencionar. . 

La expresión y 2 = 1,4142... (que no es evidentemente una ecuación) 
quiere decir: Si extraemos sin límite la raíz cuadrada de 2, obtendremos 
siu limite expresiones nuiuérioas que, multiplicadas por sí mismas, se irán 
acercando á 2, aunque sin llegar á serlo jamás. 
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OBSERVACIÓN 

Cuando dos magnitudes no pueden medirse con un mismo 
módulo, se dice que esas magnitudes son inconmensurables 
entre sí. Así, el lado del cuadrado y su diagonal son incon
mensurables, por no haber fracción ninguna que exprese la 
razón del uno á la otra; lo cual no significa que el problema 
sea imposible, porque la solución es la diagonal de un cuadra
do cuyo lado sea 1. 

Son, pues, inconmensurables las magnitudes cuya razón 
no puede expresarse por un entero ni por una fracción 
finita (1). 

§ X 

ApertódicoM logarítmicoH. 

El concepto de niimero llega al máximo de complejidad 
en los logaritmos; pues á todas las ideas que informan los 
anteriores hay que agregar la complicadísima que sigue: 

Los logaritmos son exponentes aperiódicos calculados de 
modo tal que sus sumas y sus restas correspondan á multipli
caciones y divisiones de los respectivos números naturales; 
y sus productos ó cuocientes por coeficiente-i adecuados á in
voluciones de potencias de grado igual al valor de los coefi
cientes, ó á extracciones de raíces análogas: 

Log. de 2 + log. de 7 = al log. del producto de 2 x 7 = 14 
liOg. de 11 — log. de 2 = al log. del cuociente de 14 + 2 = 7 
•5 X log. de 2 = al de 2 5 ==: 32 
Log. de 32 ;- 5 = al de y / ^ ^ 2. 

Si cada grado de la pluralidad puade con exactitud estar 
representado por muchos cuocientes 

/ _ 3« _ '̂J _ \ 
V ~ 12 ~ Ts / 

ó bien, aproximadamente por muchas fracciones aperiódicas 
elevadas á potencias adecuadas 

To casi igual á (2,2.K))'¿, ó á (1,71)',...] 

(1) De donde resulta lo incorrecto de la frase 
Cantidades inconmensurables, 

pues e.s un imposible aritmético precisar cuántas veces está una cantidad 
incoumeasurable en otra. 



Ki'fr.i)r;() 5(!1 

los grados de la escala de la pluralidad también resultan 
obtenidos por un solo nilmero, el 10 (i'i otra base), elevado su
cesivamente al correspondiente logaritmo. 

§ XI ' 
Emencia «leí número. 

En estas extraordinarias variedades de números, ¿hay 
algo de común á todas ellas? 

Todos los números son conjuntos formados por la repeti
ción de cosas ó conceptos individuales, considerados como 
i:>rns Estos u.vos son desiguales en los objetos ó sucesos na
turales discontinuos; é iguales en las individualidades obte
nidas por mensura. Existe imposibilidad de encontrar estas 
individualidades en el caso de las magnitudes inconmensura
bles, que no resultan numerables; pero entonces se computan 
m'imeros que, por medio de adecuadas operaciones, produz
can otros números conmensurables sumamente próximos á 
las magnitudes irracionales. 

En la idea de número entran 
Lív (ie evo, no coiisi<Í6niflo coma cosa, sino como pj-iiicipio de la pluralidad; 
L i de ¡Aiitivi'hialiilad de cada' l'SO, distinta de la do los demás, 
Y la de i'U'it.vi.iDAD, no como pluralidad universal, sino como coiijuuto 

limilado de iudividualidades distintas. 

Pero estas ideas son comunes á todos los números, y, por 
consiguiente, no son lo esencial de cada número. 

Ahora bien; ¿qué es lo esencial? Lo esencial en cada nú
mero es el grado que cada uno ocupa (ó hacen ocupar) en la 
inacabable escala de la pluralidad. 

Y ¿qué representa cada grado? 
La razón en que el conjunto de individualidades ei^tá con 

su rwo respectivo 

- j - =: á la raüún 1 : 2 

— _ & la razóu 1 : B 
Etc. 

§ XI I 
Aritmética. 

¿Qué es? 
La Aritmética es la ciencia de las razones de los números. 

TOMO tu 71 

2 ;= A. la razón 2 ; 
:; = á la razón 3 : 

1 
;1 

1 T= á la razón 4 : 
10 = á la razón 10 : 

;1 
;1 
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CAPÍTULO III 

Claro es que 
LA. IDEA, DE NÚMEBO 

con todas sus vanantes, complejas y °°°^f ^Jf <^^^^°^*^'°" P° 
día explicarse de modo inteligible antes de llegar a final de 
esta obra, cuando ya el lector posee los conocimientos nece-
Ilrtos pa;a abarcar los conceptos en toda su comprensión y 

^ ' ^ P e " : : r : : ' : : ' v e : d a d ^ue las definiciones anteriores, por 
¿no elementos distintos, resultan 

" t ^ ^ ' C r r r a s T p e r s p í c u a s á todos los entendimientos, 
" m T y a r L l í o m b ^ r e s formados, sino de los niños de 
l u y forta edad si se los pone en condiciones de entender? 

; D L d e está aquella serie de paralogismos registrado en 
los comienzos de esta obra, y que precisamente ahora tam-
ZZnñ.ne que el discípulo lea con la mayor atención, pa
ra abarcarlos en toda su generalidad? (1) 

¿Cómo la ciencia de los números, desde el frontis del edi
ficio tiene minados los oimientos? , . 

% u é ha pasado en manos de los analistas, que la ciencia 
llamada de la exactitud se ha embrollado en su exposición y 
tin resulta firme en sus bases? 

No es extraño que la duda penetre en doctrinas al pare
cer Inatacables? ¿Hay algún misterio en los apartados limites. 

1 „^»finÍpione8 inadmisibles citadas alas p4gB. 9 y siguien-
(1) Véanse 1?« f « ¿ ' ^ ¿ X S y las observaciones sobre el orden llamado 

ZtÁ l ^ p i a l t n t e t e V A p e U c e á la p4g. 1T6 del tomo II. 
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de la ciencia qtíe exploran actualmente los geómetras? O bien, 
¿se ha dado demasiada extensión á algún principio cierto, 
apartándolo así ^e su significación primitiva y produciendo 
la confusión y el absurdo? Esto debe haber sucedido, si en 
las deducciones tío se ha faltado ¿ las leyes de una rigorosa 
lógica. Si las consecuencias no son admisibles, forzoso es re
montamos al punto de partida (1). 

(1) Es increible^el núinero de paralogismos, domiciliados, no digamos 
ja en la Aritmética simplemente, sino en el Álgebra y el cálcalo sape-
nor. . ' , 

Hé aqnl algo para maestra: . 
PABALOOISHC» MATEMÁTICOS 

Sí sobre ana Une» tomo una longitud partiendo de derecha á izquier
da, esa cantidad será, por ejenwlo, positiva,- pero, si la tomo hacia la iz-
qnierda, ser& negativa. Y no dejará por esta pircanstancía de ser una 
longitud real, medible y apreciable de mil modos. Sin embargo, esa can
tidad medida hacia la izquierda por ser negativa, y según Se PRÜICBA CÍ) 
en los libros que andan en manos de todo el mondo, es menor que cero. 
¡Ke&<n- que cero una vara de medir si se dirige hacia la izquierda! 
: Cos decir 

— 8 < O 

bastaría para que una persona de talento ó de sentido oomikn recelase del 
libro en que tal cosa se probase (?). 

. Conforme á las reglas de los signos, admitidas.por todos, y sin expli-
cacián generalúsadas, tenemos que 

— • 

+ a _ _ 

da dondi% oonforme 4 todos los librM de Álgebra, siúe la j^oporción 

— es — ; + • - • ' 
nwaUado Mombrose y taa grande ^ ao eabe en eití)«Bk bomuia, pues 
uo es eenéeióble qúeló JOMam» ssá á lo más como lo más 4 lo menos. 

8a dsmnestra que 

par<̂  asthdbdose toSa <9«itUbd negatíTa eotoo menor qne o«H^ 

fiíné podxi («qwnáwnte d •• pregunta: 4 qná •»r4 igoal ~f 4 qn4 - ^ ? 

Ko.bay req^nesta radonal pésaUe, ̂ empre qoe ae. atienda 4 las preserip-
eíoaee del sentii» eemún y oe la nUM^ma. 

- SaiMDfamM la «eoaeite 
( - 4 l ) « « ( + . ) t 



EplLooo 5G5 

Siempre que medimos hacemos uso de un módulo. Vemos 
cuántas veces la magnitud que medimos contiene al módulo, 
y llevamos en cuenta la dirección y posición en que verifica
mos las mediciones. Lo que nos sit-ve para medir es un tipo, 
tui pedazo, una parte de la magnitud que nos ocupa, con to
das sus propiedades; ópticais si es un rayo de luz, dinámicas 
si es una fuerza, geométricas si es una longitud. Pero el NÚ-

iSegún lo establecido, extraigamos la raíz cuadrada á «imbos miembros, 
y tenemos el evidente absurdo de que 

~ a = + a 
Las magnitudes podrán ser iguales; pero ¿cómo las direcciones? 

Tomemos los logaritmos de los miembros de la anterior ecuación, y 
hallaremos > 

2 Log. (— fl) = 2 log, (H- a); 
ó bien 

Log. (— a) = log. C-f- «). 

Pero es cosa admitida que los números negativos no tienen logaiitmos^ 
luego, ¿la carencia de una cosa es igual á la posesión de ella? 

t' ^ 
Si los números negativcs no tienen logaritmos, la operación 

— 1258 X 467 
resultaria operación imposible: es adí qne la efectuamos por medio de los 
logaritmos siempre que nos ocurre esa ú otra de su ciase. Luego... 

—Pero entrégame la carta. 
—Pool déme usted la respaesta. 

Sea un recipiente lleno de'agua hasta cierta altura: supongamos en el 
fondo de ese recipiente tin orificio por donde se escapa el liquido, y que al 
mismo tiempo se le ecba agua (»or un oonduoto oualquiera: el Aumento ó 
disminución qne experimenta el agua del reetpiente podrá siempre, si lla
mamos a al agua entrante y 6 4 la sadiente, repceseatacse por la expresión 

a-b 
Si el Vgn» s i e n t e es mAs qa» la entrante, resultará que 

a — i s : — o; 
pero como se dice que 

— < < 0 
se dedudrá, si alf o pnede deducirse, qne, habiendo salido menos que ivfu^ 
habrá en el i«oipient6 más que había. 

Sea 
Á B 0 D S 9 > a . 

nn aroo medido dMd» A. 
Si lo medimos ea «1 Mmttdo £ D O B A tea^:«mos 

" nM^i: B p B A aa—«; 
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MERO D E V E C E S que la magni tud contiene á la l lamada 
unidad no es COSA E E A L : es un CONCEPTO M E N T A L de 
relaciones, por medio del cual recorremos la escala de la plu
ralidad; de modo que la UNIDAD EN ESTE SENTIDO es cosa muy 
dist inta de la l lamada UNIDAD QUE NOS SIBVE PABA MEDIR: és ta 
tiene s iempre propiedades ópticas, dinámicas, geométr icas , 
acústicas, e tc . , e tc . , y aquélla carece absolutamente de pro-

de donde resalta, segiin principios admitidos, que cualquier cantidad 
puede al mismo tiempo ser > y < 0. 

Si dos cantidades son iguales ó desiguales y & ambas se les baca expe
rimentar la misma modificación, los resultados permanecerán iguales 6 
desiguales, respectivamente. Esto es racional, mejor dicho axiomático. 

Sea 
- a < 0 ; 

multipliquemos ambos miembros de la desigualdad por una cantidad cual
quiera: sea esta 

— 6 

Según las reglas de los signos, tendremos 

a 6 < 0; 

pero, como una cantidad positiva no puede ser meaor que cero, tendeemos 
que entonces será 

O < a 6. 

El Peñón de Gibraltar ó elTjuey suelto bien se lame. 

El círculo cuyo radio es infinitamente pequeño es un punto. 
La circunferencia cuyo radio es inñuit&mente grande, es una linea 

recta. 
Los conceptos al llegar aquí se pierden. Nos parece oír lo contradicto

rio: un ruidoso silencio: una oscuridad brillante: un blanco negro: un ne
gro blanco. 

Consideremos la serie 

j . _ a e — ... — 3. — 2. — L0 . - ( - l -+ -2 - i -3 -h . . . + <» 

Según lo establecido 
— 00 

es el límite de los números menores que 0. 
Se Sabe que si el numerador de una fracción permanece invariable y 

su denominador crece sin término ni fin, el valor de la fracción disminuye: 
luego si el denominador llega á ser el número mayor posible, el valor de la 
fracción será el menor posible..., y viceversa. 

Luego debemos tener 

o a 
—— = — « .-=-+-» 
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piedades de esta especie: su siguificación, COUPLETAMRNTE 
MEKTAL, es el pr imer grado de la serie de los números ó el 
principio de la escala de la plural idad: en una palabra, la 
unidad que sirve para medir está siempre en la región de lo 
coscRETo, y la unidad que sirve para contar nunca sale de la 
región de lo ABSTRACTO. 

¿No se vé ahora c laramente que desde él punto de vista 

Es así que lo que se demuestra es que 

Luego... 

El volumen de la esfera es r^xiwX á la superficie por el tercio del radio. 
Véase lo que se tiene por demostración. 
La esfera puede ooosiderarse como compuesta de un número infinito 

de pirámides, cada una de las cuales tenga por base ua punto de la su
perficie y por altura el radio; el volumen de una pirámide es el producto 
de su base por el tercio de la altura: tomando en la estera al radio por 
factor común, tendremos que la suma de todos esos volúmenes estará re
presentada por la suma de las bases multiplicada por el factor común; 
pero la suma de las bases es la superficie de la esfera, luego... 

Pero, según esta representación, al centro de la esfera concurrirán los 
vértices de todas esas pirámides; y, como las bases son puntos, tendremos 
que en el centro de la esfera hay tantos puntos como tiene la superficie, 
luego ¿el centro es igual á la superficie? ¿Luego...? 

A cada instante se usa en matemáticas la frase número infinito como 
aplicable á las realidades. Pero el número infinito, para que lo sea, es pre
ciso que encierre tddos los casos posibles: muchos de éstos son, simultánea
mente, contradictorios en la realidad, como lados entrantes y salientes al 
mismo tiempo, mayor y menor al mismo tiempo, igual y desigual al mis
mo tiempo... Luego el número infinito en el orden de la pluraUdad es im
posible en el orden de la realidad. 

Las V003S irracional é imaginario son de uso constante también; pero 
¿pueden darse denominaciones que impliquen mayor discordancia con el 
antonomástico calificativo de exacta que la ciencia se apropia? 

Se dice que toda ecuación tiene algún valor real ó imaginario que, sus
tituido en ella, realízala igualdad. 

Y, con efecto, no hay valor ninguno real ni imaginario que realice la 
supuesta igualdad siguiente, 

(2 a; — 5 ) + 1 /0 ; ' '—7=0, 
ni la de ninguna otra ecuación que contenga la misma clase de incompati
bilidad en los datos. 

B.asta ya: basta y «obra con lo dicho, siji necesidad de más detalles, 
para dar s entender cuántas dificultades entrañan los principios de que 
por ilación lógica se desprenden los errores consignados. 

T cuenta que la mies es abundante! ¡Cuánto no se puede decir sobre 
las raices imaginarias!! ¡Cuánto sobre las fórmalas trigonométricas!! 
¡Cuánto sobre os inconmensurables!! 
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abrdracto los números no pueden ser más que ENTEROS? 
¿No se observa que es incomprensible un cuarto de signo, 
medio ruido, un décimo de vida, que xo PUKDE JIAHKH NADA. 
MKKOR QUE LA UNIDAD, que 63 ininteligible para nuestra razón 
la frase una cosa repetida menos una vez, una moneda repe
tida menos tres veces, y que es ESENCIAL á la idea de mi-
mero puro el que sea número entero? ¿No se vé ahora claro 
que desde el momento en que se diga número fraccionario, 
número negativo, se hace uso de expresiones incorrectas y 
contradictorias, como blanco negro, ruidoso silencio, cuadra
tura del circulo, realización de lo infinito en lo finito,... pues
to que lo que puede fraccionarse no es el número, sino el mó
dulo; que lo que puede variar de dirección no es el grado en 
la escala de la pluralidad, sino la dirección en que llevamos 
el módulo? ¿No es patente que las expresiones de número abs
tracto negativo, número abstracto fraccionario, número abs
tracto irracional, número abstracto imar/inario... corresponden 
á imposibilidades lógicas? ¿No es claro que los símbolos es
critos ó hablados del sistema de numeración no sirven para 
otra cosa más que para precisar á qué grado de la escala de la 
pluralidad corresponde una colección cualquiera de repeti
ciones? 

Por una especie de sinécdoque (muy natural, pero CON
TÉ AEIA ENTERAMENTE AL RIGOR DE LA LÓGICA 
Y FATAL PARA LA EXACTITUD INTRANSIGENTE 
DE LAS MATEMÁTICAS), los números, SÍMBOLOS RE
PRESENTATIVOS DE LA OPERACIÓN DE CONTAR, 
se encuentran de hecho en la parte de la ciencia del cálculo 
que se designa con el nombre de Algebra, constituidos por 
los autores, no solamente en SIGNOS INDICATIVOS DE 
LA MAGNITUD DE LAS CANTIDADES, cuyo tipo son 
los módulos ó tipos puramente de mensura, sino además en 
CARACTERES DE LA POSICIÓN, Ó LA EXISTENCIA, 
O LA ACCIÓN DE ESAS CANTIDADES. 

¿No se sospecha ya, no se concibe ahora claramente, que, 
empleado el número en tres usos tan distintos, sea tal pro
piedad, lógica en uno de esos usos, absurda cuando se trate 
de EXTENDERLA á alguno de los otros dos; ó que sea IM
POSIBLE su aplicación cuando, CESANDO DE SER el mis
mo, sea reemplazado por los otros? 
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Lo3 autores, cuando definen el número, definen la CAN
TIDAD y no la TEORÍA DEL ORDEN Y DE LA SITUA
CIÓN DE LAS COSAS SIN NINGUNA CONSIDERACIÓN 
Á LA MAGNITUD, según la feliz objeción de Poinsot. Se 
define ordinariamente á las matemáticas como la ciencia de 
las magnitudes en general ó la ciencia de las cantidades (1) y 
no se considera al número en sí mismo, abstraído de las mag
nitudes, formas, posiciones, etc. He aquí por qué implica con-
tradiccijn la idea aislada de positivo y negativo, puesto que, 
si los números fuesen ESENCIALMENTE POSITIVOS, nunca po
drían ser negativos, so pena de dejar de ser números, por 
serles esencial lo positivo: y he aquí también por qué lo que 
no puede hacerse coa el número puro es ejecutable sobre el 
módulo: porque aquello á que se resiste la unidad de numera
ción, INVARIABLE É INDIVISIBLE, es posible sobfe la unidad 
módulo, tipo representativo de una cantidad, CONCRETO, VA-
EiABLE y DIVISIBLE, segúu el deseo de cada cual y cuya gran
deza ó pequenez nada limita. 

La fórmula 
¡r = a j / 2 , 

en que a es un número puro, -representa abstractamente una 
imposibilidad; pero, reflexionando, diremos: puesto que a \^2 
no puede ser ni concebido ni practicado numéricamente, in
vestiguemos si sucederá lo mismo con 

>./2" , 

llamando X á la LONGITUD MÓDULO. 
Vemos en seguida que, si X \/2 expresa una longitud rea

lizable, podremos en consecuencia realizar también 

para lo cual bastará repetir a veoes, no la longitud X, sino 
la longitud X y/'i. Sabemos, desde luego, que, si formamos un 
triángulo rectángulo en el cual los lados del ángulo recto 

(1) No hay cosa más frecuente que oív decir: escriba usted una cantidad, 
como si las cantidades (esto es, las longitudes, saporfioies, sólidos, fuerza», 
pesos, etc.'i pudieran escribirse, y como si el sistenn. de numeración, que 
eipá. destinado i. designar los grados de la pluralidad y no las cantidades, 
pudiera ser el representante de las magnitudes. 

reno la 72 
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sean iguale^' á )., la hipotenusa será tal que su longitud res
pecto de A debe expresarse por 

Pero, si en lugar de a \ 2 se hubiese tenido ayS , a v'4 , 
íi \ / 5 , construiríamos análogamente las longitudes / v '3 . 
X \ / 4 , A V 5 ... porque, en efecto, haciendo la hipotenusa del 
triángulo precedente, lado del ángulo rectángulo, cuyo otro 
lado fuese siempre )., la hipotenusa de este segundo triángii-
lo sería ). v^3 ; y, procediendo del mismo modo, obtendría
mos A v' 4 , A \' o ... '/ V'N- (Véase pág. 324.) 

Figura 4?. 

De lo dicho se deduce que las expresiones 
N X 1: N x O 

no indican multiplicación y que 
1 X N; O X N 

son maltiplicaciones; puesto que el 1 y el O están repetidos 
N veces; 
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Que es esencial á la mayor parte de las cosas reales el po
der ser repetidas, y que, por consiguiente, el multiplicando 
piiede ser concreto y fraccionario; 

Pero que en todos los casos, en todos, ol multiplicador 
tiene que ser número puro y, por tanto, entero. 

Y que, si desde el punto de vista numérico, la ley de que 
el orden de los factores no altera el producto debe admitirse 
como verdadera, no sucede lo mismo en las aplicaciones de la 
multiplicación á las cuestiones concretas, porque la naturale
za de un factor no es TRANSMISIBLE á otro. 

Un módulo puede dividirse y subdividirse y volverse á 
dividir. Si el módulo primitivo es A, cada una de sus divisio
nes se expresará por //, )/', y/'*'... pero de aquí no se deducirá 
más sino que el módulo secundario es menor respecto del pri
mitivo; y que, cuando tomemos una fracción de A, no haremos 
más que tomar un NÚMERO ENTERO DE VECES alguno de los mó
dulos secundarios ).', \", V"... Multiplicar quebrados es, pues, 
repetir un número entero de veces un módulo menor, relacio
nado con el módulo primitivo; y, asi, multiplicar será siem
pre, conforme á su etimología, repetir y aumentar. 

Y ¿no es ya evidente todo lo senta,do en esta obra respec
to á los inooumensurables y las fracciones aperiódicas? 

Me detengo, pues. 
Mucho siento que el Programa de esta obra no me permita 

seguir la ilación de las ideas sin entrar en pormenores propios 
solamente de una obra fundamental de matemáticas; pero con 
lo dicho hay lo filosóficamente bastante para que pueda con
cebirse una explicación satisfactoria de las magnitudes irra
cionales, y para que se calcule cómo la teoría de las expresiones 
imaginarias ha podido conducir al gran resultado de que y^— 1 
sea el signo de la perpendicularidad, así como para compren
der, cómo pueden considerarse lógicamente laa cantidades 
positivas y negativas con relación á las imaginarias, y cómo 
puede pasarse de lo real á lo imaginario. En suma, que es^ 
absolutamente necesario admitir en álgebra do» sistemas de 
numeración, uno ordinal y otro euantitatito. Quien desee más 
pormenores acuda á mi traducción de la obra de Valles. 

¿Semejantes contradicciones, tal galimatías, tanta confu
sión, no merecen ser profundamente estudiadas y cuidadosa-
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mente aclaradas para levantar el velo que cubre tantas obscu
ridades? 

Mientras más se reflexiona sobre estas materias, menos de 
admirar es el que tantas inteligencias se muestren rebeldes 
á los estudios matemáticos: ¿quién sabe si los más lógicos de 
entre todos, han de buscarse entre los espíritus que, después 
de algunos ensayos, los han rechazado? ¿Y quién es quien se 
atrevería á decir que entre los que han cultivado con éxito la 
ciencia, se hallará uno solo que durante un tiempo bastante 
largo no se haya visto obligado á admitir como verdades pro
badas lo que no era aun para él más que verba magistrif 
Quién sabe, en fin, si hasta extermino de su carrera, nuestros 
más grandes geómetras no han estado más bien PEKSUADÍDOS 
que CONVENCIDOS de la verdad de ciertos principios pasados 
en autoridad de cosa juzgada? 

Mientras no se haga la distinción debida entre unidad, 
módulo, dirección é intensidad; 

Mientras que los signos de la pluralidad sean represen
tantes de módulos y direcciones; 

Mientras que en la ciencia se continúe afirmando que todo 
número abstracto es esencialmente positivo; 

Mientras que no se proclame en principio que todo núme
ro fraccionario es concreto; , 

Mientras que se continúe haciendo diariamente uso, sin 
dar explicación ninguna, de cantidades ó de expresiones ima> 
ginarias;... 

Nunca se tendrá derecho para criticar, á los que rehusen 
comprender, en su conjunto, la exposición de los principios 
de la ciencia, y nunca se podrá reprender á los que exijan que 
las matemáticas entren en el terreno de que se han separado 
los autores al sentar sus bases y al exponer sus principios. 

FIN DE LA ARITMÉTICA GENERAL 
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