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PROGRAMA

DE

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA RECTILINEA

GEOMETRIA.

Preliminares.

LECCION 1..—Extension, dimensiones de una extensién.—Cuerpo
geométrico.—Superficie.—Linea. Punto.—Tres especies de extension.
Definicién de la Geometria.—Tres cualidades propias de foda exten-
sién.—Extensiones iguales, equivalentes y semejantes.—Del punto; cé-
mo se le representa.—De las lineas; diferentes clases de lineas; defini-
¢ién de linea recta; consecuencia relativa 4 la manera de estimar la
distancia entre dos puntos.—Cuéntas rectas pueden pasar por dos
puntos: consecuencias que tratan del niimero de puntos suficientes
para determinar la posicion de una recta; de la condicion de dos rec-
tas que tienen dos puntos comunes; y de los puntos comunes & dos rec-
tas que se cortan. Linea quebrada & poligonal. Linea curva. Linea
mixta.

LECCION 2.8—Mayor comin medida de dos rectas; como se deter-
mina; y cémo la razén de sus magnitudes. Rectas comensurables 6 in-
comensurables; cémo se puede hallar aproximadamente la razén de dos
rectas incomensurables. Qué hay gque hacer para medir una recta. Re-
lacién entre las lineas quebradas que, estando compuestas cada una de
dos rectas, tienen comunes sus extremos, y se hallan situadas 4 un
mismo lado de una recta que los une.
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LECCION 8.a—Diferentes clases de superficies.—Definicién del pla-
no 6 superficie plana: consecuencia relativa 4 la condicién de toda rec-
ta que pasa por dos puntos de un plano.—Definicién de superficie que-
brada ¢ poliédrica.—Definicion de las superficies curvas y mixbtas,—
Definiciones de la circunferencia, del virculo, del radio, del didmetro,
de las cuerdas y arcos. Comparacién de los radios de un mismo cir-
culo; comparacion de los diametros.—Condiciones que deben reunir los
teoremas reciprocos para que pueda omitirse su demostracion.—Divi-
sion de la Gleometria en plana y del espacio.

GEOMETRIA PLANA,

.

Rectas concurrentes.

LECCION 4.2—Angulo, lados y vértice. Cémo se designa ¢ nombra
un dngulo. Influencia de la longitud de los lados en el valor 6 tama-
fio del dngulo. Los dngulos se suman, se restan y se multiplican ¢ di-
viden por an nimero entero abstracto; cdmo se consigue hacerlo. Bi-
sectriz de un dngulo.—Angulos adyacentes, rectos y oblicuos. Relacién
entre dos 4ngulos rectos no adyacentes.—Angulos agudos, obtusos, com-
plementarios y suplementarios. Complemento de un éngulo; suplemento
de un 4ngulo. Consecuencia relativa 4 la igualdad de dos dngulos
cuando ambos tienen el mismo complemento ¢ complementos iguales,
6 el mismo suplemento 6 suplementos iguales.—Valor de la suma de
los 4ngulos adyacentes; proposicién reciproca, y cinco consecuencias
del teorema directo que investigan: la especie de un angulo cuando su
adyacente es recto 1 oblicuo; el limite superior de un 4ngulo; la suma
de todos los dngulos de vértice comtin, construidos sobre una recta que
pasa por este vérfice; la suma de todos los 4ngulos formados alrededor
de un punto en todas direcciones; y la suma de los cuatro dngulos
que forman dos rectas que se cortan.—Angulos opuestos por el vér-
tice; demostracion de la igualdad entre ellos.

Perpendiculares y oblicuas.

LECCION 5.=—Linea perpendicular 4 otra, linea oblicua 4 otra. La
perpendicularidad entre dos rectas es reciproca, asi como la oblicui-
dad. Especie de los dngulos que forman dos rectas que se cortan perpen-
dicularmente. Por un punto dado, en ¢ fuera de una recta, no se puede
trazar més que una perpendicular & ella, Si desde un punto, fuera de
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una recta, se traza 4 ésta una perpendicular y una oblicua, la perpen-
dicular es menor que la oblicua. Cémo se estima ¢ mide la distancia
de un punto 4 una recta. Proposicion reciproca: la menor de todas las
rectas, que van de un punto & otra recta, es perpendicular 4 ésta.

LECCION 6.2—Relacién entre las oblicuas trazadas desde un pun-
. to & una recta, segtin sean entre si los apartamientos de sus piés del
pié de la perpendicular, y reciprocamente. Consecuencia referente al
ntimero de rectas iguales que desde un punto pueden ser trazadas &
una recta. Relacion entre las distancias de un punto 4 los extremos de
una recta, segiin esté 6 no situado en la perpendicular levantada en el
punto medio de dicha recta, y reciprocamente. Lugar geométrico de
ciertos puntos. Lugar geométrico de los puntos equidistantes de los
extremos de una recta. Si una recta tiene dos puntos equidistantes de
los extremos de otra, es perpendicular 4 esta otra en su punto medio.

Paralelas.

LECCION 7..—Rectas paralelas.—Teorema fandamental que prue-
ba la posibilidad de que existan rectas paralelas, Postulado de Eucli-
des, ¢ sea dos rectas, una perpendicular y otra oblicua & una tercera,
N0 son p“ﬁg‘ale]aﬂ. Seis consecuencias de este postulado, que tratan: del
nimero de rectas paralelas que por un punto se pueden trazar 4 ofra
recta; de probar que si una recta corta 4 una de dos paralelas, tam-
bién serd secante de la otra; de demostrar que toda perpendicular &
una de dos paralelas, es perpendicular 4 la otra; que dos rectas para-
lelas 4 una tercera, son paralelas entre si; que si dos rectas son para-
lelas, sus perpendiculares respectivas tambien lo serdn; y que si dos
rectas no son paralelas, sus perpendiculares respectivas tampoco lo
seran.

LECCION 8.a—Linea secante 6 trasversal.—Ntmero y nombres de
los angulos que forma una trasversal con las dos rectas cortadas por
ella. Demostrar el $eorema que prucha el paralelismo 6 mo paralelis-
mo de dos rectas, segin sean 0 no igunales los éngulos alternos 6 cor-
respondientes, ¢ segin sean 6 no suplementarios los internos de un
mismo lado de la secante. Teorema reciproco del anterior,

.

LECCION 9.2 —Relacién entre las partes de paralelas comprendidag
entre paralelas: consecuencia relativa 4 las distancias de los puntos de
una recta 4 su paralela. Relacion entre los angulos de lados respecti-
vamente paralelos, ya estén estos dirigidos en un mismo sentido 6 en
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sentido contrario, ya estén dos dirigidos en un mismo sentido y dos en
sentido contrario: consecuencia resimen de estas proposiciones. Rela-
cidn entre los dngulos de lados respectivamente perpendiculares: ob-
servacion que advierte la sefial practica de conocer la igualdad ¢ $u-
plementarismo.

Circunferencia.

LECCION 10.—Propiedades de la circunferencia, Primera: dos cir-
cunferencias de igual radio son iguales; dos arcos de igual radio y su-
perpuestos sus centros y primeros extremos, si son iguales, coinciden en
toda su extension; y si son desiguales, el menor se ajusta sobre el ma-
yor, pero termina antes; y dos arcos de centros superpuestos y de igual
radio, si coinciden sus extremos, son iguales, Segunda: el didmetro divi-
de 4 la circunferencia y al circulo en dos partes iguales, llamadas semi-
circunferencias y semicirculos. Tercera: el didmetro es mayor que una
cuerda cualquiera. Cuarta: por tres puntos, que no estén en linea recta,
puede pasar una circunferencia, y nada mas™negina; consecuencias re-
ferentes al nimero de puntos que determinan I;?%Lcién de una circun-
ferencia, y al ntimero de puntos comunes que puedeh tener dos circun-

ferencias.—Relacién entre las cuerdas de una misma eircunferencia 6
de circunferencias iguales, segin la que haya entre los arcos; @i'.respon-
dientes, y reciprocamente.

LECCION 11.—Relacién entre las distancias de las cuerdas al cen-
tro, segiin la que éstas tengan entre si, y reciprocamente; observacién
referente 4 la magnitud relativa de los dngulos formados por cada una
de dos cuerdas, que tienen un extremo comiin, con el radio que v4 al

punto de concurso. Propiedades del didmetro perpendicular & una cuer- |

da: observacion referente & las condiciones que reune 6 cumple la rec-
ta, sujeto del teorema anterior: dos de estas cinco condiciones determi-
nan la posicion de dicha recta: si una recta reune dos de estas condicio-
nes, reunira también las restantes.

LECCION 12.—Lineas secs:\ﬁges y tangentes d la‘m:rcunfermwia. Una
recta no puede tener mas de dos puntos comunes con la circunferencia.
Definicién de secante de una circunferepcia, y de tangente & la misma;
punto de contacto. Toda recta perpendi@lar al radio en su extremo ex-
terior es tangente & la circunferencia; toda recta oblicua al radio en
su extremo exterior es secante de la circunferencia. Proposiciones re-
ciprocas, Consecuencia referente al niimero de tangentes, que se pueden
trazar por un punto de la circunferencia. Consecuencia relativa 4 la po-
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sicién de los puntos de contacto de dos paralelas tangentes & una cir-
cunferencia. Observacion acerca de la distancia de la secante, de la tan-
gente, y de una recta exterior, al centro; y-reciprocamente. Relacion en-
tre los arcos comprendidos entre dos paralelas, ya sean estas cuerdas
& secantes, ya una secante y la otra tangente, 6 ambas tangentes.

Dos circunferencias.

LECCION 18.—Circunferencias secantes; circunferencias tangentes.
Si dos cireunferencias tienen un punto comin, fuera de la linea de los
centros, serdn secantes; consecuencia referente 4 la posicién del tinico
punto comtn & dos circunferencias tangentes; consecuencia relativa 4 la
posicién de la linea de los centros con respecto & la cuerda comin &
dos circunferencias secantes. Relacion entre la distancia de los centros
y la suma 6 diferencia de los radios, segin la posicién relativa de dos,
circunferencias situadas en un mismo plano; y reciprocamente.

Medida de los angulos centrales,

LECCION 14.—Arco correspondiente & un dngulo; consecuencia re-
ferente al acco correspondiente 4 un dngulo recto. Igualdad 6 desigual-
dad dg dos arcos, segun la de los dngulos 4 que corresponden, y recipro-
camente; consecuencia relativa al tamaiio del 4ngulo, cuyo arco corres:
pondiente es un cuadrante. Proporcionalidad entre los dngulos y sus ar-
cos correspondientes. Naturaleza de la unidad de medida de los Angu-
Jos. Naturaleza de la unidad de medida de los arcos. Convenio que es
niecesario establecer para que resulte cierta la proposicion siguiente: La
medida de un éngulo es igual 4 la medida de su arco correspondiente.
Cuando se dice que la medida de un dngulo es su arco correspondiente,
qué se quiere significar. Cudl es el dngulo unidad, y cudl es el arco uni-
dad. Siendo la medidade un dngulo ignal 4 la medida de su arco corres-
pondiente, para medir aquel se proceders 4 la medida de éste. Para me-
dir log diferentes arcos no basta una sola unidad de arcos; de aqui la
divisién de la unidad principal de arcos en unidades submultiplas; cui-
les son éstas; divisién sexagesimal y centesimal. Una vez hallada la me-
dida del arco, expresada en partes del cuadrante, como deberia expre-
sarse la medida ¢ valor numérico del dngulo central.

Medida de los angulos no centrales.

LECCION 15. —Angulos excéntricos: inscrito, semi-inscrito, inte-
rior excéntrico, y exterior. ¢Puede hallarse la medida de estos angulos
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trazando sus arcos correspondientes? ;Puede hallarse la medida de es-
tos dngulos con solo medir los arcos de circulo comprendidos entre sus
lados? 'Medida del angulo inserito. Medida del semi-inserito. Medida
del interior exeéntrico. Medida del exterior. Consecuencias relativas &
la relacién que existe entre los éngulos inseritos ¢ semi-inscritos, cu-
yos lados comprenden un mismo arco, 6 arcos iguales; al tamafio de to-
do 4ngulo inscrito cuyos lados pasan por los extremos de un didmetro,
6 ccmpr(enden una semicircunferencia; asi como al de los que compren-
den un arco mayor ¢ menor que media circunferencia. Obgervacion
acerca del tamafio de un dngulo cuyos lados pasan por los extremos de
un didmetro, segiin tenga el vértice en la circunferencia, dentro del
circulo, 6 fuera; proposicién reciproca. Lugar geométrico de los vértices
de los dngulos rectos, cuyos lados pasan por log extremos de un di-
metro.

Problemas graficos.
%

LECCION 16.—Problemas graficos de perpendiculares, de dangulos
y paralelas: 1.0 Dividir una recta en dos partes iguales por medio de
una perpendicular: dividirla en cuatro, ocho, diez y seis, etc. partes
iguales. 2.2 Por un punto dado trazar una perpendicular & una recta
(tres casos). 3. En un punto de una recta formar un 4ngulo igual & otro
dado. 4.° Dividir un arco en dos partes iguales, conocido ¢ no el cen-
tro: dividir un arco en cuatro, ocho, ete. partes iguales: dividir un an-
gulo en dos partes iguales, 6 sea, trazar su bisectriz. 5.0 Por un punto
fuera de una recta, trazarle una paralela. 6.0 Por un punto fuera de
una recta, trazar otra que forme con la primera un dngulo ignal 4 otro

angulo dado.

LECCION 17.—Problemas relativos 4 la circunferencia. 1.0 Por tres
puntos que no estén en linea recta, trazar la circunferencia que ellos de-
terminan: dada una circunferencia ¢ un arco, hallar su centro: 2.° Por
un punto dado trazar una tangente & la circunferencia, 6 lag que se
puedan: relacién entre las magnitudes de las dos tangentes exteriores
que tienen un punto comun: posicion de la recta que une el punto comin
con el centro, respecto al dngulo de las dos tangentes, y al arco con-
vexo comprendido entre las mismas. 3.0 Degeribir una circunferencia
tangente & tres rectas dadas, que forman entre si 4ngulos cualesquiera
(cunatro soluciones). 4. Trazar una circunferencia tangente 4 otra en un
punto dado, y que pase por otro punto también dado, exterior 6 inte-
rior 4 ella: caso en que seria imposible este problema.
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Poligonos; propiedades del triangulo.

LECCION 18.—Definiciones de poligono, lados, éngulos y vértices
del poligono; diagonales del poligono; perimetro. Poligono convexo, con-
cavo, equildtero, equidngulo, regular é irregnlar. Nomenclatura de los
poligonos, segun el nimero de lados, dngulos 6 vértices. De los tridngu-
los. Relacion entre los lados de un tridngulo cualquiera, 6 sea condicio-
nes 4 que estd sujeto el tamafio de un lado de un tridngulo con respec-
to al tamaiio de los otros dos. Relacién entre los 4ngnlos de un tridngulo,
expresada por la constancia de su suma. Cinco consecuencias: 1.% Un
dngulo de un tridngulo essuplemento de la suma de los otros dos; 2.2 Va-
lor del dngulo extérno de un tridngulo; 8.4 En un tridngulo no puede
haber més que un éngulo recto @ obtuso; 4.2 Cuando un tridangulo tiene
un éangulo recto, los otros dos son agudos y complementarios; y recipro-
camente; 5.2 Si desde un punto de una oblicua se baja una perpendicu-
lar sobre la recta 4 que lo és, la perpendicular caerd dentro del dngulo
agudo. Tridngulo rectangulo; catetos é hipotenusa; tridngulo obtusén-
gulo; tridngulo acutangulo.

Igualdad de los triangulos.

LECCION 19.—Principales casos de igualdad de triangulos: 1.0
cuando tienen sus tres lados respectivamente ignales; 2.2 cnando tienen
dos lados respectivamente iguales, é igual el dngulo comprendido;
3.2 cuando tienen un lado igual, contiguo 4 dos dngulos respectivamen-
te iguales. También son iguales dos tridngulos cuando tienen un lado
ignal y dos dngulos cualesquiera respectivamente iguales, con tal que
estos tengan la misma colocacién en los dos tridngulos respecto al lado
igual. Dos tridngulos rectdngulos son iguales cuando tienen las hipote-
nusas iguales y un cateto igual 4 otro cateto. Observacién que manifies-
ta que en tridngulos que son iguales, 4 los lados que nos conste que son
iguales, se oponen dngulos iguales; y reciprocamente. Observacién que
nos manifiesta que si dos tridngulos recténgulos tienen igual un cateto
y desigual la hipotenusa, el angulo opuesto 4 dicho cateto es mayor en
el que tiene menor hipotenusa.

Triangulos de lados & angulos iguales.

LECCION 20.—Clasificacién de los tridngulos por la ignaldad 6 des-
ignaldad de sus lados. Base de un tridngulo, vértice y altura; altura en
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un triangulo rectingulo cuando se toma un cateto por base; lado del
tridngulo isdsceles que suele llamarse base del mismo. Relacién entre
dos dngulos de un tridngulo, seginla que haya entre sus lados opues-
tos, y reciprocamente: consecuencias relativas 4 los dngulos contiguos
41a base de un tridngulo isésceles; 4 la condicion que reune un triingu-
lo equilétero de ser también equidngulo, y reciprocamente; y al lado de
mayor tamafio en un tridngulo obtusdngulo 6 rectingulo. Condiciones
que reune la recta que desde el vértice v4 perpendicular & la base del
triangulo isésceles. Relacion entre los lados de dos tridngulos, opuestos
4 dngulos formados por lados iguales, segin la que liaya entre dichos
angulos, y reciprocamente.

Cliadrilateros; propiedades del paralelégramo.

LECCION 21.—Tres clases de cuadrilateros: trapezoide, trapecio y
paralelégramo. Bases y altura del trapecio; base y altura del paralelé-
gramo. Valor de la suma de los cuatro 4ngulos de un cuadrilatero cual-
quiera. Cuatro propiedades del paralelégramo: lados opuestos iguales
dos 4 dos; dos lados opuestos, iguales y paralelos; los &ngulos opuestos
iguales; las diagonales se dividen mituamente en mitades. Proposicio-
nes reciprocas. Consecuencias referentes 4 la division del paralelogra-
mo por la diagonal, y & la igualdad de dos paralelégramos cuan-
do tienen un éngulo igual, formado por dos lados respectivamente
iguales.

Clases de paraleldgramos; diagonales.

LECCION 22.—Diferentes clases de paralelégramos, definidos por
la igualdad 6 desigualdad de los lados que forman un mismo 4ngulo,
y de los d4ngulos contiguos & un mismo lado: consecuencia que mani-
fiesta que hay un paralelégramo, que es poligono regular. Propiedades
de las diagonales del romboide, del rombo, del rectdngulo y del cua-
drado; propiedades reciprocas, que permiten conocer, por el tamaiio
relativo de las diagonales y por su posicién relativa, la clase del para-
leldgramo & que pertenecen,

De los poligonos en general.

LECCION 23.—Valor de la suma de los 4ngulos de un poligono
cualquiera; formula. Valor de un é4ngulo de poligono regular. Valor de
la suma de los dngulos externos de un poligono cualquiera. Valor de un
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angulo externo de poligono regular. Consecuencia relativa al mayor
niimero de dngulos agudos que puede tener un poligono convexo cnal-
quiera. Igualdad de poligonos cuando tengan sus lados y sus dngulos,
respectivamente iguales ¢ igualmente dispuestos. Igualdad de poligo-
nos cuando estén compuestos de igual niimero de triangulos, respecti-
vamente iguales 6 igualmente dispuestos; y reciprocamente.

Problemas graficos.

LECCION 24.—Problemas de construeciéon de tridngulos, de para-
lelogramos y de poligonos en general. 1.0 Construir un triangulo, _dadba
los tres lados: condicién de los datos para que el problema sea posible;
construir un tridngulo isdsceles, dados los dos lados desiguales; cons-

truir un tridngulo eguildtero, dado su lado. 2.0 Dados dos lados y el
dngulo comprendido, construir el tridngulo. 3.0 Dado un lado y los dos
angulos contiguos, construir el triangulo; dade un lado, un éngulo con-
tiguo y el dngulo opuesto 4 dicho lado, construir el tridngulo: condicién
de los datos para que este problema sea posible. 4.2 Dada la hipotenu-
sa y un cateto, construir un tridngulo rectingulo. 5.0 Construir un
triangulo igual & otro dado. 6.0 Dados dos lados y el dngulo compren-
dido, construir un paralelégramo; dado el lado y un dngulo, construir
un rombo; dados los dos lados desiguales, construir un rectangulo;
dado el lado, construir un cuadrado. 7. Dado un poligono, construir
otro igual al dado; dos procedimientos para conseguirlo.

De las lineas proporecionales.

LECCION 25.—Teorema fandamental que demuestra la igualdad
entre las partes interceptadas, en un lado de un angulo, por las para-
lelas trazadas por los puntos de division del otro lado, préviamente di-
vidido en partes iguales 4 partir desde el vértice. Teorema que de-
muestra que la paralela 4 un lado de un tridngulo, divide & los otros
dos lados en partes proporcionales, y reciprocamente. Consecuencias de
dicha proporcionalidad. Teorema de la bisectriz de un 4ngulo de un
trigngulo, Consecuencia que patentiza la no proporcionalidad entre los
lados de un tridngulo y sus dngulos opuestos. El teorema de la bisectriz
es cierto también cuando se refiere al dngulo externo del tridngulo,sien-
do en este caso sustractivos los segmentos del Jado opuesto.
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De los tridngulos semejantes.

LECCION 26.—Poligonos semejantes; vértices homodlogos; lados
homélogos. Cuando se dice que los poligonos semejantes fienen sug
lados homdlogos proporcionales, qué se quiere significar. En los tridn-
gulos semejantes, cudles son los lados que resultan homélogos. Teore-
ma que demuestra la semejanza entre el tridngulo total y el parcial,
cuando en el primero se traza una paralela 4 un lado. Tres casos prin-
cipales de semejanza de tridngulos, 4 saber: cuando tienen los tres la-
dos proporcionales; cuando tienen dos lados proporcionales ¢ igual el
angulo comprendido; y cuando tienen los tres angulos, 6 dos, respec-
tivamente iguales.

Semejanza de tridangulos y de poligonos

LECCION 27.—Otros casos de semejanza de tridngulos: dos tridn-
gulos rectangulos son semejantes si tienen la hipotenusa y un cateto
proporeionales; dos tridngulos cualesquiera son semejantes cnando tie-
nen sus lados respectivamente paralelos 6 perpendiculares. Semejanza
de poligonos: dos poligonos compuestos de igual niimero de tridngulos,
respectivamente semejantes, y semejantemente dispuestos, son seme-
jantes; y reciprocamente. Dos poligonos regulares del mismo mimero
de lados, son semejantes.

Consecuencias de la semejanza de triangulos.

LECCION 28.—C6mo cortan 4 dos paralelas treg 6 mas rectas que
concurren en un punto: consecuencia acerca de la igualdad de las par-
tes de una de las paralelas, provocada por la igualdad de las partes de
la otra. Cuando se dice que dos rectas estan divididas en partes recipro-
camente proporcionales. Cémo se cortan dos cuerdas en el cireulo; cons-
tancia del producto de las dos partes de toda cuerda que pasa por un
punto. Cémo corta la circunferencia & dos secantes que parten de un
punto exterior, y terminan en los segundos puntos de encuentro: cons-
tancia del producto de cada secante por su segmento externo. Relacion
entre la tangente, la secante y su segmento externo. Proporcionalidad
entre las bases y las alturas de dos tridngulos semejantes.

LECCION 29.—Proyeccién de un punto y de una linea cualquiera
sobre una recta; proyeccion de la hipotenusa sobre un cateto; proyeccion
de un cateto sobre el otro. Demostrar las cuatro relaciones que provoca
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la perpendicular 4 la hipotenusa, trazada desde el vértice del angulo
recto, Aplicacion de estas relaciones al circulo, cuando desde un punto
de la circunferencia se traza una perpendicular al didmetro, y las dos
cuerdas 4 los extremos de éste.

LECCION 30.—Teorema de Pitagoras: Demostrar que en el tridn-
gulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual 4 la suma de los
cuadrados de los catetos, Demostrar también 4 qué es igual el cuadrado
del lado opuesto & un 4angulo obtuso de un tridingulo; y 4 qué es igual
el cuadrado de un lado de tridngulo, opuesto 4 un angulo agudo. For-
mtilense estas relaciones, y entnciese el teorema de Pitdgoras de cua-
tro maneras, segtin se despeje el cuadrado de la hipotenusa, el cuadra-
do de un cateto, la hipotenusa sencilla, 6 un cateto sencillo. Proposicio-
nes reciprocas. Proporcionalidad entre los perimetros de poligonos se-
mejantes y sus lados homologos,

Problemas graficos y numeéricos.

LECCION 381.—Problemas. 1.0 Dividir una recta en partes propor-
cionales & otras rectas dadas. 2.0 Dividir una recta en un niimero cual-
quiera de partes iguales (tres procedimientos). 3.0 Hallar una cuarta
proporcional 4 tres rectas dadas. 4.© Hallar una tercera proporcional &
dos rectas dadas. 5.© Hallar una media proporcional entre dos rectas
dadas. 6.0 Dividir una recta en media y extrema razén. 7.° Dado un
triangulo, construir otro semejante, sobre una recta dada, considerada
como lado homélogo de uno de los del primero (tres procedimientos.)
8.0 Dado un poligono, construir otro semejante sobre una recta dada,
considerada como lado homoélogo de un lado del propuesto. Problemas
numéricos: 1.2 Dados los valores numéricos de dos lados de un tridn-
gulo rectdngulo, determinar el tercer lado. 2. Dados los valores numé-
ricos de los lados de un tridngulo, determinar la especie de sus dngulos.

Poligonos inscritos y circunscritos.

LECCION 32.—Poligono inscrito en una circunferencia; poligono
circunserito. Posibilidad de la inseripcidn y circunseripcién de poligo-
nos regulares: definiciones de centro, radios y apotemas de un poligono
regular: consecuencias sobre igualdad de los radios y de las apotemas
de un poligono; sobre radios bisectrices, y sobre igualdad de los éngu-
los centrales de un poligono regular. Observaciones acerca del modo
de determinar el centro de un poligono regular, y acerca del valor de
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todos y de cada uno de los 4ngulos centrales. Regularidad del poligo-
no inserito equildtero; regularidad del circunserito equidngulo. Pro-
porcionalidad entre los perimetros de poligonos regulares de igual ni-
mero de lados, y las lineas homélogas en ambas figuras.

Problemas graficos.

LECCION 383.—Problemas: 1.0 Tnseribir en una circunferencia un
poligono regular de cualquier niimero de lados. 2.0 Dado un poligono
regular inserito, circunseribir 4 la misma circunferencia otro del mis-
mo nimero de lados, y hallar después el valor del lado de este tltimo
en valores del lado del primero y del radio: alineacion entre los vérti-
ces de uno y otro con el centro, cuando los lados de ambos son parale-
los: formula del valor del apotema de un poligono inserito en funcién
del lado y del radio. 8. Dado un poligono regular inscrito, inscribir
otro de doble mimero de lados; y hallar despues el valor del lado de
éste en valores del lado del primero y del radio. 4. Dada una circun-
ferencia, inscribir en ella un cuadrado, y hallar después el lado de éste
en funcion del radio: razén del lado del cuadrado al radio: razén enfre
la diagonal y el lado del cuadrado: construir una recta, cuyo valor sea
raiz cuadrada del nimero dos.

LECCION 84.—b.c Dada una circunferencia, inseribir en ella un
exégono regular, demostrando antes, que el lado del exigono regular
inserito es igual al radio: inseribir un tridngulo regular 6 equilitero,
determinando después el valor del lado de dicho tridngulo en valores
del radio; razon del lado al radio, y construir una recta que represente
exactamente el valor de raiz cuadrada del niimero tres: valor del apo-
tema del tridngulo equildtero inscrito. 6.0 Dada una circunferencia,
inseribir en ella un decagono regular, demostrando antes, gue ¢l lado
del decagono regular inserito, 6 sea la cuerda de treinta y seis grados,
es igual & la parte mayor del radio dividido en media y extrema
raz6n: inseribir un pentégono regular: inscribir un pentadecagono re-
gular. 7.0 Hallar el valor del lado del decdgono regular inscrito en
funcion del radio; hallar el valor del lado del pentdgono regular ins-
crito en funcién del radio; hallar también en funcién del radio el
lado del pentadecigono regular inscrito. 8. Dado el lado de un po-
ligono regular cualquiera, construir dicho poligono.

Razdén de la ecircunferencia al diametro.

LECCION 35.—Qué se entiende por razén de la circunferencia al
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dismetro. Teoremas en que se funda el procedimiento seguido en geo-
metria elemental para hallar dicha razén, & saber: Todo circulo se pue-
de mirar como un poligono regular de infinito mimero de lados. Dos
cireunferencias cualesquiera son proporcionales 4 sus radios, y 4 sus
didmetros. La razén de la circunferencia al didmetro es una cantidad
constante; ¢ es la misma siempre, cualquiera que sea la circunferencia
que se considere. Llamando = la razén de la circunferencia al didmetro,
¢ la circunferencia y d 6 2r el didmetro, formular la relacién que liga &
estas cantidades; despejando, en dicha formula, cualquiera de ellas tres.
Toda linea convexa cerrada, comprendida dentro de otra cualquiera, es
menor que esta otra. Comparacién de la circunferencia con los perime-
tros de los poligonos inseritos y circunseritos. Variacién de los peri-
metros inseritos y circunseritos 4 medida que el nimero de lados se
duplica. Limite superior de los perimetros inscritos, é inferior de los
circunseritos,

LECCION 86.—Problema: Hallar de una manera elemental el valor
de 7, 6 sea, el valor de la razén de la circunferencia al didmetro, Valor
de = aproximado con cuatro cifras decimales. Valor aproximado de ,
dado por Arquimedes. Valor aproximado de =, dado por Pedro Mecio.
Problema: dado el valor del radio, hallar la longitud 6 valor de la cir-
cunferencia; y reciprocamente. Problema: Dado el valor del radio, ha-
lar la longitad 6 valor de un arco de cierto nimero de grados. Proble-
ma: Dada una circunferencia de radio conocido, hallar el niimero de
grados que ha de tener un arco de radio también conocido, para que
sea estearco tan largo como la circunferencia dada. Problema gréfico:
Dada una circunferencia, hallar una recta tan larga como ella, 6 como
su mitad; 6 sea, rectificar una circunferencia.

Areas de las figuras planas.

LECCION 37.—Superficies equivalentes. Equivalencia entre dos
paralelégramos de igual base y altura; todo paralelégramo es equiva-
lente 4 un rectangulo de igual base y altura. Equivalencia entre un
triangulo y la mitad de un paralelégramo de igual base y altura. Equi-
valencia entre dos tridngulos de igual base y altura. Definicién de drea
de una superficie. Superficie que se toma siempre por unidad de super-
ficies. Teoremas fundamentales para la determinacién de las dreas de
las figuras planas; 4 saber: Dos rectangulos, de iguales bases, son pro-
porcionales & sus alturas: dog rectangulos de iguales alturas, son pro-
porcionales 4 sus bases; dos rectingulos cualesquiera, 6 sea, de bases y
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alturas diferentes, son proporeionales 4 los productos de sus bases por
sus alturas respectivas.

Determinacion de las areas.

LECCION 88.—Area de un rectangulo; demostrar como se deduce;
4rea de un cuadrado. Area de un paralelégramo cualquiera. Area de
un tridngulo: comparacién de'las dreas de dos tridngulos cualesquiera;
de dos triangulos de igual base; de dos tridngulos de ignal altura.
Area de un trapecio; triangnlo equivalente al trapecio; 4rea del tra-
pecio en funcion de la altura y la paralela media. Area de un poligono
regular. Area de un poligono irregular. Férmula del drea de un trian-
gulo en funcién de sus lados.

LECCION 39.—Definiciones’ de sector poligonal y base del sector
poligonal. Area de un sector poligonal. Sector circular. Area de un sec-
tor circular. Area de un cireulo, mirado como un sector, 6 mirado como
un poligono regular de infinito m’lmero de lados, Segmento circular; de
una base, menor y mayor que un semicirculo; de dos bases. Avrea de un
segmento de una base, menor que un semicirculo. Area de un segmen-
to de una base, mayor que un semicirculo. Area de un segmento de
dos bases. Area de una corona 6 anillo circular. Area de una figura
plana no terminada completamente por lineas rectas, ni comprendida
entre las superficies circulares antes dichas.

Comparacion de las areas de figuras semejantes.

LECCION 40.—Comparacién de las dreas de dos tridngulos seme-
jantes; de dos poligonos semejantes cualesquiera; de dos poligonos re-
gulares del mismo nimero de lados; de dos circulos; de los poligonos
semejantes construidos sobre la hipotenusa y catetos, tomados como
lados homdlogos; de los cuadrados construidos sobre las mismas rec-
tas; de los circalos ¢ semicireulos construidos con radios 6 didmetros
ignales & dichas rectas; de los poligonos regulares semejantes inseri-
tos 6 circunscritos en circunferencias trazadas con radios 6 didmetros
iguales 4 dichas rectas. Comparacin de las dreas de dos tridngulos
que tienen un dngulo igual 6 comun.

LECCION 41.—Problemas 1.0 Trasformar un poligono en otro equi-
valente que tenga un lado menos. 2.0 Cuadrar un tridgngulo 6 sea tras-
formarle en cuadrado equivalente; cuadrar un poligono cualquiera. Co-
mo pueden cuadrarse los poligonos cuya drea tiene formula determina-
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da. Como puede calcularse el lado del cuadrado equivalente'd una figu-
ra cualquiera. 3.0 Cuadrar un circulo aproximadamente. 4.° Dado un
poligono, construir otro semejante al primero, y cuyas areas estén en
una razon dada.

TRI(}ON()METBiA RECTILINEA.

Preliminares; lineas trigonométricas; valores absolutos.

LECCION 42.—Qué se entiende por resolver un tridngulo. La reso-
lucién grafica de este problema y de los demés problemas no alcanza
la exactitud, que en muchos casos serfa de desear. Conviene, pues,
resolyer un tridngulo por medio del caleulo. Qué se entiende por resol-
ver un tridngulo por medio del calculo. Definicién de la Trigonometria.
Por qué medio consigue la trigonometria su objeto. Lineas trigonomé-
tricas: seno, tangente, ¢oseno y cotangente; definir estas lineas, asi co-
mo los arcos complementarios y suplementarios. Origen de los arcos,
de los complementos y de los suplementos. Nétense los valores que
adquieren las lineas trigonométricas de un arco cero, cuadrante, dos,
tres y cuatro cuadrantes; asi como el mayor valor absoluto del seno,
coseno, tangente y cotangente. Nitese tambien gue el coseno de un
arco viene 4 ser igual 4 la distancia del centro al pié del seno; asi como
que la tangente y cotangente de medio cuadrante son iguales entre
si y al radio. Tres deducciones ¢ conclusiones: 1.2 Respecto al nimero
de lineas propias y de colineas correspondientes & un arco. 2.% Respec-
to & la relacién entre las lineas de dos arcos complementarios. 3.% res-
pecto 4 las variaciones que sufren en sus magnitudes las lineas trigo-
nométricas de un arco, cuando éste crece desde cero & cuadrante, des-
de un cuadrante & dos, desde dos & tres, desde tres & cuabro cua-
drantes.

Valores relativos de las lineas trigonométricas.

TLECCION 43.—Valores positivos y negativos de los arcos y de las
lineas trigonométricas. Convenio establecido para distinguir los arcos
positivos de los negativos. Convenio establecido para distinguir las li-
neas trigonométricas positivas de las negativas. Segiin estos convenios
endles serén los arcos positivos, y cuales los negativos; cudles serdn
los senos y tangentes positivos, y cudles los negativos; cuales serdn
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los cosenos y cotangentes positivos y cudles los negativos. Consecuen-
cia relativa 4 los signos de las lineas trigonométricas de un arco que,
contado desde el punto de origen, termine en el primer cuadrante, 6
en el segundo, en el tercero ¢ en el cuarto. Relacion entre las lineas
trigonométricas de dos arcos de ignal longitud, pero de signo contra-
rio; formulas que expresan dicha relacion; ennnciado breve de la mis-
ma, diciendo lo que pasa cuando un arco cambia de signo.

LECCION 44.—Relacién entre las lineas trigonométricas de dos
arcos que tienen un extremo comun y los segundos exfremos terminan
en los de un mismo didametro. Consecuencias: 1.8 Relacién entre las
lineas de dos arcos suplementarios. 2.8 Las lineas de un arco no varian
de valor absoluto ain cuando se afiade 6 quite al arco una semicircun-
ferencia. Relacién entre las lineas de dos arcos que se diferencian en
una ¢ mas circunferencias. Consecuencias: 1.8 Las lineas de un arco
no varian aunque se le agreguen 6 resten de él una 6 més circunferen-
cias. 2. Una linea trigonométrica dada corresponde & infinitos arcos.
Todo arco positivo 6 negativo puede reducirse & otro contenido en el
primer cuadrante, y cuyas lineas trigonométricas sean respectivamente
iguales en valor absoluto 4 las del anco dado.

Relaciones entre las lineas de un arco y el radio.

LECCION 45.—Relacién entre el seno, coseno y radio de un arco;
relacion entre tangente, radio, seno y coseno de un arco; relacion entre
cotangente, radio, coseno y seno de un arco. Férmnlas que traducen al
lengaaje algébrico dichas relaciones. Escribir dichas fomulas 6 relacio-
nes en el caso especial de que el radio del circulo fueseigual & launidad
que sitve para medir dichas lineas. Las primeras férmulas se llaman
férmulas 4 radio 7, y las segandas & radio 1. Cémo se pasa de éstas 4
aquellas, 0 sea, como se restablece el radios en una férmula & radio 1.
Generalizacién de dichas formulas, 6 sea, demostrar que dichas relacio-
nes son ciertas, cualquiera que sea el arco 4 que se refieran. En di-
chas ‘férmulas, 4 radio 1,6 en las generales enando es conocido el radio,
hay cuatro cantidades variables, que son las cuatro lineas trigenomé-
tricas de un arco; son, pues, tres ecuaciones con cuatro incognitas 6 va-
riables, y se pide hallar tres de ellas, dada la cuarta. Deducir de las
féormulas segunda y tercera por via de multiplicacién ordenada una
cuarta férmula, por la cual se ve que la tangente y cotangente, g radio
1, son cantidades reciprocas, y sus logaritmos complementarios & cero.
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Férmulas del seno y coseno de la suma 6 diferencia
; de dos arcos

LECOION 46 —Relaciones. entre las lineas trigonométricas de  tres
arcos, de los cuales el uno es la diferencia 6 la suma de los otros dos; 6
sea: 1.9 Dados los senos y cosenos de dos arcos, hallar el coseno de la
diferencia de los mismos; 2.0 Deducir de la formula del problema ante-
rior la formula que da el valor del seno de la diferencia; 3.0 Deducir
de las dos formulas de los problemas anteriores las que dan los valores
del coseno de la suma, y del seno de la suma. Recordar estas formulas
empezando por la del seno suma, y sigwiendo por seno diferencia, cose-
no suma y coseno diferencia; traduceion de ellas al lenguaje ordinario.
Indicar c6mo se habria de proceder con dichas cuatro formulas para ha-
llar las de tangente suma, tangente diferencia, cotangente suma, cotan-
gente diferencia. Generalizacion de todas estas formulas, 6 sea demos-
trar que las relaciones que expresan son ciertas, cualesquiera que sean
los valores de los arcos considerados.

Férmulas del seno y coseno del arco duplo: consecuencias.

LECCION 47.—Consecuencias de las férmulas obtenidas en la lec-
cién anterior, y que tratan: 1.0 De hallar la relaciOn entre el seno 6 cose-
no de un arco, y el seno y coseno del arco mitad; 2.0 De igualar 4 un
producto la suma de uno mas el coseno de un arco, ¢ la diferencia entre
uno y el coseno de un arco; 3.° De hallan 4 qué es igual la razén que
existe entre la suma delos senos de dos arcos y su diferencia, Bscribir
dichas formulas; y ejercicios mnemonicos para recordarlas.

De las tablas trigonométricas.

LECCION 48-—Determinaciéon del seno del arco un minuto en va-
lores del radio.—Teorema 1.0: Todo arco positivo y menor queé un cua-
drante es mayor que Su Seno y menor gue su tangente. Teorema 2.0: La
diferencia entre un arco del primer cuadrante y su seno es menor que
Ja cuarta parte del cubo del arco. Problema: Caleular el valor del seno
de un minuto, suponiendo el radio igual 4 la unidad.

Formacion de las tablas.

BCOCION 49.—Qué es lo que contienen las tablas trigonométricas
na¥urales. Basta que se extiendan 4 noventa grados. Basta calcular las
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lineas trigonométricas de los arcos que van desde cero & cnarenta y
cinco. Si en las tablas, cuya formacion se intenta, crecen los arcos de
minuto en minuto, cdmo podran caleularse los valores de lineas trigono-
métricas de los arcos, desde cero & cuarenta y cinco. Trasformacién
de las tablas naturales en tablas artificiales 6 logaritmicas, llamadas
simplemente tablas trigonométricas. Los logaritmos de todos los senos y
cosenos, asi como los logaritmos de las tangentes de los arcos cero 4
cnarenta y cinco, y los de las cotangentes de cuarenta y cinco 4 noventa
resultardn negativos, suponiendo que calenlamos con férmulas & ra-
dio uno. '

Disposicién y manejo de las tablas.

LECCION 50.—Manejo de las tablas trigonométricas de Vazquez
Queipo. Primer problema: 1.°r caso; dada la graduacién de un arco 6
angulo, que contenga sélo grados y minutos, hallar el logaritmo de
cualquiera de sus lineas trigonométricas. 2.0 caso; dada una gradua-
cién que contenga segundos, siendo mayor que cuatro grados y menor
que ochenta y seis, hallar el logaritmo de cualquiera de sus lineas tri-
gonométricas. 3.7 caso; dada una graduacidn que contenga segundos,
siendo menor que cuatro grados, hallar el logaritmo de cualquiera de
sus lineas trigonométricas. 4.0 caso; dada una graduacién, que conten-
ga segundos, siendo agnda y mayor que ochenta y seis grados, hallar
el logaritmo de cualquiera de sus lineas trigonométricas; 5. caso; da-
da una gradnacién obtusa, hallar el logaritmo de cualquiera de sus li-
neas trigonométricas.

Manejo de las tablas,

LECCION 51.—Manejo de las tablas trigonométricas de Vazquez
Queipo. Segundo problema: 1. caso; dado el logaritmo de una linea
trigonométrica de una graduacién desconocida, que esté contenido
exactamente en las tablas, buscar la graduacién & que corresponde.
2.0 caso; dado el logaritmo de una linea trigonométrica de una gradua-
cion desconocida, que no esté exactamente contenido en las tablas, ha-
lar la graduacién & que corresponde; hay que distinguir en este se-
gundo caso, tres casos particulares, 4 saber: cuando el logaritmo dado
caiga entre dos de las tablas, fuera de las cuatro primeras planas;
cuando caiga entre dos de las tablas, dentro de las cuatro primeras
planas, columnas descendentes; cuando caiga entre dos de las tablas,
dentro de las cuatro primeras planas, columnas ascendentes.
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Resolucidén de los tridangulos rectangulos

LECCION 52.—Teoremas en que se funda: Primero: relacion entre
el radio, el seno de un éngulo agudo, la hipotenusa y el cateto opuesto &
dicho angulo: valor del cateto cuando caleulamos & radio uno. Segundo:
relacién entre el radio, el coseno de un éngulo agudo, la hipotenusa y
el cateto contiguo 4 dicho dngulo: valor del cateto cuando trabajamos &
radio uno. Tercero: relacion entre el radio, la tangente de un dngulo
agudo, y los dos catetos; valor de un cateto, cuando el radio es igual 4
uno. Teorema de Pitdgoras. Diferentes casos que conviene distinguir en
la resolucién de un tridngulo rectangulo: Primer caso; dada la hipote-
nusa y un cateto, determinar los tres elementos desconocidos. Obserya-
cién,

LECCION 53.—Segundo caso de resolucién de triéngulos rectangu-
los: Dados los dos catetos, hallar los dos éngulos agudos y la hipotenu-
ga; observacién. Tercer caso: Dada la hipotenusa y un dngulo agudo, de-
terminar el otro, y los dos catetos; observacion. Cuarto caso: dado un ca-
teto, y un dngulo agudo, determinar el otro, la hipotenusa y el segundo
cateto; observacién. Observaciones generales referentes'd las condicio-
nes que han de reunir los datos del primero, tercero y cuarto caso, para
que el problema sea posible; y 4 la manera de comprobar los valores ha-
llados al resolver los cuatro problemas.

Problemas:

LECCION 54.—Problemas ¢ ejemplos de resolucién de tridngulos
rectangulos: 1.0 Resolver un tridngulo recténgulo, euya hipotenusa mi-
de trescientos quince metros y un cateto mide doscientosveinte. 2.° Re-
solver un tridngulo rectingulo, cuya hipotenusa mide doscientos treinta
metros, y un dngulo agudo mide diez y siete grados, veinte minutos y
trece segundos. 3.© Resolver un tridngulo rectingulo, cuyos catetos mi-
den sesentay dos metros el primero, y cincuenta y siete con cinco cen-
timetros el segundo. 4.° Resolver un tridangulo recténgulo, uno de cu-
yos catetos mide cuarenta y siete metros, y el angulo agudo opuesto mi-
de cuarenta grados, quince minutos y veinte segundos.

Triangulos oblicuangulos.

"LECCION 55.—Teoremas en gue se funda la resolucién de los trién-
gulos oblicudngulos ¢ generales. Primero; que establece relacién entre
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los tres lados y un d4ngulo. Segundo; que establece relacién entre los la-
dos y los senos de los éngulos opuestos. Tercero; que investiga la rela-
cién entre la suma y diferencia de dos lados, y las tangentes de la semi-
suma y semidiferencia de los d4ngulos opuestos & dichos lados.

LECCION 56.—Casos 6 problemas diferentes que ofrece la resolu-
cién de los tridngulos oblicuangulos 6 generales. Detdllense los datos
que figuran en cada uno de los cnatro problemas ¢ casos. Primer caso:
Dados los tres lados, resolver el tridngnlo, 6 sea hallar los tres dngulos;
preparacion de las formulas para el cdleulo logaritmico.

LECCION 57.—Segundo caso: Dados dos lados y el 4ngulo compren-
dido, determinar los ofros dos dngulos y el tercer lado. Tercer caso: Da-
do un lado y dos dngulos cualésquiera, determinar el tercer dngulo y los
otros dos lados. Cuarto caso: Dados dos lados y el angulo opuesto 4 uno
de ellos, determinar los otros dos d4ngulos y el tercer lado.

LECCION 58.—Discusién del cuarto caso de resolucién de tridngulos
oblicudngulos: Decir por qué este caso se llama dudoso, y cudndo lo es;
decir tambien cudndo tiene una sola solucidn, cuando tiene dos, cudndo
estas dos se refunden en una, y cudndo no tiene ninguna 6 es imposi-
ble. Observaciones acerca de las condiciones, que han de reunir los da-
tos de los problemas primero, tercero y cuarto, para que sean posibles;
y acerca de la manera de comprobar los cuatro problemas.

Problemas.

LECCION 59.—Problemas ¢ ejemplos de resolucién de tridngulos
oblicudngulos. Primero: Resolver un tridngulo, cuyos tres lados miden
respectivamente cuarenta y siete, cincuenta y dos y sesenta y tres me-
tros. Segundo: Resolver un tridngulo que tiene dos lados que miden
getenta y cuatro y cincuenta y seis metros, y el dngulo comprendido tie-
ne treinta y dos grados, quince minutos cuarenta y dos segundos. Ter-
eero: Resolver un triangulo que tiene un lado de ochenta y tres metros,
un 4ngulo opuesto de setenta grados cuarenta y dos minutos y un 4n-
gulo contiguo. de cnarenta y siete grados ocho minutos cincuenta y dos
segundos. Cuarto: Resolver un tridngulo que tiene dos lados de seten-
ta y seis metros el primero, cincuenta y cuatro el segundo, y el dngulo
opuesto al primero de sesenta y ocho grados, diez minutos, cuarenta
segundos. :
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GEOMETRIA DEL ESPACIO,

Del plano.

i

LECCION 60.—Teorema que demuestra que por tres puntos, no en
linea recta, puede pasarun plano, pero nada més que uno. Consecuencias
que tratan de las condiciones que determinan un plano, y de la natura-
leza de la interseccion de dos planos. Pié de una linea que encuentra 0
atraviesa un plano. Recta perpendicular 4 un plano; recta oblicua & un
plano. Si una recta es perpendicular & otras dos, que pasan por su pié
en un plano, lo sera tambien 4 cualquiera otra que en dicho plano pase
por su pié. Consecuencia: Siéndolo 4 dos, lo es & todas, y por tanto es
perpendicular al plano; lugar geométrico de los puntos equidistantes de
los extremos de una recta. Teorema reciproco: Si dos rectas son per-
pendiculares 4 una tercera en un punto dado, otra perpendicular 4 la
misma y en el mismo punto, estard en el plano de las dos primeras. Lu-
gar geométrico de lag perpendiculares trazadas 4 una recta en un mis-
mo punto de ella,

Perpendiculares y oblicuas 4 un plano.

LECCION 61.—Por un punto dado, no se puede trazar 4 un plano
més de una perpendicular. Por un punto dado no se puede trazar &
una recta mas que un plano perpendicular. Relacién entre la perpendi-
cular y una oblicua, trazadas 4 un plano desde un punto situado fuera
de él. Proposicidn reciproca. Distancia de un punto & un plano. Rela-
cién entre las oblicuas 4 un plano, salidas de un mismo punto exterior &
él, segtin la que haya entre los apartamientos de sus piés al pié de la
perpendicular y reciprocamente. Lugar geométrico de los piés de las
oblicuas iguales. Lugar geométrico de los puntos equidistantes de una
cirgunferencia. Teorema de las tres perpendiculares; observacion. Pro-
yeceion de un punto sobre un plano; proyeccion de una recta sobre
un plano. Teorema del dngulo de una recta con un plano,

Paralelas en el espacio.
LECCION 62.—Teoremas relativos 4 las rectas paralelas en el espa-

cio. Primero; que demuestra la existencia de paralelas en el espacio. Se-
gundo; que prueba que por un punto dado en el espacio, no se puede
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trazar 4 una recta mas qué una paralela. Consecuencias: Dos rectas, una
perpendicular y otra oblicua & un plano, no son paralelas; si un plano es
perpendicular 4 una de dos paralelas, lo serd también & la otra; 6 si una
recta es perpendicular & un plano, toda paralela 4 ella también lo serd; y
si dos rectas son paralelas 4 una tercera, son paralelas entre si.

Recta y plano paralelos.

LECCION 63.—Relacién entre los d4ngulos de lados paralelos y si-
tuados en diferentes planos. Rectas paralelas 4 un plano. Teorema que
demuestra la existencia de rectas paralelas & un plano, La interseccion
de un plano con otro que pasa por una paralela al primero, es paralela &
ésta. Consecuencias: si una recta es paralela 4 un plano, y por un punto
de éste se traza una paralela 4 la primera, dicha recta estard contenida
en el mismo plano; y si una recta es paralela 4 dos planos que se corfan
serd paralela & la interseceién de estos planos.

Planos concurrentes.

LECCION 64.—Angulo diedro; caras y arista. Cémo se nombra ¢
designa un diedro. Su magnitud independiente de la magnitud de sus
caras. Diedros adyacentes; diedros rectos y diedros oblicuos. Tgualdad
de los diedros rectos, aunque no sean adyacentes. Diedro agudo; diedro
obtuso, Diedros complementarios y suplementarios; consecuencia. Los
diedros adyacentes son suplementarios, y reciprocamente. Cinco conse-
cuencias andlogas 4 las de geometria plana. Diedros opuestos por la
arista; su igualdad. Angulo rectilineo correspondiente 4 un diedro.
Tgualdad entre los rectilineos correspondientes 4 un mismo diedro. Re-
lacion entre los rectilineos correspondientes 4 dos diedros, segun la que
haya entre estos; y reciprocamente. Condicién del rectilineo correspon-
diente 4 un diedro recto; y reciprocamente. Proporcionalidad entre dos
diedros y sus rectilineos correspondientes. Convenio que es necesario
establecer para que sea cierta esta proposicién: La medida de un diedro
es igual 4 la medida del rectilineo correspondiente. Cémo se medird un
diedro.

Planos perpendiculares y oblicuos entre si.
LECCION 65.—Definicién de plano perpendicular & otro; plano obli-

cno & otroj reciprocidad de posicién; dos planos perpendiculares for-
man cuatro diedros rectos. Si una recta es perpendicular & un plano,



i BE
todo plano que pase por ella serd perpendicular al primero. Consecuen-
ciag: Cuéntos planos perpendiculares & otro se pueden trazar por un
punto situado en 6 fuera de €l, 6 por una recta perpendicular & él;
si dos planos son perpendiculares entre s, y por un punto de la comin
interseccion se traza una perpendicular 4 uno de ellos, en dénde esta-
r4 situada; si dos planos son perpendiculares 4 un tercero, la intersec-
¢ién comtin de los dos serd perpendicular al tercero; por una recta no
perpendicular 4 un plano, sélo puede pasar un plano perpendicular al
primero. Relacién entre un diedro y el dngulo rectilineo formado por
perpendiculares trazadas desde un punto fterior del mismo, una & cada
cara.

Planos paralelos.

LECCION 66.—Planos paralelos. Teorema que demuestra la exis-
tencia de planos paralelos, Las intersecciones de dos planos paralelos
con un tercero son paralelas. Si dos 4dngulos, situados en diferentes
planos, tienen sus lados paralelos, los planos que determinan son tam-
bién paralelos. Por un punto dado, no se puede trazar 4 un plano més
que otro paralelo: Dos planos, uno perpendicular y otro oblicuo 4 una
recta, no son paralelos. Si una recta es perpendicular 4 un plano, tam-
bién lo serd & su paralelo. Dos planos, paralelos con un tercero, son
paralelos entre si: Nitmero y nombres de los diedros que forman dos
planos corfados por un tercero. Si dos planos cortados por otro, de mo-
do que las intersecciones sean paralelas, forman con él diedros alter-
nos 6 correspondientes iguales, 6 internos de un mismo lado suplemen-
tarios, dichos planos son paralelos; proposiciones contrarias y recipro-
cas de unas y otras. Observacion.

Consecuencias de la teoria de planos paralelos.

LECCION 67.—Las partes de paralelas, comprendidas entre planos
paralelos, son iguales. Los puntos de un plano equidistan de su para-
lelo. Dos rectas comprendidas entre dos planos paralelos, cortadas por
un tercer plano paralelo & los primeros, quedan divididas en partes pro-
porcionales; tanto en el caso de que dichas rectas estén ambas en un
plano, como cuando estén en planos diferentes.

Angulos poliedros; dngulo triedro.

LECCION 68.—Angulo poliedro; caras 6 angulos planos, dngulos
diedros, aristas y vértice. Cémo se designa 6 nombra un éangulo polie-
dro. La prolongacién de las caras no influye en el tamaiio del dngulo
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poliedro. Angulo poliedro convexo. Angulo triedro, 6 simplemente trie-
dro. Triedros suplementarios. Dado un triedro, se puede formar otro
suplementario. Niimero de elementos de un triedro. Relacién entre los
dngulos planos expresada por la comparacion de cada uno con los
otros dos. Limites de la suma variable de dichos dngulos planos. Li-
mites de la suma variable de los dngulos diedros de un triedro. La
suma de dos diedros de un friedro, rebajada en el tercero, es menor

- que dos rectos.

Igualglad de triedros.

LECCION 69.—Cuatro casos de igualdad: Dos triedros son iguales

cuando tienen respectivamente iguales é jgualmente dispuestos tres

angulos planos, ¢ dos dngulos planos y el diedro comprendido, ¢ un
angulo plano y los dos diedros contiguos, 6 los tres diedros. Triedros
simétricos: caso especial en que dos triedros simétricos seran iguales.
Relacion entre los diedros de un triedro, segin la que haya entre los
angulos planos opuestos; y reciprocamente. Dado un plano y un punto
fuera de él, trazarle una perpendicular; dado un plano y un punto en
él, trazarle una perpendicular; dado un plano y un punto fuera de él,
trazarle una recta paralela; dado un plano y un punto fuera de él, tra-
zarle otro plano paralelo.

Superficies de revolucion; superficie codniea; cono.

LECCION 70.—Superficies de revolucién, generatriz y eje; princi-
pales superficies de revolucion. Superficie comica de revolucidn; su-
perficie conica en general; vértice, generatriz y eje en la primera; vér-
tice, generatriz, directriz y eje en la segunda. Superficie conica recta y
oblicua. Superficie conica circular. Cono, vértice, base, lados y eje del
cono. Cono recto y oblicuo. Altura del cono. Cono eircular. La altura
del cono recto coincide con el gje. Lios lados del cono recto y circalar
son ignales. Cémo puede suponerse también engendrado el cono recto
circular. Figura de lu seccién de la superficie curva de un cono circu-
lar por un plano paralelo & su base. Tronco de cono, 6 cono truncado;
bases y altura del tronco. Problemas relativos & la altura total del co-
no truncado y al desarrollo de la superficie ecurva del cono sobre un
plano.

Superficie cilindrica; cilindro.

LECCION 71.—Superficie cilindrica de revolucion; superficie cilin-
drica en general; eje y generatriz en la primera; generatriz, direciriz y
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eje en la segunda. Superficie eilindrica vecta, oblicua, circular. Cilin-
dro, bases, lados y eje del cilindro. Cilindro recto, oblicuo; altura del
cilindro. Cilindro circular; altura del eilindro recto igual al eje; los la-
dos del cilindro son iguales, Cémo puede también suponerse engendra-
do el cilindro recto y circular. Seccidn'de la superficie carva de un ci-
lindro por un plano paralelo 4 las bases. Desarrollar la superficie cur-
va de un cilindro sobre un plane.

Superficie esférica; esfera.

LECCION 72.—Superficie esférica. Esfera; centro, radio, didmetro;
igualdad de radios y de didmetros; eje de la esfera y polos. Intersec-
cion de la superficie esférica y un plano. Polos de una circunferencia
trazada en la superficie esférica. Curva que se traza sobre una superfi-
cie esférica, haciendo centro con el compds en un punto cualquiera de
ella; el punto en que se fija el compés es polo. Relacion entre la dis-
tancia de dos planos al centro de la esfera, segun la que haya entre las
circunferencias que dichos planos determinan; y reciprocamente. Con-
secuencias que dicen cudl es la mayor circunferencia en una esfora;
qué son entre si las circunferencias miximas de una esfera; cudntos
puntos de la superficie esférica bastan para determinar ana circunfe-
rencia méxima; como se cortan muguamente dos circunferencias méa-
ximas; y como una circunferencia maxima divide & la superficie es-

férica.

Angulos y triangulos esféricos,

LECCION 73.—Angulo esférico; vértice y lados; medida del angu-
‘lo estérico; su relacién con la del diedro formado por los planos que
determinan sus lados. Tridangulo esférico. Observacion acerca de la
armonia entre las propiedades de los triangulos esféricos y las de los
angulos triedros correspondientes; cinco consecuencias, que tratan: del
valor de un lado comparado con los otros dos; de la suma de los tres
lados; de la suma de los tres dngulos; de los casos de ignaldad; y de
que 4 lados ignales se oponen angulos de ignal condicién, y & mayor
Jado, mayor dngulo. Tridngulos esféricos suplementarios; la suma de
dos dngulos, rebajada en' ¢l tercero, es menor que dos cuadrantes; la
mitad del perimetro rebajada en un lado es siempre positiva, tratando-
se de triangulo convexo. Menor distancia entre dos puntos sobre la su-
perficie esférica.
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Planos tangentes y secantes de la esfera.

LECCION 74.—Planos tangentes y secantes de la superficie esfé-
rica. Condiciones de un plano que pasa por el extremo exterior de un
radio para ser tangente 0 secante; y reciprocamente. Consecuencia re-
lativa al niimero de planos tangentes 4 una esfera, que se pueden tra-
zar por un punto de ella. Nfimero y condicién de los puntos que deter-
minan una superficie esférica. Consecuencias que tratan del lngar que
ocupan los puntos de la interseccion de dos superficies esféricas, y de
la figura que tiene dicha interseceién. Problemas: Hallar el radio de
una esfera. Distancia, en arco, desde el polo de una circunferencia
méxima & cualquier punto de ella. Trazar en una superficie esférica
una circunferencia maxima.

De los poliedros.—Piramides.

LECCION 75.—Poliedro, caras, 4ngulos diedros, 4ngulos poliedros,
vértices y aristas; diagonal. Poliedros convexos y céncavos; regulares é
irregulares; nomenclatura de los poliedros, segin el nimero de caras.
Pirdmide; base, caras laterales, vértice y altura. Nombres de las pira-
mides, segin el nimero de lados de'la base. Pirdmide regular é irregu-
lar. Tgualdad de aristas laterales en la piramide regnlar; igualdad de las
caras laterales, y condicién de cada upa. Apotema de la pirdmide regu-
lar. Unica piramide regular que es 4 la vez poliedro regular. Tetraedro,
Casos de igualdad de tetraedros: cuando tienen ignales tres caras,6 dos
caras y el diedro comprendido, 6 una cara y los tres diedros contiguos
4 ella,

Propiedades de las piramides; tronco.

LECCION 76.—Seccién de una pirdmide por un plano paralelo & la
base; razén entre las dreas de base y seccidn. Si dos piramides de igual
altura se cortan por planos paralelos 4 las bases, y equidistantes de los
vértices, las dreas de las secciones, 4 qué son proporcionales. Si, en las
mismas condiciones, fuesen lag bases equivalentes, qué serian las sec-
ciones. Tronco de pirdmide ¢ pirdmide truncada; pirdamide deficiente;
bases y altura del tronco. Problema. Dado un tronco de pirimide, cuya
altura sea conocida, y conocidos los lados homdlogos de ambas bases,
hallar la altura de la piramide total y de la deficiente.
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Prismas; paralelepipedos.

LECCION 77.—Prisma: bases, caras laterales, altura. Posicién y
magnitud de las aristas laterales. Modo de constrnir 6 dibujar un pris-
ma. Prisma recto, oblicuo, regular, irregular. Altura en el prisma recto,
caras laterales; caras laterales del prisma regular. Nombres de los pris-
mas, segtn el poligono de la base. Unico prisma que es poliedro regu-
lar.—Seccién de un prisma por un plano paralelo 4 las bases. Igualdad
de dos prismas, enando tienen un triedro igual, formado por caras res-
pectivamente iguales é igualmente dispuestas. Dos prismas rectos, de
igual base y altura, qué son entre si. Paral elepipedo; relacién entre las
caras opuestas de un paralelepipedo; dos caras opuestas pueden servir
de bases. Clasificacién de los paralelepipedos. Propiedades de las caras
y de los diedros de un paralelepipedo rectingulo. El cubo es poliedro
regular, !

Igualdad de poliedros; poliedros regulares.

LECCION 78 ~Igualdad de poliedros en general. Si dos poliedros
tienen sus caras y angulos diedros respectivamente ignales & igualmen-
te dispuestos, qué serdn entre si. Si dos poliedros se componen del
mismo nimero de tetraedros, fespectivamente iguales é ignalmente co-
locados, qué serdn entre si; y reciprocamente. El mimero de poliedros
regulares no puede pasar de cinco. Nombres de los cinco poliedros re-
gulares, con expresion del ntimero y condicién de sus caras.

Poliedros semejantes.

LECCION 79.—Poliedros semejantes, aristas homélogas, caras ho-
mologas. Relacion entre las aristas homdélogas de poliedros semejantes.
Teorema fundamental de los tetraedros semejantes: Cortado un tetrae-
dro por un plano paralelo 4 una de sus caras, el parcial y total son se-
mejantes. Tres casos de semejanza de tetraedros. Semejanza entre la
pirdmide total y la deficiente; relacion entre las bases de dos pirdmi-
des serigjantes, y las alturas de estas, Semejanza de los poliedros en
general, cuando estén compuestos de igual niimero de tetraedros res-
pectivamente semejantes y semejantemente dispuestos; y reciproca-
mente.
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Poliedros inscritos en el cono, cilindro y esfera.

LECCION 80.—Inscripcién y cireunseripeion de la pirdmide y del
prisma en el cono y en el cilindro. Consecuencias: Todo cono se puede
mirar como una pirdmide; el cono recto circular como una piramide
regular. Todo cilindro se puede mirar como un prisma. Posibilidad de
inscribir y circunseribir una esfera en los poliedros regulares. Defini-
ciones de centro, radios y apotemas de un poliedro regular. Relacién
entre los radios y entre las apotemas. Todo poliedro regular se puede
descomponer en pirdmides regulares é iguales, cuyos vértices estén
en el centro.

Areas de las superficies de los cuerpos.

LECCION 81.—Areas de las superficies que limitan & los cuerpos
geométricos. Area de la superficie lateral de la pirdmide regular. Area
de la del tronco de pirdmide regular. Area de la de un prisma cual-
quiera; drea de la del prisma recto. Area de la.superficie curva de un
cono recto y circular; formula que la expresa en funcién del lado y del
radio de la base; formula que la indica en fupeidn del lado y del ra-
dio de la seccién media, y férmula que la determina en funcién del
eje y de la perpendicular al punto medio del lado, comprendida entre
este punto medio y el eje.

LEOUION 82.—Como se podria determinar el drea de la superficie
curva de un cono cualquiera. Area de la super ficie curva de un tronco
de cono recto y circular; férmula que la expresa en funcién del lado
v los radios de sus bases; formula que la determina en funcién del lado
y el radio de la secciﬁuéedia; formula que la indica en funcién del
eje y de la perpendicular al punto medio del lado, comprendida entre
este punto medio y el eje. Cémo podria determinarse el drea de la su-
perficie curva de un tronco de cono cualquiera. Area de la superficie
curva de un cilindro cualquiera, y de lade un cilindro recto ¢ireular. Area
de la superficie descrita por la base de un sector poligonal que gira al-
rededor del didmetro, que pasa por uno de los extremos de dicha base,

LECCION 83.—Zona esférica, base 6 bases de la zona, altura; cas-
quete esférico, Avrea de la zona esférica. Area de la superﬁcla esférica;
formulas que las expresan: relacion entre el drea de la superficie esfé-

rica y la de su circalo maximo. Relacién entre las dreas de las superfi-
b8
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cies de dos poliedros semejantes; de dos conos y cilindros también se-
mejantes; y de dos esferas, que son siempre semejantes.

Equivalencia de los poliedros.

LECCION 84.—Cusrpos geométricos equivalentes. Bquivalencia en-
tre dos paralelepipedos, que tienen igual base v la misma altura. Equi-
valencia entre un paralelepipedo cualguiera, y otro recto rectangular
de igual altura y base equivalente; 6 sea: Todo paralelepipedo se puede
convertir en otro recto rectingulo equivalente, de la misma alturay
bage equivalente 4 la del primero.

LECCION 85.—Relacién entre el prisma triangular y el paralelepipe-
do de igual altura y dupla base; tanto en el caso de considerar un pris-
ma triangular recto, como en el de uno oblicuo. Consecuencia que rela-
ciona log prismas triangulares de igual altura y bases equivalentes. Re-
lacién entre los tetraedros de igual altura y bases equivalentes.

LECCION 86.—Prisma truncado. Equivalencia entre el prisma
triangular truncado y tres tetraedros de la misma base que él. Conse-
cuencia sobre la relacion que existe entre un tetraedro cualquiera y un
prisma triangular de igual base y altura. Equivalencia entre un tetrae-
dro fruncado y tres tetraedros de igual altura que él.

"Voliimenes de los poliedros.

LECCION 87.—Voltmen de un cuerpo geométrico. Unidad de volu-
men. Teorema fundamental para la determinacién de los vohimenes de
los cuerpos geométricos. Dos paralelepipedos rectangulos de igual base
4 qué son proporcionales. Observacién acerca de dos paralelepipedos
rectangulos que tienen dos dimensiones iguales. {onsecuencia: Dos pa-
ralelepipedos recténgulos de igual altura, 4 qué son proporcionales; &
dos paralelepipedos rectingulos que tienen una dimensién igunal, &
qué son proporcionales, Dos paralelepipedos rectdngulos cualesquiera,
6 sea, que no tienen ninguna dimensidn igual, & qué son proporciona-
les. Cdémo se determina, y 4 qué es igual el voltimen de un paralelepi-
pedo recténgulo. Voltmen de un cubo.

LECCION 88.—Voltimen de un paralelepipedo cualquiera. Voltimen
del prisma triangular; volimen de un prisma cualguiera; relacién entre
dos prismas de igunal altura y bases equivalentes. Voltimen de un te-
traedro; volimen de una pirdmide; relacién entre dos pirdmides de
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igual altura y bases equivalentes. Volimen de un prisma triangular
truncado cualquiera; volimen del mismo cuando es recto respecto & una
de sus bases; volimen del mismo en funcién de la suma de aristas la-
terales y de la seceidn recta.

LECCION 89.—Voltmen de un tetraedro truncado; volimen de un
tronco de pirdmide cualquiera; relacion entre dos troncos de piramide
de igual altura y bases equivalentes. Cémo se puede determinar el vo-
Limen de los cinco poliedros regulares. Formulas sencillas que dan el
voliimen de los einco poliedros regulares en funcion de la arista. Pro-
blemas de voltimenes.

Volumenes de los cuerpos redondos.

LECCION 90 —Voltmen de un cilindro cualquiera; férmula del vo-
Iimen de un eilindro circular, Voltumen de un cono cualquiera; férmu-
la del volimen de un cono circular. Volimen de un tronco de cono
cualquiera; férmula del volimen de un tronco de cono circular. Voli-
men de la esfera; férmula. Sector esférico: voltimen del mismo. Seg-
mento esférico, base ¢ bases; volimen de un segmento esférico de una
base, menor que una semi-esfera; del de una base, mayor que una semi-
esfera; y del de dos bases. Cémo se determina el volimen de cuerpos no
comprendidos en las cuatro lecciones que tratan de volimenes.

Comparacion de volimenes de los cuerpos semejantes.

LECCION 91.—Los voltimenes de dos tetraedros semejantes, 4 qué
son proporcionales. Los voltmenes de dos poliedros semejantes, 4 qué
son proporcionales. Los volimenes de dos conos semejantes, los de dos
cilindros semejantes, y los de dos esferas, 4 quéson proporcionales.
Problemas numéricos.

FIN.
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