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GEOMETRIA ELEMENTAL,

INTRODUCCION.

1 Llamase extension la magnitud limitada del es-
pacio indefinido, en que se hallan colocados todos los
cuerpos.

Obsérvese que todo cuerpo tiene sus limites, que le
separan del resto del espacio, los cuales son tan comunes
4 aquél como & éste, constituyendo lo que se llama
SUPERACE del cuerpo. , Cuando dos de éstas se en-
cuentran, la parte coman, que limita & ambas, se deno-
mina LINEA Finalmente, si dos lineas se cortan, la inter-
seccidn de éstas recibe el nombre de punto.

Aun cuando las superficies, lineas y puntos forman
parte inseparable de los cuerpos, se puede, por medio de
la abstraccion, concebir y estudiar separadamente, como
si cada una de aquéllas tuviera existencia real.

2. En el espacio ocupado por un cuerpo, supdnense
tres direcciones distintas, que se llaman dimensiones, las
cuales se distinguen unas de otras con los nombres de
longitud 6 laigo, latitud 6 ancho, y profundidad 6 grueso,
gue también se suele llamar espesor 6 altura. Las super-
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ficies Unicamente poseen longitud y latitud; en las lineas
se admite una sola dimension, y ésta es la longitud; y
finalmente, el punto matematico, por ser infinitamente
pequefio, carece de forma y de tamafio apreciable, y por
lo tanto, de dimension alguna.

3. Asi como haciendo abstraccion de las, dimensiones
de un cuerpo, se ha llegado & adquirir idea de las super-
ficies, lineas y puntos, asi también, & partir del punto
geométrico, se puede tener conocimiento de las lineas,
superficies y cuerpos. Al considerar que un punto se
mueve, en el trayecto recorrido se ve la linea; & su vez,
las diferentes posiciones por que pasa una linea, que se
traslada de un paraje & otro, puede suponerse que engen-
dran una superficie; y finalmente, el movimiento conti-
nuo de una superficie se admite que da origen al cuerpo
geomeétrico.

Como quiera que éstos varian hasta el infinito, tanto
en tamafio como en forma, se infiere de aqui la inmensa
diversidad que puede existir en las lineas y superficies
que & aquéllos pertenecen, y por lo tanto, la convenien-
cia de que se proceda & su clasificacion.

Con tal motivo, las lineas se dividen en rectas, giiébra-
das y curvas.

4. No es facil dar una definicion rigurosa de la linea
recta; no obstante, &4 pesar de esta dificultad, todos la
conocen y saben trazarla. Sirva de ejemplo la direccién
gue presenta un hilo bien tirante.

Linea quebrada ¢ poligonal es el conjunto de varias
rectas (® diferentes, que poseen dos & dos un extremo
comun.

(*) Para mayor brevedad, se ha convenido en decir recta y
curva en vez de linea recta y linea curva,
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Curva es la linea en la cual se verifica que ninguna
porcién de ella, por pequefia que sea, es recta.

Analogamente las superficies se dividen en lUanau, que-
bradas y curvas.

5. Superficie plana ¢ simplemente plano, se llama a
la superficie que coincide con la recta que determinan
dos cualesquiera de sus puntos. Pudiera citarse & los espe-
jos usuales como ejemplo de superficie plana (-).

Se da el nombre de superficie (piehrada & la que” sin
formar un solo plano, se compone de varias superficies
planas'que se cortan dos & dos. A _

Superficie curva es aquella de la que ninguna porcjon,
por pequefia que sea, es plana.

La j-epresentacion gréafica de los cuerpos, superficies y
lineai y las combinaciones que con unas y otras se obtie-
nen, da lugar a la formacion de las figuras.

6. ISiendo la extensién una magnitud medible, las
mves igacioues que acerca de la misma se hagan, perte
iiecer. segun lo dicho (Aritm» 2), al dominio de la Geo-
metd-1, O sea a la parte de las Matematicas cuyo objeto
es el jestudio tanto de las propiedades como de la medida
de la extension.

edmo quiera que las figuras que se consideran no
siembre tienen todos sus puntos situados en un mismo
plafié, ha sido conveniente dividir el estudio do esta parte
de lis Matematicas en dos grandes secciones; la primera

(* Asi como en realidad no pueden existir cuerpos despro’-is-
tos de materia, ni superiicie alguna que

linea que no posea algun ancho y grueso, ni pi 1, ]
extfiiision apreciable, tampoco, i " lor
superficie que sea un plano perfecto, en ' «emir™M

excelente que sea su pulimento, siempre s dejaian «~"“1 e
efiflos efectos que son anejos & los poros y pequefias oquedades
que indispensablemente tiene que contener.

Fig. 3. I
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comprende la extensién cuyos puntos se hallan en un
mismo plano, y se llama Geometria plana 6 de dos
dimensiones; y la segunda, cuyos elementos geométricos
no estan en su totalidad en un solo plano, se la denomina
Geometria del espacio 6 de tres dimensiones.



PRIMERA PARTE.

geometria plana 6 de dos dimensiones.

LIBRO 1.

figuras rectilineas.

SECCION PRIMERA.
LINEAS RECTAS Y POLIGONALES.

CAPITULO 1.
Linea recta.

ARTICULO 1.
Nociones preliminares.

7. La linea recta puede considerarse engendrada por
las diferentes posiciones que toma un punto, cuando
moviéndose de una manera continua, conserva constante-
mente la misma direccién en sn movimiento. Seguln esto,
en una recta pueden considerarse dos circunstancias dis-
tintas, que son su magnitud y su direccion. Guando
Unicamente se tiene en cuenta la primera de estas cir-
cunstancias, hay necesidad de suponer que la recta esta
limitada por dos puntos que se llaman extremos de la
recta, y cuando solo se atiende & su direccién, se consi-
dera prolongada indefinidamente en ambos sentidos.

La linea recta tiene la propiedad de determinar el
camino mas corto que media entre dos cualesquiera de sus
puntos. De donde se deduce, que dos puntos determinan la
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Xmicion de una recta, 6 en otros términos, por dos puntos
no puede pasar sino una sola recta, supuesto que otra
cualquiera que también pasara por los expresados puntos,
se confundiria con la anterior, en atencion & que uuay
otra sefialarian el trayecto mas corto que entre aquéllos
media.

De aqui se desprende, que todas las rectas son super-
ponibles, lo cual significa, que al aplicar dos puntos de
una de éstas sobre dos de otra, ambas rectas coincidirian
en toda su extension indefinida.

El punto geométrico se ha convenido en representarlo
graficamente, bien sea por medio del punto ortogréfico,
6, lo que es mas frecuente, sirviéndose de dos acentos 6
pequefios trazos que se cortan. Se le distingue y nombra
por medio de una letra que se escribe proxima.

Después de lo dicho, se explica que las rectas, siendo
limitadas, se diferencien por medio de dos letras coloca-
das en sus extremos, y en dos cualesquiera de sus puntos,
si fuesen indefinidas en ambos sentidos.

Asi, en la figura 1, la recta limitada se lee AB, y la
recta CD en que se consideran dos puntos cualesquiera,
se supone indefinida.

8. De las proposiciones anteriores, también se infiere
que dos rectas diferentes no pueden tener mas que un solo
gninto que sea comdn & ambas; supuesto que si tuvieran
dos, las rectas coincidirian en toda exten.sién, y por lo
tanto, pasarian & ser una sola linea.

La medida de una recta limitada se llama su longitud.

La distancia que media entre dos puntos se estima pol-
la longitud de la recta que los une.

9. Sirviéndose de procedimientos graficos, las rectas
se suman, restan, multiplican y dividen. Asi para deter-
piinar la suma de las rectas AB, CD y EF, se coloca-
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rdn una & continuacion de otra sobre una recta inde- Fio. 4
finida MN, y & partir de un punto cualquiera tal como
el A" las magnitudes A'B', B'D' D'F respectivamente
iguales & cada una de las propuestas, y es evidente que
la recta A'F' igual al conjunto de todas ellas, sera e
valor de su suma. Cuando haya necesidad de restar dos 5.
rectas tales como la AB y la CD, se tomara sobre la
recta indefinida PQ y a partir del punto A una longitud
A'B' igual & la AB, y desde el mismo punto de partida
v en el mismo sentido se lleva la otra recta CD, yenese
caso resulta que la distancia B'D' que media entre los
extremos de las dos porciones tomadas a partir del pun o
A' sobre la PQ, seré evidentemente el exceso de la mayor
sobre lamenor de las rectas propuestas 0 sea su diferencia.

Si ahora se quisiera multiplicar una recta por un nu-
mero abstracto, 6 sea formar un milhplo cualquiera de
ella, no habria sino trazar una recta indefinida, y sobie
ésta tomar unas & continuacion de otras tantas porciones
iguales & la propuesta, como unidades tuviese el mui &

pira dividir una recta por otra de menor magnitud,
se aplicaria ésta sobre aquélla las veces que fueraposib e
y el mayor nimero de éstas determinaria e vaor e
cociente; en cuanto al residuo, si lo hubiere, estaria expre-
sado por el exceso de la primera recta sobre el mayor
maltiplo de la segunda contenido en ella (*¥).

10. Después de lo que se acaba de manifestar, facil-
mente se explican, entre otras, las proposiciones siguien-
tes: Si una recta divide & otras varias, dividira también a
la suma de éstas, y por lo tanto, se tendrd, que si una recta

(*\ -Fn otro canitulo de este Tratado so deducira g-raficamente

la equivalencia del producto de dos . . .
miento para dividir ana recta por an nameio enteio caalqaieia,
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divide a otra, dividira & todas aquellas que sean multiplos
de ésta, asi como también se infiere que si una recta divide
& otras dos, dividira & sti diferencia, de donde se deduce
que toda recta que divida a la suma de dos rectas y & una

.....

ARTICULO 2.°

Medida de la longitud de una recta cualquiera.

1. Medir una recta es determinar su relacion con
otra que se considera como unidad.

Medida comin de dos rectas se llama & otra recta que
se' halle contenida en ambas un niimero exacto de veces.

12. La relacion que existe entre dos rectas se deter-
mina apoyandose en la siguiente proposicion: La razon
de dos rectas es la misma que la de los nimeros que expre-
san las veces que cada una de ellas contiene & su medida
comdn.

En efecto, si se representan con a y h I& longitudes
de dos rectas, que respectivamente contienen m y n veces
4 su medida comun U, se tendrd como consecuencia,
que a=mUy I)=nU, de donde, dividiéndolas ordenada-

ded a mil ...a m
mente, se deduce que t — w y P” TV

supuesto que ATTX ~ ' x' ~U=mU.

Nota.—Siendo esta demostracion general, se com-
prende que serd también aplicable al caso en que se
trate de comparar dos cantidades conmensurables cuales-
quiera, en el supuesto de que estén referidas & la misma
unidad.

13. Como no siempre se verifica que la recta cousi-
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derada como unidad, se encuentra contenida un ndmero
exacto de veces en aquella cuyo tamafio se desea medir,
hay necesidad de investigar qué longitud esta contenida
exactamente en ambas, & fin de deducir la razon en
que las rectas se hallan. Mas como quiera que existen
diversos tamafios en la medida comin de dos rectas,
siempre se podré obtener como expresion de ésta, varias
fracciones equivalentes, pero cuyos términos seran tanto
menores cuanto mayor sea la magnitud de la medida

comun que se considere; de aqui se desprende que, paré .

que la mencionada razén sea lo mas sencilla posible,
habra que dar la preferencia 4 la maxima medida comun
de las dos longitudes que se tratan de comparar.

El procedimiento que se sigue para determinar la men-
cionada méxima medida com(n, consiste en colocar la
menor de las dos rectas sobre la mayor todas las veces que
sea posible; si no resultase residuo es evidente que e"itonces
la menor sefia la recta buscada; pero si sucediere lo contra-
rio, se aplicara el residuo obtenido cuantas veces se pueda
sobre la menor, y el nuevo residuo si lo hubiere, se colocaria
sobre el anterior, y asi se continuaria procediendo en esta
forma, hasta llegar & tino que estuviera contenido exacta-
mente en el que le antecede. EI Gltimo residuo que se
obtenga, serd la longitud que corresponde d la méxima me-
dida comun que se deseaba encontrar.

En efecto, con el fin de fijar las ideas, supdngase que
AB y CD sean las rectas propuestas, y que al llevar-
la menor GD sobre la AB, & partir de uno de sus extre-
mos, resultare contenida 3 veces y ademas el residuo
BE, en el caso de que éste estuviere contenido 4 veces
en CD quedando un sobrante DE, el cual & su vez se
hallare 5 veces contenido en BE con un exceso igual
4 BG, se tendria en este Gltimo residuo la maxima

Fio. 6.
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medida comun que se busca, si, como ahora sucede, se
hallase contenido exactamente en DF.

Esto mismo, para mayor claridad, conviene escribirlo
en la siguiente forma :

AB= 3CD+ BE....(a)

CD= 4BE-|-DF
BE= 5DF-i-BG
DF=2BG;

la tltima de estas igualdades manifiesta que BG se halla
contenida exactamente en AB y CD, pues si se escriben
éstas en orden inverso, comenzando por la penultima y
haciendo en ellas las procedentes sustituciones y reduc-
ciones, se tendra;

BE= 5X 2BG+ BG= IIBG
C>= 4X11BG-(- 2BG= 46BG
AB”" 3X 46BG-(-11BG = 149BG;

pero obsérvese que BG no solamente es una medida
comun de las rectas dadas, sino que no puede existir
ninguna que sea mayor, pues si tal sucediera con una
magnitud M, resultaria que, por encontrarse ésta conte-
nida en AB y CD, tendria que estarlo en BE, segun lo
manifiesta la igualdad (@) y lo dicho en el namero (10);
aplicando analogas consideraciones en las igualdades si-
guientes, se verificaria que por ser M divisor exacto de
CDy de BE, deberia serlo también de DF, vy, finalmente,
por ser divisor de este residuo y de BE, tendria M que
estar contenida exactamente en BG; lo cual prueba que
las rectas AB y CD, no tienen medida comin alguna que
sea mayor que BG.

14. Segun lo demostrado (12), la razén que existe

entre las rectas AB y CD es igual & 149 y por lo
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dicho (11), se tendrd que esta misma fraccion expre-
sard la medida de la recta AB siempre que la CD sea
la unidad.

Obsérvese que la relacion obtenida con tal motivo, sera
siempre un quebrado irreducible; pues si los nimeros
149 y 46 tuvieran un factor comin g, sucederia que la
mayor medida de las rectas dadas 149BG y 46BG, ya no
serfa sencillamente BG, sino el producto BGX3-

15. En el caso de que ABy CD fueran inconmensu-
rables, se aplicaria el mismo procedimiento, que se acaba
de exponer, y claro est4, que aun cuando nunca se llega-
ria & encontrar un resto que estuviera contenido un
nimero exacto de veces en el anterior, sucederia que
éstos irian disminuyendo 4 medida que la operacion se
fuera prolongando, y por lo tanto, siempre se consegui-
ria obtener un resto que fuera tan pequefio como se
deseara; si en tal caso se prescindiera de él, equivaldiia
a considerar al resto que le antecediese, como la mayor
medida comUn de las dos rectas propuestas, dandose
con tal motivo lugar & un nimero fraccionario, que, aun
cuando no fuera exactamente igual & la razén que se
buscaba, se diferenciaria de ella en tan poco como se
quisiera.



CAPITULO L.

Posiciones relativas de dos rectas.

16. Para formarse idea de las diversas posiciones

puede tener una recta respecto de otra fija a quien corta,

Fio. 7. coucibase & la recta indefinida AB coincidiendo con la
CD; si ahora se hace girar & esta ultima alrededor del
punto C, en el supuesto de que este movimiento se efec-
tha sin salir del plano en el cual se supone que ambas
rectas se hallan colocadas, y en el sentido sefialado por
la flecha, se tendrd que la CD tomard las infinitas posi-
ciones CD', CD", CD™,....hasta la terminacion de su
movimiento, que, se supone sucedera cuando llegue &
confundirse con la porcion AC de la AB. Segln esto, no
podra sefalarse en la parte superior del plano, que se
considera, recta alguna que pasando por el punto C no
haya pertenecido & una de las posiciones diferentes, cfue
la CD tiene tomadas en su movimiento. Estas variadas
posiciones adquiridas por esta recta, se diferencian mas
de otras en la mayor 6 menor inclinacién que posee la
CD con respecto de la recta AB.

Angulos.

17. A la separacion 6 abertura que forman dos rectas,
gue se cortan y terminan en el punto de encuentro, se
llama Angulo. El expresado punto se denomina vértice,
y las rectas que determinan al angulo constituyen los
LADCS de éste.
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Comunmente todo angulo se designa con tres letras,
leyendo una en cada lado y en medio la del vértice, 0
bien con ésta solamente, cuando no puede confundirse
con algun otro. Asi el formado por las rectas CD' y BC,
se leera BCD' 6 D'CB 0 simplemente C (¥, si estuviese
solo, y por lo tanto, no pudiera confundirse con otro.

Segun lo dicho, se explica iacilmente, que la magni-
tud de un angulo, no depende de la longitud de sus
lados, (pues éstos, para la aprei.iacion de aquélla siempre
se consideran ilimitados) sino de su mayor & menor
separacion ¢ abertura.

También se infiere de lo di ;ho, que dos angulos son
iguales, cuando sus lados, puestos les del uno sobre los
dol otro, pueden disponerse ce manera que coincidan.
Si al colocar un lado del uno sobro un lado del otro
angulo, de modo que los respectivos vortices coincidan,
se vea que no pueden confundirse formando uno solo
los otros dos lados, entonces los angulos que se conside-
ran son desiguales.

Bisectriz de un angulo es la recta que lo divide en
otros dos que sean iguales.

18. Los angulos se suman, restan, multiplican y divi-
den, andlogamente 4 como se hacia con las rectas. Asi,
por ejemplo, la suma de los &ngulos BCD, DCD vy
D"CD™ es igual & BCD™; la diferencia que existe entre
BCD"y D'CD" es BCD'. En el caso de que se supongan
iguales los dngulos BCD', D'CD' y D CD™, acontecera
que el producto de uno cualquiera de éstos por 3 sera
BCD™, y 3 serd también el cociente que resulte de divi-

(*) Eli realidad, al decir BCD"* se nombran dos angulos des-
ig-nales, el menor de ellos, que es al que siempre se hace refe-
rencia en Geometria., contiene en la figura i a las rectas CD \
CD', y el otro 6 sea el mayor, comprende dentro de si & la AC.
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dir este ultimo angulo por cualquiera de los iguales, que
se acaban de mencionar.

En cada una de las diferentes posiciones que toma la
Cl) con respecto de la AB, forma dos angidos que tienen
un lado comun y los otros dos lados son el uno prolongacion
del otro; estos angulos reciben el nombre de adyacentes.
Asi, al considerar los angulos ACD' y BCD', se diria que
eran adyacentes.

19. Obsérvese que cuando la Cl) se mueve en el sen-
tido marcado por la flecha, el &ngulo que forma con la
BC va haciéndose cada vez mayor; y, por el contrario,
ird disminuyendo el formado por aquella recta movil
con la porcion AC; en su consecuencia sucedera, que
disminuyendo éste, que era el mayor, basta llegar & ha-
cerse nulo, llegara la recta moévil & tomar una posicion
tal como la OD , que serd la Unica que forme con la AB
los &ngulos adyacentes ACD" y BCD" iguales; cuando esto
sucede, se dice que la primera recta es perpendicular
4 la segunda. Asi, en el presente caso, la CD" sera per-
pendicular & la AB. Las demdas posiciones que en su
movimiento adquiere la CD, se llaman oblicuas respecto
de AB.

De cuanto acaba de exponerse se infiere, que por un
punto de una >ectlj sTempre se puede trazar una perpendu
cular & ellay nada més que una.

Los &ngulos adyacentes iguales que forme una recta
con otra a la cual es perpendicular, se llaman rectos.
Todo angulo menor que un recto, se dice que es agudo;
y OBTUSO se llama 4 todo angulo que sea mayor que un
recto. Asi, el &ngulo BCD' serd agudo y el ACD' obtuso.

20. Todos los &ngulos rectos son iguales aun cuando no
sean adyacentes.

En efecto, sean los angulos rectos ABCy A'B'C', si se
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colocan (* el uno sobre el otro de modo que el vér-
tice A’ coincida con el A, j la recta A'B' con la AB,
sucedera cjue la A'C' se confundira con la AC, supuesto
que, segun se acaba de ver, por el punto A no puede
trazarse mas que una perpendicuhr & la recta AB. Ha-
biéndose confundido los lados y por lo tanto los vértibes
de los dos &ngulos propuestos, éstos seran iguales.

Dos angulos son suplementarios 6 €l uno sera suple-
mento del otro, cuando la suma de ambos sea igual 4 dos
rectos: se llaman complementarios & el uno complemento
del otro, cuando su suma equivale & un &ngulo recto.

Es evidente que si dos ang'ulos tienen el mismo com-
plemento 6 el mismo suplemento, seran necesariamente
iguales, supuesto que & uno y & atr.-) les falta un mismo
angulo para valer uno 6 dos i ngulor; rectos.

Fia. 8.

21. La suma de dos anyidos adyacentes equivale & dos

angulos rectos.
Sean AGD y BCD dos angulos adyacentes; trazando la

GE (™) perpendicular & la AB, resulta :

AGD= AG.3-j-DGE

BGD = BGJ]— DGE;
sumando ordenadamente ambas igualdades y reduciendo,
se tendra;: AGD-fBGD=AGE-f BGE= 2R; en donde
R representa al angulo recto.

Reciproco—Dos angulos que tienen lado y el vértice

(*) Este método de demostracion peculiar de la Geometria y
muy usado en las cuestiones que son propias do esta ciencia,
sirve para probar la igualdad ¢ resigna dad de dos figuras, ¢ de
dos posiciones que forman parte de una misma figura.

(**) Para la debida representacion d ; las figuras geométricas
se sefialan completas & sea sin interrupciones, las lineas que se
mencionan en los enunciados de los teor.imas y problemas, y con
pequefios trazos, igualmente separados unos de otros, tanto las
auxiliares de que se hace uso para la demostracion de los pri-
meros, como las de construccion que, se emplean en la resolucion
de los .segundos.
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comin y cuya suma equivale & dos rectos, son adyacentes.
Es decir, que si la suma de los angulos ACD y BCD es
igual & dos rectos, las dos porciones AC y BC formaran
una sola recta.

En efecto, si el lado CB no fuera la continuacion del
AC, al piolongar éste, tomaria una direccion diferente,
tal como la CE, y entonces, en virtud del teorema directo,
se tendria, ACD-[-DCF= 2R; mas como por suposi-
cion se verifica que ACD-(-BCD = 2R, resulta de aqui
DCE = BCD, lo cual no puede acontecer sino cuando CB
y CE coinciden.

CoKQlLAiuo 1."—La suma de todos los Unyidos formados
en un punto de una recta y hacia un mismo lado de ella,
valen dos rectos.

Puesto que entre los angulos BCD', D'CD" mD"CD™
componen el BCD™, y éste con su adyacente ACD™ equi-
valen & dos angulos rectos.

Corolario 2*—Todos los &ngulos que se forman alrede-
dor de un punto, componen cuatro ungidos rectos; puesto
gue trazando por este punto una recta cualquiera, se
tendria que los angulos formados & cada lado de ella
compondrian dos rectos; luego todos ellos reunidos equi-
valdrén & cuatro rectos.

Se Ilaman &ngulos opuestos por el vértice, dos angulos
tales, que los lados del uno sean prolongaciones de los lados
del otro: los angulos ABC y DBE son opuestos por el
Vvértice.

22. Los imgulos opuestos por el vértice son iguales.

En efecto, los dngulos ABC y CBD son adyacentes y por
lo tanto suplementarios; por la misma razén son también
suplementarios DBE y CBD: luego los angulos ABC y
DBE que tienen el mismo suplemento CBD seran iguales.

Corolario.—L0s cuatro imgulos que forma tina recta
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con otra & la cual es mperimndicnlar, son rectos; lo que
manifiesta que si una recta es perpemhcular 0 otra, ésta lo
serci & la primera.

23. Por un punto de un plano siempre se puede trazar
una perpendicular a una recta situada en dicho plano y
nada mas que mura

Este teorema i'ué demostrado (19) cuando el punto
dado pertenecia & la recta; por lo tanto, ahora sélo falta
hacer patento, que se verifica también en el caso de que
el mencionado punto esté situado fuera de aquélla.

Sea AB larecta y C el punto; al doblar la figura pol- Fig. 11.
la AB, hasta tanto que el punto C so aplique sobre la
porcién de plano situado al otro lado do la precitada
recta, habra tomado una posicion tal como la C'; si ahora
se unen estos dos puntos por la recta CC'y se vuelve &
doblar la figura por AB, hasta que el mencionado punto
ocupe su posicion primitiva; entonces la CD se confun-
dird con la CD, y los angulos ADC y ADC, cuyos lados
coinciden, seran iguales: luego la recta AB seia peipen-
dicular 4 la CC' y en su consecuencia ésta 4 su vez lo
serd también a la AB (22, Corolario).

Para demostrar que cualquiera otra recta, tal como la
CE, diferente de la CD que parte del punto C, es nece-
sariamente oblicua con respecto de la AB, oh.séiveso que
al prolongar la CE nunca acontecera que la B* pueda
tener con la CC' més punto de interseccion que el C,
supuesto que dos rectas distintas no pueden poseer dos
puntos comunes (8). El angulo CEO es igual al CED,
pues al doblar'la figura por AB coincidirian sus lados;
pero el angulo FED es mayor que C'ED y por lo tanto
mayor que su igual CED: luego este angulo no es recto
por ser desigual con su adyacente, y en su consecuencia,
la CE sera oblicua con respecto & la AB.
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Corolario—La posicion de una recta queda determi-
nadapor unpunto y la circunstancia de ser perpendicular
& otra recta.

24. Pudiera ocurrir que eii vez de cortarse las dos
rectas que se consideren, no se encontraran aun cuando
hallandose en un mismo plano se prolongasen indefinida-
mente; en tal caso se dice que las rectas son paralelas.
Estas & pesar de poseer idéntica direccion no se confun-
den, y tienen existencia real, segun se hace patente al de-
moskar el teorema que sigue.

CAPITULO 111
Cuestiones en que intervienen tres rectas.

ARTICULO i.°

Paralelas.

25. Bos rectas AC y BB perpendiculares & una ter-
cera AB son paralelas. Puesto que si llegaran & encon-
trarse podrian ser trazadas, desde el punto de interseccion
de ambas, dos rectas perpendiculares & la AB, lo cual se
acaba de demostrar que es imposible.

Se llama secante ¢ transversal toda recta que corte a
otras. Siempre que una secante AB encuentra & dos rec-
tas cualesquiera CD y EF, forma con ellas ocho &ngulos
que reciben las siguientes denominaciones : Los angulos
a, hyy y li (® situados fuera de las rectas CD y EF se

(*) Se expresa cada aug-ulo con una letra colocada en su
abertura, con el fin de abreviar v dar mas claridad a la expli-
cacion.
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Ilaman externos, y los ¢. 1?2 ey /, ([ue se hallan deniro de
las mencionadas rectas, se denominan internos.

Angulos correspomlientes son aquellos no adyacentes
que se hallan situados al mismo lado de la secante, y el
uno es interno y el otro externo; segun puede verse con
losayecyg hyf7dJ

Angulos alternos son aquellos dos angulos que estando
situados & diferente lado de la secante, y no siendo adya-
centes, tienen el mismo nombre, esto es, los dos son
internos ¢ los dos externos. Asi los cy/ y dy e seran
alternos internos, y los a y liy %y g alternos externos.

26. Cuando una secante corta a dos. paralelas, se ve-
rifica: 1. Que los angulos correspondientes son iguales.
2» Que son tamhién iguales los &ngulos alternos. 3." Que
son suplementarios los &ngulos internos de un mismo lado
de la secante.

Sean CD y EF las rectas paralelas y AB la secante.

10 Como quiera que por ser aquéllas paralelas, tienen
la misma inclinacion con respecto de la secante, resulta
de aqui, que es idéntica la separacion que existo entre las
rectas que forman los angulos correspondientes a y e, vy
por lo tanto, éstos seran iguales, asi como en esta misma
atencion también lo seraney g, by fy dy h

2.0 Los angulos alternos ¢ y / son iguales, puesto que
cada uno de ellos es igual al & el primero por opuesto
por el vértice, y el segundo atendiendo & que es su
correspondiente; de una manera analoga se demostraria,
que también serian iguales losdy eay h, j by ¢

3" Los angulos dyf, internos de un mismo lado de la
secante, son suplementarios, supuesto que el angulo ¢
suplemento del d, es idéntico, por alterno interno, al/. »

27. Po) un punto situado fuera de una recta, se puede piR. 15.
trazar una paralela & ellay nada mas Que una.
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En efecto, por < rdempie es posible trazar una perpen-
dicular a Cl), y otm GB & GL; luego AB y CD perpen-
diculares & la GL, seran paralelas (25).

Para demostrar la segunda parte de esta proposicion,
0 sea para hacer ver que por un punto tal como el G no
se puede trazar sino la AB, paralela 4 la CD, basta con-
siderar que si hubiere otra recta Gl, diferente de la AB
que, pasando por el punto G, también fuese paralela &
la CD, se tendrian los angulos BGL y LGI iguales por
tener el mismo suplemeiito DLG; mas como cpiiera que
ambos poseen el lado GL y el mismo vértice G, los otros
dos lados, 6 sean las rectas Gl y GB, se confundirian en
una sola.

Nota—En virtud del teorema que acaba de demos-
trarse, y de lo que anteriormente se tiene dicho (7-23),
se desprende, que para fijar la posicion de una recta es
necesario conocer fios puntos, 6 un punto y la direccion
que ha de tener acpiélla, y por lo tanto, puede decirse
que la posicién de v.na reda queda determinada, conocidas
que sean dos condiciones.

Corolario |.0—/los rectas paralelas & ima tercera, son
gmralelas entre si. Supuesto que si se llegaran a encontrar,
liodrian trazarse desde el punto de encuentro dos parale-
las & una misma rectd, lo cual se ha visto (27) que es
imposible.

Corolario 2.°~Si una recta AJB corta a CD, que es
una de dos paraMci”, también cortara & la otra EF.

Puesto que d asi no fuera, se tendria que por el punto
G, interseccion de las dos primeras rectas, se podrian
trazar dos paralelas & la EF.

P eciprooo—Si ta recta GL es perpendicidar & una de

paralelas CD, lo sera también & la otra AB.

En efecto, en el mero hecho de cortar ja GL a la CD,



tiene segun se acaba ele ver, que encontrar & toda para-
lela fie ésta, y por lo tanto, & la AB; siendo los angulos
GLD y GLC rectos, deberan serlo también los suplemen-
tarios & éstos BGL y AGL, resultando en su consecuen-
cia, que la recta GL serd perpendicular & la AB.

La proposicion contraria de este reciproco, conocida con el
nombre de podulado de Euclides (*), dice como sigue: Lna
perpendicular ij una oblicua & una mhma recta, no son imrale-
las En efecto, si las dos primeras rectas fueran paralelas, resu -
taria, que por ser una de éstas perpendicular a la, tercera recta,
la otra, segln el reciproco que antecede, también tendria que
serlo, lo cual es contrario & la hipotesis.

Reciproco {26).— Cuando una secante AB corta « dos
rectas CD y EF, éstas 'seranparalelas: 1.° Si los ancjidos
correspondientes son iguales. 2." Si los angulos alternos son
también iguales. 3» Si los angulos internos de un mismo
lado de la secante, son suplementarios.

Fio. 14.

10  Sean los angulos correspondientes iguales BGD vy

BHF. En el supuesto de ctue las rectas CD y EF no fue-
ran paralelas, se podria trazar por el punto G la paralela
GL & la EF, y resultaria entonces que los angulos BGL
y BHF serian iguales por correspondientes (26), lo cual es
absurdo, & menos que laparalela GL no coincida con la CD.

2» Por ser iguales los angulos CGH y BHF, tienen
que serlo también BGD y BHF, en atencion & que CGH
es igual, por opuesto por el vértice, con el BGD. “Luego
siendo los angulos correspondientes BGD y BHF iguales,
las rectas CD y EF serdn paralelas, segin se acaba de
demostrar.

(*) Se llama 2>o0sUdado, una proposicion en la giie se «uuncia
una verdad de caricter practico, y aun cuando no tiene el giado
de evidencia que el axioma, se admite sin demostracion.

Euclides, gedmetra griego que se dio a conocer unos d3dD anos
antes de J. C.



3." Siendo DGH suplementario del GHF, éste ltimo
sera Igual & su correspondiente BGD que, por ser adya-
cente con DGH, tiene también & éste por suplemento.

28. Dada la intima dependencia que existe entre una
proposicion y la contraria de su reciproca, la verdad de
la primera supone indefectiblemente la de la segunda;
por lo tanto, esta Gltima puede admitirse desde luego
como (&erta, y prescindir de su demostracion, una vez
que se haya hecho patente el teorema directo. Asi, por
ejemplo, el enunciado de la proposicion contraria del
reciproco, gque se acaba de probar, dice: Si se tienen des
rectas cortadas Jpor una tercera, y se verifica que los angu-
los internos de un mismo lado de la secante no son suple-
mentarios, aquellas dos rectas no serén paralelas. Lo cual
es evidente, en atencion & que si estas dos rectas fueran
paialelas, sucederia que, segun el teorema directo, los
angulos internos del mismo lado de la secante serian
suplementarios, lo cual es contrario a la hipétesis.

29. Al considerar tres rectas contenidas en un plano,
puede ocurrir, segun se acaba de ver, que las tres sean
paralelas entre si, que dos sean paralelas y estén cortadas
por una tercera, y, finalmente, que se tengan dos rectas
que sin ser paralelas se hallen también cortadas por otra.
Este Gltimo caso puede subdividirse en otros dos, segln
que las dos primeras rectas so corten 6 no en la figura
propuesta: falta, segin ésto, tratar del caso en que las
rectas se corten dos & dos, dando origen & una superficie
limitada.



ARTICULO 2.°

Tridngulos,

30. Re llama trianguto la porcion de superficie plana
cerrada por tres rectas. Atendiendo & que una superficie
no puede estar limitada por menos de tres rectas, se
deduce, que el tridngulo es la figura mas sencilla entre
todas las lineas poligonales cerradas, que pueden consi-
derarse.

En un tridngulo, y en general en toda linea quebrada,
las diversas porciones rectilineas de que se compone, se
Ilaman lados. La figura IG representa un triangulo cuyos
lados son AB, AC y BC, el cual se lee ABC, 06 sea con
las tres letras que se hallan en sus vértices. De aqui se
desprende, que los elementos esenciales de un triangulo
son los tres lados de que se compone, Y los tres angulos
que forman al cortarse aquéllos.

Un triangulo es equilatero cuando tiene los tres lados,
iguales; isdscele si tiene dos lados iguales, y escaleno en
el caso de que sus tres lados sean desiguales.

Se entiende por altura en un triangulo, la perpendicu-
lar trazada desde un vértice, cualquierii al lado opuesto,
con cuyo motivo éste recibe entonces el nombre de hase
del triangulo. Cuando éste es isdsceles, la base se entiende
que es el lado desigual, y en tal caso, el vértice opuesto
a ésta se llama sencillamente vértice del triangulo isGs-
celes.

3L En todo tridngulo, un lado cnalquiei‘a es menor que
la suma de los otros dos.

En efecto, el lado AC, por ejemplo, es nece.sariamente Fig.
menor que AB— BC, en atencion & c’ue aquel por Y-
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una recta, tiene que sefialar la distancia mas corta que
media entre los puntos Ay C.

Obsérvese que cuando se tengan tres cantidades cada
una de las cuales sea menor que la suma de las otras dos
se verificara también, que una cualquiera de éstas sera
mayor que la diferencia de las dos restantes. De modo,
que siendo ciertas las desigualdades AC < AB 4- Bc¢'

se Chbfi'
que AC— AB < BCG; AB—BC< AC, BC—AC< AB-
liego segln esto, se verificara, que todo lado de toi
tnamjido, es siempre mayor que la diferencia do los
otros dos.

32. La suma de los tres angulos de un triangulo, equi-
vale a dos angulos rectos.

En efecto, trazando por el vértice B del triangulo

Fie. it Nesultara_que
a-|-ABB_2B; pero siendo ABE= ABC4-CBE se
tendla, Aj ABC-j-CBE = 2R; mas como segin lo
dicho (26) e angulo CBE es igual & C, se verificara,
que A-f C.-f-ABC = 2R.

Corolario l.<>~Un angulo de todo triangulo, es suple-
mento de la suma de los otros dos.

Corolario 2.°-- Un triangulo no puede tener mas que
un angulo recto 6 un angulo ohtuso, pues de lo contrario
sucederia que la suma de sus tres &ngulos valdria méas
gue dos rectos.

_De aqui la division de los triangulos en acutangulos
si tienen los tres angulos agudos, rectanqulos los que
cuentan con un angulo recto, y obtusangulos aquellos que
poseen un angulo obtuso, fistos Gltimos y los primeros,
.se_designan con la denominacion general de trlangulos
oblicuéngulos.

En un tridngulo rectangulo reciben el nombre de cate-
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tos, los dos lados que foruian el angulo recto, é hipote-
nusa se llama el tercer lado.

CoROLAEI0 3®—Si la suma de los angulos inteimos c y e,
de un mismo lado de la secante, es menor que dos rectos, las
rectas CD y EF se contaran p)recisamente hacia ese lado.
Eli efecto, ya se demostr6 (28) que en tal caso estas dos
rectas tenian (gie encontrarse, mas como quiera que el
punto de su interseccién no puede estar situado hacia la
parte eu donde se hallan los angulos d y/, que valen mas
de dos rectos, por ser respectivamente adyacentes & los ¢
y é do aqui que el punto de encuentro de las rectas CD
y EF, deberd liallarse, prolongando hacia la izquierda las
dos mencionadas rectas.

Corolario 4®—Si dos trilnytdos tienen dos angulos res-
pectivamente iguales, los terceros tamUén lo seran.

Corolario 5®&—En todo tridngulo rectangulo, los dos
angulos agudos son suplementarios.

33. Se llama &ngulo externo de un tridngulo, al
formado por un lado de éste y la prolongacion de uno
cualquiera de los otros dos. Asi, el angulo BCD que se
compone del lado BC y la prolongacion CD del lado AC,
sera un angulo externo del triangulo ABC.

Corolario 6®—Todo ungido externo de un tridngulo, es
igual & la suma de los otros dos internos no adyacentes.
Porque siendo asi que la suma de Ay B tiene por suple-
mento al ACB, y como quiera que también BCD tiene
por suplemento el ACB, se tendrd, segun lo dicho (20),
que BCD = A-|-B.

34. Si desde un punto situado en uno de los lados de
un angulo agudo, se trana una perpendicular al otro lado,
esta perpendicular tendrd que encontrarse dentro del expre-
sado angulo. Porque si se hallase fuera, tendria que estar
dentro del angulo obtuso, y por lo tanto, resultaria for-

Fig. 13.

Fio. 18.
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mado mi triangulo con un angulo recto y otro obtuso, lo
cual es imposible (32 Corolario 2.%).

35. Si un tridngulo ABC tiene dos angulos A 'y C
iguales, los lados opuestos también seran iguales.

Fig 19 efecto, sea ABC un triangulo cuyos angulos Ay B
son iguales; si se considera otro triangulo A'B'C' que sea
igual al anterior, resultard. Al = Ay B*= B; mas como
por hipétesis se tiene que A= B, sucederd que A'= B
y = A por lo tanto, al superponer el triangulo A'B'C'
invertido sobie el ABC, de manera que el vértice B'
caiga sobre el Ay el A" sobre el B, resultara que el lado
B C se aplicard sobre el AC, por la igualdad de los
angulos B'y A, y también coincidird entonces el lado
A'C' con el BC, por ser A'= B; de aqui se infiere, que
como el punto C' tiene que pertenecer & la vez a las
dos rectas AC y BC, necesariamente habra de coincidir
con el C, Gnico punto que es comun & éstas. Luego las
dos rectas A'C' y BC, cuyos extremos coinciden, tienen
que ser iguales; mas como A'C' y AC &e supuso que tam-
bién eran iguales, se verificard que AC = BC.

Fio. 20.  36. Si un tridangulo ABC tiene dos angulos desiguales,
al &ngulo mayor ACB se opone al lado mayor AB.

En efecto, dirigiendo por el vértice C del angulo mayor
una recta CD que- forme con AC un angulo igual al A,
se tendré que los lados AD y DC del triangulo ADC seréan
iguales; mas como en el tridngulo BCD se vei'fica que
BD-(-DC>BC, resultara por lo tanto, que BD-(-AD>BC
6 AB>BC.'

37. Obsérvese que este Ultimo teorema es el contrario
del anterior, y si se tiene en cuenta que una proposicién
reciproca y la contraria de la directa poseen una relacion
tan estrecha, que la verdad de la una envuelve implicita-
mente la certeza de la otra, es innecesario demostrar la
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reciproca de una proposicion, siempre que se haya hecho
ver c[ue se verifica el contrario del teorema directo. Asi,
por ejemplo, el reciproco de la proposicién directa que
se acaba de demostrar, dice: Si un tritmgnlo tiene dos
lados iguales, los &ngulos opuestos serén también iguales; el
cual es evidentemente cierto, puesto cjue si los expresa-
dos angulos fueran desiguales, resultaria que, en virtud
de lo demostrado en el teorema contrario, los lados
opuestos & aquéllos serian también desiguales, y esto no
es posible que suceda dada la hipétesis establecida.
Siendo asi, que demostrada la proposicion directa y su
reciproca, ha de ser verdadera la conti'aria de la reci-
proca (28-37), ya se puede afirmar que: Siun triangulo

posee dos lados desiguales, al mayor lado se opondra ilia]jor - *

angulo.

Corolario.— Todo tritmgnlo equiangulo serd equilatero
y reciproeamente. "i

38. La perpendicular Cl) trazada & una recia AB*
desde un punto C, situado fuera de ésta, es menor que cual-
quiera oblicua BC, tirada desde el menciojiado punto & la
recta.

En efecto, en el triangulo rectangulo BCD, el angulo
CBI) tiene que ser agudo (32 Corolario 2.°), y por lo
tanto, sera menor que el recto D; luego se verificara, que
CD < BC.

Reciprocamente, la reda més corta que se puede trazar
desde un punto a otra recta, serd perpendicular & ésta; pues
si esto no.sucediese seria oblicua, y por lo tanto, se po-
dria trazar desde dicho punto una perpendicular & la
mencionada recta, la cual sena menor que la citada
oblicua, y esto por la hipotesis no es posible.

39. Se ha convenido en llamar dgistancia de un punto
& una recta, a la perpendicular trazada desde dicho punto

Fig. 21
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& la recta que, como se acaba ele ver, es la menor linea

que puede trazarse entre aquellos dos elementos geomé-
tricos la Unica que posee esta condicion.

CAPITULO V.

Igualdad de tridngulos.

40. Dos triangulos son iguales, cuando todos sus
elementos son respectivamente idénticos y se encuentran
dispuestos del mismo modo. De aqui se infiere, que si
se superponen dos tridngulos que sean iguales, siempre
podran colocarse de manera que coincidan sus respecti-
vos lados Y angulos.

Sin embargo, es suficiente para la igualdad de dos
triangulos, que existan tres condiciones comunes 4 am-
bos; por lo tanto, cuando sélo tengan los tres angulos
iguales no puede decirse que los triangulos lo seran tam-
bién, pues en tal caso, estos tridngulos no poseen real-
mente sino dos condiciones, en atencion & que el valor de
un angulo de todo triangulo es una consecuencia de la
suma de los valores que tienen los otros dos (32). De
aqui se infiere, que para que dos triangulos sean iguales,
iw solo se requiere gue tengan tres elementos idénticos, sino
que ademéis entre éstos haya qwr lo menos un lado.

Las diversas combinaciones que pueden hacerse, con
los tres elementos, que se suponen idénticos en la figura
de que se trata, para que necesariamente tengan que
serlo los restantes, constituyen lo que se llama casos de
IGUALDAD de dos triangulos, los cuales son tres:

1" Cuando tienen respectivamente iguales un lado y dos
gingulos.



2° Si iMseen iguales respectivamente dos ladosy el an-
gulo comprendido.

3® Al estar formados por tres lados respectivamente
iguales.

41. Dos triangidos son iguales, cuando tienen un lado
igual y los dos angulos adyacentes respectivamente iguales.

En efecto, si los tridngulos ABC y A'B'G' tuvieran el
lado AB = A'B', el &ngulo A igual al A"y los &ngulos B
y B' también iguales, al colocar el primer triangulo sobre
el segundo, de modo que coincida el vértice A con el A’
y el lado AB con el A'B', el punto B se aplicard sobre el
B', por ser estos dos lados iguales; el lado AC se con-
fundird en direccion con e A'C', por ser A= A’ asi
como el lado BC seguira la misma direccién que el B'C',
supuesto que B = B'; luego el punto C, interseccion de
las rectas AC y BC, que han coincidido respectivamente
con las A'C' y B'C', se colocard sobre el C, punto de
interseccion de éstas, y por lo tanto los dos triangulos
propuestos habran coincidido.

42. Silos dos triangulos que se consideran, tuviesen
iguales un lado y dos angulos, uno de éstos adyacente y
el otro opuesto al expi’esado lado, sucederia que los
terceros angulos de uno y otro triangulo también serian
iguales (32, Corolario 4®), y por lo tanto la cuestion
guedaba reducida al caso anterior; de modo que gene-
ralizando podréa decirse, que dos triangulos son iguales
cuando tengan iguales un lado y dos angulos.

43. Dos triangulos son iguales, cuando tienen dos lados
respectivamente iguales é igual el &ngulo comprendido.

Sean los triangulos ABCy A'B'C' que tienen AB=A'B’,
AC= AC vy el angulo A igual al A" Si se coloca el
AB'C' sobre'el ABC, de manera que el vértice A' se
aplique sobre el Ay el A'B' sobre el AB, sucedera que,

3

Fig. 22.
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por la igualdad de estos lados, el vértice B' se confundira
conel By el lado A'C' con el AC, por la igualdad de los
angulos Ay A’; luego el punto C' caeré sobre el C por
ser A'C'= AC, y por consiguiente los lados B'C' y BC
se confundirdn por tener sus extremos comunes, de
modo que todos los elementos de ambos triangulos ha-
bran coinciuido,

44. De aqui se infiere, que siempre gm dos triangulos
tengan dos lados respectivamente idénticos é igucd €l angulo
comprendido, se verificara que los terceros lados también
seran iguales.

45. La proposicion contraria dice asi: si dos triangu-
los tienen dos lados del uno iguales & dos del otro, pero
él angulo comprendido por los dos lados del primero es
mayor que €l comprendido por los dos lados del segundo,
se verificara que el tercer lado del primero ser4 mayor que
él tercer lado del segundo.

Sean los dos tridngulos ABC y A'B'C' en donde se
tiene AB=A'B', BC= B'Cy ABC > AB'C; se trata
de probar que AC es mayor que A'C'. En efecto, obsér-
vese que al colocar A'B'C' sobre el ABC, de modo que
coincida BC con su igual B'C' y que los dos triangulos
se hallen 4 un mismo lado de la recta BC, el lado A'B'
caera dentro del ABC, por ser éste mayor que el B'. En
cuanto al tercer lado A'C' podra coincidir é né con el
lado AC. En el primer caso es evidente que AC serd
mayor que FC ¢ su igual A'C".

Si al efectuar la superposicion en la forma indicada, el
lado A'C' no se aplicara sobre el AC, tomaria una posi-
cion tal como la CD (*); de donde resulta que al trazar la

(*) En lafigura 25 (2.“y 3./ aparecen separadamente las dos
posiciones que puede tomar el lado A'C' respecto del AC en el
caso de no coincidir con él.
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bisectriz BE del angulo ABD vy unir el punto E con el D,
se verificaria que los triangulos ABE*y BDE serian
iguales (40), y por lo tanto, AE= ED. Mas como
DC < EC-f- ED, se tendra que A'C' < AC.

46. Segun lo dicho (28-37), se puede prescindir de
demostrar los reciprocos de las proposiciones contraria y
directa que anteceden, j por lo tanto admitir como cier-
tas las siguientes : Si dos triangulos poseen dos lados res-

\pectivamente iguales y el tercer lado es mayor en tino de
ellos, se verificara que el angido opuesto en éste sera mayor
que en él otro; asimismo sucederd que si dos triangidos
tienen sus tres lados respectivanief)ite iguales, sus angulos
ogrestos deberdn ser también iguales (*), y en su conse-
cuencia, siendo en tal caso los elementos de ambos trian-
gulos idénticos y hallandose en uno y otro dispuestos de
la misma manera, habrd que convenir en que dos trian-
ytdos seran iguales cuando tengan sus tres lados respectiva-
mente iguales.

Apoyandose en la definicién (40) 6 en los Gltimos teo-
remas directos y reciprocos, siempre resulta que en trian-
Iyulos iguales, & angulos iguales se oponen lados iguales y
viceversa.

47. En los triangulos rectangulos, como caso parti-
cular de los rectilineos generales, ademas de verificarse
los mismos tres casos de igualdad que se acaban de ex-
poner, conviene al presente agregar, que dos triangulos
rectangulos son iguales cuando la hipotenusa y un cateto
del uno son respectivamente iguales & la hipotenusa y un
cateto del otro.

En efecto, sean los tridngulos ABC y A'B'C' en los
Icuales se supone que AC y A'C' son iguales, asi como

(*) Conviene que los alumnos se ejerciten en demostrar estos
y otros reciprocos, sirviéndose del método de reduccion al absurdo.

Fio.

24.
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Fig. 26

también BC = B'C'. Si se colocan en la disposicién que
se ve en la figura, de manera que coincidan los catetos
iguales, resultarda que los lados ABy A'B' estaran for-
mando una sola linea recta (21, B eciproco) y por lo tanto
se tendra un triangulo isésceles ACA', luego segln lo
dicho (37j, se verificard que A= A'y por consiguiente
(43) los triangulos propuestos seran iguales. (¥

CAPITULO V.

Proposiciones referentes & cuatro rectas.

ARTICULO 1°

Posiciones relativas de cuatro rectas.

48. Dos angulos que tienen sus lados respeet
paralelos, son iguales 6 suplementarios; sean los angulos
abo y A'B'C, que tienen sus lados AB y A'B' paralelos,
lo mismo que los BC y B'C', y ademas dirigidos en el
mismo sentido. Si se prolonga A'B', encontrard & BC
(27, Corolario 2®) y se tendrd que A'B'C'= A'EC =
= ABC (26-1.°).

En el supuesto de que los angulos fuesen ABCy A'B'C,
que tienen los lados respectivamente paralelos y diri-
gidos en sentido contrario, también serian iguales, pues
prolongando los lados A'B' y B'C', resultard su angulo

{*) Este caso de igualdad de triangulos rectangulos tiene
también su correspondiente en los triangulos oblicuangulos,
pues, como ya se verd, dos triangulos son iguales cuando tienen

dos lados respectivamente iguales ¢ igual el angxdo opuesto al
mayor de ellos.
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A"BC" opuesto por el vértice, el cual se acaba de probar
que es igual al ABC.

Si los angulos fuesen el ABCy el A'B'C', que tienen
los lados paralelos, uno A'B' en el mismo sentido que el
AB y otro B'C' en sentido contrario del BC, se tendria
que al prolongar el lado B'C' resultaria el angulo A'B'C"
adyacente, el cual seria suplementario del A'B'C' y ade-
mas igual al ABC; luego éste también seré suplementario
del A'B'C".

49. Dos angulos gne tienen sus lados respectivamente
perpendiculares, son iguales 6 suplementarios.

Sean los angulos ABC y A'B'C' que tienen los lados
AB' y B'C' respectivamente perpendiculares & los AB
y BC. Si por el punto B se traza BD perpendicular &
BCy BE & BA, la primera seré paralela & B'C'y la se-
gunda & A'B' (25); luego el &ngulo EBD serd igual 0
suplementario del A'B'C' (48); mas como quiera que
DBE y ABC son iguales, por tener el mismo comple-
mento ABD, lo que se ba dicbo del DBE, podra decirse
de su igual ABC, y por lo tanto ABC sera igual 0 suple-
mentario del A'B'C'.

50. Si dos rectas AB y DCsonperptndicidares & otras
dos AB y BC que se cortan, las 'dos primeras so encontra-
ran dentro del angulo formado por las segundas.

En efecto, trazando la recta AC, los angulos internos
BAC y ACD son agudos, y por lo tanto, su suma sera
mayor que dos rectos; luego las rectas AB y CD se cor-
taran en lui punto tal como el G (32, Corolarto 3.”), que
2 hallara situado dentro del angulo AEO.

51. En la figura 27 se ven las cuatro rectas AE, CE,
CG y AG, que limitando una superficie plana, forman lo
que se llama un cUAIMLATERO. 'ranto en esta figura,
como en toda linea (Juebrada, so da el nombre de diago-

Fig. 25
3.*

Fio. 26.

Fio. 27.
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nal & la recta que une dos vértices no correspondientes
4 un mismo lado.

52. La variedad que puede existir en las posiciones
relativas de cuatro rectas, que limitan un plano, da lugar
a que los cuadrilateros se clasifiquen con sujecion & los
siguientes casos : 1." Cuando los cuatro lados son para-
lelos dos & dos, el cuadrilatero que se forma, se denomina
PARALBI.0OGRAMo. 2® Cuando dos lados son paralelos y
los otros dos tienen entre si distinta direccién, el cuadri-
latero que resulta se llama trapecio. 3® Cuando los cua-
tro lados tienen distinta direccion, el cuadrilatero que se
obtiene recibe el nombre de trapezoide.

Se denomina rase de un paralelogramo a uno cual-
quiera de sus lados, y artura la perpendicular & la base
comprendida entre ésta y el lado opuesto. La base y
altura de un paralelogramo constituyen sus dimensiones.
Los lados paralelos de un trapecio se llaman bases, ¥
altura a la parte de perpendicular & éstas que se en-
cuentra comprendida entre ellas.

ARTICULO 2®

Paralelogramos.

53. Los lados opuestos de un paralelogramo son iguales.
Fig. 28. efecto, trazando la diagonal BD, se tendrd que los

dos tridngulos ABD y BCD seran iguales (42) y por lo
tanto AB= CDy AD —BC.

Corolario 1®—La diagonal de un paralelogramo divide
& éste en dos triangulos iguales.

Corolario 2®—Las p>orciones de rectas paralelas com-
prendidas entre paralelas son iguales.



Reciproco. —/Si itn cuadrilatero tiene jos lados opuestos
iguales dos & dos, sera un paralelogramo.

En efecto, como por hipdtesis se tiene que AB — CD
y AD = BC, si se traza la iliagomil, los triangulos ABD
y BCD seran iguales; luego el angulo ABD serd igual al
BDC (46), y por tanto, AB y CD seran paralelas. (27,
Reciproco 2.°). Por ser también los &ngulos CBD y ADB
iguales, los lados AD y BC tendran que ser paralelos y
en su consecuencia el cuadrilatero ABCD serd un para-
lelogramo.

54. Segun lo dicho (28-37), siempre que se demues-
tren separadamente la directa y la reciproca, es indudable
que también serén ciertas las respectivas contrarias; asi
como una vez que se haya hecho patente un teorema
directo y su contrario, tienen que ser verdaderos los res-
pectivos reciprocos; por lo J;anto, los teoremas contrarios
de estas dos ultimas proposiciones tienen que ser ciertos.
En la préctica es preferible demostrar el teorema directo
y su i'eciproco, en atencién & que, al proceder asi, no
suele necesitarse para la demostracion de este Gltimo
de una nueva figura, al paso que no siempire sucede lo
mismo, cuando se quieren hacer patentes la proposicion
directa y su contraria.

55. SegUln acaba de verse, en todo paralelogramo, ade-
mas de tener cada dos lados opuestos paralelos, éstos tienen
que ser iguales.

Reciproco.—8i un cuadrilatero tiene dos lados paralelos
é igualen, serd un paralelogramo.

Pin efecto, siendo los lados AB y CD iguales por hip6-
tesis, los tridngulos ABC y BCD también lo seran, por
tener el lado BD comun, AB = CD, y los angulos ABD
y BCD iguales por alternos (43); luego AD = BC por
lados opuestos & angulos iguales en tridngulos idénticos
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(46), y .por lo tanto (53), el cuadrilatero propuesto serad
un paralelogramo (*).

En todo paralelogramo e verifica que los angulos opuestos son
iguales, y los adyacentes @ un mismo lado suplementarios (**).
Los angulos Ay C, asi como los ABC y ADC son iguales, por
tener sus lados respectivamente paralelos y dirigidos en sentido
contrario. En cuanto los &ngulos Ay ABC, que son adyacentes
al lado AB, tienen que ser suplementarios, por internos entre

las paralelas BC y AD, y situados & un mismo lado de la
secante AB.

Corolario.—< un paralelogramo tiene un angulo recto, los
otros tres también seran rectos.

El paralelogramo que tiene los cuatro angulos rectos y
por lo tanto iguales, se llama rectangulo.

56. La DISTANCIA que media entre dos rectas parale-
las, se halla determinada por la perpendicular & una de
éstas, desde un punto cualquiera de la otra. De aqui se
infiere, que todos los puntos de una recta equidistan de los
de su paralela, supuesto que dos cualesquiera de estas
distancias pueden considerarse como lados opuestos de
un paralelogramo y por lo tanto iguales.

57. Cuando en un paralelogramo los cuatro lados
son iguales entre si, se llama rombo; mas en el caso par-
ticular de que no sélo los lados sean iguales sino tam-

bién los cuatro &ngulos, entonces recibe el nombre de
CUADRADO.

(*) Como ejercicio, pudieran los alumno.s probar directamente
que el reciproco de esta proposicion es cierto, y, por lo tanto,
que también seran ciertos ios teoremas contrarios.

(**) Las contrarias de estas dos Ultimas proposiciones tienen
gue ser ciertas (64i.
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ARTICULO 3.0

Lugares geométricos.

58. Si desde un punto A, situado fuera de una recta

BE. se trazan & ésta la perpendicular AB y diferentes obli-
cuas, se verificara: 1.“ Que las oblicuas AB y AC, que tie-
nen sus pies () egxddistantes del de la perpendicular, seran
iguales. 2.° Que de dos oblicuas AB y AE, cuyos pies no
equidisten del de laperpendicular, tendra mayor longitud
aquella cuyo pie diste mas.

Fia. 29.

1.  “Los dos triangulos ABD y ACD son iguales por

tener BD = CD, el lado AD comun & ambos y los angu-
los en D iguales por rectos (43), luego serd AB = AC.

2. ° Sise toma una parte CD= BD vy setraza la AC

resultara, en virtud*de la primera parte que se acaba de
demostrar, que esta Gltima recta y la AB seran iguales;
por lo tanto, siendo el &ngulo ADC recto, acontecera que
en el triangulo ACE el angulo en E serd agudo, el ACE
obtuso, y en su consecuencia, AE > AC (36) y AE > AB.

Reciproco—Si desde un pirnto situado fuera de una
recta se traza una perpendicidar y varias oblicuas, se veri-
ficara: 1® Que las oblicuas iguales tendran sus pies equi-
distantes de laperpendicular. 2.° Que los pies de dos obli-
cuas desiguales no”equidistan del de la perpendicular; el de
la mayor distara, més.

Corolario.—Desde un punto A situado fuera de una
recta BE, no pueden trazarse a ésta tres oblicuas iguales.

Se acaba de ver que pueden e.vistir de dos en dos todas
las oblicuas iguales que se deseen, pero si al fijarse en

(*) Se llama pie de mia perpendicular U oblicua, con respecto
auna recta, al punto de interseccion de ésta con cualquiera de
aquéllas.

Fia. 30.
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un par cualquiera de éstas, por ejemplo eii las ABy AC,
se admitiera que hubiere otra igual & ellas, ésta 6 seria
perpendicular U oblicua, con respecto de la BE; si lo
primero, tendria que ser menor que las oblicuas ABy AC
(38), y si lo segundo, se apartaria de la perpendicular
AD méas 6 menos que éstas, y, por lo tanto, seria mayor
6 menor que las mismas.

LiIGrAR GEOVETRIQO es la linea ¢ figura cuyos puntos
tienen una propiedad comun.

59. Todo punto que se halle en la perpendicular AB a
ma recta BC en su punto medio B, equidista de los extre-
mos B y C de la recta.

En efecto, por tener las oblicuas AB y AC sus pies
equidistantes del de la perpendicular, serdn iguales.

Reciproco.— Todo punto A que equidiste de los extremos
B y Gde una recta, pertenecera a la perpendicular AB &
dicha recta, en su punto medio B.

En efecto, trazando desde el punto A la perpendicular
AD 4 la BC, se tendra que, por ser las oblicuas AB y AC
iguales, las distancias BD y DC también seran iguales
(58, Reciproco 1.); luego el punto D estar situado en
medio de la BC.

Contrario del directo.— Todopunto que no se halle en
la perpendicular & una recta en su punto medio, no equi-
dista de los extremos de ésta.

Contrario del reciproco.—2'0ifo punto que no equi-
diste de losr extremos de una recta, no pertenecerd a
la prerpendicidar trazada & dicha recta en su punto
medio.

Corolario \.°—La perpendicular 4 una recta en su
punto medio, es el lugar geométrico de lospuntos que equi-
distan de sus extremos.

Corolario 2"™~—Si una recta tiene dos puntos equidis-
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tantes de los extremos de otra, ser& perpendicular & ella y
la dividira en dos partes iguales.

60. Todo punto D de la Ifisectriz J3D de un éngul%io 31
ABC, equidista de sus lados AB y BC. S

Si se trazan las distancias AD y CD del punto D & los
lados del &ngulo ABC, sucedera que los dos tridngulos
rectdngulos ABD y BCD seran iguales, por tener comin
la hipotenusa BD, los &ngulos ABD y DBG iguales, por
hipétesis, y los en Ay en C iguales por rectos (42), y
como en triangulos iguales & angulos iguales se oponen
lados iguales (46), se verificara que AD = CD.

Reciproco.—Todo punto D que equidista de los lados
AB y BC de un angulo ABC, se halla en su bisectriz.

En efecto, uniendo el punto D con el vértice del an-
gulo ABC por medio de la recta BD, se tendra que los
triangulos rectangulos ABD y BCD, seran iguales por
tener AD = CD por hipétesis y la BD comin a am-
bos (47); pero como quiera que en triangulos idénticos, &
lados iguales se oponen angulos iguales, sucederd que
los angulos ABD CBD seran iguales; y por lo tanto, BD
serd bisectriz del ABC.

Contrario del directo.— Todo punto que no se hélle en
la bisectriz de un angulo, no equidista de los lados de éste.

Contrario del reciproco.— T0do punto que no equidista
de los lados de un angtdo, no se halla en su bisectriz.

Corolario 1.“—La bisectriz de un éngtdo es el lugar
geométrico de los puntos equidistantes de los lados de aquél.

Corolario 2."—Toda recta que tenga dos puntos equi-
distantes de los lados de un &ngulo, se confunde con la
bisectriz de éste. Por lo tanto podré decirse; La recta
que pasa por el vértice de un cmgulo y tiene ademas un
punto equidistante de sus lados, es la bisectriz de di*hg
angulo,
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CAPITULO VI.
Poligonos.

ARTICULO I.°
Lineas poligonales.

61. Cuando una linea quebrada 6 curva, contenida en
un plano, divide & éste en dos partes 6 regiones indefini-
das, se dice que es abierta; mas en el caso en que una
de estas dos regiones fuera limitada y la otra ilimitada,
entonces la linea que las separa se dice que €S cerrada.

Toda linea se califica de convexa, cuando no puede ser
cortada por una recta en mas de dos puntos.

62. La porcion de plano limitada por lineas rectas
recibe el nombre de potigono. EIl conjunto de los lados
de un poligono se denomina contorno y la medida de
éste perimetro.

Como que Unicamente se liace referencia en este tratado & los
poligonos convexos, conviene conocer cuales son sus caracteres
distintivos: 1.° 7'odos los angulos deberan ser salientes. 2.° Las
diagonales serdn todas interiores. 3.» Prolongando uno cual-
guiera de sus ladoSy todo el poligono quedara situado en una
sola region del plano.

1. ° Si hubiera algun angulo entrante ABC, en el poligono que
se considera, se podria trazar por el vértice B una recta interior
MN, la cual tendria que cortar al contorno del poligono & lo
menos en otros dos puntos, los cuales estarian situados en la
recta MN y & diferente lado del punto B, por ser aquél una linea
cerrada; luego teniendo la mencionada recta por lo menos tres
puntos comunes con el contorno del poligono, éste no podria ser
CONVeXxo.

2. ° Si la diagonal que une dos vértices del poligono fuere ex-
terior & éste, entonces el angulo opuesto & ella tendria que ser
entrante y, por lo tanto, el poligono ya no podria ser convexo.

Fig. 32.
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3.° Cuando al prolongar alguno de los lados del poligono pro-
puesto, éste quedara dividido en dos regiones, se verificarla que
el expresado lado formaria parte de un angulo entrante, y en su
consecuencia el poligono tampoco seria convexo.

63. Los &ngulos que tienen un lado comun y el
mismo Vvértice, se llaman cmsecntivos.

Los poligonos se clasifican segun sea el nimero de
sus lados, 6 el de sus angulos, pues ambos nimeros son
idénticos. Ademas del tridngulo y del cuadrilatero, que
ya se conocen, pueden formarse poligonos del nimero de
lados que se desee; el de cinco lados se Ilama penta-
G]fO, el de SeiS, exagono; el de Siete, eptagono, el de
OChO, octégono; el de Nueve, eneagono; el de dieZ, ueca-
GONo; el de 0Nnce, endecagono; el de dOCE, dodecagono;
el de quince, pbntadecagono; l0s demas se distinguen
unos de otros, sin mas que mencionar el nimero de sus
lados; asi se dice; poligono de diez y seis lados, diez y
siete, etc. lados.

Los elementos esenciales de todo poligono son sus
lados y sus angulos.

ARTIOTJLO 2.°

Generalidades acerca de los poligonos.

64. Dos poligonos son iguales cuando tienen respec-
tivamente idénticos y dispuestos del misino modo todos
sus elementos. De aqui se desprende que dos poligonos
compuestos del mismo nimero de triangulos respectivamente
iguales y dispuestos de idéntica manera, son igucdes, supuesto
que al superponerlos, tendrian que coincidir sus elementos.

Entre los casos particulares de igualdad de poligonos,
conviene fijarse en el siguiente:

65. Dos parcdelogrumos ADCDy AB C D son igua-
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les, cuando tienen dos lados AB y AD respectivamente
iguales & los A'B' y C’D', é igual también el &ngulo eom-

Fig. 33. prendido, 6sea A = A"

Fia. 34.

En efecto, coloquese el paralelogramo A'B'C'D' sobre
el ABCD, de modo que los angulos en A 3* A" coincidan
y el lado A'B' se aplique sobre su igual AB, en cuyo
caso el lado A'D' coincidira con el AD. Las rectas C'D'
y CD, por ser paralelas & AB y pasar ambas por un
mismo punto D, coincidiran, y lo mismo su(;edera & las
B C y BC paralelas & AD y que contienen al punto B;
de donde se infiere que el punto C' caera sobre el C.

Corolario.—D0s parafe%r«»ios rectdngulos que tengan
respectivamente iguales sus bases y alturas, tienen que sor
iguales.

66. La suma de todos los angulos de un poligono es
igual & tantas veces dos angulos rectos, como lados tiene el
poligono menos dos.

En efecto, trazando desde un vértice A del poligono
las diagonales posibles AE, ACy. AD, quedard éste des-
compuesto en tridngulos, que tendran cada uno por lados
dos diagonales consecutivas y el tercer lado serd uno de
los del poligono, exceptuando los dos triangulos extre-
mos AEF y ABC, que se hallan formados por una sola
diagonal y dos lados del poligono; por lo tanto, éste que-
dara descompuesto en tantos triangulos como lados tiene
menos dos, y como quiera que el conjunto de los angulos
de estos triangulos equivale al de todos los &ngulos del
poligono, claro estd que valiendo la suma de los tres
angulos de cada triangulo dos rectos (32), la de todos los
angulos del poligono equivaldra & tantas veces dos rectos,
como lados tenga menos dos.

Corolario. La suma de los angulos de un cuadrilatero
equivale & cuatro rectos.
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La suma de todos los angulos exteriores, que resultan prolon-
gando en un mismo sentido los lados de un poligono, es igual &
cuatro angulos rectos.

En efecto, al prolongar los lados del poligono ABCDEF, como
queda diclio, se ve que los angulos formados en cada vértice
equivalen & dos rectos, y como quiera que existen n vértices, la
suma de todos los angulos, tanto interiores como exteriores, sera
2™y si de esta suma se resta el valor de los angulos del poli-
gono 6 sea 2r»i —4?" se verificara, que el valor de los exteriores
equivaldra & 22 — (2?'« —4r) 0 sea 49\

ARTICULO 3.°

Poligonos regulares.

67. Se llama potiiiono regutar aquél que tiene todos
sus lados y &ngulos iguales.

El tridngulo equilatero y el cuadrado, son figuras que
hacen patente la existencia de poligonos regulares.

En el poligono regular de n lados, y por lo tanto, de n
angulos iguales, el valor de uno de éstos sera igual al
4r
n

Esta ultima expresion pone de manifiesto, que el valor
de cada angulo en ufi poligono regular, aumenta & me-
dida que crece el nimero de sus lados.

Dos poligonos regulares del mismo ndmero de lados,
hasta gue tengan un lado igual g)ara que sean iguales.

Segun la hipdtesis, sus lados tienen que ser todos
iguales, y los angulos también, en atencion & que el
valor de cada uno de éstos depeude exclusivamente del
ndmero de lados del poligono regular que se considera;
luego ambos poligonos poseen sus elementos iguales.

68.  Todopoligono regular tiene un punto interior equi-
distante de sus vértices y lados.

- . 2rn —
total de ellos dividido gpor n, 0 sea, N = 2r-
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En efecto, si se trazan en el poligono regular ABCDEF,
las bisectrices de los angulos ABC y BCD, se formara el
triangulo BOC, que serd isdsceles, en atencion & que
siendo aquellos angulos iguales, sus mitades 6 sean los
OBC y BCO también lo seran. La bisectriz OD del an-
gulo CDE formaréa con la OC otro triangulo is6sceles que
serd igual al anterior (42) y tendra con él un lado OC
comiAi, y por lo tanto, el vértice O pertenecera a las
tres bisectrices. Del mismo modo se haria patente que
las demaés bisectrices tendrian que pasar también .por el
mismo punto O, de donde se infiere que, formando este
punto parte de todas las bisectrices de los angulos del
poligono, tendrd4 que equidistar de la totalidad de los
lados que posee (60).

Corolario.— Todo jpo%o«o regular se puede descompo-
ner en tantos tridngulos iguales como lados tiene.

69. El punto O donde concurren las bisectrices de
los &ngulos del poligono regular que se considere, se
Ilama centro; Y apotemas las perpendiculares GO, HO,
ICI...., trazadas desde el centro & cada uno de los lados
del poligono.

Las lectas AO, BO, CO...., que van desde el centro &
los vértices del poligono, se denominan radios, y el an-
gulo formado por dos radios que corresponden a los ex-
tremos de un mismo lado, se llama angulo en el centro.
Siendo estos angulos iguales en todo poligono regular, el

valoi de uno de ellos estard dado por —, en el supuesto

de que n represente el numero de lados del poligono &
que se haga referencia.
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SECCION SEGUNDA.
FIGURAS SEMEJANTES.

CAPITULO 1.

Rectas proporcionales.

70. Se dice que dos rectas son proporcionales & otras

dos, cuando la razon de los valores de las dos primeras, es
(jttal & la razon de los valores de las dos segundas, en él
mpuesto de que estén referidas & una misma unidad.
Segun esto, al representar por a, 6, a'y ¢ los valores
respectivos de las rectas AB, CD, A'B'y C'D', se admite
AB AB' )

como cierta la igualdad fraccionaria
Ol od

: - a
siempre que se verifique 1\,

Aun cuando en realidad aparece violento formar una
proporcién con las mismas magnitudes que se compa-
ran, supuesto que de admitir su existencia, habria que
reconocer la posibilidad de poder multiplicar los medios
0 los extremos de la proporcién (1), lo cual carece de
sentido, por ser dos lineas los factores do que se com-
pone el producto; téngase en cuenta que esta dificultad
desaparece si se admite que cada término de la ante-
dicha proporcion representa no solo la recta & que so
hace referencia, sino también su respectivo valor nume-
rico. Tal convenio tiene la ventaja de dar 4 conocer el

pie.



orden en que aparecen en una igualdad fraccionaria las
diversas magnitudes comparadas, permitiendo indicar con
éstas los célculos que han de efectuarse con sus valores
implicitos y facilitando el medio de abreviar y exponer
con la debida claridad los razonamientos en que inter-
vienen proporciones.

El tecnicismo de estas en Geometria, es el mismo que
se did & conocer en la Aritmética (116); asi en la propor-
cion (1) cualquiera de las cuatro rectas que la forman,
serd una cuarta proporcional con relacion & las otras tres.
Si en la misma igualdad fraccionaria se supone CD =

s}l 1 . CD -7 -
M\'B’, se tendria en oo - Cp una proporcion conli-

nua, en la que GD seria media proporcional entre AB y
C'D': siendo en esta misma proporcion la C'D', una ter-
cera proporcional entre AB j CD.

Si ahora se supone que A'B' corresponde 4 AB, y C'D'
a CD, se tendria, lo mismo que en Aritmética (161), una
proporcidn directa; pero si se tuviera AB:CD; *CD": A'B,
entonces ésta seria inversa; y finalmente, si se verificaba
cpie los valores de las dos primeras rectas eran extremos
de la proporcion y los de las segundas medios, 6 sea
cuando se tuviera AB:A'B'; ;C'D"':CD, entonces se diria
que las magnitudes que se consideraban eran reciproca-
mente xiroporddnales.

71 Siendo generales las proposiciones demostradas
en Aritmética sobre proporcionalidad de las cantidades,
podran aplicarse también & las magnitudes geométricas,
cualquiera que sea su naturaleza. Asi, por ejemplo, si
mnltiplicando el valor de una magnitud por un ndmero
cualquiera, se verifica que el de su correspondiente queda
multiplicado por el mismo ndmero, dichas magnitudes seran
directamente proporcionales.



— 51 -

Puede considerarse como i'undamento de esta teoria,
lel siguiente teorema:

72. Sienun lado AB del angulo ABC se toman, desde
sii vertice, partes iguales, y por lospuntos m, n, p, g, etc.
de division, se trazan paralelas entre si, que corten al otro
piii/lo BC las partes de éste, interceptadas por las menciona-
das paralelas, seran también iguales.

Trazando por los puntos m, n,p y g las paralelas mr,
ks y pt, resultan los triangulos Hmm', mnr, nps, etc.,
[que deberan ser iguales, por tener Bm = mn= np -
Isegln la hipétesis, los &ngulos mBm', nmr, pns....por
Icorrespondientes (26), y los V=, mnr, nps, etc., tam-
|bién iguales por la misma razon; en su consecuencia,
|se veiificard, cpie Jini' = mr= ns= ...pero como que
IImr—ni'n' (53), ns=n'p"...., resultara que, '‘Qm'—m'n'=
= np— ..

73. DedUcese de este teorema, que al duplicar la por-
Icién Bm se tiene la magnitud mp en la recta AB, al paso
jgue si se duplica la porcion Bm', correspondiente & la
iB)», resulta la mp que en la recta BC corresponde & la
Iwp, y por lo tanto (71), cuando varias rectas paralelas
\corten & los lados de un angulo, dividiran & éstos enpartes
i“iroporcionales (*).

CoaoLARio.  Si en el interior de un tridngulo se traza
jlos otros dos en partes proporcionales.

Reciproco. Si Una recta BE trazada en el interior de
hm triangulo ABC, divide a dos de sus lados AB y BC en
yartes proporcionales, sera paralela al tercer lado AC.

Si la recia DE no fuera paralela & la AC, por el punto
|B podria trazarse la DD que lo fuera y entonces se ten-

*) Cuando sencillamente se dice imoporcionales, debe enten-
luerse que lo son directamente.

Fio. S.

PiG. 38.
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. . AD CF
dria, segin se acaba de ver, que pero por

hipdtesis se verifica, c[ue de donde resulta,

cjue PF CE proporcién absurda, por ser en ella el
producto de los términos medios mayor que el de los
extremos.

Si las dos rectas que se suponen cortadas por varias
paralelas, no se encontrasen en la figura, se demostraria,
sirviéndose de consideraciones idénticas a las expuestas,
el teorema siguiente:

74. Sientina recta se toman partes iguales y por los
Xnmtos de division se trazan paralelas entre si, que corten &
otra recta, las partes de ésta comprendidas entre las mencio-
nadas paralelas, tienen que ser también iguales.

75. Como quiera g'we duplicando una de las partes
iguales de cualquiera de las dos rectas, el valor de su
correspondiente en la otra se duplica, se tendra, que
cuando varias rectas paralelas corten & otras dos rectas
cualesquiera, dividiran & éstas en partes directamente pro-
porcionales.

Corolario.—Si en el interior de un trapecio se traza
lados en partes proporcionales.

Reciproco.— T0da recta que divida en partes proporcio-
nales & los lados no paralelos de un trapecio, serd, paralela
& las bases de éste.

Nota.—Este reciproco se demostraria, siguiendo, como
se hizo en el anterior, el método de reduccion al absurdo,
esto es, negando que sea cierta la conclusion de aquél, se
ejecutaria el trazado en que se verifique la hipétesis del teo-
rema directo y entonces aparece patente el absurdo.
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76. Si en el interior de iiu iridngido ABC se traza la
recta EF paralela & imo de sus lados, el triangulo B E |
que se forme, tiene sus tres lados directamente proporciona®

les con los del p>rop)uesto.

En efecto, se lia demostrado (73, Corotario), que
de donde se deduce (Aritm® 123), que
BE BFE’
AE+ BE CF+BE o AB_ BC trazando

BE
por el punto F la paralela FG al lado AB, resulta, que

=k = =
por ser lados opuestos de un paralelogramo, se tendra,
AB_ BC~™ AC
BE' BF EF*

77. Las rectas OQ, OBy 08, que parten de un vértice
0 del triangulo FOT, tendran que dividir al lado opuestoy
& su paralela inteiior F'T" en partes proporcionales, y
ellas & su vez, quedan también divididas por dichas piando-
las en piarles proporcionales.

Se sabe (76) que los tridngulos parciales POQ y P'OQ’,
QOR y QOPV, ROS y R'OS', y SOT y S'OT', tienen
sus lados directamente proporcionales; luego se verifi-
cara, que

oP PQ 0Q. OQ_ QR OR
oP PQ 0Q" 0Q ~QR "UIP

OR RS 0os OGS ST oT
OR 'R'S'" '0S'” OS "’s"r'  OF

como estas razones son iguales porque la ultima de

en su consecuencia, que

Fio.

39.
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PQ_ "~ _ QR _ OR RS 0S ST
PQ" OQ" QR'~ OR“ R™N~ ON
de conformidad con lo que se queria demostrar.
Reciproco— "2 varias rectas QQ', RR' y SS' dividen
en partes proporcionales & iin lado de un tricmgidoy & su
paralela interior, las mencionadas rectas conciirriran en un
punto, que serd el vértice del tricgulo opuesto U dicho lado.
Pues si al prolongar una de las rectas, por ejemplo,
la QQ', no pasara por el vértice O, uniendo este punto
con el Q, cortaria & la recta -P"!" en un punto diferente
del Q' tal como el Q" y entonces, segin el teorema

anterior, se tendria la proporcién i79 = pero por

Yy, K
hipotesis se tiene que ~ 7 = luego Q'R' seria

igual & Q R, lo cual es absurdo. Procediendo analoga-
mente, se haria ver que las RR' y SS' tendrian también
que pasar por el vértice O.

78. La recta EF que une los puntos medios de los lados
AR y CD no paralelos de un trapecio, es parcdela & las
bases AD y RC é igual d la semisuma de éstas.

Rn efecto, siendo AE = BE y DE = CE, so verificard,

AE DE ,
BE —QF’ ™ recta EF sera paralela & las
bases (75, Reciproco).

Siendo BE mitad de AB, y EG paralela & AD, se ten-
dré (76) en el tridngulo ABD, que

EG BE 1
AD~ AB~ T'
En el tridngulo BCD, por analoga consideracion, se

vermcar‘ia %5 = D% = )1/i por lo tanto, EG = AD y



GF= -R’P, cuyas igualdades sumadas ordenadamente

dan como resultado, que [ —

La recta EF, que une los puntos medios de los lados
no paralelos de un trapecio, recibo el nombre de paralela
media.

CAPITULO 1.

Semejanza de tridngulos.

79. Se llaman poligonos semejantes, aquellos que
tienen sus &ngulos respectivamente iguales, idéntica-
mente dispuestos, y los lados homologos directamente
proporcionales.

Tanto en poligonos iguales como en los que sean
semejantes, entiéndese por vértices iiomi® ogos 10S que
pertenecen & angulos iguales, y se llaman 1ados homslo-
gos aquellos que unen vértices homalogos.

La relacion constante que existo entre dos lados homo-
logos de poligonos semejantes, se denomina razeén de
SEMEJANZA.

Cuando en dos poligonos semejantes se verifica, que
larazon de semejanza es igual & la unidad, los poligonos
tendrdn que ser iguales, en atencién & que no sélo con-
taran con angulos homologos iguales y dispuestos del
mismo modo, sino que también lo seran sus respectivos
lados, lo cual manifiesta, que la igualdad de poligonos es
un caso particular de semejanza.

80. EIl teorema que prueba la existencia de los trian-
gulos semejantes, dice como sigue : Si en el. interior de
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un triangulo se tram toia recta paralela a uno de sus lados,
el tridngulo parcial que resulta seré semejante al propuesto.

Se La demostrado que estos dos tridngulos tienen sus
lados proporcionales (76), y como ademas poseen un
angulo comun vy los otros dos son respectivamente igua-
les en uno y otro tridngulo, por correspondientes entre
paralelas, de aqui resulta, que estos triangulos por tener
los lados homélogos proporcionales y los angulos respec-
tivamente iguales, serdn semeiantes.

Se ha visto (40) que las condiciones de igualdad de
triangulos eran tres; en cambio las de semejanza son dos
Unicamente, y esto se explica, si se tiene en cuenta que
en figuras semejantes, ami cuando existe identidad en la
forma con que se presentan, no es precisa la igualdad en
su magnitud. Esta consideracion da lugar & los siguien-
tes casos de semejanza de dos iridngulos:

1.° Cuando posean dos angidos iguales. 2® Si tienen un
angulo igtial y proporcionales los dos lados que le forman.
3® Que sean"directamente x>roporddnales los tres lados.

81. Dos tridngulos AliO y abe que tienen dos &ngidos
respectivamente iguales, son semejantes.

En efecto, si se supone A= a y B= & se tendrd,
gue tomando BD= vy trazando la paralela DE al lado
AC, resultaria el tridngulo DBE semejante al ABC;
siendo por otra parte BDE = A por correspondiente
entre rectas paralelas, y A= a por hipotesis, se tendrg,
que los dos triangulos BDE y ale seran iguales (41),
y por lo tanto ale tendrd también que sei’ semejante
con ABC.

82. Dos triangulos ABC y abe, que tienen dos lados
AB y BC del uno proporcionales a les ab y be del otro, é
iguales los &ngulos A y & comprendidos por dichos lados,
seran semejantes.
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Toniaiiclo BD = dhy traziuido, como en el caso ante-

. , , AB  BG
rior, la paralela DE & AC, se tendrd pero por

hipotesis se verifica que luego BE —

pues teniendo estas dos proporciones tres términos
iguales, los cuartos BE y ic también lo serdn. Como
quiera que los tridngulos BDE y abe son iguales (43), y
el ABC es semejante al BDE, también lo serd & su
igual abe.

83. Dos triangulos ABC y abe, gwe tienen los tres lados
del uno proporcionales a los tres del otro, son semejantes

Toine.se BD = ab y tracese la paralela DE al lado AC;
con tal motivo resultara el triingulo BDE semejante al

L AB B
ABC y por consiguiente se ten&ré c COmMO por su

AB  BC

posicion se verifica ciue resultara BE — be,

también se tiene = y por hipotesis sucede que

— de donde DE = ac, luego los triAngulas BDE
ab ac

y abe serén iguales (46), y por lo tanto, semejantes

ABC y abe. | .
observacion.—Si en cualquiera de los tres casos

de triangulos, se agrega la condicién de que larazénun jado

del uno con su homologo del otro vale la unidad, ~ habra pa-

sado al correspondiente caso de igualdad. .

) AB BC AB AC AC BC
(*) Las tres igualdades Tié ac

aparecen en la hipGtesis do este teorema, no suponen en realidad
sino dos condiciones, en atencién & que una cualquiera de ellas
es consecuencia de las otras dos,



84. Dos triangulos rectangulos ABC y abe son seme-

Fig. 43. hipotenusa y el cateto B1) del uno son propor-
cionales a la hipotenusa y al cateto ab del otro.

Tomese BD = ah, y trazando la paralela DE al lado

AOQ, resultard el tridngulo BDE semejante al ABC. Ade-

méas por ser DE paralela & AC, se tendra - - = —
BD BFE’

y como por suposicion se verifica que he
sulta que BE = he, por lo tanto los triangulos rectan-
gulos BDE y ahe seran iguales (47) y en su consecuencia
el ahe seré semejante al ABC.

Obsérvese que el teorema del namero 80, ademas de
probar la existencia de los tridngulos semejantes en nu-
mero ilimitado, acaba de servir de fundamerrto para de-
nrostrar los casos de semejanza que arrteceden.

85. Dos triangulos que tienen sus lados respectivamente
paralelos serén semejantes.

Se sabe (48) que los &ngulos cuyos lados son paralelos,
deberan ser iguales 6 suplementarios, pero como los tres
angulos de un triangulo tro pueden ser srrpleraerrtaifios
de los tres del otro, pues si tal srreediese los seis angulos
valdrian seis rectos; tampoco puede verificarse que dos
del uno sean suplementarios de dos del otro y el. tercero
igual en ambos tridngulos, pues entonces .su srrma val-
dria mas grte erratro rectos; de donde resulta gire trece-
sariamente ha de haber dos éirgirlos del uno iguales &
dos del otro, y por lo tanto los triangulos serian seme-
jarates (81).

86. Bos hiangulos que tienen sus lados respectivamente
perpendiculares, son semejantes.

Apoj'andose etr lo dicho (49), se demostraria este teo-
rema lo mismo que el anterior,



Nota—Conviene fijarse que en dos triangulos cuyos
lados sean respectivamente paralelos 6 perpendiculares,
so verifica que un lado cualquiera de los niencionados
triangulos tiene su homologo en el paralelo 6 en el x'er-
pendicular del otro.

CAPITULO IILI.

Consecuencias de la semejanza de dos tridngulos.

ARTICULO 10

Triangulos rectangulos.

87. Se llama rROYECCI6N dé un punto SObre una recta,
él pie de la perjyendicidar tramda desde dicho punto & la
recta.

Asi la xiroyeccion del irunto A sobre CD, es el punto E. Fia. -14

Se entiende poOr proyeccién de una recta limitada
sobre otra, taparte de ésta conprendida entre los pies de
las perpendiculares tragadas & la segunda, desde los extremos
de laprimera. Segun esto, la proyeccién de la AB sobro
CD serd EF, y la proyeccién de AG estara dada jior EG.

88. Si desde el vortice A del &ngulo recto de un trian-
gulo se traza la perpendicular & la hiiwteniisa, se verificaré:

1. ” Que el tridngtdo rectangulo propuesto quedarci divi-
dido en otros dos semejantes entre si y se\nejantes con el
total.

2. " Que cada cateto sera medio proporcional entre la hi-
potenusa y la proyeccion del mencionado cateto sobre ella,

3. “ Que ja citada perpendicular AB, sera una media

Fig. 45.
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proiyorcional entre las proyecciones de los catetos sobre la
hipotenusa.

1» El tridngulo parcial ABD tiene sus tres lados res-
pectivamente perpendiculares & los del ACD, luego (86)
ambos seran semejantes. A su vez cada uno de estos
triangulos es semejante con el total, en atencion & que
ademas de ser rectangulos tienen comdn un angulo
agudo (81). =

20  Por ser los tridngulos ABCy ABD semejantes,

, , BG AB » »

tenura = (1), y de la comparacion de los trian-
ulos ABC y ACD resultara N (2
g y Lo @

3» Siendo los tridngulos ABD y ACD semejantes, se
venScard EE) = 'g‘l% :

Corolario 1.°—IiEl cuadrado de un cateto es igual al pro-
ducto de la hipotenusa por la proyeccion de aquél sobre ésta.
igualdades fraccionarias (1) y (2) se desprende

que AW = BC X BD...(3) ®y AC2= BGX CD.....(J)

Corolario 2.°—L0.s cuadrados de los catetos son proporciona-
les d sus proyecciones sobre la hipotenusa.
En efecto, dividiendo ordenadamente las ig-ualdades (S) v d
AB-! w V;

resulta —¢— = -
ACN CD

89. En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hi-
potenusa es igual a la suma de los cuadrados de los ca-
tetos (*®

{*), La pequefia linea colocada sobre AB sig-niiica que el valor
numérico de la recta, cuyos cxtremo.s son A 'y B, se halla elevado
al cuadrado.

proposicion es conocida con el nombro de teorema

de Pitagoras. Filésofo y matematico griego que naci6 cerca de
seis siglos antes de J. &
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En efecto, sumando ordenadamente las igualdades (3)
y (4) se tendra que A

AB2+ AC2=BCXBD + BOx CD=:
= (BD+ CD)X BC= BC2

luego BC2= AB2+ AC2.

CoKOLARio—E | cuadrado de un cateto es igual al cua-
drado de la hipotenusa, menos el cuadrado del otro cateto,
supuesto que de la Gltima igualdad se desprende que
AB2 BC2—K&.

ARTICULO 2.»

Triangulos oblicuangulos.

90. Si en un triangulo el &ngulo opuesto & un lado es
ohtiiso, se verificara que el cuadrado de este lado sera igual
U la suma de los cuadrados de los otros dos, mas el doble
del prodttcto de uno de ellos por la proyeccion del otro
sobre €l.

Siendo el lado BC el opuesto al dngulo obtuso BAC,
si se traza la BD perpendicular & la AB, se tendra,
BC2=CD2+ BD2 .... (@); pero CD"= ACr—ADN y
como BD = AB -|- AD, se verificara que

BD2= AB2+ 2AB X AD 4- A2,

sustituyendo en la igualdad (a) en vez de CD* y BD"
sus equivalentes, resultara:

BG2= AG2— AD2+ AB24- 2AB X AD 4~ AD2 =
AW 4- AG24- 2AB X AD.

91. Si en un tridngulo el angulo opuesto & un lado es
agudo, el cuadrado de este lado serd igual a la suma de los

Fia.
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cuadrados de los otros dos, menos el duplo del producto de
uno de ellos, por la proyeccié™n del otro sobre él.

Procediendo andlogamente & como se hizo en la de-
mostracion del teorema anterior y fijAndose en que el
lado AC se opone & im angulo agudo, resultaria ACN=
= CI)2_j_AD2....(b); pero como Ci)2= BCr—BD- y
AD = BD — AB, se tendria elevando al cuadrado ambos
miembros de esta igualdad, que

AD2 = BD2—2AB X BD -f AB2,

y sustituyendo en la equivalencia (b) en vez de CD2 y AD-
sus valores, se verificara que

AC2= BC2_ bD2-|-BD2_ 2AB X BD-f AB2 =
= BC2-j_ AB2—2AB X CD.

92. Reciproco—Si el cuadrado de un lado de un
trmnyido es igual & la suma de los cuadrados de los otros
dos, él angulo opuesto & este lado serd recto; si es mayor,
sera obtuso, y si es menor, debera ser agudo. Aun cuando
pudiera demostrarse facilmente este reciproco, siguiendo
el método de reduccion al absurdo, no hay necesidad de
hacerlo, en atencion & que después de lo visto (35-36-
44-45-58), resulta que si en tina 0 varias proposicioiies,
se han hecho todas las hipétesis posibles sobre un mismo
asunto, y por cada hipotesis diferente se llega & una conclu-
sion esencialmente distinta, segln sucede en los tres teore-
mas liltimamente demostrados, se verificara que los reci-
procos de las respectivas proposiciones establecidas seran
siempre ciertos.

93. En tridngulos ABC y abe semejantes, las bases AC
y ac son proporcionales & las alturas Bl) y ha.

. A B .,
En efecto, se tiene C G mas como los triangulos



BCD y hcd son también semejantes (81), sucederd que

?AD BhS’ y por lo tanto, se tendra %S = E(Ijj
En todo triangulo ABC, la bisectriz de un angulo divide

ad lado opuesto en partes proxwrcionales & los lados adya-

centes. Fio. 48.
En efecto, la bisectriz BD del &ngulo B corta el lado

opuesto AC en el punto F, y si se trazan desde los otros

dos vértices A y C las perpendiculares a ella, se tendrén

los triangulos rectangulos ADF y OEF, que seran seme-

jantes (81),por tener iguales los &ngulos agudos en F,y

. . AF _ AD,
en su consecuencia se verificara CE- C ‘nPEF0 COMO

quiera que los triangulos rectangulos ABD y BCE tam-
bién son semejantes por tener iguales los &ngulos en B,

resultara que A anterior propor-
cion se deduce aF AB
& BC
CAPITULO V.

Poligonos semejantes.

94. Se ha visto (81), que siempre que dos tridngulos
tengan los angulos respectivamente iguales, sus lados
homélogos son necesariamente proporcionales; y que si
dos triangulos poseen sus lados homologos proporciona-
les, deberan forzosamente tener sus angulos iguales (83);
no sucede lo mismo cuando se trata de poligonos cuales-
quiera, pues ‘éstos pueden poseer los &ngulos respecd.iva-
mente iguales, y sin embargo, no tener los lados homé-
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logos proporcionales: tal ocurre cuando se compara un
paralelogramo rectangulo cualquiera con todo cuadrado;
& la inversa, no porque en dos poligonos se verifique que
los lados homélogos sean proporcionales, es de rigor que
hayan de contar con &ngulos iguales, segin puede verse
al considerar un rombo cualquiera y un cuadrado.

Esta consideracion manifiesta, que para tener dos poli-
gonos semejantes, se requiere que imprescindiblemente
concurran en ellos los dos extremos que abraza la defini-
cion general (79).

El teorema que prueba la existencia de los poligonos
semejantes, dice asi:

95. Dos 2)oligonos compuestos de triangulos respectiva-
mente semejantes y disptiestos de ja misma manera, son
semejantes.

En efecto, siendo los tridngulos semejantes, se tendra
la serie de razones iguales

_ BC__ AC_ CD_ AD DE
ah he ac cd ol de

AE EF AE
ae ef ar

y por lo tanto, se verificara, que

AB BC CD DE EF AF
ah he cd de e/ af

Respecto de los angulos, los hay como el B y el 6 que
son iguales por pertenecer a tridngulos semejantes, y
otros como el Cy el ¢ por hallarse formados de angulos
iguales: luego los poligonos propuestos son semejantes,
en atencion a que se componen do angulos respectiva-
mente iguales y de lados homdlogos proporcionales.

Recipkoco.—D0s poligonos semejantes se pueden des-
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congmier en trianijidos respectivamente semejantes y dis-
puestos de una manera anéloga.

En efecto, si desde los vértices homdlogos Ay a se
trazan diagonales & todos los demads, resultaran ambos
poligonos descompuestos en igual nimero de triangulos.
Los ABC y abe son semejantes, por contar con los lados
AB 'y BC, proporcionales & los ab y be y el &ngulo B
igual al b (82). De la semejanza de estos dos tridngulos,
se desprende, que el angulo ACB es igual & ach, asi como

i

e restando de los angdulos BCD Y bed los ACB

y ach, se tendra ACD = acd: mas como por suposicion
BC CD
ne cd

. . kG _ CD
naria con la anterior, que — T o Y por lo tanto los

tringulos ACD y acd serdn semejantes. De la misma
manera se demostraria la semejanza de los demas trian-
gulos, de que se componen uno y otro poligono.

96. En dos poligonos semejantes se llaman puntos
HOMOLOGDs, aquéllos que unidos por medio de rectas con
los extremos de dos lados homdlogos, forman triangulos
semejantes.

Rectas iiomélogas SON las que unen puntos homologos.

97. En dospoligonos semejantes, la razon de dos rectas
homologas es igual & la razén de semejanza.

Sean ABCDEF y A'B'C'D'E'F' dos poligonos seme-
jantes, Q y R puntos homologos respectivamente de los
Q YR, ypor lo tanto QR y Q'R" dos rectas homoélogas.

resultara, al comparar esta igualdad fraccio-

Setendrd, segun la definicion que antecede,

y ﬁiﬂl = ﬁ]F[\_N luego QAR as como quiera

Fio. 50.
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que los angulos QAR y Q'A'R' tienen que ser iguales
por diferencias de angulos iguales, se verificara que los
triangulos AQR y A'Q'R' seran semejantes (82), y por
., ., QR AQ AF
° Q'R'~A'Q"™ A'F’

98. En (los poligonos semejantes, la razon de los peri-
metros es igual & la razén de semejanza.

En efecto, por ser los poligonos semejantes, se tendra
AB BC CD

“ BN~ CTy~ (ARITMarrcA 126,
toaoLA.,0) ABHBCAHD A= _ _A? ae mod.
que si P y P' representan los perimetros de ambos poli-

Mcars que R7= -AB1-
gonos, se verificara que P7 AB‘7

I)os poligonos regidores de igual nimero de lados son
semejantes, pues es evidente que al comparar los elemen-
tos de ambos poligonos, los angulos serén todos iguales
(67) y los lados directamente proporcionales.

99. Los perimetros de dos poligonos regtdares de mi
mismo numero de lados, son proporcionales & sus lados, &
sus radios y U sus apotemas.

Siendo semejantes estos poligonos, la razon de sus
perimetros serd la misma que la razén de semejanza,
mas como ésta es igual 4 la razon que existe entre dos
rectas homologas é indudablemente lo son los lados, los
radios y las apotemas (96) de ambos poligonos, se verifi-
cara que FIJD - L_R A en donde P y P' repre-

sentan los perimetros, L y L' los lados, R y R' los radios
y Ay A’ las apotemas.
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SECCION TEBCEBA.
AREAS.

CAPITULO I

Proposiciones fundamentales.

100. Se llama area la medida de una superficie limi-
tada.

La unidad de medida méas generalmente adoptada para
apreciar una extension superficial, es el cuadrado cuyo
lado sea la unidad lineal.

Se dice que dos figuras limitadas son equivalentes,
cuando teniendo la misma &rea no pueden coincidir, por
lio existir identidad en su forma.

101. Dos paralélogramos rectangulos de igual base, son
entre si como sus alturas.

En efecto, se sabe (65, Corolario) que dos rectangulos
de igual base y altura son iguales, luego si se construye
un rectdngulo de igual base y de doble altura que otro
paralelogramo rectangulo cualquiera, éste se hallara con-
tenido exactamente d.os veces en el anterior; de donde
resulta, que duplicando en un rectdngulo su altura, se
duplica también su area, y por lo tanto hay proporcio-
nalidad directa entre estos dos elementos geométricos (72).

Corolario 1®—Las areas de dosxmralelogramos rectan-
gulos de alturas iguales, son propo™-cioncdes U stis bases;
supuesto que en los rectangulos se pueden considerar
las alturas como bases y éstas como alturas.
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Corolario 2°—Las éreas de dos paralelogramos rectan-
gtdos cualesquiera, seran xiroporcionales & los productos ce
siis lases por sus alturas, en virtud del teorema de las
razones compuestas (Aritm.” 171).

CAPITULO II.

Areas de los poligonos.

102. EI grea de un paralelogramo rectangido, equivale
al producto de sus. dos dimensiones.

En efecto, si se designa por R un rectangulo cuyas
dimensiones son a y 6, y se representa por | el lado del
cuadrado C que se toma por unidad de superficie, %
tendréd (por ser el cuadrado un rectangulo cuya base es
igual & su altura) en virtud del dltimo corolario, que

=5, de donde Tzla_XI) o Bien B: .5 x

lo cual manifiesta, que el area de un paralelogramo rectan-
gulo es igual al producto de su lase por su altura.

Corolario—E| &rea de un cuadrado es igual & la s
gunda potencia de su lado ().

103. E| area de un paralelogramo cualquiera es el pro-
ducto de su base por su altura.

En efecto, sea el paralelogramo ABCD; si se trazan las

Fig. 51. perpendiculares AE y DE al lado BCy & su prolongacion,

setendran los triangulos ABE y CDF iguales, por tener la
hipotenusa y un cateto iguales (47). Si del trapecio AECD
se quita el tridngulo ABE, quedara el paralelogramo

(*) En esta consideracion se explica que se llame cuadrado
de un namero & su segunda potencia.
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propuesto; y si del citado trapecio se resta el tridngulo
CDF, se tendra el paralelograrao rectangulo AEFD; lue-
go éste y el paralelogramo ABCD seran equivalentes.
Siendo el area del rectangulo igual & AD X DF, este
producto expresara también el valor del area del paralelo-
gramo propuesto. -

104. EI é&rea de un tridngulo es igual a la mitad del
producto de su base por su altura.

El tridngulo ABC es mitad del paralelogramo ABDC
(53, Corolario I®) que tiene igual base y la misma
altura que el tridngulo propuesto; y como quiera que el
area del paralelogramo estd dada por el producto de su
base por su altura, la del tridngulo serd igual a la mitad
de este producto.

105. EI &rea de un trapecio equivale al producto de su
alturapor la semisuma de las bases.

En efecto, el trapecio ABCD se compone de los dos
triangulos ABD y BCD; el area del primero es igual &

1
-’MD X BE, Yy la del segundo

9 BC X DF =4-BC X BE;

sumando ambas areas se tendra la del trapecio, y por lo
tanto el area de éste serd igual a

AD+ BC
%ADX be + -é—BCX BE = BE X

Como la recta EH por ser la paralela media, es igual
a la semisuma de las bases del trapecio (78), también
pudiera decirse que el &rea de un trapecio equivale al pro-
ducto de su altura por la paralela media.

Fig. 52.

fiq, 53,

106. E | area de un poligono regtdar es igual & la mitad

cel producto de su perimetro por la apotema.
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Sea ABCDEF el poligono regular que se considera; es
evidente que el area de este poligono se compone de la
suma de las areas de los triangulos AOB, BOC, COD....;
todos estos tridngulos son iguales (68, Corolario)y como

el area del triangulo AOB es igual a4 *AB X la que
proviene de la reunién de todos ellos, en el supuesto de
que su numero fuera n, serd igual & -G\«ABX OG, en

cuya expresion n X representa el perimetro del poli-
gono regular.

Arm de un poligono irregular.

Esta se determina descomponiendo al poligono dado
en triangulos, 6 en otras figuras cuyas areas puedan facil-
mente conocerse, en cuyo caso, sumando los valores de
éstas, se tendréa la del poligono propuesto. En la préactica
se suele proceder con tal fin de la siguiente manera: se
traza una recta que una los vértices mas lejanos del poli-
gono, y desde los restantes se tiran perpendiculares & ella,
quedando entonces descompuesto aquél en trapecios y
en tridngulos rectangulos, cuyas areas se saben apreciar.

CAPITULO 1ILI.

Comparacion de areas.

107. Dos Iriangulos de bases y alturas respectivamente
iguales, serén equivalentes, supuesto que los tres factores
que determinan sus &reas son idénticos.

Las &reas de dos tridngulos cualesquiera son entre si,
como los productos de sus bases gwr sus alturas.

En efecto, si se representan por Ay A' las areas de
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ambos tridngulos, a 'y &y a' y V sus respectivas alturas
y bases, se tendrd A= -J‘ab y A'= -J‘a'b': dividiendo

ordenadamente estas igualdades y simplificando, resul-
A__a
tara = —

CoKOLARio—Si dos tridngidos timien bases iguales sus
&reas seran i)roporcionales & sus alturas, y si tuvieran las
alturas iguales, serian directanmue jorojjorcionales & sus
respectivas bases.

108. Las &reas de dos tridngidos semejantes son Prog.,
porcionales & los cuadrados de sus lados homdlogos.

Por ser semejantes los triangulos ABC y abe se verifi-

. 47

card ;\93) i pero como evidentemente se tiene
AC ;_ AC
- T resultard, al multiplicar ordenadamente
T - ]
-hac
1
ACX AD

ambas igualdades, la igualdad
ac X od

Corolario—Las areas de dos tridngidos semejantes son
directamente proporcionales & los cuadrados de dos rectas
homdlogos cualesguiera, supuesto que en poligonos seme-
jantes se sabe (97) que la razon de dos rectas bomologas
es la misma que la de sus lados homélogos.

109. I)os paralelogramos de igual base é igual altura
son equivalentes, en atencién 4 que los dos factores que
determinan sus respectivas areas son idénticos.

Las &reas de dos paralelogramos cualesquiera son entre
si como los productos dejus bases por sus cdturas. En la
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demostracion de este teorema se seguiria un orden de
consideraciones enteramente andlogo al expuesto, cuando
so hizo patente la proposicion del nimero 107.

CoKOLARio—Si (los paralelogramos tienen loeses iguales,
sus areas son proporcionales & sus alturas; y si tuvieren las
alturas iguales, serén directamente proporcionales & sus
bases.

lio. Las areas de dos yoligonos semejantes son propor-
cionales & los cuadrados de sus lados homdlogos.

En efecto, dividiendo ambos poligonos en tridngulos,
por medio de diagonales trazadas desde dos Vértices
homologos, representando por T, T', T"....las areas de
los triangulos que componen uno de los poligonos que
se consideran, y por t, t', t"....Ias areas de los tridngu-
los que forman el otro poligono, llamando L, L', L"...
los lados del primer poligono, y I, V, V ....los lados del
segundo, respectivamente homologos & los anteriores, se
tendra:

T L2T _ L2 T _
T~~W'TA

como quiera que por ser los poligonos semejantes, las
segundas razones son todas iguales, se verificara que las
primeras también lo serén, y por lo tanto

T _ TI _ TII

s

de donde (Aritm.“ 125, Corolario) resultard

fT+ T+

t-j-1-j-t -)-.... t re
en su consecuencia, llamando Ay a las areas de los po-
ligonos semejantes propuestos, se tendré que
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Corolario—Las cireas de dos poligonos semejantes son
pyoporcionales & los cuadrados de sus lineas homologas.

1M Las areas de dos poligonos regidores semejantes
sonproporcionales & los cuadrados de sus radios, & los cua-
drados de sus apotemas, y, en general, & los cuadrados de
dos lineas homologas cualesquiera.

En virtud del teorema anterior, las &reas son propor-
cionales & los cuadrados de sus lados homdlogos, y como
éstos, segun se ha visto (99) son proporcionales & los ra-
dios, & las apotemas, y, en general, & dos rectas homo-
logas cualesquiera, se infiere de aqui, que las areas de
poligonos semejantes, tendran que ser directamente pro-
porcionales & los cuadrados de las mencionadas rectas.

112, Si sobre los tres lados de un tridngulo rectépgido
se construyen tres poligonos semejantes, el area del formado
sobre la hipotenusa, equivale a la suma de las areas de los
poligonos construidos sobre los catetos.

En efecto, llamando A al area del poligono construido
sobre la hipotenusa, y B 'y O4 las de los poligonos seme-
jantes con%ruidos sobre los catetos &y c; se tendra (110),

que — —Y—= — sumando ordenadamente ambas
A #3A a

. , B- 2+C- ,
igualdades, resultara B—’:RC &2+C pero segun se

dijo (89), se verificaque 2= 6"-)- luegp A B+ C






LIBRO 1.

FIGURAS CIRCULARES.

CAPITULO I

Posiciones de una recta en la circunferencia.

113, Cuando una recta gira, sin salir del plano en que
s considera colocada, alrededor de cualquiera de sus
dos extremos, hasta completar una vuelta, se observara
gue el otro extremo y en general cada uno de sus dife-
rentes puntos determina una linea, que tendra todos los
puntos igualmente distantes del que se habia supuesto
fijo, la cual recibe el nombre de circunferencia; por lo
tanto, esta es una linea curva plana y cerrada, cuyospun-
ios distan igualmente de uno interior que se llama centro.

Arco es una parte cualquiera de una circunferencia.

Radio es la recta limitada que une el centro con un
punto cualquiera de la circunferencia. De la definicion
de esta curva se desprende que todos los radios de una
misma circunferencia son iguales.

Circulo es la porcion de superficie plana limitada por
la circunferencia.

114.  Una recta no puede tener sino uno 6 dos puntos
comunes con la circunferencia.

En el primer caso 6 sea cuando la recta y la circun-
ferencia, estando en un mismo plano, no tienen sino
un punto comun, la recta recibe el nombre de tangente
a la circunferencia; en el segundo caso, 6 sea cuando
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la recta y la circunferencia tienen dos puntos comunes
se llama secante, si la recta es indefinida, y clekda’
cuatido su longitud est4 limitada por los puntos de inter-
seccion.

Es evidente que sefialando dos puntos en una circun-
teiencia larecta determinada por ellos cortaria & la curva
en os dos puntos que se hubieren fijado, y claro esta
que «««reda no puede tener con una circunferencia mas
de dosimntos comunes, pues si tuviera tres 6 mas, se po-

nan tirar los correspondientes radios & dichos puntos
y entonces sucederia que desde un punto situado fuena
_e una recta podrian trazarse & ésta mas de dos rectas
Iguales, ,1o cual es inadmisible (58, Corolario).

Corolario.—Xa circunferencia es una curva convexa.

a existencia de la recta indefinida, que sélo tiene un
punto comun con la circunferencia, se demuestra por me-
dio del teorema siguiente :

115. La recta AB perpendicular al radio en elpunto C

Tig. 5 g que éste encuentra & la circunfm-encia, es tangente & ésta.
liyn efecto, si no fuese C el Unico punto comun que
tiene la AB con la circunferencia, habria ademas otro
comin a estas dos lineas, tal como el D; mas como por
hipétesis la OC es perpendicular & la AB, serd menor
que la OD (38) y por lo tanto el punto D se hallard
fuera del circulo. Por anélogas consideraciones se haria
ver que cualquier otro punto de la AB, & excepcion
del C, no podria estar situado en la circunferencia pro-
puesta.

El punto que es comln & una circunferencia y 4 su
tangente, se llama punto de contacto.

Reciproco. - Toda tangente AB & una circunferencia
tiene que ser perpendicular al radio OC, que corresponde di
punto O de contacto.
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En efecto, si desde el centro O se traza otra cualquier
recta, que corte & la AB, tal como la OD, tendrd mayor
longitud que el radio, por estar el punto D fuera del
circulo, segun la hipotesis; luego la recta OC sera la méas
corta que se puede trazar desde el punto O & la recta
AB, y por consiguiente serd perpendicular & ésta (38,
Reciproco).

Corolario 1.“—En un punto de una circunferencia
sélo se puede trazar una tangente, supuesto que en el
extremo del respectivo radio no es posible tirar sino una
perpendicular (19).

Corolario 2.°—Si dos rectas son perpendiculares, una cual-
quiera de ellas es el lugar geométrico de los centros de las cir-

cunferencias, que siendo tangentes & la otra recta, tienen por
punto de contacto él de interseccidon de aquéllas.

116. La porcion de circulo limitada por un arco y su
correspondiente cuerda se conoce con el nombre de seg-
mento. '

Cuando una cuerda pasa por el centro recibe el
nombre de diametro. Todos los diametros de un mismo
circulo son iguales, por componerse cada uno de dos
radios.

117. Todo didmetro divide a la circunferencia y al cir-
culo en dos porciones iguales.

Doblando el circulo por el diametro, tendrdn que coin-
cidir todos los puntos de las dos partes, en que queda
dividida la circunferencia, en atencién 4 que, si esto no
sucediese, resultaria que unos puntos de la mencionada
curva distarian mas del centro que otros y por lo tanto
los radios no serian- iguales. Coincidiendo pues las dos
porciones en que estaba dividida la circunferencia, ten-
drian que coincidir también las dos partes en las que
habia quedado dividido el circulo.
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Contrario.—&i una cuerda no en un diametro, no podra di-
vidir & la circunferencia en dos partes iguales.

En efecto, trazando el didmetro AC, éste dividira a la circunfe-
rencia en dos partes iguales; pero como ADB es menor que una
de éstas y ACB es mayor, sucederd que ADB y ACB seran des-
iguales.

Cuando un arco es igual & media circunferencia, se
llama semicircunferencia, y la porciéon de superficie li-
mitada por ésta y el correspondiente didmetro, se conoce
con el nombre de semicirculo. Si el arco esigual ala
cuarta parte de la circunferencia, se denomina cuadrante.

CAPITULO L.

Proposiciones en que intervienen dos rectas
y una circunferencia.

ARTICULO 10

Posiciones relativas de dos cuerdas.

118. Si en una circunferencia se consideran dos cuer-
das, éstas pueden 6 né cortarse, y si no se encontraran
dentro de la figura que se trace, claro es que aquéllas
podréan ser paralelas 6 dejaran de serlo.

Primer caso—Cuando se suponen dos cuerdas en
cualquiera direccion, se verifican las siguientes proposi-
ciones :

En toda circunferencia (¥, la longitud del diametro es
mayor que la de cualquier cuerda.

*) _En estas proposiciones es indiferente referirse & la circun-
ferencia o al circulo.
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En efecto, la longitud del diametro AC es igual & la
suma de los radios AO y OB, y sabiendo ya (31) que
esta suma es mayor que AB, se tendrd que AC serd
también mayor que la cuerda AB.

119. En toda circunferencia 6 en circunferencias igua-
les, si dos arcos son iguales lo serén también sus cuerdas, y
dmayor arco corresponde mayor cuerda (*).

1. 7 Sean ABYy CD dos arcos iguales; trazando el dil—éi-g 5

metro que corresponde al punto medio del arco AC, y
doblando la figura por aquél 6 sea por EF, sucederé que
en atencion & ser los arcos AE y CE iguales, el punto A
caerd sobre C, y por ser también iguales los arcos AB y
CD, el punto B se confundira con el D; luego habiendo
coincidido los extremos de las dos cuerdas AB y CD,
éstas seran iguales.

2.  ®Sean los arcos desiguales ABG y CD: haciendo la
misma construccion que en el caso anterior, el punto G
caerd sobre H, y por lo tanto la cuerda AG tomaréa la
posicion CH. Falta ahora demostrar que la longitud CH
es mayor que la CD; con tal fin tracense los radios OC,
ODy Oil y se tendran los triAngulos CHO y CDO que
poseen dos lados iguales y el &ngulo comprendido COH
mayor que el COD; luego (45) resultard que CH sera
mayor que CD, y por consiguiente, AG > CD.

Recipkocos.—EN una circunferencia 6 en circunferen-
cias iguales, se verifica:

1 ®Que cuando las cuerdas sean iguales los correspon-
dientes arcos también serén iguales.

2. " Si dos cuerdas son desiguales, & cuerda mayor corres-
pondera arco mayor.

(*) Al manifestar gue una cuerda corresponde 6 subtiende a
un arco, se hace alusion al menor de los dos arcos, que tienen los
extremos comunes con los de la cuerda.

5
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120. En una circunferencia 6 en circunferencias igua-
les, se tiene:
1. ° Que las cuerdas iguales equidistan del centro.
2. ®De dos cuerdas desiguales, la mayor se halla mas
cerca del centro.
1® Sean las cuerdas iguales AB y CD: si se trazan
los radios OBy OD vy las distancias EO y FO, sucedera
que al doblar la figura, de modo que la CD coincida
con la AB, el radio DO se confundira con el BO, por
tener los extremos coiuunes, de modo que los dos trian-
gulos DFO y BEO seran iguales, en atencion a que
poseen la hipotenusa y un &ngulo agudo iguales (42),
luego FO =EO.
ric. 60.  2® Sean las circunferencias Oy O' iguales y la cuerda
AB mayor que la CD: colocando la circunferencia O
sobre la O' de modo que coincida el punto A con el C,
resulta que el punto B tomard una posicion tal como la
E, por ser el arco AFB mayor que el CGD. La perpen-
dicular O'l ala CD evidentemente serd mayor que la O'J,
y como ésta es mayor que O'H, se tendra O'l > O'H 6
bien O'l > OL.
Reciprocos.—EN un mismo circulo 6 en circulos igua-
les, se verificara:
1. ®Que las cuerdas equidistantes del centro son iguales.
2.  ®De dos cuerdas no equidistantes del centro, la mayo
sera la que diste menos del citado punto.
Segundo caso.—Proposiciones en que se supo7ie que dos
cuerdas se cortan.
121. Todo diametro perpendicidar a una cuerda divide
4 ésta y & sus dos arcos correspiondientes en dos partes
iguales.
Sea CD el didmetro perpendicular a la cuerda AB: por
ser radios AO y BO tendran igual longitud y por lo

PiG. 59.
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tante se apartaran igualmente del pie de la perpendicular
(58, Reciproco 1."); luego AE y BE seréan iguales. Siendo
CD perpendicular & la AB en su punto medio, cada uno
(le los puntos Cy 1) equidistaran de los A 'y B, y por
consiguiente las cuerdas AC y BC seran iguales : luego
los arcos AC y BC también lo serdn. Lo mismo pudiera
decirse respecto de los arcos AD y BD.

Observacion.—El didmetro CD cumplo con cinco con-
diciones: pasa por el centro, por los puntos medios de la
cnerda y de sus dos arcos correspondientes, y ademas, es
perpendicular a la cuerda. Ahora bien, como ya se dijo
(27, Nota) que una recta ({uedaba determinada por dos
condiciones, resulta de aqui, que cuando una recta tal
como la CD cumpla con dos de aquéllas, debera satisfa-
cer necesariamente 4 las tres restantes, asi pudiera decirse
que la perpendicular G una cuerda en su punto medio jMsa
por el centro, y divide & cada uno de los arcos correspon-
dientes en dos partes iguales.

PiG. 61.

122. Los extremos de dos cuerdas que se cortan, siendo

uno de ellos comun & ambas, determinan una circunferencia.
Este teorema se acostumbra enunciar del siguiente modo:
Tres puntos no situados en linea recta determinan una cir-
cunferencia.

En efecto, siendo AB y BC las dos cuerdas que se con-
sideran, habra necesidad de demostrar que por los tres
puntos A, By C, se puede hacer pasar una circunferencia
ynada méas que una. Trazando en los puntos medios de
las mencionadas cuerdas las perpendiculares DO y EO,
éstas se cortardn (50), y como una y otra recta tienen
que pasar por el centro (121, Observacion), €ste serd el
punto en donde ambas se encuentran.

Como quiera que las perpendiculares DO y EO son
Unicas y so6lo existo un punto comdn & iunbas, se infiere

PiQ. 62.



- 82 -
gue por tres puntos dados no os posible trazar sino una
sola circunferencia.

Nota—For fres puntos que estdn en linea recta, no se
puede hacer pasar una circunferencia, pues si tal sucediese,
resultaria que esta curva podria ser cortada por la ante-
dicha recta en mas de dos puntos (114).

Tercer caso. - Guando se consideran dos cuerdas o
rectas paralelas cualesquiera.

123. En una misma circunferencia los arcos compren-
didos entre cuerdas paralelas son iguales.

Sean las cuerdas paralelas AB 'y CD: trazando el dia
metro EF perpendicular & una de ellas, también lo serd
a la otra, y en su consecuencia se tendra CE= DE y
AE — BE; restando ordenadamente ambas igualdades,
se obtiene.CE — AE = DE —BE 6 AG— BD.

Obseérvese que para ser cierto el reciproco de este teo-
rema, se requiere que las dos cuerdas no se encuentren
en un punto situado en él interior del circulo.

Nota—El teorema que antecede puede hacerse exten-
sivo lo mismo al caso en que se consideren una cuerda
y una tangente, que cuando se tengan dos tangentes,
pues siempre acontece que los arcos comprendidos entre
estas rectas paralelas, son iguales.

En efecto; siendo la cuerda AB paralela & la tangente
GH, el didmetro EF, correspondiente al punto de con-
tacto E, serd perpendicular & la GTI, y por lo tanto 4 su
paralela AB : luego (121) se tendra AE = BE.

Si ahora se suponen que son paralelas las dos tan-
gentes GH y .11, resultard que el radio EO, que corres-
ponde al punto de contacto, tiene que ser perpendicu-
lar & la GFl y por consiguiente 4 su paralela Jl: pero
dado que ésta también es perpendicular al radio OF,
sucedera que el EO y el OF formaran una sola recta

Fia. G
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(23) 6 sea un diametro,  por lo tanto se verificara que
EBDF= EACI. =

ARTICULO 2.«
Medida de los angulos en el centro.

124. Se llama arco correspondiente A un Angueo, al
arco interceptado entre sus lados y descrito desde el vér-
tice, como centro con un radio cualquiera.

Angueo centrae 6 Angieo en el centro, s aquél que
tiene su vértice en el centro del arco correspondiente.

Cuando el vértice se halla en otro punto cualquiera
diferente del centro, se dice que el &ngulo es excéntrico.

125. Si dos angulos son iguales, los arcos correspon-
dientes frasados con el mismo radio tamhién lo seran.

En efecto, al supeig)oncr los angulos AOB y A'O'B',
sucedera que por ser ambos iguales, coincidiran sus lados
y como los radios OA y O'A' también son iguales, los
puntos Ay B se aplicardn respectivamente sobre A' y B":
luego AB se confundird con A'B' y por lo tanto seran
iguales.

Reciproco.—Si. dos arcos trazados con el mismo radio
son iguales, tamiién seran iguales los angulos correspon-
dientes.

liaciendo coincidir los lados OBy O'B', los arcos AB
y A'B' se confundirdn por ser iguales, y en su conse-
cuencia el punto A se aplicara sobre A'; luego el lado
OA coincidira con el O'A', y por lo tanto los angulos
seran iguales.

Los teoremas contrarios del directo y del reciproco de-
beran ser ciertos (54) y por consiguiente se verificard :
t.” Que si dos angulos son desiguales, los arcos correspon-

Fio.

64.
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dientes trazados con el mismo radio lo seran también, per-
teneciendo al mayor arco él anyulo mayor. 2.° Que si dos
arcos trazados con el mismo radio, son desiguales, cd arco
mayor corresponderd mayor angulo.

126. Como quieni que, duplicando un éangulo cen-
tral, su arco correspondiente se duplica, resultara de aqui
(71), que la relacion de dos angulos sera igual & la que
existe entre los arcos correspondientes, trazados con el mismo
radio.

comparar los &ngulos AOB y A'O'B' con sus

arcos correspondientes, descritos con el mismo radio, so
tendrd la groporcién ACB _ AB.
aos -~ AB

Suponiendo ahora que el A'O'B' se considera como
unidad para medir &ngulos, y que su arco correspon-
diente A'B' sea la unidad para apreciar arcos, se deduce
de la igualdad anterior, que la medida de un angulo es la
misma que la de su arco correspondiente, y por este motivo
se dice también que la medida de un angulo es su arco
correspondiente.

127. Todo angulo recto tiene por medida un cuadrante.

En efecto, dos diametros perpendiculares forman, como
se sabe (22, Corolario), cuatro angulos rectos que, por
ser iguales, dividen al circulo y & la circunferencia en
cuatro porciones también iguales.

128. Siendo asi que el angulo recto, por ser de un
valor constante, conocido y de facil determinacion, es la
unidad indicada para apreciar las cantidades angulares,
habré& que con.siderar como unidad de arcos al cuadrante
(126); mas como quiera que es frecuente tener que medir
arcos menores que el cuadrante, hay que reconocer la
conveniencia de divisores en aquella unidad de medida.

Con tal bu, s divide el cuadrante en 90 partes iguales
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llamadas jpxidon, cada uno de estos se subdivide en HO
minutos, y cada minuto en titi sefilindos. Esta es la divi-
sién llamada sexagesimal.

Algunos gedmetras, en su deseo de aplicar & la medida
de arcos y por lo tanto de &ngulos, el sistema decimal,
consideran dividido el cuadrante en 100 grados, el grado
en 100 minutos y cada minuto en 100 segundos.

Segun esto, cuando se quiera reducir los grados de la
division sexagesimal & la centesimal, se formara la si-

guiente igualdad,; :dedonde C= " X'S; en

cuya expresion S representa el nimero de grados sexa-
gesimales y G los centesimales. Si ahora se pretendiera
reducir estos Gltimos grados & los anteriores, se tendria,

shroX'N-

Todos los arcos correspondientes @ un mismo angulo
poseen igued graduacion.

Sea ABC uri angulo cualquiera, y ac, a'c', a'c’ ....sus
arcos correspondientes descritos con diversos radios: tra-
zando la perpendicular BD al lado BG en el vértice B,

» , ABC ac a'c" ac
1GSLIitB.1ci, Eﬁ'ﬁ---— he-—-—H/e / h“eﬁ eoey.

Ahora bien, por ser el angulo CBD recto, sus arcos
correspondientes he, Ve', Vic ....serdn cuadrantes y por
lo tanto poseeran la misma graduacion; de modo, que en
la serie de razones equivalentes que antecede, todos los
denominadores son iguales; luego deberan tener también
igual valor los numeradores.

129.  Si SGpretendiera determinar la razén que existe

entre dos arcos descritos con el mismo radio, 6 la que
inedia entre sus angulos correspondientes, se procederia
con aquéllos anadlogamente & como se hizo cuando se tra-

Fio. 66.
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taba de hallar la razon que existia entre dos rectas cua-
lesquiera (13).

ARTICULO 3.°
Medida de los angulos excéntricos.

130. Como los angulos que se consideran en una cir-
cunferencia, no siempre tienen su vértice en el centro de
esta curva, de aqui la conveniencia de determinar el
valor de los arcos correspondientes & los angulos, en las
diversas posiciones que sus respectivos vértices puedan
tener, y sin gque para conseguir este objeto, baya necesi-
dad de efectuar el trazado material del arco correspon-
diente.

No teniendo un angulo su vértice en el centro de la
circunferencia, ha de tenerlo en la misma circunferencia,
entre ésta y el centro, 0 fuera. Cuando tiene el vértice en
la circunferencia, puede estar formado por dos cuerdas,
en cuyo caso se llama inscrito, por una cuerda y una
tangente, y por una cuerda y la prolongacion de otra:
si el vértice se halla entre el centro y la circunferencia,
el angulo se llama interior, y Se denomina exterior Si
el vértice se halla fuera de la circunferencia.

131. La medula de un mujulo inaerdo &> la mitad del
arco que abrazan sus lados.

Para demostrar este teorema, conviene que se conside-
ren los tres casos siguientes :

[.° Que uno de los lados del angulo pase por el centro.
2." Que el centro se halle comprendido entre los lados
del angulo. 3® Que el centro quedo fuera del angulo
gue forman los lados.

1" Sea el angulo ABC: si se traza el didmetro DE
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paralelo & BC, iesulUira que el angulo ABC sera igual al
AOE por correspondiente (26-1.”), y por lo tanto ambos
tendran la misma medida; luego la del &ngulo inscrito
propuesto, también sera el arco AE; pero como quiera
que éste es igual al arco BD (125), el que & su vez es
idéntico al CE, por arcos comprendidos entre cuerdas pa-
ralelas, se verificara que AE = CE, 0 lo que es lo mismo,
el arco AE serd la mitad del AEC; de donde se deduce
que la medida del dngulo ABC es igual & la mitad del
arco AEC que abrazan sus lados.

20 El angulo CBF se compone de los dos angulos
ABE y ABC, cuyas respectivas medidas son mitad del
arco AF y la mitad del AC, de donde se desprende que
el angulo propuesto CBF tendra por medida

>a f+_1_a0/\ 1(AF + AG)— ),-C4F

3" El angulo FBG equivale al ABC menos el ABF,
cuyas respectivas medidas son, "AbG y -yAL: luego el

angulo propuesto FBG tendrad por medida
1 AFG - 4-AF= AFG - AF)= "FG.

Corolario Todos los &ngidos inscritos que abrazan
el mismo arco son iguales.

Corolario 2.“—Lo0s angulos inscritos cuyos lados termi-
nan en los extremos de un mismo diametro son rectos, puesto
gue abrazan entre sus lados media circunferencia.

132. La medida de un angulo formado por una cumda
y uma. tangente (*), es la mitad del arco que abrazan sus
lados.

(*) Todo ang-iilo cuyos lados son una tangente y una cuerda,
se llama angulo del segmento.
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Para la demostracion de esta proposicién, procedo que
se consideren los mismos casos que en la anterior.

1 ®Si uno de los lados del &ngulo ABH p:

tio. 68. centro, dicho angulo serd recto (115, rReciproco); luego

tendrd por medida un cuadrante, y en atencién & que sus
lados comprenden una semicircunferencia, se verificara
por lo tanto, que la medida del &ngulo ABH serd la
mitad del arco, que abrazan sus lados.

2. ®EI angulo FBH equivale al ABF mas el ABH
luego su medida serd igual & la suma de las medidas de
los &ngulos que le componen; esta medida es

1-AF + | aCB= -i(AF+ ACB)= "BCAF.

3. " El dngulo CBH equivale al ABH menos el ABC,

las medidas de estos &ngulos son respectivamente -~ACB

y -*AEC: luego la del propuesto BCH sera
-1 ACB-~AEC -(ACB — AEC)

La medida de tm dngido interior equivale a la semisuma de
los arcos comjyrendidos entre sus lados y las prolongaciones de
éstos.

Fio. 69. angulo ABC: prolongando los lados de éste y trazando
por el punto E una paralela EF & la CD, el angulo AEF que

resulta, sera igual al ABC por correspondientes; pero la medida
del angulo AEF equivale a

miaCG=1 aC+ ICG = 1(AC + DE),

puesto que CG y DE son iguales por arcos comprendidos entre
rectas paralelas: luego la medida del angulo ABC sera también

igual & -~(AC -P DE).
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133. La medida de un (imjulo eaieriar es igual & la
semidiferencia de los arcos que abrazan sus lados.

El 4ngulo exterior propuesto puede estar formado por
(los secantes, por una secante y una tangente 6 por dos
tangentes.

10 iSea el &ngulo ABC, cuyos lados son dos secantes;
9 se traza la recta EF paralela al lado AB, resultara,
(uc como el &ngulo inscrito CEF tiene por medida la
mitad del arco CE, su igual, el angulo propuesto también,

tendra por medida ~CE, 6 sea AC-—yAF; pero
como AE y DE son iguales, se verificara, cpre la medida
del &ngulo ABC serd -“(AC — DE).

20 Sea ABC el &ngulo propuesto : si so traza la recta Fio- D-
DE pai‘alela al lado BC tangente, so tendrd (pie aquel
angulo sera igual al ADE, por correspondiente, y el ai'co
CE igual al CD, por hallarse comprendidos entre rectas
paralelas; mas como quiera que este Ultimo angulo tiene

por medida -"-AE, resulta de aqui, que la medida del
angulo ABC también sera igual a 0 sea,
1-{AEC — CD).
A" El &ngulo ABC (¥, por componerse de los angulos Pra. 72
ABD Yy CBD, tendra por medida la suma de las medidas de
éstos, que, segun lo dicho en el caso anterior, sera igual &

1(AD —AE)+ | (CD—CE)=  ADC— AEC).

(*) Todo angulo formado por dos tangentes & una misma eir-
cimfercncia, se denomina angulo circunscrito.
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Observacion.— z it¢' porciones AB // BC de las lanyen
tes trazadas desde un punto B exterior U una circunferen-
cia, son iguales, porque la recta que uiie los puntos de
contacto de ambas tangentes, forma con éstas un trian-
gulo X\BC, que serd isosceles, en atencion & que los angu-
los BAO y ACB tienen la misma medida; luego se veri-
ficara que AB= BC.

CAPITULO IILI.

s 7

Proposiciones referentes & tres 0 maés rectas
situadas en el plano de la circunferencia.

134. Se dice que un poligono esté «liverfiio eu un cir-
culo, si sus lados son cuerdas de éste, y entonces se dice
también que el circulo se halla circunscrito al poligono
que se considera.

Un poligono se encuentra circunscrito & un circulo,
cuando sus lados son tangentes al circulo, y en tal caso
se dice que el circulo esté inscrito en el poligono.

A todo tridngulo se le puede circunscribir una circunfe-

Fm. 73. rencia é inscribir otra.

En efecto, los vértices del tridngulo son tres puntos que
no estan en linea recta, luego deteianinaran una circunfe-
rencia circun.scrita al triangulo propuesto. Para demostrar
la segunda parte del teorema, obsérvese que si se trazan las
bisectrices AD y CE de los a&ngulos BAO y ACB, éstas se
encontraran, por ser la suma de los angulos mencionados
menor que dos rectos (32, corotario :1.°). Este punto o
de interseccion eipiidistara de los tres lados del triangulo
(60): luego la circunferencia cuyo centro es el mencioua-
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doimiito y cuyo nidio es la perpendicular OF & uno cual-
(juicra de aquéllos, seré tangente & los tres y por lo tanto
estara inscrita en el triangulo que se considera.

Si un culidTildteTO es inscvibible en utici civewifeveueici) tendi (i
sus angulos opuestos sigilementarios.

En efecto, la medida del angulo inscrito A os la mitad del arco
CBD vy la del B es la mitad del CAD, luego entre ambos tienen
por medida la mitad de toda la circunferencia, y por lo tanto,
seran suplementarios. Analogamente se probarla que también
los angulos Cy D son suplementarios.

Teorema contraiuo.—/Si un cuadrilatero no es inscribible en
una circunferencia, no tiene los angulos opuestos suplementarios.

En efecto, si se hace pasar una circunferencia por los vértices
A By C, ésta, segfin la hipotesis, no podra pasar por el cuarto
vértice D. Ahora bien, el angulo inscrito B tiene por medida la
mitad del arco AEG, y el angulo D tiene por medida mas 0
menos de la mitad del arco ABC, segin que su vértice se halle
dentro 6 fuera del circulo; lueg'O la medida de aquél, mas la de
uno cualquiera de estos dos Ultimos ang’ulos, no puede componer
la mitad de la circunferencia, y por lo tanto, no seran suplemen-
tarios.

Corolario.—i0s paralelogramos son siempre inscribibles en
una circunferencia.

Si un cuadrilatero es circunscribible a un circulo, se verificara
que la suma de dos lados opuestos sera igual & la suma de los
otros dos lados.

En efecto, por ser el cuadrilatero ABCD circunscribible, se
tendra (133, Observacion), que AF = AE, asi como BF = BG,
CH= CG y DH = DE; sumadas ordenadamente estas cuatro
igualdades y reduciendo, dan por resultado :

ABqg-CD= BC+ AD.

Teorema contrario.—Si un cuadrilatero no es circunscribi-
bte, no puede tener la suma de dos lados opuestos igual a la de
los otros dos.

En efecto, como quiera que el cuadrilatero ABCD se supone
que no es cii‘cunscribible, la circunferencia tangiente & los tres
lados AB, BC y CD no lo sera al lado AD. Trazando el radio
perpendicular & este ultimo lado, so determinara la tangente eq

Fio. 74.

Fio. 75.

Fig. 76.
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el punto G, con cuyo motivo aparecera formado el cuadrilatero
BCFE circunscrito & la circunferencia (nic se considera, cu d
cual se veriticara BE CF= BC EF; pero como en el cua-
drilatero ADFE se tiene también AE  AD DF> EF, si ©
resta ordenadamente esta desig'ualdad de la equivalencia que
le antecede, resultara, AB-fCD—AD< BC, v por lo tanto,
AB+ CD< BC+ AD.

Corolario.—Di rombo es siempre circunscribible & un circulo.

Todo poligono regular se puede inscribir en un
circulo y circunscribir a otro.

En efecto, trazando las bisectrices AO y BO de los
angulos A y B del poligono regular que se considera
ABCDEF, se sabe (68) que su punto de encuentro O
equidista tanto de todos los vértices, como de todos los
lados del mencionado poligono, y por lo tanto serd e
centro comun & los dos circulos, el uno inscrito y el otro
circunscrito al poligono propuesto.

Obsérvese que el radio del circulo circunscrito & un
poligono regular es el mismo radio del poligono, al paso
([ue el radio del circulo inscrito en el poligono, que se
considera, es igual a la apotema de éste.

136. Si una circunferencia se divide en partes iguales,
se verificard: 1 Que las cuerdas de estos arcos iguales for-
maran un poligono regular inscrito (*. 2® Que las tangen-
tes & la circunferencia en los puntos de division determina-
réan un poligono regular circunscrito.

1® Los lados AB, BC, CD, D E ....del poligono inscri-
to son iguales, por cuerdas de arcos iguales; y los &ngulos
ABC, BCD, CDE ..... son también idénticos, por ser todos
ellos &ngulos inscritos, que abrazan arcos iguales (131);
luego el poligono es regular (67).

(*) Obsérvese que esta proposicion pone ele manifiesto la
existencia ele los poligonos regulares de cualquier nimero de
lados.
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2" Los triangulos ABI, BOJ, CDL....son iguales, en
vista ele que tienen los lados AB, BC, CD ....iguales, asi
como también los angulos ad3aecntes & estos lados, por
tener todos ellos como medida la mitad de cada uno de los
arcos iguales en que la circunierencia propuesta se consi-
dera dividida. Estos triangulos iso.sceles por ser iguales,

tendran los angulos I, J, L, M .... iguales, asi como
__pj= Cl= CL= ... y en esta atencién seran de
igual magnitud sus duplos 1J, JL ..... lo cual manitiesta

que el poligono circunscrito illJLMNOB es regular.

CoROLAIUoA—Si se dividen en dos partes iguales cada
uno de los arcos subtendidos por los lados de  poligono
regular inscrito, y se trazan las cuerdas (pie corresponden ti
los nuevos arcos, se formard otro poligono regular qe. ten-
dré& duplo nimero de lados que el propuesto.

137. EI perimetro de todo poligono regular inscrito es
menor que la circunferencia, y se puede aproximar indefini-
damente & ésta, si aumenta suficientemente el nUmero de sus
ladcs.

En el poligono regular inscrito ABCDEB'G se tiene que
la cuerda AB, por ser una recta, serd menor que el arco
AB; por igual razon las cuerdas BC, CD, DE ....serdn
también menores que los arcos BC, CD, DE...... que aqué-
llas respectivamente subtienden; por lo tanto

AB+ BC+ CD4-DE+

que componen el perimetro del poligono inscrito, sera
menor que.la suma de todos los arcos mencionados, cuyo
conjunto forma la circunierencia.

Si se duplica el nimero de lados do este poligono, se
tendrd AB <. Ae  «B, BC <j Bli-|- he, CD < Ce-|-
DE < DiZ-(- (7E....; sumando ordenadamente e.stas des-
igualdades, resulta
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AB-f-BC-fCD+ ...
mCAa-j-aB-j-B¢>l/c-j-Ce-j-cD-j-.

lo cual pone de manifiesto, que el perimetro del segundo
poligono es mayor que el del primero; por lo tanto siendo
asi que los perimetros de los poligonos regulares inscritos
en una misma circunferencia, van aumentando a medida
que crece el numero de sus lados, sin que jamas alcancen
a lgualar su valor con el invariable que aquella curva
posee, habréd que admitir que la diferencia entre el peri-
metro de un poligono regular inscrito en una circunfe-
rencia y el valor constante de ésta, puede ser tan pequefia
como se desee, haciendo que el nimero de lados de aquél
sea suficientemente crecido.

CoROLARio.—Za circunferencia es el limite siiperior de
(os poligonos regulares inscritos, y por lo tanto Za niencio-

nacia curva puede considerarse como un poligono regular de
infinito nmnen'o de lados.

CAPITULO IV.

Rectas proporcionales en el circulo.

mlzIT 7 7 distancic:s
ZadelaTZ de interseccién de cada
vZi iguales.

consideran sean dos

$8EaMES 0'ibs cuerbias.
Trazando tanto en la figura 79 como en la 80 las cuerdas AD
BC, lesultaran lostridangulos ADE y BCE, que seran semejan-
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esuoi- tener iguales los angulos AEI) y BEC, asi como también

ls ABC y ADC, y por lo tanto se verificara, = IgD-% o bien,
AEX BE = CE X DE.

XoTA—Cuando acontece que una recta, tal como la AD situa-
da en el interior del angulo E, determina con uno de los lados
de éste un angulo BAD, que sea precisamente igual al BCD,
formado por otra recta BC con el otro lado, entonces se dice
,ue las dos rectas AD y BC son antii-acalelas con relacion al
angulo E.

Si desde iin punto exterior & una circunferencia se trazan a
i-sta una tangente, que termine en su punto de contacto, y una
secante limitada en su segundo punto de interseccion, se veiifica
que la tangente es media progwrcional entre la secante y su poi -
cién externa.

En efecto, si se ti-azan las cuerdas ACy CD, resultara que los
triangulos ABC y BCD seran semejantes, por tener el angulo B
comin a ambos é iguales los BCD y BAC (81); por lo tanto,

} AB BC
sucedera, que gg = gg-

Obsérvese que las cuerdas AC y DC son antiparalelas coa
relacion al angulo B, las cuales tienen en uno de los lados
do éste un punto comdun, asi como esta proposicion es nn coro-
lario del teorema que le precede, si se considera a la tangente,
a manera de secante, cuyos dos puntos de interseccion con la
circunferencia estuvieran confundidos en uno.

139. Si desde un punto de una. circunferencia se trasan
laperpendicular & un didametro y las dos cuerdas que termi-
nen en Jos extremos de éste, se verificara :

1“ Que la perpendicidar es media proporcional entre las
proyecciones de las cuerdas. 2.° Que cada una de las cuer-
das serd media proporcional entre el diametro y su proyec-
cion sobre éste.

En efecto, como quiera que las dos cuerdas y el dia-
metro que se con.sideran forman un tridngulo rectangulo,

podran aplicarse & éste las preposiciones demostradas
(88-2.<-3.0).
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140. Dos circunferencias son proporcionales a sus res-
pectivos radios.

En efecto, sean dos circunferencias CyC,yRy R
sus radios. Al inscribir en ellas dos poligonos regulares
P y P del mismo nimero de lados y por lo tanto seme-

P
jantes (98), se tendra — = _ en cuya igualdad aparecen

dos cantidades variables que, teniendo limites, son cons-
tantemente iguales en las diversas alteraciones que si-
multaneamente experimentan en su magnitud; luego sus
limites seran iguales (ARmi.-'~187, Corolario 1.") y por
consiguiente se tendra c
1

Corolario.—Ar/ relacion déla circunferencia al diame

c

tro es un ndmero constante. En efecto, siendo g R

bié ificard que =
tambien se verificara q\ue R IR’ @,

Esta relacion, cuyo valor aproximado es A,14159 ...., &
ha convenido en expresarlo con brevedad por medio do la

letra griega t, cpie se nombi-api. Asi se tiene — -7 e

donde C= ZiR, lo que manifiesta que la longitud de la cir-

cunferencia es igual al duplo de la relacion que existe entre

la circunferencia y el didametro, multijgHcado por el radio.
Nota.— Arquimedes encontré que el valor aproxi-

(*) Esta relaciéon es un nimero inconmensurable, cuyo valor
aproximado . puede determinar sin salirse de procedimientos
propios de la Geometria elemental, pero son éstos tan .sumamente

. en la_préactica. En cambig sirvién-
do.se de las SENES, se tiene el medio expedito de apreciar aqyel
vaioi con tona la aproximacion que se deseo.

ue murié unos dos siglos
antes de comenzar nuestra Era. q g
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raado de la relacién qun existe entre la circunl'ercncda y

e didmetro era -p- 'y Meci6 ("™ halla para la precitada

razon el nimero 113"

141 Es evidente que en una misma cireunl'ercncia 6
en circuni'erencias iguales, las longitudes de dos do sus
arcos son proporcionales & los nimeros que expresan los
grados que los miden; por lo tanto, como la longitud
del arco de es la semicircunlerencia, 6 sea tK, se
podra determinar el valor de la longitud | de un ai'co,
siempre que se conozca el numero n de grados que con-

z i
tiene, por medio de la proporcion ! donde

180’

142.  Dos arcos se dice que son semejantes cuando es-
tando descritos con radios diterentes, corresponden & an-
gulos en el centro iguales.

Dos arcos semejantes son xrropordonales & sus respectkos
radios.

Llamando L y IL las longitudes de los arcos que se
consideran, n el nimero de grados rpuc uno y otro poseen

y1ly R' los respectivos radios, so tendi‘d [—"80’

(*) En escritos procedentes de los antiguos Bramanes de la
India, consta que esta casta sacerdotal admitia como relacién

lie la circnnferencia al diametro, el quebrado el cnal, a la

vez que so aproxima mas al verdadero valor do r: que el dedu-
cido por Arquimodes, ofrece la particularidad de cpie, por ser
equivalente & 3,141G es el numero que mas se usa al i)resente
en los calculos en que interviene ir.

(*») Adriano Mecid, gedmetra holandés gne se di6 a cou-.ccu-
durante los primeros afios del siglo XVII,
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= uRji dividiendo ordeiiiidamente ambas igualdades

L_ R
resulta que Y= i

CAPITULO V.

Areas.

143. m area de un circulo es igual & la mitad del pro-
ducto de la circunferencia por el radio.

En efecto, si se supone inscrito en el circulo que se
considere, un poligono regular cuya area sea S, su peri-

metro p y la apotema a, se tendra (106) que S; “pa.

Admitiendo que el nimero de lados de este poligono
crece indefinidamente, resulta que como S, p y a tienen
por limites respectivos al area del circulo, & la circun-
ferencia y al radio de ésta, 6 sea & A, Cy R (137,
Corolario), Y siendo la igualdad anterior verdadera, cual-
quiera que sea el numero de lados del poligono ]Jegular
que se considere, se verificard (Aritmética 187), que

A= ICR.
Corolario.—  area de un circulo equivale al producto

de - por él cuadrado del radio, pues si se sustituye en la
Gltima igualdad, en vez de C su valor (140, Corolario),

se tendra A X 2-R X R= ~R\

144. La razon de las areas de dos circuios es iqwd &
la de los cuadrados de sus radios 6 de sus diametros.



En electo, si so representan por Ay A' las areas de los
circulos y por 11y R' sus respectivos radios, se tendra
que A= tR2y A'= -R'-; dividiendo ordenadamente

. I A RA
ambas igualdades, se verificard que A RA
A 4R2 (2R)-
A ARN (2R

145. La porcion de circulo comprendida entre dos
radios y uno cualquiera de los dos arcos cjue unen sus
extremos, recibe el nombre de sector.

Como consecuencia de lo dicho (125), se desprende
que en un mismo circulo & en circulos iguales & arcos
guales corresponden sectores iguales, y & doble arco
corresponderd sector doble, por lo tanto acontecera c(ue
enmi mismo circulo 6 en circuios iguales, los arcos deheran
serproporcionales & las areas de los correspondientes sec-
tores.

146. EI area de un sector circular es igual U la mitad
del producto de su arco por su radio.

Considerando al circulo como la reunion de dos secto-
tsSy S, el primero de los cuales se supone que sea el
propuesto, llamando ay a' sus respectivos arcos corres-

por lo

tanto

pondientes y C & la circunl'ereneia, se tendra

le donde . , 0 bien - = — d'espe
u-)-8 a-\-a J-CR
yCRa A
jando 8, resulta 8 — — — "R,

Como cpiiera que babitualmente se conoce el valor del
uco en grados, habré cpie rcleriilo & la misma unidad
iueal con que aparezca medido el radio, y por consi-
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guiente, debera sustituirse en el valor de S, en lugar del
nimero de grados del arco, el de su longitud, 6 sea

y por consiguiente

Ji. w V-P__ P2V-JL
A o180 A A 360

Se dice que dos sectores circulares son semejantes cuando sus
respectivos arcos poseen el mismo valor gradual.

Las areas de dos sectcrres semejantes son proporcionales a los
cuadrados de sus radios.

. I (241 . *TtRM
En efecto, de las igualdades S = 360 Y S'= 360 se des-

13

prende, al dividirlas ordenadamente, que ®

147. El area de un segmento menor que med
como el ACB, se determinara restando del area del
sector ACBO la del triangulo AOB; y para deducir el
area del segmento ABD, mayor que un semicirculo, no
habria sino agregar al area del sector ADBO la del trian-
gulo AOB.

Para apreciar la extension superficial de una faja circu-
lar ABFE, se determinaria la diferencia que existe entre
las areas de los segmentos EOF y ACB.

Corona 6 anillo s la porcién de circulo comprendido
entre dos circunferencias que tienen el mismo centro, f)
Segun esto, el &rea de una corona sera igual & la dife-
rencia de las &reas de los dos circulos concéntricos.

T rapecio circular se llama a la porcion de corona que
se halla comprendida entre dos arcos semejantes, y las
porciones de radios que son comunes & sus extremos.

i*) En tal caso, se dice que ambas circunferencias son con-
céntricas.
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El &rea cid trapedo drcular ABDC estard cviclento-

menle cleteniiiiiada, por la diferencia cpie existe éntrelos Fea. 83.
dos sectores BOD y AOC.
CAPITULO VL.
Posiciones relativas de dos circulos.
148. Si dos circunferencias tienen un inmto comdn
fuera de la recta que une los centros, seran secantes. Fig. 84.

Sean Oy O' los centros de dos circunferencias y A un
imnto comin & ambas, situado fuera de la recta 00" ciue
une los centros; trazando & ésta la perpendicular AB y
tomando en su prolongacién una parte BC igual & AB,
se verificara clue el punto C sera también otro .punto
comun 4 las dos circunferencias que se consideran.

En efecto, las dos rectas AO y CO son iguales en lon-
gitud por oblicuas, que se apartan igualmente del pie B
de la perpendicular BO & la recta AC; y como AO es un
radio de la circunferencia O, también lo serd CO, luego
d punto C forma parte de la circunferencia cuyo centro
es O; por ser AO' = CO' el punto C corresponde también
4 la circunferencia O'; en su consecuencia las dos circun-
ferencias tienen dos puntos comunes y por lo tanto son
secantes.

Corolario.—Si dos circunferencias son tangentes, el
punto de contacto se encuentra en la recta que une los cen-
tros. Supuesto que si el punto de contacto estuviere si-
tuado fuera de la expresada linea, las dos circunferencias
tendrian, segin acaba de verse, otro punto comin, y por
lo tanto no serian tangentes sino secantes.
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Fig. 86.
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149. Si dos circunferencias son exteriores la una res
pecio de la otra, sucedera que la distancia de los centros
sera mayor gue la suma de los radios.

En efecto, es evidente que 00'= AO4- AB4-BO v
por consiguiente 00' > AO -f- BO. '

150. E» fiosdrcim/mitdas langailes eximormmte
unjtca ,j,, la Alanda * fo, cefiiros ce ignal a la w
«e Sus radios.

Sean O y O' las dos circunferencias y A el punto
ce contacto: como que la recta que une los centros
ha de pasar necesariamente por aquel punto, se tendrd
(JO =AO0-f-AO0".

151. Si dos circunferencias son secantes, la distancia de

su diferencia. J

Buesto que si se trazan los radios AO y AO' resultara
el ti*ngulo AOO, y*,

(JO < AO-f- AOy también 00' > AO'_AO.

Cuando dos circunferencias son tanejentes interiormente,
la distancia de los centros es igual & la diferencia de los
Sudios.

So,, A el p,,,.to cie eoetacto ele a,,l,,,s cire,mfcre,ci,,s,
IHolongando la reeta 00", éata pasara p,,r a<i,.e, P,.p,
en su consecuencia sucederd que 00'= AO'— AO.

-i/ una circunferencia es interior respecto de otra, se ten-
(ni que la distancia de los centros sera menor que la dife-
)encia de los radios.

En efecto, prolonpndo larecta 00" hasta que corte 4 la
cncunferencia exterior, resultara 00. = B0O__AO'_AB
y por consiguiente 00' < BO__AO..

Los reciprocos de estos cinco ultimos teoremas es indtil
Uemostrarlos porque tienen que ser ciertos (92).



LIBRO Iil.

PROBLEMAS .

Generalidades acerca de los problemas
geomeétricos.

152. Apoyéandose en las proposiciones que se han
dado & conocer, interesa que se resuelvan aquellos pro-
blemas geométricos, que son de mas frecuente aplicacion
en la practica.

La resolucion de las cuestiones de esta indole puede
ser gréfica 6 numérica. La primera consiste en determi-
nar las incognitas por medio de una construccién pura-
mente geométrica, y la segunda en traducir en igualdades
las relaciones que existen entre las magnitudes conocidas
y las desconocidas, con el fin de deducir los valores de
estas Ultimas.

Al proceder a la resolucion gréafica de un problema, no
se puede prescindir de que los resultados obtenidos ca-
rezcan de rigurosa exactitud, supuesto que nunca pueden
anularse las imperfecciones que son inherentes & los ins-
trumentos (*) que se manejan, y es muy variable el esmero
ijue el dibujante tiene en los trazados que con aquéllos
ejecuta; de aqui los defectos que acusan los resultados
obtenidos en las construcciones geométricas, de que se

{*) En loa problemas ""Taficos que se resuelven en este tra-
tado, Unicamente se hace uso de la regla y del compas.
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hace uso ooii frocueucia, tanto cu las artes, como eu los
trabajos topogralicos y geodésicos.

Como quiera que los procedimientos graficos exigen
rectas auxiliares, si estas se presentan dibujadas sobre
los mismos datos del problemay se procura ademéas que
una ez resuelto ésto, la figura aparezca en conjunto
clara y sencilla, se tiene entonces lo que se Ilama una
construccion eleyante.

153. Los métodos generales que pueden seguirse en
la resolucién de problemas son el analitico y el sintético.
Se dice que se ha aplicado el método analitico, cuando
suponiendo resuelto el problema, se hace un croquis de
la construccion en que se revele haberse hallado el pro-
cedimiento, que conduce & la resolucion de aquél, fun-
dandose en proposiciones demostradas. El método sinté-
tico resuelve desdo luego el problema con sujecion &
construcciones conocidas de antemano, habiendo necesi-
dad de demostrar seguidamente que la solucion obtenida
satisface & las condiciones del enunciado.

Segun esto, el analisis debera ser el método empleado
en la investigacion de las soluciones de problemas, al
paso que el sintético servira de coug)robaciou de verdades
ya conocidas.

Después de resuelto un problema procede, para com-
pletar su estudio, que so discuta con el fin de generalizar
la solucion obtenida, extendiéndola & todos los casos
posibles, asi como también demostrar la posibilidad 6
imposibilidad de la cuestion do que se trate, segin las
modificaciouos & que se preste su enunciado.

Los problemas geométricos se dividen también, como
en dAlgebra (60), en determinados, indeterminados y ab-
surdos.
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SECCION PRIMERA.

niOBLEMAS GRAFICOS.

Figuras rectilineas.

154. Perpendiculares y paralelas.—For un punto
dado trazar una perpendicidar & una recta.

Primer caso.— Si el punto A pertenece 4 Iti recta BC,
so tomaréan en ésta & uno y otro lado de dicho punto dos
distancias AD y AE iguales, seguidamente con un radio
mayor que la mitad de DE y haciendo centro en los pun-
tos D y E, se trazaran dos arcos que deberan cortarse en
un punto (151, Reciproco), tal como F, y la recta AF que
une este punto con el dado serd la perpendicular pedida
(59, Reciproco).

Segundo caso.— Si €l punto A estuviera fuera de la
BC, se haria centro en Ay se trazaria un arco que cor-
tase 4 la BC en dos puntos 1) y E; se haria tamhién centro
en estos puntos, con un radio mayor que la mitad de DE,
y se describirian con él dos arcos, los cuales tendrian que
cortarse en un punto tal como F, el cual unido con el
dado determinaria la perpendicular AF buscada.

155. Casos particulares.

I.° Si el punto dado estuviese en el extremo A de la
recta AB, que no pudiera prolongarse, seria inajdicable
el procedimiento que se acaba de exponer, y con tal
motivo, para resolver este problema, habria que traziav

FiG. 90.

Fig. 91

Fig. 92,
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mui circunlerciiciii, que pasando por el punto A, cortara &
la AB en otro cualquiera C; luego so trazaria el didme-
tro que corresponde & este Ultimo pinito y la recta que
une el otro extremo D del mencionado didmetro con el
A, serd la perpendicular pedida, en atencion & que el
angulo A, que se halla inscrito en media circunferencia,
tiene que ser recto (131, Corolario 2.%).

Fio. 93.  2.“ Gj el punto dado A se hallara fuera de la recta
BC, no siendo posible la prolongacién de ésta en un sen-
tido, entonces seria dificil practicar el procedimiento ante-
rior, y para resolver la cuestion, habria que hacer centro
en un punto D de la BCy se describiria con el radio AD
un arco, por la parte inferior de la AB : haciendo también
centro en otro punto E de la misma recta, se trazaria, con
un radio igual & AE, otro arco que cortase al anterior-
mente trazado, y el punto F, interseccion de ambos arcos,
determinaria un segundo punto de la perpendicular pedi-
da. Es evidente que ésta sera la AF, supuesto que la
recta BC tiene los puntos D y E equidistantes de los A
y .F, y se sabe (22, Corolario) que si la recta BC es per-
pendicular & la AF, ésta & su vez lo serd & la BC.

Eota. Conviene en la practica que los puntos Dy E
se hallen lo mas separados el uno del otro que permitan
las dimensiones del dibujo, & fin de que las interseccio-
nes de los arcos que se cortan en Ay en B determinen
estos puntos con la menor vaguedad posible.

156. Dividir una recta en dos partes iguales por

Fig. 94. una perpendicular.

Desde los extremos A y B de la recta dada y con un
ladio mayor que la mitad de la AB, se describiran cuatro
arcos, que se cortardn dos & dos en los puntos Cy D, y
la recta CD que los uno sera la perpendicular pedida
(59, Corolario 2®).
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Obsérvese que si ivlioru se dividiera cada mitad de la
recta propuesta cu dos partes iguales, cada uiia do éstas
eu otras dos y asi sucesivamente, so podria dividir la
recta propuesta eu un ndmero cualquiera de paites igua-
les, siempre que éste fuora una potencia entera de 2.

157. Pov un jiunto C, dado fuera de una tecla AS,
irusar a ésta la paralela.

Haciendo centro en un punto cualquiera D de la AB,
se describiria con un radio igual & CD una semicircunfe-
rencia; sefialando en ésta, & [)artir del punto F, un arco
igual & CH, quedara do este modo determinado el punto
G, el cual unido con C, por medio do una recta se tendra
la paralela CG & la AB. En efecto, estas dos rectas que,
sin cortarse dentro de una circunferencia, comprenden
arcos iguales, seran paralelas (123, Observacian).

Apoyéandose en los teoremas de los nimeros (26-27, Recipro-
cos), seria facil deducir otros procedimientos, para resolvei este
mismo problema.

158. Angutos—So0r unpunto A, que sea conocido, tra-
zar tina recta, que forme con la BC un anyulo igual a olio
dado E.

Fig. ns.

Fig. 96.

1. “ Sielpunto Aestd en la recta BC, se trazara con

un radio cualquiera un arco correspondiente al angulo
DEF que se conoce, y haciendo centro en el punto A,y
con el mismo radio, so describe un arco indefinido JE.
La abertura de compas igual & la cuerda HG, aplicada &
partir del punto J, determina el punto K que unido con
el A, por medio de una recta, dara por resultado el an-
gulo JAL pedido. En efecto, los angulos DEF y JAK
poseen arcos correspondientes iguales, trazados con el
mismo radio y por lo tanto seran iguales (125, Reciproco).

2. 7 En el caso de que el punto A estuviera fuera de la

recta BC, se formara en un punto cualquiera G de ésta,
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un angulo LGC igual al propuesto DEF y trazando por A

laparalela & larecta GL, se habra formado el angulo AKC,

en el que concurren las condiciones deseadas. En efecto,

el dangulo LGG es igual al propuesto DEG por construc-

cién y al AKC por correspondiente entre rectas paralelas,

luego estos dos Ultimos angulos seran iguales entre si.
Fio. 98.  159. Trazar la hisectriz de un angulo.

1. *“ Sea BAO el angulo cuyo vértice A se conoce. Tréa-
cese el arco correspondiente DE, y desde sus extremos
se describiran, con un radio mayor que la mitad de la
cuerda DE, dos arcos que se cortardn en un punto tal
como F; y la recta que une este punto con el vértice A
del angulo, sera la bisectriz pedida, en atencion & que,
arco que subtiende en dos partes iguales (121); por lo
tanto esta construccion pone también de manifiesto la
manera de dividir un arco en dos partes iguales.

2. ®Si el angulo cuyo vértice no se eonoce, e

Fig. 99. formado por las dos rectas AB y CD, se trazard una
recta cualquiera EF y se determinaran las bisectrices de
los cuatro angulos interiores, que esta recta forma con los
dos lados AB y CD, las cuales sefialaran al cortarse los
puntos Gy Ii que unidos por medio de la recta GH fijan
la bisectriz pedida. En efecto, por estar el jjunto G en las
bisectrices EG y FG, equidistara de los lados AB y CD,
y por lo tanto, serd un punto de la bisectriz que se busca;
por eonsideraciones analogas se tendra que el punto H
pertenecera 4 esa misma recta; luego la GH seréa la bisec-
triz del angulo formado por las AB y CD.

160. Dados dos puntos A y D, fuera de una recta CD,
y situados & un mismo lado de ésta, determinar en ella un

Fig. ico. pX'tilo tal, que las rectas trazadas desde él alos dospuntos
dados, formen angulos iguales con la CD.
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Se to Za la pcrpculicalav AB a

la Cl), la c» | clebeni
prolongarse, 1“ P»™ ™ Bp-',
niiicnclo gl pviuto 15 con d r i | «/-vvfn
s L & qi.e el ponto G. en ,ne esta nltnna rooba a
6 la CD serd el ponto pedido. En electo, los Ulan

™ Jos reetdngnlos AEG y EFG son ignales, por tenor el

°:1 EG coninn & ambos, AE

= EF P -
iGual el 4angulo oomprendido entre ambos lados, ir ,,
i ® i EGF; pero I'm EGF = BGO

por opuestos por
el vértice, se verificard que
Obsérvese que el

camino mas corto P>
punto A al B,

v b a .
llegando & la recta LD, es el ACJ5 U
electo, sea AHB

otro camino, se tendrda BH +
L]

» pw4 _FH > BG+ GF; pero como AG—iry
"Ar=Fnhi a ultima desigimwWad podréa escribime como

la * tl P«
'ta ™ nf:i*-0 na, do el lado c¢c es adyacente & los
1 1 rifta A V R se deberd tomar, sobre una recta
indefinida una parte A'B' igual al lado conocido ci en
fino de 10; extreL s A' de éste se eonsUnye nn angtttod
IPA'D igual al dado A, Y 7 ;i rm oal
angulo A'B'E igual al B, Y el triangulo A B C
on peitas condiciones sera el pedido 141).
L'ufioo caso.-Cuando el lado o sea » CP ™ AA s Py

uno de los angulos que se conocen, se

tomma so
a recta indelnida. u

na poreién A'B' igua al la o

V se formarad el 4ngulo B'A'D igual al dado A, en un

%unto cualquft F fiR |3 AR se construira un;gagulg

EF igual al C, y trazando por el punto B la paralela

justifica eii Fisica las Lei/es de la iefle
xion.

. 101.
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B'C' & la EF, resultara el tridngulo A'IFC' que se Inis-
caha (42).

Nota—En cualquiera de estos dos casos el problema
seria imjDosible, si la suma de los dos angulos dados fuera
igual 6 maj'or que dos rectos.

Construir un tridngulo cuando se conozcan dos
lados y un ungido.

| EIMRciso. Cuando el angulo dado sea el compren-
dido en los dos lados cjuc se conocen, se comenzara por
construir un angulo A" igual al dado A; sobre uno do los
lados de este angulo, deberd tomarse una parte A'B'
igual & c, y sobre el otro una porcion A'C' igual a
uniendo por medio de la recta B'C' los puntos B'y C
resultard el tridngulo pedido A'B'C' (43).

Segundo caso.— Cuando el &ngulo dado A no sea el
comprendido entre los dos lados gque se conocen, se cons-
truird un angulo A' igual al A; sobre uno de sus lados
tomese una parte A C igual al hy haciendo centro en el
punto C, con un radio igual al lado d, describase un arco:
uniendo los puntos B' y B' en que dicho arco corta a la
recta A'B', resultaran los dos tridngulos A'B'C'y AB"C,
gue satisfacen las condiciones del enunciado.

I ara cjue este problema sea posible, se requiere que el
arco descrito con el radio a corte & la recta A'D". Si el
lado opuesto a fuera menor que la perpendicular CD,
entonces el antedicho arco no podria cortar & la AD', y
poi lo tanto, no habia solucion posible. En el supuesto
de c[ue a fuera igual & la citada perpendicular, entonces
la recta A'D' seria tangente al arco en el punto D, y en
su consecuencia, el tridngulo rectangulo A'C'D consti-
tuiifa la Gnica solucién del problema. Si a fuera mayor
que C'D, pero menor que & el precitado arco cortaria &
la A'D' en dos puntos B'y B", situados el uno & la dere-
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diay el oti-0 & la [7Xiuierda del punto D y G igual dis-
tancia de este punto; lo que manifiesta que en tal caso
habria dos soluciones, las cuales serian los tridngulos
ABC y AB"C'. Cuando a = h entonces el arco descrito
cortaria también en dos puntos & la A'D', pero no habria
sino una solucién, por cuanto que uno de estos puntos
seria el A'; lo cual dice que solamente se tendria el trian-
gulo isdésceles A'B'C'.

Finalmente, eii el supuesto de que a> el arco des-
crito cortaria también en dos puntos a la AD, peio e
uno de éstos estaria & la izquierda del A', de modo que
aun cuando resultarian dos triangulos, el que se encon-
trase situado & la izquierda de la recta A'C', uo cumpliria
con las condiciones del enunciado: luego en tal caso no
hay mas que una solucion.

La discusion que se acaba de exponer, ha versado sobre
los datos del problema, y como el angulo A es agudo, debe
aplicarse & este caso todo lo dicho autoriormente. bi el
angulo propuesto A fuera obtuso, la discusion que ante-
cede manifiesta, que el arco descrito con el radio « no
cortaria al A'D' & la derecha del A', que es cuando Uni-
camente puede haber solucién, & menos que sea a > A
Obsérvese que la construccion de un tridngulo rectangulo,
conocida la hipotenusa y un cateto, es un caso particu-
lar de este problema, el cual ser& posible y determinado,
siempre que el angulo recto se oponga al lado maj oi.

163.  Construir un tridngulo conocidos que sean sus hes
lados. ,

Sean a, hy clos tres lados ; tdmese sobre una recta
indefinida la longitud AC= h, y haciendo centro en sus
extremos con los radios AB = ¢ y BC —«, tracense los
respectivos arcos y Unase la interseccion B que resulta
con los puntos Ay C.

f,,,. iob.
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Obsérvese que no seria posible resolver este problema,
si uno cualquiera de los tres lados que so conocen fuese
mayor que la suma de los otros dos.

">ofa dada que se considera como Jado
homologo de otro, coi respondiente & un tridngulo conocido,
construir otro tridngido que le rea semejante.

Sea ABC el tridngulo que se conoce y ac el lado homo-
logo al AC, sobre el cual se quiere construir el tridngulo
semejante al propuesto. Se comenzard por formar un
angulo a igual al A, y en c otro idéntico al C, con cujm
motivo aparecerd el tridngulo abe, que sera semejante al
dado, por tener ambos los tres angulos respectivamente
iguales.

Construir un paralelogramo, conoci-
dos dos lados y el angulo comprendido.

Construyase un angulo A! igual al dado A, tdmense
sobre sus lados dos partes A'B'y A'C', respectivamente
Iguales & hy c, y trazando por los puntos B' y C' dos
rectas B'D' y C'D' respectivamente paralelas & AC'y &
A'B', resultard el paralelogramo A'B'D'C' pedido.

Segun esto, para la construcciéon de un rombo, sélo se
necesitara un lado y un angulo; para la de un rectangulo
la base y la altura, y para la de un cuadrado la longitud
del lado.

166-  Construir un pollejono igual & otro dado.

Lo natuial seria descomponer el poligono propuesto
en triangulos, construir otros iguales & éstosy dispues-
tos en el mismo orden : es evidente que asi se tendria
otro poligono igual al propuesto (64). Mas como por
pequefio que fuera el error cometido, al formar uno cual-
quiera de los angulos, esto tendria que influir de un
modo sensible en la direccion de los lados, se prefiere
trazar por los vértices A, B, C, 1) ....del poligono pro-
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puesto, rootiis jiaralelnfi entre si en una direccién arbitra.
riii, por ejemplo: AA', BF., CC, DD, ....; tomese sobre

éstas, & partir de los vertices A, B, C, D....... distancias
iguales entre si, tales como AA', BIV, CC, DI)' ..... y los
puntos A, B', C', D, ..... seran tos vértices del poligono

pedido, supuesto que ambos j)oligonos tienen sus lados
y angulos iguales y dispuestos del mismo modo.

167. Sobre una recia consiclerada como Indo homdlofio
(le otro, que pertenezca & un polujono dado. conMruir un
poUiiono (jue le sen semejante.

Se descompondra el poligono propuesto en tridngulos,
Vempezando por el que contenga el lado cuyo homologo
as conocido, se construirdn triangulos respectivamente
semejantes & aqueéllos y (jue se bailen ijispuestos del
mismo modo: el poligono obtenido en estas condiciones
sera semejante al propuesto (95).

168. Linu/s [ROPGIGONALES — Dividir una recta
dada Al> en partes proporciomd.ca & otras varias, cui/as
magnitudes son m, n // p.

I’or uno de los extremos de la AB tracese la recta in-
definida AC, (pie l'orme con ella un fiingnlo arbitrario,
tomese sobre la AC, & partir del punto A, las porciones
Al), DE y EF rosjiectivamente iguales a m, ny p, Gnase
por medio de una recta BE, el ultimo punto 1 de division
con el extremo B de la propuestay, trazando por los
Ey D paralelas & la BF, resultard dividida la recta AB
en partes proporcionales & las m, n'y (75).

El &ngulo A, aun cuando arbitrario, conviene ([ue no
sea ni muy agudo ni excesivamente obtuso, con el lin de
evitar vaguedad en los puntos de division, que bay nece-
sidad de determinar en la recta jiropuesta.

169. Dividir en partes iguedes una recta dada AB.

La resolucion de este problema es una consecuencia

Pro. I0S.

PIG. IOf.
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(le lii (jue se acaba de exponer, pues si en la recta incle-
jiinida AC se toman, & partir del vértice A, con una mag-
nitud arbitraria, tantas porciones iguales como sea
nimero de aquellas en (Jue se trata de dividir la AB,
y so continda la construccion anterior, daria por resul-
tado, segun puede verse en la figura, que esta recta que-
daria dividida en el nimero de partes iguales que s
deseaba (72).

170. Hallar nna recta que sea cuarta jn‘oporcional U
tres rectas dadas.

Si se quisiera determinar graficamente el cuarto tér-
mino de la proporcion ni :ny,p: X, formariase un angulo
cualquiera BAC, y sobre uno de sus lados AC se tomaria,
a partir del vértice A, una magnitud Al) igual & la recta %
en el mismo y & partir del mencionado Vvértice, se llevaria
la porcibn AE = »; y en el otro lado se sefialaria una
magnitud AF=jj; uniendo el punto I) con el F por
medio de las rectas DF, y trazando por E la paralela &
ésta, resultard que la AG sera la cuarta proporcional
pedida, en atencién & que necesariamente tendria que
verificarse (76) que Al): AE ;; AF : AG.

171. Hallar una tercera progwrcianal U dos rectas
dadas.

Este problema es el mismo anterior, en el caso Jiar-
ticular de que fuera n m=p.

172. Hallar una media proporcional & dos rectas dadas.

Sol)re una recta indefinida, se tomard una magnitud
MB igual & la mayor ni de las rectas conocidas, y con-
siderandola como didmetro, se describe sobre ella una
semicircunferencia; sefialando en esta recta AB una parte
AC = )? y trazando una perpendiculai’ en el punto C
4 la AB, no habria mas que unir el punto de intersec-
(4L, determinado, con el A, y daria por resultado la
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AD, gvie os la inedia proporcional gne se deseaba encon-
trar. (ISQ-".0)

>i0TA—Iara resolver id problema anterior existen di-
versos procedimientos, pero tanto en ésta como en todas
aquellas cuestiones que se encuentran en el mismo caso,
que son la maj’oria, se da arpii la prei‘erencia al trazado
que supone construcciones mas sencillas y practicas.

173. Xreau.—Transformar un polifiono en Iridvfialo
(mquivalenie.

lis indudable que si se pudiera transformar un poligono
en otro equivalente, que tuviese un lado menos, el pro-
blema estaria resuelto; pues bastaria ir transformando los
poligonos resultantes en otros, de un lado menos, hasta
llegar & un tridngulo : de modo que, segln esto, el pro-
blema queda reducido en realid.ad & translormai' un poli-
gono en otro equivalente, (pie tenga un lado menos.

IA-4cese en el poligono propuesto ABC-DEF una diago-
nal BI), que corresponda & dos lados consecutivos, y por
d vértice C opuesto & ella, se tira la recta C(f, que le sea
paralela; jirolonguese el lado DE, basta c[ue corte a la
citada paralela, y Unase el punto 11 asi determinado con
d B, y se tendra el paoligono ABHEF, que sera el pedido.
En efecto, los dos tridngulos BCD y BDtl poseen la
misma base BD ¢ igual idtura, sigHiesto que sus vértices
Cy H se bailan en una paralela a la base comin de am-
hos, luego son equivalentes: J)or lo tanto si al pentagono
ABDEF se afiade el triangulo BCD, resulta el exagono
liropuesto, mientras que al agregarle el BDH se obten-
dria el pentdgono ABHEF; en cuya atencion este ])oli-
gono v el mop)uesto tendran (pie ser equivalentes,

174. Transformar un paralelopramo en cuadrado.

Siendo a y *las magnitudes respectivas que corres-
ponden & la base y altura del paralelogramo, (lue so

Fig. 112.
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considera, se hallaria la media proporcional entre ambas,
y ésta seria la longitud del lado del cuadrado que se busca!
Ln efecto, representando esta longitud con X, se tendra,
segun )I? dicbo (102), la igualdad = a X ~ de donde
a

X h m
Segln esto, habiendo visto (Capitulo |l, Seccion 8y)
que las areas estan dadas por el producto de dos factores
lineales, se desprenden las siguientes consecuencias:
1.~ Que para transformar un tridngulo en cuadra
equivalente, se hallaria el valor de éste, sin mas que

determinar la media proporcional entre la base y la mi-
tad de la altura de aquél.

2. “ Que si se quisiera hallar el lado del cuadra
equivalente & un trapecio, no habria mas que buscar la
media proporcional entre las semisuma de las bases y su
altura (105).

d.”™ Cuando se desee transformar un poligono regular
en cuadrado, se hallaria el lado de éste, determinando la

media proporcional entre la apotema y la mitad del peri-
metro de aquél.

4. Imi el caso de f(ne se pretenda transformar un
])oligono cualquiera en cuadrado, se construira el trian-
,gulo equivalente a aquél y luego éste se deberil convertii'
en cuadrado.

.
Circunferencia y Circulo.
175. Circunferencia—ITarer pasar una circunferm-

Fia. 110. cia por tres punios fiados.
rnan.se los tres jnmtos propuestos A, Ry C poi' me
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dio de las rectas AB y BC, y por los ])imtos medios
de estas rectas tracense las respectivas perpendiculares
DGy EF, y donde se corten éstas, se tendra el centro O
de la circunferencia pedida (122).

Este mismo procedimiento se seguird también cuando
se quiera circunscribir una circunferencia & un triangulo
dado.

De igual modo pudiera hallarse el centro de una cir-
cunferencia ¢ de un arco, pues entonces no habria mas
(jue sefialar tres puntos en la curva dada, y trazar las
perpendiculares en los puntos medios de las cuerdas que
los unen.

176. Rectifica)- una circimfo'cnciu, 6 sea halla)- tma
recta cuija loKjitud sea p>Oxb)ia)ne)ite la de una ch'ciliifc-
renda dada.

Se principiard por trazar una secante indelinida AB,
que pase por el centro de la circunferencia propuesta, y
a partir de uno de los extremos del correspondiente dia-
metro Cl), se tirara la recta CE indefinida, sobre la cual
se llevara 22 veces una magnitud arbitraria; luego debera
unirse el punto 1' que corresponde & la 7. division, con
el centro O, y por el punto G, de la division 22, se traza
la paralela GH & la FO, y Ja recta Cil que resulta, ten-
dra proximamente la longitud de la semicircunferencia,
en atencién & que CH G 2.4 y por lo tanto

CH= wCO= -

177. Tangentes & ea oikcuneerhncia—Ror lui punto
dado en el plano de una circunfere)icia, tramr una tamjente
& dicha curva.

1" Si el punto dado se halla en la circunferencia, no
hay méas que trazar el radio que corresjionde & dicho

Fio. 111.
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iniiitn y por esto una pe]i)oudiculur al radio, la cual sera
la faiigente pedida (115).

2.“ si el punto dado A uo se hallare eu la circuufe-
lencia i)ropuesta, se unird su centro 0 con A por medio
de la recta AO, y sol.re esta linea, Considerada como dié-
metro, se describe una eircimierencia; uniendo el preci-
tado punto A con los B y O, en que se cortan las dos
cn-cunterencias, se obtendran las dos rectas AB y AC,
que seran las tangentes & la circunferencia propuesta en
atencion 4 que los &ngulos ABO y ACO son rectos,
(131. ACROLAKIO 2.)

Observacion. Repitiendo la construccion anterior, en
el supuesto de que el punto dado estuviera dentro de la

circunferencia, se veria que el problema propuesto era
imposible.

lrazar una tanyente que .sea comun a dor circunferencias.

acicnrio centro en el mismo centro ele la circunferencia ma-
~or, con un radio AO ig-ual & la diferencia de los radios de la.
dos circunterencias propuestas, se describira otra auxiliar i
desde el centro O de la menor se trazara la tangente AO' 4 la
auxiliar citada : tirense los dos radios COy EQO' perpendiculares
- esta tangente, los cuales eu su interseccion con las respectivas
Lucunierencias determinaran los puntos Oy E de la tangente
pedida. En efecto, siendo AC igual y paralela respecto de la EO'
PF = .y por lo tanto, la
wmeta EE. ,|ue jiasa |)or los extremos de los radios CO v EO' v es

Pi»g«’>te-pe

Analoga,liente sv deduciria, que la DE es otra tangente comun
a las circunferencias dadas.

Si en vez de considerar un radio igual & la difere.ncia de. los
ladios de ambas circunferencias, so tomase otro que fuera in-,,al
a su suma es lacil darse cuenta, por una construccion muv
semejante a la anterior y que .« pone de manifiesto en la figura,
de que se tendrian ademas las tangentes GI v JH.

KL problema, en el caso general que se'acaba de exponer.
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admite cuatro solucione.’;, 6 sean dos tangentes exteriores CE y
DF, V otras dos interiores que son las Gl y JH.
Repitiendo las construcciones del caso general, se hace patente:

1. ° Que cuando las circunferencias son tangentes exteriornien-

tc, se obtienen dos tangentes exteriores y una interior.

2. ° Que en el supuesto de <iue las dos circunferencias sean

secantes, resultan Unicamente dos tangentes exteriores.

0" Que si las circunferencias son tangentes interiormente, se
tiene como Unica solucidon una tangente exterior.

m.° Que siempre que una de las dos circunterencias sea inte-
rior & la otra, el problema sera imposible.

Describir sobre una recta que se conoce, un arco capaz de un
angulo dado, 6 lo que es lo mismo, un arco tal, que todos los
angulos inscriptos en él g cuyos lados pasen por los extremos de
la cuerda, sean iguales & un angulo conocido.

En uno de los extremos A de la recta dada AB, férmase un
angulo igual al propuesto H; tracese por el punto A una perpen-
dicular AD & la AC, y por el punto medio D de la AB la perpen-
dicular EF & la AB: describiendo una circunferencia, haciendo
centro en el i)unto O en que se cortan estas perpendiculares,
con un radio igual & AO, resultard (jue el arco AGB seia el
pedido, en atencion a que todos los angulos inscriptos en dicho
arco son iguales al BAC, y por lo tanto, al angulo dado H.

178 Divisién de d.w ciiicunferencia en partes ihua-
LES— [nscriliir un cuadrado en una circunferencia dada.

Tréacense dos diametros ABy CD, (jue . corlen per-
pendicularmente, los cuales dividirdn & la circunleiencia
jjropuesta en cuatro arcos AB, BC, GD y AD (127), y poi
lo tanto seran también iguales las cuerdas, que unen los
extremos de cada uno de aquéllos.

Nota—Dividiendo en dos partes iguales cada uno de
los arcos subtendidos por los lados del cuadrado inscripto
(136, cororario), S0 tendria el octdgono regular, asi como
continuando este procedimiento, podria inscribiise todo
poligono regular, cuyo numero de lados fueia igual di
producto de 4 por vina potencia entera de 2

Fig. 117.

Fig. 118.
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; “** exagono regalar en una circanferen-
cia (Inda.

Se llevaria el radio seis veces sobre la circuniereucia
proi.uosta y se unirian cada dos puntos consecutivos por
medio de rectas, con cuyo motivo apareceria formado el
exagono regular pedido.

J/U efecto, siendo la cuerda Alf igual al radio, el trian-
gulo ABO seré equilatero, y por lo tanto. Mamando K al

angulo recto, el valor del AOB sera ’(})Rz 60°, luego el

arco ADB correspondiente valdra la sexta parte de la
circunferencia. Segun esto, el lado del exégono regular
inscripto en una circunferencia, es igual al radio.

180. Inscribir un triangulo equilétero en una circunfe-
rencia dada.

Llévese dos veces el radio sobre la circunferencia y
tracese la cuerda correspondiente 4 esto arco, la cual
deberd ser igual al lado del triangulo pedido, en atencion
& que es la cuerda del arco tie 12Uk

Segun esto, ya se podrd inscribir en una circunferencia
todo poligono regular, en que el numero de lados sea el
producto de 3 por una potencia entera de 2.

181.  Inscribir un polujono regular, de cualquier nimero
de lados, en una circunfcrrenciu conocida.

Si bien es cierto <pie existen procedimientos gra-
ficos [lai™ que, sin salirse de la parto elemental delas
Matematicas, se construyan poligonos regulares de 10
y de lo lados, y la Geometria superior proporciona la
manera de trazar directamente los de 13 y 17 lados'
es preferible en la practica, fuera de los casos que se
acaban de resolver (177-178-179), (pio la division de la

circunlorencia en partes iguales se efectie por medio do
tanteos.
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Sin ciubarg’o, con el liii de disininuii* cstosj hcsuele utilizar el
proeediinieuto de Kinaldi, el cual consiste eu trazar uu didmetro
AB, que se divide en tantas Juirtes iguales como mimero de lados
haya de tener el poligono pedido; sobre este diametro se cons-
truird un triangulo ciquilatero, se uno luego el vértice C, que
se acaba de determinar, con el punto D, eoritspondiente a la
segunda division sefialada en el mencionado didmetro: prolon-
gando la CD basta que encuentre a la circunferencia, se tendra
la recta AE, que serd el lado del poligono que se buscaba. En la
figura se trata de determinar el lado del eptag'éno regular.

182. Cuadratura del olrcudo.— Para determinar
graticamente el lado del cuadrado, ciij'a cérea equivalga &
la del circulo que se proponga, habria que hallar una
inedia proporcional entre la semicircunl'erencia de aquel

y el radio, segiin manifiesta la igualdad I- = -*-CR, en

la (pie el primer miembro representa el area del cuadrado
(102, corolario), y €l segundo la del circulo dado (143).
Como que ninguno de los procedimientos conocidos para
rectificar la circunferencia, arroja resultados exactos, do
aqui que el cuadrado obtenido, aunque muy aproximado
al (pie se pide, no le sera en rigor equivalente.

Fio. 120.
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SECCION SECUNDA.

Problemas numeéricos.

183. Los probleinas iminéricos se dividen en (jmem-
les y particulares, segln sea que los datos se liallen repre-
sentados por letras 6 por las cifras que expresan sus res-
pectivos valores.

Obsérvese que todo teorema que exprese relaciones
entre dos 6 mas magnitudes, puede dar origen & varios
l)roblemas generales numéricos. Asi, por ejemplo, el teo-
rema del nimero 102 pudiera dar lugar & varios proble-
mas: Hallar el area de un paralelogramo, conociendo su
hase y altura: y también podria resolveise el siguiente:
Conociendo el area de un paralelogramo y su base, determi-
nar la altura, 6 dicho esto en otros términos: Conocidas
el area y la altura de un paralelogramo, hallar su base.
Anélogas modificaciones pueden haceise en los enun-
ciados de los teoremas 103, 104, 105, 106, etc.

184. Reciprocamente, todo problema general nu-
mérico se presta a ser enunciado en forma de teorema.
L.fenplo 1" Calcular el lado del cuadrado inscripto en una
circunferencia, conocido que sea él radio de ésta.

Siendo Al> el lado del cuadrado cuya magnitud se
trata de averiguar, recitara c”e, en el triangulo rectan
guio AOB, se tendra AB» = AO" -j- BON

Llamando x al lado AB del cuadrado, y R al radio do
la circunferencia circunscrita, la igualdad anterior estaria
expresada por = R2-fR2 2R2de donde x= rV2
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Cuyo rosiiUado luioe puteiite el toorciiui que dice: En
todo cuadrado inscripto en una circunferencia, se verifica
(pie el calor de su lado esipual al radio multiplicado por \j2.

IjBVPLO 2."—Auveriguar cudl es el calor del lado del
tridngulo equilatero inscripto en una circunferencia, cuyo
radio sea conocido.

tiea AB el lado del tridngulo equilatero, cuyo valor se
(Juiei® deducir: si se traza desde uiio de sus extremos B
el diametro BC y desde el otro la cuerda AC, se tendra
eu el triangulo rectangulo ABC, que AB"= BC- — AC-,
pero el arco AC = BAC ~ AB= 18— 120" = tiO',
luego AC= U y por lo tanto, representando a AB con la
letra x, se tendra que x’= 4RN— = 3R2, de donde
r= RV3, lo cual demuestra que el lado del tridngulo
equilatero inseripto en una circunferencia equivale al 2»'o-
ducto del radio de ésta par Vo'

observacion.— NO siempre es iacil darse cuenta en
las construcciones graticas, de si dos longitudes son 6
no inconmen.surables, en vista de las ing)erreeciones cpie
son inherentes & los instrumentos matematicos con (pie
se ejecutan, mas cuando la relacion que liga & aquellas
longitudes ha sido deducida por medio del célculo, hay
ocasiones en (Jue queda rigurosamente demostrada su
inconmensurabilidad: tal sucede en los dos Gltimos pro-
blemas, en los cuales se hace patente, que tanto el lado
del cuadrado, como el del triangulo equilatero inscriptos
en una circunferencia, son magnitudes inconmensurables
con el radio de ésta.

Fig. 121.

185. Los problemas particulares numéricos se re-

suelven, despejando la incognita en la ecuacion del pro-
blema gcnerid, que comprende al propuesto; en la for-
mula que con tal motivo resulta, se sustituye en vez de
cada una de las letras cpie aparecen en ella, su valor
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conocido por el enunciado de la cuestion, luego se efec-
than las operaciones numéricas que en la misma estan
indicadas y se tendrd, como consecuencia de los resulta-
dos obtenidos, el valor de la incognita del problema,

Ejeiii'lo 1®—Hallar la longitud de un arco de 41\ en
una circunferencia que tiene 39 metros de radio.

Sustituyendo en la formula | = T;\U conocida (141) los
valores de Il y w se tendréa

3141GX X 1
180

Ejemplo 2."—Averiguar el radio de tin sector circular,
que tenga ])or area 81(j metros cuadrados y por arco co-
rrespondiente 47,

Se dedujo (146) la férmula S= donde

despejando R y sustituyendo los valores que poseen S,

1- = 27,91 metros.

Tyn, resulta R= y 31410x 47 ~ metros.

Ejemplo 3®-Deducir el valor del radio de un circulo
equivalente U un cuadrado, que tenga 29 metros cuadrados
de extension.

Debiendo ser equivalentes las dos areas & (jue se hace
referencia, se tendrd la igualdad I-= 4uR- ... (1), en la
que I representa el lado del cuadrado que se conoce y R
el radio desconocido del circulo equivalente. Despejando
R en aquella y sustituyendo en vez de t y de /sus valores

particulares, resultara que Ii' :3,04 metros.

V 3,1410'

Obsérvese que este problema es el inverso del (pie se
resuelve en la cuadratura del circulo, y la igualdad (1)
gue se emplea en uno y otro caso, manifiesta que aun
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cuando los resultados que se obtienen por medio del
célculo, no sean rigurosamente exactos, siempre se pue-
den aproximar 4 los verdaderos, tanto como se desee, en
vista de que se conoce el valor de ~ (') hasta con I5n ci-
fras decimales.

Dado el valor numérico 1de un lado de un poligono cualquiera,

y la relacion m en que tm area se encuentra con la de otro que.
L]

le sea semejante, averiguar el valor del lado de este, homologo

conl .
Licamaudo Py X 0 las areas co ambos polig-ouos semeiantes,

se verificara, segun la hipétesis, que ahora se. desig-

na por x el valor numérico del lado cpie so diiseonoce, se tendra

N = ;1, De la cnmt)aracion de ambas igualdades, se obtiene

T por lo tanto, x = IV‘Q N

(*) En la préctica, s6lo en muy contados casos, se hace uso de
un valor de -r, que tenga mas de quince cifras decimales.

-r= 3,14159 26335 89793 ..... . . .

Para efectuar calculos en cpie interviene, este numero, cmivie-

ne gue ademas se conozcan los siguientes : V~ = 1,772453b
log = 0,49714 98726 94134....., -~=0,31830 98861 83791
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SEGUNDA PARTE.

GEOMETRIA DEL ESPACIO O DE TRES DIMENSIONES.

LIBRO 1.

RECTAS Y PLANOS.

SECCION PBIIIEBA.

COMBINACIONES DE RECTAS Y PLANOS.

CAPITULO 1.
Nociones preliminares.

186. Esta parte de la Geometria se ocupa del conoci-
miento de las figuras, que se derivan de las combinacio-
nes formadas por las rectas y los planos, asi como de las
superficies engendradas por la linea recta y la ciiuiii'e-
rencia, y finalmente, de aquellos cuerpos que estan limi-
tados por las antedichas superficies.

Se vi6 en la primera parte de este Tratado, que la
representacion de las figuras planas no ofrecia dificultad
alguna, supuesto que todos los elementos geométricos en
ellas considerados, se encontraban en un mismo plano;
pero cuando esto no sucede, hay necesidad de que, en
armonia con lo que se practica en el dibujo natural, las
lineas, superficiesy cuerpos, se procure hacerlas aparecer
en el plano del dibujo, tal cual los presenta la naturaleza
ante el observador, y por lo tanto el trazado hecho no
permite que se puedan apreciar la verdadera magnitud,
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ni la forma exacta de las diversas partes de los objetos
representados.

Asi puede ser tal la inclinacion de una recta respecto
del plano del dibujo, que la magnitud de ésta aparezca
tan pequefia, como se desee; por igual motivo un angulo
recto puede presentarse & los ojos del observador como
si fuera agudo, y éste & su vez puede achicarse cuanto se
quiera.

187. Los cuerpos y las superficies se suponen, en esta
parte de las Matematicas, como transparentes y penetra-
bles ; los primeros se representan por las intersecciones
de las diferentes superficies planas 6 curvas que los limi-
tan, y también por su contorno aparente 0 silueta, cuando
el cuerpo posee una superficie de forma continua. Con
el fin de poner de manifiesto la posicion relativa de las
lineas que determinan la figura, y dar cabal idea de la
forma de ésta, se ha convenido en representar con trazos
seguidos las lineas que estdn & la vista del observador,
y por medio de una sucesion de puntos equidistantes, las
que se suponen ocultas.

De aqui se infiere, que toda linea que forme parte del
contorno aparente de un cuerpo 6 conjunto de éstos, serd
siempre vista, y por lo tanto su representacién propia es-
tard formada por un trazo seguido y cerrado.

CAPITULO L.
Determinaciéon del plano.
188. El plano en general se considera indefinido,

pero cuando se trata de representarlo, hay que suponerle
limitado, & fin de que pueda formarse idea de su posicion.
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con respecto de las lineas, siiperiicies y cuerpos que com-
ponen la figura riue se considera. El paralelogramo es la
forma ordinaria adoptada para representar los bordes del
plano, y, cuando esto sucede, se suele designar por medio
de las letras que corresponden & dos vértices opuestos.

189. Una recta AB y un punto C, situado f uera de ella,

determinan un plano, lo cual es tanto como decir que por
mi punto y una recta no se puede hacer pasar sino un solo
plano.

En efecto, es evidente que por la recta AB siempre
podra hacerse pasar un plano (5); si éste no contuviese al
punto C, se haria que lo contuviera, sin mas que hacer
girar el plano alrededor de la mencionada recta, hasta
que en alguna de las infinitas posiciones que toma, con
motivo de este movimiento, toque al antedicho punto C,
lo cual hace ver que por la AB Yy el punto C pasa por lo
menos un plano.

Para demostrar ahora que este plano es Unico, supon-
gase que pasaran dos planos diferentes por la recta AB
y el punto C, y se tendria que en ambos planos estaria
situada la recta CD que une el punto C con otro cual-
quiera D de la AB; de modo, que si se toma el punto P
en uno de los dos planos, y desde él se traza la recta PF
que corte & las AB 'y CD, los dos puntos de interseccion
Ey F que con tal motivo resultan, tendran que pertenecer
alos dos planos, y por lo tanto (5) toda la recta PF tam-
bién estara contenida en ellos. Lo que acaba de probarse
con respecto del punto P, pudiera decirse de cualquier
otro que se considere en uno de los dos planos, de donde
se infiere que éstos tienen -todos sus puntos comunes y
en su consecuencia no forman sino un solo plano.

Este teorema sirve de fundamento para la demostra-
cion de las siguientes proposiciones:

Fio. 122.
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Dos rectas paralelas determinan un plano.

En efecto, se sabe (24) que dos rectas paralelas estan
siempre contenidas en un plano, y como no existe sino
un plano, que pueda contener 4 una de las dos paralelas
gue se consideran y un punto de la otra, ambos planos
coincidiran.

rectas AB y CD que se cortan, jijan la posicion
de un plano.

En efecto, el plano que contenga & la recta AB y & un
punto C de la CD, tendra que contener también & la C,
en consideracién a que ésta posee dos puntos Cy E en
aquel plano.

3" Tres puntos A, B y C, no situados en linea recta, de-
tes'minan un plano.

Uniendo los puntos A y B por medio de una recta, se
tendré que el plano determinado por la recta AB y el
punto C, contiene & los puntos que se consideran recipro-
camente.

Corolario.—La interseccion de dos planos es una recta.

De no ser una recta se podrian considerar en la inter-
seccion tres puntos, que no estuvieran en linea recta, y
como por ellos tendrian que pasar ambos planos, éstos
coincidirian.

La interseccién de una rectay unplano es unpunto (*).
Supuesto que una recta y un plano no pueden tener mas
gue un solo punto comun, en consideracion a que de
tener siquiera dos, toda la recta estaria situada en el
plano (5).

Un plano se puede suponer engendrado por una recta,
que se mueve gmsando constantemente por iin punto jijo A,
y ("poyandose en una recta BC de posicién invariable.

(*) El punto de interseccion de una recta con un plano recibe
el nombre aepie 6 traza de la recta.
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En efecto, la recta AB, en cada nna de sus diversas
posiciones AD, AE, AC,..... tiene dos puntos contenidos
en el plano que se halla determinado por la recta BC y
el punto A

Un plano se puede considerar engendrado por una recta
AB, dtce se mueve paralelamente a si misma, y que constan-
tetnente se apoya en una rectajija MN.

En efecto, la recta AB, con cada una de las diversas
posiciones CD, EF, GH,..... que toma en su movimiento,
determina una sucesion de planos, que coinciden con el
que pasa por la recta AB y la Mhl, supuesto que todos
ellos tienen la recta AB comiin, asi como también el punto
en donde la MN es coitada por cada una de las posiciones
de las CD, EF, GH,....

CAPITULO Il

Posiciones de dos rectas en el espacio.

190. Es evidente que & una recta situada en el espa-
cio se le puede trazar, por lo menos, una perpeudiculai,
una paralela y un nimero indefinido de oblicuas, en aten-
cion & que haciendo pasar un plano por aquella recta,
siempre se le podra trazar, segln lo dicho en la Geome-
tria plana, una perpendicular, una paralela y diversas
oblicuas.

191. Si ahora se considera un punto en la recta, es
evidente que no podra trazarse a ésta ninguna paralela
desde aquel punto, circunstancia que no ocurre i‘especto
de la perpendicular, pues podiendo pasar por la recta
infinitos planos, y siendo factible trazar en cada uno de
éstos la perpendicular & la recta, desde el punto que en

Fig. 125.
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ella se considera, tendrd que ser también infinito el nu-
mero de perpendiculares, que se podrén tirar & la recta
en un mismo punto. EIl nimero de oblicuas serd infinito,
pues en cada plano se pueden trazar tantas cuantas sé
quieran.

192. En el caso de que el punto se hallare situado
fuera de la recta, como por ésta y aquél no puede pasar
mas que un plano (189), Unicamente podra trazarse en
éste, xma sola paralela y una sola perpendicular & la
recta, pero un numero infinito de oblicuas.

193. Si poi el punto A, situado fuera de la recta BC,
se considera otra, que atraviese el plano determinado por
estos dos elementos geométricos, se ve la imposibilidad
de que exista plano alguno, que contenga & ambas rectas,
pues si tal sucediese, este Gltimo plano, por contener
también al punto A y & la recta BC, coincidiria con el
primero que, se supuso, no contenia & la DE.

Cuando, como aqui sucede, no pueda haber plano
alguno que contenga & dos rectas, se dice que éstas se
cruzan.

Como las rectas BC y DE no pueden encontrarse, ni
ser paralelas, siempre que haya necesidad de hacer pa-
tente el paralelismo de dos rectas en la Geometria del
espacio, ademas de demostrar que éstas no se encuen-
tran, aun cuando se las jprolongue indefinidamente, es
indispensable probar que se hallan contenidas en un
mismo plano.

194. De las consideraciones que acaban de exponerse
se deduce, que por unpunto exterior & una rectasélo puede
pasar en el espacio otra, que sea paralela & ella, supuesto
que toda paralela & la recta propuesta, tiene que hallarse
contenida en el plano que determinan la recta y el punto
gue se consideran.
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CAPITULO IV.

Posiciones de la recta con relacion al plano.

ARTICULO 1.7

Rectas paralelas.

195. Si <wrectas son paralelas, lodo plano que corle &
una de ellas, cortara también & la otra.

Sean las paralelas AB 'y CD, y MN el plano que
encuentra a esta Ultima recta en el punto C. El plano
ABDC determinado por las citadas paralelas, tiene de
comin con el MN el punto C, luego éste serd un punto
de la interseccién de ambos planos; pero como quiera
que la interseccion de éstos ha de ser una recta (189,
Corolario), €Statendra que pasar por C; mas como esta
recta de interseccion AC se halla situada en e! plano de
las paralelas AB 'y CD, cortando & la CD encontrara & la
AB (27, cororario 2.y en un punto tal como A, el cual
pertenecera también al plano MN; luego este plano corta
4la AB en el punto A

196. Dos rectas paralelas a otra en el espacio, son
paralelas entre si.

Sea la recta AB paralela 4 la MN y ésta & la CD: se
trata de probar que la AB y la CD son paralelas entre
si. Desde luego la AB y la CD se hallan en un plano,
pues de lo contrario, el plano determinado poi la ABy
un punto E de la CD, cortando 4 esta recta en dicho
punto, tendrd que cortar también 4 su paralela MN y

PIQ.
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esto es absurdo, poique las.rectas AB y MN estan, por
hipétesis, en un plano, luego también tendran que estarlo
las AB y CD. Aun cuando estas rectas estan en un plano,
no pueden encontrarse; pues si tal sucediera, resultaria
que desde el punto de intersecccién se tendrian dos para-
lelas & la MN, lo cual es imposible (194). Luego ABYy CD
serén paralelas.

197. Dos angulos que estando situados en pl
Tentes, tienen sus lados paralelos, son iguales ¢ suplemeu-

Fig. 129. turios.

En efecto, sean ABC y DEF dos angulos que tienen
sus lados respectivamente paralelos y dirigidos en el
mismo sentido. Si se toman partes iguales sobre los lados,
de modo que se tenga AB= DE y BC= EF, y se trazan
las rectas BE, AD, CF, ACy DF, siendo en el cuadrila-
tero ABED las rectas AB y ED iguales y paralelas, los
otros dos lados BE y AD seran también iguales y para-
lelos (55, Reciproco); por la misma razon en el cuadrila-
tero BCFE, serd la BE igual y paralela & la CF, y por lo
tanto, AD y CF también seran iguales y paralelas; luego
en el cuadrilatero ACFD se verificara, por idéntica consi-
deracion, que AC = DF, de donde se deduce, que los
triangulos ABC y DEF seran iguales (46), y en su con-
secuencia el angulo ABC= DEF.

Si los angulos que se consideran tuviesen sus lados
dirigidos en sentido contrario, también serian iguales; y
cuando tuvieran dos lados dirigidos en un mismo sen-
tido y los otros dos en sentido contrario, serian suple-
mentarios. Estas proposiciones se demuestran facilmente,
sin mas que prolongar los lados AB y BC de uno de los
angulos propuestos y proceder en los razonamientos 4 la
manera que se hizo en la Geometria plana (48).

198. Se entiende por &ngulo de dos rectas que se cru-
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gan, el formado en un punto cuahiuiera del espacio, trazando
por €l las respectivas paralelas & las dos rectas dadas. Eu
el caso particular de que el mencionado punto esté si-
tuado eu una de estas rectas, bastard trazar por él una
paralela & la otra recta.

De aqui se infiere, que cuando dos rectas sean perpen-
diculares entre si, toda paralela a una de ellas sera perpen-
dicular & la otra.

ARTICULO 2.°

Rectas paralelas & un plano.

199. Una recta se dice que es paralela & un plano,
cuando por mas que aquélla y éste se prolonguen, nunca se
encuentran.

El teorema que prueba la existencia de las rectas pa-
ralelas & un plano dice como sigue:

200. Toda recta AB, situada fuera de un plano MN,
que seaparalela & otra CD contenida”en él, sera paralela
al citado plano.

Eu efecto, si la recta AB no fuese paralela al plano
MN, lo encontraria, y por' cortar este plano a la AB
tendria que cortar también & su paralela CD (195), lo
cual es absurdo, dado que la CD, por hipotesis, se halla
contenida en el plano MN.

Corolario 1.°—Una recta situada en un plano y otra
parélela & éste, seran paralelas entre si, cuando ambas estén
en un mismo plano; supuesto que no pueden encontraise
y se hallan situadas en un mismo plano.

Corolario 2®—Si dos rectas AB y CD son paralelas,
todoplano M N que pase por una de ellas, tal como la CD,
0 le seaparalela, tendra que ser paralela & la otra Ah 6

FiG. 130.
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contenerla. Pues si el plano MN cortase & la AB, cortiiria
también & su paralela CD, lo cual es contrario & la hipo-
tesis; por lo tanto, el plano MN no podiendo cortar & la
AB, 0 la contendria ¢ seria paralela a ella.

Corolario S» Por un punto cualquiera del espacio,
puedeni pasar infinitos planos paralelos U una recta dada,
supuesto que por un punto situado fuera de una recta,
siempre puede trazarse otra, que le sea paralela, y con-
teniendo & ésta, es factible considerar un ndmero infi-
nito de planos.

Corolario 4.«— Una recta AB esparalela & unplano
MN, todo plano que pase por aquélla, cortara a éste segun
unaparalela a la AB; pues siendo CD la interseccion del
plano MN con el ABDC, resulta que en este plano se
hallan las dos rectas AB y CD, las cuales no pueden
encontrarse, y por lo tanto tendran que ser paralelas.

201. Si una recta AB es paralela & un plano 3IN,
otra cualquier recta CD, que se trace por tm punto C do
este plano, paralelamente & la AB, se hallara contenida en
él plano.

En efecto, la recta CD no puede ser paralela al plano
MN, por ser el punto C comin & ambos; tampoco CD
puede ser cortada por este plano, pues do ser asi resul-
taiia, que el MN tendria que encontrar & la AB (195);
luego la recta CD estaria situada en el plano.

Corolario |.°—Si dos planos paralelos a una misma
reda se cortan, la interseccion de ambos planos sera para-
lela & aquella recta.

Pues si por un punto de la interseccion do los dos
planos que se consideran, se traza una paralela & la pre-
citada recta, deberéd encontrarse situada en ambos planos,
y por lo tanto se confundira con su interseccion.

202, Las porciones AC y BD de paralelas compren-
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iMus entre xma recta AB y im plano 3IN, al cual espara-
lela, son iguales.

En el plano que contiene & la AB y & las ACy BD, se
tendria el cuadrilatero que seria un paralelogramo, y por
lo tanto, AC = BD.

ARTICULO 3.°
Perpendiculares a un plano.

203. Se dice que una recta es perpendicular U un
plano, 6 que un plano es perpendicular & una recta, cuando
ésta es perpendicular & las infinitas rectas, que se pueden
considerar situadas en el plano.

Si una recta atraviesa un plano, sin ser perpendicular
a él, se dice que es oblicua con respecto del plano.

La existencia de rectas y planos perpendiculares, se
pone de manifiesto con la demostracion del siguiente
teorema.

204. Por un jjunto situado fuera de un plano puede
tragarse una recta, que sea p&rpendicular & éste y no puede
trazarse mcis que una.

Sea A el punto exterior al plano MN. Las distancias
que median entre el punto Ay los diferentes puntos del
MN son, en general, desiguales; pues si se traza una
recta BC cualquiera en ese plano, y desde el A se dii'ige
una perpendicular AD vy diferentes oblicuas & ella, resul-
tara que las distancias AD, AE, AF, etc., etc., serdn des-
iguales (58).

De todas las distancias entre el punto A y los infini-
tos del plano, hay una menor que todas las demas, en
atencion & que de suponer hubiera varias distancias
AG, AH, ..... que siendo iguales, fueran menores que

fjq. 131,
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todas las demas, resulkria que al unir los pies Gy
H de aquellas distaneias, la perpendicular Al trazada
desde el punto A a la recta GH, seria menor que éstas;
lo cual prueba no existe sino una sola recta menor qué
las demas.

Sea esta recta la AJ: si desde su pie se traza una para-
lela LK & una recta cualquiera BC del plano, se tendra
que, por ser la AJ la menor distancia del punto A al
plano, serd4 también la menor entre A y la recta LK-
por consiguiente (38, Eecipeoco), serd perpendicular &
esta recta y por tanto (198) & su paralela BC. Siendo asi
que este razonamiento puede aplicarse igualmente &
cualquiera otra recta situada en el plano, queda probado
que siempre existe, por lo menos, una recta que sea per-
pendicular a todas las del plano y en su consecuencia
a éste.

Se hace patente que solo puede trazarse esta perpen-
dicular AJ, sin mas que considerar que cualquiera otra
recta AO, trazada desde A al plano MN, seria oblicua &
éste, en atenciéon a que en el tridngulo AOJ como el
angulo en J es recto, el AOJ tendria que ser agudo.

CoROLAKio.—ia recta menor que se puede trazar desde
unpunto & un plano, es laperpendicidar & éstey reciproca-
mente.

205. Se ha convenido en llamar distancia de un
punto a un plano, & la perpendicular trazada desde dicho
punto al plano.

206. Por un punto cualquiera 11 situado en un plano,
siempre puede trazarse una perpendicular & este plano y
solamente una.

En efecto, si se hace coincidir el plano MN de la figura
anterior con el PQ de la figura 132, de modo que el
punto J del primero coincida con el li del segundo, la
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recta AJ perpendicular al MN lo sera también al PQ, qie
se supone confundido con el MN.

Habiendo demostrado que la RS es perpendicular al
plano PQ, otra recta cualquiera, tal como la RT, que
pase por el punto R, no podra serlo, pues el plano que
determinan RS y ST tendra que cortar al PQ, segun una
recta XZ que pasara por el punto R, y siendo RS per-
pendicular & XZ, la RT sera oblicua & ella (19) y por lo
tanto al plano PQ.

Corolario—La posicion de una recta en el espacio
queda determinada por uno de sus puntos, y la condicion
de ser perpendicular & un plano.

207. Por un punto A dado en una recta AB, puede
pasar un plano M N perpendicular a la recta, y solo puede
pasar uno.

En efecto, si por el punto D del plano PQ, se levanta
la recta CD que le sea perpendicular, y se hace que coin-
cidan las dos rectas AB y CD de modo que se confundan
los puntos Ay D en uno solo, resultard que el plano PQ
perpendicular 4 la CD y que pasa por D, serd también
perpendicular & la AB, y tomaria una posicion tal como
MN. Si se supusiera otro cualquier plano RS, que pasando
por A fuese también perpendicular & la AB, resultaria
que al considerar por esta recta un plano cualquiera, éste
cortaria & los MN y RS respectivamente, segln las rectas
AE y AF; mas estando las tres rectas AE, AF y AB en
un mismo plano, y habiéndose supuesto que la AB era
perpendicular & los planos MN y RS, tendria que serlo
también &las rectas AE y AF, lo cual es absurdo (19).

Corolario 1.°—Todas las perpendicidares levantadas a
una recta CD en uno de sus puntos D estan en el plano, que
pasando por este punto, es perpendicular & la mencionada
recta.
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hiendo la recta CD perpendicular al plano PQ, si hu-
biera una recta DG que, & pesar de ser perpendicular &
la CD, no estuviese contenida en el plano PQ, se tendria
entonces, que el plano determinado por las rectas CD
y DG cortaria el PQ segun la HI, y resultaria, con tal
motivo, el absurdo de haber en un punto D de una recta
CD, y en un mismo plano, dos perpendiculares DG v
DI & ella.

Corolario 2°—Si una reda es perpetidicular & otras
dos, gm pasan por su pie en tin plano, sera también perpen-
dicular & esteplano.

Supuesto que el plano que contiene & las infinitas per-
pendiculares, que pasan por el pie de la recta propuesta,
y el plano determinado por las dos rectas que se cortan,’
son uno mismo, en atencién & que uno y otro tienen que
pasar por estas dos Ultimas rectas.

A esta proposicion pudiera darsele mayor alcance, en
virtud de lo que se tiene dicho (198), enunciandola en la
siguiente forma:

Si una recta es 'perpendicular & otras dos, que no sean
paralelas, sera perpendicular & toda recta situada en un
plano determinado por dos paralelas a las rectas dadas, tra-
zadas por un mismo punto.

208. Por un punto situado fuera de una recta, no se
puede levantar mas que un solo plano perpendicular
a ésta.

Sea la recta AB y C el punto. En el plano determi-
nado poi ambos elementos geométricos, se trazard la per-
pendicular CD & la AB; en otro cualquier plano que pase
por esta recta, podra considerarse otra perpendicular DE
4 la AB en el punto D, y el plano determinado por estas
dos perpendiculares pasara por el punto C, y sera per-
pendicular a la recta AB. (207, Corolario 2»).
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Otro plano PQ cualquiera que pase poT C uo puede gj,
ser perpendicular & la AB, pues si lo fuera, al unir por
medio de una recta el punto C con el punto E de inter-
seccion de AB con el plano PQ, esta recta CE seria per-
pendicular & la AB; luego desde el punto C se tendrian
dos perpendiculares CDy CE & la AB, lo cual es inadmi-
sible (23). o . ,

Corolario—Laposicion deun plano en el espacto queda
determinada, cuando se conosca uno de sus puntos y la con-
dicion de cjue sea perpendicular & una recta dada.

. 135.

ARTICULO 4.»

Perpendiculares y oblicuas & un plano.

2009. Si una recta AB es perpendicular & un plano
MN, toda recta CD, paralela a ella, ser4 también pmpe’t-
dicular a dicho plano.

En efecto, por ser AB perpendicular al plano MN, lo Fia. 136.
seré & todas las rectas situadas en él, y éstas por lo tanto
4 la AB, luego lo serén también & su paralela CD (198),
y en su‘consecuencia, ésta & su vez debera ser perpen-
dicular al plano MN (203).

Reciproco.— Dos rectas perpendiculares & un mismo
plano son paralelas.

En efecto, siendo AB y CD perpendiculares al plano
MN, si por el pie C de la CD se considera una paralela
a la AB, ésta seria perpendicular al plano MN, y por lo
tanto coincidiria con la CD (206).

Segun esto, si se tiene una recta paralela & un plano,
y desde dos 6 més puntos de la recta se trazan las res-
pectivas perpendiculares al plano, éstas, por ser paralelas
entre si, tendran igual magnitud (202). Cualquiera de



144 —

las perpendiculares trazadas desde un punto de una recta
a todo plano paralelo a ella, determina lo que se entiende
por distancia entre la recta y el plano. Por esto se explica
que se diga que los diferentes puntos de tina recta equi-
distan de todo plano paralelo & ella.

210. Si una recta AB es perpendicular & un plano

Fig. 137, Il\gll\rléc%gdzgéralela CD a esteplano, sera perpendicular 0

Supuesto que si por el punto A, traza déla AB, se con-
sidera una paralela AE & la CD, dicha paralela estara con-
tenida en el plano MN (201) y por lo tanto, siendo la AB
perpendicular & la AE, lo serd también & su paralela CD.

R kciproco.— ¢'i UNa recta AB es perpendicular & un
plano MN, toda perpendictdar CD U ella sera paralela al
plano 0 estard situada en él.

En efecto, si por el punto A del plano MN, se traza
una recta paralela AE & la CD, esta paralela siendo per-
pendicular 4 la AB, debera estar contenida en el plano
MN, que, segln la hipétesis, pasa por el punto Ay es
perpendicular & la AB (201). Luego siendo la recta CD
paralela 4 la AE del plano MN, sera paralela & éste 6
estara situada en él (200).

211. Si desde un punto situado fuera de una recta, se
consideran una perpendicular y diferentes oblicuas,” se
verificard;

1» Las oblicuas, cuyos pies se aparten lomismo del de la
perpendicular, son iguales.

20  De dos oblicuas cuyas trazas no equidistan delpie de
la perpendicular, la que mas se aparte de este, sera la
oblicua mayor.

Estas proposiciones y sus reciprocas se demuestran fa-
cilmente, como se hizo en la Geometria plana con sus
anélogas (58).
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Se llama proiiecciin de nu punto A sobre un plano, al
pie de la perpendicular bajada desde el punto al plano.
La mencionada perpendicular recibe el nombre de reda
inoyedante, y el plano en que el punto so proyecta,
de proyeccion.

Proyeccion de una linea Sobre un plano, es la que
une las proyecciones de todos sus puntos sobre el plano.

212. La proyeccion de una recia sobre un plano, es un
punto 6 una recta.

Si la recta es perpendicular al plano, todas las perpen-
diculares & ésto, que pasen i:)or los diferentes puntos de
la recta, se confundiran con ella, y por tanto las proyec-
ciones de todos sus puntos sobre el plano quedaran redu-
cidas al punto de interseccion de la recta, suficientemente
prolongada, con el plano. Pin el caso de que la recta AB
sea oblicua, con respecto al plano de proyeccion MN,
todas las perpendiculares & este plano, que pasan por los
diferentes puntos de la recta, serén paralelas (209, Reci-
proco), Y estaran situadas en el plano determinado por
una de ellas y la AB (189); luego los pies de las citadas
lineas proyectantes estaran en la interseccion de ambos
planos, que, como se sabe (189, Corolario) €s una linea
recta.

La proyeccién de una reda sobre un plano se determina,
uniendo por medio de una recta las proyecciones de los dos
puntos extremos de aquélla.

Plano proyectante de una recta, es el que contieno
las perpendiculares al plano de proyeccién, que pasan pol-
los puntos de la recta 6 sea por las lineas proyectantes.

213. EI anyulo agudo que una recta AB, forma con
su proyeccion AC sobre un plano AIN, es menor que el que
forma con cualquier otra reda AL), que, estando situada en
el plano, pasa por su pie A.

lo

Fia. 138.

pia. 139.
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Tomando AD= AC, y uniendo B con D, se ve que los
triangulos ABC y ABD tienen dos lados respectivaineuto
iguales, y como es BC < BD (211), resulta de aqui que
BAC < BAD.

Debido sin duda a esta singular propiedad, se ha con-
venido en que el angulo de una reda con un plano se

aprecie, por el que esta recta forma con su proyeccion
sobre el plano.

CAPITULO V.

Posiciones relativas de dos planos.

ARTICULO I.°
Angulos diedros.

214. Haciendo las mismas considei’aciones respecto
de los planos MN, PQ, PQ', PQ",...., que se hicieron (16)
sobre las rectas AB, CD, CD', CD",...., se tendra que las
posiciones del plano movil PQ, al compararlas con 'las
del plano MN, se distinguen unas de otras por la mayor
6 menor inclinacion que aquél posee respecto de éste.

La separacion 6 abertura que forman dos planos cuando
se cortan, se llama &ngulo diedro: la recta de interseccion
de estos dos planos se denomina arista, y & su vez los
planos reciben el nombre de caras.

Un angulo diedro se designa por medio de cuatro le-
tras, leyendo una de cada cara y las dos de la arista en
medio; y con las dos de la arista solamente, cuando no
puede confundirse con otro alguno. Asi el angulo for-
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nimio por los dos planos MN MR, fb leera KMSN 6
XMSR ¢ también IVS,

Segln lo dicho, la magnitud de un &ngulo no depende
de la raajmr 6 menor extension do sus caras, sino de su
respectiva inclinacion.

Dos &ngulos diedros son iguales, cuando superpuestos,
lie modo que coincidan las aristas y una de sus caras, se
confunden las otras dos.

En la Unica posicion del plano PQ' respecto del MN,
que forma dos angulos diedros NPSQ' y MPSQ', igua-
les,"S® dice que el PQ, es perpendicular al MN, y cada
uno de estos dos &ngulos se llama recto. i.as demas posi-
ciones variables de aquel plano se llaman oblicuas, y los
planos PQ y PQ" oblicuos con respecto del MN.

215. De lo expuesto so deduce que por una recta PS,
situada en un plano MN, siempre se puede trazar otro plano,
Oue sea perpendicidar al primero.

Angulos diedros adyacentes, son los que tienen una
cara comun y las otras dos forman un solo plano.

216. Todos los angulos diedros rectos son iguales, aun
cuando no sean adyacentes.

La suma de dos angulos diedros adyacentes, equivale a
dos &ngulos diedros rectos y reciprocamente.

Im suma de todos los &ngulos diedros, formados sobre una
recta situada en un plano y hacia un mismo lado de éste,
rale dos angulos diedros rectos; y losformados alrededor de
una recta valen cuatro diedros rectos.

Angulos opuestos por la arista, son dos angulos diedros
(le los cuales el uno estd formado por las prolongaciones
(le las caras del otro.

1jCB angulos opuestos por la arista son ignedes.

De la definicion de plano perpendicular a otro y de los
teoremas que anteceden, se desjirende que los cuatro an-

Fiu. 141.

Fm. 140.
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gidos queforma  plano con otro al cual es perpendicular,
son rectos, 6 en otros términos: si un plano es perpen-
dicular & otro, éste lo sera, al primero.

Todos estos teoremas, reciprocos y corolarios se de-
muestran como sus analogos de la Geometria plana
(20, 21y 22).

Dos angulos diedros se llaman complementarios, cuando
su suma equivale & un diedro recto.

Dos angulos diedros se dice que son suplementarios,
cuando su suma es igual & dos diedros rectos.

Es evidente que dos angulos diedros, que tengan el mis-
mo complemento 6 el mismo suplemento, seran iguales.

Angulo rectilineo correspondiente & un diedro, es el an-
gulo formado por las perpendiculares & la arista en iiii
mismo punto de ésta y una en cada cara.

217. Todos los angulos rectilineos, correspondientes a
un mismo diedro, son iguales.

En efecto, siendo perpendiculares & la arista los lados de
los angulos rectilineos, y estando en el mismo plano, seran
paralelos: luego los &ngulos rectilineos seran iguales.

218. Si dos cmgidos diedros son iguales, los rectilineos
correspondientes también lo serfin.

En efecto, superponiendo los diedros AB y A'B', de
modo que coincidan los vértices de los angulos rectilineo.?
F'E'G'y FEG correspondientes & los diedros propuestos,
asi como también las caras B'C' y BC y las aristas AB'
y AB, se tendra que la recta E'F' coincidira con la EF,
poi‘que una y otra son perpendiculares en un mismo
punto E & la arista AB; como la cara B'D' tendra que
confundirse con la BD, por ser los mencionados angulo.?
diedros iguales, la recta E'G' coincidira con EG, por ser
ambas perpendiculares & la AB en el mismo punto, y
encontrarse situadas en el mismo plano, por lo tanto
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habiendo tenido que coincidir los &ngulos FEG yF E G,
éstos seran iguales. A

Reciproco—Cuando sean iguales los mgidos rectumeos
correspondientes & dos diedros, éstos también semn iguales.

Haciendo coincidir los rectilineos FEG y FE G, co-
rrespondientes & los diedros propuestos, tendran que con-
fundirse sus aristas AB y A'B' (206), luego las caras de
uno de los diedros coincidiran con las del otro, supuesto
qgue cada cara del uno tiene dos rectas que se cortan,
contenidas en la respectiva del otro.

Corolario—¢/j se duplica un angulo diedro, su rectilineo
correspondiente también se duplicard.

219. De aqui se desprende (71) que la relacion que

existe entre dos angulos diedros, es igual a la que media Fio

entre sus rectilineos correspondientes.

Segun esto al comparar los diedros CABD y CAB D,
con sus respectivos correspondientes mnp y m’n'p, se
CABD _ mnp

mnp

Si en ella se supone que el angulo diedro CABD
sea la unidad para medir diedros, y su rectilineo corres-
pondiente m'n'p’, la unidad para medir los angulos recti-
lineos se tendra como consecuencia, que la medula de un
angulo diedro es igual & la de su rectilineo correspondiente,
lo cual estd admitido expresar dieiendo: la medida de un
diedro es su rectilineo correspondiente.

220. Si un angulo diedro es recto, su rectilineo corres-
pondiente también sera recto.

Siendo el diedro CABD recto, su adyacente DBAH
también lo serd, luego los rectilineos correspondientes,
por ser iguales, tendran que ser rectos.

R eciproco.— angulo diedro sera recto, si lo es su
rectilineo correspondiente.

tendra la igualdad

. 143.

Fio. 144.
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fetDiiesto cjue los rcclililieos GEF y COrrcspoii-
dientes & dos diedros son rectos, y por consiguiente igiiu-
sles, los diedros DABC y DABII deberan ser ttunbiéii
iguales y por lo tanto rectos.

ARTICULO 2.

Planos perpendiculares.

221. Si dos jtlanos son jierimidiculares entre si, toda
reeta situada en uno de ellos, que sea perpendicular & la
interseccion comun, serd también pergjcndicular al otro
plano.

Sea AB la recta situada en el plano PQ y perpen-
dicular & BP, interseccion de los dos planos IMNy PQ,
que se suponen perpendiculares entre si. Trazando'i)or
el punto B en el plano MN la perpendicular CD 4 la BP,
los angulos x*BC y ABI) seran los rectilineos correspon-
dientes & los diedros MPBQ y NPBQ, y como éstos son
rectos por hipétesis, también lo serén los rectilineos co-
rrespondientes; luego la AB es perpendicular & CD, y
como también lo es a PB lo sera al plano MN.

222, Si una recta es perpendicular & un qliano, todo
plano que pase por esta recta, 6 que sea ptaralelo & ella,
serd perpendicular al otro plano.

En efecto, si como se hizo en la demostmcién anterior,
se traza desde el punto B la recta CD perpendicular &
la BP, se tendran los angulos ABC y ABD que seran los
rectilineos correspondientes 4 los diedros QPBM y QPBN,
mas como estos rectilineos son rectos, también tendran
que serlo los mencionados diedros, y por lo tanto el
plano PQ sera perpendicular al MN.

Si el plano PQ tuera paralelo & la AB, trazando [)or
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un punto C de este plano una recta CD paralela & la AB,
tendi'a que estar situada en él (201), y sera perpendicular
al plano MN (209); lo cual manifiesta que el plano PQ
contiene & una perpendicular CD al plano MN, luego
sera perpendicular & éste.

Corolario 1.“—Por una recta perpendicular a un plano,
pueden tramrse infinitos planos perpendiculares a él.

Corolario 2.°—La posicion de un plano no queda deter-
minada con un punto y la condicion de que sea perp&n-
dicular a otro plano.

Corolario 3.°—Todo plano perpendicular & una recta
situada en otro plano, seré perpendicular & éste.

R eciproco.— * dosplanos 3IN y PQ mi perpendicula-
res, toda recta AB perpendicular al MN, estara situada en
el otro 6 le sera paralela.

En efecto, si la recta AB encontiase al plano PQ, en
un punto C, tirando desde éste una perpendicular & la
interseccion PB de ambos planos, dicha recta seria tam-
bién perpendicular al plano MN, y por lo tanto, habria
trazadas desde el punto C, dos rectas perpendiculares a
este plano, lo cual es absurdo. En su consecuencia, la
recta AB no puede cortar al plano PQ, luego tendra que
ser paralela & él 6 estar situada en el mismo plano PQ.

223. Si dos planos son perpendicidares a un tercerog;, 147
la interseccion comun de acquéllos sera también perpen-
dicular al tercer plano.

Sean PQ y RS los dos planos perpendiculares al MhJ.
Si por el punto A, comdn & los tres planos, se considera
una perpendicular AB al MN, esta recta deberd encon-
trarse a la vez en los dos planos PQy BS (222, Reci-
proco), y por lo tanto, coincidird con la interseccion de
éstos. : :

Este teorema suele enunciarse diciendo: st un plano es



Fio. 148.

- 152 -

perpendiciilur G otros dos que se cortan, serd tamhién g)cr-
pendicular & la interseccion de éstos.

Nota—Cuaudo los planos PQ y US, ademés de ser
periiendiculares al MN, sean perpendiculares entre s,
acontecera que, por ser dos cualesquiera de estos tres
planos perpendiculares al tercero, las tres rectas de inter-
Seccion seran también perpendiculares entro si.

224. Por una recta oblicua ¢ paralela & un plano,
siemgwe puede considerarse otro plano peipendicular al pri-
mero, y nada mas que uno.

Sea la AB una recta oblicua ¢ paralela al plano MN:
trazando por un punto cualquiera Ade larecta AB, otra AC
que sea perpendicular al MN, se tendra que el plano de-
terminado por AB y BC, sera perpendicular al MN.

Si por la AB pasara algun otro plano diferente del
BAC, que fuera también perpendicular al MN, la inter-
seccién de, estos dos planos, que seria la AB, tendria que
ser perpendicular al MN, lo cual es contrario a la hipo-
tesis.

225. Si desde un punto interior & un diedro, se trazan
las perpendiculares & sus caras, el angulo formado por
amibas rectas serd suplemento del rectilineo correspondiente
al diedro.

Sea DE el angulo diedro, AB y AC las perpendiculares
trazadas a sus caras desde el punto A; el plano determi-
nado por estas dos rectas serd perpendicular & las caras
Db y DG del diedro (222) y por lo tanto, 4 la intersec-
cion de éstas (223). Uniendo los pies By C de las per-
pendiculares AB y AC con el H, se tendra el rectilineo
correspondiente al diedro DE, y como el cuadrilatero
ABHC tiene dos angulos B y C rectos, los otros dos seran
sig)lcmentarios (66, Cofioi.Auiu).
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ARTICULO 3.°

Planos paralelos.

226. Se llaman ])lanos paralelos aquellos que no pue-
den encontrarse, por mas que se prolonguen. Se demues-
tra su existencia por medio del siguiente teorema.

Dos planos perpendiculares & tata misma recta son para-
lelos.

En efecto, si estos planos se cortasen, desde uno cual-
quiera de los puntos de la recta de interseccion, se
tendrian dos planos perpendiculares a una misma recta,
lo cual es absurdo (208).

227. Dos planos paralelos tienen sus perpendiculares
COMunNes.

Supuesto que todas las rectas situadas en uno de estos
dos planos son paralelas al otro y, por lo tanto, perpen-
diculares & cualgvier recta que sea perpendicular, & uno
do los planos paralelos que se consideran (210).

Corolario |.°—Dor un punto fuera de un plano, sélo
puede considerarse otro plano paralelo al primero.

Supuesto que si hubiera dos planos que siendo parale-
los al plano propuesto, contuvieran al punto dado, ambos
serian perpendiculares & la recta, que pasando por el
citiido punto es perpendicular al plano dado, lo cual es
inadmisible.

Corolario 2.”—La posicién de un jplano esta determi-
nada por un punto, y la condicién de que sea paralelo &
otro plano dado.

228. Si dos angulos tienen sus lados respectivamentg-; 5,
paralelos, los planos que contienen & estos angulos seran
también paralelos.
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En efecto, sean ABCy A'B'C' los angulos propuestos:
S por el vértice B se considera un plano, que sea paralelo
al plano determinado por el angulo A'B'C', aquel plano
contendra a las rectas ABy BC (201), y por consiguiente
se confundird con el que determinan los lados del an-
gulo ABC.

229. Todo plano que prolongado suficientemente corta
& uno de dos planos paralelos, corlara también al otro.

En efecto, de no cortarlo seria paralelo a él, y por lo
tanto existiria un punto, situado en la recta de inter-
seccion del plano secante con el primero de los dos pla-
nos paralelos que se consideran, desde el cual se tendrian
dos planos paralelos al segundo, y esto es inadmisible
(227, Corolario 1.).

Corolario.—Zlos planos paralelos & un tercero, son p>ara-
lelos entre si. Pues si uno de estos dos Gltimos planos no
fuese paralelo al otro, lo cortaria, y por lo tanto tendria
que cortar también al tercero, que le es paralelo.

Fia. 151. 230. Si U dos planos M X y FQ paralelos, corta un
tercer plano US, las intersecciones son paralelas. En efecto,
las rectas de interseccion mn y pg se hallan situadas en
el plano secante RS, y no se pueden encontrar, por estar
en planos paralelos; luego aquéllas seran paralelas.

231. Cuando plano corta & otros dos paralelos, se
verifica. 1.“ Que los angulos diedros correspondientes son
males. 20 Que también son iguales los diedros alternos.
30 Que los diedros internos, situados a un mismo lado del
plano secante, son suplementarios.

En efecto, si se considera un plano perpendicular a las
intersecciones mn y pg* las tres rectas que provienen de
las intersecciones de este plano auxiliar con los dos para-
lelos y el secante, formaran los rectilineos correspondien-
tes & los respectivos diedros, y como que son ciertas las



— 155 —

[ii'oposiciones, ciumclo so aplican & estos angulos recti-
lineos (20), lo seran también cuando se haga referencia
a los respectivos diedros.

OfiSERVACiéN.—Para que los reciprocos de estas tres
proposiciones sean ciertos, se requiere que las intersec-
ciones del plano secante con los otros dos planos, sean
rectas paralelas.

232. Las paralelas AB y CD comprendidas entre pla-
nos paralelos, son iguales. Supuesto que si se consideia al
plano que determinan las paralelas AB y CD, este plano
cortard & los MN y PQ segun AD y CD, que seran parale-
las, y por lo tanto ABy CD tendran igual magnitud (53).

La distancia entre dos planos paralelos se aprecia por
medio de una cualquiera de las perpendiculares comunes,
("uve se hallan comprendidas entre ellos. Ahora bien, como
estas perpendiculares son paralelas entre si (209, Reci-
proco), e aqui que sean iguales, lo cual manifiesta que
dos planos paralelos equidistan en toda su extension

Fig. 152.

233. Si tres planos paralelos cortan a dos rectas, divi- Fig. 153.

den a éstas en partes proporcionales.

En efecto, sean MN, PQ y RS los tres planos paralelos
(jue cortan & las dos rectas AB y BC. Trazando la CE
paralela & AB, se tendra CE= BG y EF = AG. El plano
determinado por las rectas CD y CE cortara a los planos
PQ y RS, segun las rectas paralelas FPI y DE (130); luego

F OH , .. BG CPI
se venheara que k 0 bien
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CAPITULO VL.

Angulos poliedros.

ARTICULO L.°
Pi-opiedades de los triedros.

234. Angulo poliedro €S €l espacio indefinido que
comprenden tres 6 mas planos que, pasando por un punto,
terminan en sus intersecciones.

L1 punto en donde concurren los planos se llama vér-
riCE, los planos caras, y sus intersecciones aristas.

Angulo plano de un angulo poliedro, es el formado
por dos aristas situadas en una misma cara.

Un éangulo poliedro se nombra con la letra del vértice
y una de cada arista, pero si estuviese solo, seria sufi-
clGitG nombi'tirlG con la letra del vértice.

Cuando el angulo poliedro tiene sblo tres caras, se le
denomina angulo triedro 6 sSimplemente triedro.

Un angulo triedro tiene seis elementos; tres angulos
planos y tres diedros.

235.  Un angulo A VB, de un triedro V, es menor giie
la suma de los otros dos AVG y BVO, y mayor que su di-
ferencia.

En efecto, si se supone que el angulo AVB sea el ma-
yor de los .tres, y se traza en él, la recta VD que forme el
angulo AVD = AVC; tomando dos partes iguales VD
y VE y tirando una recta cualquiera FG, que pase por D
y encuentro & las dos aristas AV y BV; al unir el punto E
con los F y U resultaran los tridngulos EFV y DFV, que
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serén iguales (43), y por tanto DF = EF: mas como
FG <LEF -|- EG, si se restan de los dos miembros de
esta desigualdad respectivamente DF y EF, quedara redu-
cida & DG < EG, de donde se desprende (46) que en
los triangulos DGV y GEV, el angulo DGV < EVG,
de modo que agregando al primer miembro de esta des-
igualdad el &ngulo DVF y al segundo su igual EVF,
resultard que FVG < FVE-f EVG. La segunda parte
de este teorema quedaria demostrada, sin mas que res-
tar de ambos miembros de esta Gltima desigualdad el
angito FVE, con cuyo motivo se tendria

FVG —FVE < EVG.

236. Dos triedros se dice que SON suptementarios,
cuando los angulos planos del uno son suplementos de
los rectilineos, correspondientes & los diedros del otro.

En su consecuencia también se verificara que los &ngu-
los rectilineos correspondientes & los diedros de uno cual-
quiera de los dos triedros, que se consideran, seran res-
pectivamente suplementos de los angulos planos del otro.
El teorema, que hace patente la existencia de los triedros
suplementarios, dice como sigue:

237. Si desde un punto T interior & un triedro V, se
traban las perpendicidares TA, TB.y TC & sus caras
DVF EVF ij UVE, el triedro T, cuyas aristas sontas
mencionadas perpendiculares, sera suplementario del triedro
propuesto.

En efecto, los angulos planos ATB, BTC y ATC, son
suplementos de los rectilineos correspondientes a los
diedros VF, VEy VD (225). Siendo la cara ATB per-
pendicular 4 las DVF y FVE (222), la interseccion VF
de éstas serd perpendicular 4 dicha cara ATB (223),
por analoga consideracion ™ME sera perpendiculai’ & la

Fio. 155.
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cara HTCy VD & ATC; luego los angulos j)lanos DVF,
FVE y DVE, serén resiicctivameiite suplementos de los
rectilineos correspondientes & los diedros AT, BT y TC,
que pertenecen al triedro T; por lo tonto éste y el V son
suplementarios.

Triedros simétricos son los que tienen sus angulos
planos y diedros respectivamente iguales, pero que su-
perpuestos no coinciden. Lu. existencia de los triedros
simétricos, so pone de manifiesto por medio del teorema
siguiente:

238. Si se prolongan las aristas de un triedro en sen-
tido contrario al que tienen, el nuevo triedro que se forma
es, en general, simétrico delpiropuesto.

Si en el triedro “ABC se prolongan las tres aristas en
sentido contrario al suyo, resultard el triedro VA'B'C', el

Fig. 15G cual se va & demostrar que es simétrico del propuesto, en
el caso general, 6 sea cuando los diedros VA, VB y VC
son desiguales.

En efecto, los tros angulos planos AVB, BVO y AVC,
son respectivamente iguales alos AV'B, B'V'C'y A'VC',
por opuestos por el Vértice, y los tres diedros VA, VB
y VC lo son también & los VA', VB'y VC', por opuestos
por la arista (216).

Al tratar de hacer coincidir estos dos triedros, podra
efectuarse la superposicion de las caras iguales \AC
y A'VC' de dos modos, 6 bien colocando la arista VC'
sobre la VA y por lo tanto la VA' sobre la VC, 6 bien de
maneia que la\ C se gjilicjue sobre la VC, y en su con-
secuencia la VA' sobre la Vj\.

Si se efectla la superposicion del primer modo, resulto
que entonces el plano C'VB' no coincidirii con el AVB,
poique el diedro VC' igual al VC tendra que ser desigual
con el M A; tampoco el j'lafio A'VB' se confundird con
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el CVB, porque Los diedros \'A' y VC también son des-
iguales; luego la arisUi VB', & pesar de hallarse, una vez
eiectuada la mencionada superposicion, delante de la
cara AVC, no podra coincidir con la VB y tomara una
posicién tal como la VB".

De seguir el segundo procedimiento para superponer
las caras iguales AA"C" y AVC, habria que hacer giiai
el triedro VA'B'C' alrededor del vértice V, de modo que
sin salir la cara AAC™ del plano en que se encuentra
colocada, se confunda la VA' con la VA, y entonces la
VC' coincidira con la VC, pero la arista VB' permane-
cera detras del plano que determinan las AA' y CC"
luego los triedros tampoco podran coincidir, y como no
caben otras formas de efectuar la superposicion de los
dos triedros de la figura, queda demostrado que éstos no
pueden coincidir.

Si ahora se supone que los tres diedros VA, VB y VC
no son desiguales, y que dos de ellos, por lo menos,
VA'y Ve sean iguales, al superponer los dos triedros de
la primera de las dos maneras ge se acaban de exponer,
resultard que la cara B'VC' coincidira con la AVB, su-
puesto que VC'= VC= VA, y el plano A'VB' también
se confundira con el BVC, pues VA'= VA= VC, por lo
tanto la arista VVB' coincidira, una vez efectuada la super-
posicion, con la VB: luego queda demostrado que en este
caso particular los dos triedros se confunden en uno solo.

Fia. 157.

239. Si un angulo triedro VABC tiene dos diedros

VA 'y VC iguales, los &ngtdosplanos opuestos BVC y AVB
son tanibién iguales.

Se acaba de ver que el triedro VABC es igual a su
simétrico VA'B'C', luego el angulo plano B VC sera
igual al AVB, y como también lo es al BVC por
opuesto por el vértice, se tendra A~ B—B\ C.
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240. Ln todo triedro, & mayor cmyido diedro se opone
mayor unyulo plano.

Siendo el diedro YA > VC, se trata de hacer ver que
BVC > AVB. En electo, si se considera el plano auxiliar
AVD, que forma con el AVC un diedro DVAC = VC,
suponiendo que la VD sea la intei-secciou de aquel plano
auxiliar con el BVC, se tendrd BVD -f- AVD > AVB;
pero como AVD =: DVC, resultard que

BvD+ DV O AVB

6 bien BVC > AVB.
Rbcipiioco 1&—Si un triedro tiene dos angulos planos
iguales, los diedros opuestos seran también iguales.
Reciproco 2.°~Si un triedro tiene dos angulos jdanos
desiguales, al mayor angulo plano se opondrd mayor diedro.

Fig. 158.

ARTICULO 2.°

Ilgualdad de triedros.

241. Los triedros que tengan tres elementos idénticos
y dispuestos del mismo modo, son iguales; por lo tanto,
los casos de igualdad de triedros seran cuatro ;

1. " Cuando tienen un angulo plano igual y los dos die-
dros adyacentes iguales.

2. ° Si poseen dos angulos planos respectivamente igtmles,
é igual el diedro comprendido.

3. ® Cuando estan formados por tres angulos planos res
pectivamente iguales.

4. ®Si tienen sus tres diedros respectivamente iguales.

242. Primer caso.— Sean VABC y V'A'B'C' los

Fio. 159. ti'ledros propuestos, que tienen el angulo plano AVC =

— A'V'C' y los diedros \A. y VC respectivamente igua-
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les& los V'A'"y V'C'. Colocando el &ngulo plano A'V'C'
sobre su igual AVC, el plano A'V'B' seguird la direc-
ciéndel AVB, y el B'V'C' se aplicara sobre el plano BVC,
por ser el diedro VA= V'A'y el VC= V'C'; luego la
interseccion de las dos primeras caras, que es la arista
V'B', coincidird con la interseccion de las dos segundas,
que es la VB, vy, por lo tanto, se habran confundido los
(los triedros que se consideran.

243. Segundo caso.— Suponiendo que el &ngulo
plano AVC = A'V'C', el AVB= A'V'B'Yy diedro VA=
= V'A', se va & demostrar que los angulos triedros V' y
V' son iguales.

Coldquese uno de estos dos triedros sobre el otro, de
modo que los angulos planos A'V'C' y AVC coincidan,
y como los diedros V'A' y VA son iguales, el plano
A'V'B' caera sobre el AVB; pero teniendo en cuenta que
estos angulos planos son iguales, la arista V'B' se con-
fundira con la VB; luego habran coincidido las tres aris-
tas del V'A'B'C' con las del VABC.

244. Tercer caso—ESste caso se reduce al anterior,
sin mas que demostrar que un diedro de uno de los &n-
gulos triedros propuestos es igual al otro.

Sobre las tres aristas de los angulos triedros VABC
y V'A'B'C' se toman las porciones iguales

VA VB= VC= VA'= VB'= VC,
y se trazan las rectas AB, BC, AC, AB', BC' y AC,
con cuyo motivo se tendrd que el tridngulo AVB =
= AVVB' el AvC= AV'C' y el BVC= B'V'C' (43);
luego siendo AB= A'B', AC= AC' yBC= BC, se
verificara que los ABC y A'B'C' seran también iguales.

Como que los tridngulos AVB, AVC, ...., son isosce-
les por construccion, los angulos de las bases (couside-
il

d

Fia. 160.
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raudo como vértices los puntos V y V') seran agudos.
Ahora bien, si en las aristas VA 'y V'A', & partir de los
puntos A y A', se toman las magnitudes iguales AD
y A'D', y se coirstruyen los &ngulos rectilineos EDF
y E'D'F', correspondientes & los diedros VA y V'A’, los
lados DE y DE encontraran respectivamente & los AB
y AC (34): por igual razén las D'E' y D'F' cortaran &
las A'B' y A'C": uniendo estos puntos de interseccion,
que se acaban de determinar, por medio de las rectas
EF y E'F', se tendrd que los triangulos rectangulos ADE
y ADF serén respectivamente iguales & los AD'E'y
A'D'F', y por lo tanto resultara que

AE= A'E', AF=A'F, DE= D'E', DF =D'F,

con cuyo motivo se verificard que los tridngulos AEF
y AE'i" seran iguales, y en su consecuencia EF = E'F',
luego los triangulos EDF y E'D'F' seran también igua-
les (46), y por lo tanto el angulo EDF, que es el rectilineo
correspondiente al diedro VA, serd igual al correspon-
diente al diedro V'A'.

245. Cuarto caso—Se construiran los triedros su-
plementarios de los propuestos, los cuales deberan tener
sus angulos planos respectivamente iguales, por ser su-
plementarios de los rectilineos correspondientes & diedros
iguales, y por lo tanto estos triedros suplementarios seran
iguales (244), luego también tendréan que serlo sus suple-
mentarios, que son los triedros propuestos, por tener sus
angulos planos iguales como suplementos de diedros
iguales.

Nota—Si los dos triedros que se consideran, tienen
iguales los tres elementos a que se ha hecho referen-
cia en cada uno de los casos de igualdad, que se acaban
de mencionar, pero no se hallan dispuestos en uno y
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otro de igual modo, entonces no podran coincidir en
general, y por lo tanto aquellos triedros serian simétri-
cos (238).

ARTICULO 3.°

Generalidades acerca de los angulos poliedros.

246. Los angulos poliedros se clasifican, atendiendo al mi-
mero de sus caras, asi, ademas del triedro, se puede conside-
rar el tetraedro que tiene cuatro caras, el pentaedro que tiene
cinco, el exaedro que tiene seis, etc.

También se dividen los angulos poliedros en convexos y no
convexos. Se dice que un angulo poliedro es convexo, cuando
sus caras no pueden ser cortadas por una recta en mas de dos
puntos; y no convexos, cuando aquéllas pueden ser cortadas por
una recta en mas de dos puntos.

En este tratado solo se hace referencia & los angulos poliedros
CONVEXOS.

Plano diagonal es el determinado por dos aristas, que no per-
tenecen & una misma cara.

Los planos diagonales, que pasan por una misma arista, pueden
descomponer al angulo poliedro, en tantos triedros como caras
tiene menos dos.

247. Dos angulos poliedros son iguales, si tienen sus angu-
los planos y diedros respectivamente iguales y del mismo modo
dispuestos.

En efecto, superponiendo el angulo poliedro sobre el otro,
de manera que coincidan dos de los angulos que son iguales, las
demés caras y aristas respectivas coincidiran por la igualdad de
los diedros y angulos planos, supuesto que estdn unos y otros
dispuestos de igual modo, en los dos angulos poliedros pro-
puestos.

Corolario.—Dos angulos poliedros compuestos del mismo nu-
mero de triedros respectivamente iguales y del mismo modo colo-
cados, seran iguales. En atencion a que uno otro tendran sus
angulos planos y diedros respectivamente iguales é igualmente
dispuestos.
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. siiWa de los ungidos j>lanos de un triedro cualquiera, es
lia. Ibl. menor que cuatro angulos rectos.

En electo, sea VABC el triedro que se considera : al prolongar
una de sus aristas tal como la VC, apareceria formado el triedro
VABC), en el que se tendria que AVB< AVC'+ BVC' pero como
también se tiene BVC+ BVC = 2R (21) y AVC+ AVC'= 2R
si se suman ordenadamente estas dos igualdades con la des-
iguiildad anterior y se suprimen los términos comunes en ambos
miembros, resultara que AVB+ BVC+ AVC< 4R.

248. En todo angido poliedro, la suma de sus angulos

Fio. 162. es nienot' que cuatro angulos rectos.

En efecto, si en el poliedro propuesto VABCDEF se prolongan
las dos caras BVC y AVF, que comprenden a la AVB, determi-
naran en su interseccion la recta VG, formandose con tal motivo
el poliedro VCDEFG, el cual tendra una cara menos que el pro-
puesto.

En el triedro VABG obtenido, se tiene AVB<BVG + AVG;
y agregando a ambos miembros de esta desigualdad la suma de
los &ngulos planos, que son comunes & ambos angulos poliedros,
0sea, BVCCVDDVEEVF, resultaria que la suma de
los angulos planos del poliedro propuesto, era menor que la suma
de los angulos planos del angulo poliedro deducido, que tiene
una cara menos.

Asi como del angulo exaedro VABCDEF se ha obtenido el an-
gulo pentaedro \ CDEFG, pudiera deducirse de éste un angulo
tetiaedro y de este Gltimo un triedro, de modo que repitiendo la
seiie de consideraciones expuestas, cuantas veces sea necesario,
siempre se vendra & deducir que la suma de los angulos planos
del &ngulo poliedro propuesto sera menor que la suma de los
angulos planos de un triedro, la cual se acaba de demostrar que
€S menor que cuatro rectos.

/0~ suma de los angulos diedros de un triedro es mayor
que dos rectos y menor que seis.

Sean M, Ny P los tres angulos diedros de un triedro, y m, n
y p los resiiectivos angulos planos del triedro suplementario : por
virtud de la definicion (236), se tiene que

M= 2R —«i
N= 2R —n
V=2'R—p
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Sumando ordenadamente estas tres equivalencias, resulta que
M+ N+ P= 6R—(m+ M+p);

endonde seveque M N P<C6R,y comom n-)-p< 4R
(248), se verificara que M-f-N-j-P > 2R.

250. PoLiEDKOS SIMETRIOCS soii los que tienen los angulos
planos y diedros respectivamente iguales, pero que superpuestos
no coinciden.

Cuando se quiera construir un poliedro simétrico de otro, basta
prolongar las aristas de éste en sentido contrario del que tienen,
y el poliedro asi formado es evidente, que satisfara & las condicio-
nes de la definicion.
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SECCION SEGUNDA.
CUERPCS POLIEDRICCS.

CAPITULO I

Nociones preliminares.

251. Se llama poliedro el cuerpo terminado por su-
perficies planas. Estos planos se llaman caras, y los vér-
tices, angulos y aristas que forman, wvértices, angulos y
ARISTAS del poliedro.

Diagonal de un poliedro es la recta, que une dos vér-
tices que no pertenecen 4 una misma cara.

Los poliedros serdn convexos, cuando su superficie no
puede ser cortada por una recta en mas de dos puntos.
Los ND convexos, son los poliedros cuya superficie puede
ser cortada por una recta en mas de dos puntos. Aqui
solo se tratara de los poliedros convexos.

252. Los poliedros se clasifican, atendiendo al nu-
mero de sus caras, del modo siguiente : los de cuatro
caras, se denominan tetraedros; l0s de cinco, pentae-
dros; los de seis, exaedros; l0s de siete, eptaedros; l0s
de ocho, octaedros; los de doce, dodecaedros; los de
veinte, icosaedros. Los demés se designan indicando el
namero de sus caras: asi se dice un poliedro de veintiuna,
veintidos, etc., caras.

253. De todos los poliedros el mas sencillo es el
tetraedro, en atencion a que como para formar &ngulo
poliedro es necesario servirse por]lo menos de tres pia-
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uos, si ahora se quiere cerrar el espacio correspondiente
al mencionado &ngulo, es indispensable hacer uso de un
cuarto plano, que corte & los otros tres.

Se llama poliedro regular, aquel cuyas caras son po-
ligonos regulares é iguales. En él se verifica que los &n-
gulos diedros son iguales.

Poliedros iguales son aquellos que superpuestos

coinciden.

CAPITULO 1.

Piramides.

254, Se Ilama piramide un poliedro que se compone
de un poligono cualquiera llamado base, y las demas
caras son triangulos, que tienen un vértice coindn & todos
ellos el cual se denomina vértice 6 cuspide de la pirdmide.

perpendicular tirada desde el vértice & la base
se denomina altura de la pirdmide. En la pirdmide
VABCDE, el poligono ABCDE es la base, el punto V e
vértice y VE la altura. ) )

La pirdmide se expresa mediante la letra situada en el
vértice, seguida de las que designan los vértices de la
base; sin embargo, cuando la piramide que se considere,
no puede confundirse con otra, bastara para distinguir a,
mencionar la letra del vértice.

Las aristas que pasan por el vértice de la piramide, se
llaman aristas laterales, Y las caras que contienen a
estas aristas, reciben el nombre de caras laterales.

Segun sea el poligono de la base, asi la piramide se
dice que es triangular, cuadrangular, pentagonal, etc.

255. La pirdmide se llama regular, cuando la base
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es un poligono regular y las aristas laterales son todas
iguales. De donde se desprende, que los triangulos que
constituyen las caras laterales do una piramide regular
son isosceles € iguales; asi como también tiene que veri-
ficarse, que el pie de la altura serd el centro del poligoiro
de la base.

En la pirdmide regular la altura de uno cualquiera de
los tridngulos isdsceles, que forman sus caras laterales, se
llama apotema.

256. Tronco de piramide Opiramide truncada, €Sla
porcién de piramide comprendida entre su base y un
plano que corta & todas las aristas laterales.

Cuando el plano secante es paralelo al de la base, la
seccion producida recibe también el nombre de vase. y
en tal caso se dice, que el tronco de pirdmide es de
BASES PARALELAS.

257. Si una pirdmide cualquiera se corta por un
plano paralelo & su lase, se verificard: 1° Que la seecion
producida es un poligono semejante al de la base. 2.° Que
las areas de la base y de la seccion son J}roporcionales a los
cuadrados de sus distancias & los respectivos vertices.

1® Los angulos de las bases y los de la seccion son
iguales, por tener sus lados paralelos y dirigidos en el
mismo sentido; por otra parte estos lados son directa-
mente proporcionales (76), luego

VB ve
ab vb be ve cd

por lo tanto, los poligonos ABCDE y abede tienen sus
angulos respectivamente iguales y sus lados homélogos
proporcionales, y en su consecuencia seran semejantes.

2® Trazando la altura VH de la pirdmide y haciendo
pasar por ellay la arista VA un plano, éste cortara & la
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base y al plano seccion, segun las recias AH y ah (jue
serén paralelas (230), luego en virtud do lo dicho (110)
se tendré
IVBCDE ~ n
abale an®  Va- VP

258. Si dos pirdmides de igual altura y de bases
equivalentes, se cortan por planos paralelos & sus respec-
tivas bases y equidistantes de ellas, las dos secciones que re-
sultan, seran equivalentes.

Kepresentando por B y S los valores de la base y de
la seccion de una de las dos piramides, y por S' el de la
seccion en la otra; D y D' las respectivas distancias de
las bases y secciones & los vértices en una y otra pira-

mide, se tendra D B = 542 donde se deduce

que P_ gEi' y por lo tanto B S

En el caso particular de que se considere una piramide
triangular, se tendra, en virtud de lo dicho (252), un
tetraedro.

259. Los casos de igualdad de dos tetraedros son los
tros siguientes :

1. ®cCuando tengan una cara igual adyacente & tres die-
dros resqiectivamente iguales y dispuestos del mismo modo.

2. ®Si tienen dos caras del uno respectivamente iguales &
dos del otro, € igual el diedro comprendido, hallandose estos
elementos de la misma manera colocados en ambos tetraedros.

3.  ®Siempre que tres caras del uno sean resistivamente
iguales & tres del otro, y se encuentren igualmente dispuestas.

Los dos primeros casos se demuestran facilmente,
superponiendo los elementos que se suponen iguales en
ambos tetraedros. El tercer caso se hace patente, sin mas
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gue considerar, que siendo respectivamente iguales y
estando igualmente dispuestas tres caras en uno y otro
tetraedro, los diedros que estas mismas caras forman,
tienen que ser también iguales (245), y por lo tanto esté
caso queda reducido al segundo,

CAPITULO IIL.

Prismas.

260. Prisma es un poliedro, en el cual dos caras son
poligonos paralelos é iguales y las demas son paralelo-
gramaos.

Las caras paralelas s iguales se llaman v s.s del prisma,
y los paralelogramos caras 1aterates; artura €S la parté
de una perpendicular & las bases, que se halla limitada
por eéstas. Las intersecciones de las caras laterales se
llaman aristas 1aterates.

Un prisma se expresa mediante las letras de todos sus
vértices, cuando forma parte de otra figura; pero si se
halla aislado, se designa por medio de.dos letras que co-
rrespondan & los extremos de una cualesquiera de las
diagonales del prisma.

Los prismas se clasifican atendiendo & sus bases, en
triangulares, cuadrangidares, pentagonales, etc., segin que
las bases sean triangulos, cuadi Hateros, pentagonos, etc.

261. Los prismas se dividen también en rectos y obli-
cuos. Los primeros son los que tienen sus aristas latera-
les perpendiculares & las bases, y los segundos son aque-
llos en los cuales acontece, que aquellas aristas son oldi-
euas a los planos de las bases.
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Los prismas rectos a su vez se subdivideii eii regulares
é irregulares.

Prisma regular es el que ademas de ser recto, tiene
por bases poligonos regulares, é irregular el que no
reline estas dos circunstancias.

262. Seccion recta €n un prisma es la producida por
un plano perpendicular & las aristas laterales. En el
prisma recto la seccion recta es igual y paralela & las
bases.

Todo prisma cuadrangular, cuyas bases son paralelo-
gramos, recibe el nombre de paraterepivedo.

P risma truncado 6 tronco de prisma €s la porcién de
prisma comprendida entre dos planos que, no siendo para-
lelos, cortan & todas sus aristas laterales.

263. Siunprisma FD es cortado por un plano para-
lelo & las bases, la seccion producida es un poligono igual
& éstas.

En efecto, los lados del poligono ahcde, que forma la
seccion, son re.spectivamente paralelos & los de las bases,
por ser intersecciones de planos paralelos con cada una
de las caras laterales (230). Estos lados deben ser respec-
tivamente iguales, por partos de rectas paralelas com-
prendidas entre paralelas (53, Corolario 2.°); finalmente,
también se verificara que los angulos de la seccion seran
respectivamente iguales & los de las bases, por tener sus
lados paralelos y dirigidos en el mismo sentido; luego
estas bases y la seccion seran iguales.

Del mismo modo se demostraria, que las secciones pro-
ducidas en un prisma por dos planos paralelos, son dos poli-
gonos iguales.

Corolario—Jm seccion producida mi un paralelepipedo
por un plano gue corta & dos caras opuestas, es un parale-
logramo.

Fig. 165.
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264. Dos prismas rectos son iguahs, si tienen basesy
alturas iguales.

Haciendo coincidir las bases inferiores, que por hipo-
tesis son iguales, las aristas laterales de uno y otro
prisrna coincidiran también, por ser perpendiculares al
plano de la base inferior, en los diferentes vértices de
ésta (206), asi como se tendrian que confundi]’ los extre-
mos superiores de aquellas aristas, 0 sea los vértices de
las bases superiores, supuesto que en un prisma recto las
aristas laterales tienen igual magnitud que su altura;
luego todos los Vvértices de ambos prismas coinciden, y
por lo tanto los prismas serédn iguales.

265. Las caras opuestas ele un paralelepipedo son
iguales y paralelas, y los triedros opuestos sercin simétricos.

Las caras ABFE y DCGH son iguales, supuesto que
tienen AB= CD y BF CG, y los angulos ABF y
DCG iguales, en vista de que sus lados son paralelos y
estiin dirigidos en el mismo sentido.

Las caras ABFE y DCGH son paralelas, en atencion &
que los angulos ABF y DCG tienen sus lados parale-
los (228).

Los triedros opuestos A 'y G son simétricos, supuesto
que si se prolongan las aristas del angulo triedro G, re-
sulta otro triedro que le es simétrico, el cual & su vez es
igual al A, porque tiene con respecto a ésto las caras res-
pectivamente iguales y del mismo modo, dispuestas.

Corolario. Dacs caras opuestas de un paralelepipedo,
pueden considerarse como bases de éste.

266. Paralelepipedo rectAnuulo es aquel, que ade-
mas de ser recto, tiene por base un paralelogramo rec-
tangulo.

Las tres aristas de unparalelepipedo rectangtdo, que con-
curren en un mismo Vértice, son sus tres dimensiones.
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LIamase cubo al paralelepipedo rectangulo, cuyas caras
son cuadrados. De la consideracion de (pie todas las caras
de un cubo son cuadrados iguales, se deduce cpie el cubo
es un poliedro regular.

Todos los angulos diedros del cubo son rectos y por lo
tanto iguales.

CAPITULO IV.

Poliedros semejantes.

267. Dos poliedros se dice que son semejantes,
cuando tienen sus &ngulos poliedros respectivamente
iguales y las, caras son poligonos sem'ejantes, encontran-
dose los mencionados elementos colocados del mismo
modo en uno y otro poliedro.

Los vértices de angulos poliedros iguales se llaman
VEIiTICES homologos; las caras semejantes, que se hallan
analogamente dispuestas en ambos poliedros, caras
noMOLOGAs; Y los lados homologos de estas mismas
caras, aristas iiomologas.

El teorema que demuestra la existencia de los poliedros
semejantes, dice como sigue :

268. Si unapirdmide so corlapor un plano paralelo &
la base, la piramide j}arcial, que residia, sera semejanle
a la Mal.

En efecto, sea la piramide VABCDE, y la pirandde
parcial ¢ deficiente Yahcde. Desde luego la seccion ahede
y la baso ABCDE son poligonos semejantes, asi como
también las caras latevalés (80); ademés el angulo po-
liedro V es.comin & ambas piramides, y los triedros

Fia. 164.
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ABVE y aiVe, BAVC y haWc, CBVD vy cINd, etc., tam-
bién son iguales, por estar formados de &ngulos planos,
que son idénticos, en atencion & pertenecer & caras
semejantes; luego la pirdmide total y la deficiente seran
semejantes.

269. Dos tetraedros son semejantes, si tienen una cara
semejante y los tres diedros adyacentes U ella respectiva-
mente iguales y dispuestos del mismo modo.

Sean los tetraedros VABC y vabc, que tienen las caras
AVB y avh semejantes y el diedro VABC ==ia&c, el
VA= ra, y el VB—«b. Si se toma en la arista VA
una distancia Ya' = va, y por el punto a' se considera
un plano a'b'c' paralelo al ABC, se formara un tetraedro
parcial Ya'vc', que sera semejante con el VABC; pero
como el tetraedro Ya'h'c' es idéntico al vabc, por tener
una cara igual é iguales los diedros adyacentes, resulta
de aqui que los dos tetraedros propuestos también seran
semejantes.

Dos tetraedros V y \ son semejantes, cuando tienen dos
caras respectivamente semejantes dispuestas del mismo modo
é igual el imgido diedro comprendido.

Dos tetraedros Vy y son semejantes, cuando tienen tres
caras respectivamente semejantes é igualmente dispuestas.

Estas dos ultimas proposiciones se demuestran, si-
guiendo el mismo procedimiento que en la anterior, 6 sea
tomando en el tetraedro mayor Y una magnitud igual a
una arista, tal como la va del menor, y por el extremo a'
se traza un plano a'b'c', que sea paralelo & la base ABC, y
como el tetraedro parcial que resulta, es semejante al V
(268) ¢ igual al v, aparece asi demostrada la proposicion
gue se desea.

270. Dos poliedros compuestos de tetraedros semejantes
é igualmente dispuestos seran semejantes.
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En eiecto, las caras de dichos poliedros son semejantes,
0 por ser caras homologas de tetraedros semejantes o
bien por componerse del mismo mtmero de tridngu os
semejantes y analogamente colocados (95). Los angu os
diedros seran iguales, 6 por homoblogos de tetraedros
semejantes, O bien por ser sumas del mismo numero de
diedros iguales de tetraedros semejantes; luego los polie-
dros propuestos tendran que ser semejantes.

Rbcipkoco.— DOS iMoliedros semejantes siempre pueden
descomponerse en tetraedros respectivamente semejantes, y
colocados del mismo modo.

Después de demostriMo el teorema directo, iacilmen e
se comprende que este reciproco sera cierto, maxime si
se recuerda el razonamiento expuesto, al hacer patente su
analogo (95, Reciproco).

yfoTA—La descomposicion de un poliedro en tetrae-
dros puede practicarse de dos maneras, 0 bien trazando
rectas desde un punto interior del poliedro & todos sus
vértices y planos, por cada dos de estas rectas adyacentes,
en cuyo caso quedaria el poliedro descompuesto en tan-
tos tetraedros como triangulos pueden formarse en las
caras del poliedro que se considera; 6 lo que es mas ire-
cuente, se puede también descomponer éste, haciendo
pasar planos desde uno de los vértices del poliedro a las
aristas y diagonales de las caras, que no contuviesen al
mencionado vértice, y con tal motivo se formaran tantos
tetraedros como triangulos se pueden considerar en las
aludidas caras del mencionado poliedro.

271. Las aristas homologas de dos poliedros semejantes,
son directamente proporcionales.

Supuesto que las caras homélogas son poligonos seme-
jantes, y las aristas de ambos poliedros no son sino lados
de estos mismos poligonos (79).
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A la razén constante gne existe entre dos aristas ho-
mologas de poliedros semejantes, se denomina 7azon de
semejanm.

ObsekvACION—Cuando la razén de semejanza de dos polie-
dros es igual & la unidad, estos cuerpos pasan a ser iguales,
supuesto que entonces tdédos los elementos de que se componen,
tendran que ser respectivamente iguales, y se hallaran en unoy
otro poliedro de la misma manera colocados.

CAPITULO"V.

Areas de las superficies poliédricas.

272. Siendo asi que el area de un poliedro ha do ser
la medida do su superficie (100), ésta se obtendrd su-
mando las &reas de todas sus caras. El resultado seria
trabajoso de conseguir, si se tratase de un poliedro irre-
gular cualquiera, pero si se quisiera determinar el area
de un poliedro regular, bastaria entonces multiplicar la
de una de sus caras por el nimero de éstas; asimismo se
facilitaria la operacion, si se deseara averiguar el &rea
de una piramide regular, la de un tronco de ésta, cuando
sus bases fueran paralelas, ¢ la de un prisma cualquiera.

273. En estos Gltimos cuerpos conviene considerar
el Urea lateral, que es la medida de la superficie que pre-
sentan las caras laterales, y el G,rea total que es la que
corresponde a todas las caras. Segun esto, el area total
de los poliedros mencionados serd igual & la lateral, mas
la de la base, cuando se trata de una piramide, 6 mas la
gue corre.sponde a las dos bases, si se quiere apreciar la
de un tronco de piramide 6 la de un prisma.
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274, E| area latei'al de una piramide regular, equivale
& la mitad del producto del perimetro de la base por la
apotema.

Llamaudo a, & la apotema trazada en uno de los trian-
gulos isosceles € iguales, que constituyen las caras late-
rales de la pirdmide regular que se considera, n el
namero de estos triangulos, y | la longitud de la base de
uno de ellos; se tendra, que el area de cada uno de los

citados tridngulos serd igual & -|-aZ; multiplicando este

resultado por el nimero de lados del poligono de la base,
que es precisamente el mismo que el de las caras laterales,

resultard para el valor del &rea buscada ~aln; en cuya

expresion reemplazando In por su igual p, que representa
el pei-imetro de la base de la piramide, se tendra que el

area lateral de ésta sera igual & “ap.

N ota.—Si Se quisiera deducir la expresion del area
total de la piramide regular, no habria sino agregar & su
area lateral, la de la base. Asi, llamando a' & la apotema
del poligono regular, que forma la base de la citada pira-
mide, se tendria

+ ®)r

275. El area lateral de un tronco de pirdmide regular
de bases paralelas, equivale al producto de su apotema por
la semisuma de los perimetros de amhas bases.

En efecto, si se llama a & la apotema ¢ altura de
uno de los trapecios latei’ales, y b j b" & sus dos bases,
el 4rea de uno de estos trapecios estara dada por la
expresion

©
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y admitiendo que sea A el nimero de estos trapecios,
como que todos ellos son iguales, so tendré el resultado
gue se desea, multiplicando por n el valor

« X

por lo tanto la expresion final serd
«X +

Fio 168, 276. E| area de la superficie lateral de unprisma cual-
gtiiei'a, equivale al producto de una de sus aristas laterales
por el perimetro de la seccion recta.

Sea Al el prisma y ahede su seccién recta: como el
plano de esta seccion es perpendicular & los aristas late-
rales, éstas serdn & su vez perpendiculares & los lados de
la mencionada seccion (203). Si ahora se considera como
base, en cada uno de los paralelogramos que forman las
caras laterales, la arista lateral, y como altura el lado de
la seccion recta, que se halla contenido en la respectiva
cara, se tendra, llamando d 4 la citada aristay |, I', I; etc.,
& los lados de la seccidn recta, que las areas de los men-
cionados paralelogramos seran al, al', al", etc., y por lo
tanto la superficie lateral del prisma ]rropuesto estard
dada por

al-(-av-f-al"-(- m[l-{-V+ V+ ..)"ap.

Ilamando p al perimetro de la seccidn recta.
cororario.—E| Urea lateral de un prisma recto, equivale

al qyroducto de su arista por el perimetro de la lase, supuesto

clue en este caso la base es precisamente la seccion recta.
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277. Las Ureas de dos poliedros semejantes, son propor-
cionales U los cuadrados de sus aristas homologas.

Sean C, C, C"...y¢c C,C ... las caras hoindlogas de
dos poliedros semejantes P y A A, A...yaa,
a".... sus aristas homologas; se tendrd, segun lo dicho

C_MmRC A2 C A2

(110), que - ; ....pero tam-
bién se sabe (271), que - - . - 1...por lo tanto,
a a a
G G’
—_ _ - _ _ ...dedonde se deduce (Aritm” 125,
C+ C'+ C™+ ... C
Corolario), que - - =
C-j- ¢ -j- C*-j—..... C
CAPITULO VL.

Volimenes de los poliedros.

ARTICULO I.°
Proposiciones fundamentales.

278. Se entiende por voi1umen lamedida de un espa-
cio limitado.

La unidad de medida, mas generalmente adoptada para
apreciar el volumen del espacio ocupado por un cuerpo,
os €l cubo s exaedro, cuya arista sea la unidad de lon-
gitud.

Se llaman poliedros cquivaientes aquellos que tienen
el mismo volumen vy diferente figura.
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279. Las magnitudes de dos paralel-epipedos rectangu-
los, que tienen lases iguales, son progm-cmiales a sus al-
ttiras.

Se sabe (264) que dos paralelepipedos rectangulos de
igual base y altura, son iguales, luego si se considera un
paralelepipedo rectangulo de igual base y de doble altura
que otro, que sea dado, la magnitud de éste se hallard
contenida dos veces en la del anterior, y por lo tanto
se hace patente, que duplicando en un paralelepipedo
rectdngulo su altura, queda también duplicada su magni-
tud, luego hay proporcionalidad directa entre las magni-
tudes de dos paralelepipedos rectangulos y sus respecti-
vas alturas, siempre que las bases sean iguales (71).

Como que las dimensiones de un paralelepipedo rectan-
gulo, son las tres aristas que forman uno cualquiera de
sus triedros (266), si se consideran dos paralelepipedos
rectdngulos, que tengan respectivamente iguales dos de
de aquellas dimensiones, tendran por consiguiente dos
caras idénticas (65, coro1ario); de manera que, al consi-
derar estas caras como bases (265), las terceras dimen-
siones haran las veces de alturas, por lo tanto el teorema
anterior podra también enunciarse diciendo : las magni-
tudes de dos Jtaralelepipedos rectangidos, que tengan dos di-
mensiones respectivamente iguales, seran proporcionales a
las terceras dimensiones.

280. De donde se deduce, que como puede ser al-
tura de un paralelepipedo rectangulo cualquiera de sus
tres aristas, bastara apoyarse en el teorema de las razones
compuestas (a ritm » 171), para poder decir que las magni-
tudes de dos paralelepipedos rectangulos son proporcionales
& los productos de sus lases por sus alluras, 6 sea & los pro-
ductos de sus tres dimensiones.

281. Unprisma ollicuo cualquiera es equivalente a otro
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recto, que tcmja por base la seccion recta del oblicuo, y por
altura su arista lateral.

Sea AH el prisma oblicuo que se considera, y LMNOP
su seccion recta; si se toma

LQ= AF= MR NS* OT" PX,

y se unen los puntos Q, R, S, T y X, resultara el prisma
recto QN, que ba de ser equivalente al propuesto.

En efecto, los troncos de prisma FS y NA son iguales,
pues al superponer las bases QRSTX y LMNOP que son
iguales, como que las aristas laterales son perpendiculares
a estas bases y ademas iguales entre si, coincidiran los
vértices FGPIIJ respectivamente con los AEDCB : res-
tando, pues, del tronco de prisma total DQ, el FS, queda
el prisma oblicuo propuesto AH y quitando del mismo
tronco de prisma total el AN queda el prisma recto QN
que se construyd, luego éste y el propuesto son equi-
valentes.

282. Todo prisma trianyidar, es la mitad de un para-

lelepipedo de la misma altura y doble base.

Sea el prisma triangular recto ABCDEF : construyendo
el paralelepipedo AG, se tendrd el prisma triangular
BCHEFG, que por tener igual base c igual altura que el
propuesto, serd igual a éste (264).

Si se tuviera al prisma oblicuo ABCDEF, constru-
yendo el paralelepipedo AG, y formando el prisma recto
NJ, el cual tiene por base la seccion recta MIJL, y por
altura MN = AD, so tendra que el prisma triangular
propuesto sera equivalente al MILQNO, y el BCHGEF
lo serd al 1IJLQOP; pero como los dos prismas triangu-
lares, que componen el paralelepipedo recto N.J, son igua-
les, se veriiicara que los ABCEDF y BCHGEF, (pio les
son equivalentes, serdn & su vez equivalentes, y por lo

Fig. 170
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tanto resulta que el i)risuia triangular propuesto, es mi-
Lad de un i)aralelepipedo de la misma altura 'y de doble
ase.

ARTICULO 2°
Volumen del prisma.

283. _EZ volumen de un paralelepipedo rectangulo
igual al producto de sus tres dimensiones, en el supuesto de
que se considere como unidad de medida el cubo, cuyo lado
sea ia unidad lineal.

En efecto, sea P el paralelepipedo rectangulo pro-
puesto; a, 6, ¢, sus dimensiones; C el cubo que se toma por
unidad de capacidad, y | la longitud de su arista; segun

lo dicho (279), se tendrd ~ z= pero como por hipote-
sis, C=1y 1 Jaexpresion anterior se transformara en
e

1 - que maniiiesta que el volumen de P = abe.

Como el producto de dos de las dimensiones del para-
lelepipedo que se considera, representa el area, de su
base, en cuyo caso la tercera dimension sera la altura,
podra enunciarse la regla anterior diciendo, que el volu-
men de un paralelepipedo rectangulo, equivale al producto
del &rea de su base por la altura.

Corolario.—ilZ volumen de un cubo equivale & la tercera
potencia de su arista ¢ lado (¥.

€s

284. El volumen de un paralelepipedo recto, equivale

al producto de su base por su altura.
ASea CF el paralelepipedo recto, cuya base EFGH no
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es por lo tanto un paralelogramo rectangulo. Consirlc-
raudo 4 la cara lateral BCHG como baso del paralelepi-
pedo propuesto, las aristas AB, CD, EH y FG seran obli-
cuas & esta base, pues de lo contrario el paralelepipedo
CF tendria que ser rectangulo, lo cual es contrario &
la hipétesis. Si ahora se traza la seccion recta en este
paralelepipedo, se tendria el paralelogramo HIJL, el cual
sera rectangulo, en atencion & que siendo las rectasJJ y
JL perpendiculares & la FG mediran el diedro BI'GII,
que es recto; luego el paralelepipedo propuesto equivale
aun paralelepipedo rectangulo, cuya base es HIJL y su
altura igual & FG (281). Como que el volumen de esto
es el producto FG X FJ X FJ, éste serd también el del
iparalelepipedo propuesto; pero FG X FJ es el valor del
area de la base, en cuyo caso 1J serd la altura, supuesto
que como recta perpendicular & FG, que se halla situada
en el plano ABGF, tiene que ser también perpendicular
al plano FGHE (221), y por lo tanto & su paralelo
ABGD (227).

285. E | volumen de un paraleleitipcdo oblicuo, es igual fig. 173
al producto del area de la base por la altura.

En efecto, considerando la cara BCGF como base del
paralelepipedo propuesto, las aristas laterales seran AB,
CD, HG y EF. Si se traza la seccion recta LJIM, que,
en general, sera un paralelogramo no rectangulo, esta
seccién debera ser perpendicular al plano ABCD (222),
asi como las rectas JL y LM serdn también perpen-
diculares & la arista AB (203). EI paralelepipedo pro-
puesto es equivalente & otro recto, cuya base sea la
seccion LJIM y AB la altura (281); el volumen de este
paralelepipedo auxiliar es igual, segin el teorema ante-
rior, al ju'oducto LM X AB X NQ, siendo la NQ, una
periKludicular trazada & la LM, cu el jdafio do la seccion
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recta, luego el volumen del paralelepipedo propuesto
sera tiimbicu igual & LM X AB X NQ; pero siendo LM
perpendicular & la AB, el producto LM X AB expresara
el area de la base ABCD, y siendo NQ perpendicular &
la interseccion LM de dos planos perpendiculares entre
si, ABCD y LMIQ, y estando contenido en éste Gltimo,
debera ser también perpendicular al ABCD, que hace las
veces de base, y por lo tanto serd la altura del paralelepi-
pedo que se considera; con cujm motivo queda hecho
patente, que el volumen de un paralelepipedo cualquiera,
equivale al producto de la base por su altura ¢ sea &
LM X AB X NQ.

286, EI volumen de un prisma triangular, es igual al
producto del area de su base por su altura.

Supuesto que se tiene demostrado (282), que un prisma
triangular es la mitad de un paralelepipedo de doble base
y de la misma altura.

287. EI volumen de un prisma cualquiera, es igual al
producto de su basepor su altura.

En efecto, descomponiendo en tridngulos el poligono
gue forma una de las bases del prisma propuesto, y con-
siderando & este compuesto de un conjunto de prismas
triangulares, cuyas bases sean los mencionados triangulos,
y sus alturas la misma del prisma; resulta de aqui que
el volumen de la totalidad de los prismas triangulares
formados, serd igual al producto que se obtiene, al multi-
plicar la suma de todas las areas de las citadas bases pol-
la altura comdn, 6 sea al producto del &rea de la base del
prisma, que se considera, por su altura.

Corolario— Dosprismas cualesquiera de igual alturay
de bases equivalentes, son equivalentes.
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ARTICULO 3.»

Volumen de la pirdmide. .

288. Dos tetraedros de igual altura y de bases equiva-
Fio. 174.

lentes, son equivalentes.

Sean los tetraedros VABC y V'A'B'C, en los que se
supone, que tienen las alturas iguales y las bases equi-
valentes.

Si se dividen las alturas de uno y otro tetraedro en
igual nimero de partes iguales, los planos paralelos a las
bases, que pasen por los puntos de division, determinaran
en ambos tetraedros secciones, que seran respectivamente
equivalentes (258); si se admite que estas diferentes sec-
ciones hacen las veces de bases, y se considera como
altura la magnitud que correspondo a una de las partes
iguales, en que se ha dividido la de los tetraedros, se ten-
dra que al construir los procedentes prismas triangulares
interiores, cada uno de los del tetraedro V correspondera
aotro equivalente del V', y por lo tanto la suma de los
del primero tendra igual valor que los del segundo; pero
como ambos i'esultados son variables, y crecen & medida
gue aumenta el nimero de partes iguales, en que se halle
dividida la altura de los tetraedros, de aqui que se ten-
gan, en el presente caso, dos cantidades variables, que
son constantemente iguales, por todos los estados de
magnitud que pasan, luego segun lo dicho (Amtm.™-187,
CoROLAKio 1.0), los limites de ambas cantidades, que
ahora son los volimenes de los tetraedros que se consi-
deran, tendran igual valor, y por lo tanto, los tetraedros
seréan equivalentes.
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289. Todo prisma trianyular truncado, es equ
Fig. 175. tetraedros que tengan por lase una de las del g)risma, y
cuyos Vértices opuestos sean los de la otra he%e.

Sea AF un tronco de prisma triangular cualquiera, el
cual se corta por el plano determinado por las rectas BD
y BF, con cuyo motivo se tiene el tetraedro BDEF y la
pirdmide cuadrangular BACFD. Si en esta pirdmide se
considera el plano ABF, quedard & su vez descompuesta
en los tetraedros BADF y BACF; pero los tetraedros
BADFy EADF son equivalentes, en atencién a que tienen
la misma base ADF y la misma altura, que es la perpen-
dicular trazada desde un punto de la EB al plano ACFD,
al cual es paralela (200). Por otra parte, el tetraedro
BACF es equivalente al EDCF, por ser las bases ACF
y CDF equivalentes, y lamisma altura, que es la distancia

_que media entre BE y el plano ACFD.

De modo que los dos tetraedros, en que queda descom-
puesta la pirdmide cuadrangular, son respectivamente
equivalentes & los ADEF y CDEF, los cuales, asi como el
BDEF, tienen por base comun el tridngulo DEF, y por
alturas las perpendiculares trazadas & la citada base, desde
los vértices de la otra base.

Corolario 1»—Un tetraedro es la tercera parte de un
prisma trianyular, de la misma lase y altura. En efecto,
si el prisma triangular, que se considera, no fuese trun-
cado, los tres tetraedros a4 que equivale, tendrian la misma
base € iguales alturas, luego serian equivalentes, y por lo
tanto uno cualquiera de ellos seria la tercera parte del
priama triangular propuesto.

Corolario 2.°~EI volumen de un tetraedro equivale al
tercio del producto del Urea de su lase por su altura. En
atencion & que, como el volumen do un prisma triangular
es igual al producto del area de su base por su altura,



- 187 -

el del tetraedro, que es la torcera parte, equivaldra al tercio
de aquel producto.

Corolario 3.“—EI volumen de un prisma triangular
truncado, es igual al tercio del producto de una de sus bases,
por la suma de las tres alturas correspondientes a los verti-
es de la otra base.

E I volumen de una jyirci,mide cualquiera, es igual al tercio
del producto del area de su base por su altura.

En efecto, descomponiendo en tridngulos el poligono
de la base de la pirdmide, que se considera, cada uno de
ellos podra servir de base & otros tantos tetraedros, que
tienen por vértice comdn el de la pirdmide, y se tendréa
que el volumen de todos ellos, estara dado por el tercio
del producto de la suma de las areas de sus bases por la
altura comdn, 6 bien por el tercio del producto del &rea
de la base de la piramide por su altura.

290. Un tronco de tetraedro de bases paralelas, equivale
tras tetraedros, cuya altura .sea la del tronco, y cuyas bases res-
pectivas sean la mayor y menor del mismoy una media propor-
cional entre ellas.

En efecto, sea ABCDEF el tronco de tetraedro. Si se conside-
ran los planos AEG y AEF, éstos dividiivan al tronco en los tetrae-
dros EABC, ADEF y EACF.

El primero tiene por base ABC, que es la mayor del tronco, y
la misma altura que éste, pues su vértice E se halla en la base
opuesta; el segundo EADF 6 sea el ADEF, tiene por base DEF,
que es la menor del tronco, y la misma altura que éste, pues su
vértice A se halla en la base opuesta; trazando ahora la paralela
EG a CF y las rectas FG y AG, se tendra que el tercer tetraedro
EACF sera equivalente al GACF, por tener la misma base ACF
y los vértices E 'y G en la paralela a CF, que lo sera & la base
(200). El tetraedro GACF puede nombrarse FACG, y en tal caso
tendrd la misma altura que el tronco, faltando sélo demostrar
que la base ACG es media proporcional entre la mayor y la
menor del tronco, que se considera.

Para conseguirlo tracese la paralela GH a la AB, que lo sera

Fig. 176.
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también & la DE (196), y en virtud de lo dicho (107, Corola-
Rio), al comparar los triangulos ABC y ACG, se tendra

ABC BC
ACG CG’
y si se aplica analoga consideracion & los ACG y CGH, resultara
ACG AC ) Rn AC )
CGH~CH”’ como (76) se tiene ~ ~ qJij>  prime-

ros miembros de las dos igualdades fraccionarias que anteceden,
tendran que ser iguales, y por consiguiente se verificara, que
ABC _ ACG . . ABC ACG

ACG CGH’~° ACG —DEF’  ¢.tencién & que los trian-
gulos CGH y DEF son iguales, por tener el lado GC= EF ¢
iguales los dngulos adyacentes (197).

Corolario volumen de un tetraedro truncado de bases
paralelas, equivale al tercio del producto de su altura por ta
suma de las bases mayor y menor, y la media proporcional
entre ellas.

Corolario 2.°—E | volumen de un tronco de pirdmide de ba-
ses paralelas, es igual al tercio del producto de su altura por la
suma de las bases mayor y menor, y una media proporcional
entre ellas. Supuesto que el volumen del tronco de piramide sera
igual al de la piramide total, menos el de la deficiente; pero como
estos volumenes son equivalentes & los de los tetraedi-os, uno total
y otro deficiente de las mismas alturas y de bases equivalentes,
los troncos tendran que ser equivalentes, y siendo asi que el dei
tetraedro es igual al tercio del producto de su altura por la suma
de las bases mayor y menor, y una media proporcional entre
ellas, el volumen del tronco de piramide, que se considera, tam-
bién tendra idéntica expresion.

291. Los volimenes de dos piramides semejantes, son
proporcionales a los cubos de sus aristas homologas.

Llamando By i & las basesy Ay a 4 las altura.s, se
tendrél_,(llo),, que B:i ;; ;a0 evidentemente también
se veriiicara que

AALL LA
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multiplicando ordenadamente ambas proporciones, re-
sulta :

4- BA: 4- AR an.

292. Los voUimenes de dos poliedros semejantes, son
proporcionales a los cubos de sus aristas homélogos.

Llamando T, T, T, T'"",..... los tetraedros de que se
compone uno de dos poliedros semejantes, y t, t', t", t™,
sus homologos del otro poliedro, se tendrd, representando
Ay a dos aristas homologas, que

t t T M 13"
de donde se deduce que
T+r +r-f A3

i4r4-r+r
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LIBRO 1.

CUERPOS REDONDOS.

SECCION PBIIHEBA.
'SUPERFICIES DE REVOLUCION.

CAPITULO 1.

Nociones preliminares.

293, Se denominan cuerpos redondos aquellos que
estan limitados, total 6 parcialmente, por una superficie
curva.

Se entiende por superficie de revolucion, aquella que
puede suponerse engendrada por una linea cualquiera,
que gira alrededor de una recta fija. La linea movil se
Ilama en tal caso generatriz, y la recta fija eje.

Un G_ERPO LE revolucion esta limitado por una super-
ficie de revolucion.

294. El movimiento & que est4 sometida la generatriz
en las superficies de esta indole, se halla determinado
por la condicion de que cada uno de sus puntos describa,
en un giro, 6 sea en una vuelta coinpleta alrededor del
eje, una circunferencia cuyo plano le sea perpendicular,
y cuyo centro se encuentre en la interseccion de aquella
recta con el mencionado plano.

Estos circulos perpendiculares al eje, se llaman para-
lelos.
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Las intersecciones de la superficie curva, de un cuerpo
de revoluciéon con todo plano que pasa por el eje, se
denominan meridianas, y el plano (pie contiene & cada
una de estas lineas se llama meridiano.

295. Todas las meridianas de una misma superficie de
revolucion son igtiales.

En efecto, si se consideran dos meridianas ABC y
A'B'C', asi como el paralelo correspondiente al punto A,
resultard que el angulo AOA', formado por las intersec-
ciones de este plano con los meridianos que corresponden
a aquellas curvas, serd la medida del diedro determinado
por estos planos, y por lo tanto serd igual & los rectilineos
BO'B', CO"C'....(217), situados en los paralelos corres-
pondientes & los puntos B, C,...., pero como AO = A'Q,
BO' = B'O', CO'=C'O",..... al girar la meridiana ABC
alrededor del eje sucederd que, al aplicarse el punto A
sobre el A', el B coincidira con el B', el C conel C', yen
general todos los puntos de la meridiana ABC se con-
fundirdn con los de la A'B'C".

corotario.— i7na Superficie de revolucion se puede con-
siderar engendrada poi' una meridiana, que gira alrededor
de su eje.

En este tratado, los Unicos cuerpos de revolucion que
se estudian son el cono, el cilindro, la esfera y algunos
otros que se deidvan de éstos.

296. Agquellas superficies en las cuales la generatriz
es una recta, reciben el nombre de regladas; y cuando
dos posiciones consecutivas -de la generatriz rectilinea se
bailan en un mismo plano, entonces so dice que las su-
perficies regladas son desarroUahles, en atencion & que,
abiertas segun la direcciéon de una de las generatrices,
son susceptibles de ser extendidas sobre un plano, sin
que se rompan ni formen dobleces.
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Cuando las superficies regladas no son desarrollables,
s dice que son alaheaclas.

CAPITULO L.

Cono de revolucion.

297. Se llama cono de revolucion, al cuerpo engen-
drado por un tridngulo rectangulo, que gira alrededor de
uno de sus catetos.

En el tridngulo rectangulo generador ABC, el cateto
fijo AB hace veces de eje, y la hipotenusa AC de genera-
triz, en cuya atenciéon describe en su movimiento la su-
perficie lateral del cono. EIl cateto moévil BC, por perma-
necer constantemente perpendicular al eje, describird,
mientras se efectla el movimiento giratorio, un circulo
cuyo plano sera perpendicular al antedicho eje (207,
Corotario 1°). Este circulo se denomina hase del cono,
el eje AB recibe el némbre de altura, y la generatriz AC,
en cualquiera de sus diversas posiciones, se suele tam-
bién llamar lado del cono.

298. Tronco de cono & cono truncado, €S la parte de
cono comprendida entre la base y un plano, que corta &
todas las generatrices. En el sigiuesto de que el plano
secante fuera paralelo a la base, se dice que el tronco es
de lases paralelas. A la perpendicular comin & estas ba-
ses se llama altura, y & la parte del lado del cono com-
prendida entre las circunferencias de ambas bases, se
denomina lado del tronco de cono.

299. La seccion producida en un cono de revolucion
por un plano paralelo & su base, es un circulo; supuesto

13

Fig. 178.
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que siendo el plano de la base perpendicular al eje AB,
también el plano FG, que se considera paralelo al ante-
rior, tendré que ser perpendicular al eje (227), y por lo
tanto, la mencionada secciéon serd uno de los circulos
paralelos del cono de revolucién propuesto.

Todo plano giie pasa por el vértice A de un cono de revo-
lucién, y por dos puntos H é | de la circunferencia de la
hase, eortara & la superficie lateral del cono, segin dos gene-
ratrices AH y Al.

En efecto, el plano que pasa por los tres puntos A,
H é I, contiene & las generatrices 6 lados AH y Al, en
atencion a que cada una de estas rectas, posee dos puntos
en el plano HAI, que se considera.

La superficie lateral de un cono es desarrollable, supuesto
gue cada dos posiciones consecutivas de la generatriz son
rectas que se cortan, y por consiguiente, contenidas en
un plano (296).

300. La superficie lateral de un cono de revolucion des-
arrollada sobre un plano, determina un sector circidar, cuyo
radio es igual U la generatriz, y cuiyo arco tiene la misma
longitud gue la circunferencia de la base del cono.

En efecto, colocando el cono sobre un plano, de modo
que coincida con éste una de sus generatrices, al hacerle
girar alrededor del vértice, sin que resbale, sucederd que
al dar una vuelta completa, toda la superficie lateral del
cono se habra aplicado sobre el plano; mas como quiera
gue durante este movimiento giratorio, los diferentes pun-
tos de la circunferencia de la base del cono, se conservan
constantemente & igual distancia del vértice, tendran que
sefialar un arco de circunferencia, cuya longitud sera la
misma que la de la base del cono propuesto.

301. Se dice que una piramide se encuentra inscripta
en un cono, 6 un cono est4 circunscrito & una pirdmide,
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cuando la baso de la piramide esun poligono inscripto en
la base del cono, y ademas poseen ambos cuerpos un
mismo Veitice.

302. Conos semejantes son aquellos cuyas alturas,
lados y radios de las bases son directamente proporciona-
les. La existencia de los conos semejantes se manifiesta,
sin mas que eonsiderar dos conos engendrados por trian-
gulos rectangulos semejantes.

CAPITULO IILI.

Cilindro de revolucion.

303. Se llama citindro db revolucisn, al cuerpo en-
gendrado por un paralelogramo rectangulo, que gira alre-
dedor de uno de sus lados.

Si se hace girar al rectingulo ABCD alrededor del lado
AB, que sirve de eje, los lados AD y BC permaneceran
siendo perpendiculares a la AB durante el movimiento, y
como su longitud no varia, tendran que engendrar dos
circulos iguales (53) y paralelos (226), denominados lases
del cilindro. El lado DC opuesto al eje, describe durante
el giro la superficie lateral del cilindro,

A la distancia que media entre las dos bases, se llama
altura, y & la recta CD en cualquiera de las posiciones
que toma durante el giro, se denomina lado del cilindro.

304. La seccion producida en un cilindro de revolucion
por un plano paralelo & las lases, es un circulo cuyo centro
se halla en el eje. )

En efecto, siendo los planos de las bases perpendicula-
res al eje, todo plano paralelo a éstos, que corto al cilin-
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dro, sera perpendicular al citado eje, y por lo tanto deter-
minard un paralelo; luego tendrd que ser un circulo,
cuyo centro se hallara situado en el antedicho eje.

305. Todo plano paralelo al eje de -un cilindro, que
pase por dos puntos JEy F, situados en una cualquiera de
las circunferencias de las iases, cortara a la superficie late-
ral del cilindro seglin dos generatrices.

En efecto, la generatriz EG es paralela al eje AB,y
tiene un punto E en el plano que se considera, luego se
hallard contenida en éste (201); analoga consideracion
pudiera hacerse respecto de la FH, por lo tanto ambas
rectas serdn las intersecciones del plano seccion, con la
superficie lateral del cilindro propuesto.

306. La superficie lateral de un cilindro, es desarro-
llahle, en atencion & que dos posiciones consecutivas de
la generatriz, seran paralelas entre si, en vista de que una
y otra son paralelas al eje, y por consiguiente ambas
estardn contenidas en un plano.

307. La superficie lateral de un cilindro de revolucion,
al desarrollarse sobre un plano, deterniina un paralelo-
gramo rectangulo, en el cual una de sus dimensiones tiene
la misma longitud que la altura del cilindro, y la otra es
igual & la circunferencia rectificada de una de las bases.

En efecto, si haciendo coincidir una de las generatrices
del cilindro propuesto con un plano, se le obliga & rodar
sobre éste, sin que reshale, acontecera que todas las ge-
neratrices de aquél, se iran aplicando sucesivamente sobre
el mencionado plano. A la vez las dos circunferencias de
las bases iran sefialando rectas iguales & ellas en longitud
y paralelas; pero como la generatriz, en cualquiera de las
diferentes posiciones que toma en el plano, es constante-
mente perpendicular & las bases, tendré que ser también
perpendicular & las dos paralelas mencionadas, supuesto
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que cada uiia do éstas so hallara situada en el plano de la
respectiva base; lo cual manifiesta, que la figura formada
en tales condiciones serd un paralelogramo rectangulo,
que poseerd las precitadas dimensiones.

308. Se dice que un prisma estd inscripto €n un
cilindro, 6 que un cilindro se halla circunscrito & un
prisma, cuando las bases de éste son poligonos inscriptos
en las bases del cilindro.

309. Se llaman cirtindros semejantes, aquellos en
que se verifica, que los ejes son proporcionales a los la-
dios de las bases. La existencia de los cilindros seme-
jantes se demuestra, sin mas que suponer dos cilindros
engendrados por paralelogramos rectdngulos semejantes.

Facilmente so explican las analogias que existen en
las cuestiones, reforontes al cono y al cilinclro, tijancloso en que
este Gltimo puede ser considerado como si fuera un cono, cuyo
vértice estuviera en el infinito.

CAPITULO IV.

Esfera.

ARTICULO |.°

Propiedades de la superficie esférica.

310. S0 llama esfera €l cuerpo engendrado por un
semicirculo, cpie gira alrededor de su diametro.

Como todos los puntos de la semicircunferencia equi-
distan del centro, esta distancia so conservara la misma
para todas las posiciones que toma la mencionada gene-
ratriz, y por lo tanto, todos los puntos do la superficie
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esférica equidistaran del centro de la generatriz, que es
también el centro del cuerpo redondo que se considera.

A la distancia del centro de la esfera & un punto cual-
quiera de su superficie se llama radio: & la recta que pa-
sando por el centro termina por sus dos extremos en la
superficie esférica, se Ilama diametro.

De aqui se desprende, que todos los radios de una es-
fera son iguales, y que lo mismo se verificara con los dia-
metros.

Zona esférica es la parte de superficie esférica engen-
drada por una parte de la semicircunferencia generatriz,
6 bien la porcion de superficie de esfera comprendida
entre dos planos paralelos. Huso esférico es la parte do
superficie esférica comprendida entre dos posiciones de
la semicircunferencia generatriz. Rebanada esférica es
la porcion de esfera comprendida entre dos planos para-
lelos. Sector esférico es la parte de esfera engendrada
por un sector del semicirculo generador. Cufia esférica
es una porcion de esfera comprendida entre dos posicio-
nes del semicirculo generador.

311. La seccién producida en %ra esfera por un plano
que pasa por su centro, es un circulo. Supuesto que esta
seccion plana, que pasa por el centro, esta limitada por
una linea cerrada, que tiene todos sus puntos equidistan-
tes del mencionado centro.

Corolario.— Un didmetro cucdquiera de la esfera puedo
servir de eje, asi como de meridianos los diferentes circidos
correspondientes & aquel diametro.

La seccion producida en una esfera por un plano que no
pase por su centro, es también un circulo, supuesto que si
se considera el diametro perpendicular al plano seccion,
se tendrd un eje de la esfera, con respecto del cual, la
mencionada seccion sera un circulo paralelo (294).
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312. Circulo méaximo de la esfera, es el circulo deter-
minado por la seccién de un plano, que pasa por el centro
de aquélla.

Se llama circulo menor & la seccion producida por un
plano, que no pasa por el centro de la esfera.

Se sabe que en el tridngulo rectangulo AOQ', se ve-
rificard que OA2= + 00'; como que OA es cons-
fante en una misma esfera, la suma de los cuadrados
072 | 602 también lo serd, luego si O'A aumenta,
00" disminuird; esto manifiesta que los circulos de una
esfera son tanto menores, cuanto mas se alejan del centro.

Si ahora se supone en la misma esfera, otro circulo
igual al anterior, se tendra también OA~ = Q"A'A-f' 00 q
pero como OA = OA', resultara que

0n2 002  (7a2+ 00"2...(D,

mas atendiendo ,& que O'A= 0"A' se-verificara, que
00'= 00", lo cual dice que en una misma esfera, los
circulos iguales equidistan del centro.

Si en la igualdad (1) se supone 00' = 00", se tendra
O'A= 0"A'; esto hace patente, que es también cierto el
reciproco del teorema anterior, 0 sea, que en esfeas igua-
les, los circulos equidistantes del centro son iguales.

Un circulo méaximo divide a la esfera en dos partes igua-
les llamadas hbmiseerios, supuesto que superponiendo
estas dos porciones de esfera, todos los puntos do las
correspondientes superficies tendrian que coincidir, pues
si alguno de ellos no coincidiese, el radio correspondiente
a este punto seria mayor 6 menor que los demas.

313. Dos puntos de la superficie esférica, que no sean
los extremos de un diametro, determinan una circunferencia
maxima; en atencién & que no estando en linea recta los
dos puntos que se consideran y el centro, determinaran
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un plano, que cortara & la superficie de la esfera, segin
una circunferencia maxima.

314. Dos circulos maximos se cortan mutuamente en ios
partes iguales, supuesto que la interseccion de ambos, sera
una recta que pasara por el centro de la esfera, terminara
en la superficie esférica, y por lo tanto, serd un didmetro
comun & los circulos maximos, que se consideran.

La superficie esférica es convexa, supuesto que si hubiera
mia recta cpie la cortase en tres 6 mas puntos, todo plano
que pasara por dicha recta, cortaria & la superficie de la
esfera, segun una circunferencia, que tendria tres 6 mas
puntos en linea recta, lo cual es inadmisible (114),

Se Ilama piano tangente & una esfera, el que tiene con
ella un solo punto conuin.

El teorema que prueba la existencia del plano tangente
a la superficie esférica, dice asi: Todo plano perpendicular

Fig. 181, al radio en su extremo, es tangente a la esfera. En efecto,
siendo por suposicién OA la recta menor, que se puede
trazar desde O al plano PQ, cualquier otro punto de este
plano se hallard més distante del O, y por consiguiente
encontrandose el punto A en la superficie esférica, todos
los demas puntos del plano estaran fuera de ella; luego
el plano PQ serd tangente, en vista de que no tiene méas
gue un solo punto comdn A con la esfera.

Reciproco. Todo plano tangente & la superficie esférica,
es perpendicular al radio, que corresponde al punto de
contacto.

En efecto, halldndose todos los puntos de este plano
fuera de la superficie esférica, excepto el punto de con-
tacto A, cualquier otra recta OB, que se considere desde
el centro & este plano, saldra de la esfera, y sera por con-
siguiente mayor que OA; luego esta Ultima recta serd
la més corta que se puede tirar desde el centro al plano
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PQ, y en su consecuencia sera perpendicular a este plano
(204, corolario).

Corolario.— Por un punto de la sig)erficie esférica, no
puede considerarse sino un solo pilano tangente a ella;
supuesto que no es posible admitir mas que un solo
plano, que pasando por un punto de una recta, sea per-
pendicular & ésta.

Cuatro puntos que no estan en un mismo plano, determinan
una esfera. Fig. 182.

En efecto, sean A, 13 Cy D cuatro puntos, que no se hallan en
un plano; considerando el plano determinado por A, By C, asi
como también el que pasa por B, Cy D, se tendra, para inter-
seccion de ambos, la recta BC.

Si se hallan ahora los centros E y F do los circulos circunscri-
tos a los triang'ulos ABC y BCD, se tendra que, al levantar las
irerpeudiculares EO y FO & los planos de estos triangulos, ambas
perpendiculares estaran en el plano EGFO, perpendicular & la
interseccion BC, y no pudiendo sor paralelas, por cortarse los
planos ABC y BCD, se encontrardn en un punto tal como el G;
pero este punto equidistante de A, By C, por ser punto de la
perpendicular EO, como que equidista también de B, Cy D, por
ser un punto de la perpendicular OF, tendra que estar a igual
distancia de los cuatro ijuntos A, B, Cy D, y por lo tanto, si se
considera una esfera cuyo centro fuera el punto O, y cuyo radio
tuviera por longitud OA, su superficie pasarla indefectiblemente
por los cuatro mencionados puntos.

Otra esfera que pasara por éstos, tendria el mismo centro, su-
puesto que éste habria de encontrarse & la vez en las rectas EO
y FO (211), y por lo tanto se hallarla en su punto de Inter
seccion O; luego ambas esferas poscerian el centro comin 6 igual
radio, y en su consecuencia, se confundirian en rrna sola.

315. Los extremos de un eje de la esfera, son polos
do todo circulo paralelo.

Cualcpiiera de lospolos de un paralelo de la esfera, equi-
dista de todos lospuntos de la circunferencia de aquél; su-
puesto que como el eje es un diametro perpendicular a
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todo circulo [laralelo, por cuyo centro pasa, de aqui que
las distancias que iiiediaii entre cada uno de los polos y
los diferentes puntos de la circunferencia, correspondiente
al paralelo que se considera, seran iguales, por oblicuas
gue se separan igualmente del pie del eje (211).

ARTICULO 2.7

Angulos y poligonos esféricos.

316. Angulo esférico €S el dngulo que forma la aber-
tura de dos arcos de circunferencia maxima, que se cortan.
Estos arcos se llaman lados del angulo, y el punto de
encuentro Vértice.

Fig. 183.  317. Un éngulo esférico se aprecia por el formado
con las tangentes & sus lados en su vértice.

Las tangentes AB y BC a los lados BD y BE se hallan
respectivamente situadas en los planos DBO y EBO, y
son perpendiculares al didmetro OF (115, Reciproco); cou
tal motivo forman el angulo rectilineo correspondiente al
diedro DBFE vy por lo tanto, se tendra que el angulo de-
terminado por dos arcos de circunferencia maxima, sera,
igual al diedro que forman los planos, que las contienen.

Un angulo esférico y un diedro se dice que son corres-
pondientes, cuando los lados del &ngulo esférico estan
contenidos en las caras del diedro.

Las proposiciones comprendidas entro los numeros
17 y 24, que se refieren & los angulos rectilineos, tienen
sus analogas, y se demuestran de una manera idéntica al
tratar de los angulos esféricos.

Si dos angidos esféricos son iguales, sus diedros corres-
pondientes sefTan también iguales.

Reciproco.—  dos ungidos diedros correspondientes &
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dos cingulos esféricos de una misma esfera son iguales,
dichos angulos esféricos serén también iguales.

Ambas proposiciones se hacen patentes, sin mas cpre
superponer los elementos que forman parte de las res-
pectivas hipotesis.

Se llama triangulo bsfirico, la porcion de superficie
de esfera comprendida entre tres arcos de circulo méaximo.
Estos arcos se denominan lados del triangulo.

Se entiendo por triedro correspondiente & UN trian-
gulo esférico, el formado por los planos que pasan por
sus lados y el centro de la esfera; segln esto sus aristas
seran los radios trazados a los vértices. Asi OABC sera
el triedro correspondiente al tridngulo esférico ABC.

318. En todo tridngulo esférico, los lados son medida
de los &ngulos jalanos del triedro correspondiente; y los an-
gulos son medida de los diedros del citado triedro.

En efecto, los lados AB, AC y BC del triangulo esférico
que se considera, son arcos, de circunferencia maxima,
trazados desde el vartice comin O de los angulos planos
AOB, X\OC y BOC del triedro correspondiente, y por lo
tanto son sus medidas.

Los angulos diedros cuyas aristas son OA, OB y OC,
tienen por medida los rectilineos correspondientes, que,
como se tiene dicho (317), son iguales & los angulos, que
forman las tangentes & los lados de los angulos en sus
respectivos vértices; pero como estas tangentes miden los
angulos esféricos, claro es que también mediran los die-
dros correspondientes.

Segun esto, las propiedades de los tridangulos esféricos
se enuncian y demuestran, considerando los triedros co-
rrespondientes 4 ellos, y sustituyendo las denominaciones
de angulo plano y diedro con las de lado y angulo es-
férico.

Fig. 184.
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Asi en el teorema correspondiente al del numero 235,
se tendra:

319. Un lado de un triangulo esférico es menor que la
suma de los otros dos, y mayor que su diferencia.

iLiir efecto, en el triedro correspondiente al triangulo
esférico, se tiene, segun lo dicho (318), que siendo

AOB < AOC+ BOC,

y también AOB )> AOC — BOC; al reemplazar en estas
desigualdades los angulos planos por sus medidas, resul-
tara que AB < AC-{-BCy AB > AC—BC.

La suma de los lados de un tridngulo esférico, es menor que
una circunferencia maxima.

Supuesto que se sabe(248), que AOB+ BOC+AOC < 4R; re-
emplazando en vez de los angulos planos del triedro correspoii-
dieute sus medidas 6 sean los lados del tridngulo esférico, se
tendra AB -f BC+ AC< 2-7.

Corolario.—Cififa lado de un tridngido esférico es menor que
media circunferencia maxima, .gvLcs, si fuera mayor, la suma de
los otros dos lados, valdria mas que media circunferencia ma-
xima, y por lo tanto, el valor del conjunto de los tres lados exce-
derla de una circunferencia, lo que se acaba do ver que es in-
admisible.

La suma de los angulos de un triangido esférico, es mayor que
dos rectos y menor que seis; pues en su triedro correspondiente,
la suma de los diedros es mayor que dos rectos y menor que seis.

De aqui resulta, que un tridngulo esférico puede tener uno, dos
6 tres angulos rectos, llamandose en estos dos liltimos casos U-
rectaingulo y trirectangido.

Al exceso de la suma de los angulos de un triangulo esférico
sobre dos rectos, se llama exceso esférico.

JSn todo tridngulo esférico, & angulos iguales se oponen lados
iguales, y a mayor angulo s opone mayor lado; supuesto que en
su triedro correspondiente, se verifica que & diedros iguales, se
oponen angulos planos iguales, y 4 mayor diedro, se opone ma-
yor angulo plano (239-240).

320. Se llamau tridngulos esféricos suplementarios, aquellos
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que corresponden & triedros suplementarios, y por lo tanto, los
lados del uno son suplementos de los angulos del otro.

Se dice que dos triangulos esféricos, considerados en una
misma esfera, son simétricos, cuando lo son sus triedros corres-
pondientes, de donde se infiere, que estos triangulos esféricos tie-
nen todos sus elementos respectivamente iguales, poro que, como
no se hallan dispuestos del mismo modo, no pueden coincidir al
superponerlos.

Analogamente & lo que sucede al tratar de los casos de igual-
dad de dos triedros, se verificara en los tridngulos esféricos que
se consideren en una misma esfera 6 en esferas idénticas, que
seran iguales, cuando tengan respectivamente iguales y del
mismo modo dispuestos: 1.° Un lado y los dos angulos conti-
guos a él: 2.° Dos lados y el &ngulo comprendido: 3.° Los tres
lados: 4.° Los tres angulos. Supuesto que en cualquiera de estos
casos seran iguales los triedros correspondientes.

En todo triangido esférico birectdngido, el angulo desigual
tiene por medida él lado opuesto, y su vértice es polo de este
mismo lado.

En efecto; el triedro V correspondiente al triangulo esférico
ABC, tiene los triedros VB y VC rectos, y por lo tanto la inter-
seccion VA de los planos AVB.y AVC serd perpendicular al
BVC (223); luego el vértice A sera polo de la circunferencia, que
contiene al arco BC, y como el angulo BVC es el rectilineo
correspondiente al diedro VA, el arco BC serd su medida, y por
tanto también serd medida del angulo esférico, cu3'0o vértice es A.

CoROLAUio—Cflda uno de los lados de un tridngido esférico
trirectdngido, es un cuadrante; en atencion & que en este caso,
segun el teorema que antecede, cada ang'ulo .esférico tiene por
medida 4 s lado opuesto, y como aquéllos son rectos, sus lados
opuestos serén cuadrantes.

321. Se llama poligono esférico, la porcion de super-
ficie esférica limitada por tres 6 mas arcos de circunfe-
rencia maxima.

Los poligonos esféricos pueden ser convexos y no con-
vexos. Los primeros se distinguen de los segundos, en
que prolongando en ellos uno cualquiera de sus liidos,
gueda todo el poligono en un mismo hemisferio.

Fia. 185.
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Los poligonos convexos, son los Unicos de que se ocupa la
Geometria elemental.

En todo poligono esférico convexo se verifica, que tin lado cual-
quiera es menor que una semicircunferencia maxima.

En efecto, si en el poligono abcdef, el lado ab fuera mayor que
media circunfereucia maxiina, se podria tomar en ese lado una
porcién ag igual & media circunferencia, de modo que al prolon-
gar el lado contig’uo af, tendria que pasar por el punto g (314),
y por lo tanto no podria quedar todo el poligono en un mismo
hemisferio.

322, En todo poligono esférico, cada lado es menor
que la suma de todos los demés.

En efecto, descomponiendo el poligono abcdef, por
medio de ateos de circunferencia maxima, en tantos
ti jangulos esféricos como lados tiene el poligono menos
dos, se tendra (319)

al) <t )C\-ac; ac O cd-j-ad; ad  ed-j-ae; ae  af-f fe]

sumando ordenadamente estas desigualdades, y supri-
miendo los términos iguales, que aparecen en unoy otro
miembro del resultado, se tendria que

ah <( he-|- cd-j- de-)-ef af.

323. La linea mas corta que puede trazarse entre dos
puntos de la superficie esférica, es el arco menor de circun-
ferencia méaxima que pasa por ellos.

En efecto, de suponer que hubiera otra linea acdefgh,
diferente de la porcion amh de circunferencia maxima, que
fuera mas corta que este arco, resultaria que, si al consi-
derar & aquella linea dividida en un namero cualquiera
de partes, se hace pasar por cada dos puntos de division
consecutivos un arco de circunferencia maxima, el con-
junto de éstos formara un poligono esférico, cuyo contorno
puede llegar & confundirse sensiblemente con la linea
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acdefgh, al hacer tan pequefias como se deseo, las porciones
en que esta linea se dividi6. Como el arco de circulo ma-
ximo amb, es menor que la suma de todos los demas lados
del'poligono esférico asi formado, tendré también que ser
menor que la linea acdefgb supuesto que ésta se diferen-
ciard de la expresada suma en una cantidad tan pequefia,
como se desee.

Lldmase distancia esférica entre dos puntos de la su-
perficie de una esfera, al arco menor de circunferencia
méaxima, que por ellos pasa.

Cuando uno de los dos puntos corresponda & una cir-
cunferencia, y el otro es el polo de esta, la distancia esfé-
rica se denomina en tal caso radio esférico, y la cuerda
que subtiende al radio esférico, se dice que es la distancia
potar.
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SECCION SEGUNDA.
AREAS Y VOLUMENES.

CAPITULO L.

Areas de los .cuerpos redondos.

ARTICULO 10
Areas del cono y cilindro de revolucion.

324, E| Urea de la superficie lateral de un cono de re-
volucion, es igual & la mitad del producto de su lado por la
circunferencia de la base.

En efecto, sise considera una pirdmide regular inscripta
en el cono propuesto, y se llama A al &rea de su superficie

lateral, se tendra (274) que A= "ag ....(2), X"ero siendo

esta expresion independiente del numero de caras de la
j)iréraide, si aumenta el namero de ellas indefinida-
mente, aumentara también el nimero de lados del jioli-
gono, que constituye la base de la antedicha piramide, y
claro estd que el jierimetro de esta base se ird aproxi-
mando cada vez mas & la circunferencia de la base del
cono, que seria su limite; asi como el area lateral de la
mencionada piramide tenderd también & igualarse con su
limite, que serd la del cono dado; en su consecuencia,
llamando S al valor del area de la sigierficie lateral de
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éste, | & su lado y c a la circunferencia de la base, se
tendrd, reemplazando las cantidades que intervienen en la
igualdad (1) por sus respectivos limites (187, Corolario 1.°),

que S= le. Si ahora se sustituye en esta expresion, en

lugar de c su igual 2, resultara S= r.rl, que es la for-
mula abreviada de que se hace uso, para calcular el area
de la superficie lateral de un cono de revolucion.

El area de la superficie total, es evidente que estara
dada por la expresion - = ~rfl ).

325. El éarea de la superficie lateral de un tronco de
cono de revolucion, cuyas lases sean paralelas, egtiwale al
producto de su lado por la semisuma de las circimferencms
de sus lases.

Si en cada uno de los dos conos de revolucion, que
determinan por diferencia el tronco propuesto, se inscribe
una piramide regular, se tendra, en el supuesto de que
una y otra sean semejantes, que la diferencia de sus su-
perficies, equivaldra a la de un tronco de pirdmide ins-
cripto en el tronco de cono dado; pero atendiendo a que
cuando ciece indefinidamente el numero de caras de
ambas piramides, sus respectivos limites son las &reas de
los conos circunscritos a ellas, resultard de aqui, que el
limite de la diferencia de aquellas superficies, ¢ sea el de
la superficie lateral del tronco de pirdmide inscripta, ten-
dra que ser precisamente la del tronco de cono, que se
considera.

Llamnndo A al area del tronco de pirdmide, se tendra,

segun lo dicho (275), que A= a X fi-1n)...Q).

Si se representa con S al area lateral del tronco de cono,
con | & su lado, y con R y r los radios de las circunferen-
cias de las bases, al sustituir en la igualdad (2), en vez de
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las cantidades variables sus limites respectivos, se veri-

ficard que S= ZX 4* (2" + =~ R+ r).. 3

Fig 188  Ahora bien, si se unen los puntos medios O'y T de
la altura y del lado del tronco de cono, se tendra la recta
O'T, que sera paralela & las O'Q y ON ¢é igual &

0'Q-4-ON  R-j-r
9

(78), de modo que considerando a 0"T como radio de la
circunferencia media resultara, que R'= — —de donde

R = 2R’ y por lo tanto al sustituir este resultado en
la expresion (o), se verificara que S= 2- R7, lo que ma-
nifiesta, que el area de la superjicie lateral de un tronco de
cono de revolucion de lases xjaralelas, es igual al producto
de su ladopor la circunferencia media.

326. E| drea de la superficie lateral de un cilindro de
revolucion, es equivalente al producto de su lado por la cir-
cunferencia de su base.

En efecto, considerando un prisma regular inscripto en
el cilindro propuesto, y repitiendo anélogas considera-
ciones & las que se tienen hechas, para deducir el area de
la superficie lateral de un cono, se verificaria, en vista de
que el area de la superficie lateral de un prisma recto
esta dada (276, Corolario) por A= g que la del cilin-
dro propuesto tendria que ser S= 2-ra.

Las areas de las superficies laterales ¢ totales de dos conos de
revolucion semejantes, son proporcioiudes & los cuadrados de sus
lineas hmnologas.

Sean 11y r los radios. A ya las alturas, L y | los lados de los
conos que se consideran; evidentemente se verificara, que

-RL R L

T71 r |
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pero por sor semejantes ambos conos, se tcnidra, T: T = %.,
livgOsustitnyeiulo, en la igualdad anterior, en vez de —asu igual

-RL R R M AR

R
--, resultara, gque -==-
r E i mas como que se

-RL_R¢ L 2 _
~rl r- I- 20 con cuyo motivo queda demos-
trado el teorema, en el caso de que se comparen las areas de
las superficies laterales de los conos que se consideran; para ha-
cer extensiva la demostracion al caso de (pie agiuillas fueran
totales, no habria méas que, segun lo dicho (324), tener en cuenta
.. "RR+ R)_ R(L+ R) R
(pe T.r{(;+ r) r(I-f r) , Y como por ser T F 70 se

tendra

.. R
vericara = —, y por lo tanto,

wR(L R)_ Ri_ JJ__
w(e + 1)
Jns areas de las superficies laterales ¢ totales de dos cilindros
de revolucion semejantes, son proporcionales & los cuadrados de
sus lineas honidlogas.

Este teorema se demuestra de un modo analogo al empleado
tu la proposicion anterior.

ARTICULO 2.«
Area de la esfera.

327. La propo.sicion que sirve de l'uiidainenlo para
deducir el area do la superficie esfé-rica, dice como sigue:
Si mi semipoliijono regular gira alrededor de su diametro,
el &rea de la superficie engendrada por el correspondiente
semiconforno es igual al producto del eje, por la circunferen-
cia, cuyo radio es la apotema.

Con el lili de que el semicontoriio del poligono, que se
considera, tenga uno de sus lados paralelos al eje, se su-

Fio.

189.
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pondra que sea impar el namero de los lados de aquél.
Claro es que los demas lados serén oblicuos con respecto
del eje, y dos de ellos tendran en éste uno de sus extremos.

El lado AB del semicontorno ABCDEF, engendra, al
girar alrededor del eje AF, la superficie lateral de un cono
cuya area estara dada (324) por la expresion «BG X AB;
pei'o como AB = 2AH, se tendra que

tBg X ab = 2ttbg X ah.
Mas en vista de que los triangulos rectangulos AOII

BG — AG *
donde BG X AH= OH X AG, y por lo tanto el éarea
engendrada por el lado AB equivaldra 42?2 X OH X AG.

El lado inmediato BC engendrard & su vez la superficie
lateral de un tronco de cono de bases paralelas, cuyo valor
estard expresado por 2¢e X 1JXBC (325); pero como son
semejantes los triangulos rectangulos OlJ y CLB (86),

y ABG son semejantes (81), resultara

se verificara que " luego 13 X BC= BL X Ql,

por lo tanto, el area de la superficie engendrada por
el lado BC, equivaldrd & 2uX OI X EL; pero como
BL = GK, resultard que el valor de la precitada &rea
sera 2t X Ol X OK.

El lado CD, paralelo al eje, engendrara la superficie
lateral de un cilindro, cujm érea (326) serd igual &
2zX BN X BC; mas como DN X BC= MO X KN, la
expresion anterior se transformard en 2r. X MO X EN.

Podria continuarse demostrando que el area de la su-
perficie engendrada por los demés lados del semiperime-
tro, era también igual al producto de su proyeccién sobre
el eje, por la circunferencia cuyo radio es la apotema; y
siempre se llegaria & tener que, Ilamando a 4 la apotema
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y Sal area de la superficie engendrada por el semicon-
torno ABCDEF, al sumar las areas parciales, cuyos va-
lores se conocen, resultaria

S= 2~a(AG+ GK-f KN+ NP+ PF)= 2tmX AF.

328. EI érea de la superjicie esférica, equivale al ptro-
cducto de su didmetropor la circunferencia de circido maximo.

Por lo que se tiene dicho (137, cororario), Se infiere
que la semicircunferencia es el limite de la porcion de
contorno correspondiente & los poligonos regulares, que
en aquélla estan inscriptos, y por lo tanto las superficies
que estas lineas quebradas engendran, al girar alrededor
del didmetro, tendran por limite superior la superficie
esférica; luego llamando r al radio de la esfera, resultard,
que el &rea de su superficie, segun el teorema anterior,
estard dada por la expresion 2T.r X 2r = Esté re-
sultado manifiesta que el'area de la esfera equivale al
cuédruplo del &rea de su circulo maximo.

cororario.—Las areas de dos superficies esféricas, son
proporcionales & los cuadrados de sus respectivos radios.

Siendo Ry r los radios de las esferas que se conside-

ran, es evidente, que se tendra lo cual de-

muestra el teorema.

329. En una zona esférica, las circunferencias descri-
tas por los extremos del arco generador se Illaman bases,
y la proyeccion del arco generador sobre el eje recibe el
nombre de altura de la zona.

Es evidente, que cuando uno de los extremos del arco
generador se halla en el eje, entonces la zona, que tam-
bién suele llamarse casquete esférico, no tendrd sino una
sola base, que serd la circunferencia descrita por el otro
extremo.



Fio. 183.

— 214 -

330. EI drea de una sona esfériea cualquiera, es iyual
al inoducto de su altura por la circunferencia de circulo
méaximo.

Si se considera dividido en partos iguales el arco que
engendra la zona, y se trazan las cuerdas de estos arcos
parciales, el &rea de la superficie que engendra esta por-
cién de contorno de poligono regular, estara dada cpn el
producto de su proyeccion sobre el eje, por la circunfe-
rencia cuyo radio sera la apotema, y por lo tanto el limite
de aquella &rea, 6 soa el de la superficie engendrada por
el antediclro arco, tendra que ser igual al limite del men-
cionado producto, que seré el resultado de multiplicar la
altura de la zona por la circunferencia méaxima.

331. lijl area de un huso esférico, es igual al producto de su
circtdo maximo por la medida del ungido del huso.
Sig-iiienclo el procedimiento empleado (125-128), para demos-
I'te la relacion de dos angulos rectilineos es igual a la do
sus arcos correspondientes descritos con el mismo radio, se haria
patente, que la relacion que existe entro dos husos correspon-
dientes a una misma esfera, es la misma que la de sus angulos
respectivos esféricos, y en esta atencion, llamando H al area del
huso ABCD, a la medida del angulo esférico correspondiente
BAD, y tomando por unidad al angulo recto R, se tendria nue

H BAD ~ ,
NDCE  Z2)AF’ donde se desprende, que

H+ ADCE _ BAD-f DAE
'H ~ BAD ’

0 en otros terminos, H —BAD’ A per lo tanto.

27tA"BAD
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CAPITULO 11.

Volimenes.

ARTICULO i.°

Volimenes del cono y cilindro de revolucidn.

332. EI volumen de un cono, es igual al tercio del pro-
ducto del &rea de la liase por su altura.

En efecto, se tiene visto (324) que el cono puede con-
siderarse como una pirdmide regular do infinito ni'unero
de caras, por lo tanto su volumen serd igual al tercio del
producto de su altura por el area de la base. Llamando a
& la altura del cono y r al radio de su base, se tendra
que el volumen del cono que se considera, estara dado

por la expresion A pa,

333. EI volumen de un cono truncado de bases parale-
las, es igual al tercio de su altura, multiplicado J)or la suma
de las bases, mas tina media proporcional entre ellas.

En efecto, el volumen de un tronco de cono de bases
paralelas puede considerarse, segun lo dicho (325), como
el limite de los troncos de pirdmide inscriptos en él, y
por lo tanto serd igual al tercio del producto de su altura
por la suma de las areas de sus bases, y de una media
proporcional entre ellas (290, Corolario 2."). De modo
que, si se designa por a la altura del ti'oncoy porry r
los radios de las bases, el volumen del tronco de cono
estara dado por la expresién
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334. Ul volumen de un cilindro equivale al producto
del area de su lase por su altura. Supuesto que si se con-
sidera al cilindro propuesto, como un prisma de infinito
namero de caras (287), llamando r al radio délos circulos
de las bases y a & la altura del cilindro, se tendrd pai-a
expresion del volumen  de éste, que V = T.rhi.

Los volimenes de dos conos semejantes, son proporcionales a

los cubos de los radios de las bases, & los cubos de sus lados u
los cubos de sus alturas.

Llamando ii, L y A respectivamente al radio, lado y altura
de uno de los dos conos, y r, 1y a al radio lado y altura del

A-R-A
otro, se verificara, que -2------- pero como ~ = ~
~:r-"a ’ « «
J
ai sustituir esta relacion en el segundo miembro de la igualdad
_ yTIR-A R
anterior, resultara que 7 il
npg m

Andalogamente pudiera también demostrarse, ([ue la relacion
que existe entre los volimenes de dos troncos de cono 6 de dos
cliindros de revolucion semejantes, es la misma que la de los
cubos de sus rectas homdlogas.

ARTICULO 2.»

Proposiciones que sirven de fundamento para
determinar el volumen de la esfera.

335, E | volumen engendrado por un triangulo, que gira
alrededor de una recta exterior & él, que pasa por uno de sus
véuices, y se halla contenida en su plano, equivale al area
de la superficie descrita por la base del triangulo, multiplu
cada por el tercio de la altura.
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Pueden ocurrir tres casos: |.“ Que uno de los lados del
triangulo propuesto coincida con la recta que sirve de eje.

Sea el tridngulo ABC, que gira alrededor del eje FG.
Tracese la altura AD, una vez cte se considere & la BC
como base, y tirese la perpendicular CE al lado AB, y se
tendra que, al girar el tridngulo ABC, engendrard un
cuerpo compuesto de los conos formados por los trian-
gulos ACE y BCE; determinando ahora, los volimenes
de ambos conos y suméandolos, se tendrd el volumen
total.

Asi, el engendrado por el tridngulo

ace = 4;aex"ce2,

y el que corresponde al BCE = iB E X "/E*“>componen
el volumen V engendrado por ABC, y por lo tanto setendra
que V = 4(-)(AE -|- BEj-CEN = -~ AB X pevo como

AB X CE= BC X 7b supuesto que cada uno de estos
productos expresa el doble del Grea del triangulo pro-
puesto; al hacer la correspondiente sustitucion en la igual-
dad anterior, resultara

Vv TADX "CEX BC,

en donde TtCE X BC, expresa el area de la superficie des-
crita por la base BC del tridngulo propuesto, y AD su
altura.

2.° Que la base del triangulo, siendo oblicua con res-
pecto del eje FG, no corte & éste. Sea el tridngulo ABC:
prolongando la base BC hasta que encuentre al eje, resul-
tard que el volumen engendrado por el triangulo pro-

*

22"
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puesto, equivaldra 4 la diferencia de los volimenes
engendrados por los triangulos ACH y ABH en su mo-
vimiento giratorio, y como la expresion de estos volime-
nes puede desde luego apreciarse, por estar comprendidos
en el caso anterior, si se llaman S, S'y S" las éreas res-
pectivas de las superficies engendradas por las bases
CH, BH y BC, se tendra que

V: rADX S --ADXS'= -~ADXS".

3.“ Que la base del triangulo ABO sea paralela al eje.
El volumen engendrado por este tridngulo, evidente-
mente equivale & la diferencia que resulta al quitar del
cilindro engendrado por el paralelogramo rectangulo
BOEII, los volimenes de los conos descritos por los
triangulos rectdngulos ACE y ABH. EIl volumen del
mencionado cilindro es igual & BC X rrAD", y los volu-
menes de los citados conos estan dados por las expresiones

AE X ~AD"y --AH X rAD" de donde se deduce que
V= BC X "AD2—y71AD2 (AE -f- AH) =.
- BCX "AD2-1 BCX "~AD2" -|-*"AD2X BC=

= -|-ADX2sADXBC,

cuyo resultado estd conforme con lo que se deseaba de-
mostrar.

336. JA volumen del cuerpo engendrado por un sector
de poligono regular ABCBEFO, que gira alrededor de una
recta |G exterior a él, que pasa por su centroy se halla en
suplano, equivale al producto del &rea de la superficie des-
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crila por la linea quebrada AJj CBEF, multigliicada por el
tercio de la apotema OH.

En efecto, si se descompone el sector poligonal pro-
puesto en tridngulos y se representan por V, V', V', ...,
los volimenes que éstos engendran en una revolucion
completa, y por S, S', S",...., las &reas descritas por las
bases AB, I"C, CD, ...., el volumen que se desea deducir
estara expresado por

V+V'+ V'+ .=

Fio. 191.

i OHX S+ 30l X -+ X C8"+ .=

/\ 1
@)

337. El volumen de un sector esférico, es ijjual al ter-
cio del producto de su radio por d &rea de la correspon-
diente zona.

I'in efecto, el sector esférico, es limite del cuerpo engen-
drado por un sector poligonal, cuyo nimero de lados
va aumentando indefinidamente; de modo que si se re-
presentan por X, Zy r el volumen del sector esférico,
el area de la zona y el radio de la esfera, y se hace apli-
cacion del teorema de los limites (Aami.”187, Coro-

OH(S+ S'+ S 4

1ario |."), al resultado anterior, se tendra que X — rZ

ARTICULO 3.°

Volumen de la esfera.

338. El volumen de la esfera es ifjual al tercio del Fig. 192.
producto de su &rea por su radio.

En efecto, toda esfera puede considerarse como la suma
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sectores esféricos OABC y OABE cuyas respecti-

vas zonas componen la superficie esférica, asi es que si se
designa por r el radio de ésta, el volumen de la esfera

- . N
serd igual a ru V 4-rn: 3

Los volumenes de dos esferas son proporcionales a los
cubos de sus radios.

En efecto, si r y r' son los radios y V'y V' los volU-
menes respectivos de dos esferas, es evidente que

3 .
z/f""TS_ r"l,'l\ Osea

3

El volumen de una ciefia esférica EACB, equivale al2eroducto
del area elel correspondiente huso, por el tercio del radio.

En efecto, designando por V el volumen de la cufia esférica,
por a & la medida del angulo del huso, siempre que se tome
como unidad al angulo recto, y por r al radio de la esfera,
atendiendo & que la relacion entre el volumen de la cufia 'y el de
la esfera, es evidentemente igual & la que existe entre el area

del huso y la de la esfera, se tendra, = de donde
3

4 ™ rzr-a, y por lo tanto, V= 1 "X

3 "

Sirviéndose de un procedimiento analogo al empleado (328,
CoKOLARI0), seria facil demostrar que los vohimenes de dos sec-
tores y de dos cufias semejantes, eran también proporcionales a
los cubos de los radios.

339. segmento esrerico €S la porcion de e.sfera limi-
tada por un casquete esférico y el circulo que corresponde
a su base. Asi, en ABDC se tendra un segmento esférico
menor que un hemisferio, y en ABDE otro segmento que,
en este caso, sera mayor (jue media esfera. Bara deter-
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minar el volumen del primero de estos dos segmentos
citados, no habria sino restar del volumen del sector
esférico OACB, el del cono de revolucion OABD; y para
conseguir el del segundo, se tendria que agregar al volu-
men del sector UAEB el del cono OABD.

El volumen de una rebanada esférica, se bailaria res-
tando los volumenes de los dos segmentos que la deter-
minan. Asi, para deducir el volumen de la rebanada
AA'C'C, se restaria del volumen del segmento esférico
A'BC', el del segmento ABC.

ARTICULO 4.0

Problemas numéricos.

340. El lugar propio para resolver, por medio de la regla y
del compas, los problemas que se refieren & cuestiones de la Goo-
mctria de tres dimensiones, es la Geometria descriptiva; la cual
suministra procedimientos sencillos y verdaderamente in-acticos,
para obtener soluciones que poseen aproximacion suficiente, en
las aplicaciones que de aquéllos se hacen. Por tal consideracion
solo se tratara en esta parte de los problemas numéricos, teniendo
en cuenta al resolver éstos, lo dicho en los nimeros 183 y 18o.

PiilOBLEM”s GEXBKALBS.-EyempZo 1° Conociendo los radios
11y rde las bases de un tronco de cono y su altura a, determinar
los volimenes V y V de los conos total y deficiente, que a aquél
corresponden. . o .

Llamando Ay A' las alturas desconocidas del cono total y dcl

deficiente, se tendra ——  de donde o A __

lotanto A= _ /i supuesto que a -A'; luego
1 Ka _ TiaE
TAETAT- X B8 3(E —iy

r A -
También se verificara, que « A LA 0 Y POroconsi-

i
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g'uiente, A" luego V' = 11. X X = --

Si se quisiera comproliar ambos rcsulfcfulos, no habria shio mi
tav del vchuncn del cono total el del deficnte, » ad ~ 1 1

. _ JRi— \ 1
3(R_J-)“ 3(Rr~)=-1 v + 1+ ),

Obsérvese, con tal motivo, que so ha conseguido por este me
o0 dediicir también la expresion del ~olumen de lin tronco de
cono de bases paralelas (333). n
‘=°i-i-esponden a los valores de Vy V'

ex |ica ue ali saa™"™* aducen a infinlito, X facilmente_Sé
explica dxic asi sea, por cuanto en tal caso las generatrices QN

..... T .paralela., al eje 00", y por lo tanto sélo se encon
tiaian en el inbnito; luego los dos conos se habran transformado

en cilindros, cuyas respectivas alturas seran mavo erque cn |
quiera magnitud finita. ) ‘

= «, los valores de Vy V' eqiii-

RPN R- r
J;n,!]llal cler;[[ase del respectivo cono. «--0 radio

Ejemplo 2.0-Enel supiu>,to de que un pavalelogramo rectan-
n * * _

'Zsrj7lr°’T ¢ >t "«

~eces de eje, el volgmen en%endr/ado por el mencionado rectan
uio estara expre.sado Ror tU x . .o . U-ctaii-
g\i « 1 1p» R )a( ciifiiKio 6l Gic (16 tfiro sona'lﬁ

Dela-«10 11 deambasexpresiones, e Iprende fant
Jim, que lo cual manifiesta que los volimoiies de

los cilindros, que eii las mencionadas eondicioiics puede eiio-en-
diar un mismo rectangulo, estan en ra.6ii iiiversl de las o i
tildes de sus respectivos ejes. ®
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Ejemplo | Dada la cuerda de un segmento de circulo y su
"proyeccion sobre un diametro e”cterior al m-encionado segmentoj
determinar la expresion del volumen engendrado por éste, al
girar alrededor del citado diametro.

Sea el segmento IMLII, que se supone gira alrededor del di<x
metro CE; c la cuerda IL y p su proyecion sobre el citado dia-
metro. Como que el volumen V descrito por el segmento, que se
considera, es igual a la diferencia entro los volimenes descritos
por el sector circular OIML y el triangulo GIL, so verificard que

V= 2KOLx ijX-*OL- 27011 XI>X-2PH =
= |-.p(OLI

pero como AA*—CHN= HL My L = resultara que

_C_p,

cuya formula puede estar representada por la sexta parte del
volumen de un eilindro, que tenga por radio la cuerda c, y por
altura su proyeccion sobro el diametro EC, que sirve de eje.

Si la cuerda CC' fuera paralela al eje BB', se tendria CC'-= OO,

y por lo tanto c=p-, luego en tal caso V= [ €, cuya expre-

sion representa el volumen de una esfera, que tenga la cuerda c
por didmetro.
Si la cuerda CC paralela al eje fuera igual al radio, se tendria

que V= ~77i%; y en el caso de ser c el didametro, apareceria
necesariamente la expresion del volumen de la esfera; en efecto,
entonces V= ANN2?-)5=

341. Problemas pauticulaues.—Ejemplo [.“—Determinar
la cdtura de un tronco de cono de bases paralelas, cuya capaci-
dad sea de 100 hectolitros, el diametro de una de las bases 2»',40
y el de la otra 2 metros.

De la expresion del volumen de un tronco de cono de bases
paralelas (333), se deduce que

Fio. 192.

Fio. 180,
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3V 3X 10
+ -+ 1) 3,1416(1,44+ 1+ 1,2)

a—

efectuando las operaciones indicadas, se tiene rt= 2m,63.
Ejemplo 2.”"—¢Qué diametro debe tener una vasija cilindilca
de 2 metros de altura, para que su capacidad sea de 5 metros
cubicos?
Segun se dijo (334), V= 7:r% de donde

1416 X 2’

de aqui se tiene, que r = 0'>89, y por lo tanto el didmetro de
ber( ser igual & i™,78.

Ejemplo H.°—Suptoniendo que el globo terrdqueo fuera esfé-
rico, deter7ninar su volumen.

Siendo el metro la diez millonésima parte del cuadrante de un
meridiano (Aeitm.® 129), el valor de la circunferencia maxima
sera igual & 40 millones de metros, y por lo tanto el radio de la

esfeia sera igual a (140) 6 sea 6366 kildmetros, pero
como el volumen de la esfera es -i-j-i, se tendra que el de nues-

tro planeta equivaldra . X 3,14159 X 6366'= 1080657682678

kilébmetros cubicos.

Si se tienen presentes las formulas deducidas, al tratar de las
areas y voliumenes de los poliedros, asi como las expresiones que
se refieren & las arcas del cono y cilindro de revolucion y a la
esfera, podria enunciarse un crecido nimero de problemas nu-
méricos, cuyas soluciones después de las que se acaban de obte-
ner, pueden conseguirse sin dificultad alguna.
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APENDICE.

Recta dividida en media y extrema razon.

342. fje dice que una recta se halla dividida en media
y extrema razon, mando lo estd en dos partes tales, que la
mayor de ellas es media proporcional entre la menor y toda la
recfa.

Para conseguir este resultado con la recta AB, so trazaraen su

extremo B, una perpendicular BO = .;JaB; uniendo los puntos

Ay O, y llevando la porcién exterior AC sobre AB, quedara

determinado el punto E, que divido & la recta propuesta en media

y extrema razon.

En efecto, se tiene (138) que AD
AB

AD —AB AB —AC

AB
AC Y por lo tanto (Arit-

mética 123), AB AC pero como CD==AB vy
_ wr. AE BE A>  Ar
AC= AE, rejsultar; g _ AE: invertida sera

343. ~En toda circunferencia se verifica, que la parte mayor
del radio dividido en media y extrema razan, es igual al lado del

decagono regular inscripto en ella.
En efecto, si fuera AB el lado del mencionado decagono, tra-

zando los radios OA'y OBy representando fi al angulo recto,

se tendra (69) que el &ngulo AOB= = |-E, y como hasta com-
¢}
pletar2E, falta -E, se verificara que cada uno de los angulos

ABOYy BAOQ, iguales, valdra bE

Fig. 193.

Fig. 194.

-]

X
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Si ahora se traza la bisectriz AC del ang-ulo BAO, resaltara que
6]
BAO = CAO= yR; luego el triangulo ACO sera isosceles y por

consiguiente OC= AC, asi como el ABC también sera isdsceles,
por tener con el triangulo ABO el &ngulo B cominy CAB= AOB,
y por tanto AB = AC.

Pero, con ser la AC bisectriz del angulo OAB, se tiene (93)

OA o0c,,. OB oC ,

AB ~ BC® OC~ BC* 7w ‘acaldad fracciona-
ria manifiesta, que OC 6 su igmal AB, tiene la misma long'itiid
que la parte mayor del radio OB, dividido en media y extrema
razén.»

Dividida la circunferencia por este medio en diez partes igua-
les, no presenta dificultad alg'una el inscribir en ella un decag'ono
y un pentagono regulares, asi como trazando las tangentes en
los mismos puntos de division, se obtendran también un decagono
y un pentdgono regulares circunscritos (136).

De aqui se desprende, que si se quisiera dividir una circunfe-
rencia en quince partes iguales, aplicando el radio como cuerda
en aquélla, y llevando también desde uno de los extremos de esta
cuerda la parte mayor del radio di\idido en media y extrema
razon, la diferencia de ambos arcos seria la décima quinta parte
de la circunferencia, supuesto que 1 1_1

b 107 15
tomando la cuerda de este arco y aplicandola sobre la circunfe-
rencia, quedara ésta dividida en quince partes iguales, y en su
consecuencia se podra tener el jientadecag'ono regular.

Como complemento de lo dicho, so podrian ademas in.scribir y
circunscribir en una circunferencia sin iiecesidad de recurrir &
tauteos, todo poligono regular, cuyo nimero de lados se halle
comprendido en cualquiera de las expre.siones 5x 2"y 15 X 2n.

y por lo tanto

Greneralidades acerca de las curvas.

344, Llamase curva plana aquella que tiene todos
sus puntos en un plano.

Las porciones infinitamente pequefias de la curva, que
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- A
estan formadas por cada dos posiciones consecutivas dei
punto generador de acjuélla (3), constituyen los elmientos
rectilineos de la curva que se considera.

La prolongacion do uno de estos elementos, determina
la tangente & la curva, en el punto en que aquél comienza.
Como la direccion de cada elemento es Unica, se infiere,
gue en un mismo punto de la curva, que se considere,
no puede trazarse sino una sola tangente.

Hallaiidose los dos puntos que constituyen el elemento
rectilineo infinitamente préximos, queda indeterminada
la verdadera direccion do la recta que los une; para fijar
ésta, O sea para el trazado grafico de la tangente en un
punto de la curva, hace falta que, ademas del punto de
contacto se conozca otro pmrto que se halle algin tanto
distante del anterior, lo cual se consigue por procedi-
mientos en los cuales se considera la tangeirte 4 una
curva, como el limite de las 2>osicioncs de una secante
cuando, moviéndose segin una ley cualquiera, dos de sus
puntos de interseccion con la curva toman una posicion
infinitamente proxima.

De las consideraciones expuestas se deduce, que la tan-
gente en un punto de algunas curvas no convexas puede
ser 4 la vez secante de esta misma curva; circunstancia
que no puede acontecer en las curvas convexas.

345. Normal & una curva, es la Jrer[)cndicular trazada
en su plano & latangente, en el punto de contacto. Seguln
esto, todos los radios de inra circunferencia son normales
a la curva, en el punto donde la cortan.

346. Centro de una curva es el punto que divide
en dos paites iguales & todas las cuerdas que pasan
por él.

Cuando en una curva plana so trazan diversas
cuerdas paralelas entre si, y por los puntos medios se

| Kvg
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hace pasar una linea, ésta recibe el nombre de Unea dia-
metral. En el caso particular de que las lineas diametrales
sean rectas, se denominan diametros. De aqui se des-
prende, que todos los didmetros de una curva pasan por
el centro de esta.

348. Cuando el didmetro es una perpendicular & un
si.stema de cuerdas paralelas, recibe la denominacién
de gje.

349. Veértice es todo punto comun & la curva que se
considera 'y & uno de sus ejes.

Si & uno y otro lado del punto A de la curva, se

los dos elementos contiguos AB y AC (exage-
rando su tamafio para mayor claridad), se tendré el ele-
mentd curvilineo BAO, admitiendo que los tres puntos B,
Ay Cno se hallen en linea recta.

Si ahora se quisiera obtener el radio y el centro de cur-
vatura que corresponden al precitado punto A, se consi-
derarén trazadas las dos normales consecutivas que co-
rresponden & los mencionados elementos rectilineos, las
cuales al cortarse, determinardn en O el ccjitro de cur-
vatura. A la parte de recta AO, comprendida entre el
punto A de la curva propuesta, y el mencionado centro,
os & lo que se llama radio de curvatura.

De lo dicho se deduce, que la curvatura de una
linea es tanto mayor™ cuanto menor sea su radio y vice-
versa.

Un arco se dice que es concavo, cuando se le considera
desde la region del plano en donde se halle su centi'o de
curvatura, y convexo en el caso de que se le suponga en
la region opuesta.

350. Ordenadas son las perpendiculares trazadas
desde los diversos puntos de una curva & una recta arbi-
traria, con respecto & la cual se desea fijar la po.sicion de
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aquella linea. La distancia desde un Zunto fijo en la
mencionada recta arbitraria (que recibe el nombre de
punto de origen), hasta el pie de cada ordenada, se llama
abscisa. La ordenaday la abscisa de un punto cualquiera,
constituyen las coordenadas de este punto.

Tanto la precitada recta arbitraria, como su perpen-
dicular en el origen, se denominan ejes de coordenadas.
Asi OX y OY son los ejes coordenados, O el origen,
AB la ordenada del punto A, y OB su abscisa.

351. Puntos singulares de una curva son aquellos que
presentan alguna particularidad que los' distinguen de los
demas: tal sucede con los puntos llamados de inflexion,
de retroceso y multiplos.

Punto de inflexion es aquel en donde la curva pasa de
concava a convexa 6 viceversa, lo Cual es debido & que g, 1q7
existen en ella dos elementos consecutivos que quedan &
diferente lado de la tangente; por lo tanto esta recta es
a la vez secante.

Si el punto generador de la curva, después de marchar
en determinado sentido, vuelve hacia atras, tomando dis-
tinto camino, el elemento lineal que corresponde & esta
brusca variacion de trayectoria, recibe el nombre de punto
de retroceso. Este punto se halla caracterizado, porque la
tangente en él, es comdn & las dos ramas O porciones de
la curva que se considera.

Si una curva pasa cierto nimero de veces por un mismo
punto, éste se designa con el nombre de punto multiplo.
En este punto puede suceder que existan diversas tan-
gentes.

Se llaman curvas semejantes, aquellas en que, al inscri-
birse un poligono cualquiera en una de ellas, también
se puede inscribir en la otra un poligono semejante al
anterior. Segun esto, aun cuando varien los radios con

Fig. ]9G."

Fig. 199.
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que se describan dos circunferencias, éstas seran siempre
dos curvas semejantes.

Supuesto que las curvas estan formadas por un na-
mero infinito de elementos rectilineos, toda propiedad
general, demostrada con indejjendencia del namero, lon-
gitud 6 inclinacién mutua de lados en una linea poligo-
nal, sera también aplicable & la curva que se considere
como limite de aquella linea. Asi, por ejemplo, (97 y 98)
pudiera decirse, que los perimetros de dos curvas semejantes,
son proiwreionales & las dimensiones homologas, que en
anibas lineas se deterniin&n.

Area de las superficies planas
limitadas por lineas curvas.

352. Si se tratara do apreciar la medida de la .supcrficic li-
mitada por una curva ABCDE, una recta y las perpendiculares
a esta, desde sus extremos hasta que encuentren & aquélla; admi-
tiendo para fijar las ideas, que la curva presente su concavidad
hacia la recta FG, se tendria un valor aproximado del area que
se desea determinar, dividiendo el intervalo FG en tres partes
ig-uales, levantando las perpendiculares en los puntos H é I de

trapecios rectilineos

BHF, BDIH y DEGI, lo cual, llamando S al area de este con-
junto, daria por resultado la igualdad

S= 2FH (AF-f 2BH+ 2D1+ EG) ..... ()

Al dividir la distancia FG eii dos partes iguales, se verificara
que, por ser 3FI1=2F], FIl serd igual & -"™FJ. Por otra
parte, al trazar la ordenada del punto O, cuyo pie se halla en J,

se tiene JO= -i(BH = 1)[), de donde se deduce que 4.JO =
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= 2(BH -f- Gl)) dti modo que la igualdad (1) se transfonnara on
S= -“FJ(AF -j-4JO0 EG); pero esta superficie os menor que la

mixtilinea propuesta, asi, al sustituir en lugar de JO la orde-
nada CJ, que ademas de poseer alguna mayor longitud, tiene la
ventaja de que puede determinarse mas facilmente su valor, se
establece una cierta compensacion, lo cual permite obtener el area
que se desea, suficientemente aproximada a la verdadera, en los
casos corrientes que en la practica pudieran presentarse. Asi se

tendrd S = léFJ(AF + 4CJ+ EG).

Aplicando lo dicho & la determinacion de la superficie limitada
por un contorno curvilineo 6 compuesto de lineas rectasy curvas,
no habria sino cruzar la superficie limitada que se propong’a por
una recta MX, y dividir la distancia que media entre sus dos
puntos de interseccion con el contorno de la linea cerrada que se
considera, en un niimero par de partes iguales. Hecho esto, se
trazaran en los diferentes puntos do division 1, 2, 3,4, 5 6y 7
las ordenadas I'l'*, 22", 33", 44", 55", 6'6"'y 7'7"", haciendo aplica-
cién de lo dicho en el caso de que no hubiese sino tres ordenadas,
y llamando D & la distancia que media entre cada dos de éstas,
se tendria que

S= 5  +4227-433)+ (DE3+ 4447+ 55)+

-I-~D(5'5" H-4.6'G"-t-7'7"").
Reduciendo los términos iguales resultara
S= 1 d1"+ rr + 233"+ SSY)-|]-4 22"+ 44"-1-6'6'0)... (2)

de donde se desprende, que la medida del area de una superficie
plana, limitada por una linea cualquiera, equivale al tercio del
intervalo que existe entre dos ordenadas consecutivas, multipli-
cado por la suma de las que corresponden & los extremos, mas
dos veces la suma de las ordenadas de situacion impar, y cuatro
veces el conjunto de las ordenadas colocadas en lugar par (*).

(*) Esta formula es debida & Simpson, matematico inglés que
se did & conocer & mediados del préximo pasado siglo.

Fig. 201.
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Es evidente, después de lo dicho, que deberdn aumentarse

tanto mas las divisiones de la recta MN, cuanto mas sinuosa sea
la curva cerrada que se proponga, y mayor el grado de aproxi-
macién con que se desee obtener el area pedida.

En el caso de que algunas ordenadas fueran nulas, no por eso
dejarla de poderse aplicar la formula (2).

Elipse.

353. Se llaimi elipse una curva plana y cerrada, en
la cual se verifica, que la suma de las distancias de cada
uno de sus puntos & otros dos fijos, es una cantidad cons-
tante.

Los dos puntos fijos Fy F se llaman focos. Tias dis-
tancias MF y JMIF' que median entre cada punto de la
elipse y los focos, se denominan radios vectores.

La recta AB, que pasando por los focos termina por
ambos extremos en la curva, es el eje mayor, j la perpen-
dicular CD & la AB en su punto medio, determina el eje
menor. El punto O comdn & los dos ejes, es el centro de
la elipse (346).

Excenti icidad es la distancia que media entre uno cual-
quiera de los focos y el centro, y se Ilama distancia focal
la porcion FF' del eje mayor, comprendida entre ambos
focos.

La longitud constante & que equivale la suma de los
radios vectores, que corresponden a un punto cualquiera
de la elipse, ha de ser precisamente igual al eje mayor.

354. Las distancias que median entre cualquiera de los
vértices de la curva, que corresponden U los extremos del eje
menor y uno cualquiera de losfocos, son iguales al semieje
mayor.

En efecto, .siendo C punto de la elipse, se verificara que
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CF-|-CF'=AB; pero como CFy CF' son iguales (58-1.")
resultard 2CF = AB, y por lo tanto CF = -~AB.

Esto mauifiesta, ofue conociendo el eje mayor y los
focos se puede determinar el eje menor, y por consi-
guiente, sabiendo cudl es la longitud de ambos ejes, sera
facil fijar la posicién de los dos focos.

De la Ultima proposicion demostrada se deduce, que
de dos elipses que tengan los ejes mayores iguales, superara
en excentricidad, la que posea un eje menor mas pequefio.

"Obsérvese también, que si en una misma elipse, los dos
ejes fueran iguales, la excentricidad seria nula, supuesto
que, entonces los dos focos se confundirian con el centro
do la curva, y por consiguiente los radios vectores de cada
uno de sus puntos serian todos iguales: luego, en este
caso particular, la elipse pasaria & ser una circunferencia.

355. De la definicion de la elipse, y en el supuesto

de que se conozcan tanto su eje mayor como la excentri-
cidad, se deducen los siguientes procedimientos para su
trazado.

PailMBRA GONSTRUCOCN—Sean F y F' la posicion de
los focos, y AB el eje mayor. Se toma en esta recta un
punto P, y con los radios APy BP, haciendo centro en F
y después en F', se trazardn cuatro arcos que se cortaran
dos & dos, toda vez que la distancia FF' de los centros es
menor que la suma AB de los radios (151). Los cuatro
puitios de intersecciébn M, M, M'y M"™ asi obtenidos,
seran puntos de la elipse, supuesto que fijandose en el M
se tendria AIF-fMF' = AP-"-BP = AB. Analogamente
se baria patente, que los puntos M', M'y M"™ son tam-
bién puntos de la curva.

Sefialando otro punto P' en la recta AB, y repitiendo
la construccion, se hallardn otros cuatro puntos Q, Q/,

Fig. 203.



— 234 -

Q'y Q™ de lu elipse pedida, y asi se continuara deter-
minando puntos, hasta que hallandose éstos suficiente-
mente préximos, puedan unirse sin error sensible por
medio de una linea.

Segunda construccion—Para el trazado grafico de la
elipse por un movimiento continuo, se fijaran en los focos
los extremos de un hilo igual en longitud al eje mayor,
y colocando un lapiz, de modo que recorra todos los
puntos del citado hilo, el cual deberd conservarse siem-
pre tirante, aparecera dibujada la curva pedida, pues es
indudable que, en cada posicion del lapiz, se verificara
constantemente, que la suma de las distancias que me-
dian entre cada sefial que deja aquél y los focos, sera
igual & la longitud del hilo, y por lo tanto & la del eje
mayor.

Dada la longitud de los ejes se podria también cons-
truir la elipse, siguiendo cualquiera de los procedimientos
expuestos, en atencidn a la facilidad con que, sirviéndose
de aquellos datos, puede fijarse la posicién de ambos
focos (354).

356. El teorema fundamental para trazar la tangente
en un punto de la elipse, dice como sigue : La hisectriz
H1 del angulo F'ME, que forma un radio vector del
punto M de la elipse, con la ggrolongacion ME dd otro radio
vector, es tangente & la mencionada curva.

En efecto, tomando en la prolongacion del radio vec-
tor FM, una longitud ME igual & ME', y uniendo E y F'
en un punto cualquiera de la bisectriz HI, se tendrd que
los tridngulos HE'M y HEM seran iguales (43), y por lo
tanto HE =HF"'; pero como

HE-f HE> FE 6 FH + HE' > AB;

Fig. 204.

esto manifiesta, que el punto H no puede pertenecer & la
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elipse, y como lo mismo pudiera decirse de cualquier otro
de la lil, que fuere diferente del M, quedara probado que
la recta HI no tiene' de comdn con la elipse, sino el ele-
mento lineal correspondiente al precitado punto M.

R eciproco.—La tangente Hlen unpunto M chia elipse,
es hisectriz del angulo F'M E formado por uno de los radios
vectores, correspondientes al expresado punto y la prolonga-
cion del otro radio vector; supuesto que de no ser tal bi-
sectriz del angulo 1 MIi, podria trazarse desde el punto M
una recta diferente de la HI, que fuera bisectriz de aquel
angulo, de donde resultaria que, en un mismo punto de
la curva, existirian dos tangentes & ella (344).

CoROL4Rio 1®—Los radios vectores gue corresponden &
unpunto M de la elipse, forman angulos iguales con la tan-
gente que pasa por el expiresado punto; supuesto que tanto
el angulo HMF coino el F'MI son iguales al EMI.

Corolario 2®—La normal en un punto cualquiera M
de laeli])se, es la hisectriz del &ngulo formado cpor los radios
vectores, que corresponden al mencionado punto, en atencion
a que siendo los &ngulos HMF y FMI iguales, sus com-
plementos FMJ y JMF', también lo seran.

S57. fee llama elipsoide prolongado de revolucion, el
cuerpo que se puede suponer engendrado por una semi-
elipse, que gira alrededor de su eje mayor.

Nota.—Como quiera que al reflejarse los rayos luminosos,
caloriiicos 6 sonoros, forman, segun se demuestra cu Fisica, el
dngulo de incidencia igual al de reflexién, acontecera que si en
uno de los focos dcl elipsoide que se considera, existiese un
manantial de luz, de calor 6 de produccién de sonidos (*),

(*) En el inmediato castillo de Gigonza, existe un salén cuvo
techo, os una béveda en forma de semielipsoide prolongado de
revolucion, & lo cual es debido, que los sonidos que so producen
en_uno cualquiera de los tocos, se perciban casi en toda .su inte-
gridad en el otro,
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sus efectos se dejarian sentir en su majror intensidad en el
otro foco.

Cuando la semielipse gira alrededor de su eje menor,
el cuerpo engendrado se denomina elipsoide aplanado.
Los extremos del eje fijo se llaman polos del elipsoide,
y ecuador al circulo perpendicular al mencionado eje y
equidistante de los polos.

Paréabola.

358. Parabola es la curva plana y abierta, cuyos
puntos se hallan equidistantes de un punto fijo y de una
recta fija.

El punto fijo F se Ilamafoco, y la recta fija BC directriz.

Eadio vector es la recta FM, que une al foco con un
punto cualquiera de la curva. Eje es la recta indefinida
FD, que siendo perpendicular & la directriz, pasa por
el foco (347).

359. De la definicion de la parabola se despreifde
que, conociendo el foco y la directriz, se puede proceder
al trazado de la curva.

Primera construccion— Se tira por el foco la perpen-
dicular ED 4 la directriz, y se tendra que el punto medio
A de la distancia FD, pertenecera & la curva, en atencion
&4 que AD = AF. Si por otra parte, se considera en esta
perpendicular ED un punto cualquiera E, y desde él se
traza la perpendicular NN', se tendra, que haciendo centro
en F con un radio igual & ED, se describira un arco, el
cual debera cortar a la peigieudicular NN' en les puntos
N y N', que corresponderdn & la parabola, en vista de



gue ED= NG= NFyED= NG'= FN' Repitiendo
la construccién, se obtendrian puntos suficientemente pro-
ximos, para que unidos por medio de una linea seguida,
apareciese la curva.

Segunda construccién.——Para éi'eCtuar el trazadO de
la pardbola por un movimiento continuo, se fijaran en el
foco y en el vértice C de una escuadra (¥, los extremos
de un hilo, cuya longitud sea igual al cateto raajmr de
aquélla; una vez conseguido esto, se aplicara este cateto
al eje, y el menor & la directriz, poniendo tirante el hilo
por medio de un lapiz que se apoyase en el cateto mayor
quedaria determinado el vértice A de la curva, y al hacer
resbalar hacia arriba el cateto menor, & lo largo de la
directriz, conservando siempre tirante el hilo con el lapiz,
el cual debera continuar apoyandose en el cateto mayor,
quedard trazada la parte superior de la curva. La infe-
rior se construiria del mismo modo, sin otra diferencia
que invertir la posicion de la escuadra.

Cualquier punto G, que se sefiale en la linea trazada,
pertenecerd a la parabola, en atencién &4 que siendo la
longitud del hilo por una parte igual & CG -j- GB, y por
otra & CG -]- GF, debera verificarse que GB= GF.

Fig. 20G.

360. La proposicion que sirve de fundamento al tra-

zado de la tangente y de la normal en un punto de la
parabola, dice asi:

La bisectriz EG del angulo FMC, formado por el radio gj; 207

vector de unpunto M de la pardbola y laperpendicular MC
trazada desde él & la directriz, es tangente & la mencionada
curva en aquel giunto.

En efecto, perteneciendo el punto M & la parabola, se

(*) En el dibujo geométrico se dael nombre de escuadra, aun
triangulo rectdngulo BCE, generalmente de madera de poco es-
pesor.
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tendra NIC= MF; si ahora se unen Cy F en un punto
cualquiera U de la recta EG, resultardn dos tridngulos
CGM VFGM iguales (43), y por lo tanto CG = FG; pero
S desde el punto G se traza la perpendicular Gli & la
directriz, se tendr& GH < CG, luego se verificara que
Gli < GF, y por consiguiente, el punto G no puede per-
tenecer & la parabola; y, como quiera que la misma con-
clusion pudiera deducirse de cualquier otro punto de la
EG, que fuese diferente del M, habrd que convenir, en
que esta Ultima recta debera ser tangente en J\i a la
curva, gque se considera.

Kecipiioco—ia tangente U laparaldla, es Insectrh del
migalo formado por el radio vector del punto de contacto, y
la pai alela trazada desde este punto al eje.

CoROLARio.— ia hormal en un punto cualquiera M de
la parébola es bisectriz del angulo LMF, formado por el
radio vector que corresponde & aquél, y la pandela ML,
trazada desde el expresado punto M al eje, supuesto que
los 4ngulos NMF y NML seran iguales, por ser comple-
mentos de los angulos EME y LMG, que, segun el reci-
proco anterior son iguales.

Nota.—La superficie que se supone eugeudracla por una semi-
p.ua ola AM, que gira alrededor de su eje BN, es \mparaboloide
de revolucion, en el cual, si estuviera com-enienteinente pulimen-
tada su superficie interior, se verificaria, que los rayos que par-

tiesen de su foco, se refiejarian paralelamente al eje del parabo-
loide, que es el mismo de la pardbola generatriz.

Poliedros regulares.

361. A o existen sino cinco poliedros regulares.
Con tres angulos de triAngulo equildtero se puede formar an-

gulo poliedro, porque valiendo cada uno de éstos de recto, los
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tres]’compondriau 2 rectos, cantidad inferior a 4 rectos (248).
El j)oliedro correspondiente se construiria haciendo centro en A,
vértice del triang’ulo equilatero ABC, con un radio igual al lado
AC; asi se determinaria el punto D en la perpendicular trazada
al plano de aquel triangulo desde su centro O. Uniendo el expre-
sado punto D, con los tres vértices del precitado triangulo, se
habra formado un tetuaeduo regular, en consideracion & que
tiene cuatro caras que seran triangulos cciuilateros iguales (253).

También se podria formar angulo poliedro con cuatro angulos
de triangulo equilatero, supuesto que su suma sélo valdria

de recto. Se probaria la existencia del poliedro regular corres-
pondiente, formando un cuadrado ABCD, cuyo lado fuera igual
al del triangulo dado para cara del poliedro que so trate de cons-
t)'uir; haciendo centro en A con un radio igual al antedicho
lado AB, se determinarian los puntos Ey F en la perpendicular
trazada al plano del cuadrado ABCD, desde el centro O de éste,
y uniendo estos puntos EF, con los A, B, Cy D se tendria un
OCTAEDRO REGULAR, supiiesto que se compondria de ocho caras
mguales.

Seria posible también construir angulo poliedro con cinco an-
gulos de triangulo equilatero, en atencidon a que la suma de ellos

valdria solamente 1:?" de angulo recto. Para hacer patente la

existencia del poliedro regular, que con tal motivo pudiera for-
marse, se comenzaria por trazar un pentagono regular ABCDE,
cuyo lado AB fuera igual al del triangulo dado para cara del
poliedro, que se trata de formar; haciendo centro cu A con un
radio igual al antedicho lado se determinara el punto F en la
perpendicular trazada desde el centro de aquel poligono & su
plano y uniendo el expresado punto F con los A, B, C, Dy E, se
tendra una piramide pentagonal regular, cuyas caras laterales
seran triangulos equilateros iguales y F su vértice. Al unir los
triangulos necesarios para obtener las otras dos pirdmides penta-
gonales iguales & la anterior, cuyos vértices respectivos .sean
los A 'y B del triangulo ABF, se tendra un poliedro abierto,
cuyas diez caras son todas vistas en la figura, y que termina en
unos angulos como el E, donde concurren tres triangulos y en
otros como el H en que solamente se retnen dos. Si se cons-

Fig. 210.
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tniye otro poliedro abierto idéntico al anterior, .se adapta el
uno al otro, de modo que cada angulo DEIIl, compuesto de tres
angulos, se uua & otro formado de dos, lo cual puede efectuarse
a la manera que acontece en el angulo EAL, donde de una parte
abraza a tres angulos de otros tantos triangulos y de otra sola-
mente a dos, resultara un poliedro de veinte caras iguales, cada
una de las cuales sera un triangulo equilatero; por lo tanto se
tendréa construido el icosaedro regular.

Con seis anpilos de triangulo equilatero, ya no seria .posi-
ble construir angulo poliedro, supuesto que su suma valdria

3 ® ~i'cctos; lo cual manifiesta, que con tridngulos equilateros

solo se pueden formar tres poliedros regularos, que, como se ha
visto, son : el tetraedro, el octaedro y el icosaedro.

Si se unen tros angulos de cuadrado, cuya suma vale 3 rectos,
podra formarse angulo poliedro. Para hacer patente la posibi-
lidad de construir el cuerpo jioliédrico, cuyas caras sean cuadra-
dos, se considerara uno de éstos, tal como el ABCD, y so trazan
las perpendiculares & su plano desde sus cuatro vértices; al to-
mar en éstas las porciones AE, BF, CGy DH, iguales todas & AB,
y unir por medio de rectas los extremos E, F, Gy H, aparecera
como resultado el exabdro regular, supuesto que las seis caras
gue posee son poligonos regulares é iguales.

El exaedro 6 cubo, es el Unico poliedro regular cuyas caras
son cuadrados, pues si se quisiera formar otros, cuvos angulos
poliedros se compusieran de cuatro angulos do cuadrado, su
suma valdria 4 rectos, y en tales condiciones, no podria existir
poliedro alguno (248).

Con tres angulos de pentagono regular, se puede formar an-
gulo poliedro, porque la suma de los cinco angulos de un penta-
gono, es igual a 2R(5—2) = 6 rectos (66), luego un angulo de

pentagono regular valdra de recto, y por consiguiente, tres

. , 18 . .
angulos compondrén de recto. Para construir el poliedro co-

rrespondiente, supdngase que se hayan trazado doce pentagonos
regulares é iguales; tdmese uno de éstos y Unanse & él cinco, de
modo que en cada vértice del primero se forme un triedro; claro
esta que los cinco triedros asi construidos seran iguales, por estar



compuestos de angulos planos respectivamente iguales (244).
De esta manera se tendra un poliedro abierto, que terminara en
un decagono, no plano, cuj'os angulos, unos como el C, se halla-
ran formados por dos de pentagono, y otros como el F, solamente
poseeran uno. Si ahora se construyese otro poliedro abierto,
igual al anterior y se adaptasen el uno al otro, de modo que
cada angulo tal como el FGH, compuesto do dos ang‘ulos en el
A primero, se uniese & otro formado de un solo angulo en el se-
g'undo, lo cual puede efectuarse a la manera que acontece en el
ADI, se veriticarla también que cada angulo como el F, formado
de un solo angulo de pentag’ono en la primera superficie polié-
drica abierta, se adaptaria & otro compuesto de dos angulos en la
seg'unda, y, por lo tanto, resultaria construido un dodecaedro
REGUDAU, en el cual sus doce caras seran pentag'onos iguales.
Como quiera que con cuatro angulos de pentagono regular,

cuya suma vale -g- de recto, no se puede formar angulo poliedro,

queda hecho patente, que el Unico jJoliedro reg’ular, que puede
tormarse con pentagonos, es el dodecaedro.
Con tres angulos de exagono regular, no se puede formar an-

gulo poliedro, supuesto que un solo angulo vale f_~ 5
1

de recto, lueg’o los tres valdrian 4 rectos; pero como se sabe (67),
que a medida que crece el nimero de lados de un poligono reg'U-
lar, es mayor el valor de sus &ng’ulos, de aqui que no siendo
posible construir ang’ulo triedro, con tres ang’ulos de exagono
reg’iilar, tampoco podra formarse con dngulos de poligonos reg’u-
lares de mayor niimero de lados, y por lo tanto queda probado,
que no hay més poliedros rcg’ulares que el tetraedro, el exaedro,
el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro.

Ligera idea de la simetria en el espacio.

362. De la simetria en la forma de algunas figuras
geométricas, se tratd en otra ocasion (238, 250 y 320),
y se vié que era independiente de la posicion que aqué-
llas ocupaban en el espacio; falta ahora considerar la
simetria bajo este segundo aspecto.
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La simetria de posicion puede existir de tres maneras:
bien sea con relacion & un punto, en cuyo caso éste recibe
el nombre de centro de simetria, bien con respecto & una
recta, que entonces se llama eje de simetria, 6, finalmente,
con referencia & un plano, el cual se denomina plano de
simetria.

Los puntos simétricos de dos figuras se dice que son
homdlogos, y las rectas que unen & éstos, se llaman tam-
bién lineas homologas.

363. Dos puntos son simétricos con respecto & un
centro de simetria, cuando éste divide en dos partes igua-
les la distancia que entre aquéllos media.

Dos lineas 6 superficies se llaman simétricas, con rela-
cion & un centro de simetria, cuando las expresadas lineas
0 superficies, que se consideran, poseen todos sus puntos
respectivamente simétricos con respecto 4 aquel centro.

Dos cuerpos cualesquiera se dice que son simétricos,
con relacion & su centro de simetria, cuando sus superfi-
cies son simétricas con respecto al expresado centro.

Segun esto, el centro de figura sera & la vez centro de
simetria, tanto en los poligonos regulares que tengan un
namero, par de lados, como también en la circunferencia
esfera, elipsoides de revolucion, etc., etc.

364. Dos puntos son simétricos con respecto 4 un
eje de simetria, cuando la recta que los une es perpen-
dicular al expresado eje y queda dividida por éste en dos
partes iguales.

Dos figuras son simétricas con relacion & un eje, cuando
éste 4 la vez que divido en dos partes iguales & las diver-
sas rectas, que unen sus vértices homdlogos, es perpen-
dicular & cada una de ellas.

De aqui se infiere, que dosJiguras que sean simétricas
con rélacidi d un eje, deberan ser iguales; supuesto que al
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hacer girar & mia de ellas alrededor de su eje, segun una
media revolucion, cada uno de los puntos de aquélla des-
cribird una semicircunferencia, y por lo tanto se aplicaran
sobre sus homdlogos de la otra figura. De donde se des-
prende, que la simetria con respecto & un eje, es Unica-
mente de posicion, y por consiguiente no supone altera-
cion alguna en la forma.

Como ejemplos, pudieran citarse el paralelepipedo rec-
tangulo, en el cual los ejes de simetria serén las tres
rectas que unen los centros de las caras opuestas. Si la
base del paralelepipedo fuera un cuadrado, habria ademés
otros dos ejes, los cuales serian las rectas que unen los
puntos medios de las aristas laterales opuestas. En el
caso de que la base del prisma recto propuesto fuera un
rombo, habria tres ejes de simetria : uno que estaria de-
terminado por la recta que une los centros de las dos
bases, y los otros dos serian las rectas que unen los pun-
tos medios de las aristas laterales.

Cuando una piramide regular tiene un nimero par de
caras laterales, su altura sera el eje de simetria.

365. Dos puntos se dice que son simétricos con res-
pecto & un plano, cuando encontrandose en una recta
perpendicular al citado plano, equidistan de éste.

366. Dos lineas 06 superficies cualesquiera se llaman
simctriccis con relacién & un plano, cuando todos los pun-
tos de ambas lineas 6 superficies son simétricos uno &
uno, con referencia a aquel plano.

367. Dos cuerpos cualesquiera son simétricos con
respecto 4 un plano, en el caso de que sus superficies
sean simétricas, referidas & aquel plano.

368. Dos rectas AD y A'B', qiie tienen dos puntos su

métricos con respecto a un plagio, son simétricas.
En efecto, cualquier punto C tomado en la recta AB,

pjQ. 213
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tiene sn homdlogo en la A'B', supuesto que al doblar la
figura ABB'A' por ab, los puntos A B coincidiran con
sus homologos A'y B', y por lo tanto AB coincidira con
A'B', luego el punto C de la AB se aplicaré sobre otro C'
de la A'B', y en su consecuencia estos dos puntos seran
también simétricos.

CoKOLARio.—Dos ~j?mjles A y B distan entre si, tanto
Cotno sus simeétricos.

369. Do.'fangulos que tengansus lados simétricos seran iguales.

En efecto, sefialando en ABy BC los puntos m y n, respectiva -
mente simétricos de los m' y ri, situados en las rectas A'B'y B'C'
homologas de las anteriores, y trazando las rectas mn y m'n’, se
verificara, que los triang'ulos I&mn y B'jji'd’' seran simétricos é
iguales, y por lo tanto también seran iguales los &ngulos ABC v
A'B'C' (46).

Corolario 1.°—Dos tridngulos, que tengan sus respectivos
vértices simétricos, seran iguales.

Corotario 2.°—Dos poligonos, que tengan sus respectivos vér-
tices simétricos, seran iguales.

Dos planos, que tengan dos rectas simétricas, seran simétricos.

Sean dos rectas AB y BC respectivamente simétricas a las A'B,
y B'C, y p un punto cualquiera tomado en el plano de las dos
primeras lineas citadas; si se traza la recta mn, que pasa por el
punto p y corta & las AB y BC, se tendrd que la m’n' sera la
recta homologa de la mn, y el puntop’ de ésta, & la vez que se
halla situado en el plano A'B'C', es simétrico del jr, luego ambos
planos tienen sus puntos respectivamente simétricos (366).

370. Sidosidanos que se cortan son respectivamente .simé-
ti icos a oti os dos, el angulo diedro formado por los primeros,
sera igual al formado por los segundos.

Supuesto que al ti‘azar el angulo rectilineo correspondiente al
primer diedro y su simétrico, éste sera el rectilineo que mide al
segundo diedro; y siendo ambos rectilineos iguales (369), lo seran
los diedros propuestos (218, Reciproco).

371. Después de lo dicho (369-370) se deduce, que dos po-
liedros simétricos tienen iguales sus caras simétricas y también
los angulos diedros, cuyas aristas son homoélogos.
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Eli general estos poliedros simétricos no podran coincidir, pues
los triedros formados por tres aristas cualesquiera de un angulo
poliedro y por tres aristas homologas del otro, no pueden coinci-
dir, seguin se vi6 (238); y claro esta que no pudiendo coincidir
los angulos poliedros, tampoco coincidiran aquellos cuerpos.

Seg'in esto, en la simetria de dos cuerpos, con respecto a un
plano, no so6lo hay que tener en cuenta la posiciéon, que ambos
ocupan, sino también su forma.

En Fisica se demuestra que un objeto y su imagen en un es-
pejo plano, son dos figuras simétricas con respecto a la superficie
de este.

En los mamiferos, aves y peces, siempre se observa que el
cuerpo de cada uno de ellos puede considerarse dividido exterior-
mente en dos porciones sensiblemente simétricas, con respecto a
un plano longitudinal, que pasa por la linea media de aquél.

Hélice.

372. Se llama linea vertical la direccién que sefiala
el hilo de una plomada (¥) cuando ésta se halla en reposo,
una vez suspendida por el extremo, que so supone lijo.

Se dice que un plano es vertical, cuando se adapta con
el hilo de la plomada libremente suspendida.

Linea horizontal es la perpendicular & toda recta ver-
tical.

Se da el nombre de ¢jlano horizontal al plano que sea
perpendicular & una recta vertical. Segun esto, todo plano
que contenga a dos rectas horizontales, que se corten,
0 puedan cortarse al ser prolongadas suficientemente,
sera horizontal (207, Corolario 2»).

Toda recta 6 superficie plana, cjue no sea horizontal ni
vertical, se dice que es inclinada.

La inclinacion 6 pendiente de una recta, se aprecia por

(*) La plomada es un pequefio cono metalico, sostenido por
uu hilo, qgiie se halla sujeto en el centro de su base.
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la relacion que existe entre el cateto vertical y el hori-
zontal de un triangulo rectdngulo, cuya liipotenusa sea
una porcion cualquiera de la antedicha recta. Asi la pen-

diente de la recta BC estara dada por ig

373. La pendiente en un punto de una curva, se
aprecia por la que corresponde a la tangente de la curva
en dicho punto.

Entre las curvas alabeadas (*), merece particular aten-
cion la HALICE la cual se halla determinada por la hipote-
nusa de un triangulo rectdngulo, cuando éste se arrolla
en la superficie lateral de un cilindro de revolucién.

En el supuesto de que la base AB del tridngulo rec-
tangulo propuesto, sea igual en longitud & la circunfe-
rencia de la base del cilindro de revolucion, que se consi-
dera, resultard que, al adaptarse el mencionado triangulo
a la superficie cilindrica, los extremos Ay B de la base
del tridngulo se confundiran, y el extremo C de la hipo-
tenusa se aplicara sobre el punto D, situado en la misma
generatriz del cilindro, que corresponde al punto B.

Anéloga consideracion pudiera hacerse con el triangulo
rectingulo CDE igual al anterior, si también se aplicara
sobre el mismo cilindro, lo cual permitiria prolongar la
hélice hasta el punto F, y repitiendo cuantas veces se
quisiera esta manera de proceder, podria hacerse que la
curva tuviese la longitud que se quisiera.

A cada una de las partes iguales BD, DE, etc., etc., en
que la hélice divide a las generatrices del cilindro, se
llamajjoso, y las diferentes porciones iguales de la curva,
que terminan en los extremos de un mismo paso, se deno-
minan espiras.

*) Se dice que una curva es alabeada, cuando todos sus
puntos no estan contenidos en un mismo plano.
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Segun esto, la longitud de la circunferencia de la base
del cilindro que se considera, la de una espira de la hélice
trazada en la superficie lateral de aquél y el paso de esta
curva, son los tres lados del triangulo rectangulo, adaptado
a la superficie cilindrica que se proponga.

374. Las distancias desde eada punto de la hélice &
base del cilindro, son propoixionales d las proyecciones de
esta curva sobre la citada base.

En efecto, en los tridngulos rectdngulos semejantes
ABC, hBjm n'B»i',...., se verifica, que

nin_mn
ab' B« Bw

pero como al arrollar este triangulo en la superficie del
cilindro de revolucién propuesto, acontece que AC = BD,
AB = BNN'B, «m= MN, Bw=BN'N, j»V = M'N’,
Bm'= BN' al efectuar las correspondientes sustituciones
en las anteriores razones, quedard demostrado, que

BD MN _ MN'_

BNN~ ~ BN'N“ BN' ~
Teniendo en cuenta este teorema, pudiera definirse la
hélice diciendo que es la curva indefinida, en donde se
verifica que las ordenadas contadas segun las generatrices
del cilindro, en cuya superficie lateral se encuentra situada
aquella linea, son proporcionales & las abscisas curvilineas,
apreciadas en la circunferencia de la base del citado cilin-
dro, y & partir del puntofijo B, considerado como origen de

coordenadas.

la

375. En esta definicion se funda la manera de fijar

sobre la superficie cilindrica, los puntos que se deseen de
una hélice, cuyo paso sea conocido.
En efecto, sea ABCD el cilindro dado: sefialando un
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punto A en hi circunferencia de su base inferior, y divi-
diendo esta linea en un ndmero cualquiera de partes
iguales AE = EF = FG, etc,, si por los puntos de divi-
sion AME, i, G, etc., se levantan las perpendiculares
AC, EE', FE', GG/, etc., al plano de la antedicha base, se
tendran otras tantas posiciones de la generatriz. Al divi-
dir el paso AA' en tantas partes iguales como quedo
dividida la mencionada circunferencia, y tomar las distan-
cias F /= 2Eti, G"= 3Ee, H/i= 4Ee, etc.,, se tendran
determinados los puntos A, e/, g, A etc., de la curva,
que, unidos por una linea continua, daran por resultado
una hélice, tanto mejor trazada, cuanto mas pequefias
sean las partes iguales en que se hayan dividido la cir-
cunferencia do la base del cilindro y el paso de la hélice.

376. La tangente & la hélice forma en cada gmnto C de esta
curva, un angulo constante con la generatriz PQ, que pasa por
el citado punto.

Eu efecto, si se desarrolla la superficie del cilindro, que se
considera, sobre el plano determinado por la generatriz PQ y la
tangente QR' a la circunferencia de su base; en el expresado
d™arrollo, sucederd que esta circunferencia se confundira eu
direccion con la A'QS', al paso que la generatriz PQ permanecera
inmovil y las deméas generatrices se aplicaran sobre el mencio-
nado plano, conservando sus longitudes y paralelismo. Segiin
esto, si se lleva sobre la linea transformada A'QS' de la circunfe-
rencia de la base del cilindro, las distancias QA'= QA, QR'=
= QR, QB'= QB...., y se levantan las perpendiculares R'r'=
= R> B6'= Bg, S's'= S.s..... los puntos A', C, 6", », s"...
determinaran la transformada de la hélice, una vez desarrollada
en el mencionado plano la superficie lateral del cilindro. Para
probar que la recta A'S', que con tal motivo resulta, es tangente
ala curva en el punto C, obsérvese, que como el antedicho plano
determinado por las dos rectas PQ y A'S', solo tiene de comin
con el cilindro propuesto, el elemento superficial que corresponde
a la generatriz PQ, pues si tuviera ademas algun otro, sucederia
que la recta A'S' seria una secante de la circunferencia de la
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base (305), de donde resulta que el elemento lineal correspon-
diente al punto C, es comun & la hélice y & la recta A's', luego
estas dos lineas son tangentes la una a la otra.

Al considerar otro punto r de la curva, y proceder al desarro-
llo de la superficie cilindrica, sobre el plano determinado por la
generatriz Er y la tangente RE™ & la base, se ve también, que
tomando ER" = AQBR, y uniendo R" con el punto r, se tendra
gue la recta RV, en virtud de lo expuesto, seria necesariamente
tangente & la hélice en el punto » Ahora bien, como los trian-
gulos CA'Q y ?R'R son semejantes, en atencion é que A'Q=
= AQ y RR"= AQR, se verificara que AC((% _RIR" (374), y
por lo tanto, tendran los angulos A'CQ y R'VR iguales.

De aqui se deduce, que si las bases del cilindro propuesto
fueran horizontales, tendrian que ser sus generatrices verticales,
y los diferentes elementos lineales de la curva poseerian todos
la misma pendiente, la cual esfaria expresada por cualquiera
de las relaciones que se acaban de mencionar, 6 sea por la

expresion en donde h representa el pasoy C la circunferencia

rectificada de la antedicha base del cilindro.

La hélice se aplica a la construccion del tornillo, rosca de Ar-
quimedes, hélices de los buques de vapor, escaleras llamadas de
caracol, etc., etc.

FIN DE LA GEOMETRIA.
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posiciones

9
suplementarios
BD

B'A'D

A'D
reciprocamente
pie C

HIJL
AB
BC
BD
BE
DBO
EBO
OF
DBFE

en

Debe decir.

Fio. 9
porciones
G
complementarios
BA
B'AC
A'G

y recipi‘ocaraente
pie D
Fig. 163
Fig. 166
Fig. 171
KIJL
AG

AF

AD

BA

DAO
ABO

AC
DACB

con

la letra 0, que se halla mas distante del punto A,
debiera ser 0'.
corresponde la letra C, al punto de interseccion

de la EF prolongada con la AB, y el otro ex-
tremo del diametro deberia tener la letra D.

las letras My N deben reemplazarse respectiva-
mente con las P y Q.

190, falta la perpendicular CE, trazada desde el

punto C al eje FG,
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