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Nociones preliminares.

1 Cantidad es toda magnitud que sea medible; como
un rebafio de ovejas, la distancia que media entre dos
parajes, la extension de una superficie, etc.

La magnitud 6 tamafio de un objeto tiene jior caracter
distintivo el ser susceptible de aumentar ¢ disminuir.

Para poderse formar idea exacta de una cantidad de-
terminada, es preciso compararla con otra de su misma
especie, viendo las veces que ésta se halle contenida en
aquélla. La cantidad arbitraria y conocida que sirve de
tipo de comparacion para apreciar las de su especie, se
llama unidad.

Mas cuando se agrupan unidades iguales para que su
conjunto sirva de elemento en la apreciacion de canti-
dades de su misma especie, se tiene lo que se llama uni-
dad colectiva. Segln esto, si se quisiera tener idea exacta
de lo que supone una gran cantidad de papel, uno de los
pliegos que entran en su formacion pudiera ser unidad
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demasiado pequefia; mas si se agrupan ciuco de éstos, se
tendré el cuadernillo, que podra considerarse como uni-
dad de otro orden, 6 sea como unidad colectiva. Del mis-
mo modo la reunion de varios cuadernillos pudiera com-
poner otras nuevas unidades colectivas de orden mas
elevado que el anterior, como sucede con la mano y la
resma.

2. Al resultado que se obtiene al comparar la canti-
dad con la unidad se llama numero. Segun esto, la can-
tidad la constituye el objeto que se mide O aprecia, y el
ndmero no es mas sino el resultado de esta aprecicacion.

Al comparar la unidad con la cantidad, puede suceder
que la unidad adoptada se halle contenida exactamente
una 0 varias veces en la cantidad que se trata de apre-
ciar, y el nimero que resulta en tal caso se llama entero;
puede ocuriir que la cantidad no llegue & contener ni
una sola vez & la unidad, en cuyo caso se apreciaria
aquélla dividiendo la unidad en un ndmero tal de partes
iguales que una de ellas se encuentre contenida exacta-
mente en la cantidad que se desea medir; entonces el ni-
mero que se obtiene se llama quebrado 6 fraccionario;
y, finalmente, cuando ni la unidad, ni ninguna de las
partes iguales en que puede estar dividida, se halle exac-
tamente contenida en la cantidad que se quiere medir,
entonces no hay posibilidad de apreciar esta con aquella
unidad sino de una manera aproximada, y con tal mo-
tivo aparece como resultado de la dltima comparacion
hecha el nimero Ilamado inconmensurable.

El nimero se divide ademas en abstracto y concreto. El
primero es agquel en que no se menciona la especie de la
unidad que intervino en su apreciacion; como por ejem-
plo . treinta y cuatro; cinco sextos, etc. EI ndmero con-
creto es el que determina la especie de la unidad & que
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se refiere; como cuando se dice : siete hombres; un cuarto
de hora, etc. (¥

Las Matematicas son el conjunto de ciencias que no
s6lo determinan las leyes y relaciones de la cantidad, sino
que ademas se ocupan de las variadas aplicaciones & que
estas mismas leyes y relaciones se prestan. El objeto
esencial de este orden de conocimientos es el nimero y
la extension; mas como quiera que el uno y la otra se
hallan sometidos & leyes generales independientes de .su
esencia numérica 0 extensiva, de aqui que el estudio de
aquellas ciencias aparezca dividido, en primer término,
en tres ramas principales que respectivamente se deno-
minan Aritmética, Geometria y Algebra.

La Aritmética, 6 Sea la ciencia de que se ocupa este
tratado, tiene por objeto formar y expresar los nimeros,
investigar las propiedades de ,éstos, y resolver las cues-
tiones que dependen de su composicion y descompo-
sicion.

*

Segun esto, el nimero abstracto se limita & manifestar la
relacion cuantitativa que existe entre dos cantidades de la misma
especie; al paso que el concreto puede considerarse como el re-
sultado de la comparacidn de éstas bajo el doble punto de vista
cuantitativo y cualitativo; por cuya circunstancia se explica que
el nimero concreto sea la expresion propia de la cantidad me-
dida.

A



PRIMERA PARTE.

CALCULO DE LOS NUMEROS ABSTRACTOS.

LIBRO 1.
NUMEROS ENTEROS.

CAPITULO IL.
Numeracion décupla.

ARTICULO I

Generalidades.

3. Numeracion es el medio convencional de expresar
los nimeros de una manera exacta, breve y sencilla; mas
como quiera que a éstos hay que distinguirlos con pala-
bras y signos distintos, de aqui la necesidad de dividir la
numeracién en hablada y escrita.

La reunion de voces y cifras diferentes con que se ex-
presan los nimeros, constituye lo que se llama sistema
de numeracion.

Los nameros se forman por la agregacion sucesiva de
unidades; de donde se deduce que la serie de ndmeros
es ilimitada, supuesto que por crecido que sea el nimero
que se considere, siempre podrd aumentarsele una uni-
dad, dando lugar con tal incremento & la formacion de
otro nuevo ndmero.
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Numeracion hablada.

4, Se concibe que si para nombrar cada nimero se
hiciera uso de una palabra completamente distinta y sin
conexién alguna con las empleadas para mencionar los
demés, resultaria que, como aquéllos son en namero in-
finito, no habria las palabras necesarias, ni tampoco seria
hacedero retener en la memoria un crecidisimo nimero
de éstas; de aqui la imprescindible necesidad de combi-
nar entre si, de un modo sistematico, el corto nimero de
voces diferentes que se adopten, & fin de conseguir la fa-
cil expresion de todos los numeros.

Cuando la unidad y la cantidad que se trata de medir
son iguales, resulta el nimero menor de veces que la pri-
mera esté contenida en la segunda : este nimero se llama
uno; si al nimero uno se le agrega una unidad, se tiene
el nimero dos; si & éste se le anade otra unidad, se for-
mard el numero tres, y asi sucesivamente por la agrega-
cion de unidades se obtendrian otros nuevos ndmeros,
cuyos nombres son cuatro, cinco....hasta dies. A la reu-
nion de diez unidades se considera como una unidad co-
lectiva llamada decena; y se cuenta por decenas del mis-
mo modo que por unidades, diciendo una decena 6 diez,
dos decenas 6 veinte, tres decenas 0 treinta, y asi sucesi-
vamente hasta llegar & diez decenas ¢ ciento.

Para expresar los nimeros comprendidos entre dos de-
cenas consecutivas, se afiaden, al menor numero de dece-
nas, los nombres de los nueve primeros ndmeros : asi se
dice veinte y uno, veinte y dos, veinte y tres.... EIl nu-
mero ciento se considera como una nueva unidad colee*



tiva llamada centena, y se cuenta por centenas lo mismo
que por unidades sencillas y decenas : asi se dice una
centena 6 ciento, dos centenas 6 doscientos, tres centenas
0 trescientos.... Para nombrar los nimeros comprendidos
entre dos centenas consecutivas, se afiaden al méas pe-
quefio de centenas los noventa y nueve primeros nime-
ros : asi se diria setecientos uno, setecientos dos, setecien-
tos tres.... setecientos diez, setecientos once....setecien-
tos veinte.... setecientos treinta.... setecientos noventa y
nueve.

A la reunion de diez centenas se le considera como
otra nueva unidad llamada miUarj debiendo contarse por
millares 6 miles, lo mismo que por unidades sencillas
hasta mil; es decir, que hay necesidad de contar por uni-
dades de millar, decenas de millar y centenas de millar,
hasta mil millares. Para nombrar los nimeros compren-
didos entre dos millares consecutivos, se agrega al nu-
mero menor de millares los novecientos noventa y nueve
primeros nameros.

Al conjunto de mil millares se le considera como otra
nueva unidad llamada millon, y se cuenta por millones
del mismo modo que por unidades simples hasta un mi-
[16n de millones; es decir, que habra que contar por uni-
dades de millén, decenas de milldn....decenas de millar
de millén y centenas de millar de millén.

A la reunion de un millén de millones se le considera
como si fuera otra unidad colectiva llamada billén, y se
cuenta por billones lo mismo que por millones hasta lle-
gar al millon de billones, 6 sea el trillon; el nidmero for-
mado por el millon de trillones se llama cuatrillén; y se
contaria por billones, trillones, cuatrillones, etc., lo mis-
mo que por millones.

Las diversas unidades colectivas que se acaban de for-
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mar, se clasificaa por 6rdenes; y asi se denominan
dadcs sencillas ¢ (e primer orden & las primitivas, unida-
des de segundo orden & las decenas, de tercer orden & las
centenas, y correlativamente las demas. De aqui se de-
duce que todo nimero entero es un conjunto de unidades
de diversos ordenes, siendo menor que diez el numera
de las que contiene cada orden. Segun esto, la expresidn
de un niimero por medio de palabras se consigue enun-
ciando aquellas que indican cuantas unidades contiene de
cada orden segun su valor correlativo descendente.

De lo dicho se deduce que las palabras diferentes é in-
dispensables que se emplean en la expresion de los nu-
meros enteros, son Unicamente las que corresponden &
los nombres de los diez primeros nimeros y las voces
ciento, mil, millon, billén....

Con el fin de abreviar, ha hecho el uso admitir otras
palabras que no son indispensables, supuesto que en vez
de once, doce, trece, catorce y quince, pudiera decirse (lies
y uno, diez y dos....asi como las voces veinte, treinta, cua-
renta.... pudieran ser sustituidas respectivamente por
dosenta, tresenta, cuatrosenta....y, finalmente, en lugar de
quinientos, setecientos y novecientos, pudiera muy bien de-
cirse cincocientos, sietecientos y nuevecientos.

ARTICULO III.

Numeracion escrita.

5. Como quiera que los numeros expresados por me-
dio de palabras no se prestan bien & operar con ellos, ni
en tales condiciones seria facil venir en conocimiento de
sus propiedades, ni do las leyes de sus diversas combi-
naciones; de aqui la necesidad de adoptar signos que los-
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representen de una manera breve, a fin de que el enten-
dimiento, con independencia de la palabra, pueda dedi-
carse con provecho & aquel género de investigaciones.

En las voces que sirven para nombrar los nimeros,
existen unas como uno, diez, ciento, mil, millén, billon....'
que significan 6rdenes de unidades, al paso que las otras,
0 sea las que se pronuncian para expresar los nueve pri-
meros numeros, manifiestan las veces que esta contenido
en el que se trata de expresar, cada una de aquellas uni-
dades.

Luego segun esto, si se tiene en cuenta que el numero
de unidades de cada orden no puede exceder de nueve,
y se conviene en que toda cifra escrita & la izquierda de
otra representa unidades de un orden inmediato supefior &
las de aquella otra cifra, habremos conseguido poder es-
cribir todos los nimeros sin mas que hacer uso de nueve
signos diferentes. Mas como pudiera suceder que el na-
mero que se trate de representar con guarismos careciese
de unidades de un cierto orden, de aqui la necesidad de
hacer uso ademas de otra cifra que, aun cuando por si
sola no tenga valor alguno, sirva para ocupar el lugar 6
lugares que correspondan a los dérdenes de unidades de
que carezca el nimero que se desea escribir.

Las cifras significativas se ha convenido sean las si-
guientes :

6 8

uno, dos, tres, cuatro, cinco, sei?, siete, ocho, nueve.

Los nameros por ellas representados se llaman digitos.
Se denomina cero al guarismo 0.

6. Deducese de lo expuesto que la primera cifra de
la derecha de un numero representard unidades sencillas
0 de primer orden; la segunda, 6 sea la que sigue iurae-



diatamente & ésta, significard decenas 6 unidades de se-
gundo orden; la tercera centenas ¢ unidades de tercer or-
den, y asi sucesivamente. Asimismo se desprende de lo
dicho, que como quiéra que todo namero escrito con ci-
fras se divide en centenas, decenas y unidades simples;
centenas, decenas y unidades de millar; centenas, dece-
nas y unidades de millon, etc., claro estéd que una vez fa-
miliarizados con la escritura de niUmeros de tres cifras, la
de aquellos que sean mayores no puede ofrecer dificultad
alguna. También se deduce del principio convencional
de la numeracién escrita, que cada guarismo tiene dos
valores, el uno llamado absoluto, que es el que representa
la cifra por si misma, y el otro relativo, 6 sea el que ad-
quiere con arreglo al lugar que ocupa & la izquierda de
otras.

Si se quiere escribir el nimero siete mil quinientos tres
millones, doscientos noventa y tres mil, seiscientos cinco,
ateniéndose & los principios establecidos, se deberd es-
cribir en la siguiente forma;

7503293605.

Asi como la lectura y escritura de las oraciones y pala-
bras de que se compone nuestro lenguaje se efectla de
izquierda & derecha, en igual sentido se escriben y leen
los nimeros. Segun esto, para expresar un ndmero por
medio de cifras, se escrihirdn sucesivamente las unidades
de sus diversos drdenes, principiando qwr las del superior,
y se tendra cuidado de sefialar con la cifra O los lugares
que deben ocupar aquellos 6rdenes que carecieren cle'Uni-
dades. También so deduce de 16 anteriormente dicho/que".
para leer un nimero ya escrito con cifras, conpeifitra divb
dirlo en secciones de tres cifras, empezando p6rJh dprgfha,
é ir leyendo sucesivamente cada una de las seb
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cipiando por laprimera de la izquierda; debiendo expresar
& la terminacion de la lectura de cada una de aquéllas, el
nombre que corresponda al orden de sus unidades.

Se ve, pues, que con diez guarismos se pueden escri-
bir todos los nimeros que se pudieran proponer. Obser-
vese que este nimero de cifras es igual al de unidades
que una sola de un orden superior contiene de las del in-
mediato inferior. Uno U otro de estos dos numeros deter-
mina lo que se llama la base del sistema de numeracion.

Se comprende que, sea cualquiera el nimero que se
tome por base de un sistema de numeracion, se podran
siempre nombrar y escribir todos los numeros que se
propongan, sin mas que aplicar en cada caso, analogas
consideraciones & las expuestas en la explicacion del sis-
tema décuplo.
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CAPITULO 111.
Operaciones fundamental\es..

ABTIOULO 1.

Definiciones.

7. Operacion es toda combinacién numérica que tiene
por objeto formar un ndmero llamado resultado, por me-
dio de otros conocidos de antemano que se llaman térmi-
nos de la ojjeracion.

Las operaciones fundamentales se dice que son cuatro :
adicion, sustraccion, midtqdicacion y division; aun cuando
aquel calificativo solo .debiera aplicarse & la primera, 0
sea 4 la adicién, supuesto que de ésta se derivan todas
las demas.

Las operaciones Ilamadas de composicion son: la adi-
cion, la multiplicacién y la elevacion & potencias; y las de
descomposicion, inversas respectivamente de las anteriores,
son : la sustraccion, la divisién y la extraccion de raices.

Los términos de la operacion se separan del resultado
por medio del signo =, que se lee igual ii; constituyendo
el conjunto lo que se llama una igualdad, que no es otra
cosa sino la expresioén de la propiedad que tienen dos
nameros 6 cantidades de poseer el mismo valor. La parte
escrita & la izquierda del signo igual se llama primer
miembro, y la que aparece & la derecha se denomina se-
gundo miembro.

Al practicar cualesquiera de las operaciones fundamen-
tales, puede incurrirse en alguna equivocacion; de aqui
la conveniencia de que antes de que se tomen como exac-
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tos los resultados obtenidos, sean debidamente compro-
bados.

PiilUEBA de una operacion, es el medio empleado para
cerciorarse de su exactitud. Pudiera suceder que estando
la operacion equivocada, se volviese & cometer algln
error al practicar la prueba; mas es tan dificil que se
compensen las equivocaciones de ambas operaciones, gue
bien se puede admitir como exacto todo resultado en que
la operacion y la prueba se hallen conformes.

Entre las diferentes pruebas que suele haber para cada
operacion, deberd darse la preferencia en cada caso a
aquella que sea mas breve y sencilla y, & ser posible, que
no exija la escritura de nuevas cifras.

ARTICULO n.

Adicién.

8. Se llama adiciox & la operacion que tiene por ob-
jeto reunir los valores de varios numeros conocidos, lla-
mados sumandos, en uno solo que se llama suma.

Para indicar que varios nimeros se han de sumar, se
escribe entre ellos el signo -|—-que se lee més.

Dos casos conviene distinguir en la adicién : 1., su-
mar nimeros digitos; 2.°, sumar nimeros compuestos de
varias cifras.

Primer caso. ESte se reduce & afiadir sucesivamente &
uno de los sumandos las diferentes unidades que contie-
nen los deméas. Ee abrevia esta operacion, agregando de
una vez las unidades que cada cifra representa; cosa fa-
cil de ejecutar, en atencién & que desde nuestros prime-
ros afos se sabe de memoria cudl es la suma de dos nu-
meros digitos cualesquiera.



Asi, si hubiere que sumar los uimeros 7, 9, 8y 3, so
indicaria la operacién y el resultadb se escribiria en la
siguiente forma:

7--9+8+3==27.

Seocoxdo caso. Faro, sumar varios m'meros compuestos
de varias cifras, se suman las unidades del mismo orden, y
si de la reunién de las unidades de un orden cualquiera, re-
sultaren una 6 més del inmediato superior, se agregaran &
la suma parcial de las de éste; y el nimero formado por to-
das estas sumas parciales serd, la suma que se huscaha.

En la practica de esta operacién se disponen los suman-
dos de tal modo que, colocados los unos debajo de los otros,
las unidades del mismo orden se correspondan en columna,
con el fin do evitar de esto modo que equivocadamente
se mezclen en la operacion unidades do dérdenes diferen-
tes. Se comienza d sumar gmr las unidades sencillas, des-
pués las decenas, luego las centenas, seguidamente las uni-
dades de millar, y asi sucesivamente, en atencion & que,
procediendo do esta manera, no s6lo so facilita la agrega-
cién de las decenas (iuc pudieran resultar en cuahxuiera
de las sumas parciales, & su inmediata del orden inme-
diato superior, sino también & que operando en otra for-
ma, habria que rectificar frecuentemente cifras ya escri-
tas en la suma total. Finalmente, por medio de una raya
horizontal trazada debajo del dltimo sumando, se marca la
separacion entre éstos y la suma pedida.

EJEMPLO.

7482

84%%3 |( Siunandos.
TO/

92693 Suma total.
Luego 7482+539+84594+78=92093.
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Es evidente que el resultado asi obtenido contiene ne-
cesariamente todas litb unidades sencillas, todas las dece-
nas, todas las centenas, etc., de los sumandos, y por con-
siguiente se La conseguido reunir en un solo numero to-
das las unidades de éstos.

9. El nimero total de unidades de una suma de varios
sumandos es independiente del orden en que éstos se hallen
colocados. En efecto, una suma de ndmeros puede consi-
derarse como un todo, cuyas diversas partes son los su-
mandos; y como quiera que en ninguno de éstos se al-
tera el nimero de unidades que contiene por el cambio
de lugar que pudiera experimentar, y todos ellos inter-
vienen del mismo modo y son igualmente indispensables
en la formacion de la suma, se infiere que el nimero to-
tal de unidades de ésta, permanecera inalterable.

La prueba de la adicién so funda en la proposicién an-
terior, y consiste en repetir las diferentes sumas parciales,
comenzando & efectuar cada una de éstas en orden in-
verso del que se empleo al hacer por primera vez la su-
ma; pues de este modo se pondran de manifiesto las equi-
vocaciones que en esta operacion dependen ordinariar
mente del vicio que adquiere el oido, el cual desaparece
cuando las palabras se modifican.

ARTICULO lII.

Sustraccién.

10. Esta operacion tiene por objeto, conocida la suma
de dos nimeros y uno de éstos, determinar €l, valor del otro.

La suma dada recibe el nombre de minuendo; el .Sr
mando conocido se denomina sustraendo, y el desconocido
resto 0 resta de la sustraccion, y también exceso ¢ diferen-
cia entre el minuendo y sustraendo.
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Segun la definicion que antecede, el minuendo tiene
*que ser igual & la suma del sustraefido con el resto; de
donde se sigue que el nimero que se trata de encontrar
lia de contener tantas unidades cuantas le falten al sus-
traendo para ser igual al minuendo; y como quiera que
lo que falta & un numero para ser igual & otro, es la di-
ferencia que entre ambos existe, de aqui que también se
diga que la sustraccion, 6 sea la operacion de restar, con-
siste en determinar la diferencia gne hay entre dos ndmeros.
Mas si se tiene en cuenta que para hallar esta diferencia
bastara quitar del mayor, 6 sea del minuendo, el valor
del menor, 6 sea el sustraefido, se podra decir que rsstar
es quitar de mi nimero todas las unidades gne contenga otro.

Para indicar la sustraccion se escribe el signo —, que
se llama menos, que debera colocarse entre el minuendo
y sustraefido.

n Es evidente que una suma de dos sumandos no
sufrird alteracion al aumentar' en un cierto ndmero de
unidades uno cualquiera de éstos, siempre que el otro
sumando, en compensacion, haya disminuido en el mis-
mo numero de unidades; asi como también se comprende
gue si la suma viniese aumentada en la misma cantidad
que se agregd & uno de los dos sumandos, el otro su-
mando habra permanecido inalterable, lGe aqui se de-
duce, r[ue siendo el minuendo la suma del sustraefido y
resto, este Ultimo aumentaria & disminuiria en tantas
unidades como aumente 6 disminuya el minuendo, en el
supuesto de que el sustraefido haya permanecido inalte-
rable; asimismo se explica que el resto disminuird 6 au-
mentara en el mismo nimero de unidades que aumente
6 disminuya el sustraefido, admitiendo que el minuendo
no ba variado de valor.

De lo que se acaba de exponer se desprende que cuan-



do al minuendo y al suslracndo se aumenten 6 disminuyan
en una misma cantidad, el resto no exjierimentarii cdtera-
cion alguna.

Eli la sustraccion se suelea considerar dos casos:
[.“ restar un nimero compuesto de una ¢ varias cii'ras-
poV otro de una sola; 2® restar dos nimeros compuestos
de varias cifras.

Primer caso. Sabiendo de memoria la suma cpie jiro-
duceu dos numeros digitos cualesquiera, serd fécil deter-
minar uno de ellos conociendo la suma de ambos y el
otro; pues bastara encontrar las unidades cpie se necesi-
ten agregar a esto ultimo, que seria el sustraendo, para
reproducir al minuendo.

Secundo caso. JPara restar dos numeros de varias ci-
fras, se escribe el sustraendo debajo del minuendo, de modo
que se correspondan las unidades de un mismo orden] se
traza debajo xina raya horizontal, y se resta de cada cifra
del minuendo su correspondiente del sustraendo, principian-
dogwr la derecha; si alguna cifra del minuendo fuere me-
nor que su correspondiente del sustraendo, se agregaran a
ella diez unidades de su orden para poder efectuar la sus-
traccion parcial, y se tendra en cuenta, esta circunstancia
piara que al restar las cifras del orden inmediato superior
se aflada a la del sustraendo otra unidad.

Si el minuendo vy el sustraendo tuvieran muchas cifras
y se e§cribieran en la forma propia que indica la opera-
cion, 0 sea

8497—4U2ti=3872,

entonces pudiera ocurrir que equivocadamente se hicie-
ran intervenir, en alguna 6 algunas do las restas parcia-
les, unidades de orden diverso; y & fin de evitar que se
incurra en tal error, lo mas seguro es atenerse estricta-
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mente & lo que dice la- regla que se acaba de exponer,
segun se practica en el siguiente ejemplo :

Mimieiulo.... 8497
Sustraendo.. 4625

Kesto........... 8872

El resultado obtenido sera la diferencia que se deseaba
encontrar, supuesto que proviene de baber quitado del
minuendo sucesivamente las unidades de los diversos or-
denes que contiene el sustraendo, cuyo conjunto consti-
tuye todo su valor.

Obsérvese que no siempre es indiferente el orden con
que deben efectuarse las sustracciones parciales en la
operacion de restar, pues cuando alguna cifra del sus-
traendo tiene mayor nimero de unidades que el que co-
rresponde & la de igual orden en el minuendo, entonces
es preferible comenzar a que se efectue la sustraccion por
las unidades sencillas, procediendo siempre de derecha
para izquierda, pues de lo contrario habria que enmen-
dar alguna 6 algunas de las cifras escritas en el resto total.

La prueba de la sustraccién consiste en sumar el sus-
traendo con el resto, y si la operacion esta bien efectuada
debera reproducirse el minuendo (10). Puede citarse co-
mo modelo esta prueba por las recomendables condicio-
nes que en ella coneuri'en (7).

ARTICULO 1V.

Multiplicacidn.

12. La MULTIPLICACION tiene por objeto, conocidos dos
nameros llamados multiplicando y multiplicador, bailar un
tercero, el cual se denomina producto, que debe ser en
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magnitud respecto del multiplicando, lo mismo que el
multiplicador es respecto de la unidad.

El multiplicando y multiplicador se llaman factores del
producto.

El signo de multiplicar es un punto 6 una cruz en
.forma de aspa, que se escribe entre los factores y se lee
multiplicado por.

13. De la definicion general de la multiplicacién se
deducen otras varias, aplicables al caso en que el multi-
plicador sea un numero entero; asi, por ejemplo, al mul-
tiplicar 35X7, obsérvese que siendo el multiplicador la
reunion de siete unidades, el producto deberd ser igual
al resultado que se obtenga de repetir siete veces como
sumando el namero 35; y, en su consecuencia, podemos
decir que multiplicar un nimeropor otro quesea entero, es
repetir el multiplicando tantas veces como sumando cuantas
unidades tuviere él multiplicador. De aqui se infiere que
si el multiplicando contiene un nimero exacto de dece-
nas, centenas, unidades de millar, etc., cada uno de los
productos resultantes estard respectivamente expresado
por decenas, centenas, unidades de millar, etc. En gene-
ral puede decirse que el producto de un ndmero por uni-
dades de un cierto orden, es siempre del mismo orden que
esas unidades expresati.

Aplicando también al ejemplo anterior la misma defi-
nicion de la multiplicacién, resulta que, supuesto oue el
multiplicador es siete veces mayor que la unidad, el pro-
ducto deberd ser siete veces mayor que el multiplicando;
de modo que, segun esto, puede decirse también que
multiplicar un nimero cualquiera por otro que sea entero,
es hacer el midtiplicando tantas veces mayor cuantas unida-
des tenga el multiplicador.

Para exponer con la debida claridad el procedimiento



abreviado que permite obtener el valor del producto de
dos factores sin necesidad de escribir el multiplicando
tantas veces como sumando cuantas unidades tuviere el
multiplicador, conviene distinguir tres casos : 1.°, multi-
plicar un namero digito por otro; 2.", multiplicar un nu-
mero compuesto de varias cifras por un digito; y 3., mul-
tiplicar dos nimeros compuestos de varias cifras.

14. Primer caso. Los productos que resultan de mul-
tiplicar un nimero de una sola cifra por otro también de
una cifra, deben saberse de memoria. La tabla que los
contiene, Illamada de Pitadgoras, se forma escribiendo en
una fila los nueve primeros nimeros; sumando éstos con-
sigo mismo se tiene la segunda fila; sumando luego la
primera y la segunda se formaria la tercera, y si se con-
tinGa asi sumando siempre los nimeros de que se com-
pone la primera fila 6 renglén, con sus correspondientes
de la Gltima que se haya formado hasta llegar & novena
fila, se habra llegado como resultado & la siguiente tabla:

A poco que se fije la

1 2 4 5 6 7 8 g atencion en el procedi-
s 4 8 10 12 14 16 18 Mmiento seguido al cons-
3 6 12 15 18 21 24 27 [truirestatabla, se com-
rende sin dificultad
4 s 12 16 20 24 28 32 36 P !
que la segunda fila con-
5 10 15 20 25 30 35 40 45

tiene los nimeros de la
6 12 18 24 30 36 42 48 54 primera repetidos dos
7 14 21 28 35 42 49 56 63 veces O multiplicados
s 16 32 40 48 56 64 72 Ppor 2; que la tercera
9 18 36 45 54 63 72 81 fila contiene los ndme-
ros de la primera tres

veces, 6 multiplicados por 3; y asi, sucesivamente, hasta
considerar la novena fila que los contiene nueve veces-
Para hacer uso do esta tabla, se busca el multiplicando
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QJ la i)i-imera fila, y el imiltiplicador en la primera co-
lumna, y el nimero eonteniclo en la casilla que corres-
pondé & la vez & la columna del multiplicando y & la fila
del multiplicador, nos daria el producto que se busca.
Facilmente se comprendo, que de la misma manera que
esta babla se ha formado por filas horizontales, pudiera
también construirse por columnas verticales, dando siem-
pie como resultado iguales nimeros en las mismas ca-
sillas.

15. Segundo caso. La multiplicacion de un nimero de
varias cifras por otro de una sola, se reduce al primer
caso, si se considera que el producto se podra hallar re-
pitiendo por sumando tantas veces al multiplicando cuan-
tas unidades tuviere el multiplicador (13); mas como
quiera que para hallar esta suma se tendria necesidad de
repetir un mismo numero de veces la cifra (*) gne corres-
ponde & cada uno de los diversos érdenes de unidades de
que se compone el multiplicando, de aqui se infiere que
haciendo la multiplicacion de cada una de las mencio-
nadas cifras por la del multiplicador y sumando los re-
sultados obtenidos, seglin se ve en el siguiente ejemplo,
se tendra el jiroduclo que se busca.

Multiplicar /<s92 por 6. La operacion pudiera dispo-
nerse en esta forma:

Multiplicando... 7892

Multiplicador ... 6
12

540

4800

42000

Producto............. 47352

.(*) Siempre qifti se dig-a cifra, entiéndase la coleccién do uni-
dadeés que expresa.
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En Jn préactica, se multiplica la cifra del multiplicador
sucesivamente por las unidades simples, decenas, cente-
nas, etc., del multiplicando, escribiendo de cada uno de
estos productos Gnicamente la cifra de sus unidades, re-
servando las respectivas decenas para afadirlas al pro-
ducto parcial siguiente, y asi se obtiene como resultado
el producto que se desea encontrar.

(® Asi, en el ejemplo anterior se dispone la operacion

7892
6

47352

Luego, segln esto, miiUiplicar un nimero de varias
cifras por otro de una sola, se multiplica cada nna de las
cifras del multiplicando, empe-and6 por las de orden infe-
rior, por el multiplicador; se escriben las unidades de cada
producto parcial & la izquierda del anterior, y las decenas
se agreyan al siguiente.

16. Casos particulares. Antes de entrar de lleno en
la multiplicacion de dos numeros compuestos do varias
cifras, conviene hallar él producto de un nimero por la
unidad seguida de ceros; asi como también el que pro-
viene de multiplicarlo por una cifra significativa seguida
de ceros.

Fara efectuarla multiplicacion de un nimeropor la uni-
dad seguida de ceros, se escriben 0 la derecha del nimero
p>ropuesto tantos ceros como acompafian U la unidad del
multiplicador. En efecto : al escribir & la derecha de un

(*) Se prescinde de dar detalles mas minuciosos acerca de la
ejecuciiui de las operaciones fundamentales, en atencién a (pie
este tratado se destina a los alumnos de segunda ensefianza, los
cuales al ingresar en ella tienen iiuo acreditar el conocimiento
de aquéllos.
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nimero, uno, dos, tres 6 mas ceros, se lo hace respecti-
vamente diez, ciento, mil, etc., veces mayor, supuesto
que cada una de sus cifras ocupa el lugar de un orden
de unidades que es diez, ciento, mil, etc., veces mayor, y
por lo tanto el nimero queda multiplicado por 10, 100,
1000, etc.

Asi, por ejemplo, 8710X100=871600.

Fara multiplicar un numero por una cifra significativa
seguida de ceros, se multiplica el midtiplicando por la cifra
del midtiplicador, y al producto que resulta se le agregan
& su derecha igual nimero de ceros.

En efecto, multiplicar 2839 por 0000 es repetir el 2839
por sumando 6000 veces (13); mas si se supone que es-
tdn escritos estos 6000 sumandos, desde luego podran
mentalmente formarse con ellos mil grupos de 6 suman-
dos cada uno; el valor de uno de estos grupos se hallara
multiplicando 2839 por 6, que daria por resultado el nu-
mero 17034; luego si éste representa las unidades de un
grupo, las de los 1000 grupos supondran 17034000, que
seré igual & la suma total de los precitados 6000 suman-
dos, 6 sea’el producto que se buscaba.

17. Tercer caso. Para deducir la regla de la multi-
plicacion cuando los dosfactores tengan varias cifras, véa-
se como se encontraria el producto de multiplicar 5843
por 4079. Seguramente se obtendria éste, repitiendo el
multiplicando tantas veces como sumando cuantas unida-
des tiene el multiplicador, 6 sean 4000 veces, mas 70 ve-
ces, mas 9 veces. El producto de 5843 por 9 es 52587; el
del mismo multiplicando por 70 es igual & 409010, 6 sean
40901 decenas, y por ultimo, el producto de 5843 por
4000 es 23372000, 6 sean 23372 millares. Es evidente
que sumando estos tres pi‘oductos parciales, se tendra el
producto total.
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Asi, en el ejemplo propuesto se tendria ;

Multiplicando... 5843
Multiplicador... 4079
Productos par- \ 4838%

ciales...... 23372000

Producto total... 23833597

En la préctica la operacion se dispone en la siguiente

forma:

Multiplicando... 5843
Multiplicador... 4079

Productos par- ~  40901"
........... 1 233720

Producto total... 23833597

Se omite por innecesaria la escritura de los ceros que
resultan & la derecha de los producios parciales que pro-
vienen de multiplicar las decenas, centenas, etc., del
multiplicador por iodo el multiplicando; pero se tendra
cuidado de que la primera cifra de cada uno de los men-
cionados productos se halle en columna con la cifra del
multiplicador de que proviene.

Por lo tanto, jtartt muUiplicar dos nimeros de varias ci-
fras, se multiplica todo el multiplicando por cada cifra del
imdtiplicador; se colocan estos productos los unos debajo de
los otros de modo que se corresponda la primera cifra de
cada uno con su correspondiente del multiplicador; se suman
todos ellos y la suma resultante expresara el producto total
que se buscaba.

Del procedimiento que se acaba de exponer, se sigue
que es indiferente principiar la multiplicacion por cual-
quier orden de unidades del multiplicador, siempre que
no dejen de observarse las precitadas reglas; sin em-
bargo, el uso y la comodidad exijen que se principie la



operacion por las unidades de orden inferior y se conti-
nde sucesivamente hasta efectuar la multiplicacion con
las de orden més elevado.

18. Dada la diversa mision que desempefian cada
uno de los dos factores de un producto, pudiera creerse
gue no es indiferente considerar al multiplicando como
multiplicador y & éste como multiplicando; de aqui la
necesidad de demostrar el siguiente

(*) Teorema—E| orden en que se nndtipligiien dos fac-
tores de un producto, no ocasiona alteracion ahu'.na en éste.

En efecto, sean los nimeros 4 y 27 los factores de un
producto. Descomponiendo el factor 4 en unidades, se
tendra 4=1-)-1-f-1-f-1; multiplicando estos dos miem-
bros iguales por 27, resultara :

*4X27=27-f-27-4-27-1-27,

mas obsérvese que este segundo miembro equivale & re-
petir el nimero 27 cuatro veces, 0 sea a 27Xd; luego
queda probado que

4X27=27X4.

Esta proposicién permite efectuar la prueba de la mul-
tiplicacion sin mas que invertir los factores, con ebfin
de ver si resulta un producto igual al obtenido. También
manifiesta el citado teorema que en la practica sera con-
veniente, en general, considerar como multiplicador al
factor que, para bailar el resultado, exija menor nimero
de productos parciales.

(*) Teorema es una J)roposicion que, aunque verdadera, ne-
cesita ser demostrada. Kii el enunciado de todo teorema conviene
distinguir el supuesto 6 hii)6tesis y la conclusion 6 tesis.



ARTICULO V.

Productos indicados.

En algunas ocasiones conviene indicar solamente las
operaciones por medio de signos, y & pesar de presen-
tarse en tal forma, también so las somete al célculo

Cuando una operacion indicada ha de servir de ele-
mento i)ara efectuar otra, se encierra la primera dentro
de un paréntesis. Asi, por ejemplo, (7-|-8-|-b-(-3)6.

La ausencia do signo entro la suma indicada y el nu-
mero 6, representa también el producto de acpiélla por
éste.

19. Elxiroducto de una suma indicada por un nimero,
se obtiene multiplicando cada uno de los sumandos por
dicho nimero, ij sumando los productos parciales que re-
sultan. Lues es evidente (pie el producto de 7-(-8-j-9-(-3
j)or 6, se hallara repitiendo (6 veces como sumando esta
suma indicada, paia lo cual habrd necesidad de repetir
6 veces cada sumando y luego rerrnir los resultados ob-
tenidos. En el ejemplo anterior se tendrd, cpre

(77"8+9+3)G=7x6+8Xb+9Xb+3XG.

20. Para multiplicar una diferencia indicada por un
ndmero, se multiplican minuendo y sustraendo poi dicho
nimero y se resta del primer producto el segundo.

En efecto, sea la diferencia indicada 9—4 cpio se
trata de multiplicar por 3. Desde luego se tiene cpre
9X3=9-[-9-1-9, asi corrro también 4X3==4r-)-4-)-4; resf

(*) Calcular nameros es practicar una combinacion con éstos
del modo que conve.ng'a en cada caso.
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tando ordenadamente (*) estas dos igualdades, resulta
que 9X3—1X3=(9—4)+(9—1MN+9—4)=(9-4)3, de
donde se deduce que (9—4)3=9X3—4X3.

En ocasiones conviene escribir los productos de los se-
gundos miembros de las igualdades que anteceden, en
los cuales aparece repetido un mismo factor, en la forma
que tienen en los primeros miembros, 6 sea dentro de un
paréntesis los multiplicandos parciales y fuera el factor
comun, (‘'uando tal transformacion ha sido efectuada, se
dice que se ha seimrado 6 sacado €l factor comdn.

Be entiende por jo'oducto de varios factores el resultado
que se obtiene de multiplicar el primer factor de la iz-
quierda por el segundo, el producto que resulta por el
tercero, este nuevo producto por el cuarto, y asi sucesi-
vamente hasta liaccr intervenir en esta sucesion de mul-
tiplicaciones al dltimo factor.

(**) Lema.—E]I producto de varios factores no se altera
aun cuando se invierta el orden de colocacion de dos fac-
tores consecutivos.

P rimer caso. Cuando son tres los factores dél producto
y se invierte él orden de los dos Gltimos.

Se trata de demostrar que 7X4X8="fX8X4.

En efecto, evidentemente 7X4=7-f-7-(-7-]-7, multi-
plicando por 8 ambos miembros de esta igualdad, se ten-
drd (19) que 7XAXANAXAfEN 3 e
donde, esto mismo escrito en forma mas breve, conduce
a la siguiente igualdad :

TX4X8=7X8X4.

(*) So dice que dos igualdades so restan ordenadamente,
cuando del primer miembro de una de ellas se quita el primero
de la otra, y del segundo miembro de la primera_el segundo de
la segunda, separando ambos resultados por medio del signo = .

(**) ljeina es un_teorema ques?,areee de importancia propia ¥
que su principal objeto es facilitar la demostracion del teoremfi
que inmediatamente le sigue.
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Segundo caso. Cuando son mas de tres los factores y se
varia la colocacién de dos consecutivos cualesquiera.
Se quiere probar que

7 X4X8XIXE5X6X3=7Xx4Xx8xXx9x6x5x3.

Eu efecto, si se considera el resultado de multiplicar
7x4x8x9 como si fuera un solo factor, y se tiene en
cuenta lo dicho en el caso anterior, resultara :

TX4x8X9Ix5x6=(7x4x8x9)x5x6=
=(7Tx4x8x9)x6x5=7x4x8x9x6x5;

en donde se ve que

7X-iX8X9IX5X6=7X4X8X9IX6X5,

y multiplicando ambos miembros de esta Gltima igualdad
Ior los factores que falten de los que se tuvieran en el
producto propuesto, resulta lo que se queria demostrar, 0
sea que 7X-IX8XI9X5X6X3=7X-IX8XIX6X5X3.

2l.  Teorema.—EI valor de un producto de varios fac-
tores es independiente del orden de colocacion de éstos.

En efecto, invirtiendo un factor con su inmediato las
veces que se consideren necesarias, siempre puede colo-
carse con respecto de los demas en el lugar que se desee,
y haciendo extensivo & los otros factores este cambio de
lugar, resultard probada la inalterabilidad del producto.

Por ejemplo, si se quisiera demostrar que

7TX4AX8XIX5=4X5X7X8X9,
se diria ; .

TXAXBXIX5=4XTXBXIX5=4X7X8X5X9=3X
=4XTX5X8X9=4X5X7X8X9. ,

(*) Corolario 1®—En un producto de diferentes factores

(*) Corolario es una proposicion que se deduce facilmente do
otra’ya demostrada.
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puede hacerse la sustilucion de cierto nimero de ellos:)or su
producto efectuado.

Si los iactores aludidos fueran los primeros del pro-
ducto indicado, no })odria dudarse de la certeza de esta
projrosicion; Dias como quiera que siempre puede supo-
nerse acontece tal circunstancia, podra hacerse la men-
cionada sustitucién sin que por tal motivo se altere el re-
sultado.

Asi, para demostrar que

AXIXOXdXBXU="X-tX(5.6.8)X9,
se dirfa:

XX » X<iIX8X9=5XCXBXTX4X9=
=(9.d.8)X7X4X9=TX4X(6.ti.8)X9 (1 -

Corolario 2."—Tara multiplicar éntre si dos 6 méas pro-
ductos, bastara formar un solo producto con todos los facto-
res de que aquéllos so componen.

Pues reeni[)lazando en el producto de los diversos pro-
ductos cada uno de. ellos por los factores & cujm producto
es igual, resultaria lo clue se deseaba demostrar.

Asi,

(7.8.9.3)x(5.().12)x(4.11.2)=
=7X8XIX3IXE5X9X12X4X11X2.

Segun esto, cuando se quiera muliigdicar varios nimeros
en los cuales mio, dos 6 mas terminan en ceros, se efectuara
la multiplicacion prescindiendo de éstos, y & la derecha del
producto que resultare, se escribird un ndmero de ceros igual
al de los sujrrimidos.

(") Toda igualdad que se deduzca de uiia proposicion demos-
trada, sirve para que pueda reemplazarse, cuando convenga, el

riiner miembro por el segundo 0 viceversa. Tanto en este coro-
ario como en las demé&s proposiciones que se demuestran en este
articulo, prueban la existencia de igiialdades cuyo primer miem-
bro expresa en cada caso la hipétesis y el seguiulo la tesis.
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Si, por ejemplo, se quisiere probar que
792000X(3800=(792.68)100000.

Obsérvese que

792000Xb800=("92XI000)X(08XI00)=
:792X|000Xb8XIOO:(792.US)1000OU.

Corolario 3®—Fara multiplicar un producto indicado
de varios factores por iin numero, hasta midtiplicar cual-
quiera de ellospor dicho nimero.

Supongase que se trata de multiplicar por 7 el produc-
to 0X8X9XDb y se quiere probar que (5X8X9X8)7=
5X8X63X6.

En efecto,

(5X8X9X6)7=5X8X9IXEX7=5X8X63X6,
que es lo que se queria demostrar.

ARTICULO VI.

Division.

22. La DIVISION tiene por objeto, dado el producto
de dos factores y uno de éstos, determinar el otro.

El producto recibe el nombre de dividendo, el factor
conocido el de divisor y el desconocido cociente.

El signo de la division es dos puntos que se colocan
entre los términos del cociente, 6 sea entre el dividendo
y divisor.

En el mero hecho de ser el divisor un nimero entero,
podré decirse que él cociente sera tantas veces menor q\e
el dividendo, eomo unidades tenga el divisor, supuesto que
al multiplicar el cociente por el divisor se hace al pri-

3
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mero tantas veces mayor, como unidades tuviere el se-
gundo; y como el resultado de esta multiplicacién, segun
la definicién expuesta, es igual al dividendo, se ve, pues,
4 ue éste deberd ser tantas veces mayor que el cociente,
cuantas unidades contenga el divisor. De aqui se deduce,
que siendo el cociente una de tautas partes iguales de
que se compone el dividendo, deberd, estar expresado en
wiidades dél mismo orden que el dividendo.

Como quiera que también el producto del divisor por
el cociente ha de ser igual al dividendo, y éste deberd
contener al divisor tantas veces como unidades tenga el
cociente; luego el cociente- indica el nimero de veces que el
dividendo contiene al divisor.

Mas como no siempre el divisor estara contenido en
el dividendo un numero exacto de veces, pues pudiera
ocurrir que, después de haber restado el divisor del divi-
dendo todas las veces posibles, quede un sobrante, el
cual necesariamente serd menor que el divisor; en tal
caso se dice que la divisién es inexacta, y el cociente
entonces nos expresara el mayor nimero de veces que el di-
videndo contiene al divisor.

23. En la division inexacta, al nimero sobrante que,
como se acaba de ver, proviene de quitar del dividendo
todas las veces posible el valor del divisor, so llama re-
siduo.

Luego, segln esto, el dividendo tendra que ser igual
al producto del divisor por el cociente, méas el residuo.

Si al producto del divisor por el cocieute hay q.ue afiadirle el
residuo para reproducir el dividendo, entonces el cociente se
Illama inexacto ¢~ov defecto. En el caso de ser el residuo mayor
que la mitad del divisor, conviene & veces forzar la unidad en
el cociente, 6 sea aumentar al cociente por defecto en una uni-

dad; cuando esto sucede se dice que el cociente que resulta es
inexacto por exceso.
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Al nimero obtenido en el cociente en toda division
inexacta, se conoce con el nombre de cociente entero 6 co-
ciente incompleto.

Cuando el cociente fuere crecido, seria demasiado la-
borioso y expuesto & equivocaciones su determinacion
por medio de sustracciones sucesivas; de aqui la necesi-
dad de acudir & otro procedimiento mas expedito; y con
el iln de explicar éste con claridad, conviene distinguir

tres casos :
P kimero. Cuando tanto el cociente como el divisor tengan

una sola cifra.

Para hallar la cifra del cociente, 6 sea el nimero que
*multiplicado por el divisor lia de reproducir el dividendo,
basta saber de memoria la tabla Pitagérica; supuesto que,
por medio de ésta, averiguado que sea el producto de dos
factores (que necesariamente tendra una 6 dos cifras, por
provenir de la multiplicacion de dos numeros digitos) y
uno de éstos, el otro serd conocido inmediatamente. Si el
dividendo que se da como producto no es igual & nin-
guno de los contenidos en la mencionada tabla, estara
necesariamente comprendido entre dos de éstos; de modo
gue tomando la cifra correspondiente al menor de ellos,
se tendra desde luego el cociente entero.

24  Segunuo caso. El cociente tiene una cifra y el di-
visor varias, y por consiguiente el dividendo también va-
rias, en atencion a que la cifra del cociente multiplicada
por todo el divisor tiene que dar como resultado un nd-
mero compuesto de diferentes cifras.

Obsérvese que el producto de la cifra del cociente,
cualquiera que ella sea, por la del orden superior del di-
visor, dara un producto de este mismo orden superior (13);
de manera que tomando en el dividendo todas las unida-
des que contuviere de este orden, enellas estara contenido



el producto de las dos mencionadas cifras, y, ademas las
unidades procedentes de multiplicar la del cociente por
todas las demas del divisor; luego si dividimos aquella
parto separada de la izquierda del dividendo por la men-
cionada primera cifra del divisor, se encontrara por co-
ciente una cifra que no podra ser menor que la verda-
dera; nias como pudiera suceder que fuera mayor, se co-
nocera esto multiplicando el divisor por dicha cifra, y sj
el producto que resultase fuese mayor que el dividendo,
serd sefial de que la cifra obtenida por la division parcial
citada excede a la verdadera, en cuyo caso se la dismi-
nuye en una unidad y se volverd a hacer la multiplica-
cion de la supuesta cifra del cociente por el divisor; si el
producto resultante es menor <Jue el divideiido, la cifra
hallada sera la que correspondo al verdadero cociente;
pero si fuese mayor, se volveria & rebajar otra unidad en
ella, y asi se continuaria hasta que se encontrara una ci-
fra que multiplicada por el divisor diera un producto
igual 6 algo menor que el dividendo, la cual seria enton-
ces la verdadera cifra del cociente.

En el supuesto que se tratara de dividir 35102 por
8952, se ve que este ejemplo corresponde al segundo.
caso de la division, en atencion &4 que si se admito que
el cociente fuera 10, el producto de esto ndmero por el
divisor daria un resultado mayor que el dividendo, lo
que dice que el cociente verdadero ha de ser menor que
10,y por tanto no puede tener .sino una sola cifra. Eara
determinar ésta, obsérve.se que el dividendo puede ser
considerado como el producto del divisor 8952 por la
cifra del cociente; y por tanto, las 35 unidades de millar
del dividendo puede suponerse que provdenen del pro-
ducto de las 8 unidades do millar del divisor por la cifra
del cociente; dividiendo, pues, 35 por 8, se tendré segu-



ridad de encontrar de este modo el cociente verdadero 6
un ndmero mayor que éste, pero nunca menor, supuesto
gue en estas 35 unidades de millar podra haber algunas
otras que hayan provenido de multiplicar las demas ci-
fras del divisor por el cociente, asi como también del
resto si la division fuere inexacta. Efectuando esta divi-
sion, para lo cual bastaria apoyarse en lo dicho en el
primer caso, se hallard el namero 4, mas en la duda de
si esta cifra es igual 6 mayor que la verdadera, se debera
comprobar, para lo cual se multiplica por todo el divi-
sor, y entonces so ve que el producto 35808 resultante
es mayor que el dividendo, con cuyo motivo habra que
disminuir el cociente obtenido en una unidad y repetir
la comprobacidn.

En la practica se dispone la operacion en la siguiente

forma;
351(52 8952

830G 3

Se evita escribir el producto 26856 que resulta de mul-
tiplicar la cifra 3 del cociente por el divisor, efectuandose
la multiplicacién y la sustraccién & la vez, para lo cual
se resta de la cifra de las unidades del dividendo el pro-
ducto de la cifra del cociente por las unidades del divi-
sor, de la cifra de las decenas del dividendo el producto
del cociente por las decenas del divisor, y asi sucesiva®
mente; teniendo cuidado de agregar, si fuera necesario, a
mcada cifra del dividendo suficiente nimero de decenas de
su orden para hacer la sustraccion posible, afiadiendo al
producto parcial siguiente otras tantas unidades para que
el resto no se aliere.

De modo que, segun lo que se acaba de decir, efec-
tuar la division de un numero de varias cifras por otro
también compuesto de varias cifras, teniendo el cociente una
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sola, se cUwulen las unidades dél dividendo del mismo orden
que laprimera cifra de la izquierda del divisor, por esta-
cifra; el cociente oUenido se multiplica gror todo el divisor ij
se resta del dividendo; si la resta es posible, el cociente en-
contrado es el verdadero; pero si no lofuera, se disminuyen
& este cociente una 6 mas unidades hasta tanto que pueda
efectuarse la sustraccion.

Con el fin de evitar en la comprobacion de la cifra del cociente
el multi])licar ésta por todo el divisor, suele emplearse en la
practica otro procedimiento fundado en las siguientes conside-
raciones :

Como quiera que el dividendo ha de ser igual al producto del
divisor por el cociente, cada una de las diferentes colecciones de
unidades de que se compone el dividendo, debo contener al pro-
ducto de las unidades del mismo orden del divisor por la cifra
del cociente, méas aquellas que pudieran-provenir del producto
parcial inmediato inferior.

Asi, en el ejemplo

45916 (G583
39
41
en donde la cifra de orden superior del divisor expresa millares.
Los 45 millares del dividendo contendran al producto do la ci-
fra 6 del divisor por el cociente, mas los millares que provengan
de multiplicar las 5 centenas del divisor por el cociente. Si se.
supone que el cociente es 7, los 45 millares mencionados exceden
al producto 42, de los 6 millares del divisor por el cociente en
3 millares, los cuales tienen que. formar parte dcl producto de
las 5 centenas del divisor por el cociente; luego este producto
unido a las centenas que hayan provenido del producto de las'
deeenixs del divisor por la cifra 7 del cociente, tendra que estar
contenido en las 39 centenas, las cuales compondran un segundo
dividendo parcial. Multiplicando la cifra 7 <ftl cociente J)or las
5 centenas del divisor y restado el producto de las antedichas
39 centenas, resultan 4 centonas de diferencia que corresponde-
ran & su vez al producto de las decenas del divisor por la cifra
del cociente, asi como tambiéu la cifra 1 que correspondo & las



decenas del dividendo propuesto; mas como no es posible restar
de estas 41 decenas el producto de las 8 decenas del divisor por
el cociente 7, esto dice que la cifra 7, que se supuso podia ser la.
cifra del cociente, es mayor que la -verdadera, en atencién a que
el conjunto de los productos parciales que resqgltan al multipli-
carla por el divisor, componen un lunnero mayor que el divi-
dendo. Ensayada la cifra 6, resulta que el primer resto que se
obtiene de quitar de los 45 millares del dividendo los 38 millaroa
que provienen de multiplicar los 6 millares del divisor por el
cociente, es 9, nimero que considerado solamente en su valor
absoluto es mayor (Jue la cifra 6 del cociente, con cuyo motivo
ya se puede asegurar que este es el verdadero cociente, supuesto
que todo lo que queda que multiplicar en el divisor no compone
una unidad de, millar; luego su producto por 8 nunca llegara a
componer Gmillares, nimero inferior a la- parte que queda en el
dividendo.

No siendo el cociente 6 mayor que el verdadero, y habiéndose
probado anteriormente que tampoco es menor que éste, resulta
de aqui haberse hallado la cifra cpie se buscaba del cociente.

De lo dicho se deduce que para el tauteo de la cifra del co-
ciente, cuando el dividendo y el divisor tienen varias, se divide
el nimero de unidades del dividendo, que sean del mismo orden
que lasque expresa laprimera cifra de la izquierda del divisor,
por esta cifra; se multiplica el cociente que resulta por la cifra
que sirvio de divisor, y el producto se resta del dividendo par-
cial; si el resto es igual 6 mayor que el cociente,, éste sera el que
se busca; pero si es menor, se coloca mentalmente & su derecha
la cifra siguiente del dividendo y se vuelve U multiplicar la ci-
fra del cociente pior la segunda del divisor; este producto piodra
ser 6 nd, mayor que el nimero que forman el mencionado resto
parcial y la cifra escrita & su derecha: si es mdyor, la cifra,
hallada para cociente sera demasiado grande; si no e’ mayor, se
efectlia la sustraccion; si el nuevo resto parcial es igual 6 mayor
que la cifra del cociente, ésta sera la verdadera; pero si es me-
nor, se coloca a su derecha la siguiente cifra del dividendo y se
continuard de esta suerte hasta tanto que se encuentre un resto
igual 6 mayor que la cifra del cociente que se ensaya, en cuyo
caso éste sera el que se busca, 6 hasta que se llegue & un gn'oducto
parcial déla cifra dudosa gwr una del divisor, jji'oducto que sea
mayor que el nimero formado por el restoparcial respectivo y
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por la cifra siguiente del dividendo, en cuyo caso la cifra ensa-
yada serd demasiado creciday habra que disminuirla en una
unidad para repetir la comprobacion en igual forma.

Cuando se haya encontrado la cifra verdadera del cociente, se
puede determinar el residuo sin necesidad de multiplicar todo el
divisor por el cociente, supuesto que se han restado del divi-
dendo alg-unos do los productos parciales que provienen de mul-
tiplicar la cifra del cociente por las que ocupan érdenes superio-
res en el divisor; luego para obtener el residuo de la divisién,
s6lo falta quitar los deméas productos parciales de la parte que
haya quedado en el dividendo, al hacer la comprobacién de la
«ifra del cociente en la forma que se acaba de exponer.

EJEMPLO.

57924 : 7231

*19 8
32
*84
76 residuo.

25. Teecer caso. Til cociente tiene varias cifras, con
cuyo motivo el dividendo tendr& necesariamente diferen-
tes cifras y el divisor una 0 varias.

Al explicar el tercer caso de la multiplicacion, se vid
que el producto de dos nimeros compuestos de varias
cifras, esta formado de la suma de los productos parcia-
les que resultan de multiplicar todo el multiplicando por
cada una de las cifras del multiplicador, considerado cada
uno de ellos con el valor relativo que le corresponde, y
como quiera que el dividendo es un producto que tiene
por multgjlicando al divisor, se deduce de esto que aquél
estara compuesto de la suma de los productos parciales
que resultan de multiplicar el divisor por cada una de las
diferentes cifras del cociente, considerando también &
cada uno de éstos con su correspondiente valor relativo.

Segun esto, si hubiera un medio de conseguir la des-
composicion del dividendo en los mencionados productos
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parciales, so podria entonces determinar las diferentes ci-
fras del cociente, sin mas que dividir cada uno de aqué-
llos por el divisor.

Con el fin de fijar mejor las ideas, sup6ngase que se
trata de dividir 23833597 por 584:3. Desde luego se ve,
en este ejemplo, que el cociente tiene cuatro cifras, su-
puesto que el dividendo es mayor que 5843X1000 J
fior que 5843X10000, lo que manifiesta que la cifra de
orden superior del cociente que se busca expresa unida-
des de millar. El producto de esta cifra por el divisor
dard un numero exacto de millares que se hallard conte-
nido en los millares del dividendo; mas como quiera que
éstos contienen ademas los millares que provienen de
multiplicar las centenas, decenas y unidades del cociente
por el divisor, y aun las que pudiera contener el residuo
si la division fuera inexacta, de aqui que al dividir 23833
por 5843, segun se ha dicho (24), la cifra que se halle
como cociente nunca podria ser menor que la verdadera,
y obsérvese que tampoco seria mayor, pues es evidente
que al dividir una parte del dividendo por el divisor, no
es posible encontrarse con un cociente mayor qub el que
resultaria al dividir todo el dividendo propuesto por el
mismo divisor.

Una vez hallada la verdadera cifra del cociente que
ocupa el lugar de las unidades de orden superior, 0 sea,
en el ejemplo propuesto, el de los millares, ya se puede
formar el correspondiente producto parcial, el cual, res-
tado del dividendo propuesto, dara por diferencia el nu-
mero 461597, en el que necesariamente estaran conte-
nidos los demas productos parciales y el residuo que po-
dré ser cero; de modo, que hacieirdo con el 461597 anéa-
logos razonamientos & los expuestos al considerar el pri-
mer dividendo parcial, con la ventaja de haber simplifi-
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cado la division al operar ahora con un dividendo inferior
al jPropuesto, se obtendran las centenas del cociente,-
luego las decenas, después las unidades y finahnente el
residuo.

La operacion se efectia del modo siguiente :

23833597 5843
23372000 4079

0461597
409010

« 52587

Después de lo dicho, se deduce que cuando alguno de
los dividendos parciales sea menor que el divisor, come
sucede en el ejemplo que se acaba de proponer con el
ndimero 4615, entonces se deberd escribir un cero en el
lugar de la cifra correspondiente del cociente, y colocarse®
ala derecha del 4615 la cifra 9 que sigue en el dividendo
propuesto, con el fin de formar el dividendo parcial in-
mediato.

En la practica se opera mas brevemente suprimiendo
la escriti“ra de los productos que resultan de multiplicar
cada cifra del cociente por el divisor, asi como no colo-
cando & la derecha de los diferente.s re.stos obtenidos mas
cifras que la siguiente & la Gltima que se consider6 en el
dividendo parcial precedente, seglin puede verse & conti-
nuacion :

23833597 5813

«-4(1159 4079
*52587

Corno quiera qué este orden de consideraciones pudie-
ran aplicarse de igual modo & -cualquier otro ejemplo
anélogo, se sigue de aqui que jiara dividir dos numeros
enteros m este tercer- caso de la division, se consideran U la
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izquierda dd dividendo tantas cifras como tenga el divisor,
6 tina més, si este primer dividendo parcial fuere menor
que el divisor; el cociente obtenido se multiplica z)or el divi-
sor, y éljyroducto que resulta se resta del dividendo parcial;
si la sustraccién es p>asible, la cifra Imllada formara parte
del cociente,,y si no lo es, se rebaja en una 6 mas unidades
4 la mencionada cifra hallada en el cociente, hasta que
aquélla pueda efechiarse; al lado del resto se escribe la cifta
siguiente del dividendo, y de esta manci‘a se forma el se-
gundo dividendo parcial; al lado del resto se escribe la
cifra siguiente del dividendo piropuesto,. y asi se continua
hasta encontrar la Gltima cifra del cociente. Si alguno de
estos dividendos fuera menor que el divisor, se pione cero en
él cociente, se forma el siguiente dividendo y se continlia
como se tiene dicho.

26. Casos particulares. Si el divisor tuviera una sola
cifra, los razonamientos que se acaban de exponer para
deducir el cociente, asi como la regla que antecede, son
aplicables en un todo al presente caso; pero la operacion
se practica babitualmente omitiendo la escritura de los
restoa que resultan en las diierentes divisiones parciales
y colocandose el cociente obtenido debajo del di'videndo,
seguln se puede ver en el siguiente ejemplo ;

78935- |_8_
*9866 cociente y 7 residuo.

Cuando el dividendo termina en varios ceros y el divisor-
sé compione dé la unidad también seguida de ceros, en tal
caso se efectda la division suprimiendo & la derecha del
dividendo tantos ceros como acompafian & la unidad en
el divisor, pues do este modo se conseguira obtener un
namero que multiplicado por el divisor reproduce al di-
videndo, (“ue, como ya so sabe (22), es la condicién nece-
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saria y suficiente para que aquel resultado sea el cociente
verdadero. Asi, por ejemplo :

7580000:1000=7580.

El procedimiento explicado para efectuar la division
de dos nluieros cuando el cociente tiene varias cifras,
manifiesta el por qué esta operacion no puede hacerse,
como las tres que le anteceden, empezando por la dere-
cha; supuesto que no es posible marcar de antemano en
qué parte del dividendo se halla contenido el producto
del divisor por las unidades, decenas, centenas, etc., del
cociente, en atencidn que todos ellos se encuentran reu-
nidos en rin solo nimero que es el dividendo; al paso
que se puede fijar desde luego en qué parte del dividendo
se encuentra el producto del divisor por las unidades de
orden superior del cociente y con ella un nimero que, en
general, serd poco mayor que el expresado producto.

Para comprobar si la operacion de dividir esta bien
efectuada, se multiplicara el divisor por el cociente, 6
éste por aquél, y al producto se le agregara el residuo, si
lo hubiere, y claro esta que (23) el resultado deberd ser
igual al dividendo si el cociente fuese el verdadei'o.

ARTICULO VvN.
Divisibilidad.

PRELIMINARES .

27. Se dice que un numero es multiplo de otro 6 divi-
sible po™ otro, cuando contiene & éste un nimero exacto
de veces. Por ejemplo : 12 es maltiplo de 2, de 3, de 4 y
de 6. Se Ilama duplo, triplo, cuadruplo, etc., de un nurae-
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ro, otro nimero que contiene & ésto exactamente dos,
tres, cuatro, etc., veces.

Se entiende por divisor, factor, parte alicuota 6 submul-
tiplo de un nimero, otro nimero que se halla contenido
en eéste un numero exacto de veces. Asi, por ejemplo,
los nimeros 2, 3, 4y Gson & su vez divisores 0 factores
de 12. Se dice que un nimero es xiar cuando es divisible
por 2, 6 impar cuando no es divisible por 2.

Se indica que un rftmero es multiplo de otro por me-
dio de un punto colocado sobre éste. Asi, para manifestar
que 12 es multiplo de 3, se escribiria: 12=3. Cuando
en esta expresion el nimero que hace las veces de divi-
sor O parte alicuota se compone de vgrias cifras, entre
éstas y el punto se traza una raya horizontal.

Cuando un nimero esta expresado por una operacion
indicada, puedo conocerse si es 6 no divisible por otro,
sin necesidad do efectuar aquélla, ni la subsiguiente di-
vision.

28. Fara dividir una suma indicada por un ndmero,
se divide cada sumando por este nimero y se suman los co-
cientes parciales que resultan.

Asi, para dividir (8--2G-)-37) por 4, se dice que el co-
ciente serd igual & 8:4-|-26;4-j-37:4.

En efecto, si este ultimo fuere el cociente verdadero, al
ser multiplicado por el divisor resultaria :

(8:4)X4+(26;4)X4-H37:4)4=8-f26+37,

namero igual al dividendo.

Corolario 1®—Si un ndmero es divisor de cada tino de
los sumandos de tina suma, sera también divisor de ésta.
Pues siendo exactos todos los cocientes parciales que re-
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sultdn de dividir cada uno de los sumandos j)or el divi-
sor, la suma de todos ellos serd necesariamente un na-
mero entero que expresara las veces que la suma contiene
exactamente al divisor.

CoBOLARIio0 2.“—Si nn nimero es divisor de otro, lo sera
también de todo maltiplo de éste.

Se quiere probar que si 3 es divisor de 12, el nimero 3
tiene qué ser divisor de 12Xb.

En efecto, 12Xb=12-f-12-f-I1*12+12; mas, como
por hipotesis, el nimero 3 es divisor de cada uno de los
sumandos de este segundo miembro, lo sera de la suma,
0 sea de 12X5-

Conviene, en ocasiones, enunciar esta proposicion di-
ciendo : si un nimero es divisible por otro, sera también di-
visible por todo divisor de este otro; de modo que si 12X&
es divisible por 12, tendrd que ser divisible por el nd-
mero 3 que es divisor de 12.

29. J?aradividir una diferencia indicada por un nu-
mero, se dividiran el minuendo y snstraendo por dicho nu-
mero y se restan los cocientes que residtan.

Se quiere decir que (54—28):9=54:9—28:9.

El segundo miembro es igual al primero, supuesto
que de. multiplicarse por 9 reproduce al dividendo 54—18.

Corolario 1®—Si un nlmero es divisor de otros dos, lo
seré de su diferencia. Pues siendo enteros los dos cocien-
tes parciales, su diferencia tendra clue ser otro nimero
entero, que nos manifestard las veces que la diferencia
de los numeros propuestos contiene exactamente al di-
visor.

30. Si un ndmero es divisor de uno de dos sumandos y
no lo es del otro, tampoco dividiria a la suma de éstos. Su-
puesto que si dividiese & la suma tendria que dividir al
segundo sumando que es igual & la diferencia que existe
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entre la suma y el primer sumando; lo cual es inadmisi-
ble por ser contrario a la hipotesis (*).

31. Fara dividir un producto indicado por uno de sus
factores, se suprime éste y se multiplican los restantes.

Se trata de demostrar que {7X18X5X9)"5=7X18X09.

En efecto, 7X18X5X9=(7X8X9)X5, manifiesta que
el cociente verdadero es 7X18X9, supuesto que este Ul-
timo producto multiplicado por el divisor 5 reproduce el
dividendo propuesto.

De aqui se deduce que ptara dividir un producto indi-
cado por Un divisor de cualquiera de sus factores, hasta efec-
tuar esta division y multipilicar el cociente que resulta por
el producto de los demés factorefi.

Se va & probar que (3x8XHX7):4=3X2XI11X9.

En efecto, 3X8X11X7=3X2X4X11X7 (21, Coro-
tario 1"), y este Gltimo producto al dividirlo por 4, da
por resultado 3X2X11X7-

Los caracteres de divisibilidad de los ndmeros con res-
pecto de otro determinado de antemano, son las con-
diciones necesarias y suficientes & que deben satisfacer
aquellos para que sean multiplos de éste.

32. Todo nimero que termine en ceros, €s. divisible por
la unidad seguida de tantos ceros como tenga este nimero.

Supuesto que suprimiendo estos ceros (26) se tiene ua
cociente exacto.

Sea, por ejemplo, el nimero 6700. Este numero es di-

(*) Cuando de admitirse que no es cierta la tesis de una pro-
posicion, resulta como consecuencia un absurdo, entonces se dice
gue el método do demostracion que se ha seguido es el de reduc-
cion al absurdo.
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visible por 100, en atencién & que, suprimiendo los dos
ceros en que termina, queda dividido por 100.

33. i/ii nmero es divisible por 2 citando su primeror
cifra de la derecha es 0 ¢par.

Si el nimero ternuna en 0 serd multiplo de 10, por
virtud del teorema que se acaba de demostrar, y 10 es
multiplo de 2; luego el nimero contiene exactamente
al 2 6 es un maultiplo suyo. (28, Corolario 2.»)

Si su primera cilra de la derecha fuera par, como por
ejemplo el 478, se podra descomponer este ndmero en
decenas y unidades; asi se tendra; 470-j-8. El numere
470 lormado por las decenas es divisible por 2 en aten-
cién & terminar en 0, y las unidades son 8, nimero par
en vista de la suposicion; luego el 478, suma de ambos,
sera también divisible por 2. (23, Corolario 1.°)

34. @@ Si lacifra de las unidades no es O ni cifra par,
el nimero no seria divisible por 2; porque descompuesto
en decenas y unidades, se compondria de dos sumandos,
uno de los cuales es divisible por 2 y el otro n6 (30).

35.  Un ndmero es divisible por 5 cuando termina en O
6enb.

Si el numero termina en 0 es divisible por 10, y 10 lo
es por 5; luego el niamero es multiplo de 5.

Si termina en 5, como por ejemplo 185, se puede des-
componer en decenas y unidades : 180-)-5; las decenas
son divisibles por 5 por terminar en 0; las 5 unidades
contiifiien una vez exactamente al nimero 5; luego la su-
ma de estos dos nlmeros, ¢ sea el 185, es divisible por 5.

Si el nimero no termina en 5, no es divisible por 5

(*) ,Una proposicién se dice que es contraria de otra cuando
la hi])otesis y la tesis en ella son contrarias de las de la primera
que se llama directa. Asi este teorema (34) es contrario del an-
terior (33).
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porqua descompuesto en decenas y unidades, forma una
suma de dos sumandos, de los cuales uno es divisible
por 5y el otro no.

36. Un numero es divisihle j>or 4 cuando sus dos ul-
timas cifras soti ceros 6 un multiplo de 4.

Un ndmero es divisihle por 25 cuando sus dos ultimas
cifras son ceros 6 componen un multiplo de 25.

Estas dos proposiciones se demuestran, como las dos
anteriores, descomponiendo el nimero dado en centenas
y unidades y haciendo ver que ambas partes son respec-
tivamente divisibles por 4 6 por 25.

37. Lema—Lla unidad seguida de un numero cual-
quiera de ceros se compione de un maltiplo de 9 mas 1.

Para convencerse de esta verdad, basta efectuar la di-
vision de la unidad seguida de ceros por 9, y se vera que
el residuo es siempre igual & 1. Mas como quiera que el
dividendo es igual al producto del divisor por el cociente
mas el residuo, se tendra :

10000....=1111.... X9+1;
pero como lili...X9=9i resultard :
10000....=9+1. . =

Corolario.—Una cifra significativa cualquiera seguidet
de ceros es igual & un multiplo de 0 més el valor absoluto
de aquella cifra.

Sea, por ejemplo, el nimero 8000, que es igual a
8X 1000.

Como se sabe que 1000=9+1, multiplicando ambos
miembros de esta igualdad por 8, se tendra que (19) (28,
Corolario 2.«):

8000=9+8.

38.  Un ndmero es divisihle por 9 cuando la suma de
los valores absolutos de sus cifras es un maltiplo de 9.



. Sea el nUmero 6578; si se le supone descompuesto en
6000-j-500-j-70-j-8, se tendra, segin el corolaido que se
acaba de demostrar, que :

6000=9-f-6
500=9-1-5
70=9-)-7
8= 8;

sumando ordenadamente y teniendo presente que la reu-
nién de varios multiplos de 9 componen otros multiplos
de 9 (28, Corolario 1®), resultara que

6578=9-|-(6-f-5-f-7-1-8).

Para que este nimero sea divisible por 9, es preciso
que lo sea 6-|-5-j-7-j-3, que es la suma de las cifras del
namero propuesto, porque entonces 6573 se compondria
de dos sumandos, cada uno de ellos maltiplo de 9. De
manera que si la suma de las cifras del nimero es divi-
sible por 9, el nimero también lo sera.

Si, como sucede en el ejemplo que se acaba de propo-
ner, la suma de sus cifras no fuera divisible por 9, el nu-
mero tampoco lo serla, supuesto que éste se halla des-
compuesto en dos sumandos, uno solo de los cuales es
divisible por 9 (30); y es evidente que el resto que dejara
el numero, si se le divide por 9, sera el mismo que deje
el otro sumando, 6 sea la suma de los valores absolutos
de sus cifras.

Corolario— Un nimero es divisible por 3 cuando la
suma de los valores de sus cifras sea un midtiplo de 3.

Teniendo presente que todo multiplo de 9 es también
multiplo de 3 (28, Corolario 2.°), se seguiria para la de-
mostracion do esta proposicién un razonamiento andlogo
al empleado en la anterior.



— B1 -

Lema.—La unidad seguida de un namero par de ceros, €s
igual & un maltiplo de 11 mas 1; y la unidad seguida de un na-
mero impar de ceros es un multiplo de 11 menos 1.

En efecto, efectuando la division de la unidad seguida de ce-
ros por 11, se observa que el residuo es 1, si el nUmero de ceros
es par, y 10 en el caso de que el numero de éstos fuera impar.
Pero como que a todo mimero que dividido por 11 deja 10 de resi-
duo, le falta una unidad para ser divisible por 11; esto manifiesta
que todo multiplo de 11 mas 10, es lo mismo que un multiplo de
11 menos 1.

CoROLAKio.—Toda cifra significativa seguida de un numero
par de ceros, es un multiplo de 11 mas la misma cifra; y todo
guarismo seguido de un nimero impar de ceros es im multiplo
de 11 menos el valor absoluto de este guarismo.

Sea el namero 70000 que es igual & 7x10000. Se sabe que

10000=TT-1-1; luego multiplicando ambos miembros por 7 se ten-
dra 70000=11-1-7.

Sea ahora el numero 7000. Se sabe que 1000=11—1; luego
multiplicando ambos miembros de esta igualdad por 7, se ten-
dré; 7000=11—7.

Un namero es divisible por 11, cuayido la suma de las cifras
del lugar impar, menos la suma de las cifras de lugar par, es

cero 6 un multiplo de 11. y~: ]
Sea el nimero 07298; descompuesto ésto en / m =m

30000-1-7000-1-200-1-904-8,
se tendra: /.
30000=I1-j-3 R 3
7000=11-7 y.
200=TT+-2
90=11-9
8- 8

Sumando ordenadamente estas igualdades y teniendo presente
que la suma de varios multiplos de 11 es un maultiplo de 11, re-
sultard :

37298=il-t-(3-7-t-2—9-1-8),



6 Isien 37293=Il-|-(3-t-2-)-8)—(7-)-9)-, supuesto que restar de un
nimero 7 y después 9, es tanto como quitarlo 7-|-9.

Para- que 37298 sea divisible por’ 11, es preciso que
3-(-2-]-8 —7-)-9) sea ig-ual a 0, porque en este caso queda sdlo

37298=11. Si'3-|-2-j-8—(7+9) fuera un multiplo do 11, entonces
el nimero propuesto so compondria de dos multiplos do i y por
consiguiente seria & su vez un multiplo do 11, que es lo que se
queria demostrar.

De aqui se deduce que cuando la diferencia entre la suma de
las cifras de lugar impar, y la suma de las cifras de lugar par
de un nimero dado, no os cero, ni tampoco mdultiplo de 11, el
nimero no sera divisible por 11; supuejsto que en tal caso se ten-
dria una suma de dos sumandos, de los cuales uuo sélo sera di-
visible por 11. Es evidente que el resto que deje el namero
propuesto dividido por 11, sera el mismo que el que resulte de
dividir por 11 esta diferencia.

En el ejemplo propuesto, la suma de las cifras de lugar impar
menos la suma de lugar par, 6 sea 13—3G=—3, es decir, que &
este nimero 37298 le faltan 3 unidades para ser divisil)le por 11;
0 lo que es lo mismo, le sobran 8; luego el verdadero residuo
sera 8. .

Siguiendo un procedimiento analogo al expuesto, 0 sea exa-
minando la .serie de los residuos que se obtienen al dividir las
unidades do diferentes érdenes por el namero que se designe,
pudieran deducirse las reglas Jiara conocer cuando un numero
cualquiera os divisible por 7, 13, etc.; pero so omito este trabajo
en vista de (jue la aplicacion de aquéllas suele ser tarea més en-
tretenida que el ensayo directo de la division (*).

@Y EI estudio elemental cie esta indolo de projiiedadcs, se re-
duee 4 lijar las condiciones de divisibilidad de los nimeros por
la base de, nuestro sistema do numeracion, por los factores de

precitada base.
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ARTICULO VIIL.

Elevacion a potencias.

39. Del caso particular en que sean iguales todos los
factores de un producto indicado provienen las potencias
de los nimeros.

La SEGUUD.i POTENCIA O CUADRADO de un numero, es el
producto que resulta de considerar & este ndmero dos
veces como factor. Asi, el cuadrado de 7 sera

La TERCERA POTENCIA OCuUBO de uu iiimero, es el pro-
ducto que se obtiene tomando & este nimero tres veces
como factor. Segln esto, el cubo de 7 serd 7X7X'1=343.

La CUARTA POTENCIA O la POTENCIA DE CUARTO GRADO de
un numero, es el producto que proviene de tomar al na-
mero cuatro veces como factor. En general pudiera de-
cirse que POTENCIA DE UN CIERTO GRADO de UU ulmero, es
el productq que resulta al tomar & ese numero tantas ve-
ces como factor cuantas unidades tuviere el grado de la
potencia.

La potencia de un nimero se indica escribiendo, en la
parte de la derecha y superior de éste, otro nimero de
menor tamarfio que el anterior, llamado exponente, el cual
debe contener tantas unidades como veces el primer nu-
mero, que se denomina Jjase, aparece repetido como fac-
tor. Para indicar la cuarta potencia de 7, se escribird 7L

Se deduce de lo expuesto, que todas las potencias de
la unidad son iguales & 1; que la potencia de primer
grado de cualquier nimero es el mismo numero; y que
toda potencia de 10 equivale & la unidad seguida de tan-
tos ceros como unidades, tenga el exponente de la po-
tencia.
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40. il producto de dos potencias de vn mismo nimero”
es igual & otrapotencia de este nimero, cuyo eccponente e
la suma de Jos exponentes gue tienen los factores. Se trata
de probar que 8=X8"'=8"+i. Eii efecto, 8''=8.8.8.8.8 y
8/*=g.8.8.8; multiplicando ordenadamente ambas igualda-
des,resultard (21, Cor."2.") que 85X8*=(8.8.8.8.8),(k8.8.8)
=8.8.8.8.8.8.8.8.8=89.

De aqui se infiere cpie para comprobar una potencia
de un numero, bastard multiplicar dos potencias de este
namero cuyos exponentes sumados compongan el grado-
de la potencia que se trata de comprobar. Asi, jara cer-
ciorarse de que 2"=32, se multiplicaria 2"X29, y el re-
sultado deberia ser también igual & 32.

41. EI cociente que resulta de dividir dos potencias de
un mismo ndmero, es otra potencia de éste, cuyo grado se
indicaré por la diferencia obtenida al quitar del exponente
del dividendo el del divisor.

Se va 4 demostrar que 89:8"=89—=28b

En efecto, el cociente de esta division indicada es igual
a 8" supuesto que este nimero multiplicado por el divi-
sor 8" roproduco (40) al dividendo 8"

42. Si se tuviere que elevar una suma indicada de-
dos nimeros al cuadrado, se tendria :

(70+8)2=(70+8) (70+8);
ahora, al hacer al multiplicando 70 veces mayor y 8 ve-
ces mayor, se tendra :
(70+8)70+(70+8)8=702+70X8+70X8+82=
=702+2X70.8-1-89.
Lo cual manifiesta que el cuadrado de la suma de dos
ndmeros, equivale al cuadrado del primero, mas el duplo del

producto del primero por el segundo, més el cuadrado del se-
gundo', y también que todo nimero compuesto de decenas y
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unidades simples, su cuadrado constara del cuadrado de la$
decenas, méas del duplo de las decenas por las unidades, méas
del cuadrado de las unidades.

43, De donde se deduce, como consecuencia inme-
diata, que la diferencia que existe entre los cuadrados de
dos nimeros consecutivos, es igual al duplo del ‘menor, més 1.
En efecto, sean los niUmeros consecutivos 78 y 79. Como
79==78-|-1, se tendrd 792=(78-j-1)-=78"-]-2X78.1-[-I’;
restando del primero y Gltimo miembro 78" resultara :
792—782=2X78.1+1-=2X78-]-1> qoe es lo que se de-
seaba demostrar.

ARTICULO IX.

Raiz cuadrada.

44. La RAIZ CUADRADA O RAIZ SEGUNDA de uu luime-
ro, es otro numero que elevado al cuadrado reproduce el
primero. Segln esto, la raiz cuadrada de 25 sera 5.

Esta opei‘acion se indica por medio del signo V  >de-
bajo del cual se escribe el nimero de que se desea ex-
traer la raiz. Asi, \]'¢b diré raiz cuadrada de 25.

El procedimiento que se sigue para extraer la raiz cua-
drada de un nimero, se apoya en lo dicho acerca de la
formacioén de los cuadrados de los nameros.

Por la tabla do multiplicar se tiene el siguiente cuadro:

2 3 4 o 6 7 8 9 10
4 9 16 25 36 49 64 81 100

en el cual los nimeros del primer renglén, son las raices
cuadradas de los correspondientes, en columna, del se-
gundo. _

Puede también observarse en este cuadro que, entre los
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nimeros 1 y 100, sblo existen diez que tienen por raiz
cuadrada exacta un nimero entero, y si se ampliara mas,
se .vena del mismo modo, que entre 1 y 10000 solo se
tienen cien cuadrados perfectos, y entre 1 y 1000000
mil, etc., lo cual manifiesta que la mayoria de los nime-
ros no tienen por raiz cuadrada exacta un nimero entero.

be entiende por raiz cuadrada entera de un nimero la
raiz cuadrada del mayor cuadrado perfecto contenido’en
el. Asi, la raiz cuadrada entera de 43, seraigual & la raiz
cuadrada de 36, que es la del mayor cuadrado perfecto
contenido en 43; y como quiera que la raiz cuadrada de
36 es 6 de aqui que el nmero 6 seria la raiz cuadrada
entera de 43.

Se llama residuo de la raiz cuadrada de un nimero, al
exceso de este numero sobre el mayor cuadrado perfecto
mitenido en el Asi, en el ejemplo anterior, el residuo
seia lgual a i, diferencia entre 36 y 43.

Obsérvese que el residuo de la raiz cuadrada de un nu-
meto tiene que ser siempre menor gue el doble de su raiz en-
tera, mas una unidad, pues si el mencionado residuo fuera
mayoi o igual que esta suma, la ultima cifra de la raiz
sena menor de lo que debiera ser; porque, segun se dijo
(43), aconteceria entonces que en el nimero propuesto
« to a contenido también el niumero gne se formael, ana-
diendo nna mmlad i la dltima cifra de la rafa hallada

45, La raiz cuadrada de un nimero mayor que 100
sena conocida, si se pudiera averiguar el namero de de-

Sde!
Para deducir la totalidad de las decenas, bastard apo-
yarse en el teorema siguiente : La raiz cuadrada entei-a

de las centenas de un numero, expresa exactamente las de-
cenas de la rcnz cuadrada de este ndmero.
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En efecto, cuando la raiz de un nimero tenga mas de
una cifra, seguramente que se compondra de decenas y
unidades; luego el nimero propuesto, que puede consi-
derarse como el cuadrado de su raiz cuadrada, constara
(42) del cuadrado de las decenas, del doble de las dece-
nas por las unidades y del cuadrado de las unidades, en
el caso de que el nimero propuesto sea un cuadrado per-
fecto; y ademas del residuo en el caso contrario.

El cuadrado de las decenas de la raiz, no puede encon-
trarse sino en las centenas del nimero dado, supuesto
que un numero cualquiera do docenas al elevarlo al cua-
drado tiene que dar como resultado un ndmero exacto
de centenas; pero en aquellas centenas pudieran existir
alguna centena que provenga del doble ,del producto de
las dec'enas de la raiz por las unidades, mas las centenas

"del resto si las hubiere. Luego separando las dos prune-

« ras cifras de la derecha del nimero propuesto y extra-
y'endo la raiz cuadrada de la parte que queda a la iz-
quierda, 6 sea de sus centenas, se tiene la seguridad de
encontrar un nimero que no sera menor que las decenas
de la raiz que se busca; mas obsérvese que tampoco este
nimero serd mayor, pues de ser asi, resultaria que sola-
mente el cuadrado de las decenas de la raiz tendria mas
centenas que el ndmero propuesto, lo cual es inadmisi-
ble; luego no siendo el nimero hallado ni menor ni ma-
yor que las decenas de la raiz cuadrada que se busca, se
habi’a conseguido determinar éstas con toda exactitud.

La cifra correspondiente & las unidades de la raiz se
encontrard por medio del siguiente teorema :

46. Si (le mi nimero mcg/or que 100 se resta el cua-
drado de jas decenas de su raiz cuadrada y se dividen las
decenas del resto por el doble de las de su raiz, el cociente
'que se encuentre sera la cifra de las unidades mayor que ésta.
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En efecto; considerando al nimero propuesto como la
segunda potencia de su raiz, necesariamente tendra que
componerse de las tres pai-tes de que aquélla consta (42)
mas del residuo, si el nimero no fuere cuadrado perfecto.

e modo que si se quita del nimero propuesto, el cua-
diado de las decenas de su raiz, en la diferencia estaran
contenidas las otras dos partes, 6 sea el doble producto
de las decenas por las unidades, y el cuadrado de las
unidades de la raiz y ademas el residuo, en el caso de
gue el numero dado no fuese cuadrado perfecto. Mas si
se tiene en cuenta que el doble del producto de las de-
cenas por las unidades es un nimero exacto de decenas
estas se hallaran contenidas en las decenas del mencio-
nado resto, en las que ademas piuliera haber alguna de-
cena que proviniese del cuadrado de las unidades de la
raiz y del residuo, si le hay. De aqui se deduce, que di-
vidiendo estas ilecenas por el doble de las decenas de la
raiz nunca imdra resultar un ndmero menor que las
unidades de esta, y por lo tanto la cifra hallada en el co-
busca ° giie se

Con el fin de fijar las ideas expuestas, conviene hacer
aplicacion de estas para extraer la raiz cuadrada de un
numero nmyor que 100. Sea éste el 0084 que, por estar
comprendido entre 10*y 100% tendra dos cifras su raiz
cuadrada.

_Si se extrae la raiz cuadrada entera de las centenas del
numero propuesto, se encontraran las 7 decenas de su
laiz (45); 3™si so elevan al cuadrado estas decenas y se
restan de 0084 las 49 centenas que resultan, se encon-
trara que la diferencia es 1184; ahora bien, si se dividen
las 118 decenas de esto nimero por 14, doble de la cifra
de las decenas de la raiz, el cociente 8 que se obtiene



sera igual 6 mayor que la cifra que coiTesponclo & las
unidades de la raiz que se busca (46).

Para ver si este cociente 8 es mayor que la verdadera
cifra de las unidades de la raiz, pudiera elevarse al cua-
drado el nimero 78, y en el caso en que fuera posible
restar este cuadrado del nimero 6084, es evidente que el
nimero 78 seria la raiz que se deseaba encontrar; pero
si sucediera lo contrario, habria que disminuir la cilVa 8
en una unidad y repetir la comprobacién eu igual forma.
Mas como quiera gque este procedimiento es penoso cuan-
do la raiz tiene muchas cifras, de aqui que en la préac-
tica se haga uso de otra manera de operar mas ventajosa,
que consiste en escribir el cociente 8 & la derecha dél 14,
duplo de las decenas de la raiz, y el nimero 148 que re-
sulta, estard compuesto del doble de las decenas més de la
cifra de las unidades que se trata de comprobar. Ahora
bien, si se multiplica el 148 por la cifra 8, el producto
de esta multiplicacion se compondra del doble de las de-
cenas por las unidades, ¢ sea de 140X8, mé&s del cua-
drado de las unidades cuyo nimero asciendo 4 64. Mas
si, después do esto, se quita del residuo anterior 1184, el
nimero 140X8+8-, como que ya antes se han restado
de 6084 las mencionadas 49 centenas, se habrd conse-
guido quitar del nimero propuesto el cuadrado completo
de 78, y por lo tanto quedard comprobado que la cifra 8
hallada en el cociente, no siendo mayor que la verda-
dera, sera la cifra exacta de las unidades de la raiz. Si
esta Gltima sustraccion no hubiere sido posible, se reba-
jaria al nimero 8 en una unidad y se volveria & compio-
bar la cifra 7 eu igual forma que se hizo con el 8. Segun
esto, para comprobar Ja cifra de las unidades de la iais, se
colocara el cociente que resulta de dividir las decenas del
resto por el doble de las de la rais, & la derecha del dii mor,.
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y, el namero asi formado, se multiplica por él mismo co-
ciente; si elproducto obtenido no es mayor que €l resto, el
mencionado cociente seré la verdadera cifra de las unida-
des de la raiz; en el caso contrario Jiaira que disminuirle
por lo menos en una unidad.

La operacion se dispone de la siguiente manera.:

V6084 78
Cuadrado de decenas... 4900
n 1184
Doble producto de decenas 148 duf)alorgleﬁé%eﬁggaﬁgie_
por unidades y cuadrado de dades
UNIdades.....ccooeueeverneiercreinnas "84 3§ '
Kesiduo...... 0

En la préctica se acostumbra & suprimir la escritura
del cuadrado de las decenas y la dei doble producto de
las decenas por las unidades, efectuando las correspon-
dientes sustracciones de memoria, & la manera que se ha-
cia en la division.

Sea ahora el numero 7549268 que tiene mas de cuatro
cifias, y se quiere extraer su raiz cuadrada. Segun se
dijo (45), la de 75492 serén las decenas de la raiz que se
desea obtener, asi como la del ndmero 754 dara las de-
cenas de la laiz cuadrada de i5492. Determinada, pues,
la raiz de 754 segun se lia visto en el ejemplo anterior!
se tendra con ella el nimero de decenas de la raiz cua-
drada de 75492.

V7549268 2747

354
« 25972 47
*41G68 544
*«3259 5487

Para hallar la cifra de las unidades, se eleva al cua-
drado las 27 decenas de la raiz de 75492 y se restard
este cuadrado del expresado nimero 75492; mas como
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quiera que se ha quitado ya de 754 el cuadrado de 27 y
han sobrado 25, es claro que si de las 704 (icntonas del
ndmero 75492 se resta el cuadrado de 27 decenas, la di-
ferencia serd 25 centenas; luego si de 75492 quitamos el
cuadrado de 27 decenas, la diferencia sera igual a 25 cen-
tenas mas 92 unidades, 6 sean 2592. Dividiendo, pues,
las 259 decenas de este resto por el doble de las 27 de-
cenas de la raiz cuadrada de 75492, se tendra la cifra 4,
que, comprobada, como ya se ha dicho en el ejemplo an-
terior, se veria era la verdadera de las unidades de la
raiz, asi como también que resultaba 41G para residuo de
esta operacion. Siendo 274 la raiz cuadrada de 75492,
ese nimero expresara las decenas de la raiz que se bus-
ca. Para encontrar la cifra de las unidades, se considerara
que ya se ha restado del nimero 75492 el cuadrado de
274 y obtenido como resto 41G es evidente que si del
namero 75492G8 se quita el cuadrado de 274 decenas,
quedaria como resto 41G centenas mas & unidades, 0
sea el 41GG8. Dividiendo las decenas de este Gltimo nu-
mero, por el doble de las 274 decenas de la raiz, ¢ sea
por 548, se procedera & comprobar la cifra 7 del cociente,
segun se dijo, y se hallard el nimero 2747 para raiz cua-
drada del 75492G8, y como residuo de esta operacion
el 3259.

47. De las consideraciones fjue se acaban de expo-
ner, las cuales pudieran aplicarse & cualquier otro ejem-
plo, se deduce la siguiente regla :

Fara extraer la raia cuadrada de un numero, se divide
en secciones de dos cifras, comenzando por la derecha; se
extrae la raiz cuadrada de la primera.seccion de la izquiei-
da, la cual pudiera tener una sola cifra; se eleva al cua-
drado esta raiz, y el nimero que resulta se resta de la men-
cionada seccion. A la derecha del resto obtenido, se escribe



62 -

la seccion siguiente, se separa laprimera cifra de la dere-
chay se divide la parte que queda & la izquierda por el da-
lle (lela raiz hallada; el cociente se escribe a la derecha de
este divisor, y el nimero que resulta se multiplica por el
mismo cociente, el producto se resta del conjunto que forma
él dividendo con la cifra de las unidades colocada & su de-
recha, y Sl fum-e posible esta sustraccion, el cociente hallado
se escribe & la derecha de la primera cifra de la raiz; si no
lo es, se le quitan una ¢ méas unidades hasta tanto que se
pueda efectuar la sustraccion. Al lado del resto se baja la
seccion siguiente, y se repite lo que se ha hecho con el resto
anterior, esto es, se separa la primera cifra de la derechay
se divide el nimero que queda & la izquierda por el doble de
la raiz hadada, y asi se contindia hasta que se haya bajado
laprimera seccion de la derecha del nimero propuesto y se
hayan encontrado la cifra de las unidades de la raiz y el
residuo de ésta.

En el caso de que alguno de los restos fuere menor
que el duplo de la raiz hallada, se pone cero en la raiz,
se baja la seccion siguiente y se continta la operacion
como se ha dicho.

El temor do escribir una cifra demasiado crecida en la
raiz, hace que a veces se admita para ésta una que sea
mas pequefia que la verdadera, lo cual se conocera en
que el correspondiente resto tiene que aparecer, en tal
caso. lgual 6 mayor que el doble de la raiz que se haya
encontrado aumentada en una unidad (44). Cuando en
algunas de las divisiones efectuadas, con el fm de encon-
trar las diferentes cifras de que se compone la raiz, diese
un cociente mayor que 9, se hara la comprobacion de la
parte de la raiz que se haya encontrado, pues en tal caso
es de suponer que esta parte sea menor que la verdadera,

biempre se podrd comprobar el resultado obtenido al
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«xtraer la raiz cuadrada de un ndmero, elevando aquél

7

al cuadrado y agregando & éste el residuo si lo hu-
biere (44).

48. Obsérvese que todo.nimero cuya primera afra de
la derecha termine en 2, 3, 7y 8, no puede ser cuadrado
perfecto, en atencion & que no existe ningin nimero que
multiplicado por si mismo termine en una de las men-
cionadas cifras. Por anéloga consideracion se deduce que
todo nimero que termine en un ndmero impar de ceros no
es posible que sea cuadrado g)erfecto.

Todo numero par, que no sea multiplo de 4, no puede ser cua-
drado perfecto. En efecto, su raiz cuadrada no serd un nimero
impar, porque éste, elevado al cuadrado, darla otro nimero im-
par; pero todo nimero pav al elevarlo al cuadrado debera con-
tener al factor 2 repetido por lo menos dos veces, 6 sea & su pro-
ducto, lo que le baria ser multiplo de 4. (21, Coiiolauio 2.»)

Todo numero cuya cifra de las iinidades sencillas sea5 y la
de las decenas no sea 2, nunca pniede ser cuadrado perfecto.

En efecto, para que uu nimero terminado en 5 sea cuadrado
perfecto, es indispensable que su raiz cuadrada termine también
en 5; supuesto que entre los cuadrados de los numeros dig-itos
solamente 25, cuadrado de 5, termina en 5; mas como quiera que
en la segunda potencia de todo nimero compuesto de decenas y
unidades, siendo éstas en numero de 5, se verifica que las dos
primeras partes de que aquélla consta componen un numero
exacto de centonas, resulta de aqui que el cuadrado de las uni-
dades, que en este caso es 25, tiene que aparecer en la suma ocu-
pando las dos primeras de la derecha.

ObsbrvACION. —De las consideraciones expuestas, al deducir
el procedimiento par.a extraer la raiz cuadrada de un namero,
se infiere que, como por cada una de las secciones en que se ha
dividido el nimero propuesto al proceder a extraer su raiz, ha
sido obtenida una cifra en ésta, siguese de aqui que la raiz cua-
drada de uu numero tiene tantas cifras como secciones hubiere.
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CAPITULO IV.
NUmeros primos.

ARTICULO 1.

Nociones preliminares.

49. Se llama nimero primo aquel que no es divisible
sino por si mismo y por la unidad. Asi los nameros 1, 2,
3, 5, 7, etc., se dice que son primos.

Varios nimeros se denominan primos entre si cuando
no tienen mas divisor comun que la unidad, como acon-
tece con los nimeros 8, 15, 24 y 49. Ue donde so de-
duce, cpie varios nimeros & pesar de no ser primos, con-
siderados aisladamente, pueden ser primos entre si.

50. Siempre giie un nimeroprimo no divida U otro, los
dos son primos entre si.

En efecto, el numero primo Unicamente es divisible
por si mismo y la unidad, y claro esta que si no es divi-
sor del otro, ambos no pueden tener mas divisor cpie les
sea comun que la unidad. Luego son primos entre-si.
Asi 17 y 48 son primos entre si.

Corolario.—D0s nlmeros primos son Jirirnos entre si.

51.  Todo numero que no seaprimo equivale U un pro-
ducto de factores primos.

En efecto, todo nimero que no sea primo tiene que
ser divisible por otro, asi como también por el cociente
que resulte de dividir aquél por éste. Ahora bien, si es-
tos dos factores de que se compone el nimero propuesto



fueran primos, el teorema quedaria demostrado; pero si
uno de los dos, 6 ambos, no lo fueran, se podria aplicar
a ellos la misma consideracion y descomponerlos en el
producto de otros dos factores, repitiendo del mismo modo
las dudsiones, mientras que los factores resultantes no-
fueran primos. Esto tendria que acontecer necesaria-
mente al cabo de un cierto numero de divisiones, pues
de lo contrario, la serie de operaciones seria ilimitada, v,
en su consecuencia, resultaria el absurdo de que el nu-
mero propuesto equivaldria al producto de un ndmero in-
finito de factores mayores que la unidad.

Después de lo que acaba do decirse, se explica el por
qué & todo nimero que no sea primo se le Illame com
Xmesto; asi como también ([ue los divisores primos se de-
nominen factores simples.

La serie de los nimeros primos no tiene fin. En efecto,
si se llamap ifiy & un niimero primo tair grairde como
se quiera, el prodircto de todos los niimeros primos me-
nores quep aumentado en una unidad, seria igual a

1.2.3.5.7.11.13.... jr-f-1;

este irimero serd primo 6 nd. Si fuero primo, se ten-
dria ya un nimero primo mayor que otro cualquiera p,
si no fuese primo, no seria divisible por ninguno
de los nimeros primos que existen desde 1 basta p, en
atencion a que dividido por cualquiera de ellos, el re-

(«) Con objeto do d.ir mayor sencillez en algunas ocasiones a
los i-azonainientos, conviene representar los nimeros por medio
de las letras del alfabeto; mas no se crea por eso iiuc_una de-
mostracion es mas 6 menos general seglin que los mimeros a
gue se haga referencia estén representados por curas o por le-
tras, pues si la demostracion es concluyente, tan g-cneral es de
una manera como de otra, supuesto que el razonamiento gtte se
haga sobro el nimero que so designe, es independiente de su
valor particular, y por lo tanto se podni aplicar a cualquier otro
que se encuentre en condiciones idénticas.
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«iduo seria la unidad; luego el mencionado nimero com

Arque " divisor primo ma-

52. To(h numero qeno seadivisMe por aguellos cu
yos cuadrados no le exceden, es nimero primo

drada en-

teraVogo ’ A cu?
ela lodo numero puede considerarse como el producto

e dos factores, pues aun en el caso de que fuera primo

Bkl Igua?;ja\oll manifiesta que si « essemte%?odrraqL‘}eY ot

sera a su vez superior al otro factori«iLo 1o o]
s.blo que iTpoeeu ,,,, po-

“TY™ efli" n“ L, , . . dice que
, v C!IUSIbr\e por ningun numero inferior g >
tampoco sera divisible por ninguno mavor que r v en

su consecuencia el ndmero i\r no tendra otras dieres
que el mismo y la unidad.

Este teorema facilita el meclie de eouoeer si uu nimero

?7s|sh s h ih

Mese un divisor compuesto menor quo”aouell-i

53. Segln lo dicho, cuando se carezca rie tniu i
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exacto, a un cociente entero menor que el Gltimo divisor en-
sacado, se podré asegurar entonces que el nimero propuesto
s primo.

Asi, por ejemplo, para averiguar si el nimero 283 es
6 nd primo, se le dividiria por los nimeros primos 2, 3,
o, 7, 11, 13y 17, y como quiera que no es exacto nin-
guno de los cocientes que resultan y el Gltimo de éstos
es menor que el divisor, ya se puede asegurar que el na-
mero 283, no siendo divisible por ningun otro cuyo cua-
drado no le excede (52), tendra que ser nimero primo.

ARTICULO ILI.

Descomposicion de un numero en sus factores simples.

54. Una vez demostrado que todo nimero compuesto

equivale & un producto de factores primos (51), se conse-
guira la determinacion de éstos en la practica, dividiendo
el nimero propuesto y los cocientes sucesivos gue vayan re-
saltando p>ar el menor divisor simple diferente de la unidad,
hasta que se llegue a obtener el cociente 1.

Sea el nimero 4200. Este numero se ve (33) que es
divisible por 2; efectuando esta division se tendré
4200=2X2100. Pero el cociente 2100 también es divi-
sible por 2; luego se verificara que 2100= 2X lobo-
el cociente IOAO todavia es divisible por 2; luego 1050=
2X025. El nimero 525 ya'no es miltiplo de 2, pero si
lo es de 3; de donde 525=3X175. Este nuevo cociente
175 no es divisible por 3, pero si lo es por o; por tanto,
175=5X'l4. Mas como quiera que 35=5X'i y el n0-
mero 7 es también primo, ya no es posible continuar
maés alla la descomposicién. Se ve que en ésta ha apa-
recido el factor 2 repetido tres veces, el 3 una, el 5 dos»



Tossiglrg eRer: L k™ r?

anterior, y asi tlene 175=5 \% 7’\
5060=2X3X5X5X7: 210{l9x2XT sN“?2-°n""

4200= 2X 2X2X3X5X5X 7l 2., 2 xd x ? >N “nA
guientef™ ™™ gcostumbra & disponer en la forma s;.

4200
2100
1050
525
175
351
7
1

~NoOoT oo N

pr|m oLtTnTorL«Te,,“ v s " pagjcion de factores
sicion ; ® anteponer la siguiente propo-

fa2'rtr,hh, g«ciimd,, al,,r,,h,cto

* k& 1 C * & »* i »r 1 |5"

[por'i/ls." ‘m tlT ’/‘\ rilv y U"‘Qirg q'ue ser divisible

<lno do la divisién anterior, y se TOnlino, r m' f
N-idendo poielt ™ IT S

los ra™ ™ ) o ) ~ xicorl, de
Visor por medio do divisiones i «‘iximo comun di-
motivo 1 delasdom ...raeirri?“j“fr¢e A ™



division efectuada, se llegara & obtener el residuo 1; ea
atencion & que debiendo ser las divisiones en numero li-
mitado, supuesto que los residuos van disminuyendo en
una 6 mas unidades, el Gltimo de ellos tendra que ser 1,
por ser el dividendo numero primo. Si por otra parte se
tiene en cuenta, que el residuo de toda division es igual
al dividendo menos el producto del divisor por el cocien-
te, resultaran las siguientes igualdades :

31—2X11=9; 31— 3X9=4;
31—7X4=3; 31—10x3=1.
Multiplicando por N ambos miembros de cada igual-
dad, se tendra:

3LiY—2XII-27=97\, 3lY—3X9Y=4Y;
31Y—7X4Y =3Y, 31Y—10X3Y = Y.

Por dividir el nimero 11 & 31Y por la hipétesis y &
rencia 9Y (29, Corolario 1°); continuando este orden
de consideraciones en las demas igualdades, se tendria
que por dividir 11 4 31Y y a 3X9Y, dividiria & la dife-
rencia 4Y que existe entre ambos; y por dividir & 31Y y
a 7X4Y, dividiria & 3Y, y finalmente, dividiendo 11 &
31Y y a 10X3Y, tendria que dividir también & su dife-
rencia Y.

56. Un ndmero no puede admitir dos descomposiciones
diferentes en factores simj)les.

En la demostracién de este teorema se quiere ha-
cer ver que al descomponer nuevamente un numero en
sus factores primos, no puede resultar ninguno que sea
diferente de los que aparecieron en la primera descom-
posicion; asi como tampoco puede haber cambio alguno
en los exponentes que afectan & aquellos factores.

Si se admite que 2X17X29, es el resultado déla des-



composicién efectuada con un nimero, no es posible que
descompuesto otra vez en sus factores primos, aparezca
entre éstos otro que sea diferente, por ejemplo el 13.

liilU efecto, representando con la ietra Q el producto de
los factores simples, que multiplicados por 13 reproducen
el namero propuesto, se tendrd :

2X17X29=13X<?.

Dividiendo ambos miembros de esta igualdad jjor 2,
resultaria ;

17X29=13xa’

Ilamando Q@ al cociente de dividir Q por 2 (55).
Dividiendo los dos miembros de la ultima igualdad
por 17 y llamando Q' al cociente de dividir Q por 17, se
tendré:
29=13X<3"

igualdad absurda, supuesto que si Q'fuera igual & I, re-
sultaria 29=13, y si Q' fuera mayor que |, diria esta
igualdad que el nimero primo 29 se podia descomponer
en factores primos.

Cuando alguno de estos factores tuviere diferente expo-
nente, en la nueva descomposicion efectuada, se reduciria
este caso al que se acaba de considerar, sin mas que di-
vidir cada una de estas descomposiciones por la menor
potencia con que apareciese el expresado factor;, asi
2" X3X57X7 no puede ser igual & 2X3X5'“X7, pues de
admitir que lo fuera, dividiendo ambos productos por 2,
se tendria :

22X3X5MX7=3X5"X7,

igualdad absurda, por apaiecer el factor 2 pn el primer
miembro y no en el segundo.
Esta proposicion manifiesta, que cualquiera que sea el
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orden seguido al efectuar las divisiones que se ha vista,
son necesarias para la determinacion de os t™Wores pi -

mos de un numero, siempre contendran los rnismo:,

sores simples afectados de iguales exponentes.
57.

Varios nimeros se dice que son primos enhe si,
dos & dos, cuando cada uno de ellos es primo con ca a
uno de los demés. Por ejemplo, los numeros S, 11, Y
49 son primos entre si, dos & dos; y en esta atencion tie-
nen que ser también primos entre si (49).

Obsérvese, con tal motivo, que la reciproca no es siem-
pre cierta, pues puede ocurrir que varios nimeros sean
prim» eitlc si } no lo sean dos « dos, eo.no sucedo con

Todos los'nimeros primos son también piirnos entre-
si, dos U dos.

articulo Il

Divisores de UN ndmero descompuesto en factores
simples.

58 Al tratar de los caracteres de divisibilidad de los
nameros (32 al 38), se examinaban las A
nerates gne debian poseer aquéllos, para que f
tiplos de otro que se suponia conocido. Con el fin de dar
abora al estudio de la divisibilidad mayor latitud, hay que
ocuparse de la cuestion inversa; esto es, dado un numero,
precisar las condiciones necesarias y suficientes que son-
Trnunes a todos sus divisores. De modo, que asi como en.
aquella ocasion conociendo un nimero que A
de divisor, so investigaban las condiciones de sus multi
pios, al presente se trata de proponer un numero descom-
puesto en factores primos, al cual se considera como divi-
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dendo, y se quiere, determiuer los earacteres que deben
concurnr e,, sus divisores, expresados en for,ua,,, e «
dio! oo,,.0"slg:r"“" ' ‘ n
A 2 aFBro 65 (VTR Ay oh, siempre que tofios Ind
factores ,, * &l se contenuln \,, él
2>S1il~Y*J demoslrar que para que el nimero

,ue losiac.o,.es primos dekie. se Meu 1’
aquel, y que los factores primos de 2*X32X5«X7 posean

exponentes que no sean inferiores a los que tienen los
mismos factores en 2/X3X52X7

H1!9‘n°d?>lal Eo%%)’\)dl th e(il pr%dt?ctg d8 dd¥ faRorés de

los cuales el uno sea 23X3X52X7, se tendrd la igualdad
2'*X32X5BX7=(23X3X52X7) (2X3X5")

CoROLAiuo.— TofZo nimero es divisible no sdlo fior sus di-
nsores pronos, sino también por losproductos J Z Z |

imeden formar tomandolos dos & dos, tres & tres etc

Esta propcsicién se acostumbra & Anunciar dictido-

tr%sc’l', dos a dos, ﬁo seré también por su productoprImOS en-

P -y 3, lo seia también por 6;y si lo fuere por 3 v 5
ducTr™ pudieran do;

visible por 12° is,

ijjtiido esente ue ION o™i« - »
trachnes &té 3%5 para W%F cuando un numero es divisible



El razonamiento del teorema anterior hace ver que es
necesaria la condicién que en el mismo se establece, para
conocer cuando un namero es divisible por otro, el
teorema contrario manifiesta que la expresada condicién
es suficiente.

60. Un ndmero no es divisible por otro, si todos los
factores primos de éste no entran en aquél.

Se va a probar que el nimero 22X3"X52X1.33 no es
divisible por 23X3X52X7, por contener éste al factor 7
que no entra en aquél, y al factor 2 con mayor exponente
en el segundo nimero que en el primero.

En efecto, si 22X3"“X52x13 fuera divisible por
23X3X52X7, llamando Q al cociente de la division exac-
ta, se tendria la igualdad

22x 3“X52x 13==(23x 3x 52x 7)x

pero como que Q, si no es nimero primo, equivale a un
producto de factores primos, resultaria, de la igualdad
que antecede, el absurdo de que un mismo nidmero po-
dia descomponerse de dos modos diferentes en factores
primos.

Corolario 1»—Todo nimero que sea primo con cada
uno de losfactores de un producto, serd primo con el pro-
dudo.

Corolario 2.°—Todo nimero primo divisor de un pro-
ducto de varios factores, es divisor por lo menos de uno de

Dor 2 5 2y 5S se podria probar que wa quimera es divisible
1 Jr % : cuando las tres primeras cifras de la derecha son ceros 6
compongan un multiplo de 8;. y en g-enera giie

divisible’por 2 «, cuando las Ii primeras cifras de la derecha son
c“ viultiplos de Anélogas cousideraeiones se pudieraa
hacer extensivas & los divisores formados por las potencias de
cualquier grado del niamero 5, tactor tambien de la base de nues-
tro sistema de numeracion.
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ellos; pues si no lo fuera, seria primo con cada uno de
éstos, y por consiguiente con el producto segun el coro-
lario anterior, lo cual es contrario & la hipétesis.

CoROLAEi0 3»—Si fa?iiimem? sowjirmos entre si, to-
das sus pot-encias también lo seran.

Sean ” y i? dos numeros primos entre si y A"‘y B" sus
potencias.

Como los Gnicos factores diferentes de A*y de B * son
respeclivamente Ay B, y éstos, segun la hip6tesis, no
tienen mas factor primo comun que la unidad, tampoco
podran tener otro diferente sus potencias. (60, Cor®2®

61. Si un.nimero D divide al producto A X S de dos
factores, y es primo con A, tendra que ser divisor del
otro factor B.

En efecto, en el producto de AXB entran todos los
factores primos de 2), pero ninguno de ellos puede apa-
recer en A segun la hipdtesis; luego necesariamente tie-
nen que hallarse todos contenidos en B.

Una 1i-ez que se sabe la manera de formar los divi.sores de un
numero conocido, si se quisiera hallar todos ellos, convendria
proceder con sujecion & la siguiente regla : comenzara por
escribir la unidad y todas las potencias sucesivas delprimer fac-
tor primo; se multiplicara cada uno de los nimeros que resul-
y , por laspotencias del segundo factor primo; multipliqiense
despue.s los nimeros obtenidos por las potencias sucesivas del
tercer faetor simple, y asi se continuard del mismo modo hasta
tanto gue se hayan intervenir en las multiplicaciones todas- las
j>0i&Xiias del ultimo factor primo.

Por ejemplo, para hallar todos los divisores del namero 4200
~ determinaran primeramente sus factores primos (54) y se ten-
dra que 4200=23x3x5”X7; luego se debera aplicar la regla que
antecede en la siguiente forma ; n



1 2 4 8

3 6 12 24
10 20 40

15 30 60 120
5 50 100 200
75 150 300 600
14. 28 56

si 42 84 168
70 140 280

105 210 420 840
350 700 1400

525 1050 2100 4200

ror medio de la proposicion que signe, se vendra en conoci-
miento de si se ha omitido 6 nd alguno de los factores del nn-

numero tiene tantos divisores simples y compuestos, coma
unidades cuenta el producto de los exponentes de sus factores
pi-imos, aumentado cada uno de ellos en una unidad.

En efecto, sea el mimero propuesto. Al es-
cribir la primera flla, 6 sea la unidad y las potencias sucesivas
del primer factor primo a, se tendran
can |l éstos por las n potencias sucesivas de
tal concepto (,n+1)X « divisores, que agre”idbs »
gue va se tenian formados, resultaran (m+1) («-"~1) tactores,
Liltiplicados todos estos tactores primos por las potencias suce-
sivas del tercer factor c, se tendran
agregando los (ni-hl) (u-fl) va obtenidos
un numero de factores, que sera igual a (m-fl) («-HD (i -i'" )

En el ejemplo propuesto el nimero total de » e s

dado por el producto de (3-j-1) (I-hl) (2+1) ( + )

divisores; multip i-

(n-t-1)Xp, a los qgie

estarm

ARTICULO 1V.

Méaximo comun divisor y minimo comudan multiplo
de varios numeros.

62 Se llama maximo comdun divisor de vanos nu-
meros, al mayor de los divisores comunes & ellos.



M M c. D. (¥ de varios nimeros es el producto de las
menores potencias de sus factores pnimos comunes.

En electo, si se forma un producto con los factores
simples comunes, afectado cada uno del menor exponente
que posea en los nimeros propuestos, se obtendra un
numero que seré divisor de todos ellos (59) y ademas
sera también el mayor divisor posible, pues si se llegara
a aumentar alguno de exponentes 6 se hiciera aparecer
en el mencionado divisor algun factor, que no fuera co-
mun & los numeros dados, ya no podria ser divisor co-
mun de todos ellos (60).

Ejemplo. Hallar el m.c. d. de los nimeros 189000
163800, 147000 y 8400.

D(i%compuestos estos numeros en los factores simples
resulta;

189000=23X33X53X 7, 163800=23X32X52X7 X 13;
147000=23X3 X53X72 * g400=2%X3 XEIX7. *

El producto de las menores potencias de los factores
primos comunes serd 2?X3X52X7=4200.

Luego el m. c. d. de los nimeros propuestos sera 4200.
A Corolario |.”—Si un nimero es divisor de otros varlos
10 Serd también de su m. c. d.

Corolario Si varios numeros se multiplican 6 divi-
den por otro, el M c. n. de aquéllos también queda multipU-
mcaco o dividido por él.

Corolario 6.°~Si varios nimeros se dividen por su
M c. D, los cocientes que resultan son primos entre si.

Se dice que varios nimeros son equimiltiqdos de otros
cuando resultan de multiplicar & éstos por un mismo nu-
mero. Asi, todos los nimeros que tengan su divisor co-

(*) Abreviatura de maximo comdn divisor.
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mun diferente de la unidad, son equimultiplos de los co-
cientes que se obtienen al dividir aquéllos por el expre-
sado divisor.

'Se entiende por mlnlmo comin multiplo de vanos nu-
meros, el menor nimero que sea divisible por todos ellos.

63. M wm. Cc.m. (¥ de varios nimeros es igual al pro-
ducto de las mayores potencias de los diferentes factores sim-
ples que en ellos existen.

En efecto, el producto asi formado serd un mdultiplo
de todos los nimeros propuestos, en atencién a que con-
tendra todos los factores primos de cada uno de éstos con
exponentes que no podran ser inferiores a los que apa-
recen en las descomposiciones efectuadas (59); y, por otra
parte, sera el menor mdltiplo posible, pues si en el se
disminuyera algun exponente ¢ se omitiese algun factor,
deiafia de ser maltiplo de ellos (60).

E jemplo.— Averiguar cudl es el m. c. m. de los ndmeros
189000, 163800, 147000 y 8400.

Descompuestos éstos en sus factores simples y for-
mando el producto de las mayores potencias con todos
los factores simples diferentes, resultard que el m. ¢
losnimerospropuestossera2’ X3"~XoX(2x13 343380

Corolario |."—Vn multiplo de varios nimeros, es tam-
licn multiplo del menor multiplo de todos e?os. Supuesto
que todo multiplo de varios nimeros contendra alos tac-
tores primos diferentes, afectado cada uno con un expo-
nento igual 6 mayor que el méas crecido con que aparezca
en las diversas descomposiciones efectuadas, luego ten-
dra que contener al m. o. m. que precisamente se halla
formado por aquéllos.

Corolario 2.°—Si varios ndmei-0s son primos entre si,

(*) Asi se escribe abreviadamente minvmo comdn mdaltiplo.



dos & dos, HM c. M sera el producto de'todos ellos. Los
factores primos de que se compone cada uuo de los na-
meros que se consideran, tienen' que ser, ,por la hipote-
sis, diferentes; luego su m. c. m. tendrd que formarse con
el producto de todos ellos.

Obsérvese que si se determina el m. c. d. y el m. c. m. de dos
numeros, sigmieiido las reglas que se acaban de establecer, se
vera que todas las potencias de los factores simples, que entran
en estos nimeros, se distribuyen entre el m.c. d. y el ji. c. m.
pasando a formar parte del primero las menores potencias de los
factores comunes, y del segundo las potencias mayores do la to-
talidad de los factores, 6 sea de aquellos que son comunes a am-
bos y de los que no lo son. En cuanto & las potencias iguales de
un mismo tactor, una de ellas formaria parte del m. c.d. y la
Otra del M c¢. m. Luego segun esto, el producto de estos dos Ul-
timos nameros tiene (jue congiouerse de todos los factores, y és-
tos con los mismos exponentes que los que contiene el producto
de los mimeros propuestos; eii su consecuencia ambos produc-
tos tieiieu que ser igTiales.

Llamando, pues, Dy il/ respectivamentealm.c.d.y alm.c.m.
de los dos nimeros A y JJ, se tendrd : D'XM =A'xB (*).

Do donde se deduce que M=AxB-.D={A-.D)B={B:D)A.

Lo que manifiesta que eam. c. m. de dos nimeros puede obte-
nerse también, dividiendo uno de éstos 2wr el m. c; d. de ambosy
multiplicando el cociente hallado por el otro nimero.

Al)oyandoso en esta regla, so desprendo otro procedimiento
para determinar el m. c. m. de varios ndameros.

En efecto; si se tienen los ndmeros A, B, Cy D y se llama 3£
al M c. M cuyo valor se trata de determinar. Obsérvese que
siendo M multji)lo de A, B, Cy D, tendra que serlo también del
M c. .u do Ay B (63, Corolaiuo l.0), al cual se representara
para fijar las ideas con la letra m. Siendo Al maltiplo de m y de
C, debera serlo del m.c. jr. de m y C; el cual se di.stinguird con
la letra m'. Pero siendo M multiplo de m* y D .sera multiplo del
M c. M de estos dos nameros, al cual llamamos m"; lo cual dice
que M no es menor que m".

) Esta igualdad dice que el .u. c. d. de dos mimoros se ob-
tiene también dividiendo el producto de éstos por su m. c. m.
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Por otra parte se tiene que, por ser m" multiplo dem-y D, y
m' multiplo de m y C, se verificara que m" sera maltiplo de m,
CVD. (28, Gouolauio ,29 Mas siendo asi que m es multiplo
de‘m, tendra que serlo también de A y B divisores de de
donde se ve que m" tiene que ser multiplo de A, B, Cy D, y en
su consecuencia no puede ser menor que M.

De aqui se deduce que, no pudiendo ser m" ni majmr ni menor
que M, ambos tendran que ser iguales; luego se hallara At o sea
el M c¢. M, practicando las operaciones para encontrar m- >e-
cun esto, para determinar el m. c. m. de varios nimeros, se ha-
llara el M c. M de los dos primeros, después el de este u. ¢c. m.
y el del tercer nimero, en seguida el del que se acaba de eimon-
trar y el cuarto, y asi sucesivamente hasta determinara m. c. m-
del Gltimo hallado y del Unico ndmero que qued”delos pro-,
puestos, cuyo residtado sera el c. m. que se trataba de en
centrar.
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LIBRO 1.

quebbados.

CAPITULO 1.
Nociones preliminares.

ARTICULO 1.

64. Se manifestd (2) que las' fracciones provenian del
acto de medir una cantidad, sirviéndose de una unidad
mayor que aquélla; resultando de la comparacion que,
con tal motivo, se establecia entre ambas una parte ali-
cuota de la unidad O la reunién de varias partes iguales de
ésta eme es d lo que se llama quebrado ordinario. Una
de estas partes iguales constituye lo que se denomina
unidad fraccionaria,-j ~conjunto de todas ellas formaria
la unidad entera, q.ue, en tal caso, pudiera considerarse
como unidad colectiva.

De lo dicho se desprende, que para expresar un que-
brado se necesitan dos ndmeros; uno cuya misién sea
dmomifnar la unidad fraccionaria, y otro que sirve para
numerar la totiliidad de las unidades fraccionarias que
contiene el quebrado. Al primero de estos dos numeros
se llama denominador y al segundo numerador.

El numerador y denominador constituyen los términos
del giiehrado.

Si una unidad entera se divide en 2 partes |guales

6



cada una de ellas se llama un medio 6 una mitad; si
en 3, un tercio; si en 4, un cuarto; si en 5, un quinto....;
si en 11, un onceavo; si en 12, un doceavo; y en general
cuando la unidad se haya dividido en mas de diez partes
iguales, se agregara al nimero de éstas la terminacion
avos.

Si se quisieran expresar cinco unidades fraccionarias,
de las que cada una de ellas valiera una séptima parte
de la unidad entera, se escribiria el numerador 5 y de-
bajo el denominador 7, separados por medio de una raya

horizontal en la siguiente forma : 5 Para enunciar un

quebrado ya escrito, se leeria primeramente el numera-
dor y seguidamente el denominador; asi, en el ejemplo
anterior, se diria cinco séptimos.

Al comparar los términos de un quebrado, puede su-
ceder : L.°, que los dos sean idénticos, en cuyo caso el
valor del quebrado es igual & la unidad, supuesto que
contiene la totalidad de las porciones iguales en que ésta
se considera dividida: 2 ® cuando el numerador es me-
nor que el denominador, y entonces el valor del que-
brado es menor que la unidad, en atencion & que con-
tiene menos partes iguales que ésta; y 3®si el numera-
dor es mayor que el denominador, sucedera que el valor
del quebrado serd mayor que la unidad, por contener
mas partes iguales que ésta. Con tal motivo, los quebra-
dos se dividen gi\ propios é improxfios. El quebrado pro-
pio es aquel cuyo numerador es menor que su denomi-
nador; al paso que el impropio se distingue del anterior
en gue su numerador es igual 6 mayor que su respectivo
denominador.

65. De las consideraciones que se acaban de expo-
ner acerca de la procedencia de los quebrados, se deduce



que todo quebrado equivale al cociente que residia de dividir
el numerador por su denominador.

5 2
Se trata de liacer ver que —=03a.
En efecto,

T=T+r"-5+T+T = Nt
Pero este Gltimo miembro equivale segun lo dicho (28)
a(l+1+1+1+1)'-3. 6 sea5:3.

La igualdad 5:3=|- manifiesta, que haciendo en ella
el 5 las veces de dividendo, deberd ser igual al producto
del cociente  por el divisor 3; luego, segln esto, elpro-

duelo de un quebrado por su denominador, es igual a su
numerador.

Asimismo se deduce, que Mo entero es igual & un que-
brado cuyo denominador sea un nimero cualquiera y su nu-
merador el producto de este denominador por aquel entero.
En efecto, si se quisiera transformar el nimero 7 en que-
brado equivalente cuyo denominador sea 8; obsérvese
gue siendo asi que una unidad entera contiene 8 octavas
partes, las 7 unidades contendrdn 56 octavas partes, 6

56 ,-56
sea Luego

66. Fl cociente completo de toda division inexacta se
compone del cociente incompleto mas un quebrado cuyo nu-
merador s el residuo y su denominador el divisor.

Sea la division de 39 por 7, cuyo cociente incompleto
es 5y el residuo 4. Segun lo dicho (23), se tendra
39_ 7>5 | 4; dividiendo ambos miembros do esta igual-

dad por 7, resultara (28) que 39:7= 5-14 :7= 5-)-".
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Esta operacion se denomina extraer 6 sacar el entero-
de un quebrado impropio.

Al conjunto de un entero y un quebrado se llama nd-
mero mixto.

68. Sise quisiera efectuar la operacion inversa, 6 sea
transformar un ndmero mixto en quebrado equivalente, no
habria sino midtiplicar el entero por el denominador del
quebrado, al producto se le agregaria el numerador, y & esta
suma se lepondria por denominador él del quebrado.

Sea 6— el nUmero mixto gtie se propone transformar

en quebrado equivalente. Como quiera que 6="""

g.o_6 )§ 7

se tendrd la siguiente igualdad e A7 este

segundo miembro indica la reunién de 42 unidades frac-
cionarias con otias 5 de igual denominador, lo cual da

por resultado el quebrado — y con él la comproba-

cion de la regla expuesta.



CAPITULO L.
Alteraciones en los términos de una fraccion.

69. De dos fracciones de igual denominador, serd ma-
yor la que tenga mayor numerador. En efecto, siendo igual
en ambas la unidad fraccionaria, serd mayor el quebrado
gue contenga nimero mas crecido de éstas, 6 sea el que
tenga mayor numerador.

Piii-a expresar una desigualdad entre dos ndmeros, se
escribird entre éstos el signo > que se lee mayor que, 6
el signo < que significa metior que. Asi, segln la propo-

sicién que se acaba de demostrar, resulta que g~ g’
en otra forma

70. Si se nmitiplica el numerador de un quebrado por
un numero entero, €l quebrado queda multiplicado por éste.

Se trata de hacer ver que ** =y X 3- En efecto, al

comparar los dos quebrados * Yy y se observa que el
primero de éstos, contiene 3 veces mas partes del mismo

tamarfio que el segundo; luego sera (13) el resultado

de haber multiplicado é; por 3.

Corolario.—/Si él numerador de un quebrado se parte
por uno de sus divisores, el quebrado queda partido por éste.

Pues, se acaba de ver, que y es 3 veces menor que
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4 X 3 7 - 7 - - -
—  luego segun lo dicho (22), sera el cociente de divi-
dir este Gltimo quebrado por 3.

71. Be dos quebrados que poseen el mismo numerador®
serd mayor el que tenga menor denominador.

En efecto, cada uno de estos quebrados contiene el
mismo nimero de unidades fraccionarias; pero éstas son
mayores en aquel quebrado que tiene menor denomina-
dor; luego este ultimo serd el mayor.

Si se multiplica el denominador de un quebrado por un
namero entero, el quebrado queda dividido por este entero.

Se quiere probar que ! 7 ;5.

En efecto, al comparar los quebrados —py  se

ve que ambos tienen el mismo numerador; pero la uni-
dad fraccionaria del primero de estos dos quebrados, es
5 veces mas pequefia que la del segundo; luego por ser

. - 7 , .
2215 A pequefio que  podra considerarsele

o T
como cociente de diAUdIr --- por 5.

CoROLAEi0—Si soparte el denominador de un quebrado
por uno de sus divisores, el quebrado queda mxdtiplicadopor

el m&ncionado divisor. Pues se acaba de ver que es
1

O veces mayor que  ----.
12X5
72. EIl valor de un quebrado no varia, multiplicando
sus dos términos por un mismo nimero entero.
En efecto, el mismo nimero de veces que se hace ma-
yor al quebrado cuando se multipbca su numerador por
un namero entero, se ba hecho menor al multiplicar su
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denominador por el mencionado entero; luego el valor
del quebrado no habra sufrido altei-acion alguna.

Corolario.—E]I valor de un quebrado permanece inalte-
rable, dividiendo sus dos términos por un mismo factor de
éstos.

73. Observaciones.—|1.”>Del teorema 70 se deduce
que para multiplicar un quebrado por un nimero entero,
basta multiplicai; el numerador por el entero dejandole el
mismo denominador; pero el producto puede obtenerse
mas sencillamente en el caso de que el denominador del
qguebrado propuesto sea divisible por el entero, sin mas
gue apoyarse en lo dicho (71, Corolario). *si, al multi-

- , 7X4_28.
pilcar Y2 Por 4, aun cuando el producto sea 15 ~ 1o
es mas sencillo  conveniente decir que el expresado
producto vale —?7> ) *

2. Del teorema 71 se desprende ciue el cociente de
un c[uebrado por un entero es otro quebrado cuyo nume-
rador es igual al del propuesto, y cuyo denominador es
el producto del denominador de ac[uél por el entero; pero
este cociente se puede obtener en forma mas ventajosa,
siempre cpie el numerador del quebrado que se considere
sea divisible por el entex'o, apoyandose en lo dicho (70,

Corolario). Asi, pai;a dividir 28 por 7, pudiera decirse

divisible por 7, sera preferible expresarlo en la forma
28:7_4
9 « U



Si & los dos términos de un quebrado projiio se les afiade 6
esta un mismo namero, el valor del quebrado aumenta 6 dismi-
nuye respectivamente.

Sea el quebrado propio y n el ndmero que se aumenta a

sus dos términos; se va a demostrar que

En efecto; siendo 7<12 se tendrd también 7-|-7K12-)-?i. Lo
que le taita al quebrado propuesto para valer la unidad es

12-7 5 w1
~12°“~i9 y exceso de la unidad sobre el quebrado \2\-n

ESigual a V' como quiera que esto manifiesta

12712-|-ji°

que la primera diferencia es mayor que la segunda; luego
7N 17— N N

12*~ P 2ipfA’ se demostrarla la segunda parte de
este teorema.
ASi a los dos términos de un quebrado impropio se le aumenta

odisminuye tm mismo numero, el quebrado disminuye o aumen-
ta respectivamente.

Sea el quebrado impropio X3 y n el namero que se afiade a
AN
sus dos términos; se desea probar ahora que 13-1-71713
617N G
En efecto, siendo 13>6 se verificara que 13-1-77>G-I-77. EIl ex-

ceso del quebrado propuesto sobre la unidad sera —g*"z%. y el

del quebrado también sobre la unidad es ]
6-]-;7 6-1-77"

pero como resulta de aqui que

Por consideraciones de ig'ual orden se baria patente la seg’un-
da parte del teorema.

En atencion & que segln sevi6 (65), todo.quebrado es
el cociente de una division, en la cual el dividendo y di-
visor de ésta son respectivamente iguales al numerador
y denominador de aquél, y teniendo en cuenta las propo-
siciones expuestas (70, 71, 72 y 73), queda de manifiesto
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la evidencia de los siguientes teoremas, aplicables & la
divisién de dos numeros enteros cualesquiera.

74. Si el dividendo se midtiplica por un nimero entero
6 se divide por uno de sus factores, habiendo permanecido
el divisor inalterable, el cociente queda multiplicado 6 divi-
dido respectivamente por aquel entero 0 factor.

75. Si el divisor se multiplica por un nimero entero 6
separte por uno de sus factores, quedando invariable el di-
videndo, el cociente que resulte aparecera dividido 6 multi-
plicado respectivamente por el mismo entero 6 por aquel
factor.

76. Si el dividendo y divisor se multiplican por un
mismo numero entero 6 se dividen p>or un factor coman a
ambos, el cociente no experimenta alteracion alguna.

De esta Ultima proposicion so deduce que, cuando el
dividendo y el divisor terminen en coros, puede simplifi-
carse la divisién suprimiendo igual nimero de ceros en
ambos términos del cociente, sin que éste sufra altera-
cioén en su valor por la modificacidn efectuada.

Asi, la division de 7290000 por 48000, queda reducida
& la del nmero 7290 por 48.



CAPITULO I11.
Transformaciones de los quebrados.

ARTICULO 1.

77. Simplificar UN quebrado es encontrar otro egtti-
valente U él y cuyos términos sean menores.

La posibilidad de simplificar los quebrados lo demues-
tra la proposicion (72, Corolario) en que se hacia ver
gue un quebrado no altera su valor aun cuando sus dos
términos se dividan por un factor comin & ambos.

Se dice que un quebrado es irreducible cuando no se
puede simplificar. La existencia de esta clase de que-
brados se hace patente por el teorema que sigue :

78.  Un quebrado es irreducible si sus dos términos son

primos entre si. Se trata de hacer ver que el quebrado

cuyos dos términos son primos entre si, es necesaria-
mente irreducible.

En efecto, si no fuera irreducible, habria otro ecjuiva’
lento cuyos términos seriag menores; representando &

éste por  se tendria que multiplicando ambos

miembros de esta igualdad por b, resultaria que

—a... (1; en donde puede observarse que 7 divide al pro-
ducto 4X&, es primo con 4, por la hipoétesis, luego ten-
dra que dividir & b (61); llamando g al cociente de divi-
dir i"por 7, se verificar4 que b=TXq; sustituyendo en la
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igualdad (1) este valor en vez de h, se obtendra

X 1~M=a=4X 2; lo que manifiesta que todo quebrado
4X5

qTM
biatlo euyos términos son mayores que los del propuesto,

equivalente & y Ueue que tonel- la forma

termino, son primos entre si, tiene sus términos equmulte

*C*oiliatt ‘“-Dos ioehrados .-« « te “
idénticos. Supuesto que los términos de eada uno

qulLdo ésun i « f " “

7 ette
modoitatareoreiido obtener un

lente al propuesto y cuyos términos sean primos entie
Si. (62, CoROLAiiio 3.°)

292 C
Ejemplo : para simplificar el quebrado se divici-
rian sus dos términos por su M o. n., que es 94, y resul-
. 282
taria

En ocasiones so efectla la simpliScaeién dejebrate
dividiendo sucesivamente sus dos términos po. los

tres que desde luego se vea que les son "
Coiiviene obtener los gquebrados

pues de este modo, & la ves que se adqu”™o “*
mente idea de su valor, se consigue abiyviai las op

ciones en que intérvienen.



articulo n.

80. La llamada reducciéon de quebrados & un comin
denominador tiene por objeto, transformar los quebrados
gue se propongan, en otros respectivamente equivalentes
que posean el mismo denominador.

Esta modificacion en la forma de los quebrados tiene
su fundamento en la inalterabilidad de su valor, cuando
sus dos términos se multiplican por un ndmero entero
cualquiei-a (72).
~A81l. Se concibe la posibilidad de poder transformar
\aiios quebrados en otros de igual denominador, en aten-
cion & que éste debe ser un multiplo de todos los deno-
minadores de aquéllos; asi es que, una vez fijado el ex-
presado multiplo, la cuestion queda reducida & determi-
nar los correspondientes numeradores, para lo cual, no
habra sino dividir el citado multiplo por cada uno de los
denominadores, y multiplicar los cocientes que vayan re-
sultando por el numerador del respectivo quebrado; pues,
piocediendo de este modo, no se Lace sino multiplicar
os dos términos de cada quebrado por el factor que le
falta & su denominador para componer el mencionado
maltiplo. El procedimiento méas natural y sencillo de de-
terminar éste, sera formar el producto de todos los deno-
minadores, y como quiera que el cociente de dividir este
resultado por cada uno de éstos, es el producto de los

enominadores restantes, de aqui que para reducir varios
quebrados a un comin denominador, se multipliquen los dos
términos de cada quebradopor el producto de los denomina-
dores de los demés.

Asi, S se quisiera reducir & un comun denominador
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los quebrados y, indicando primeramente y

luego ei'ectuando las operaciones que prescribe la regla,
se tendria :

5 5(7.14.15) 7350, 4 4(6.14.15)"5040"
6 6(7.14.15) ‘8820’ '7(6.14.15) 8820’

3(6.7.15)_ 1890 2(6.7.14)_ 1176
14~14(6.7.15) 8820’ 15 15(6.7.14) 8820’

82. Si se considera ahora como multiplo coindn de
los denominadores al M c. m. de éstos, las operaciones
que en tal caso hubiera necesidad de efectuar, a fin de
conseguir la trausformaciou de varios quebrados en otros
del mismo denominador, ganarian en sencillez y los que-
brados resultantes aparecerian méas simplificados que por
el procedimiento anterior; de aqui que, en general, la
regla que conviene practicar jjara reducir quebrados Ii un
comun denominador, consiste en transformar éstos, en sus
equivalentes irreducibles] hallar luego el m. c. m. de sus de-
nominadores, y éste sera el denominador comun. Los nume-
radores se obtienen multi])licando el numerador de cada
quebrado propuesto, por el cociente que resulta de dividir el
precitado m. c. m. por el respectivo denominador. Aplicando
esta regla al ejemplo anterior, con el fin de hacer mas
patentes sus ventajas, se tendrd, en vista de que el m. c. m.
de los denominadores es (62) igual 4 2.3.5.7=210, el si-
guiente cuadro de operaciones :

5 5(5.7)_175 4 4(2.35) 120
ir~6("7j~21()"  T~7(2.3.5) 210’
2(2.7)

14~14(35) 210" 15 15Q7) -210
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Observacion.—Cuando los denominadores de los que-
brados propuestos sean primos entre si, dos & dos, los
guebrados obtenidos por una y otra regla tienen que ser
idénticos, supuesto que, en este caso particular, el m. c. m.
de los denominadores estaria formado por el producto
de todos ellos. (63, Corolario 2.°)

La reduccion de quebrados & un comin denominador
es indispensable en muchos casos para poder operar con
ellos, y conveniente cuando se trata de comparar los va-
lores de diversos quebrados.



~95 —

CAPITULO IV.
Numeracion de las fracciones decimales.

83. Se llama fraccién decimal aquel quebrado cuyo
denominador es ufia potencia de 10. Segln esto, las frac-
ciones decimales no son sino un caso particular de los
quebrados ordinarios. Tanto las fracciones decimales como
toda expresion compuesta de parte entera y parte deci-
mal, reciben el nombre de nimeros decimales.

Con el fin de investigar las propiedades particulares de
las fracciones decimales, conviene fijarse en que del
mismo modo que se puede expresar un ndmero por muy
grande que sea, formando unidades, que vayan siendo
de 10 en 10 veces mayores, se podra también expresar
otro por muy pequefio que sea, formando unidades que
cada vez vayan siendo 10 veces menores, de suerte que
estas dos series de unidades parten del mismo origen
que, en el presente caso es la unidad entera, y van
en sentido ascendente y descendente formando el sistema
deciqiio 6 decimal, del cual basta el presente solo se ha
estudiado (Capituljo 1) una parte gque es la que se refiere
a los mdltiplos de la miidad; ahora bien, para completar
el sistema de numeracion, formando por la parte que co-
rresponde & sus divisores, se supondré la unidad entera
dividida en 10 partes iguales llamadas décimas, cada dé-
cima en otras 10 llamadas centésimas, cada centésima en
10 milésimas, y, prosiguiendo de este modo, se podra ob-
tener un niimero indefinido de 6rdenes de unidades, de
los cuales uno cualquiera de ellos sera 10 veces menor
que el inmediato anterior.

En tal forma, los 6rdenes de unidades de la serie des-
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cendeiite se corresponden simétricamente con los de la
ascendente, y los nombres que se emplean para distin-
guir aquéllos son los usados en ésta con s6lo terminarles
en ¢simas; asi, la unidad de séptimo orden, que, como se
sabe, se refiere & unidades de millén, correspondiendo &
la de séptimo orden decimal (4 partir de las unidades sen-
cillas) expresara millonésimas.

En vista de que cada unidad de un orden decimal se
forma de 10 del inmediato inferior, se podrd, aplicando
el principio convencional de la numeracién escrita (5), es-
cribir las fracciones decimales sin necesidad de ponerles
denominador, siempre que se tenga una sefial péra dis-
tinguir el lugar que corresponde & las unidades sencillas,
pues una vez conocido este, la primera cifra que se en-
cuentre & su derecha expresara décimas, la segunda cen-
tésimas, la tercera milésimas, y en general una cifra cual-
quiera pertenecera al orden que corresponda al nimero de
cifras que existen desde ella hasta las unidades simples
inclusive. Ejemplo:

a’n

w1l
o |l

Sr=co:;:j-u=: B
a B S
9820471 653 78205461 937

a
mmw§Ia

a
»apgda H
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La separacién enti-e la parte entera y la decimal del
nlimero gue se trata de escribir, se ha convenido en que
se sefiale por medio de una coma.

En el caso de que el nimero decimal careciese de
parte entera, se escribird un 0 en su lugar.

Aun cuando pudiera expresarse un ndmero decimal
enunciando separadamente las unidades que contiene
cada orden, este procedimiento se simplifica en la préc-
tica couvirtiendo todas estas unidades al orden inferior, &
la manera que se bacia con los nimeros enteros.

Asi, en la fraccién compuesta de 8 décimas, 5 centési-
mas, 9 milésimas y 3 diez milésimas, se tendria que
como una décima equivale & 1000 diez milésimas, una
centésima se compone de 100 diez milésimas y una mi-
Iésima de 10 diez milésimas, resultaria que el numero
decimal propuesto constaria de 8000 diez milésimas, 500
diez milésimas, 90 diez milésimas y de 3 diez milésimas,
6 sea de 8593 diez milésimas.

Cuando se quiera expresar verbalmente un nidmero
compuesto de parte entera y parte decimal, se enunciara
primeramente la parte entera y luego la decimal; pero
también pudiera expresarse convirtiendo todas las uni-
dades de sus diversos 6rdenes en el inferior de éstos. Asi,
un nimero decimal compuesto de 37 unidades enteras y
de 514 milésimas, equivale & 37514 milésimas. En efecto,
si una unidad entera contiene 1000 milésimas, las 37 uni-
dades constaran de 37000 milésimas, que reunidas a las
514 milésimas del nimero propuesto, componen 37514
milésimas.

Segun lo dicho, se tendra que para leer un nimero de-
cimal, se enunciaprimei'amente la parte entei'a y después la
decimal, como si f uera también entera, dandole la denomina-
cion que & su dltima cifra corresjwnda; 6, pudiera leerse



también, enunciando el nimero total de unidades de los di-
versos Ordenes que posea, a la manera que se hace con los
nameros enteros, teniendo cuidado de expresar todas aque-
llas unidades en €l orden decimal inferior.

Asimismo se deduce de lo expuesto, que para escribir
un nimero en él que laparte entera se halle separada de la
decimal, se colocaran primeramente las unidades enteras, &
continuacion la coma y las cifras decimales que aquel na-
mero contiene segin su orden correlativo descendente, te-
niendo cuidado de que la ultima de estas cifras ocupe el lu-
gar que le corresponda.

Para escribir un nimero cuando por el enunciado se
encuentran reunidas la parte entera y la decimal, se es-
cribird como si todo él fuera entero; teniendo cuidado de co-
locar la coma de modo que la Ultima cifra ocupe él lugar
designado por su denominacion.

De lo dicho se infiere que quien esté habituado & ex-
presar constantemente ndmeros enteros, con la misma
facilidad podra enunciar y escribir nameros decimales
cualesquiera.

84. Sin embargo, obsérvase entre unos y otros la di-
ferencia de que cuando se escriben ceros & la derecha de
un ndmero entero, éste varia (16); mientras que si se co-
locan ceros & la derecha de un ndmero decimal, su valor
no experimenta alteracion alguna, por cuanto que no
habiendo cambiado, por tal circunstancia, la colocacion
de la coma, todas sus cifras no sélo conservan invariable
el valor absoluto, sino también el relativo 1j"te antes po-
sefan. Asi; 7,36 equivale & 7,36000; supuesto que uno y
otro constan de las mismas unidades simples, asi como
de igual nimero de décimas y de centésimas; y unoy

otro carecen por completo de milésimas, diez milésimas
y cien milésimas.



CAPITULO V.

OperacionGS con los numeros fraccionarios.

ARTICULO I

Q-eneralidades.

85. Considerando & un quebrado como una reunién
de unidades iraccionarias cuyo nimero estard expresado
por su numerador, se infiere que las cuestiones en que
intervienen quebrados puedan reducirse & sus analogas
en que se opera con enteros. Asi se explica que las defi-
niciones que se refieren al calculo de estos nimeros, el
modo de indicar y comprobar las diversas operaciones
que con ellos se efectlan, y basta las denominaciones
que se aplican & los términos, signo y resultado de cada
una de aquéllas, se bagan también extensivas a los que-
brados.

Dado el interés que tiene el célculo de éstos, asi como
la dificultad que, sin mas amplias aclaraciones, pudiera
ofrecer en algunos casos la determinacion de la unidad
fraccionaria en los resultados, se hace indispensable de-
tenerse en cada una de las expresadas operaciones, & fin
de desvanecer toda duda en la deduccion de aquéllos.

Aun cuando todo lo que se diga de las fracciones ordi-
narias, se puede aplicar desde luego & las decimales (83),
conviene sin embargo ocuparse separadamente de unas
y otras, no s6lo por su diversidad de caracter, sino coa
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el fia de hacer patente, con la inmediata comparacion de
los procedimientos que respectivamente se empleen, la
mayor facilidad con que se opera cuando los nimeros-
que se someten al célculo son decimales.

ARTICULO II.
Adicién.

86. Quebrados ordinarios.—Para sumar quebrados
que tienen iqual denominador, se suman sus numeradores, y
esta suma se divide por el denominador comdn. Es evidente
que de este modo se tendra en un solo numero el valor
de todos los sumandos.

...4,7,5 16

m19 119 119~19°

Si los quebrados que se quisieran sumar tuviesen distintos
denominadores, se reducirian al minimo denominador co-
mun y quedaria este caso convertido en él anterior.

1 47 .
A'JLy A -
Para sumar los quebrados 3 553 12/ 5 se reduci

rian & un comdn denominador, & fin de- que en todos
ellos la unidad fraccionaria tuviese el mismo valor, y se

60 160 160 f60~W
Cuando el resultado obtenido sea un quebrado impro-
pio, conviene presentarlo en forma més sencilla, lo que
se consigue sacando los enteros; asi, en el ejemplo que

se acaba de proponer, en vez del nimero se escribi-

ria el nimero mixto equivalente, U sea 1 60

Para sumar nlmeros mixtos se sumarian primeramente
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iles quebrados, y si esta suma compusiera alguna unidad en-
tera, se incorporaria & la suma de los enteros.

En efecto, el nimero que resulte al proceder de este
modo, contendré todas las unidades, tanto enteras como
fraccionarias, de los sumandos.

Se quiere sumar 42, 2 -a-y 7 1 se dispondra la

moperacion del siguiente modo :

1 40,27 ,12.79_., 7
9 ' g 1T~AR7AA2-T72 T2

14 7

También pudieran sumarse los nimeros mixtos trans-
formandolos en quebrados equivalentes (68), quedando
entonces la cuestion reducida & sumar quebrados; pero
tal procedimiento exije operaciones méas laboriosas que
el anterior, y, en esta atencion, apenas se hace uso de él
como no sea para comprobar resultados.

87. Numeros decimales.—ESt0S Se suman como Si
fueran ndmeros enteros y se escribe en la suma la coma,
debajo de la columna queforman las comas de los suman-
dos. Pues de este modo se consigue reunir en un solo
namero todas las unidades enteras, las décimas, las cen-
tésimas, etc. de los nimeros que se suman.

Con el fin de evitai- equivocaciones, conviene igualar
con ceros el namero de cifras decimales de los suman-
dos (84).
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Ejemplo : 18,34+7,0659-|-548,7-]-0,123. Se dispondra-
la operacion de la siguiente manera:

18,3400
7,0G59
548,7000
0,1230

574,2289

Observacion.— Como quiera que las fracciones deci-
males son un caso particular de las ordinarias, pudiera
deducirse también la regla que se acaba de exponer,
fijandose en que al igualar, por medio de ceros, el nd-
mero de cifras decimales de los sumandos, han quedado
reducidos estos & un denominador' comun; al sumar los
nameros propuestos como si fueran enteros, supone tanto
como haber sumado los numeradores de los quebrados
ordinarios en que se habian transformado aquellos nu-
meros; y finalmente, al separar de la derecha de la suma,
por medio de la coma, tantas cifras decimales como hu-
biere en el sumando propuesto que tuviese mas, se ha
puesto de manifiesto en el resultado, de una manera im-
plicita, el denominador que afectaba & todos ellos.

ABTIOULO ni.

Sustraccion.

88. Quebrados ordinarios.— Para restar qiiehrados
que tengan el mismo denominador, se quita del numerador
del minuendo el del sustraendo, y el resto se divide por el
denominador coman.

7 4_ H

Es evidente que = -——= —
11 11 11-
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Cuando los quebrados que se hayan de restar no tie-
nen el mismo denominador, se reducen al minimo deno-
minador comun, y entonces queda convertido este caso
en el anterior.

*T2~18~36 36 36’

Tara restar dos numeros mixtos, se halla primeramente
la diferencia entre los quebrados, y después la que existe
entre los enteros, y la reunion de ambos restos sera la dife-
rencia de los mixtos que se habian propuesto.

Sean los ndmeros mixtos que se han de restar

19 48 1y
Se dispone la operacion como sigue ;

19:%|i 3
5 VT'~12~12 12 12 3
~N 12

113

Luego 19 3— 8 "5: 11 8%

En el caso de que el quebrado del minuendo fuese me-
nor que el del sustraendo, se le agrega 4 aquél una uni-
dad, y se efectla la sustraccion teniendo cuidado de con-
siderar con una unidad menos & la parte entera del mi-
nuendo.

Restar de 7 ° el nimero 3 -%1—

Disponiendo la operacion en la forma anterior, se
tiene;
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"9)2 4 10 36 /45 .10
9 5 45 45'\4745/ 45~45 45~-45

Luego 7 - =317
g 9 3% 3.4.0.

Después de reducir los quebrados un comau

denominador, se ve que no es posible efectuar la resta,
en atencion a que el quebrado del sustraendo es mayor
que el del minuendo; mas si se toma una unidad de la
parte entera de éste y se agrega & su parte fraccionaria,
la cuestion entonces queda reducida al caso anterior.

También pudiera efectuarse la sustraccion de dos na-
meros mixtos poniendo éstos bajo la forma de quebrados
equivalentes y restando éstos; pero este procedimiento
no suele practicarse por ser mas pesado que el anterior.

En el caso particular de que so quisiera restar un giie-
hrado de un entero, se toma una unidad del entero y éste
se expresa en unidades fraccionarias iguales & las del
guebrado propuesto; de esta unidad entera, escrita en
esta forma, se quita el quebrado propio que compone el
sustraendo, y la diferencia unida al minuendo disminuido
en una unidad, seré el resto que se buscaba. Ejemplo:

7 n 2
'“ g=@-9- 9 P g

Cualquiera que sea el caso que se considere, y el pro-
cedimiento que so siga para obtener el resultado, siem-
pre acontecerd que al sumar éste con el sustraendo, de-
bera reproducir al minuendo (10).
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89. Numeros decimales— Pararestar éstos, se escribe
el minuendo y debajo el sustraendo, de modo que se corres-
iwndan las comas, se iguala con ceros el nUmero de cifras
decimales, y se restan como ente™os, poniendo la coma en su
lugar.

Asi, se habrd conseguido obtener la verdadera diie-
rencia que existe entre ambos nimeros, supuesto que se
han quitado del minuendo las diversas colecciones de
unidades que componen al sustraendo.

Para restar de 41,7 el nGmero 9,6584, se dispondria la
operacion de la manera siguiente :

41,7000
9,6584

37416

Observacion.—Procediendo de este modo es como si
con las iracciones decimales, puestas en forma de que-
brados ordinarios, se hubieran efectuado las operaciones
que prescribe la correspondiente regla (88).

ARTICULO 1V.

Multiplicacién.

90. Quebrados ordinarios.—Al explicar esta opera-
cién, conviene distinguir dos casos : 1.°, cuando son dos
los factores que se multiplican; 2.°, cuando el producto
se halla formado por un nimero cualquiera de factores.

P rimer caso. Para nndtiplicar dos gxiebrados se parte
el producto de los numeradores por él de los denominadores.

-3 5X3 Seguln la de-
yXs- '7X8°
finicion general (12), el objeto de esta multiplicacion es

Se quiere hacer ver que
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tomar Jas - partes de se sabe (71) que i- parte de

: , 9 3 N : .
es igual a luego las - partes de ~ equivaldran a

A

NN
7X8")‘<‘ 3 7X8 )
Dos nimeros se llaman reciprocos cuando su producia

es la unidad entera. Segun esto, los quebrados y *

son el uno reciproco del otro.

91. Mediante un razonamiento analogo se veria que
para multiplicar un enteropor un quebrado, Se tendria que
tomar del multiplicando las partes que indica el multi-
plicador; y, en su consecuencia, para obtener el resultado

se dividiria por el denominador del quebrado elproducto del
entero por el numerador.

Asi, se verificaria que 4 X -"="~" (4

Para multiplicar dos nimeros mixtos, se convierten éstos
en quebrados y, de este modo, la cuestion queda reducida &
efectuar la multiplicacion de éstos. Por ejemplo :

2 .5 _23"41_23X41
3 9 3 09~

(*) Después de lo dicho (85), parece natural que para dedu-
cir el producto de dos quebradas, se hubieran expuesto iL
nsideiaciones que se indican en las siguientes igualdades:

Ii-V— s. I. adXch ac
b d bd hd bdXbd~'r°~MxM —h,p la
teniendo en cuenta su

cuando varias letras que representan

GUeSEOBHE L sfgno de 1a multipliddfgRUEsto. se sobrentiende

ciulbradn*uni- fn multiplicacion de un
(70-~)., ~ este caso ya se estudio
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Cuando siendo el multiplicando un ndmero mixto, el
multiplicador es entero, en lugar de reducir el nimero
mixto & quebrado equivalente, es més ventajoso multi-
plicar las dos partes que componen el mixto por el en-
tero y sumar los dos productos parciales,

. q lo
Asi: 7 ~gX4=28

92. Segundo caso. EIl producto de varios quebrados
se obtiene partiendo el producto de todos los mimo adoi es
por el de los denominadores. Efectuando las multiplicacio-
nes en el orden que se dijo (20), se tendria que

aceg
brdrfrh~bd~rfrh  bdfrh  bdfh!
Segun esto, cuando existan factores comunes en los nu-
meradores y denominadores, convendria suprimir éstos
desde luego, & fin de facilitar las multiplicaciones en el
resultado y que éste aparezca mas simplificado.
Si en el producto indicado, ademés de estar formado
por quebrados, hubiere factores enteros, segun lo dicho
(91), aparecerian éstos en el producto de los numeradores.

Siendo asi que permanecen invariables los dos productos que
forman el numerador y el denominador del resultado, cualquie-
ra que-sea el orden en que se coloquen sus respectivos factores
(21), se sigue de aqui, que el producto de varios enteros y que-
brados 6 quebrados solamente, no se altera aun cuando varie él
orden en que se efectle la multiplicacion de estos ndmeros.
Segln esto, los diferentes corolarios deducidos del teorema
correspondiente al caso en que todos los factores eran enteros
(21) pudiera hacerse ver que también resnltaban ciertos cuando
fuesen fraccionarios, supuesto que los razonamientos que se
empleaban en aquellas demostraciones son también aplicables G
estos numeros.

Apoyandose en la definicion general de la multiplicacion (12)
y haciendo uso de consideraciones en un todo anélogas & las
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empleadas en los teoremas 19 y 20, pudiera ahora hacerse
patente la evidencia de éstos, en el caso de que los nimeros que
se consideren sean enteros y fraccionarios ¢ todos fraccionarios.

udiera observarse también que segun la precitada definicion,
cuanc o se multiplique un nimero entero 6 fraccionario por un
qguebrado propio, el producto que resulte sera menor que el
multiplicando.

Se ha visto (90), que g X gm lo mismo que apre-
ciarlos de Como quiera que en tal caso hay

gue tomar de un quebrado las partes que indica
el denominador del otro, de aqui que & la expresion

3,5
m ue  se llame quebrado de quebrado, y que para ha-

Ilar su valor se multipliquen los dos quebrados.'
Del mismo modo se podrian formar expresiones com-
puestas de méas de dos quebrados, las cuales reciben el

nombie de quebrado de quebrados. Por eiemuloe  de
de — de El valor de este resultado se encontra-
Jia multiplicando todos ellos. En efecto, ?de 9

: : 15
se ha visto es igual & —; luego la expresién anterior se
reducirik @ de de - ;pero de equivale

y en esta atenciéon habria necesidad de tomar los c04

de G

93. Numeros decimales.— Para fimltiplicar un nu-
mero decimal por otro decimal, se prescinde de las comas,
me mudliplican como si fueran enteros, y después se separan
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de la derecha del producto tantas cifras® decimales como
haya en ambos factores, poniendo ceros a la izquierda si
fuere necesario.

En efecto; escribiendo los nimeros decimales en ior-
ma de quebrados ordinarios y efectuando con ellos las
operaciones indicadas, quedaria deducida la regla.

Por ejemplo:

4,78X0>00192—"qgX jgqggq 10000000

Del mismo modo se deduciria que para multiplicar un
numero decimal por un entero 6 un entero por un decimal,
se multiplicarian como si fueran ambos enteros, y después
se separarian en el producto, por medio de la coma, tantas
cifras decimales como tuviere el factor decimal. Supuesto

P, E) : : 75X19
que tanto  ~X19 como IAXIUUO equivalen

94. Caso particurar. Para multiplicar un numero
decimal por la unidad seguida de ceros, se corre la coma &
la derecha tantos lugares como ceros tenga la unidad. Su-
puesto que las cifras del resultado obtenido, después de
haber movido la coma en el multiplicando, representan
el mismo numero de unidades que en el decimal que
se considera, pero tantas veces mayores que las de éste,
como indica el multiplicador.

Asi; 9,71536X100=971,536.

Comparando, en el ejemplo que antecede, el lugar de
cada cifra del multiplicando con el que ocupa en el pro-
ducto, se ve que en éste lian quedado hechas 100 veces
mayores las colecciones que corresponden & los diversos
Ordenes de unidades del multiplicando.

Cuando no hubiere bastantes cifras decimales en el
multiplicando, se supliria su falta agregando los ceros
que fueran necesarios. Ejemplo ; 73,4X1000=73400.



ARTIOtILO V.

Division.

95. Qoibeidos oemsaeios—Paro dividir m qm-

irado j,,, otro ve multiplica el dividendo por el gueirada
recijyroco del divisor.
Se trata de demostrar que — d
AATI
Eo efecto, eliceoltodo satisface 4 la coodicida

de que multiplicado por el divisor reproduce el dividen-
do; luego es el verdadero cociente (22).

Del mismo modo se probaria que el cociente de dividir
un enteropor un gnehrado, se oUiene multiplicando aquél
por el reciproco del quebrado multiplicador.

Asi: 7:|-=7x|=1|? ().

Para dividir dos nimeros mixtos, por reglageneral, se
transforman en quebrados, y se efectda la division de és-

.raasformad. 1.
a c_ad he ad
b'd bd-bd~""-""~bc-

ni
n

En efecto, M2, 2
nb'b
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tos como se acaba de manifestar. Ejemplo : dividir 7 9

por g Transformando estos nimeros en quebrados,

se tenarfg 7 R .23’\—6§ .139—5\%—’3 3

Si el dividendo es un nimero mixto y el divisor en-
tero, con el fin de facilitar la divisién, convendria dividir
separadamente cada una de las dos partes de que se com-
pone el dividendo por el divisor y reunir ambos resul-
tados.

Ejemplo : dividir 3 jj:4= ,
44

Los teoremas que se demostraron (28, 29 y 30) al tratar de
la primera parte referente a la divisibilidad de los nimeros
enteros, se pueden hacer extensivos a los quebrados sin mas
que emplear idénticos razonamientos & los que en las demostra-
ciones de aquéllos se exponian, y teniendo ademas en cuenta
que la definicion de la division (22) es general.

Asimismo jradiera hacerse patente que en igual caso se en-
cuentran las proposiciones (74, 75 y 76) que se dedujeron para
los niUmeros enteros.

De la antedicha definicion se deduce también, que si un mi-
mero entero 6 fraccionario, se divide por un quebrado propio, el
cociente es mayor que el dividendo.

96. » Numeros decimales.—Fara dividir un nlmero
decimal J)or un entero, se efectuara la division como si am-
6os fueran enteros, y de la derecha del cociente se separaran
tantas cifras decimales como tenga el dividendo. Se quiere
dividir 378,0928 por 21.

Es evidente que
378,0028:21= 3780928 . _ 3780928:21

10000 -2 10000

cuyo resultado se halla conforme con la regla que se
enuncio.
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OfiSERVACItiN—EI cociente que se acaba de encontrar
se diferencia del verdadero en menos de una unidad del
altimo orden decimal. Segun esto, cuando se desee apro-
ximar un cociente en menos de una unidad del orden de-
cimal que se fije de antemano, basta poner a la derecha
de la parte decimal del dividendo los ceros necesarios
para que el Ultimo de éstos, comenzando & contar por la
izquierda, ocupe el lugar de las unidades decimales que
se hayan fijado.

Por ejemplo, si se deseara aproximar el cociente de di-
vidir 378,0928 por 21 hasta cieir milésimas, se agregaria
4 la derecha del dividendo un cero, para que exprese
cien milésimas; después, practicando lo dicho en la re-
gla, se efectuaria la division considerando como entero a

este dividendo, y se tendria que 37809280:21=1800441 71

cuyo cociente completo habria que dividirlo por 100000,
y el resultado seria 18,00441

se prescinde del quebrado N~ | gggqqg. cuyo valor se ve

gue es menor que una cien milésima, se tendra en el
namero 18,00441 el cociente con la aproximacion de-
seada.

97. Fara dividir un nimero entero 6 decimal por otro
decimal, se multiplicara €l dividendopor la unidad seguida
de tantos ceros como cifras decimales tenga el divisor, y el
producto dbt&nido se dividirapor el divisor considerado como
entero. Si por ejemplo se tuviese que dividir 378,0928
por 0,021, se diria:

378,0928:0,021=378,0928:~=378,0928X1000:23,
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cuyo resultado final se halla conforme con la regla <iue se
acaba de citar.

En el caso de que el dividendo tuviera un nimero de
cifras decimales igual 6 menor que las c[ue posee el divi-
sor, entonces la cuestion cpiedaba reducida & dividir dos
ndmeros enteros.

98. Caso particular.—Fara dividir mi nimero de-
cimalpor la Unidad seguida de ceros, se trasladara la coma
tantos lugares, & la izquierda de donde se encuentre en el
dividendo, como cerosposea la unidad del divisor, % si no
hubiere en aquél bastantes cifras, se suplira'n con ceros las
que falten.

Segun esto, 378,0928:10000=0,03780928, en atencion
& que al multiplicar 3,03780928 por el divisor reproduce
el dividendo.

ARTICULO V.

Elevacion 4 potencias.

99. Quebrados ordinarios.—La potencia de cimlquier
grado de una fraccion, es igual a la potencia del mismo
grado del numerador, dividida por la del denominador.

En efecto, segln la definicion de lo que se entiende
por potencia de un nimero (39) y la regla para la multi-
plicacion de quebrados (92), se verificara que

U B O O O R
(p-) =Ixveg-ARVIR7Y™ P9999 o

Para elevar un nimero mixto & una potencia, se le
transforma en quebrado, ~ entonces cjueda este caso re-
ducido al anterior.

) . /59\2 592 3481 -
Ejemplo: =\-f) 49™ ~'" 40,
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100. Jj7ia potencia cualquiera de un quebrado irredu-
cible, es otro quebrado irreducible. Ea atencién 4 que la
potencia de un quebrado, es otro quebrado cuyos dos tér-
minos son potencias de los del propuesto; mas como
quiera que los términos de éste son primos entré si (78),
sus potencias también lo seran. (60, Corolario 3.9

N ameros decimales.— Para elevar nimero decimal
& una potencia, se considera como si fuese entero, y en él
resultado obtenido, se separan, por medio de la coma, tantas
ciftas decimales como unidades tuviere el producto del expo-
nente poi €l nimci‘o de cifras decimales del nimero pro-
puesto. Pues de la regla para la multiplicacion de los nu-
meios decimales (93), se infiere que, cuando uno de éstos
se eleve al cuadrado, el nUmero que resulte tendra doble
nimero de cifras decimales que el propuesto; y si éste se
elevara al cubo, apareceria la tercera potencia con tres
veces mas cifras decimales, y asi sucesivamente.

Ejemplo:

(2,93)4=2,93X2,93X2,93X2,93=73,70050801.
En donde se ve que teniendo el nimero propue.sto 2 ci-
fras decimales y siendo 4 el exponente, el producto de

ambos 6 sea el numero 8, expresa el nimero de cifras
decimales de (2,93)4.

ARTICULO VII.

Raiz cuadrada.

Quebrados ordinarios.—Para mayor claridad en la
explicacion, conviene distinguir tres casos : 1® que los
dos términos del quebrado propuesto sean cuadrados
perfectos; 2® que solo el denominador tenga raiz cua-
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di-ada exacta; 3.“ que ninguno de los términos del que-
brado sea cuadrado perfecto.

101. PiuMER CAO. Fara extraer la rais cuadrada de
m quebrado, cuyos términos sean cuadrados perfectos, se
extrae la raiz del numerador, y se divide por la del deno-

minador. N 2

En efecto, sea el quebrado Su raiz cuadrada sera

en atencién & que al elevar y a la segunda potencia, re-
produce al nidmero propuesto (44).
Cuando el quebrado -jj sea irreducible (*), y alguno de

mis términos no sea cuadrado perfecto, ya se puede aseguran
gue no tendra raiz cuadrada exacta. Pues si la tuvmse,
ésta seria 6 un namero entero 6 un quebrado que siem-
pre se podria suponer irreducible. Si se admite que la
raiz exacta es un entero, su cuadrado tendria que ser
io-ual & la fraccion irreducible propuesta, lo cual es ab-
surdo; si la raiz fuere un quebrado irreducible tal como
—, al elevarlo & la segunda potencia se tendria que

N (12
mas como quiera que el quebrado ~ lia

de ser también irreducible (100), resultaria segin lo di-

cho (78, cororario 2»), que A=aP'y F—b\ lo cual es
contrario & la hipétesis.

ANn~FEANfiecesario suponer que el quebrado que se considera
fisrrjs « r. pg,

.iemplo, so. 1. U-aocié. g, onl.,.0 & pew dog» ninguno

ambos.
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102. Modiaiito un razonamiento analogo, so liaria ver
que si un ndmero entero no es cuadrado perfecto, no espo-
sible que tenga raiz cuadrada exacta.

De las consideraciones gne anteceden se desprende
que la condici6n necesaria y suficiente para gne una
fraccion irreducible tenga raiz cuadrada exacta, es que
sus dos términos sean cuadrados perfectos.

103. Segundo caso. Fara extraer la raia cuadrada de
un guebrado cuyo denominador sea cuadrado perfecto, no
siéndolo el numerador, se extrae la raiB entera del numera-
dor, y ésta se divide por la exacta del denominador. El que-
brado que con tal motivo resulte, sera el valor de la raiz
cuadrada que se deseaba encontrar, con un error menor
qug la unidad dividida por la raiz exacta del denomi-
nador.

Se trata de hacer ver que -g- es la™”con unerror

. 1 29 N .
menoi que . En electo,  se halla comprendido entre

25 9 . my
G4 GV valor de la y — serd maj-or que vy

menor que , diferenciandose de cualquiera de ellos, y
por consiguiente do en menos do  de unidad.

104. Se vi6 (47) la manera de obtener la raiz cua-
drada do un nimero entero aproximada & la verdadera
en menos de una unidad; y si ahora se quisiera obtener-
la expresada raiz con majmr api-oximacion, se consegui-
ria el objeto transformando el entero en quebrado equi-
valente, cuyo denominador sea un cuadrado perfecto; y
en tal forma se podré encontrar, por virtud do la regla
expuesta en esto segundo caso, la raiz cuadrada do un
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jiimero entero, aproximada & la verdadera en menos de
la parte alicuota de la unidad que se desee.
i4ea a un numero entero del cual se quiere extraer la

raiz cuadrada con un error menor que unidad.
Se tiene (65) que , do donde V»:Vl':
\/ab"\

, (1) lo que manifiesta que jjam exiraer la raiz

cuadrada de un numero entero, en menos de una parte ali-
cuota de la unidad, se multiplica el entero xror el cuadrado
del denominador de la mencionada parto alicuota, se extrae
la raiz cuadrada entera del producto, y esta raiz se divide
por d antedicho denominador.

Ejemplo : extraer la raiz cuadrada de 19 en menos de

de unidad, segun la regla :

J3 13 13

105. Tercer caso. Vara extraer la raiz cuadrada de
un quebrado cuyo denominador no sea cuadrado perfecto, se
multiplican sus dos términos por el denominador, 6 por un
ninnerM tal, que transforme al (quebrado propuesto en otro
cuyo denominador tenga raiz exacta, con cuyo motivo este
caso queda reducido al anterior.

A L3 AIBXT V1 con un error

Ejemplo 10 (
menor que -- de unidad.

: 2 V2 6 A
Elemplo20y ¢ =y 5@ A /1 144" 12 "12" A

eon un error menor que  de unidad.
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Si el (Iciioininaclor difl quebrado, que se considera, no fuese nu-
mero primo, ni un producto de factores primos distintos, como
sucede, en el ejemplo 2.0 anterior, se simplifica la operacion
transformando el quebrado en otro equivalente, cuyo denomina-
dor sea el «iiaémo cuadrado "er/Vefo, el cual puede deducirse
por virtud de las siguientes coasideracioues : todo nimero des-
compuesto en tactores, al multiplicarlo por si mismo, se obtendra
tm resultado, que estara formado de- aquellos fiictores afectados
de expoueutes pares *21, Cokolario 2.9; de aqui se infiere que
la condicion necesaria y suficiente para que un nimero descom-
puesto en factores primos sea cuadrado perfecto, es que los ex-
ponentes que les afectan sean de grado par. Luego para conse-
guir determinar el minimo cuadrado perfecto del denominador
de un quebrado, que, como antes se dijo, se supone irreducible
se descompondria el citado denominador en sus factores pi-imos
y se multiplicarian los dos términos del quebrado, Unicamente
por el producto de aquellos factores que tengan exponentes im-
pares.

Obsérvese que la regla (104) es también aplicable al caso en
que se desee obtener la raiz de un quebrado en menos de una
parte alicuota de la unidad, supuesto que nada impide que en
a expresion literal deducida (1) se considere al nimero a como
fraccionario.

Pal a extrae)' la raiz cuadrada de un ndmero mixto, se
reduce este a quebrado, y se extrae su raiz como mi los an-
teriores casos.

106. XUVEROS DEOIMALES—Para extraer la raiz cua-
d)ada de un decimal, se h agrega & su derecha un cero, en
el caso de que la parte fraccionaria tenga un ndmero impar
de cifras, y seprescinde de la coma; una vez hecho esto, ex-
traigase la raiz del nimero como si fuera entero, y, de la
derecha del residtado, se separanX la mitad de cifras deci-
males que tuviere el nimeo'opropuesto.

tn efecto, si se tratara de extraer la raiz cuadrada de
0,l0129, deberia agregar.se un cero 4 su derecha, con lo
cual se habra conseguido que el denominador del que-
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brado ordinario equivalente fuera cuadrado perfecto, con
cuj'o motivo al poner en practica lo dicho (103 y 105),
gueda justificada la regla que se acaba de exponer.

Asi se tendria:

151290_VI512yU_
(2000)2 1000

raiz aproximada a la verdadera en menos de 0,001.

Si ahora se desea que la raiz se aproxime & la verda-
dera en menos de una unidad fraccionaria decimal cual-
quiera, no habria sino apoyarse en el orden de considera-
ciones que anteceden (104 y 105), empezando por hacer
que el nimero de sus cifras decimales, fuera doble del que
ha de tener la raiz que se busca, para lo cual habria nece-
sidad de escribir & la derecha de aquél los ceros que fue-
ren indispensables para que se consiga esta circunstancia,;
se prescindiria desde luego de la coma, extraeriase la raix
del nimero que asi se forma, y del resultado deberian
separarse la mitad de cifras decimales que posea el nu-
mero de quien se ha obtenido la raiz.

Ejemplo : aproximada a la verdadera en me-
nos de 0,0001.

Como quiera que la raiz ha de tener cuatro cifras deci-
males, para obtener ésta habria que agregar & la derecha
del nimero que se considera cinco ceros, extraer la raiz,
cuadrada del resultado, y se tendria el nimero 34565, del
cual habria que separar por medio de la coma las cuatro
primeras cifras de su derecha, segin se hace patente por

N VIT.948xr00002 =3 4565.
roo(jo*
Al extraer la raiz cuadrada en semejantes casos, €s in-
diferente escribir los ceros necesarios a la derecha del nu-
mero propuesto ¢ agregarlos de dos en dos & los diferen-

V,15129= =0,123,

la expresion
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tes residuos. Cuando el nimero propuesto contenga mas
cifras decimales que el doble de las que ha de tener la
raiz que se busca, se prescindird en aquél de todas aque-
Ilas cifias que excedieren de las indispensables.

107. Cuando se desee extraer la raiz cuadrada de un
ndmero entero con un error menor que una parte ali-
cuota de la unidad, es preferible que ésta sea decimal,
pues de ese modo se facilita la determinacién del cua-
diado del denominador que corresponde 4 la citada
parte de la imidad, asi como también la obtencién del
producto de este cuadrado por el niimero propuesto y
la division de la raiz hallada por el antedicho deno-
minador.

De la expresion (1) deducida (104), se infiere que pam
extraer la raiz cuadrada de un nimero entero, en menos de
una unidad decimal, se escribiran & la derecha de aquél
tantas veces dos ceros como exprese el orden decimal que
marca la aproximacion; se extraerd la raiz cuadrada del
numero que resulta, y deberan segxirarse en la raiz hallada
ta[][tas cifras decimales como pares do ceros se hubieren es-
crito.

Ejemplo; extraer la \/1269 aproximada en menos
de 0,01:

Vi209=

V12690000
100 =35,02.



CAPITULO VL.

Transformacion de los quebrados ordinarios
en decimales y viceversa.

108. Siendo maés sencillo y breve el operar con frac-
ciones cuando éstas se presentan en forma decimal, se-
gun se ha visto (Capituto V), se explica la convenien-
cia de que se investigue la manera de convertir & esta
clase de fracciones, los quebrados ordinarios que pudie-
ran proponerse.

Si por ejemplo se quisiera expresar el quebrado irre-

ducible :;jl’ en decimal equivalente, necesario seria aven-
i

guar las unidades de diversos érdenes de que se compone
la fraccion decimal que se busca. Para conseguirlo, ob-
sérvese que como todo quebrado ordinario se puedo con-
siderar como un cociente indicado, y al efectuar la division
del numerador por el denominador se obtendra para la
parte entera del resultado, el nimero 5, y 11 como re-

siduo; pero la division de estas 11 uni-

91 I  dades por IG equivale a dividir 110 dé-
no 5 G875 cimas por el mismo divisor 1G; luego
* 140 ’ (22) las décimas del numero pedido se-
: 1220 ran Gy quedara un residuo de 14 dé-

cimas que, transformadas en centesi-

mas, se convertirian en 140 centési-

mas, las cuales, divididas por IG, dan 8 centésimas en el
cociente y 12 en el nuevo residuo, el cual equivale & 1.0



- 122 _

milésimas, que divididas por 16 dan por cociente 7 milp

Sma" c,ue®™ A "Ainades de este Gltimo orden de-

V4

TP H 1.

” »' j«Oralo f«o.e,,0{jiNT ;N:Z1

e. W ,,., ¢lacaatdad /e s,

IGe -a posible expresadla sin error «lg,,,,,, en ¢,
mal, por acontecer entonces que la nueva unidad fraceio

“ deci

®'|bu I« regla que se acaba de deducir, se infiere trae
cam,l, o ,fe,»./,,,d,,r ,.ralo nroi.aile «es ’ ~’

ponga, descompuesto en su" st > A N

sinoalSoalrA primos no contuviese
trl L | ) ) podria
tran foimarse con toda exactitud en decimal; pero en el

contrario, esto es, .; «i el mencionado denominador
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existiera algun factor diferente de los citados, el quebrado'
que se considera no podria expresarse sin error alguno en
aquella forma.

En efecto : segun la primera parte de esta proposicion,
todos los factores primos del denominador aparecerian
en el producto de multiplicar el numerador del quebrado
por 10", en donde n represente un ndmero entero sufi-
cientemente crecido; luego la division seria exacta (59) {)..
Esto no sucederia cuando en el denominador existiera
un factor que ademas de ser primo con el numerador, lo
fuera también con 10" segun se dijo (60).

Con el ejemplo anterior se ha visto un caso en el que
un quebrado ordinario era reducible & fraccién decimal
exacta; véanse ahora otros dos en los que sucede lo con-
trario.

Transformar los quebrados G Y 4 fracciones de-
cimales.

1."m ejemplo ; 60 13
'820 0,461538461538.... @9
70
.?Q
10
*60

a
(*) Si se considera al quebrado irreducible 5;;*g»  verih-

carii que manifiesta que la fraccién deci-
mal exacta equivalente al quebrado propuesto, tiene tantas ci-
fras decimales como unidades posea el mayor de los exponentes
de los factores 2 y 5.

(**) Por medio de puntos suspensivos se indica que contindan,
indefinidamente los periodos en una fraccion decimal.
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2.“ ejemplo : 470 148
*260
1120  0,31756756....
*+840
1000
- 112

_ Estos numeros decimales, obtenidos como cocientes
inexactos en uno y otro ejemplo, constan de cifras que se
lepiten indefinidamente, por cuyo motivo se llaman frac-
ciones pendd,cas. El grupo de cifras que se repite cii las
fiacciones de esta indole recibe el nombro dejieriodo.

lio. EI teorema anterior pone de manifiesto la con-
icion necesaria y suficiente para que una fraccion ordi-
naria sea convertible en decimal exacta; al paso que el
oripn y existencia de las fracciones decimales periddicas
se hace patente al demostrar la proposicion siguiente :
fodo quebrado ordinario que no sea reduciUe & fraccién
cecimal exacta, equivale & nna f raccion periddica. En efec-
to, el procedimiento que se sigue para convertir un que-
brado ordinario en decimal, hace ver que en las divisio-
nes que con tal motivo habria necesidad de efectuar, se
tendria una serie indefinida de residuos que como se
sabe deberian ser menores que el divisor; de modo que
si al llegar a practicar tantas divisiones como unidades
menos una tuviere éste, no se hubiese obtenido un co-
ciente exacto, sucederia que al verificar la siguiente, ten-
eria que resultar repelido alguno de los residuos ante-
riores, y con tal motivo irianse reproduciendo las mismas
cilras en los residuos y cociente, apareciendo dispuestas
en Igual orden y sucediéndose indefinidamente
Obsérves™e que, en el l.er ejemplo, se tiene el valor del

quebrado ~ en menos de una billonésima, supuesto que
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el nimero que se desprecia es igual &  do billouésima;
y el segundo resultado se diferencia del verdadero en
Tis de cien millonésima, numero inferior & una cien mi-

llonésima. Continuando la escritura de cifras en los res-
pectivos cocientes, pudieran obtenerse uno y otro todavia
con mayor aproximacion.

m Abora bien; como quiera que el cociente com-
pleto de toda division inexacta equivale al cociente en-
tero, mas un quebrado cuyo numerador es el residuo y
su denominador el divisor, aplicando & este quebrado el
procedimientd expuesto (108) pue,de obtenerse el valor
de un cociente indicado en menos de una unidad decimal
del orden que se haya prefijado.

Cuando la cifra 6 cifras que forman el periodo co-
mienza en las décimas, como sucede en el 1" ejemplo,
entonces so dice que la fraccion es J"eriddica pura; mas
si el periodo principia en otro lugar decimal, como acon-
tece en el 2.° ejemplo, se le aplica la denominacién de
periodica mixta.

112. FilACCrOXES decimates peiiiodicas, — Siempre que
so deseo efectuar una operacién en la que intervengan
esta clase de fracciones y se quiera obtener con rigurosa
exactitud el resultado, hay necesidad de convertir preci-
samente éstas en quebrados ordinarios. Al quebrado or-
dinario irreducible, equivalente & un nimero decimal co-
nocido, se denomina fraccion (jeneratrii..

I"ara encontrar la generatriz de una fraccion periodica
pura, se pone por numerador el periodo, y por denominador
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tantos nueves como cifras posea el mencionado periodo

En efecto, sea la fraccion 0,754754....;si se representa
por / la generatriz, resultard /=0,754754....; multipli-
cando ambos miembros de esta igualdad por 1000, ¢ sea
poi la unidad seguida de tantos ceros como posea el pe-
riodo, resultard 1000/=754,754754....; restando de esta
igualdad la que antecede, aparecera 900/= 754; luego

si 999/ equivalen & 754, una vez / valdra ~ n

113. Para determinar la generatriz de una fraccion pe-
riodica mixta, se escribe por numerador la parte irregular,
msea la liarte no periddica, seguida de un periodo, menos la
antedicha parte irregular; y por denominador tantos nueves
como cifras tenga elpeHodo, seguidos de tantos ceros como
guarismos tinga la precitada parte irregular.

En efecto, sea la fraccién 0,3175075(1....; represen-
tando también con la letra / la generatriz, se tendrd
/=0,31756756.... Multiplicando ambos miembros de esta
igualdad por 100000, con el fin de que la coma venga &
colocarse & la dereclia del primer periodo, aparecera la
igualdad 100000/=31756,756756....

Si se multiplica también la primera igualdad por 100
-de modo que la coina venga & estar & continuacién de la
parte no periddica, se obtendra f00/=31,75G756....

Restando ahora ordenadamente estas dos Ultimas equi-
valencias, resultard que 99900 /=31756-31; de donde

se deduce que/= 31756—31 31725 47
99900 ~ > 99900~148'F

(*) Este resultado manifiesta, que la fraccion oeneratriz
equivalente a una fraccion decimal peridédica pura, ®no puede
contener al factor 2 ni al factor 5. pueac

(**) Segln manifiesta la difereiieia indicada que aparece en
el numerador, éste no puede terminar en cero, [POr cuy”motivo
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114. F racciones decimales no periédicas.—EStas se
dividen en exactas é inexactas, segun que sea limitado 6
né el nimero de sus cifras decimales.

Cuando las fracciones decimales son exactas, se trans-
forman en quebrados ordinarios sin mas que poner de
manifiesto en ellas el denominador que les corresponde
(83) y simplificar el quebrado que, en forma ordinaria,
resulta; asi:

35

Si se quisiera comprobar tanto este Gltimo resultado
como los dos anteriores, no habria sino transformar el
guebrado ordinario obtenido en decimal, y es evidente
que, si la operacion ha sido bien efectuada, aparecera
reproducida la fraccion propuesta.

115. Obsérvese ciue tanto estas fracciones como las
periddicas, siempre puedo suponerse que provienen de
reducir un quebrado ordinario 4 decimal y por consi-
guiente como si fueran el resultado de una divisién; no
sucede lo mismo con aquellas que sin ser periodicas se
componen de un nimero ilimitado de cifras, cuya exis-
tencia quedé demostrada (101y 102). No siendo posible
convertir esta clase de fracciones decimales en quebrados
ordinarios que les sean rigurosamente equivalentes, pue-
de obtenerse, sin embargo, su valor aproximado con
menor error cpie una unidad de cualquier orden, sin mas
que despreciar todas las cifras decimales que estan colo-

el denominador de la fraccién generatriz de otra decimal peri6-
dica mixta, se tendra que componer de los factores 2y 5, 6 por
lo menos de uno de ellos, elevado & unapotencia cuyo exponente
serda igual al numero de cifras que posee la parte irregular, y»
ademas, de algun factor distinto.
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cadas & continuacion de la de este orden y liallaiido, como
en’eleCaso anterior, el quebrado ordinario que lo corres-

d «V’Mero inconmensurable
, 410J.6030.... en quebrado ordinario, con un error
por delecto menor que 0,00001, no habria sino aplicar

la regla que antecede y se tendria como valor

aproximado de la fraccion generatriz pedida.
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CAPITULO VIL
Igualdades fraccionarias.

BSFiiricioirES.

116. La expresion de dos quebrados equivalentes, se-
parados por medio del signo igual, recibe el nombre de
iproporcién 6 igualdad fraccionaria, y cada uno de los que-
brados de que se compone toma el nombre de razén (*).
Segun esto, cociente, quebrado y razén de dos nimeros
son una misma cosa. Los términos de cada razén se de-
nominan antecedente y consecuente, que respectivamente
corresponden al numerador y denominador, 6 sea al di-
videndo y divisor de una division indicada.

Asi como en la divisién acontece que el dividendo es
igual al producto del divisor por el cociente, asi también
se tendrd que el antecedente sera igual al producto del
consecuente por la razon.

La igualdad fraccionaria "§= ng escribirse tam-

bién en la siguiente forma : 3:7;;12:28, que se lee di-
ciendo : 3esa 7 como 12 es & 28.

(*) Se entiende por razén 0 relacion en general, el resultado
que se obtiene al comparar dos niameros. Mas como quiera que
esta comparacion puede hacerse bien sea examinando las veces
que un numero contiene & otro, 6 bien determinando en cuanto
excetle el primero al segundo, de aqui, que en agqirel caso se
tenga la llamada razén por cociente y en este Gltimo la denomi-
nada razon por diferencia. En el presente capitulo siempre se
hace referencia & la razon por cociente.
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lili primero y cuarto término de una proporcion se lla-
man extrafios, y el segundo y tercero medios. Los térmi-
nos de una proporcion no sélo pueden ser enteros sino
también fraccionarios.

Se dice que una proporcion es continua, cuando los
medios son iguales, y entonces el numero repetido, que
ocupa los lugares que corresponden al primer conse-
cuente y al segundo antecedente, se Illama medio propor-
cional. El cuarto término de una proporcion continua re-

cibe el nombre de tercero pt™opoi'cional al primero y se-
gundo.

ARTICULO 1.

Propiedades de las igualdades fraccionarias.

117. Si cucd) 0 nimeros forman proporcion, el producto

de los extremos es igual al de los medios. En efecto, siendo

G/ G
~1 feuiltiplicando ambos miembros de esta igualdad

por el producto de los consecuentes, resultara

de donde (31) ad=hc. A A
Reciproco (¢). Si elproducto de dos nimeros es igual al
de ot) os dos, se podra formar con estos cuatro nima'ospro-
porcidn, siempre que sean medios 6 extremos losfactores de
cada producto. Pues, segun la hipotesis, se tiene ad=bc;
si ahora se dividen ambos miembros de esta igualdad

.Reciproco de un teorema es otro teorema cuyo enunciado
S la conclusién del primero y por conclusion sil
i lio siempre son ciertos, seg-un puede

n_algunas de las proposiciones conocidas. 8, -
|jAB|Oe® g prop (28, Coro
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por el producto de dos factores, uno de cada miembro,

por ejemplo : se tendra donde, simplifi-
cando, resulta a g

118. En toda jyroporcion un término extremo es igual al
producto de los medios dividido p>or el otro extremo. En

efecto; de la proporcion y=4 se tiene que ad=bc, de

donde dividiendo ambos miembros por a se tendra d= be

Ejemplo : donde d—4)’gg =12
En toda proporcion un medio es igual al producto de los
_ . 0
extremos dividido por el otro medio. En efecto, “ A

ad=bc) dividiendo ambos miembros por b se tendra

ad
c:-b.

Ej‘empilo: 3 ¢ *®donde c=2§‘1—2=30.

119. En toda jproporcion continua el término medio es
igual & la rai: cuadrada del producto de los extremos. Sea

la proporcién tendrd b*=ac, de donde, extra-
yendo la raiz cuadrada de ambos miembros, resultara
b—\/ac.

Ejemplo : donde S=V-tX1b=8.

Es evidente que si dos proporciones tienen una razén
comun, las otras dos razonesfwmaran también proporcion.

120. Si se multiplican ordenadamente varias propor”
dones, losproductos forman proporcién.
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En efecto, si se tienen las proporciones: —= —

4 ¢ b cvh' d”
y se multiplican ordenadamente, resultard

aa'a’ cc'd ,

ovVW—dd'd™ deseaba demostrar.

Las potencias del mismo grado de los cuatro términos de-
una proporcion forman también proporcion. Pues si se ele-
van & la potencia del grado n los dos miembros de la
igualdad fraccionaria @ g setendra que & 7 que

es lo que se deseaba demostrar.

ABTIOTJLO II.

Transformacion de las igualdades fraccionarias.

121. Del reciproco del teorema fundamental (117) se
deduce que pueden cambiarse de lugar los términos de
una proporcién, sin que ésta deje de subsistir, siempre
que en las modificaciones que con ella se efectden, resulte
que el producto de los medios sea igual al de los ex-
tremos.

Asi, en la proporcion ~==-~1 alternando (*) los térmi-

(*) Segun esto, una proporcion so puede disponer en ocho
formas distintas; asi de la igualdad fraccionaria %z %, se dedu-

cirian las siguientes:
B 3w21 3N 2 14 2% 14_21 21_3 21 14
14 21" 2 14 21 14 21 3' 2" 3’ 14" Y ' T " ¥’
Cuando se mudan de lugar los medios 6 los extremos, se llama
alternar los términos. Si se ponen los medios por extremosy
viceversa, se dice que es inveHir la proporcion; y, finalmente,

si la segunda razon se escribe como primeray ésta por segunda
denominase permutar las razones.
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DCS medios, se tendria Y aquélla se alternan

los extremos, resultaria 0 @ invirtiendo la proporcion

propuesta, se obtendria -~ =4’ " Permutando las razo-
nes apareceria la proporcién

122. Una proporcién subsiste aun cuando se multipli-
guen un término medio y un extremo por un mismo nimero.

a 1 am c
En efecto, de la proporcion y = & se be{juce

.,.am cm

y también
Este teorema permite transformar una proporcion que

tenga términos fraccionarios, en otra cuyos términos sean

enteros. Asi, en la proporcion

plican los dos términos de la primera razén por 24,
M c. M de sus denominadores, se tendria 15:14; y
multiplicando por 3 los antecedentes, resultaria45:14; :2.a;.

Corolario.—Una proporcion subsiste aun cuando un
término medio y un extremo se dividan por un mismo nu-
mero. Apoyandose en esta proposicion puede simplificarse
una igualdad fraccionaria, dividiendo un medio y un ex-

m tremo por el factor 6 factores que les fueren comunes.

123. Un toda proporcion la suma 6 diferencia del an-
tecedente y consecuente de la primera razon, es al antece-
dente 6 consecuente de la misma, como la suma 6 diferencia
del antecedente y consecuente de la segunda razon, es al an-
tecedente 6 consecuente gue le corresponde.



134 —

Eu efecto, si se aflade 6 quita eu la igualdad ~b—~a

a4 cada antecedente su consecuente respectivo, las dos ra-
zones aumentardn ¢ disminuiran en una unidad, y por
consiguiente subsistiran las igualdades

a—b_c—(l
b d'" b~ d

Invirtiendo la proporcion propuesta, se tiene A —I?.
a ¢’

de donde se deducen las igualdades fraccionarias
a\b c\-d a—b c—d

a Y 3

124. En toda proporcion lasima de los dos términos
de laprimera razdn es & sn diferencia, como la suma de los
términos de la segunda razon es & su diferencia. De la

igualdad fraccionaria — se deduce, por el teorema
anterior, que ap
temando en una y otra proporcion los medios, se tendria
a-\-b b a—0bf
c-~d d A —~d"' 7 verificaria
a—b T T i
donde, alternando los medios, resul-
taria
a—b c—d

125. En toda proporcion la suma de los antecedentes-
(*) Se supone que es a>6; pero si los antecedentes fueran
en la proporcién menores que los respectivos consecuen-

tes, entonces ésta se escribiria en la siguiente forma: —=A .
a c*
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es & la de los consecuentes como un antecedente es & su con-
secuente.

Sea la liroporcion alternando los medios se
tendrd — g ; 'y aplicando ahora lo dicho (123), resul-
c

de donde volviendo & alternar los me-
¢ ,d . . . gpC T
dios quedara, con la igualdad fraccionaria  j » /i
mostrado el teorema. _ _

Corolario.— toda serie de razones iguales, la suma
de antecedentes es a la de consecuentes como un antecedente
cualgidera es a su consecuente.

Om U- la serie de razones iguales que

6 d / b )
se propone; por el teorema que antecede se tendrd que

dedonde » = 4 '~

consideracién, se tendia que y’ 4 .ea
a-\-c-\-o_il. , atencion también se verificard que
b-\-d-{-f i

a-\-c-\-e-\rd 1g eual es lo que se deseaba probar.

H-d+/+7i
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PARTE SEGUNDA.

CALCULO DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

LIBRO 1.

OPERACIONES FUNDAMENTALES.

CAPITULO 1.
Sistema de pesas y medidas.

CGENERALIDADES.

126. Aun cuando la eleccién de unidad sea arbitiaiia
segun se dijo (), sin embargo, cuando se trata de medir
un conjunto de cosas que, bajo un concepto cualquiera,
son iguales, entonces la misma naturaleza de éstas parece
gue sefiala en cada caso, cudl ba de ser la unidad que
conviene adoptar; tal sucede cuando se desea apreciar
una arboleda, una piara de vacas, etc., en donde un ar-
bol, una vaca, etc., 6 la reunién de un cierto nUmero de
estos objetos, seran respectivamente las unidades que
procede considerar. No acontece lo mismo cuando se quie-
re medir el tamafio 6 el peso de un cuerpo, la duracién
de un suceso, etc., supuesto que ya entonces no existe
aquel género de limitacion en la unidad que se fije; mas
como quiera que el resultado que se obtiene al medir una
cantidad, ha de ser conocido de los demas hombres, se
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tace necesario convenir de antemano en cuéles han de
ser las unidades que se han de adoptar en las relaciones
comerciales que entre aquéllos medien. Por otra parte,
conviene ademas, que la unidad de medida posea una
magnitud apropiada al tamafio de la cantidad que trata
de apreciarse : una magnitud pequefia procede que se
compare con una unidad pequefia, al paso que una can-
tidad grande reclama para su apreciacion una unidad
crecida, pues de no ser asi, esto es, si la unidad -fuese
muy chica y la cantidad medida considerable ¢ viceversa,
siempre resultaria esta Ultima expresada con muchas ci-
fras, lo cual tras de dificultar el poderse formar una idea
aproximada de su valor, exigiria en los calculos en que
aquélla interviniese, operaciones mas laboriosas que las
que se efectuarian, si la expresion do la cantidad & que
se hace referencia hubiera poseido la debida sencillez.
De aqui se desprende la conveniencia de que en cada
clase de medidas haya diferentes unidades.

127. Las clases de unidades que se consideran en los
usos mas corrientes de la vida son : de longitud, de super-
Jicie, de capacidad, dejjeso, de tiempoy de numerario. Las
unidades lineales, de superficie y de capacidad se llaman
vulgarmente medidas; las de peso reciben la denomina-
cion de pesas, y las de numerario monedas.

La designacion de las unidades adoptadas y el conoci-
miento de éstas y de su mutua dependencia, constituye
lo que se llama sistema de pesasy medidas. Un sistema
de pesas y medidas se dice que es legal en una nacion,
cuando se halla impuesto por su Gobierno.
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ARTICULO 1.

Sistema métrico.

128 Este sistema es el legal en Espafia. Todas sus
unidades se derivan de la unidad de longitud llamada
metro, por cuyo motivo es la fundamental del sistema.
Los multiplos de las unidades principales se designan an-
teponiendo al nombre de cada una de ellas las palabras
griegas fieca, hecto, hiloy miria, que en abreviatura se
escriben D., H., K. y 3f-, y respectivamente significan
diez, ciento, mil, diez mil: los divisores se expresan ante-
poniendo al nombre de la unidad principal las palabras
de origen latino deci, centi y mili, que significan décima,
centésima y milésima, y se expresan abreviadamente por

medio de las letras d-, C. y m. o o
129. Unidades lineales.—La unidad principal de
éstas es el metro, que tiene por longitud la diez milloné-
sima parte del cuadrante del meridiano terrestre que pasa
por Paris. Esta unidad se representa con la letra m.
Las unidades lineales y sus relaciones con la principa

son las siguientes:

Miriametro. (Mm.) = 10000 metros
1000

i , Kilémetro. . (Km.) =
Multiplos ] Hectémetro . (Hm.) = 190
( Decametro. . (Dni.) = 10
. . _ 1
Unidad principal. Metro . . *(m,) =
i%ecimetro. } dm.; — 8,31 de metro..
ivi entimetro.. (cm.) — \
Divisores............. [ Milimetro. . (mmi) = 0,001

En este cuadro se ve que una unidad cualquiera con-
tiene diez de la inmediata inferior.

De lo dicho (126) se infiere que para medir grandes
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distancias se debera tomar por unidad el kilémetro 6 el
miriametro : en agrimensura se usan con frecuencia el
ecametro 0 el hectometro : paralas necesidades mas fre-
cuentes se emplean el metro y el decimetro : vy, final-
ente. con objeto de apreciar pequefias'longitudeLe usa
con preferencia del centimetro y del milimetro

IdO. Unidades de SUPERFiIcIE.-La unidad principal
de superficie es el metro cuadrado, cuya figuréesta re-

i (11 4
dos foimaiido angth Fios tambieén igualea.

Si cada lado del cua-
drado tuviese de longi-
tud un metro y se traza-
ran rectas rjue uniesen
los puntos de division
que sefialan en los lados
opuestos los decimetros
lineales, segiin se ve en
la figura que aparece al
margen, resultardn con
tal motivo 10 fajas 6 ti-

A Ias, cada una de las cua-
'es constara & su vez de diez decimetros cuadrados y
por consiguiente las 10 fajas contendran un total de
100 decimetros cuadrados.

Del mismo modo pudiera hacerse ver que cada deci-
metro cuadrado contieno cien centimetros cuadrados, v,
en pneral, se tendra que ¢oda unidad de stq'erjicle, perle-
neciente al sistema métrico, contiene 100 de la inmediata in-
fenor osea un ndmero de éstas igual & la segunda poten-
cia del numero de veces que la unidad lineal de la primera
contiene a la unidad de longitud & que se refiere la segunda

Un agrimensura se considera ademas otra unidad
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principal de superficie llamada area. Esta es un cuadrado
cuj'o lado es un decadmetro, el cual se representa por me-
dio de la letra a
Segun lo que se acaba de exponer, las unidades super-
ficiales y sus relaciones con la principal, son las si-
guientes :

Miridnietro cua-

drado .o, (Mm .-) = 10000~ =100000000 m.=
Kildmetro cua-
drado ..ceeveveene (Km.'») = 1000= = 1000000 »
Hectémetro cua-
drado 6 hectarea. (Hm.- G Ha.)= 100= _ 10000 >
Decametro cua-
drado 6 area.. . (Dni.- 6 a.) = 0= = 100 »

Unidad principal: Metro _
CUADRADO 6 CBNTIAREA. (m. 6 ca.) = 4= = 1 >

/ Decimetro cua-
i drado .o idm.n) = 01= = 0,01

Diviso-) Centimetro cua-

tes.

1 drado . . . (cm.-) = 0,01= = 0,000L
t Milimetro cua-. (mm.-) _ 0,001 0

De donde se deduce que no es lo mismo decir miria-
metro, kilometro, hectometro y decdmetro cuadrados, que
decenas de millar, millares, centenas de millar y decenas
de metro cuadrado; ni tampoco es lo mismo decimetro,
centimetro y milimetro cuadrados, que la décima, centé-
sima y milésima parte de un metro cuadrado.

Obsérvese bimbién que no aparecen en el cuadro que
antecede ni la decérea ni la deciarea, porque como en el
sistema meétrico las unidades superficiales tienen la forma
de cuadrados cuyos lados cuentan con un nimero exacto
de metros, no es posible representar los 1000 que
posee la decéarea ni tampoco los 10 4 que equivale
la deciarea (48).

131. Unidades de volumen—La unidad principal es
el metro cubico.

Il

dewt.-

»
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Se llama cubo al cuerpo terminado por seis caras 0
planos iguales, teniendo cada uno de éstos la forma de
un cuadrado. La figura 1» representa un cubo, y si se
supone en él que cada lado 6 arista tiene un metro lineal,
resultara lo que se llama un metro cubico. Si se divide k
aHura de éste en 10 partes iguales y por los puntos de di-
vision se le corta por planos paralelos & las bases, quedara
el metro cubico dividido en diez capas 6 porciones iguales,
una de las cuales esta representada en la figura 2®Si abo-
ra se supone dividido el ancho aparente de esta capa 0
tonga en diez partes también iguales y por los puntos de
division se consideran planos paralelos al del dibujo, re-
sultara dividida esta tonga en 10 barras iguales, cada
una de las cuales tendra un decimetro de alto, otro de
ancho y un metro de longitud. Si el largo de una de es-
tas barras 0 listones se divide también en 10 partes igua-
les, segin se ve en la figura 3.*y por los puntos de di-
vision se trazan planos que sean paralelos & los que for-
man sus extremidades, resultara descompuesta la men-
cionada barra en 10 cubos iguales al de la figura d», el
cual serd la representacion de un decimetro cubico, y’en
su consecuencia quedara demostrado que cada metro cu-
bico contiene un millar de decimetros ctbicos. Haciendo
extensivo este razonamiento & otra unidad de volumen
diferente, se veria que en el sistema métrico ima tinidad
cualquiera de volumen equivale a 1000 de la inmediata in-
Jhoioi, 6 sea U un ndmero de éstas igual U la tercera jpoten-
cia del nimero de veces que la unidad lineal que determina
la arista de lajrimera, contiene & la unidad de longitud
igual & la arista de la segunda.

Las unidades cubicas y sus relaciones con la principal
son las siguientes :
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[ (3fH.3=10000<  =1000000000000 m*
""i7/-.";= oo = 1000000000
los. \ Hectimetro cu-
([ Y T (Ilm.~N= 1000 = 1000000 »
Decametro cuihi- A
[ (Dm.3)= 103 = 1000
‘nidad jjrindpal: Me-
CEOCUBICO..ceeeeeennnee (mA~A) = 1 3 — X »
iDecimetro cuhi- Nt
[760. s, (dmm~= 013 = 0,001 dem* '
Jj\iS0y Centimetro cuhic 5. 0013 = JoBe
{ Mijimetro cUhi- .\ = 0,0013= 0,000008%8%

Las unidades de volumen superiores al metro cubico
:se usan en muy raras ocasiones. El metro cubico es co-
nocido con el nombre de tonelada de arqueo.

Obsérvese que miriametro, kilémetro, bectdmetro no
representan respectivamente 10000, 1000, 100 y 10 me-
tros cudbicos, asi como ‘tampoco decimetro, centimetro y
milimetro significan 0,1, 0,01, 0,001 de metro cubico.

Si se tratara de medir aridos y liquidos por medio de
las unidades de volumen que acaban de mencionarse, re-
sultaria que, como entre unas y otras existen tan nota-
bles diferencias en su capacidad, en la mayoria de los
casos se careceria de una unidad adecuada para apreciar
la parte del espacio que aquellos cuerpos ocupaban. Con
el fin, pues, de hacer desaparecer tal inconveniente, se
han formado las llamadas unidades de capacidad, que
sirven para medir los liquidos, granos, objetos en pol-
Vo, etc.

132. La unidad principal de las medidas de esta in-
dole es el LUITRQ que consiste en una vasija cuya cabida
es la de un decimetro ctbico. Se expresa con la letra I.

Las unidades de capacidad 6 cabida y sus relaciones
con la principal son las siguientes :
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........... :1000
( Decélitro . (DI.J B 101%
Unidad 2mncipal. Litro. . . [l.=dm.AJ =
Divisores. . . . Decilitro . (dl.J - o1
m( Centilitro. (cl.j S o1

y  mihhtio no tienen existencia real en las colecciones

se trata de medir cuerpos en polvo 6 liquidos en canti-
ades pequefiisimas, como sucede en las platerias y far
maclas, se®aprccian aquéllos al peso. A
133. Unidades de peso.—La unidad princinal es el
gramo, 6 Sea el peso en el vacio de un centimetio cubici

My Ig’spedtlvamleJnte por medio de las letras g.,«T y a

Las diversas unidades de peso y sus relaciones con la
principal son las siguientes :

Multiplos............ i @m
/ ilogramo ﬁ?m) -

Unidad principal.  Gramo. Ia-l 1

Divisoi" i Decigramo. . . do-
IVISOI €S............ | Centl ramo. . %ﬁ_ 8,31
(Miligramo. . . ) o001

La mudad usual es el kilogramo. EI miriagramo el
hectogramo y el decagramo no se usan; se consigue ex-
presal ul numero cualquiera de unidades del primero
por decenas de kilogramo; si fueran del segundo por me-
dio de su equivalente en centenas de gramo, y si del

De lo expuesto se deduce que una tonelada de peso
equivale al de un Kkildlitro de agua que se encuere
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en las condicione? necesarias para formar el peso gramo,
6 sea al pesm de una tonelada de arqueo ocupada por
aquel mismo liquido. También se infiere de lo dicho que
el kilogramo es el peso en el vacio de un litro de agua
destilada, y & la temperatura de 4“ centesimales.

134. Observacion—Las ventajas del sistema métrico-
sobre cualquiera otro de los usados, son evidentes:
1», porque sus unidades, siguiendo, como se ha visto, la
misma ley en su formacion que las de los diversos Orde*
nes en la numeracion décupla, hace que se faciliten la
expresion y el calculo de los nimeros concretos que se
consideren. 2®' porque es entre todos los sistemas de pe-
sas y medidas, el que se halla adoptado por mayor nu-
mero de naciones, contribuyendo esta circunstancia &
que se extienda cada dia mas su conocimiento y & que
se faciliten y esti-echen las relaciones mercantiles que en-
tice aquéllas existen.

ARTICULO II.

Unidades de numerario y de tiempo.

135. La unidad principal de numerario es la peseta,
moneda efectiva de plata cuyo peso es igual & 5 gramos
y 23 milimetros su didmetro.

Las unidades legales puestas en circulacion, se hallan
incluidas en el siguiente cuadro :

MONEDAS DE
ORO. PLATA. BRONCE,

25 pesetas. 5 pesetas. 0,10 de peseta.

20 2 0,05

<10 1 . 0,02

5 0,50 . 001
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La moneda de 5 pesetas recibe el nombre de duro 6
peso fuerte; y toda aquella que sea de mayor valor que
éste se llama doWgji.

Los metales de que se formau las unidades de numerario, no
son sino mezclas 6 aleaciones de oro 6 plata con cobre, 6 de este
metal con estafio y zinc. Se llama fino en las monedas de oro y
plata al metal de mas valor que forma parte de la aleacién. La
ley de la moneda estd determinada par la cantidad de fino con-
tenida en mil unidades de peso de la respectiva aleacion.

El Decreto de 19 de Octubre de 1868 y Keal orden de 21 de
Marzo de 1871, sefialan la proporcién en que han de mezclarse
los metales para la acufacién del numerario; mas como quiera
gue no es facil que éste posea siempre el peso y ley marcados en
las citadas disposiciones superiores, se concede tanto para el uno
como para la otra un permiso O tolerancia que también se fija
en aquellos deci-etos.

Asi, por ejemplo, tratandose do la peseta, se veria que esta
compuesta de 835 i)artes en peso de plata pura y 165 de cobre;
el permiso en su peso, sea por exceso 0 fuerte, 6 sea por defecto
0 feble, se estima en 5 milésimas de g'ramo, y la tolerancia, en
su ley, en 3 milésimas.

136. Unidades de tiempo.—Las principales son el
diay el afio. El dia es el tiempo transcurrido entre dos
pasos consecutivos del Sol por un mismo meridiano. El
afio es el tiempo que media entre dos pasos consecutivos
del Sol por el Equinoccio, y equivale & 305,24222 dias;
mas para los usos corrientes se supone que el afio consta
de 365 dias (afio comin), y cada cuatro de éstos se au-
menta en un dia, componiéndose en tal caso de 366
(afio bisiesto) (*).

i\ (i cada afio bisiesto tiene un error por exceso de
Vriv infiere que al cabo de 100 bisiestos, ¢ sea de
40U anos, aquel error ascendera & 3 dias casi cabales; de donde
se deduce gue cada 400 afos habra que rebajar 3 bisiestos. Asi
se explica que, & pesar de ser bisiesto el afio cuyo numero de

orden compone un mdltiplo de 4, se exceptien de esta regla
.aquellos que siendo seculares, no fueren divisibles por 400.
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Las unidades de tiempo son las siguientes :

El siglo.....cco.e... =100 afios.

El afio..eae. = 12 meses.
La semana. . . .= 7 dias.

El dia....oooveenens = 24 horas.
La hora................ = 60 minutos.
El minuto . . . .= 60 segundos.

Cuando no se requiera una exactitud rigurosa, se ad-
mite que el mes consta de 30 dias, y por consiguiente el
afio de 360.

Los meses de Abril, Junio, Septiembre y Noviembre,
constan cada uno de 30 dias; Febrero tiene 28 en los
afios comunes y 29 en los bisiestos, y los siete meses res-
tantes son de 31.

Entre los multiplos del mes pudieran citarse el semes-
tre, 6 sea el periodo de 6 meses; el cuatrimestre, de 4, y
el trimestre, de 3.

Ademas del siglo existen otros maltiplos del afio, tales
como el decenio, 10 afios; el lustro, 5; el trienio, 3, y el
bienio, 2 (*).

(*) Eecoiiocida.s por todas las ventajas del sistema métrico de
pesas y medidas sobre el que antiguamente regia, y abolido éste
de una manera definitiva desde I.» de Julio de 1893 (Real De-
creto de 10 de Mayo de 1892), se ha omitido en el presente tra-
tado todo cuanto pudiera hacer referencia al sistema invalidado.
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CAPITULO n.
Transformaciones de los nUmeros concretos..

definiciones.

137. Cuando se desea apreciar una cantidad con una
de las unidades superiores del sistema de medidas que
se considere, puede ocurrir que la mencionada unidad
no se halle contenida exactamente en aquella cantidad,
en cuyo caso el resto que aparezca se podréa estimar & su
vez en unidades inferiores, y continuando en considera-
ciones de esta indole, se tendria como consecuencia un
conjunto de nimeros concretos de la misma naturaleza,
peio referidos & distintas unidades, constituyendo lo que
se llama ndmero complejo. Ejemplo : 3 doblones, 1 duro
y 4 pesetas.

Por oposicién, se llama ndmero incomplejo & un todo
concreto referido & una sola unidad; como acontece con
8 litros, 17 horas, etc.

Cuando so tienen dos 6 mas nUmeros concretos, estos
pueden ser homogéneos ¢ heteMogéneos, segin que sean 0
né de la misma naturaleza.

En atencion & lo que se acaba de decir, los nimeros
complejos se expresan ordenandolos segin la magnitud
gue, de mayor a menor, tienen sus respectivas unidades.

El célculo de los nimeros, tanto complejos como in-
complejos, exijo que se halle precedido de la resolucion
del siguieirte problema : Dado un nimero concreto, trans-
formarle en incomplejo de un determinado orden.

Problema es una cuestion en la que se propone encon-
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rar el valor de mia 6 varias cantidades desconocidas 0
incognitas que se hallan ligadas & otras conocidas ¢ dalos.
Resolver un problema es determinar los valores de la
incdgnita ¢ incdgnitas.

ARTICULO 1.

Convertir un nimero concreto en incomplejo
de una cualquiera de sus unidades.

138. Primer problema— Transformar mi incomplejo
en otro también incomplejo.

En la resolucion de este problema pueden ocurrir dos
casos, segun que el incomplejo obtenido sea 6 u6 de or-
den inferior.

Primer caso—EXxpresar 17 horas en incomplejo de
segundo.

Una hora equivale & 3G00 segundos; luego las 17 ho-
ras contendran 3G00 segundos segundos.

Esto manifiesta que para transformar un incomplejo en
otro expresado en unidades de orden inferior, se multiplica
el nimero propuesto, considerado como abstracto, por el na-
mero de veces gue su unidad contiene & aquella en que se
quiere expresar.

Aplicando esta regla al caso en que los nimeros pro-
puestos sean métricos, se hace patente la sencillez con
gue se obtiene el resultado.

Ejemplo 1 —Expresar 87 kilogramos en decigramos ;

Como 1Kg.=10000 dg., los 87 Kg.=87XI0000 dg.=
=870000 dg.

Ejemplo 2.“—Expresar G decametros cuadrados en
centimetros cuadrados;

1 Dm.»=1000000 cm.®, luego los GDmM.2=G000000 cm.A
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139. Segundo caso.—EXxpresar 7928 pliegos de papel
en incomplejo de resma (*);

Gomo una resma contiene 500 pliegos, un pliego equi-

Yaldrd a — de resma, Yy por consiguiente 7928 pliegos
supondran — de resma X7928= 23%8 de resma.

Se”Min esto, para reducir un incomplejo a otro expresado
en unidades de matjor magnitud, se dividird el incomplejo
propuesto, como si fuera abstracto, por el nimero de veces

que su unidad esté contenida en aquella & que se desea re-
ferir el resultado.

Aplicando esta regla al caso de los nimeros métricos,,
se tendra : ’

Ejemplo 1"—Expresar 578 litros en hectolitros :
1 HI., luego 578X ¢ | H1.=5,78 HL

Ejemplo 2® Expresar- 7893456 centimetros cubicos
en metros cubicos:

A iQuUo00 7893456 cm.3=
=7,893456 m.3

140. Segundo problema.— Transformar un ndmero
complejo en incomplejo.

Tambiéir al resolver esta cuestion se pueden presentar
dos casos, segun que el incomplejo del resultado sea 6
noé de orden inferior.

Primer caso. Expresar un complejo en incomplejo de
orden inferior. Como quiera que, todo nimero complejo

77 laventa del papel .se suelen emplear las siguientes
unidades : la bala equivale a 32 resmas; la resma & 20 manos;

la mano a 5 cuadernillos; el cuadernillo a bRIiegos, v el glieé]a
a 4 cuartillas. >
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consta de varios incomplejos en los cuales las respecti-
vas unidades tienen magnitud diferente, se comprende
que aquél equivaldra & la suma de los incomplejos que
resulten al referir cada uno de sus Ordenes al inferior.
En la préctica se facilita la obtencion del resultado, cor
menzando por expresar las unidades de orden superior
del namero propuesto en las del inmediato menor, y se
le afiaden al producto las unidades que hubiere de este
orden en el complejo que se considera; la suma asi ob-
tenida se reduce al orden inmediato inferior, y al resul-
tado se le agregaran las unidades que hubiere de este
orden en el nimero propuesto, y asi se continuara proce-
diendo del mismo modo basta llegar & las unidades pre-
viamente designadas.

Segun esto, para expresar 4 afos, 2f dias, 16 horas y
19 minutos en incomplejo de minuto, se haria uso del
procedimiento que se acaba de exponer, y dispondriase
la operacién como sigue ;

4 afos.
3ti5 difis.

1460
25

1485 dias.
24 horas.

~M40
2971
16
35656 horas.
60 iniiuitos.
~2139360
19

239379 mhuitos.

Haciendo aplicacién de este procedimiento a los na-
meros métricos, se tendra ;
Ejemplo 1®—Reducir 7 hecté metros, 3 metros, 8 de-
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cimetros y 9 milimetros & incomplejo de milimetro:

El resultado se ve desde luego que es igual &
703809 mm.

Ejemplo 2 o—Reducir 7 3m2 8dm”y 9mm.z2
& incomplejo de mm.A ;

El resultado seria 70003080009 mm .2

141. Segundo caso.— Transformar un complejo en in-
complejo de un orden diferente del inferior. Para resolver
este caso, bastara expresar el complejo propuesto en in-
comidejo de orden inferior, y luego el resultado obtenido
se transformara en incomplejo del orden que se desee
(139). En la pi4ctica se facilita esta operacion reduciendo
los ndmeros de drdenes superiores & incomplejo del giie se
hayafijado en el enunciado de la cuestion, y al resultado se
le afiaden las unidades que del mismo orden existan en el
complejo 2y=>'opuesto; luego se reducen G incomplejo del ul-
timo orden aquellos que sean inferiores alfijado, y & incom-
plejo de éste el nimero gue se acaba de hallar, y finalmente,
se suman los dos residtados obtenidos.

AE jemplo.— Transformar 9 resmas, 15 manos, 3 cuader-
ni”os, 4 pliegos y 1 cuartilla & incomplejo de cuader-
nillo ;

9
_20 manos. 4 cuartillas.
16
15

5 cuadernillos. 17 cuartilla.s=E de cuadernillo.
3

Resultado: 978 cuadernillos y ~ de cuadernillo.

En la operacion que aparece a la izquierda, se reducen
las,9 resmas, 15 manos y 3 cuadernillos & incomplejo de
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cuadernillo, y por la de la derecha se tienen expresados,
también en cuadernillos, los 4 pliegos y 1 cuartilla.

Haciendo aplicacion de lo dicho & los nUmeros métri-
cos, se tendra desde luego que el nimero 7 Km., (>Dm.,
7 dm., 8 cm. y 3 imn., expresado en ni., equivale &
7060,583. Asi como también 23 Hm.A, 8 m”, 76 cm”™ y
81 mm. equivale & 230008,007681 m.”

ABTICULO n.

Convertir un nimero incomplejo en complejo
equivalente.

142. Este problema, inverso del anterior, permite la
comprobacién do éste; y, cuando acontece que los Orde-
nes de unidades que corresponden al concreto que se
considera no estan sujetos & ley decimal, interesa muy
especialmente su resolucién, supuesto que asi se puede
formar, por la sola expresion de arpicl nimero, una idea
més cabal de su verdadero valor.

Primee problema.— Transformar un incomplejo de or-
den inferior en complejo. Desde luego puede asegurarse
que el incomplejo que se considere en este problema ha
de poseer mas unidades que las necesarias para compo-
ner una del orden inmediato superior; de modo que divi-
diendo el nimei’o propuesto por las veces que su unidad
se encuentre contenida en la inmediata superior, se ten-
dra en el resto el nimero de orden inferior que ha de te-
ner el complejo que se pide. El cociente entero obtenido
se reduce al orden inmediato superior, y asi se continta
procediendo de un modo analogo hasta llegar al cociente
expre.sado por las unidades de mayor tamafio, en cuyo
caso este ultimo cociente y todos los residuos que suce-
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sipamente han sido hallados, compondran el complejo
pedido.

Ejemplo.—EXxpresar 2139379 minutos en complejo

equivalente ;
Se dispondria la operacion de la siguiente manera :

2139379 mimttos 60

339 35656 horas 24
+393 116 1485 dias 365
*337 «205 e 725 dias 4 afos.
379 136
*19 minutos «16 horas

Resultado: 4 afios, 25 dias, 16 horas y 19 minutos.

Aplicando & los nimeros métricos lo que se acaba de
decir, se tendrd que 2789345 mm.=2 Km., 7 Hra,
8 Dm., 9 m,, 3din,, 4 cm. y 5 mm.

Asi como también 2789345 min.2=2 m.'-, 78 dm.”,
93 cm2y 45 mm*

143, Segundo problema.— Transformar un incomplejo
de unidades de orden superior en complejo.

Como quiera que el incomplejo que se propone en este
problema, ha de tener la forma fraccionaria, se dividira
él numerador de este quebrado por su denominador, y el co-
ciente obtenido serd el nimero de miidades del mismo orden
que aquél & que se refiere el quebrado que se considera; se
multiplica después el resto por las veces que una unidad de
aqueél orden contiem a la del inmediato inferior, élproducto
que resulta se divide por el mismo divisor, y el cociente ob-
tenido expresara las unidades del citado orden inmediato
inferior; y asi se debera continuar hasta llegar & un cociente
exacto 6 & las unidades de orden inferior.

Ejemplo.—EXpresar §? de dobldn isabelino en com-
plejo :
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~ de doblon. .=8 y de doblon.

0] 1
; de doblén. 7 de duro=2 y y de duro.

7lde duro. .mfﬁﬁg d19 peseta.

y de peseta. .=~""y~=71yy de céntimo de peseta.

Resultado : 8 doblones, 2 duros y 71 céntimos de pe-

. .3 -
seta, con un error por defecto igual & -y de céntimo de-

eseta.

P Si se observa que en todas las divisiones efectuadas se
verifica que el divisor es el mismo denominador de la
fraccion propuesta, y los numeradores 3, 1, 5y 3 de lo»
quebrados que resultan en la operacion, son los residuos-
de las divisiones que ha habido necesidad de efectuar, se
explicara la conveniencia de disponer el célculo en la si-
guiente forma ;

Reducir & complejo y de kilogramo :

59 Kg.

«30 Hyg. 8 Kg-, 4 Hg., 2Dg., 849g., 5flg., 7cg., 1 mg.
«20 Ug.

*60 g.
«40 dg.
*50 cg.
*10 mg.
3
Al resolver los ejemplos que se refieren al segundo
problema, se consigue lo que se llama valuar mi quebrado..
Conviene fijarse en la analogia que existe entre la ma-
nera de conducir esta operacion, y la empleada (108) al

convertir un quebrado ordinario en decimal.
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CAPITULO M.

Operaciones de los nimeros concretos.

QENKUALIDADBS

144. Eu el célculo de los concretos hay que tener en
scuenta, no sélo el nimero formado por el conjunto de
sus unidades, sino también la naturaleza de éstas. Bajo
el primer punto de vista, conviene advertir que aquéllos
se hallan sometidos a las mismas reglas que los abstrac-
tos; y, por lo que se refiere al segundo, hay que proceder
de modo que el resultado exprese unidades de la natu-
raleza y orden que en cada problema corresponda. En
esta consideracion, aun cuando las definiciones y princi-
pios fundamentales en que se apoyan las operaciones
que se practican con los nUmeros concretos, son esencial-
mente iguales a los que se aplicaban en el célculo de los
abstractos, hay necesidad, al ocuparse de aquellos nime-
ros, de investigar en cada caso cual es la operacion que
debe efectuarse con los datos para venir en conocimiento
del valor y naturaleza del resultado; pues asi como se
puede ejecutar con dos nimeros abstractos cualesquiera,
la operacién que se desee, no sucede lo mismo con los
concretos, pues es evidente que seria impracticable la
idea de sumar O restar nimeros de diversa naturaleza,
asi como careceria de sentido la multiplicacion ¢ division
de dos concretos extrafios 4 toda cuestién practica que
pudiera motivar la operacion.
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Con el fin de exponer con claridad y sencillez los pro-
cedimientos que permiten obtener, con la debida exacti-
tud y brevedad, el valor de los resultados en cada una
de las cuatro operaciones fundamentales que se efectdan
con los nimeros concretos, conviene proceder separada-
mente en el estudio de cada una de éstas.

ARTICULO |I.
Adicion.

145. Para que varios nimeros concretos puedan ex-
presarse en uno solo, es condicidn esencial que aquéllos
sean homogéneos. Es evidente también que si los suman-
dos fueran incomplejos y estuviesen referidos & un mis-
mo orden de unidades, se efectuaria la suma como si fue-
ran abstractos, y el resultado deberia expresarse en uni-
dades de igual orden que el que correspondiese & aquellos
elementos de la suma.

Cuando los incom™dejos propuestos no estuvieran ex-
presados en unidades del mismo orden, se transformarian
todos ellos en otros referidos a idéntico orden, quedando
entonces este caso reducido al anterior.

E jemplo 1®—7 doblones-)-23 duros-f-54 pesetas-]-748
centimos de peseta=175 pesetas-j-115 pesetas-|-54 pese-
tas-f7,48 de peseta=351 pesetas y 48 céntimos de pe-

Ejemplo 2®—78 HI.-j-49 DI.-|-8 dl.-[-256 cl.=7800 1
_j_490 1.+0,8 L+2,56 1.=8293,36 1

146. Para sumar varios complejos se suman las uni-
dades del mismo orden de todos los sumandos, emj“esando
jor las del infertorj y si en alguna de las sumas parciales
resultasen unidades del orden inmediato superior, se agre-
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Mardn éstas a la suma siguiente, escrihiendo en la suma to-
tal las unidades restantes.

Ejemplo—Sumar 8 semanas, 3 dias, 29 minutos y
36 segundos, con 5 dias, 7 horas, 44 minutos y 19 se-
gundos, y con 2 semanas, 1 dia, 10 horas y 28 segundos.

Se dispone la operacién en la forma siguiente ;

8 semanas, 3 dias, » 29 minutos, 36 segundos.
» 5 7 horas, 44 19
1 1 1P > 28

Resultando 11 semanas, 2 dias, 18 horas, 14 minutos, 23 segundos.

También pudiera efectuarse esta suma couvirtiendo los
sumandos en incomplejos del mismo orden, y entonces,
meste caso quedaba reducido al anterior; pero es preferible
practicar la operacion segun acaba de hacerse, en vista
de la mayor facilidad con que se obtiene el resultado.

Obséiv'ese que cuando son métricos los complejos que
se desea sumar, es indiferente seguir uno U otro procedi-
miento, dada la prontitud con que aquéllos se reducen &
incomplejo de un orden cualquiera.

articulo Il

Sustraccion.

147. I)e la definicion general de la sustraccion y des-
pués de lo dicho en el articulo anterior, se infiere que el
minuendo y sustraendo han de ser homogéneos. Si am-
bos términos de la sustraccién estuviesen expresados en
incomplejos del mismo orden, es evidente que entonces
se podria efectuar la resta del mismo modo que se hacia
-cuando los nimeros eran abstractos, debiendo ser en tal
caso la diferencia de igual orden que el que corresponde
& los mencionados términos.
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Si los iucomplejos se refiriesen & unidades de diversa
magnitud, se convertirian en otros de Ordenes idénticos
j ya entonces este caso se reduciria al anterior.

Ejemplo 1®-29 resmas—147 manos—580 manos 147
mauos=433 manos.

Ejemplo 28—27 Km.—695 m.=27000 m.—695 m .=
=26305 m.

148. La sustraccion de los nimeros complejos se
efecta, restando separadamente de las unidades de cada
orden del minuendo las del mismo orden del sustraendo,
empezando por las del inferior. Si algun sustraendo parcial
fuese mayor gue el minuendo correspondientej se agiega a
éste una unidad del orden inmediato superior y se considera
en lasustraccion siguiente al sustraendo con una unidad mas.

Ejemplo—Restar 1840 afios, 5 meses, 25 dias, 12 ho-
ras y 17 minutos, de 1894 afios, 9 meses, 2 dias, 10 horas
y 45 minutos.

Se dispone la operacion del modo siguiente ;

1894 afios, 9 meses, 2 dias, 10 horas, 45 minutos.
1840 5 25 12 17

Kesultado : 54 afios, 3 meses, 6 dias, 22 horas, 28 minutos.

Pudiera también efectuarse la sustraccion de los nime-
ros complejos, transformandolos en incomplejos del mis-
mo orden, pero entonces la operacién seria mas laboriosa.
Sin embargo, cuando los datos son métricos es indiferente
proceder de uno U otro modo.

ABTICUX.O in.

Multiplicacion.

149. El problema que generalmente se resuelve en la
multiplicacion de concretos, consiste en hallar el valor de



varias unidades enteras 6fraccionarias de ima misma na-
turaleza, conocido. gue sea el de una de ellas. Como que
eu toda multiplicacion el producto y el multiplicando
han de estar expresados por unidades del mismo or-
den (13), de aqui se infiere que de los dos factores pro-
puestos en la cuestion, el multiplicando sera el valor
conocido de la unidad, y el otro factor 6 sea el homo-
géneo con esa unidad serd el multiplicador. La men-
cionada unidad entera & que se refiere el multiplicando
recibe el nombre de unidad principal.

Para poder efectuar la comparacion del multiplicador
con la unidad principal, habrd que expresar el valor de
aquél en unidades del mismo orden que al que se refiere
ésta, y en su consecuencia JDor ese valor considerado como
abstracto, serd por lo que habrd que multiplicar al mul-
tiplicando para obtener el producto que se busca.

150. Cuando el multiplicando y multiplicador sean
homogéneos, lo cual sucede con escasa frecuencia, se
puede tomar cualquiera de ellos por multiplicando, de-
hiendo reducir, segin se acaba de manifestar, el multi-
plicador al orden de la unidad principal y considerarlo
como abstracto al efectuar la multiplicacion.

Al determinar el producto de complejos conviene dis-
tinguir los siguientes casos ; 1.» que sélo el multiplicando
sea complejo; 2.° que solo el multiplicador sea complejo;
3.0, que ambos sean nimeros complejos.

151. RiUMBR cAso—Para multiplicar un complejo por
un incomplejo, se multiplican las \midades de cada orden
dd multiplicando po™ el mutixiicador, y si algin producto
parcial contuviera unidades del ordeti inmediato superiorf
s e afladiran éstas al producto parcial del diado orden.

Ejemplo.—Un kilometro de cable cuesta 6 doblones.
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3 duros, 4 pesetas y 28 céntimos de peseta. ¢Cuanto im-
portaran 57 kilometros?

La cuestion queda reducida & hacer 57 veces mayor el
complejo 6 doblones, 3 duros, 4 pesetas y 28 céntimos.
Luego

6 doblones, 3 duros, 4 pesetas, 28 céntimos.
57

Producto . . 342 171 228 1596
Producto re-
ducido. . . 385 doblones, 4 duros, 3 pesetas, 96 céntimos.

En el ejemplo que antecede, pudiera haberse efectuado
el célculo, reduciendo el multiplicando & incomplejo de
un orden cualquiera y efectuando después la multiplica--
cion de ambos factores.

Se ha supuesto en el precitado ejemplo que el multi-
plicador se hallaba referido a unidades del mismo ordert
que la principal; pero si esto no sucediese, se expresaria
el multiplicador en unidades del mencionado orden.

152. Segundo caso.—Para multiplicar un ndmero in-
complejo por otro que sea complejo, se reduce éste al orden
indicado por la unidad principal, después se multiplican co-
mo abstractos, debiéndose expresar el resultado obtenido en
él orden & que pertenece el incomplejo que hace veces de muir
aplicando.

Ejemplo.—Una locomotora recorre por término medio
27 kilémetros en cada hora do servicio. ¢Cuanto reco-
rrera en 2 dias, 13 horas y 49 minutos?

Reduciendo el multiplicador & incomplejo de hora, se

veria que equivale & 61 horas y A9 de hora. Luego el

trayecto recorrido seria 27 Km.nggg.. =1669,05 Km.
153. Tercer caso.—Para multiplicar un complejo
por otro, se convierte el nndtiplicador en incomplejo del or-
n
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den expresado por la unidad principal, con cuyo motivo
este caso ya queda reducido al 1®

Ejemplo.—Una resma de papel importa 2 duros, 3 pe-
setas y 45 céntimos. ¢Cuanto' costaran 8 balas, 19 resmas,
17 manos y 3 cuadernillos?

Convirtiendo el multiplicando en incomplejo de peseta,
se ve que equivale & 13,45 de peseta, y transformando el
multiplicador en incomplejo de la unidad principal, que-
daré reducida la cuestion & multiplicar 13,45 de peseta
por 275,88 de resma, lo que da por resultado final
3710,586 de peseta, 6 sean 742 duros y 58,6 céntimos de
peseta. ‘

154, Estos casos se pueden también resolver por otro
método, conocido con el nombre de partes alicuotas, se-
gun puede verse & continuacion :

10 Una resma de papel vale 2 duros, 3 pesetas y 45
céntimos. ¢Cuénto importaran 275 resmas?

Se comenzara por multiplicar las unidades de orden
superior del multiplicando por el multiplicador; luego se
deberén descomponer los diversos 6rdenes inferiores de
que consta el primero, en partes alicuotas de la unidad
superior inmediata, y se sumaran después los resultados
correspondientes & cada una de las mencionadas partes.
Se dispondria la operacién en la forma siguiente :

2 duros, 3 pesetas, 45 céntimos.
275
550 duros. O pese>tas, 8 céntimos.

Por 1 peseta. 55 » 0

Por t » 5 » 0 > 0

Por 1 » 55 . 0 > 0

Por 0,25 » 13 » 3 > 75 >
Por 0,20 » 11 . 0 > 0
Resultado .... 739 duros. 3 pesetas. 75 céntimos.

Es evidente que 2 duros por 275 es igual & 550 duros;
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ahora bien, para multiplicar 3 pesetas por 275, se diria:
si 5 pesetas, 6 sea un duro, al multiplicarlas por 275 da
de producto 275 duros, & una peseta corresponderd la
quinta parte, 6 sea 55 duros. Repitiendo dos veces mas
este resultado, se tendré escrito el valor que corresponde
& 3 pesetas. Para determinar el producto de 45 céntimos
por el multiplicador, se descompondrd este nimero en
25 céntimos més 20 céntimos, ambos divisores exactos
de los 100 céntimos que una peseta contiene.

155. 2® Unaresma de papel cuesta 2 duros, 3 pe-
setas y 45 céntimos. ¢Cuanto importaran 8 balas, 19 res-
mas, 17 manos y 3 cuadernillos?

Cuando acontece que el multiplicador es complejo y
contiene, como sucede en el ejemplo propuesto, 6rdenes
inferiores & la unidad principal, se deberan descomponer
aquéllos en partes alicuotas de ésta, 6 unas de otras ya
conocidas, y luego se tomaran del multiplicando, 6 de los
productos que resulten, las porciones que se hallen indi-
cadas por las antedichas partes alicuotas. En el problema
que se trata de resolver se tendria ;

2 duros, 3 pesetas. 45 céntimos.
275 resmas. 17 manos. 3 cuadernillos.
739 duros, 3 pesetas. 75 céntimos.
Por 10 manos. . . . 1 > 1 > i, >
Por 5 » 0 3 36,25 >
Por 2 » . ... 0 . 1 34,.5 >
Por 1 cuadernillo. 0 » 0 » 1345 »
Por 1 » 0o > 0 13,45 >
Por 1 > 0 » 0 13,45 >
Producto reducido. 742 duros, 0 pesetas. 58,6 céntimos.

Como que por el ejemplo anterior se conoce cuél es el
valor de 275 resmas de papel, se tendra el numero 739
duros, 3 pesetas y 75 céntimos como uno de los suman-
dos que han de formar el resultado. Para determinar el
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que corresponde & 17 manos, se descompondré este nu-
mero en 10 mas 5 mas 2, todas partes alicuotas de 20; y
se hallaréan sus valores apreciando respectivamente lo que
corresponde a media resma, & la mitad de 10 manos y &
la quinta parte de éstas. Para averiguar el importe de
3 cuadernillos, se hallaria lo que corresponde & uno, y
el nimero obtenido que es 13,45 céntimos de peseta, se
repetiria como sumando dos veces mas. Reuniendo el im-
porte de las diferentes partes de que se compone el mul-
tiplicador, se tendra la totalidad del producto, 6 sea el
resultado pedido.

Ejemplo.—Un quintal métrico de coke cuesta pesetas
1,60. ¢Cuéanto importaran 7 toneladas, 2 quintales y 40
kilogramos?

Reduciendo el multiplicador & incomplejo de quin-
tal, se tendra que el valor del quintal serd igual &
1,60 pesetasX72,40=115,84 pesetas.

Resolviendo este misino problema por el método de
partes alicuotas, se dispondria la operacion en la siguiente
forma :

i peseta y 60 céntimos.
7 tonplada.s, 2 quintales y 40 kilogTamos.

Producto de 1  pe,seta por 72. 72 pesetas 0 céntimos.
> >050 > » >, 36 > 0 >
» » 0,10 » > », 7 . 20 .
Valor de 20 kilosramos............. o > 32 >
o > 32
Kesultado.............. 115 pesetas 84 céntimos.

Obsérvese que los tres primeros sumandos componen
el valor de 72 quintales, y los dos ultimos el que corres-
ponde a 40 kilogramos.
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ARTICULO 1V.

Divisién.

156. En esta operacion conviene distinguir dos casos r
l.o, que el dividendo y el divisor sean heterogéneos; 2.°,
que ambos sean homogéneos.

Pkimer caso.—Teniendo en cuenta que la division es
la operacion contraria de la multiplicacion [22), se verifi-
card que cuando el cociente haga las veces de multiph-
cando, la relacion entre el dividendo y el cociente sera
entonces la misma que la del divisor y la unidad. En esta
atencion, el divisor y la unidad deberén ser, no sélo de
la misma naturaleza, sino hasta del mismo orden, asi co-
mo también deberan ser homogéneos el cociente y el di-
videndo, pues si éstos fueran heterogéneos su compara-
cion seria imposible.

Por el problema que generalmente se resuelve, cuando
el dividendo y el divisor son heterogéneos, se conoce el
valor de un concreto entero ¢fraccionario y se desea averi-
guar el de una unidad homogénea con él, la cual recibe el
nombre de unidad principal.

Con el fin, pues, de determinar la relacion que existe
entre el divisor y la unidad principal, se deberd reducir
aqueél al orden expresado por ésta, si es que ya no lo es
taba, y con tal motivo se tendré la relacion buscada que
aparecerd e.xpresada por el divisor considerado como
abstracto.

157.  SegUn esto, para dividir dos concretos, cuando él
dividendo y él divisor sean heterogéneos, se reducird él di-
videndo & incomplejo de cualquiera de sus ordenes, y él divi-
sor al mismo que la unidad principal; se efectta la divisiom
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me ambos nimeros, y el cociente ohtetiido serd de igual or-
den que el del dividendo.

Ejemplo 1»—Habiendo costado 8 balas, 19 resmas,
17 manos y 3 cuadernillos de papel la cantidad de
742 duros y 58,6 céntimos de peseta, ¢cuanto importara
la resma?

La naturaleza del cociente manifiesta que en este pro-
blema el dividendo es 742 duros y 58,6 céntimos de pe-
seta. Reduciendo éste 4 incomplejo de orden inferior, &
fin de evitar que el dividendo tenga denominador alguno,
se deducira el numero 371058,6 céntimos de peseta, el
cual se debera dividir por el divisor 275,88 expresado en
el mismo orden que la unidad principal, que, en el pre-
sente caso, es la resma. Efectuada la division, resulta que
el cociente sera igual &4 2 duros, 3 pesetas y 45 céntimos.

Ejemplo 2.°—Con 115,84 pesetas se han comprado
7 toneladas, 2 quintales y 40 kilogramos de coke. ¢ Cuén-
to costara el quintal?

Reduciendo el divisor & incomplejo de quintal, el valor
de éste aparecera dado por 115,84:72,40=115,84 pese-
tas:72,40=1,60 pesetas.

158. Cuando ocurra que el divisor sea entero, es en-
tonces preferible dejar el dividendo en forma compleja y
efectuar separadamente las divisiones de cada orden del
dividendo por el divisor, cuidando siempre de transfor-
mar cada resto al orden inmediato inferior, para que,
afladiéndole las unidades del mismo que contuviere el
dividendo propuesto, se forme el dividendo parcial res-
pectivo.

Ejemplo 3®—EIl importe de 275 resmas de papel ha
sido 739 duros, 3 pesetas y 75 ceéntimos. ¢Cuénto valdra
Ja resma?

Se dispondra la operaciéon dcl modo siguiente :
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739 duros, 3 pesetas y 73 céntimos. 275

1859 2 duros, 3 ptas. y 45 cénts.

648 pesetas.
12375 céntimos.
1375

0

159. SsauNDO CASO—EI cociente debera hacer aqui
las veces de multiplicador y se verificard que el di-
videndo tendra que ser respecto del divisor lo gque el
cociente sea respecto de la unidad principal. De modo
que siendo el dividendo y el divisor de la misma natura'-
leza, el cociente y aquella unidad deberan ser do igual
orden.

Para conocer la relacion que existe entre el dividendo
y el divisor, habrd que reducir ambos & unidades de
idéntico orden, y entonces la relacion entre estos dos nu-
meros seré la misma que la del cociente y la unidad prin-
cipal 6 sea el cociente buscado.

Segun esto, para dividir dos nimeros concretos cuando
el dividendo y el divisor son homogéneos, se reducen uno
y otro & incomplejos del mismo orden, y se efectda la divi-
sion como si fueran abstractos, siendo el cociente que resulte
de igual orden que el de la unidad principal.

El problema que se resuelve en este caso, consiste en
hallar las veces que un nimero concreto eontiene U otro de
su misma naturaleza.

Ejempto—Con 2 duros, 3 pesetas y 45 céntimos se
ha comprado una resma de papel; ;qué cantidad de pa-
pel de la misma clase podré adquirirse con 742 duros y
58,6 céntimos de peseta?

Reduciendo el dividendo y el divisor 4 incomplejos de
centimo de peseta, se tendran respectivamente 371058,6
céntimos y 1345 céntimos; luego la expresion del co-



ciente en incomplejo de resma, sena : 2345&'9’

este quebrado segun se dijo (143), se tendrd que el co-
ciente buscado serd igual & 275 resmas, 17 manos y
3 cuadernillos.

Ejemplo 2®—Un carro tarda una hora en recorrer
3,82 kildmetros; ¢cuéanto tiempo invertira en un trayecto
de 50 kilémetros?

Efectuando la operacién indicada 50:3,82, se tendra
pai‘a cociente el complejo 13 horas, 5 minutos y 20 se-
gundos.



LIBRO II.

COMPAKACION DE LOS NUJIEROS CONCRETOS.

CAPITULO I.
Regla de tres.

ARTICULO 1.

Nociones preliminares.

160. Se ha visto (116) que para que haya proporcion
entre cuatro nameros abstractos, es necesario que la ra-
z6n 0 cociente de dos de ellos sea igual & la de los otros
dos; mas esta circunstancia no es suficiente por si sola,
tratindose de nudmeros concretos, supuesto que para
conocer las veces que un concreto contiene a otro, se re-
quiere gue sean homogéneos; de aqui que imprescindi-
blemente los cuatro nimeros que formen proporcion ha-
yan de ser de la misma naturaleza 6 por lo menos dos &
dos homogéneos y referidos al mismo orden de unidades.

Cuando se verifica que dos cantidades varian simulta-
neamente de un modo tal que los valores de la primera
se hallan en la misma razén ¢ relacion que los corres-
pondientes de la segunda, se dice que las dos citadas
cantidades son directamente proporcionales dias otras dos,
6 son entre si como las otras dos.

Asi sucede con el niumero de obreros y el producto ela-
borado, en el supuesto que todos ellos poseen igual ap-
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titud y condiciones para el trabajo; asi como también
con el tiempo que un movil tarda en recorrer una distan-
cia, el cual es directamente proporcional a la longitud de
ésta, admitiendo que el movimiento de aquél sea uni-
forme.

La existencia de la proporcionalidad de las cantidades
se reconoce en la practica apoyandose en la siguiente
proposicion.

161. Si multiplicando el valor de una cantidad por un,
namero enterro 6 fraccionario, el de su correspondiente 'tieda
también multiplicado por el mismo ndmero, dichas cantida-
des deberan ser directamente proporcionales. En efecto, sea a
el valor de la primera cantidad y el de su correspondien-
te; si se representan con A y Il los productos que resultan
de multiplicar respectivamente ayb por un nimero cual-
quiera n, se tendrd a\n= A y by<in=B; dividiendo or-

denadamente estas dos igualdades, resultard que

que era lo que se deseaba demostrar.

Segun estOi la proporcion directa se formara diciendo:
primera cantidad es & su correspondiente como segunda
cantidad es a la que le corresponde; y alternando los tér-
minos medios en aquélla, pudiera decirse también : pri-
mera cantidad es & su homogénea como la correspondiente &
laprimera es & la que corresponde & la segunda.

Cuando dos cantidades varian simultaneamente de mo-
do que la razdn ¢ relacion de dos valores cualesquiera de
una de ellas, es inversa de la relacion de los valores si-
multaneos de la otra, entonces se dice que las cantidades
son inversamente proporcionales.

Ejemplos : el nimero de obreros que intervienen en la
elaboracion de un producto, es inversamente proporcio-
nal al tiempo que invierten en la obtencién de aquél.
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El tiempo que tarda un mavil en recorrer una distan-
cia, es inversamente proporcional & la velocidad del mo-
vimiento uniforme con que camina en el trayecto.

Se reconoce que dos cantidades son inversamente pro-
porcionales & sus correspondientes, sirviéndose del si-
guiente teorema:

162. Si multiplicando el valor de una cantidad por un
ndmero entero 6fraccionario cualquiera queda dividida su
correspondiente por el mismo nimero, entonces las mencio-
nadas cantidades seran inve\'samente proporcionales.

En efecto, sea a el valor de la primera cantidad, I) el
de su correspondiente, y n un nimero cualquiera por el
cual se multiplica a y se divide h Si se supone que
a'’X.n=A vy I)\n=B; se tendra, multiplicando ordenada-
mente ambas igualdades, a'Xf)=A'XB; de donde (117 Re-

ciproco) resultard que ~ = ~ .

De modo que la proporcién inversa se formara de la
siguiente manera : primera cantidad es & su homogénea
como la correspondiente & esta Ultima es & la que corres-
ponde a laprimera.

En la préactica para conocer cuando dos cantidades son
directa 6 inversamente proporcionales, se hace, para ma-
yor sencillez, « =2.

ABTICULO I1.

Definiciones.

163. La REGLA DE TRES Comprende todos aquellos
problemas que se resuelven por medio de una 6 mas
proporciones. So llama simple cuando depende de una.
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sola proporcién, y compuesta cuando su resolucion exije
Nos 6 mas proporciones.

I
KEGLA DE TKES SIMPLE.

164. Esta regla tiene por objeto hallar el valor de una
cantidad conociendo el de otra homogénea (*) con ella, siendo
ambos valores directa 6 inversamente poporcionales & di-
chas cantidades.

Problema 1.—~30 Kg. de azlcar han costado pese-
tas 36,19. ;Cuanto importaran 78 Kg. de la misma clase
de azucar?

Representando la incdgnita con la letra x se dispon-
dréan las cantidades, para mayor claridad, en la siguiente
forma:

30 Koo 36,1)9( pesetas.
B »

Como & doble cantidad de azlcar corresponderia &
ésta doble valor, se tendria la siguiente proporcidn:
30_ 36,19,

4% ; de donde a;=36, 19Xo%8 pesetas==94,09 ptas.

165. Esta conclusion manlflesta que en la regla de
tres simple, cuando la proporcion es directa, el valor de
la incdgnita es igual al de sti homogénea, multiplicado por
la razén directa que existe entre el nuevo valor de la otra
cantidad y el que ésta tenia antes.

P roblema 2®—Para empapelar una habitacién han

sido necesarios 500 metros longitudinales de papel, cuyo

~(*) Cuando se habla de cantidades homogéneas en las propor-
ciones, se supone que estan referidas a un mismo orden 0 espe-
cie de unidades.
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ancho es de 7 dm.; ¢qué nimero de metros serian preci-
sos si el ancho fuera de 9 dm.?
Siendo x la incognita, se dispondrian los elementos del
problema en la siguiente forma :
7.dm. 500 m
9 » X »
Si el ancho del papel, en vez de ser de 7 dm., fuera
de 14, claro estd que solo se necesitaria 250 m. longi-
tudinales; luego la proporcién sera inversa, y, en su conse-

cuencia, se tendria ; -==5"1 donde a;=500X-g-™-=
=388,89 m.

166. De modo que cuando la proporcién es inversa,,
el valor de la incognita es igual al de su homogénea mul-
tiplicado por la razdn inversa que existe entre el nuevo va-
lor de la otra cantidad y el que ésta tenia antes.

167. Todos los problemas que comprende esta regla
pueden Gunbién resolverse j)or el método conocido con
el nombre de reduccién & la unidad, que consiste en deter-
minar el valor que corresponde & una unidad del mismo or-
den que aquel & que estan referidas las dos homogéneas
que Se conocen, y una vez averiguado este valor, ya es facil
determinar el d* la incAgnita, que sera el correspondiente a
una de dichas homogéneas conocidas.

Haciendo aplicacion de esta regla & la resolucion del

Problema 1", se dirfa: Si 30 Kg. de azUcar V%Igrigpese-
tas 36,19, un Kg. de aquella sustancia costara pe-
setas, y, por consiguiente, los 78 kilogramos importaran

pesetasX'<'8=36,19X" pesetas. Valor idéntico al

obtenido anteriormente por medio de una proporcion.
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Il.
REGLA DE TRES COMPUESTA

168. En los problemas que se resuelven por medio
de esta regla, se quiere hallar el valor de varias unidades
conociendo el valor de otras homogéneas con ellas y los de
otros cpares de cantidades que, siendo también homogéneas
dos & dos, estan ligadas con las primeras por medio de una
propm‘cionalidad.

Para resolver una cuestion de esta indole, se la des-
compone en tantos problemas de regla de tres simple,
cuantos sean los pares de cantidades homogéneas cono-
cidas que aparezcan en el enunciado de aquéllos, lo cual
se consigue suponiendo en cada descomposicion que to-
das las condiciones menos una son comunes. Se resuel-
ven sucesivamente las diferentes proporciones que con
tal motivo se suponen formadas, teniendo en cuenta que
la incognita de cada una de ellas pasa & ser dato en la
siguiente, y asi se continlia basta que se llega & la ultima
proporcion, en la cual se verifica que el término desco-
nocido es la incognita del problema.

Ejemplo 1®—21 obreros han abierto un foso de 350
metros de longitud en 26 dias, trabajando- 10 horas en
cada uno de ellos. ¢Cuéntos trabajadores seran necesarios
para abrir otro foso de 600 metros longitudinales en
13 dias, trabajando & razdn de 12 horas diarias?

Para resolver este problema, hay que descomponerlo
en tres proporciones, 0 reglas de tres simples, que es el
namero de pares de homogéneas conocidas.

Obreros.  Metros. Dfas. Horas. Se prepara la Opera-
cién como se ve al mar-
1» 21 350 26 10 genenconformidad con

y 600 26 10 el enunciado del pro-
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blema. Para forniar la 1.“ regla de tres simple se diria :
si 21 obreros han abierto 350 metros en 26 dias, traba-"
lando & razén de 10 horas por dia, para abrir 600 metros
en los mismos dias y trabajando igual nimero de horas,
jeuantos hombres serén necesarios? Representando por y
este numero y teniendo presente que la incognita y sa,
homogénea son directamente proporcionales &

longitudinales de foso (165), se tendra (D
Dias Horas. Obreros Si para ahrir 600 me-
- Mz‘(;‘(’)s' 200 10 y  tros de foso en 26 dias,

600 13 10 2 trabajando 10horas dia-
rias, se han necesitado y hombres; para hacer el mismo
trabajo en 13 dias y trabajando 10 horas por dia, ¢cuan-
tos hombres harian falta? Llamando 2 & este numero, y
fijandose en que la incdgnita y su homoge™nea son inver-
samente proporcionales & los dias empleados en la faena

26
(166), se tendra s=yX~ M. \N-
La 3 proporcion se

Metro. ma. Horas.  Obre”ros sipa-
600 13 12 A ra abrir 600 metros de
foso en 13 dias, trabajando 10 horas por cada dia, se ne-
cesitan ~ hombres; para hacer la misma obra en igual nu-
mero de dias, trabajando 12 horas por dia,
bajadores se necesitaran? Como quiera que este nimero
es la incognita del problema y ésta se halla representada
por la letra a; si por otra parte se tiene presente qu
esta intdgnita y su homogénea conocida
mente proporcionales & las horas de trabajo (166), resul

tara e -
Sustituyendo en la igualdad (2)"en vez de y su valor-
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hallado en la expresion (1), se tendra el valor de z, y re
emplazando éste en la (3) se obtendrd el de x, 6 sea ei
de la incognita del problema.

Para la determinacion de x es mas comodo multiplicar
ordenadamente las igualdades (1), (2) y (3) y suprimirlos
factores y y 2 comunes en arabos miembros de la igual-
dad que resulta, y en tal caso, ésta quedaria reducida &

e W-

En la practica se simplifica ademas la operacién supri-
miendo los factores que hubiere comunes en alguno de
los numeradores y en cualquiera de los denominadores
de los diferentes factores fraccionarios, y asi, sin tener
necesidad de efectuar otras operaciones, resultaria que,
en el presente caso, a;=60 trabajadores.

169. La expresion (4) manifiesta que el valor de la
incdgnita es igual al de su homogénea multiplicado por las
razones gue existen entre los valores conocidos correspon-
dientes a laprimera y los respectivos de la segunda, en el
supuesto de que las cantidades que intervengan fueren direc-
tamente projiorcionales; y por las razones invertidas, de los
antedichos valores, si las cantidades & que éstos se refieren
son invei‘'samente proporcionales.

En ocasiones la igualdad (4) conviene escribirla en la
si%n'ente forma : %-3 % f),/\ = .5

AO"A13'A12.....

170. Resolviendo el mismo problema por el método
de reduccion & la unidad, se diria : si para abrir 350 me-
tros de foso en 26 dias, trabajando 10 horas por dia, son
necesarios 21 hombres, para abrir un metro en el mismo
numero de dias y trabajando igual nimero de horas, se

necesitaran luego para abrir @0 metros haran falta
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gzggx 600 lioinbres. Ahora bien, si para abrir 600 metros
longitudinales de foso en 26 dias, trabajando 10 horas
diarias, han sido uecesai'ios gggXOOO liombres, para lia-
cer la misma obra en un solo dia se necesitaran
§'§8,X600X26 hombres; luego para efectuarla en 13 dias

Seran precisos —3%%0‘0%326 hombres. bi para abrir 608

metros en 13 dias, trabajando & razén de 10 horas al dia,

se ha necesitado un namero de obreros expresado por

— —, para ejecutar la misma obra en igual nu-
ooux  Pare g

mero de dias, trabajando una sola hora por cada dia, se

necesitarian---- 350x13 —' hombres; luego segun esto,

para abrir 600 metros de foso en 13 dias, trabajando &

27X600X26X10
razén de 12 lloras al dia, serian precisos —350X 13X 12—

obreros, 0 sean los mismos 60 hombres que antes se ob-

tuvieron en la determinacion del valor de x.

Ejemplo 2.°—Con 75 Kg. de hilo se han tejido 8 pie-
zas de tela de 25 m. de largoy 64 cm. de ancho cada
una. ¢Cuéantos Kg. del mismo hilo seran precisos para
obtener 11 piezas que tengan cada una 16 m. de largo y
80 cm. de ancho?

Pezs, m oan Ky Escilto el eiiuiiciado como apa-
8 25 64 75 rece al margen, se hace la comn-
il 16 60 X paracion entre los dos valores de

la naturaleza de la incdgnita, con los de cada uno de los

otros pares de valores que se refieren & cantidades homo-
géneas, y se ve que en esta cuestion todas las propor-
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dones son directas, y, por consiguiente, en virtud de lo

dicho (169), se tendria: a;=75X ~x||x|*-- (1), de
donde x=S2,5 Ivg.

171 De la igualdad (1) se deduce 70 8X25X04’|0

cual manifiesta que cuando una cantidad es proporcional
& otras varias, también serd directamente proporcional al
producto de éstas.

Andlog'amcute pudiera hacerse ver que si una cantidad es in-
versamente proporcional & otras, sera también inversamentepro-
porcional & su producto. Una y otra proposiciéon constituyen el
teorema de las razones compuestas (*).

ARTICULO IILI.

Aplicaciones.

Entre las aplicaciones més frecuentes de la regla de
tres, se encuentran las Illamadas reglas de interés simple

(*) Si se quisiera demostrar esta segunda parte sirviéndose
de notacién literal, se diria : sean M, N, p y Q varias cantida-
des que dependen unas de otras, siendo la primera inversamente
proporcional con cada una do las siguientes, considerando las
dos que se comparan aisladamente de las demas; si por otra parte
se representan con las letras m, oi,p, g y m', n', p', q' dos siste-
mas de valores corresiwndientes & aquellas cantidades, y se ex-
presa con la letra x el valor que toma ]\[ cuando s6lo se altera N
convirtiéndose en n', y con lay el valor que adquiero M cuando

y P se convierten respectivamente en ri y jj' permaneciendo
q inalterable, se tendrd el sig'uien'to cuadro

En donde, teniendo en cuenta lo diclio

M N p Q (169), cuando las cantidades que se com-

paran son inversamente proporcionales,

m. " p < resultarda m'=mX-~X—X-2; v porcon-
<o n d n p~ &
p - m' npgq
. siguiente, — = que es lo que se
y n p d ’ m nbxqu
n p' q’ deseaba demostrar.
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. de descuento comercial, que en realidad no son otrii
osa sino un conjunto de ejemplos sencillos de aquélla,
supuesto que todas las cuestiones que & las mencionadas
reglas pertenecen, se resuelven por una 6 dos proporcio-
nes directas.

l.
REGLA DE INTERES SIMPLE

172. Se llama interés la cantidad que produce, du-
rante cierto tiempo, un capital pre.stado con la condici<in
de que cien unidades de dinero ocasione al prestador un
beneficio anual llamado tanto ;mr ciento.

El interés se dice que es simple cuando no se acumula
al capital & la terminacion de cada unidad de tiempo, qué
baliitualmente es el afio.

Segun lo dicho en los problemas que se resuelven en
esta regla, hay ue considerar; el capital, el tanto i> 7u {%
el tiempo vy el interés. La dificultad estriba en determi-
nar la relacion que liga & estas cuatro cantidades.

173. Es evidente que los intereses de dos capitales di-
Jerentesprestados durante el mismo tiempo, son directamente
proporcionales d los capitales. Se admite como exacto que
los intereses de un mismo capital son proporcionales U los
tiempos.

Luego, por virtud de lo dicho (171), se verificara tam-
bién que los intereses de dos capdales distintos, que han es-
tado impuestos diferente tiempo, tienen que ser directamente
proporcionales fi los productos de los capitales por lcsi
tiempos.

De modo, que si c representa un capital prestado; | uu.f

(*) Manera abreviada de escribir tanto por ciento.
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mimero entero 0 fraccionario que expresa en afios la du-
racion del préstamo; r el tanto p. ®oanual, y, por Gltimo,.
i el interés del capital c, al cabo del tiempo t, se tendra:
Capital. Afios. Interés.
100 ct cri
c "ldo' (1), (le donde "~ M. (2).
Bi en este valor de i se supone que i=1I, se transfor-
. oV S .
mara en que expresa el interés del capital c al

cabo de un afio.
Bi t en vez de estar expresado en afios lo estuviera en
dias 6 meses, lo cual es frecuente, se sustituiria respecti-

vamente en las igualdades (1) y (2) en vez de t, 0

. Obsérvese que la proporcion (1) facilita la manera de
averiguar el valor de una cualquiera de las cuatro canti-
dades literales que en ella aparecen ligadas, conocido
que sea el valor de las tres restantes. Asi se tendria
1 ? L
IO&X. d, y también c/=-— de donde

00X @y )

114:.  Por, medio do las expresiones (2), (3), 4) y (5)
pueden resolverse todos los problemas referentes & esta
regia, sin mas que sustituir en ellas, en lugar de cada
leti'a, el valor particular que ésta tenga asignado en el
enunciado de la cuestion.

Ejemplo 1."—¢Cuanto habra producido en 7 meses un
capital de 3(5000 pesetas al 5 p. @o anual? Haciendo la
correspondiente sustitucion en la expresion (2), se tendré:

7
3C000X5X ;.

" ib(F =1050 pesetas.
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Ejemplo 2®— A qué tanto p. % habrd estado im-
puesto un capital de 7200 duros que en 210 dias ha pro-
ducido 1050 pesetas?

Haciendo uso en este caso de la expresion (3), resul-

100X1050 ~
tana [=------2--

36000X"0

E jemplo 3®—¢Qué capital impuesto al 5 p. ®o puede
producir en 7 meses 1050 pesetas?
Reemplazando en la expresion (4) en lugar de cada le-

tra su respectivo valor, resultara: c—"*"MA-AA=30000

pesetas. 12

Ejemplo 4®—;Cuantos dias han estado impuestas
36000 pesetas para que al 5 p. ® hayan producido 210
duros?

Sirviéndose de la igualdad (5), se tendria :

100X210 7
V200>1=1Si

Obsérvese que la expresion general (2) pudiera haberse
deducido formando dos proporciones, ¢ también sirvién-
dose del método de reduccion & la unidad.

.
REGLA DE DESOUENTO GOVERCIAL

175. Las letras 0 J}agarés que en el comercio se han
de hacer efectivos al cabo de cierto tiempo, no tienen en
la actualidad el valor nominal que representan. Para de-
terminar la cantidad que hay que descontar del valor
nominal de una letra & fin de obtener el actual, se con-
viene en que de cada 100 unidades del nominal se des-
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cuente un tanto al afio, que recibe el nombre de tanto d&
descuento.

De aqui se infiere que el descuento de una letra debe
ser siempre igual al interés del valor actual. También se
desprende de lo dicho, que el problema que hay que re-
solver en esta regla no es otro sino el ya resuelto en la
de interés simple, sin méas diferencia c[ue lo que alli se
denominaba c ahora se llama V, valor nominal del pa-
garé; lo c[ue'antes se expresaba con la letra i ahoia sera d,
descuento de la letra; lo que representaba el tanto p. %
de interés, al presente tanto de descuento, y, finalmente,
r es acjui el tanto de descuento y f el tiempo que media
entre el dia en que se entrega el valor actual de la letra
y aquel en clue ésta vence.

Asi es que la expresion general (2) se transformaria

, ™
en

E.templo—¢Qué descuento debe sufrir una letra de
45000 pesetas, pagadera al cabo de 70 dias, siendo 4 el
tanto de descuento?

45000XdX~"
Se tendrd : d—-------A— =350 pesetas.

Siguiendo el procedimiento expuesto en la regla de in-
terés simple, pudieran determinarse separadamente las
expresiones generales que se refieren & los valores de
V, ry t; con los cuales se resolverian todos los proble-
mas relativos & esta regla, de igual modo que se hizo en
aquélla.
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CAPITULO L.
Repartimientos proporcionales.

ARTICULO 1.

Generalidades.

176. Los repartimientos proporcionales 06 prorrateos
tienen por objeto dividir un nimero conocido en partes
proporcionales & otros numeros dados.

Sea N el numero conocido que desea dividirse en par-
tes proporcionales & los a, hj c: llamando x, y, z las
partes en que se trata de descomponer &  las cuales se
quiere que sean respectivamente proporcionales a los nu-
meros dados, se tendria la siguiente serie de razones
i%)uales: a o E de donde, segln se dijo (125, Co-

BOLARI0), resultaria que Y 2— " = —; mas co-
i0), resultaria qu J4— c~a h ¢

mo x\*-\-z=N, se tendria que la mencionada serie po-

dra escribirse _ );; 3{1 2 de donde resulta
N N

que a— -X((, y= - a+6+ CXA- De

aqui se deduce que dividir un nimero en partes

proporcionales & otros varios, se divide €l primer numero
por la suma de todos los otros, y el cociente se multiplica
por cada uno de éstos.

E jempto.—Entre cinco individuos han trasportado
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desde una misma vifia a esta poblacion 600 botas de
.mosto. El 1.0 ha conducido 80, el 2° 96, el 3.° 120, el
4® 150 y el 5® 154: se les ha pagado por el arrastre
2400 pesetas. ¢Cuanto corresponde & cada uno?

Es evidente que habrd que dividir las 2400 pesetas,
importe de la totalidad del trabajo, en partes propor-
cionales & los nameros 80, 96, 120, 150 y 154 que expre-
san el efectuado por cada uno de los cinco individuos.

vSustituyendo en las igualdades literales que se acaban
de deducir, en vez de cada letra ol valor particular que
le corresponde en el ejemplo propuesto, se tendra lo que
debe percibir cada uno de aquellos individuos.

1 2400
80+96-f120+150-f154" 8°—320 pesetas.

20 2400 .
80+97)+1204~ 0 +r53X 967384

2400

30 80+9t)+120+150+154 X 1207480

4® 2400 X150=600
80+96+120+150+154"

® 2400 = X154=616
80+96+120+150+154

Compr." 320+384+480+600+616=24000.

Conviene suprimir los factores comunes que tuvieren
los nimeros & que han de ser proporcionales las partes,
con el fin de facilitar la operacion.

Otra simplificacién ocurre cuando los uimeros aJ>j ¢
son quebrados, pues reducidos éstos & un comdn deno-
minador, basta entonces descomponer el nimero N en

partes proporcionales & los numeradoi-es que hubiesen
resultado.
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Las expresiones generales deducidas anteriormente pudieran

NXa _ Nxb

escribirse también en la siguiente forma:

N xc

Por la primera regla se obtienen los resultados con mas pion—
titud; pero cuando el cociente de la division del numero pro-
puesto por la suma de aquellos & quienes deben ser proporcio-
nales las partes, no es rigurosamente exacto, es entonces prefe-
rible seguir la segunda regla, que permite obtener resultados
mas aproximados & los verdaderos.

Por medio de repartimientos proporcionales se resuelven los
problemas correspondientes al reparto de contribuciones, cupo
de quintas, socorros miduos, etc.

El reparto de contribuciones se hace distribuyendo el impuesto
total entre las provincias, proporcioualmente & la riqueza impo-
"fiible de cada una de ellas; la parte correspondiente & cada pro-
vincia se reparte entre los pueblos proporcionalmente a la ri-
gueza de éstos, y la parte de cada pueblo proporcionalmonte & la
de cada contribuyente.

Para averiguar el cupo de quintos de cada provincia 6 pueblo,
se distribuye el ndmero total de quintos, 6 el que corresponde a
cada provincia, proporcionalmeute al nimero de mozos sortea-
bles de cada provincia 6 pueblo.

Los socorros mutuos tienen por objeto repartir el importe de
la pérdida que, & consecuencia de un siniestro 0 averia, experi-
menta en sus bienes uno de los asociados, en partes proporcio-
nales a los valores que cada uno de estos representa.

ARTICULO II.

Regla de compafia.

177. Los problemas de repartimientos proporcionales
de uso mas frecuente se hallan incluidos en la regta de
COMPARNIA 6 DE SOCIEDAD, la cual tiene por objeto averi-
guar la ganancia ¢ pérdida que corresponde & cada uno
de varios asociados, conociendo el capital que cada uno



— 186 -

de ellos aport6 & la sociedad, el tiempo que estuvo im-
puesto y la ganancia 6 pérdida del capital social.

178. Desde luego se comprende que las ganancias 0
pérdidas de dos capitcdes diferentes, impuestos durante un
mismo tiempo en la, sociedad, son directamente proporciona-
les & los capitales.

ge admite como cierto, que las ganancias ¢ pérdidas

de un mismo capitcd que esta impuesto tiempos distintos, son
directamente proporcionales a los tiempos.
m Luego si se tiene en cuenta el teorema de las razones
compuestas (171), resultard, como consecuencia de los dos
principios cjue anteceden, que las ganancias 6 pérdidas
de dos cagritales diferentes, que no han estado el mismo tiempo
impuestos en la sociedad, tienen que ser directamente pro-
porcionales & los productos de los capitales p>ar los
tiempos.

179. Después de lo dicho, se infiere que todas las
cuestiones referentes & la regla de compaiiia, quedan re-
ducidas & dividir la ganancia 6 pérdida total en partes
proporcionales & los capitales, si el tiempo es el mismo; &
los tiempos, si los capitales soii iguales; y a los produc-
tos de los capitales por los tiempos, cuando éstos y los
capitales son diferentes.

EJAVPLO 1."—Tres socios emprendieron un negocio; el
primero puso de capital 199 duros, el segundo 14-i duros
y el tercero 1135 pesetas. En la especulacion ganaron
840 pesetas; ¢qué cantidad corresponde & cada uno?

Expresando todas las cantidades que aprontaron los
asociados en unidades de igual valor, que, para fijar las
ideas, se supondré sean duros, habrd que dividir el na-
mero 840 en partes proporcionales &4 199, 144 y 227,y
se tendra:
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N
Ganaucia del 1.° 840Xm ™ 293,26 pesetas.

570
840X144:
° -212,21
840X227
» del 30 E-Im _:334’53 »
Ganancia total... =840,00 pesetas.

E jemplo 2®&—Un comerciante emprendié una especu-
lacion con un capital A; 5 meses después admitié un so-
cio que aprontd una cantidad igual; transcurridos 10
dias se les uni6 otro individuo con el mismo caudal que
los anteriores; 70 dias después se les incorporé oteo su-
jeto con un capital idéntico, y, finalmente, al terminar el
afio de haber ingresado en la sociedad el cuarto indivi-
duo que la componia, se disolvié ésta con una pérdida
de 5184 pesetas. ¢Cuanto perdié cada uno?

Expresando en dias los tiempos que estuvieron en la
asociacion los diferentes individuos que la formaban, re-
sulta que

El 1®estuvo 680 dias. El 3®estuvo 430 dias.

El 2® » 530 » EI40 » 360 »

Dividiendo el namero 5184 en partes proporcionales a
los tiempos, 6 sea & 68, 53, 43 y 36, se tendrd que ha-
bran perdido :

El 1® ~¢~X68=1762,56 duros;

El 2® *~"X53=1373,76 »

El
Compr." 1762,56-1-1373,76-"-1114,56+933,12=5184.
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Ejemplo 3®—Una persona establece una industria con
34600 pesetas; & los 7 meses se le asocid otra con 44620
pesetas; 13 meses después se les unid un tercer sujeto
moon 53400 pesetas; transcurridos de esto 19 meses, se di-
solvié la asociacién con una ganancia de 2580 duros.
¢Cuénto correspondi6 & cada uno?

El 1.0 tuvo 34600 pesetas durante 39 meses; capi-
talXtiempo=1349400.

El 2.0 tuvo 44620 pesetas durante 32 meses; capi-
talXtiempo=1427840.

El 3.0 tuvo 53400 pesetas durante 19 meses; capi-
talXtiempo=1014600.

Como los productos de los cajjitales por los tiempos tie-
nen por M c. D. el nimero 40, divddiéndoles por éste, la
cuestion quedard reducida & dividir 2580 en partes pro-
porcionales & los numeros 33735, 35696 y 25365, cuyo
resultado manifiesta que la ganancia

del 1.0 ascendia 4918duros y  72cents, depeseta.
del 20 » & 971 » y257 » »
del 30 » a 690 » y171 » »

Comprobacion.. 2580 duros y 0,00 cents, de peseta.

Obsérvese la analogia que e.viste entre los tres princi-
pios en que se ajjoya la regla de compafiia (178) y los
que sirvieron de fundamento para la resolucion de los
problemas pertenecientes & laregla de interés simple (173).
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CAPITULO III.

Regla de aligacion 6 de las mezclas.

180. Esta reglca tiene por objeto resolver los dos pro-
blemas sigviientes : 1®Hallar el precio medio 6 el de la
unidad de una mezcla de varias sustancias, conociendo el
nimero de unidades de cada especie que han de entrar
en la mezcla, y sus precios respectivos. 2° Conociendo
el precio medio y los de las sustancias mezcladas, deter-
minar el nimero de las unidades de cada especie que
han de entrar en la mezcla.

Las cuestiones de la primera indole pertenecen & la
Ilamada regla de aligacion directa, y las de la segunda &
la de aligacién invci'sa.

ARTICULO 1.

Regla de aligaciéon directa.

181. La resolucion de ésta se funda en las siguientes-
consideraciones ; el valor total de una mezcla es e\iden-
temente igual & la suma de los valores de las diferentes
sustancias mezcladas, y una veo que sean conocidos el
valor de la mezclay el nimero de unidades que contiene,
claro es que el valor de una de ellas se hallara dividiendo-
el de la mezcla por el nimero de aquellas unidades (156).

Siendo n, n', n el numero de unidades mezcladas
de cada una de las especies, y p, p', p sus respectivos
precios, resultard que el precio de la mezcla seré:
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np-\-n2 > -\N"p'-\-....; y si se representa por P el precio
de la unidad de mezcla, se verificara que

P{n-\"n"-\-n-\-....)=n2)-]-n'p'-\-7i"2}"-\-.... (1); de donde

Ejemplo.—Un almacenista de vino ha mezclado 2700
hectolitros de vino de 1GO pesetas el hectolitro; 893 hec-
tolitros de 44 duros cada hectélitro; (J21 hectélitros de
250 pesetas cada uno de éstos, y, finalmente, 96 litros de
300 pesetas el hectélitro. ;A como debera venderse el
hectélitro de la mezcla?

Expresando todas las cantidades en hectdlitros, sus
respectivos precios en pesetas y sustituyendo en la igual-
dad (2) los valores particulares que en este caso corres-
ponden &n, n', n", n", p,p',p. p"\ se tendrd:

»_ 2700x160-f893x220-|-621x25n-K).9fix300

2T00-(-893--()21-1-0,9G ’ pesetas.

182. Caso particclar—Cuando es el mismo el na-
mero de unidades mezcladas de las diferentes especies,

la igualdad (2) se reduce &

simplificando y llamando A7 al numero de especies dife-
rentes que intervienen en la mezcla, se tendra :

mj, 2"p'~h>"+y"+ ...
i
Cuando esto sucede, se dice que P es el promedio, 6

también el medio diferencial, de los nameros p,p‘,p",p""...

Luego la igualdad (3 manifiesta que para determinar
el promedio de varios numeros se divide la suma de todos
ellos, por el nimero de sumandos.

Ejemplo—Se han mezclado en cantidades iguales café.
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mk 37,25 el kilogramo, con café do 2”,75, con otro de P,60

y, finalmente, con café de 1°20. ;Cuél serd el precio &

que debera venderse el kilogramo de la mezcla?
Aplicando la regla que se acaba de deducir, se tendra :

3P.25-h2",75+IP,G0+P,20
N 4

En algunas ocasiones, & pesar de seguirse un procedi-
miento en un todo analogo al que se acaba de exponer
en la resolucién del problema anterior, no aparecen en el
enunciado de la cuestion que se propone, precios de las
scantidades que se lian de reunir 6 mezclar.

ETEIIPLo—Las cinco experiencias hedias con el fin de
averiguar la cantidad de gas del alumbrado que se quema
en un mechero durante una hora, acusan los siguientes
valores: 1/ ensayo, 298 litros; 2.°, 291; 3.°, 311; 4@®
306; 5.0y ultimo, 294. ;Cudl sera el promedio del con-
sumo de gas por hora en el expresado mechero?

Segun la regla expuesta (3),

. 291-f-291L.4-29S-]-306+311

=2,20 pesetas.

—==300 litros.

Es evidente que el valor del promedio de varios nu-
meros- siempre estard comprendido entre el mayor y el
menor de éstos.

ARTICULO I1.

Regla de aligacién inversa.

183. Conviene considerar en ésta dos casos : 1® que
sean dos las especies que se mezclan; 2®, que éstas sean
tres 6 maés.

Primer caso—La resolucion de los problemas que CO-
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rresponden & este caso, es una consecuencia de lo dicha
en la regla de aligacion directa, pues la igualdad (1) se
reduce ahora & P (n-\-n")=np-\-n'p’, de donde Pn-\-Pn'=
=np-\-n'p'; restando de ambos miembros de esta igualdad
np y Pn' se tendrd Pn—np—n'p'—Pn’, y separando los
factores comunes en uno y otro miembro, resultara:

n(P—p)—ii'(p'—P), de donde " s @).

Esto dice, que los nimeros de unidades que se tomen de
cada apecie para formar la mezcla, son inversamente pro-
porcionales & las diferencias de sus respectivos precios al
precio medio.

Ejemplo.—¢En qué cantidades deben mezclarse' dos
vinos cuyos respectivos precios son 300 pesetas y 576
pesetas el hectolitro, para que éste valga 400 pesetas?
Aplicando la regla que acaba de deducirse, en el su-
puesto de que n represente el nimero de unidades de la
I.*sclase de vino y n' las de la 2. se tendrd :

576—400 176 44
400—300 100 25 °

en donde se ve solo el valor de la razon en que se en-
cuentran las dos cantidades desconocidas; de aqui que el
problema tenga una infinidad de soluciones y por tanto sea
indeterminado, pues si & los dos nimeros que forman la

. 44 T . .
razon se les multiplica 6 divide por un mismo nu-

mero, cualquiera que éste sea, siempre resultardn nuevos
valores para njn"’.

184. Si se quisiera hacer determinado este problema,
no habria sino suponer conocida una cualquiera de estas-
dos incAgnitas, y entonces en la proporcion (4) solo ha-
bria un término desconocido.
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E jemplo—Teniendo 700 hectélitros de vino de & 570
pesetas el hectolitro, ;con cudntos hect6litros de vino de
4 300 pesetas se deberdn mezclar para que el precio de
la mezcla sea de 400 pesetas el hectolitro?

La igualdad (4) seria ahora de donde
442200 =1232 hectolitros.

También pudiera hacerse determinado este primer
caso, sin mas que suponer se conocia la suma ¢ la di-
ferencia de los nimeros que expresan las unidades que
de una y otra especie se mezclan, supuesto que la igual-

dad fraccionaria —;L se pu”de transformar (123) de
los modos siguientes :

44-(-25 «4-a'_ 44-)-25 n—  41—25 n— 4425
44 - 25 1 44 it 25

Ejemplo.—Teniendo vino de 300 pesetas el hectdlitro
y vino de 576 pesetas, ¢cuéntos hectolitros deberan to-
marse de uno y otro vino para que resulten 1932 hect6-
litros de 6 400 pesetas el hect6litro?

De la primera de estas cuatro igualdades se deduce

ue.l.??’-z :=69, de donde = 1932)(--4}51—1232 hectélitros.
44 69
De la segunda igualdad resultar 1?]32 & , de donde
1932X"N0 .
nm, 69 iOO HI.

Comprobacion: ii-)-w'=1232-(-700=1932 hectdlitros.

Resumiendo : para que un problema de la regla de ali-
gacion inveisa, que se refiere al primer caso, sea deter-
minado, es suficiente con que se conozca el numero de

13



- 194 —

unidades de una de las especies que entran en la mezcla,
0 que sea conocida la suma de las unidades que inter-
vienen de una y otra especie; 0, finalmente, que se co-
nozca la diferencia de las mismas.

185. Segundo caso.— Cuando el nimero de especies
gue se han de mezclar es mayor que dos, se van combi-
nando aquéllas de dos en dos, de modo que el precio
medio se halle comprendido entre los precios respectivos
de dichas especies, pudiéndose asi obtener las infinitas
soluciones de que es susceptible el problema.

Ejemplo— Se quiere mezclar trigo de cinco clases cu-
yos precios son de 17, 20, 21, 26 y 30 pesetas el hectdli-
tro: para que el hectdlitro de la mezcla resulte a 24 pe-
setas, ¢jcuantas han de entrar en ésta de cada clase de
trigo?

La operacion se dispondra de la siguiente manera :

. Prgcio Ndmero
Precio e de ynidades de
medio. especies. caaa especie.

17 30-24=. 6

20 26—21= 2

24 21 30—24= 6

26 24—20= 4
i24-21=3)

0 (24-17=7)nn

Si se consideran primeramente las dos especies de 17
y 30 pesetas, y se escriben al frente de cada una la dife-
rencia entre el jirecio medio y el de la otra, se tendra el
ndmero Gde la jjrimera y el 7 de la segunda. Haciendo
Una comparacion anéloga éntre las especies de 20 y de
26 ptas., se obtendran respectivamente los nimeros 2y 4.
finalmente, si se toman las especies de 21 y dé 30 pe-
setas, se tendran los numeros 6y 3.

Si se quisiera comprobar el resultado obtenido, se ha-
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de la regla de aligacion directa, y asi

dria
6 HI. 4 17 pesetas valen . . . . 102 pesetas.
2 » 420 » » .. 40
6 » az2l » » .. 126 »
4 » 426 > » .. 104
10 » 430 » » .. 300

28 HI. de mezcla valen . . .
672 pesetas;28=24 pesetas, precio medio.

Se pudieran haber encontrado tantas soluciones como
se quisieran sin mas que combinar las especies dadas
de otra U otras maneras difei’entes; 6 también multipli-
cando por un mismo numero, cualquiera que éste sea, loa
de la solucion bailada.






APENDICE.

Limites.—Cantidades inconmensurables.

186. Se vi6 (101y 102) que no era posible obtener
scon rigurosa exactitud el valor de la raiz cuadrada de
ciertos niameros enteros y fraccionarios; pero que era fac-
tible en tal caso determinar diferentes nimeros que se
aproximasen cada vez mas al valor que aquélla repre-
senta. También se vié (109) que & medida que en una
fraccion periddica se consideraban mayor nimero de pe-
riodos, los nimeros que iban resultando se acercaban
cada vez mas & la correspondiente fraccion generatriz.
De donde se deduce que hay expresiones numéricas va-
riables cuyo valor se va aproximando al de otra invaria-
ble tanto como se quiera, pero sin llegar nunca & igua-
larse con ella : esta expresion de valor constante se dice
que es el limite de la variable.

Los limites de una cantidad variable pueden ser supe-
riores 6 inferiores, 6, esto dicho en otros términos, el li-
mite puede ser mayor 6 menor que todos los valores de
la variable.

La unidad pudiera citarse como limite superior de los
quebrados propios y & la vez como limite inferior de los
impropios.

Esto manifiesta que el continuo aumento 6 disminu-
cion de un nimero no supone que necesariamente haya
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de llegarse & formar otro mayor 6 menor que cualquW-
nimero por grande 6 pequefio que éste fuese; pues si la
ley de su variacion reconoce limites, nunca acontecera
que por la sucesiva agregacion 6 disminucion de incre-
mentos sometidos & la expresada ley, se obtenga un re-
sultado que sea mayor que su limite superior ni tampoco
menor que el inferioiq

187. De la definicién de lo que se entiende por
mite de una expresion variable, se infiere que una canti-
dad varinUe no puede, tener dos limites superiores 0 infe-
riores diferentes; pues si se aproxima & uno de ellos tanto
como se quiera, siempre habra entre la cantidad variable
y el segundo limite, la diferencia que hay entre éste y el
primero, mas la que existe entre los dos limites, que es
una cantidad constante : luego, segun esto, la cantidad
variable no se podria acercai al segundo limite tanto co-
mo se desee.

Corolario 1® Si dos cantidades variahles son constan-
temente iguales, sus respectivos limites tamhién serén igua-
les ().

Corolario 2® EI limite del resultado de efectuar una
operacién cualquiera con cantidades variables, es igual al
restdtado de verificar la misma operacion con los limites de
dichas cantidades. En efecto, sean Cy C' dos cantidades
variables cuyos limites son respectivamente L y L'. Si
0 y 6" se acercan tanto como se quiera L', lasuma
C-j-6 se acercara & Z-j-i' tanto como se desee; el pro-
ducto UXC se aproximara también al ZXZ' tanto
cuanto se quiera, y asi pudiera decirse lo mismo de las
demas operaciones. De modo que, segln esto, cuando
se quiera efectuar cualquier operacién con ndmeros in-

1 . proposicion es conocida con el nombre de teorema de
tos ¢imites.
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conmensurables, se sustituyen éstos por los nimeros com
mmtsuralics () que se les aproximen tanto como se quier
ra, y la operacion efectuada con éstos expresara, con un
cierto error, el valor del resultado que corresponde & la
operacion efectuada con los inconmensurables pro-
puestos.

Es evidente que el error cometido seria tanto rnenol
cuanto mayor fuera el grado de aproximacion de los na-
meros conmensurables que reemplazaran en el calculo &
los inconmensurables.

Los corolarios que acaban de mencionarse permiten
generalizar todas las proposiciones relativas & las opera-
ciones que se lian efectuado con los nimeros enteros y
fraccionarios; haciéndolas extensivas & ios inconmensu-
rables.

Complemento aritmético.

188. Se entiende por complemento aritmético de un
namero, la diferencia que existe entre este nimero y la
unidad del orden inmediato superior al de la primera ci-
fra de la izquierda de aquél.

El complemento de un nimero entero 6 decimal se ob-
tiene restando de 10 Japrimera cifra de Ja derecha y de 9
cada una de Jas d"més, lo cual no es sino una consecuen-
cia del procedimiento expuesto para efectuar la sustrac-
cion (1y 89).

Por medio de los complementos se consigue transfor-
mar las sustracciones en adiciones. En efecto; si al mi-
nuendo y al sustraendo se les agrega el valor del com-
plemento de este Gltimo, el resto no experimentard alte-f

(*) Todo numero entero 6 fraccionario se dice que es %>
mensurable.
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racion alguna (11) y, con tal motivo, el resultado se ob-
tendré& sumando el minuendo con el conijdemento del sus-
traendo y quitando de la suma la unidad seguida de tantos
ceros como cifras tuviere el mencionado sustraendo.

EJEMPLO.

8563— 724=8563-j-Comp.° 724—(724-]-Comp» 724)=
=8563-1-276—1000=7839.

Resultado que se pudiera comprobar efectuando direc-
tamente la sustraccion.

Raiz cubica.

189. Sé llama raiz cabica de un nimero, otro luimoro quo
elevado al cubo, 6 sea considerado tres como factor, reproduce
el nimero propuesto. Asi la raiz cibica de 64 sera 4. En gene-
ral, se entiende POr raiz de un grado cualquiera de un nu-
mero, otro numero que, elevado & la potencia que indique su
grado, reproduzca el nimero propuesto.

El nimero que expresa el grado de la raiz se llama indice.
Cuando el grado de la raiz excede del segundo, entonces se es-
cribe el indice dentro del angulo que se encuentra a la izquierda
del signo radical. El ejemplosanterior se escribiria, segan lo di-

cho, en la siguiente forma : V64=4.

La determinacion de la raiz ciibica de los nimeros menores
que 1000, se apoya en la tabla de los cubos de los nimeros ente-
ros menores que 10.

Ralees... 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cubos.... 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000

Si por ejemplo quisiera extraerse la V476, no habria sino bus-
car, en los nimeros de la tabla que antecede, el mayor cubo que
se hallase contenido en el nimero propuesto que, en el presente
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caso, seria 343, y la raiz cubica de éste detenninaria para a' ué -
lia que se busca ci nimero 7.

Se entiende por raiz cxibica entera de un nimero, la raiz cl-
bica del mayor cubo perfecto contenido en él. Se llama residuo
de la raiz cfibica de un nimero, al exceso de este nUmero sobre
el mayor cubo contenido en él. Asi, en el ejemplo anterior, se
tendra que el residuo es 133.

190. Todo numero entero que no tenga por raiz cibica exacta
otro entero, tendréd por raiz ciibica un nimero inconmensurable.
Si en el ejemplo Gltimo se supusiera que la raiz exacta fuese 7
mas una fracciiti, reduciendo este numero mixto a quebrado
irreducible, se tendria que, al elevarlo al cubo deberia dar por
resultado otro quebrado irreducible (I00), el cual nunca ])odria
valer lo mismo que el nimero propuesto que, por hipdtesis, es
entero.

Cuando el namero del cual se trate de extraer la raiz cubica
sea mayor que 1000, entonces J>ara deducir el valor de ésta, hay
que servirse ademas del siguiente teorema :

191. Bl cubo de la suma de dos nameros, equivale nicubo del
mprimero, mé&s el triplo del cuadrado del primero }>or el segundo,
mas el trigdo del gjrimero g)or el cuadrado del segundo, mas el
cubo del segundo.

En efecto, siendo a y b los dos sumandos, el cubo de
su suma serd : (n-|-b)-<=(a-|-b)-X(’n-)-b)=(rt-+2ub-I-b-) {a-\-b)=
=an-|-2a-Z>-|-«b-+u-b-]-2«b--(-b*‘=a"*-|-3a-b-|-3iJb--I-b-".

De modo que todo nimero descompuesto en dos sumandos, de
los cuales el uno sea la totalidad de sus decenas y el otro las
unidades simples, su cubo constara del cubo de las decenas, mas
del triplo del cuadrado de las decenas por las unidades, méas del
trigdo de. las decenas jun' el cuadrado de unidades, més el cubo
de las unidades.

CoiilOLALIO.—l ai diferencia entre los cubos de dos nimeros en-
teros consecutivos es igual al trigdo del cuadrado del menor, mas
el triplo del menor, mas una unidad. En efecto, sean n y n-"X.
dos ndmeros consecutivos.

(n-)-)"=2i""-|-3?i--j-3n-)-1; restando d(i ambos miembros de esta
igualdad el niamero mv, se tendra ipie (n-)-1)"'—n”"=3u'*)-3)i-)-I.

192. De aqui se deduce que, siempre (pie cu la extraccion de
la raiz clbica de un numero, se verifique que el residuo sea ma-
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yor 6 que, el triplo del cuadrado de la raiz hallada, mfts el
triplo de la misma, mas niia unidad, la altima cifra de la raiz
sera menor que la verdadera, supuesto que entonces, en el IUi-
meio propuesto, estara contenido el cubo del nimero que se for-
ma afiadiendo una unidad & la Gltima cifra de la raiz hallada.

103. La raiz cubica de un namero mayor que 1000 seria co-
nocida si se pudiera averiguar el numero de las decenas, asi
como la cilra que corresponde a las unidades de aquella. Con el
fin de deducir el valor de la totalidad de las decenas de la raiz,
bastara apoyarse en el siguiente teorema : La raiz cubica entera
de los millares de un nimero expresa exactamente las decenas
de la raiz cubica de este niumero.

En eiecto, siempre que la raiz cubica del nimero propuesto
tenga mas do una cifra, se compondra neces.ariamente de dece-
nas y unidades simples; mas como quiera ([ue el expresado lui-
mero puede considerarse como el cubo de su raiz cul)ica, so com-
pondra de las cuatro partes mencionadas en el teorema anterior,
mas del residuo, si agnélno fuere cubo perfecto. Pero el cubd
de las decenas de la raiz Gnicamente puedo estar contenido en
los millares de este niumero, supuesto que un namero cualquiera
de decenas al elevarlas al cubo, da un nimero exacto de millar
res; pero en los millares del ndmero propuesto puede haber tam-
bién algun millar que provenga de las otras tres partes de que
consta el mencionado cubo, y del residuo si lo hubiere. Esto ma-
nifiesta que separando las tres primeras cifras de la derecha del
numero dado, y extrayendo la raiz clbica do los millares, se
tiene la seguridad de hallar un nimero que no sera menor que
las decenas de la raiz, j)ero tampoco sera mayor, porque enton-
ces s6lo el cubo de las decenas de la raiz cibica tendria més mi-
llares que todo el nimero propuesto, lo cual seria absurdo; luego
la raiz cubica de los millares do este nimero seran las decenas
de la raiz.

194. La cifra de las unidades de ésta, se determinara con el
auxilio del teorema siguiente: Si de un numero se resta el cubo
de las decenas de su raiz cubica y las centenas del resto .se divi-
den por el triplo del cuadrado de aquellas decenas, el cociente
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serd la cifra de las unidades de la raiz cibica 6 un ndmero
mayor.

Considerando al numero propuesto como al cubo de su raiz,
clbica, se compondra de los cuatro sumandos que le forman (191)
mas del residuo, si aquél no fuera cubo perfecto. Si se resta del
numero propuesto el cubo de las decenas de su raiz, el resto
contendra al triplo del cuadrado de las docenas por las unida-
des, mas el triplo de las decenas por el cuadrado de las unida-
des, mas el cubo do las unidades, mas el residuo si lo huljiere.
Pero el primero de estos sumandos es un nimero exacto de cen-
tenas, supuesto que se compone del cuadrado do decenas, y por
consiguiente, se hallara contenido en las centenas del resto, eii
las cuales pudiera haber ademas alguna centena que provenga
de los otros dos sumandos, y del residuo, si lo hubiere. Luego,
segun esto, dividiendo las centenas del resto por el triplo del
cuadrado de las docenas de la raiz. nunca podra resultar en el
cociente un nimero menor que las unidades de ésta, y por tanto
la cifra hallada sera la verdadera de las precitadas unidades 6
mayor cinc la verdadera.

Si como aclaracion do estas consideraciones quisiera extrarse

3.
la V76843298, se dispondria la operacion en la siguiente format

V76843298 = 425
6j4

12843 48

10088

«27552'98 5292
2G77625
ee77673

Siendo el nimero propuesto mayor que 1000, su raiz cubica se
compondra do decenas y unidades-, para obtener las decenas de
ésta, sera necesario encontrar la raiz clbica del mayor cubo
contenido en los 7G843 millares del nimero j)ro])ucsto (193).
Pero siendo 76843 mayor que mil, su raiz cul)ica también cons-
tara de decenas y unidades, de modo que para determinar las
decenas, sera necesario extraer la raiz cibica dcl mayor cubo
contenido en 76 millares, la cual es 4; asi, la raiz cubica de.
76843, contiene desde luego 4 decenas, las cuales ya pueden es-
cribirse & la derecha del inimero proimesto que es el lugar destl-
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nado para la raiz que so busca. La cifra de las unidades de la
raiz de 76843 se determinard restando de este nimero el cubo de
las 4 decenas que se acaban de obtener, 6 sea 64 millares, lo que
dard el resto 12843; si ahora se dividen las 128 centenas de este
nimero por 48, triplo del cuadrado de las 4 decenas halladas, el
cociente 2 que resulta sera igual 6 mayor que la verdadera cifra
de las unidades. Para cerciorarse de si esta cifra es 6 no dema-
siado crecida, se podria elevar al cubo el nimero 42 y, si fuera
posible restar este cubo del nUmero 76843, en tal caso 42 seria
su raiz cubica. Hay otra manera mas sencilla de proceder para
efectuar la comprobacién de la cifra 2, que consisto en formar
las tres partes que ftiltau del cubo, de 42, que son : triplo del
producto del cuadrado de decenas por unidades, triplo del pro-
ducto de decenas por el cuadrado de unidades y cubo de unida-
des; cuya suma es igual a 10J88, nimero inferior al resto 12843,
5 por tanto la cifra 2 no es mayor que la verdadera, y como se
sabe (194), que la cifra hallada en el cociente de la ultima divi-
sion efectuada nunca puede ser menor que la que so busca, se
tendran determinadas con seguridad las 42 decenas de que consta
la raiz cubica del nGmero propuesto.

Si ahora se c|uisiese hallar la cifra que. ocujia el lugar de las
eunidades simples do la raiz cubica de 76843298, no habria sino
restar de este nimero el cubo de las 42 decenas; mas como quiera
que este cubo es un nimero exacto de millares, bastara restar
éstos de los 76843 millares que contiene aquél y bajar & la dere-
cha de la diferencia que se obtiene la seccion siguiente, y asi se
tendra el numero 2755298, el cual contendra al triplo del cua-
drado de las 42 decenas ]>or las unidades, mas el trii)lo de las 42
decenas por el cuadrado de las unidadcis, el cubo de las unida-
des. Luego, dividiendo las 27552 centenas de aquel numero por
el triplo 5292 del cuadrado de la raiz hallada, se tendra el co-
ciente 5, el cual se congn-obara como en el caso anterior. De
modo, ([ue la raiz clbica del niumero pro])uesto es igual & 425
con un error ]>or defecto menor que una unidad simple.

195. De todos los razonamientos expuestos, se deduce la si-
guiente regla general :

| ara extraer la raiz cubica de un nUamero entero, M divide
éste en secciones de tres cifras, emjjezando por la derecha; se
extrae la raiz cubica de laprimera seccién de la izquierda, se
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eleva al cubo esta raiz y se resta de la primera seccion mencio-
nada, siendo indiferente que ésta tenga una, dos 6 tres cifras.
Al. lado del resto se escribe la seccién siguiente: se separati las
dos primeras cifras de la derecha, y se divide lo que queda d la
izquierda por el triplo del cuadrado de la raiz hallada: con esta
raiz y el cociente se forman las tres partes del cubo que faltaban
y se restan del dividendo juntamente con las dos cifras que an-
tes se hablan separado; si la sustraccién no es jiosible, se rebajan
al cociente una 6 méas unidades, hasta que aquélla se pueda efec-
tuar; si tal sucede este cociente serd la segunda cifra de la ralz®
la cual se escribir4 & la derecha de la primera. Al lado del resto
se coloca la .seccion siguiente, y se repite lo que se hizo con el
resto anterior, y asi se continla hasta encontrar la Gltima cifra
de la raiz y el correspoiuliente resto, que seria él residuo de la
raiz cubica jxdida.

En (si caso de que las centenas de alguno de los restos fuera un »
numero menor que el triplo del cuadrado de la raiz hallada, se
escribira cero en la raiz, se bajara a la derecha de aquél la
seccion siguiente y se continuara la operacién en la misma forma
que se ha dicho.

La raiz cibica de un nimero debe tener segln la regla 195,
tantas cifras como secciones posea aquél.

196. Un niimero que termine en un niimero de ceros no di-
visible 2>or tres, no puede ser cubo perfecto.

Pues cualquiera que fues(’ su raiz clbica, ésta terminaria 6 no
en uno 6 mas ceros, y al elevarla al cubo careceria & su derecha
de ceros 6 si los tuviera éstos aparecerian en namero igual al de
los que tenia la citada raiz multiplicado por tres (21, Couo-
LAKIO 2.1).

Obsérvese (lue esta condicion aunque, necesaria i)ara que un
numero (pie termine en ceros teng'a raiz cubica exacta, no es
por si sola suficicntc, supuesto que pueden existir nUmeros (pie,
a pesar de que lerminan en un nimero de ceros multiplo de tres,
no son cubos”lerfectos.

197. (Ji’EiiRADO.s OUDIXAIIIOS.—En la extraccion de la raiz
cubica de estos nimeros conviene distinguir tres casos : 1 que
ios dos términos sean cubos perfectos; 2.", (pie solo el denomina-
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dor tenga raiz cubica exacta; S.", que ninguno de los dos térmi-
nos del quebrado sea cubo j)erfecto.

Primer caso.—P ara extraer la raiz clUbica de un quebrado
cuyos términos sean cubos perfectos, se extrae la raiz del nume-
rador y se divide x>or la del denominador.

En efecto; sea el quebrado ~. Su raiz cibica sera —, en

o 2 -
atencion a que al elevar -- al cubo reproduce al nimero pro-
puesto (189).

198. Segundo ckso.—Para extraer la raiz cubica de un
quebrado cuyo denominador sea cubo perfecto, no siéndolo el
numerador, se extrae la raiz entera d'el numerador y ésta se
divide por la exacta del denominador. El quebrado que resulte
sera el valor de la raiz cubica que se deseaba encontrar con un
‘error meiior que la unidad dividida Jior la raiz exacta del deno-
minador.

En efecto; la raiz culiica de se halla comprendida entre

3

T T diferenciara de cualquiera de estos dos quebra-

dos en menos de 4-.
[o]

Corolario.—fMara extraer la raiz cGbica de un entero en
menos de una parte alicuota de la unidad, se multiplica el en-
tero por el cubo del denominador de la mencionada parte ali-
cuota, .se extrae la raiz cubica entera del producto y el resultado
se divide por el antedicho denominador.

Si se quisiera determinar la raiz cubica del entero a en menos

de-~, se tendria : a="~~ de donde Vfl= Ve (|>

Tercer caso.—7'n/-n extraer la raiz cubica de un quebrado
cuyo denominador no sea cubo perfecto, se multiplican sus dos
términos por el cuadrado del denominador, con cuyo motivo este
caso queda reducido al anterior.

Si el denominador del quebrado propuesto no fuese nimero
jnimo, bastarla multijilicar sus dos términos solamente por los
;actores que necesita para que el denominador sea cubo per-
ecto.
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1 1/ 59X3X5- _16_8

Ejemplo: y 30= \/ 300X3X5"= ‘3(]“ 15

199. Nuambuos DECIMALES.- Para extraer la raiz ciibica de
estas fracciones, se les afiaden a su derecha los ceros suficientes
para que el nimero de cifras decimales sea multijilo de tres;
prescindese luego de la coma, se extrae la raiz del nUmero que
resulta como si fuera todo él entero, y de la derecha de la raiz
cubica obtenida, so separan la tercera parte de cifras decimales
gaie tuviere el nUmero propuesto.

) _ 4520 \V93452!)

En efecto : Vo,934$52—y9%?100 100 =0,97.

De la igualdad (I) deducida (198, Corolario), se desprende
que prti’n extraer la raiz cibica de un entero en menon de una
unidad decimal dada, se escribira a la derecha de aquél tantas
veces tres ceros como exprese el orden decimal que sefiede la
aproximacion; se extraerd la raiz cubica del nimero que re-
sulta, y & la derecha de ésta se separan las cifras decimales que
marca el grado de ag>roximacion deseado.

Monedas antiguas.

200. Se dijo (135) cudles eran las monedas en circulacion
euj’o valor so hallaba comprendido en las disposiciones superio-
res que estan en vig'or; por mas que actualmente la mayoria de
aquéllas se encuentra acufixda con anterioridad al afio 1869;
pero existen ademas do las citadas monedas, otras de oroy Jilata
que no habiendo sido mandadas recog’or por el Gobierno, pueden
considerarse todavia como de uso leg'al en las transacciones.

Refiriendo estas unidades de nnmerario al reed vellon, pieza

de jilata equivalente 4 0,25 de peseta, se ha formado el siguiente
cuadro :
MONEDAS DH

ORO. PLATA.
Onza anteriora 1772. 321 ~j\vs. Escudo o medio duro. 10 rs.
Id. posterioral772. 320 » Peseta columnaria. . 5 »
Mediaonza.............. 160 »  Media pesotacolumn.” 2 1/2»
Coronillavieja ... 21 /1» Real columnario.... 11/4»

Estas monedas antiguas, exceptuando el escudo, se presentan,
con muv escasa frecuencia en el trafico corrieuten
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Regla de percentaje.

Se entiende por percentaje €l valor que corresponde a va-
rias unidades homogéneas, en relacion con el asignado & cien de
éstas.

Segun esta definicién, los problemas que se refieren a la regla
de interés simple y & la de descuento comercial, no sou en reali-
dad sino cuestiones de percentaje, supuesto que aquéllos y éstas
reconocen como base para su resolucion, principios esencialmente
idénticos. Con tal motivo, cuando se trata, tanto en los unos
como en las otras, de encontrar las respectivas soluciones, hay
gue servirse de una igualdad comun que es la deducida en la

. s oV
regla de interés simple : *=,jqg- Reemplazando en ella p, per-

centaje, en lugar de i; se transtbrmara en p — K¢ " € o @)
de donde puede hallarse una cualquiera de las tres cantidades
literales que en esta igualdad aparecen, conocidas que sean las
otras dos.

Para formarse una idea aproximada de lo variadas y frecuen-
tes que sou las aplicaciones de esta regla, asi como la sencilla
manera de resolver los problemas c(ue a ella pertenecen, bastara
fijarse eu los siguientes ejemplos :

1" Teniendo que adicionar a una partida de 1238 hectolitros
de vino un 3 p. “/ode aguardiente, ;qué cantidad de este liquido,
de igual graduacién, sera necesariaV

Haciendo en la igualdad (1) altima c=1238 hectdlitrosy }=3,
se tendra 7j=;37,11 hectélitros.

2.0 En una Jiartida de 1238 hectdélitros de vino se han acetifi-
cado (11!):) litros; ¢qué tanto por ciento de la totalidad corres-
ponde al vino avinagrado?

Sustituyendo en la igualdad (1) en vez de¢), 61,90 hectdlitros,
y en lugar de c, 1238 hectdlitros, se obtiene para r el valor 5.

3.0 Un comisionista percibe el 12 p. »/o del importe del vino
que vende; en el supuesto de que aquél haya recibido por tal .
concepto de la casa que representa, 2091 pesetas, ¢qué cantidad
importa el vino vendido?
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Reemplazando en la misma igualdad 12 por r y 2094 pesetas
porp, se tiene para c, 0 sea la incognita, 17450 pesetas.

202. En el comercio la regla de percentaje tiene numerosas
é importantes aplicaciones, entre las cuales pueden citarse las
siguientes :

Seguros.—Las compafiias de seguros se comprometen por me-
dio de un resguardo (])6liza), que entregan al interesado, a in-
demnizar a éste de los siniestros causados en su propiedad por el
fuego, tormentas, etc., mediante el Jiago de cierta cantidad, lla-
madaprima 6 premio, que cada uno de los duefios abona por el
objeto asegurado. La prima 6 premio del seguro es generalmente
un tanto por ciento del valor de la finca U objeto que se aseg’ura.

También se reducen & cuestiones de percentaje los derechos de
aduana, 0 sea lo que ha de pagarse al Estado por las mercancias
importadas 6 e.vportadas. Estos derechos se calculan de dos ma-
neras distintas, segun la indole de la niercancia: ¢ bien abo-
nando una cantidad fija por cada objeto 6 determinado luGinero
de ellos, 6 bien abonando un tanto por ciento del importe de la
mercancia.

LOS COERBT.\,TBS soii percentajes del importe de géneros 6 va-
lores que se abonan al corredor por su intervencién en la compra-
venta de aquéllos.

Las TAR.vs, 0 sea la rebaja que se hace del peso total de los
fardos de mercancias por las cajas, barriles, sacos, etc., en que
se hallan contenidas, también se calculan de dos maneras: a tanto
por bulto y & tanto por ciento del peso total.

Compra y vbxta de papel dbl Estado.— Este papel consisto
en unos documentos llamados laminas, que representan un va-
lor nominal, el cual produce un interés constante. Las men-
cionadas laminas se venden 0 cotizan en la Bolsa & un tanto por
ciento, variable, do su valor nominal.

Los GIrROS, cuyo premio es también un tanto por ciento de la
cantidad girada; y, finalmente, 10s cambios entre dos poblacio-
nes, los cuales se verifican d ia pur, & un tanto por ciento de
beneficio 6 do dafio, segin que el valor efectivo pagado en la
primera es igual, menor 6 mayor que el recibido en la segunda.
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Regla de conjunta.

203. Estaregla Ilamada también de cambio tiene por objeto
averiguar la relacién que existe entre dos cantidades, sirviéndose
para conseguirlo de otras relaciones intermedias que, siendo co-
nocidas de antemano, ligan & las mencionadas cantidades.

Los problemas qiie se resuelven por medio de esta regla son
un caso particular de la de tres compuesta; y, en su consecuen-
cia, todos ellos pueden resolverse por medio de varias proporcio-
nes y también por el método de reduccion a la unidad. El proce-
dimiento peculiar de la regla de que se trata (sel mas breve, y
reconoce como fundamento el siguiente lema :

Si se multiplican ordenadamente varias equivalencias (*f tales
que el primer miembro de cada una de ellas sea de la misma
especie que el segundo de la anterior, los productos obtenidos
seran equivalentes, siendo el primero de la especie primera y el
segundo de la altima.

Si so multiplican por 9 los dos.miembros
j ' ' de la primera de las equivalencias que apa-
3:= id recen al margen, y por 7 los de la segunda,
considerando al 9 y al 7 como si fueran mime-

ros abstractos, se tendra que
n de donde se deduce que 4.9« :=11.7r, lo cual
4 e manifiesta que la jiroposicion es cierta cuando
son dos los equivalencias que se consideran. De
suerte que si ahora se multiplica la equivalencia que se acaba
do obtener con la tercera de las propuestas, resultara como con-
secuencia que 4.9.3» =7XIiXB'L Del mismo modo pudiera de-
mostrarse que esto lema es cierto cuando se tiene mayor nimero
de equivalencias en las condiciones que determina su enunciado.

204. Segun esto, para resolver los problemas de la regla de

(*) Se llama ecquivcdencia la expresion do dos cantidades que
teniendo el mismo valor se hallan referidas & unidades diferentes
y separadas por el signo =. Ejemplo: 21 dias=3 semanas.

(**) Las letras a, b, ¢y d significan aqui las diversas clases

de unidades 6 especies que intervienen en las equivalencias que
se establecen.
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conjunta se empieza por establecer una equivalencia entre el nt-
mero de unidades, cuya equivalencia se desea averiguar en uni-
dades de otra especie, y el numero desconocido de estas unida-
des; se escriben después las demés equivalencias teniendo cuidado
de colocarlas de modo que el gn'inier miembro de la siguiente sea
de la misma especie que el segundo de la anterior, y se tendra,
procediendo de este modo, una serie de equivalencias que al mul-
tiplicarlas ordenadamente permitird que se obtenga otra en la
cual sera facil hallar el valor de la incégnita.

Ejemplo.—Determinar el nimero de libras esterlinas que se
han de cobrar en Londres por 3600 gallones de vino vendidos
en Jerez a 476 jiesetas el hecto-

x lib. est. = 3600 gall. litro, sabiendo que una libra es-
35 gall. 1591 terlina equivale & 240 peniques,
L 0,01 111 35 gallones & 159 litros y 10 pe-
1111 476 ))tas. - !
1 pta. 10 pen. niques & una peseta.
240 pen. 1 lib. est. Escritas las equivalencias -que

aparecen al margen, de confor-
midad con la regla que se acaba do exponer, resulta que al
multiplicarlas ordenadamente, se tendra a;X35x240 lib. ost.=
=3600x159x0,01x476x10, lib. est., de donde'

3600X159X0,01 X476X10

=3243,6 libras esterlinas.
35X240

Obsérvese que en los iiroblemas de esta Indole, el primer
miembro do la primera equivalencia y el segundo de la altima
tienen-que ser de la misma especio. Asimismo so comprende que
el resultado final puede obtenerse mas facilmente, dividiendo.por
un mismo nuamero los miembros de diferente nombre de dos oqui-
valencias cualesquiera.

En el caso do que se deseara resolver esto ])roblema por medio
de proporciones, a la manera que se hacia en la regla de tres

compuesta; se dispondra la
Gall. L. ui. Ptas. Pen. est' operacion en la forma que se

35 1 " S A al njargen; j-, si se tiene

3600 159 001 476 10 x ©N cuenta (UO cada dos de

las cantidades que intervie-
nen en la cuestion han de ser equivalentes, la proporcionalidad
que entre ellas exista tendra que ser siempre directa (161), do
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modo que, aplicando el teorema de las razones compuestas, se

venflcaia que *_3600x 159x 0,01X476x 1040 4onde

3600X 159X0,01X476X10
35X240

Este procedimiento ademas de comprobar el valor de o« obte-
nido por medio de la regla de conjunta, manifiesta que esta
regla es la sintesis do aquél.

Descuento matematico.

205. Si V' representa oLvalor actual 6 efectivo de una letra
0 pagaré, r el tanto por ciento de interés, t el tiempo & que dicho
documento es pagadero y d' el descuento matematico, y si se tiene
en cuenta que d' debe ser la ganancia del capital v en el tiempo

t, resultara que la igualdad ot deducida en la regla de inte

V'rt
100
igual al exceso del valor nominal Vv de la letra sobre el

rés simple, se transformard ahora en d'= pero siendo V

descuento d\ resultara que d=-— 1 donde 100 d'=

— Vrt—d'rt, 6 100 d'-]-d'rt=Vrt; separando el factor coman que
existe en el primer miembro, se tendra d'{i0o0-\-rt)=Vi't; luego
" Vrt
100-Hrf
Como quiera que en el descuento comercial se acostumbra &
que el tanto de descuento sea igual al tanto por ciento de inte-

rés, resulta* de la comparacion de las igualdades Y

, Vrt . .,

d IOOH;” que en la determinacion del descuento comer-
cial se opera con mas facilidad que ]>ara la del matematico y
que el valor obtenido para aquél es superior al de éste ("71\
La causa de esto es que en el descuento matematico, conocido
también con el nombre de descuento racional, el tomador de la
letra se limita a a]>ropiarse estrictamente el interés que corres-
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ponde al valor actual 6 efectivo de ésta, que es lo justo; al paso
que eu el comercial se verifica que por cada 100 unidades del
valor nomiual del pagaré, producen & quien lo toma r, y como
solamente entrega su valor efectivo expresado por 100—r, esto
manifiesta que el tomador del documento no solo percibe el in-
terés que corresponde al valor actual de éste, sino también el
interés del descuento; con cuyo motivo hace suyos los intereses
de una cantidad que obra eu su poder.

Determinando el descuento matematico eu el problema pro-
puesto (176), al exponer la regla del descuento comercial, se

. «°"X*X
obtiene: d- as =347,30 pts. El interés de347,30 pe-
*,))“—HXiSi"
M7,3x4 X ~
setas= -= 2,70
100

Luego resulta comprobado que 350,00 pesetas es igual al valor del
descuento comercial de una letra de 45000 pesetas, pagadera al
cabo de 70 dias, siendo 4 el tanto por ciento de descuento.

FIN DE LA ARITMETICA.
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