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y haciendo operaciones resulta: . e iab Seng_i o
c‘3=ag—}—I)Q—Qab—i—ékabsenz%C’_—_(a—-l7)"3—}—4:absenz-7 Ci—a — b2\l ( b)‘:
2 2 a—b)?
la hipdtesis sera e
v 4ab senz%C 2V ab sen%(]
TR Oi— =
- (@ — b)? a—1b

y substituyendo se tiene

- sen? o : 1
@ = (g — bR (1 + tg29) = (a— D) (1 o )
cos® o
y extrayendo la raiz cuadrada se tiene ;
Qi

cos ¢

aplicandole el calculo logaritmico resultara

' 1
log tg ¢ =log 2 + i (log a + log b) 4 log sen — C'—log (a —b)

y esta férmula nos dard el valor de log tg ¢, y por las tablas conoceremos el angulo ¢; conocido este angulo se

calculara ¢ por la formula
log ¢ = log (@ — b) — log cos ®
que nos resolvera el problema.

4. caso. Datos a, by c. Incognitas 4, By C. e be b
(@2 =102+ c2—2bec cos 4 s 0__!2‘“(,’ o
- : : : a4 ¢*—
Sistema de ecuaciones. [3){b* =a* 4 ¢ —2ac cos B Formulas. [4] { cos B= A
- 9 = e ipe L n s C Sl
@ a? 4+ a b cos g lpec s
; ' CoRLlmpaemm et

2ab
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TRIGONOMETRIA RECTILINER

Leccién 1.2

Modo de fijar la posicion de los elementos geométricos y regla de signos.

Consideraciones preliminares. :
[ Algebra.

Comparacion de los problemas resueltos por
| Geometria.

Exactitud.

Geometria Analitica.—Union de las dos.’ Generalidad.
' l Claridad.

Modo de fijar la posicion de un punto analiticamente.

Ventajas é inconvenientes de una y otra.

1.° El punto situado en una linea. 1. caso. Se fijara el punto por su distancia & otro.
s 9.° El punto situado en un plano. Ejemplo: El punto 4 por la distancia Gl
3.° El punto situado de cualquier modo El punto B por la distancia O B. /—\/A/
\ en el espacio. Origen.—Direccion.—Abscisa . B 4
Regla de los signos de Descartes.
//}__\\
AB=X 2 Z
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Dela ]l a—a — X

Peila 2] e — %= 2
igual valor absoluto para .

En las figuras se ve que los segmentos O 4 van en direcciones contrarias.

Dela [2] ' = X —x |

Dela (8] o' =« —X |
formulas [2] v {3] y de direccion contraria en las figuras correspondientes.

‘Aplicand‘o estas dos formulas para valores iguales de X y =’ dan signos contrarios ¢

Iguales razonamientos hacen ver que los valores de ' son de signo contrario en las

Si convenimos en considerar como negativos los segmentos contados en sentido contrario & como los considera

la férmula [1] las tres formulas se reducen & la [1].
Si se ponen de manifiesto los signos se tendra:

l + X l + X [ + X
En la (1)} + o En la 2]! 4+ o En la (3] — &’
[ = |—= |2

y substituyendo estos valores con su signo explicito
X=(t+x)—(+a) ¢ X:m'—a:]
X=(+a)+(—=2) 6 X=x —=x

6

la (1] es general.
Xe=(—2)— (2 X=m’—ac]

Observacion.—Si los puntos 4 y B se permutaran en las figuras, tendriamos otros tres casos con otras tres for-
mulas, que solo se diferenciarian de las anteriores en que las letras @ y «’ estarian permutadas, y repitiendo
iguales razonamientos, llegariamos & la férmula general; pero teniendo en cuenta que X cambia de signo, segtn

el convenio, porque el segmento 4 B estd contado en contrario sentido, se tendra:

= X— g Xl

que demuestra que la formula es cierta en todos los casos.
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Enunciado del principio de Descartes.— Cuando la distancia de un punto @ otro es susceptible de contarse en dos direc-
ciones opuestas, sequm los diversos casos de una misma cuestion, bastard estudiar algebraicamente el problema en la hipd-
tesis de una de ellas, y las férmulas que nos resulten tendrdn toda la generalidad apetecible, siempre que en las aplicacio-
nes se cuenten en la direccion supuesta 6 en la contraria los valores de aquellas formulas que tengan signo positivo 6 negativo.
Este principio no se ha podido demostrar ¢ prior.

Aplicacion del principio de Descartes al problema de (lwzdzr una recta en media y extrema razon.

Enunciado.
A B—a
Planteo- "¢ 4 M— «
zBMza—a;
a X : A. :
S — » {173:((((1—:1}) » =a—axr » :r:z—}-aa;—(ﬂ:O
X =00

p=—" = \/% +e 4V ‘1 = =
Una raiz es positiva y la otra negativa.
: (\/ N —%)
LT e))

9
a S . S : a s
\/ 7 -+ @® = hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos son = v a (triangulo 4 O B).
<

[«]

Estas raices seran

Construccién geométrica.

M.




g

Disminuyendo 6 cLumentand —10 0= 0 D ge tiene:

o |

— L 40— 00C)—AC
' =—(A40+0D)=A4D
Interpretacion de la raiz «'’. Enunciado mas general.

Si el principio de Descartes es cierto para este problema, debe tomarse A D en direccién contraria & como
se tomo 4 C.

Nos convenceremos que el principio de Descartes es cierto para este problema planteandolo en el caso del
punto M’ y suponiendo 4 M positivo.

(Al 18 =
e . }——I———] Planteo { A M' = x
M A M B (BM —a-+
a’q Q
s L R—=alat+x) > @*—ax—a?=0 » v=—— +\/ +a [f
@ a -+ x

Una raiz es positiva y la otra negativa por las mismas razones que anteriormente. Estas raices seran:

o=t (VLo m':+(\/ 2 e 2

En la otra hipotesis resulto:
5 a? = a a
e — (\/“_4 + (2 b 'E) (\/ + a’ + _2—)

Valores iguales y de signo contrario & los obtenidos ahora para iguales valores de a. Esto nos dice que cuando la
formula [«] nos dé para = un valor negativo, la férmula que debe emplearse es la [B], que dara el mismo valor
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e
absoluto, pero positivo, y que segun su hipdtesis debe contarse en sentido contrario 4 la direceién supuesta posi-
tiva en la [«]; luego en virtud del convenio establecido la férmula [«] es general.

Bl prineipio de Descartes se verifica también en el caso de que las dos raices sean positivas, porque tomando
¢l origen en B y haciendo el planteo en los dos casos se tendra:

|

! |
M A M B
Origen en B Sé;jia 2 G e e
Punto en M )AM_——z—ws a—x 0% :
Origen en B éﬁ:a ) a xT—a @ o=
N —= 2 . = » — —
Punto en M’ AM’—w——as 5 — (1} xz

y en los dos casos desarrollando se tendréa:

a2 —2axt+a?=ax 6 ¥*—3ax+a>=0
de donde

b= GV

e

\' Como 83 — V 5 >0 se tendra que =’ y @'’ son positivas, y como los mismos
€x

(B—V5)

valores dan los dos planteos, se deduce que el principio de Descartes se sigue verificando.

(
y por ultimo ;

I
!

d
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Veamos como nos dice el Algebra que el caso considerado es imposible. Planteemos el problema para el
punto M.
f e |
1

A B M’
: : AR — )
OllgellenB’,SBﬂ[”zw ',_.a__:a_—!—x » (a-l-—a})z:a,w » ag+2a.m—{—m‘3=aw » :v2+aw+a2=0
Punto en M ?AM”*‘a-{—ac\ a—+ @ @
de donde
a e a @ —4a® a \/—3a2 a U= =
i PABRERESE = 2:————_—_1 ———-:————___|_ —— e ‘—"3=— hli ——3 .
2 4 : 2 \/ 4 2 4 2 2 ¥ 2 ( v )

Interpretacion de las soluciones imaginarias en la resolucion de los problemas.

| eccion 2.

Modo de fijar la posicién de un punto y una recta analiticamente.

2.° caso. Modo de fijar analiticamente la posicién de un punto en un plano.
Proyecciones del punto M, p y ¢; estas proyecciones se determinan por las distan-

ciasop y 0q. N
Cuando se conoce J se conocen op y oq. :
Si se conocen o p y o g se conoce M. x
op—x 0p =X .
M { P . lCoordenadas, ordenada y, abscisa @.
og=y » o0q=phM p M=)
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Signos de las coordenadas. —Poniendo de manifiesto los signos y suponiendo que las letras no indiquen mas que

el valor absoluto, se tendra:

Lt e e o) o lg=—op’ o jE=+op
y=-+pM ly= -+ p’' M’ ?y:—p'ﬂi’" y=—p M’
Coordenadas rectangulares.—Cuadrantes. : 22
1.er  Cuadrante las dos positivas. 7 72
2 » x negativa é y positiva.
3.° » las dos negativas.
4.° > Z positiva é y negativa. .

3.7 caso.  Modo de fijar analiticamente la posicidn de un punto en el espacio.
Proyecciones del punto M sobre los ejes
n, m, n
Estas proyecciones se.conocen por las distancias
op,0om, omn .

Estas distancias determinan el punto, porque cuando se

r

{op so P
conoce M se conoce (o m y sise conocelo m se conoce J.
on on

Desde el punto de o al punto M hay seis caminos por medio de lineas poligonales alabeadas cuyos lados son

las tres coordenadas o p, o m yon
= s ; ez -
o8 =& 2 D=0 \ %Ordenadas.

¥ =pq que son las coordenadas del punto M en el espacioz Y

M{om=y om=pygq
@ Abscisa.

Ol =2 son —q M z— g

-
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Como se dibujan las coordenadas.
Signos de las coordenadas.—Poniéndolos de manifiesto como anteriormente, serén:

fc—-l=0p Swz—{—op ;a::——op' S%‘:—OZ"
| Miy=-+pq Miy=—npq M ly=—p'» M ly=+p'r
b 2 =+qm ?2=+Q'M’ 2=+ M g i
'\w:+0p \w—+op r=-—0p (L=—0p
M ly=-+pgq M iy=—pgq Mz ly —=—p'r Myiy=+pr
e q U ?z=—qﬂ[2 z=—7r"Ms ?z::—rﬂh
Coordenadas rectangulares.—Triedros trirrectangulares.—Numeracion.
En el 1.° todas son positivas. En el 5.° z es negativa.
En el 2.° y es negativa. En el 6.° y y z negativas.
En el 3.° x é y negativas. En el 7.° las tres negativas. = i
En el 4.° ¢ es negativa. ~  Enel 8°xy znegativas.
Modo de fijar analiticamente la posicion de una recta. i o

: \ uno de sus puntos: Por sus coordenadas. : o
Una recta se determina por ! v
E s direccién:  Angulo que forma esta recta con la parte positiva del eje de las X.
El dngulo direccion es igual al que forma con la parte positiva del eje X la para-
lela o m trazada por el origen » a.
Como varia la magnitud-direccién y signos de dicha magnitud.
Los dangulos que dan la misma direccién, son los comprendidos en la formula

ot Dy e



e

De aqui que una misma direccién pueda darse por un
nos da una direceién por un angulo neg
variar la direccion.

angulo negativo 6 positivo. Si se
ativo, puede transformarse éste en positivo sin

Ejemplo: Direcciéon de (— 1427°) = direccién de (— 1427° I 360° > 4) = dirececién
de (1440° — 1427° ) = direccién dei(- 132
Cuando se dé la recta se conocera: Las coordenad

as de un punto y la direccién.—
Reciprocamente.

Problema.—Hallar el angulo que forman dos rectas dadas analiticamente.
Resolucion del problema. Discusion

1] B=b—a > a=0_38
2] B=0b4a > a=8_p > b=8—a
Bl —=a-—p > b=a—8

Poniendo de manifiesto los signos, segtn convenio, se tendra:

T

L= > B=b—a

—
1S
(g

=b+(—a) » B=b—g B—06 o
Bl B=——a—(—0 » 8—0b-—4

Observacion.—Si permutamos las letras 4

Yy b en las formulas, y teniendo en cuent
tendra:

Y B en las figuras, permutariamos las «
a que 3 es negativo, segtn el convenio, se

Regla que se deduce.




leceion 3

Definicion de las lineas trigonométricas.

Manera de introducir en los calculos los elementos que fijan un punto.

Inconvenientes que presentan los elementos que fijan una recta para introducirlos en los caleulos. Modo de
evitar este inconveniente rectificando el arco. Defectos de este medio.

Otro modo de evitar este inconveniente. Buscar relaciones tales, que cuando se conozca el angulo se conozeca
la relacién, y cuando se conozca la relacién se conozea el angulo. Trigonometria, su definicion.

Relaciones trigonométricas.—Angulo X O M.

Representaremos por la letra M/ una cualquiera de la figura con el subindice 1,2,3 64y por mm' m'", pp’ p’’
los correspondientes al angulo que se eSCO]a

Los tridngulos rectangulos o m p, o m’ p’, o m’’ p’’ dan

7 7 ’’ (4 ¢
m P m P m. 1
e e 2, = P = constante
0 m 0 m 0 m 1
’ rz
0 p op 0P x
L= 1,% = —— =—. ...— — =— constante
0 m 0 m 0 m Ip!
m p m' p’ m'’ p’ 1
£ K == = ——l— —.....—= L — constante
0 p 0P 0 p @
D ; . ; y oy : s Rk
e aqui deducimos que son constantes las relaciones y —— y susinversas —, —, — y, por tanto, las
(L el ey

siguientes definiciones:



Se llama seno la relacion constante que hay entre la ordenada y el radio. » -2

Coseno es la relacion constante entre la abscisa Vel radioskinag = .

Tangente es la relacion constante entre la ordenada y la abscisa. » L

Cosecante es la relacién constante entre el radio y la. ordenada. »

5 i : : 7 » .
Secante es la relacion constante entre el radio ¥ laabscisa "5 5= = - :
xr

Cotangente es la relacién constante entre la abscisa y la ordenada. » — ..

Abreviaciones que se emplean en el cdlculo: sen. cos. tg. cosec. sec. cot.
Para los dngulos 6 por una sola letra; por una letra para cada lado 6 por las tres letras como en Geo-

metria.
Ejemplos: cosa « sec (X, ¥Y) » cot Ao B.

: : . : . < 3 i 27
Caso en que el vadio es igual i la wnidad. SENO. sen , X) =9 — Y. Tl
r T~
Seno de un arco es la parte de perpendicular trazada por el extremo del arco al didmetro
que pasa por el origen, 6 bien la mitad de la cuerda de arco doble. — = =
@

COSENO. eos (M, X) = — — .

7

Coseno de un arco es la distancia que hay desde el centro al pie del seno.
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f
i!
il
VHlE
{1}
{

. : -
TANGENTE. te (M, X)=-2_ — P Jor x)— 4 ‘j
- 011 L )
Trig.>* semejantes ompy O T' 4 - Ol =\
op 04

Tangente de un arco es la parte de tangente geométrica trazada en el origen del arco y comprendida entre dicho punto
y el didmetro que pasa por el extremo.

SeoaNTR. e (M, X)=-"— )sec(ﬂ[ . j |
o Sect(l 6 — O
Trig.” semejantesompy O T' 4 on. —\ §
op /

Secante de un arco es la parte de secante geomeétrica que pasa por su extremo y comprendida entre el centro y el punto
en que corta d la tangente trazada desde el origen.

COTANGENTE. cot (M, X)= - cot (M, X )= 21
. Y Z :ZF’ cot (M, X) = B T"
Trig.” semejantes ompy OB T e gO ——

mp 0B

- Cotangente de un arco es la parte de tangente geométrica trazada en un punto situado d 90°

de su origen y comprendida entre dicho punto y el de interseccion con el didmetro que pasa por
SU extremo.

7 0o m

- COSECANTE. cosec (M, X) =— = » Trig.” semejantes omp y O T B X \\0
: Y mp
o O

~<k ~
%
3’\3 s
5

» 10 B— 1 .cosec (I X — 0 1
m p OB
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Cosecante de wn dngulo es la parte de secante geométrica que pasa por el extremo del arco, comprendida entre el
centro y el punto en que corta d la tangente trazada.d 90° del origen.

Por qué se le han dado los nombres de sen. tg. sec.

Por qué los de cos. cot. cosec.

Otras lineas trigonométricas.—Seno-verso es la parte de radio comprendida entre el origen y el pie del seno.
loseno-verso es el seno-verso del arco complementario.

Las mitades de estas lineas reciben los nombres de verso y coverso.

Suverso y sucoverso son, respectivamente, el verso y coverso de lo que le falta al arco para valer 180° 6 270°.

FEjemplo. seno-versou=mn A4 :

N

COSeno-verso o =p B

1 2¥
versoa=-—mn4 Sl 2
: 1 S
COVerso ¢ = b B X’g’\ 77) T
1
Suverso o« = - C

1
SUCOVEerso % = = pD

Manera de determinar los senos de algunos arcos.—Si conociéramos la cuerda del arco doble, su mitad seria el
seno. Cuando la cuerda de este arco doble es el lado de algun poligono regular que lo conozcamos en funcion del
radio, haciendo # =1 y tomando la mitad se tendra el seno.

Ejemplo.—Triangulo. I = R V 8 = V 8 haciendo R = 1. Valor gradual del arco % 360° = 120° » sen 60°

4

= el V3.
2 2



= 16—

Cuadrado. I=RV 2 —\ 2 para B = 1. Valor gradual del arco = —i— 360° = 90°% luego sen 45° — ?1
cuerda 902 — —;— \/?

Pentdgono convexo. 7= g Voilo—2 Vb = % Vo= o V2 para R = 1. Valor gradual del arco
il : 1 1l Vi \/
—5~ 360° = 72° luego sen 36° — ¢ cuerda de 72° = = < = 10 — \/ D = — Vil — 2 \/ 5.

Pentégono estrellado de segunda especie. 7 =

10| By

Vio SO % V10 4+ 2V 5 para R=1, arco = % >

> 2 < 360 =

Otlf—*

720 = 144° puesto que da dos vueltas, luego sen 722 — —;— cuerda de 144° — —i— \/I()—+_EV Bt

Repitiendo igual cdlculo para los demds poligonos, encontramos los siguientes resultados:

sen 18° = —i—(\/?— 1) » sen 30° = —i— > sen 36° — \/l‘(y—ﬁéi\/ > sen 45° = % Vo
(00 I on 790 21 \/ R 0 it T
sen 60 :E V3 »  sen 72 =z 10 -£2V5 »  sen 108 :T(Vo+1).
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Variacion de las lineas trigonométricas.

, TP
Guando elanculoesnulo o 2 - ¢ ?y—o
ey 0 4 Q0o o dim.
Si-ereee-de 0%4:90%. .. y aum.
S - i
Sicesdioual 900 s e Bl e e
g
: : x neg.® :
Si crece de 90° 4 180°.......... i 3 Dee any
y dim.
, . , {8 == s
Cuando el dngulo es igual 4 180°. ........ =
o] to} y — )
o rneg.° dim.
Cuando crece desde 180° 4 270°. ....... . z g.> dim
¥ neg.° aum.
. AT L1100
Cuando es igual & 270°........... e {l/ = ¢ :
2 aum.

¢ rece O2 G360 e 5
Cuando crece de 270° & 360 y neg.° dim.

; i G = .
Cuando es igual 4360%. .. .0 ... z
Yy =o.
Cuando el dngulo crece mas de 360°% ® ¢ y pasaran por los mismos valores.
Conocido el modo de variar de x é y, pueden conocerse las variaciones de las lineas trigonométricas que son
cocientes ¢ relaciones en que entraran estas cantidades variables, obteniéndose por este medio las variaciones

consignadas en el siguiente cuadro:

o



{ Vaiores ¥y T Y £ a0 Rk
i Angulos. Lde S lsen . cos = tg = cosec - sec - i:o_t‘hy
[ o= )
0° i — f 0 Sl 0 |+oo| +1 |4+m»
I |
( gp==(1]
0° & 90° i = ; a d a d a d
| |
L—0
90° § i +1 O £ | L e 0
i i
( z=n.a
90° a 180° ; T dihnia i nd | o . nd na
| |
sac:—r ;
180° = O =slalt 0 - e oot T = 00
o i !
' | T=mn.d | i
180° & 270° | o ; va | n.d a n.d | n.a d
L
= b= |
270° L 7_} -1 0 [0 | —1=F® 0
i |
: | z=a
270° & 360° % e n.d a: | nd | na d n.a
B
Wz
o ; b Ei
| [

Observaciones.
1. En el primer cuadrante son todas las li-
neas positivas.
En el segundo son positivas el seno y la cose-
cante.
En el tercero son positivas la tangente v la
cotangente.
En el cuarto son positivas el coseno y la se-
cante.
2.% Creciendo el angulo mas de 360° las li-
neas pasaran por los mismos valores anteriores.
De aqui se deduce que los angulos

Wik =2

tienen las mismas lineas

3. Que prescindiendo del signo, las lineas
toman en todos los cuadrantes los mismos valo-
res absolutos que en el primero.

4.° Que las lineas varian entre los siguientes
limites:
Sel I' tg l sec] +1a+w
+14—1 +ma— @ v
cos [ cot cosecJ —la—ow

De aqui se deduce que cualquier ntmero



de la egcala de }a realidad, positivo 6 negativo, puede ser tangente 6 cotangente de un dngulo, y que de
estos numeros solo pueden-ser seno 6 coseno '

: : he
los menores que la unidad y los demés secant e =
y cosecante. ol
3 : S ) : /1N :
Estudio de la variacion de las lineas geomé- / e :
tricamente. Se supone el radio la unidad. XA, : :

De lo estudiado se deduce que cuando se nos.
dé un angulo, podemos conocer sus lineas trigo-
nomeétricas. Veamos ahora el problema inverso.

1.°  Dado el seno hallar el dngulo.,

Dato. sen a = p

Ty p- 0 5 b 0 m e
R !/ —— = » y = 7 » m —=PD:r » —_— p——
Seno— =<\ oa 2
-
: : 0 a—u
Soluciones. Angulos;
Aiob—i=——u

Para que el problema sea posible om Z0B » y=r » pr—r » p=1
Férmula de todos los dngulos que tienen el mismo seno.
o (e+2nw = k[‘z‘nn—i‘ff.

«+2nw n<0[(2n—|—1)7:

2.°  Dado el coseno hallar el dangulo.

(14

T =

Dato. cosa= ¢ - o

] @ =q » x=qr » om=—qr »
S 0a 7
r




= o0
Soluciones. Angulos (doa= + a.
1 0obh — =

Para que el problema sea posible o n ﬁ 0d » qnr z B ) é

Férmula de todos los arcos que tienen el mismo coseno.

' 2
{-}—a g—}—a—{— e n=0 » 2nnta
— —a—+2nrx =

9 0

3.° Dada la tangente hallar el dngulo.

Dot o - ¢ l y m p e

: Yy J—/~=t » y=tm » /)n,p—._—ta; Serte 14_—:;,,‘_75

tg a = —J @ 0p @
A
El problema es siempre posible. ba =
Formula de todos los arcos que tienen la misma tangente. /
(¢+2nx - (2ax . :
2 {a+_n o N+t / v
lrta lrdat2nz |@utl)z+a

Si los datos fueran la cosecante, la secante 6 la cotangente, tomando sus inversas nos hallariamos en uno de

los casos anteriores, obteniendo iguales formulas para los angulos que tengan esas mismas lineas.
De aqui el siguiente cuadro:

§ : [2 nw -+«

> Bl mismo seno 6 cosecante.. .. .. :

Formulas que comprenden todos |@n+ 1=
La misma tangente 6 cotangente.. N = o+ «

\ El mismo coseno 6 secante.......

o
los angulos que tengan.. ...

9nT £ o



Leccion 5.*

Proyecciones.

Proyeccion de wn punto sobre una recta.

it - rtogonal. - :
Definicién. —Proyeceion :Ol ?gona ZL oy A5
Oblicua. i o

Proyeccién M..... ')n] Ol {Proyecci()n @ -' . : \

» N ; » R..... 3 Oblicuas. P e X S

nales. =
» P.....pJ l » Se s v
¥ ¥

Proyeccion de una recta sobre un eje.—Definicion.—Direccion de la proyeccion.
Proyeccion de 4 N =mn

» de NM=nm=—mn ;:_’1_5 M/L/'\”
Proyeccion positiva y negativa. P
Punto M, coordenadas « y z i -

e -
Cualquiera que sea la colocacién de los puntos e Y
M, N, m,ny o, se tendra: b

on = absecisa de N=ac"
mn=—on-—om

Proyeccion de M N=mn=x"—x
U= » M— !



Sopien
{ Proyeccion de M N sobre el eje X — a'—
De aqui se deduee) » MN ». > Y—y' —y
[ > WENE > Z—d—»

Suma algebraica de las proyecciones de los lados de una linea quebrada (plana 6 alabeada) sobre un eje.
TEOREMA. La suma algebraica de las proyecciones, -etc.

Proyeceion M M —z° — x

> M M=o —
S i MII ﬂll/I:ml//_ a;/l

Suma ="' — 3 : i i
Suma proyecciones = Proyeccion M M’

Proyeccion M M'''=x''— x

Demostracion geométrica de la misma propiedad.
Proyeccion de una recta situada en el plano de dos ejes coordenados sobre estos ejes.

1)2)/= wl— w 5 M’ p/ I= Ml 2)/—]), 2)II: ‘le-l 1),-—— Mp — Z/,—— y 5 -1'1—/[‘1]{[: d.
En los ejes X; é Y; se tendré:

sen Xy MM’ = l;i » dsen Xy MM'=y'—y
a

- 7 a:,;_w > 7 ’ 0. E 5,
cos .XIMM=7— » decos Xy MM —x'—x 72 TR

Observando que el angulo X; M M'= (d, X) se tendra:

y— y—dsen (d, X)
x'—x=d cos (d, X)
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Traduccion al lenguaje vulgar de estas férmulas.
TEOREMA. La proyeccion ortogonal de una recta sobre otra es
iqual, ete.
En el mismo plano, la ultima férmula anterior demuestra el
teorema. Demostracion cuando 1a recta y el eje se cruzan.

0,

‘l/b el ': i z
N M con(d xS o EE e o Lo’ — o —dcos(a, X) /
cos(d, X )=-cos(d, X),‘ Pz

Hallar la distancia entre dos puntos dados por sus coordenadas rectangulares.
Paralelepipedo rectangulo.—Modo de formarlo.

x'—x
Aristas de este paralelepipedo. ! Y—y

’
S

d= LG gE ke O d V@G

\‘QT__-_..V.-....<.
M

Traduccion de esta férmula al leguaje ordinario.
Caso en que los puntos M y M’ estén en el planode lasz y » 2’=0 » 2=0

= oty yEbid @R g e
Obtencion directa de estas férmulas.

Tridngulo rectangulo M M' B » M M?— M B> + BM?

i
&

'
'

el
\
;

LY}

C=@—af+(y'—yP » d=V@ 0P FlG—y° e

Caso en que el punto M coincida con el origen. : 2



VL
lin estereaso e 0> i — () 58 5 — 0

' bV »
7 ’ ) 9 —h M
=@ 2P+ (Y —yP=22fy? > d=Va? +J z
Si M no esta en el plano de las « y se tendra: / i
B=w2ty2 L2 6 d=Va?Ly? f " o

Obtencion directa de estas formulas.

=22 Ly L2 6 d=Va?ty2+a®
Si M’ esta situado en el plano de las @ y.
Tridngulo rectangulo M M' N » d? — a2 4+ y26d=\ =2 4 y?
Traduccion de estas formas al lenguaje corriente.

Leccion 6.

Proyecciones (continuacion).

Si suponemos una recta de longitud d y cuyos extremos tengan por comdenadas xyzyax' y 2 proyectando
esta recta sobre los tres ejes se podra escribir:

&' —x—dcos(d, X) s ('— 22— d?cos? (d, X) (
y—y=decos(d,Y) 0 (y'—yP=d?cos®(d, Y) S [a]
z2'—z=d cos (d, Z) - ?(z'— 2P —=d2cos? (d, Z)
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Sumando estas ultimas igualdades: .

(@' —2)2 + (y'— y? + (2'— 22 = d? [cos? (d, X) +cos? (d, Y) + cos?(d, Z) ]
pero @' —xP + (y—yP+ (—22=d?; luego d2—= d2[cos?(d, X) + cos? (d, Y) + cos? (d, Z) |
y dividiendo por d? é invirtiendo,
cos? (d, X) -+ cos?(d, ¥) + cos? (d, Z) =1

Traduecion de esta férmula al lenguaje vulgar.
Si la recta d estd situada en el plano de las z y, el angulo (d, Z) = 90° y su coseno es nulo, de donde

cos® (d, X) + cos?2(d, ¥) =1
Puede deducirse esta formula directamente. Sumando sélo las dos primeras de las [2] resulta:
(&' —a) + (y'—y)* = @ [cos® (d, X) 4 cos? (d, Y)]; pero en un plano (z'— @2 + (y'— y)* = d2;
luego d? = d* [cos? (d, X) 4 cos? (d, ¥)] y dividiendo por d? é invirtiendo, cos? '(d, X) Fcost(d, ) — 1

Formula de la proyeccion de una linea poligonal sobre un eje.
Enunciado. Si una linea quebrada cualquiera conduce de un punto & otro la proyeccion, etc.
Proyeccion de cada lado de la linea poligonal

dcos(d, X) » d cosi(d, X) > dicos(d’, X).. ..

Pero la suma de estas proyecciones es igual 4 la proyeccién de la recta que une los extremos, y si estos ex-
tremos tienen por abscisas « y @ se tendra:

) —ax=dcos (d, X) 4+ d cos (d,X)+ .....
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Problema 1.° Dadas las coordenadas rectangulares 1 oblicuas de un punto con relacion a tres ejes, y los

angulos que un eje 4 que pasa por el origen forma con ellos, hallar la absmsa ortogonal de este punto con rela-
cion al nuevo eje 4.

x> (A X
Datos{y » (4, YY) Incognita a= o0 a
G )
Proyectando sobre el eje la linea quebrada o p ¢ m
a=ax cos (4, X) 4 y cos (4, Y) + z cos (4, Z).

Si el eje 4 estuviera en el plano de las  y lo mismo que el punto M por ser z = o
se tendria:

/

a= x cos (4, X) + y cos (4, Y) [m].
Problema 2.° Dados los dngulos que dos rectas 4 y B forman con tres ejes rectangulares, determinar el que
forman entre si. ‘

Se puede siempre suponer que las rectas pasen por el onoen, pues si esto no ocurriera formarian un angulo
igual al de sus paralelas trazadas por aquel punto y razonariamos sobre estas paralelas.

0b=10b » arbitrario
oa—a »
Proyectando o b sobre los ejes 4, X, Yy Z, se tendra:
= b cos (4, B)

= bcos (B, X) Substituyendo estos valores en la férmula del problema anterior,

g:zgs: Eg: gi‘ a=xcos (4, X) + y cos (4, ¥) -+ zcos (4, Z)
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resultara:

b cos (4, B)= b cos (B, X) cos (4, X) + b cos (B, Y) cos (4, Y) + b cos (B, Z) cos (4, 7).
y dividiendo por & todos los términos |
cos (4, B) = cos (4, X) cos (B, X) + cos (4, Y) cos (B, ¥) + eos (4, Z) cos (B; 7). ]

Traduccion al lenguaje vulgar. ,
Si las rectas 4 y B fueran perpendiculares entre si, cos (4; B) = cos 90° = 0, luego

cos (4, X) cos (B, X) + cos (4, Y) cos (B, Y) + cos @, Z)cos (B, Z) —0 [2
Enunciando que de aqui se deduce.
Silas rectas 4 y B estuvieran en el plano de las z y » cos(4, Z7) =co0s90° =0 » cos (B, Z) = cos 90° — 0, las
férmulas [1] y [2] quedaran convertidas en las siguientes:

 cos (4, B) = cos (4, X) cos (B, X) + cos (4, Y) cos (B, Y) Yy cos (4, X) cos (B, X) +cos (4, Y)cos (B, ¥)=0

Estas férmulas podian obtenerse directamente con tal de substituir en la [m] los valores de a, = é y.
Traduccion al lenguaje vulgar de estas tltimas férmulas.
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Leccion 7.°

Formulas trigonométricas.

Relaciones entre las lineas trigonométricas de un dngulo.
1 €T 1
sena=i, COoS o= — tga:i
r P 7%
&£ 14 r
Cota=—, sec 2= cosec a =
J 4 Yy
‘ yg
Elevando al cua-( gep? o — - - -
drado las dos prime- i Yol : . : iy
: P ¢ sen® a + cos® u= /‘) » P+ aP =12 5 sen’a 4 cosPa=—=—1 [1]
ras y sumando, se’ - o2 72 a 72
tiene: L C05s O A
\
1 1
sen o — -2 ) Y
e : r [ sena 7 i Y sen a
Dividiendo la primera por la segunda;: < e — wig A tg =taga (2]
z | cosa a COS a
COST— e

(e ”



€T €
: [ CoOS o= — '
Dividiendo la segunda por la 7 COS o P 75 coS a
primera: . T el
X 7 sen a ) sen «
Q sen a = 4 ’ g 9 y 2
= o
X
COS a4 = )
Comparando la segunda con la 2 1 1
S Cosa=_—— > seca=-——_ [4]
quinta: r sec x cos «
Sec a —
@
1
: sen a=— _/)
Comparando la primera con la r 1 1 3
e { sena=_—_ » coseca=——__ [5]
sexta: i 7 cosec « sen «
' coseca— —
Y.

Problemas que se pueden resolver con las cinco férmulas trigonométricas.

sen‘a 4 cos?a—1
sen a
e
COS a :
e oS i En estas formulas entran las siguientes cantidades: sen 2, €os a, tg @, cot a, sec oy
cot a = e : cosec «. Si conocemos una de ellas se tendrd un sistema de cinco ecuaciones con
sen «  a : Sh Sl : e =5
e e L e T Incognitas, y resolviéndolo se pueden determinar las demas lineas en funcion
e i de la conocida.
~ Ceosua :
€COSec & = ————

Sen «

A AN ATA b o P S oo - e i
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Dado el seno de un dngulo, determinar las demds lineas.

sen? fcosfa=1 » cosPau=1—sen?a » cosa==xV1_—sena
sen « sen « sen a
tg a= == —
cos a +\1—sen’a

V11— sen«

Como la cot, sec y cosec son inversas de la g, cos y sen, respectivamente, deduciremos que se pueden poner
todas las lineas en funcion del seno y obtener las siguientes formulas:

[ ecosa— =% Vl——m Todas las férmulas resultan con Ye
! e doble signo menos la cosecante. Esto es
tgle e === Fichidoa que & un mismo Seno Corres-
\/ L= senta '"ponden muchos angulos cuyas lineas
V1—sen?a podrdn ser distintas. Los arcos que
Dado el sen « T e tienen el mismo seno terminan en los
e puntos m y m’, de iguales ordenadas, o0
seca==* ——— | pero sus abscisas son iguales y de sig-
V1—sena ‘nos contrarios, y en virtud de la definicion de las lineas, se ve
COSEC o — I que todas tienen sign_o contrario, segun termine el arco en m 6 m’,
i sen « menos la cosecante que tiene el mismo valor y signo.

Dado el coseno, determinar las demds lineas

sen®a + cosfa=1 »

sen o

S :!:\/l—cosza

senfa—1—cos?a » sena==f:\/1——- cos? u

V1— cos?u

tga:
COS «

cos o COS a



Andlogamente al seno deduciremos:

| sena_i\/ 1—cos*

| Todas estas formulas tienen el do-
ble signo, exceptuando la secante. A

\/ 1— cos?u : -
Loea — un mismo seno corresponden muchos :
Cop 2 angulos, y de aqui la paridad de valo- :
COS o roG . 3 : 3 :
cota—+_ . 908% res d'e las demlas lineas. Los arcos :
Dado el cos = \/ j ot que tienen el mismo coseno terminan = =
1 en n y n' teniendo o p por abscisa, /
oL
Sl pero las ordenadas np = —n" » v. por :
COS « 1 acas nr Py, 12 /\
ta nto, el doble signo en todas las for- r
coseca=—=___ mulas menos la secante, que depende
- { V1— cos2« s6lo de la abscisa.’
Dada la tangente, determinar las demds lineas.
= a en o if :
sen“a +cos®« =1 » dividiendo por cos2az los dos miembros se tendrd: (0
cos? « cos? a
& = L Itiplicand " cos? o results ?a(tg?z2+1)=1yd jand 2 = .
Tonioe i —— s utiplicando por cos® a resulta cos? « (tg2 x +1) = Yy aespejando cos® @ » cos? a= =
COS” « toeia i
y extrayendo la raiz cuadrada
1l o
cosa=-t . [§
V te?a + 1
s : : sen «
Para obtener el seno se multiplica por cos « los dos miembros de la igualdad — — tg « y resulta
COoS =
Sen a = tg « > cos «, y poniendo por cos x el valor que da la (6], resulta:
=te to «
Sene—tga>c. oo L o8
Vig® 41 Vig2a + 1
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Con estos datos, y como en todos los casos, se podrs establecer el siguiente cuadro de férmulas:

S e Todas las lineas tienen doble sigl?o
Vig2a + 1 excepto la cotangente. La razén es and-
1 loga 4 la explicada en los problemas de ¥
cose =+~ dado el seno y coseno. Los arcos que
: Ve il tienen la misma tangente terminan’en s
Dada la tg « e il y en s’ y las coordenadas de estos puntos - -
tg son iguales y de signo contrario, resul-
o Ve tandc') iguales y de signo contrario todas
LR las lineas menos la cotangente que por v’
i _\L’Eg? el ser funcién de las dos coordenadas el
'. tg «a » cociente siempre tiene el mismo signo.

Si los datos fueran cotangente, secante 6 cosecante, tomando sus inversas, nos hallariamos en uno de los
casos anteriores.

Relacion entre las lineas trigonoméiricas de dos dngulos tguales y de signo contrario.

Angulo (o) (x, y) » Angulo (— 2) (&', y')

x
—COS® » X=—7Cosa :
P i Y
Angulo («)
{ ; o
( =sen o » y=ysen « : %
jE XL =P /d
’ ’ X 17} | A
{ & Ys—=is5-1 o
— =cos(—a » a'=rcos(—a) g g i
7 €
Angulo (— a) i
: =
J_ — sen G0 2 i —sen(— o)

”
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Segln se ve en la figura, y substituyendo en vez de x, y, ' é y’ sus valores, se tiene:
rcos (—a)=rcosz )

S €oS (— @) = cos «
y dividiendo por 7 = O S
rsen(~a)=—rsenaf sen (— o) — — sen «

Para la tg, cot, sec y cosec, se tiene:

sen (— a —sena sen «
- tg(——q)_—_—#=‘— —_—— :——tga
cos (— a) COoS « COoS «
cos (— a COS a coS
COt(—a):—‘_(h): :—*—z-—cotx
sen (— a) — sen « sen a
il 1
Sec(— a)— = — Seec a
cos (—a) cos «
1 1 1
cosec (— 'C() = == = ——— ——__GOSEC «
sen (— a) = Seh o sen «
sen(—o)=—sena @
COS (— &) = cOS « De aqui el cuadro resumen que se traduce al lenguaje vulgar del siguiente modo:
tg(—a)=—tg « Dos dangulos de Za‘misnm magnitud, pero de signos contrarios, tienen todas las lineas iguales
cot (— a)=— cot « en magnitud y de signos contrarios, excepto el coseno Y la secante, que son tquales en magni-
sec (—a) = sec a tud y signo.
cosec (— 2) = — cosec a |
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Leccion 8.*

Relaciones de las lineas trigonométricas.

Definicion de Angulos complementarios

s

|

7

+ o' = fa> - %
(74 (T == » S1 a » _0
2 2 P .
UL
. 7 B g
Arcos complementarios. S
Origen de un arco el punto 4. Origen del complemento el punto B. s e
Ejemplos: Complemento arco 4 m — arco B m.
Complemento arco 4-B ' H= arco negativo B ( H. “
: ; 1.° a y  positivos. r
Casos que pueden concurrir en los angulos! o

7
< = 02) » i- =
: 7
1.”" caso. Angulo « -
l y =S p ny = =
7
; Y
( &€r = 0 q » e e
’ 7'
xl

» (7
zyl*: qn?, R

2.2a > 9.2 y a’ negativo.

sen «

COS &

sen «

cos o’

»

»

»

Y = rsen u

L =17 COS u

Y =rsena

X

’

7 COS o’

\

i

Y= » rsena=rcosa’ » sena = cos «’
z=y » rcosa=rsend » cosz = senz’



— 35 —

Esto nos dice que el seno de un dngulo es el coseno de su complemento y el coseno de un angulo el seno de sy

complemento.

Esta propiedad se verifica aunque uno de los angulos sea negativo, como veremos ahora,

Tt T

2.% caso. o+ o =

» 6 —= — » o — —

2
Anguloa =40 » Anguloa’ =4 0M > Angulo «"" = B 0 I,
Como el arco complementario del 4 m es B m, que se cuenta de derecha
a izquierda, 6 sea en sentido contrario de como se consideraba en el caso ante-
rior, el arco B m es negativo, lo mismo que el dngulo «’’, que tiene por medida
este arco, y como «’ es el valor absoluto, debemos poner de manifiesto el
signo.

. 7
"a?:op » — = COS « O == DR
. r
Angulo =
v : — &
y=pm » I —gena » Yy = prsena J
.
’ ’
(x—0q > = C0s (- a) » ot scos (ol g
; r
Angulo (— a’"); :
y r? 7 rr
Jea Qi 2= B8 ad) s> i psoni(— o

Y poniendo en vez de — &'’ su icual «’, resulta:
o 2

sen « = cos «’ | 1
cos @ == sen «’ |

» rsena=7cos (—a’’)
sen « = cos (— a’’)
» rcosa=rsen(—a’)

€os o =sen (— «’)
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De aqui deducimos que el coseno de un dngulo es el seno de su complemento.

T

i

’ ™ ’ 4 E 5 .« 5
De la formula a 4 a" = o resulta a’ = 5 a. Substituyendo este valor en las (1], se tendra:
~
: T \
sena:cos( -—a>
|
y dividiendo miembro & miembro
T
cosa:sen<~ —
X 2
T
cOS ( = a)
sen a 2 ™
s = 0 bien tg = (G0 < — —u ) , € invirtiendo la divisién
CoS a T 2
sen ( ——d
2
sen ( —= a)
COS o 2 e w :
SR ¢'bien col o — fio = 2 ), y tomando la inversa de la segunda
sen o ™
cOS ( — a>
2
1t S 7: 5 :
B o 6 bien sec a= cosec < e ) , ¥ tomando la inversa de la primera
COS « T 4
sen ( — )
2
1 1 oy 7
= 0 bien cosec a = sec ( — )
sen o 2 :

COS (

=]
!
IS]
N

9
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Con estas férmulas se puede formar el siguiente cuadro:

sen o = cos <i~a COS « = sen (—”—a)
2 2
tO'azcot<'——-a) cota=tg(“—a>
= 2 9
Seca=00860<%~a> coseca=sec(;—1)

v

Las tultimas férmulas nos dicen que el coseno, cotangente y cosecante de un angulo son, respectivamente, el
seno, tangente y secante del dngulo complementario.

Divisién de las lineas trigonométricas. | Lineas,

Colineas.

Las colineas de un dangulo son las lineas del dngulo complementario.

Problema.—Dados los senos Yy cosenos de dos dngulos, determinar el seno y coseno de su suma y su diferencia.

Sean las dos rectas 4 y B que pasan por el origen y forman con el eje de las X los angulos a y b; estas dos rec-
tas formardn entre si el 4ngulo (¢ — b) y con el eje de las ¥

formardn los dngulos . bsi los éngulos a y b da Boaf Y
4 4 R N

TC g .%L_—_‘G &l s "’1 ;'_/T, =

Son menores que —, como sucede en la primera figura), y si A ;‘
s
2 5, BN
: o : : 4 X 0 X X o X
los éngulos son mayores que T formaran con el eje ¥ los
o - o

’ TC . .
angulos @ — o ybo— como indica la figura segunda.

-
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Aplicando & las rectas 4 y B la formula del coseno de dngulo que forman dos rectas, se tiene:
cos (4, B) = cos (4, X) . cos (B, X) + cos (4, ¥).cos (B, ¥) [2]

i cos (4, B) = cos (a — b)
| cos (4, X)=cos a
cos (B, X) = cos b

oS —

POTO 1§ cos (4, Y)=\ ) — sen a
?cos(a %):cos‘—— (—;——a>=cos<—i—a>
seos( b> :

it eosi (B, ¥) — - - e
?cos(b 'E\ CoS — é——b>—cos<——b)

substituyendo estos valores en la [2], se tiene

cos (@ — b) = cos a cos b + sen asen b (3]

Para determinar la férmula del coseno de la suma podremos poner — b en vez de b, puesto que la férmula (3]
serd siempre cierta, aunque se cambie el signo de una de sus letras, y resultard:

. co8 (a— (— b)) = cos (a + b)

cos (@ — (— b)) = cos a cos (—b) + sen a sen (—b) { cos (—b) = cos b
sen (—b) = —sen b
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substituyendo estos valores resulta

cos (@ + b) =cosacosb —senasend [4]
. yis : -
Encontraremosla férmula del seno de la suma substituyendo en la [3] en vez de a, 5 y sera.
N

—_

i: cos( & —a—b):cos(% —(a,—{—b)):: sen (a--b)

| 2 2
T T T 5 T
cos< —a——b>=cos( —a)cosb+sen(——a>senb cos(——a)=sena
2 2 2 2
18
sen( = —a):eosa

substituyendo estos valores se tiene

sen (@ + b)=sena.cosb + cosa.senb [5]

La férmula del seno de la diferencia se obtiene cambiando en la [5] b por — b, con lo que resulta:
sen (@—b)=sena.cosb —cosa.senb [6]

- ... (sen(a=—b)=sen acos b cos a sen b
Estas cuatro férmulas se pueden escribir

cos (@ 2= b)=cosacosbsenasend - =

y se traducen al lenguaje vulgar diciendo que el seno de la suma 6 diferencia de dos dngulos es iqual al seno del pri-
mero por el coseno del sequndo mds 6 menos el coseno del primero por el seno del segundo, y el coseno de la suma ¢
diferencia de dos dngulos es igual al producto de los cosenos menos ¢ mds el producto de los senos de dichos dngulos.
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Determinar el seno y el coseno del doble de un dngulo en funcion del seno y coseno de este dngulo.

sen (@ 4 b) —=sena.cosb 4+ cosa.senbd

haciendo b = « resulta
cos (@ + b)=—cosa.cosb —sena.senb

sen (a + a)=sena.cosa -+ cosa.sena 6 bien sen2a=2s,eng.cosa
cos (@ + a)=cosa.cosa—sena.sena » cos 2 a = cos? a — sen? g

Esta ultima férmula puede ponerse en funcién del seno 6 del coseno del siguiente modo:

cos2a=-cos2a—sen?a.. ..

30032a=1—se112a—sen2a=1—2sen2a

\cos2a=eos‘3a—(l-cosga)=cos‘3a+cosza—1=2cos‘3a—l.

/

2 et
; cos?a=1—sen?q
sen? @ + cos2a=1 §

lsen2a =1 —cos2 @

En resumen se tienen las siguientes férmulas:

% 5 (cos2a=1—2sen?a
sen2a=2sena.cosay » cos2a=cos?a—sena ;
A lcos 2a=2cos?a — 1

P

Estas formulas deben aprenderse de memoria porque se aplican con mucha frecuencia en el algoritmo tri-
gonomeétrico.

Determinar el seno y el coseno del triplo de un dngulo en funcién del seno Yy coseno de este dngulo.
En la férmula sen (a + b) = sen a cos b 4 cos a sen b, se hace b =2 a y se tiene: i

sen (@ +2a)=sen3 a
sen (e +2a)=senacos2a + cosasen 2 a zcosQa———-l — 2 sen?a

;
;

sen 2 a = 2 sen a cos a
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substituyendo se tiene:
sen3 a=sena (1 —2 sen®*a) 4 cos a.2sen a cos @ = sen a — 2 sen® a + 2 sen a cos? a
pero cos? a =1 — sen® @, y substituyendo este valor para que quede todo en funcién del seno, resulta:
sen3 a=sena—2sen®a + 2sen a (1— sen? ) = sen @ — 2 sen? a -+ 2sena—2senda
y reduciendo términos semejantes se tiene:

sen8 a =3 sena— 4 sen3 a

Para el coseno se sigue un procedimiento analogo, poniendo todo en funcién de esta linea, como indica el

siguiente calculo:

cos (@ +b) = cosacosb—senasend » b=—2a » cos (@+2a) = cosacos2a—senasen?a

pero 2
cos (@ + 2a)=cos 3 a

cos 2 a =2 cos?a— 1
sen 2 @ = 2 sen a cos a
substituyendo se tiene:

cos3a=cosa(2cos’a—1) —sena.2sen acosa =2 cos® a— cos a — 2 cos a sen? a
pero sen?a — 1 — cos2 a
luego cos3 a=2cos®a— cosa —2cosa(l —cos’a)=2cos>a—cosa—2cosa -t 2cosda

y reduciendo términos semejantes
cos3a=4cos’a —3cosa
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Tangente de la suma 6 diferencia de dos dngulos. —Dividiendo miembro & miembro las igualdades.
sen (@ 1= b) = sen @ cos b == cos a sen b ) sen (@ == b) sen @ cos b = cos a sen b

el — =
cos (a == b) = cos a cos b 0= sen @ sen b f cos (@ == b) cos a cos b = sen a sen b

Poniendo en vez del cociente que indica el primer miembro la tangente del mismo dngulo y dividiendo nume-
rador y denominador del segundo miembro por el producto de los cosenos se tiene:

Sen @.cos b Ccosa.senb sena _, sen b
to (0= p) — 005 @-COSb ~ cosa.cosb cos a cos b L log e oD
o} = == e R e :
cosa.cosb _ sena.senb __ sena sen b 1==tg a.tg b
e = oo o =
COS @.Cos b COS @.COoS b COS @ cos b

obteniendo, por tanto, la siguiente férmula, que se puede traducir al lenguaje vulgar

ho( sisah)i—— =

tga - tgh
1= tga.tgd

Determinar la tangente del doble de un dngulo-en [uncion de la tangente de este dngulo.

Haciendo b = a en la férmula tg (a + b) = gl se tiene:

1 —tga.teb

tg (@ —a) = Mg‘d
1 togtoa

que simplificada da: T —

que era la férmula que buseabamos.
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Lecciéon 9.*

Relaciones entre los senos, cosenos y tangentes de angulos suplementarios.

sen (@ — b) = sen a cos b — cos a sen b
cos (@ — b) = cos a cos b -+ sen a sen b

tg (a_b):“_tga—tgb
i4+teatgd

Haciendo @ = =, resultan las siguientes:

sen (m — b) =sen = cos b — cos © sen b ‘ 3
: p= sen (xr—b)—senb
€0S (r — b)=cos = cos b - senw sen b ] nenr . : : l o ) o
tg = —tg b pero jcos x=-—1 Substituyendo se tiene jcos (x — b) =— cos by [m)]
tg (7(——1))2_1_0_“m I ltg’ﬁzo ltg (r—b=—1tg b
£ o

Lo que nos dice que los senos de los dngulos suplementarios son iguales en magnitud y signo, y los cosenos y tangen-
tes de igual magnitud y de signo contrario.

Relacion entre los senos, cosenos y tangentes de los dngulos cuya diferencia es .

sen (a 4+ b) =sen @ cos b -+ cos @ sen b sen (= -+ b) = sen « cos b + cos = sen b

cos (@ 4 b) = cos a cos b — sen @ sen b 5 eoc0s (r 4+ b) = cos ®cos b — sen = sen b
g g G te =+ tg b

ey el w6y el

1—tgatgh 1—texw.tgb



i
i
f
t

A

ssenn—O l “sen(n%—b):—senb
pero leosw— 1\ substituyendo <cos (7 + ) = — cos b ¢ [n]
: to o — Qs ?tg (o -f=0) = tg'b S

Estas formulas nos dicen que los senos y cosenos de dangulos cuya diferencia es = son iguales en magnitud y de signos
contrarios, y las tangentes iguales en magnitud ¥y signo.

Alteraciones que sufren las lineas de un dangulo cuando d éste se le agrega un naimero par 6 impar de semicircunferencias.

Si & un dangulo b se le agrega =, su seno Y coseno cambian de signo conservando el mismo valor absoluto, v
la tangente no cambia de valor-ni de signo; si se le agrega = nuevamente, volveran & cambiar de signo el seno y
el coseno; es decir, que tendrdn igual valor é igual signo que al principio, y como la tangente no cambia de valor
ni de signo, podemos decir que si & un dngulo b se le agrega 2 =, sus lineas no cambian ni en valor ni en signo.
De estas consideraciones deducimos que, si 4 un angulo se le agrega un nimero par de semicircunferencias,
sus lineas trigonométricas no varian, y que si se le afiade un ntimero impar, sus lineas no varian de valor
absoluto, pero el seno y el coseno cambian de signo; la tangente no cambia de signo, porque en la férmula
tg (n =+ «) =tg o, de todos los arcos que tienen la misma tangente, n es par 6 impar.

Determinar las lineas trigonométricas de un dngulo en funcion de otro menor que 90°.

Supongamos un angulo a y dividdmoslo por = = 180°%; como el dividendo « sers igual al producto del divisor =
por el cociente ¢ mds el resto », podemos escribir a — =. ¢ 4 7; si el resto » es menor que la mitad del divisor,
sera menor que 90°, pero si fuera mayor se podrd tomar el resto por exceso y escribir ¢ == (¢ + 1) — ', en
que r’, resto por exceso, serd menor que 90°. Por este procedimiento puede descomponerse el dngulo @ en dos
partes: la primera serd un miltiplo de =, y la segunda, positiva 6 negativa, un angulo menor que 90°%; por consi-
guiente, podemos escribir la siguiente férmula:

O—nls ==

en que 7 €s un numero entero cualquiera y b un dngulo menor que 99°. Si restamos 4 este angulo m =6 (m — 1) =,




el

segun que m sea par, 6 impar, habremos restado un nimero par de semicircunferencias, y, por tanto, el dngulo «
tendrd las mismas lineas trigonométricas que las diferencias

=8 Lt0 )
segin que m sea par 6 impar. En el primer caso, por las férmulas de angulos iguales y de signos contrarios,
pueden reducirse las lineas del dngulo a 4 las del » menor que 90°% y en el segundo, por las férmulas de las lineas
de los angulos (z - b) y (xt — b) en funcién de las lineas de b, puede también hacerse esta reduccion; luego en
todos los casos podemos reducir las lineas de un dngulo cualquiera a 4 las de ofro b menor que 90°, que es lo que
queriamos demostrar.
1826 |180

% 10 1826° = 10 = +- 26. Restando 0= y teniendo en

Hjemplo 1. Sea el angulo 1826°
cuenta que las lineas no varian, se tiene:
sen 1826° — sen 26°

cos 1826° = cos 26°
tg 1826° = 1o 26°

Hjemplo 2.° Sea el angulo 2010° 2010 [ 180 ~ 2010° =11 = 4- 30°, restando 10 x se tiene:
210 11
30

sen 2010° = sen (v -~ 30°) s sen 2010° = — sen 30°
cos 2010° = cos (r + 80°) ¢ y segun las formulas [n] { cos 2010° — — cos 30°
tg 2010° = tg (= -+ 30°) . E [ tg2010° = &g 30°
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Ejemplo 3.° Sea el angulo 1726° 1726 /180 1726° = 10 = — 74°, y restando 70 = resultard:
106 9
(74)
sen 1726° = sen (— 74°% — — sen 74°
cos 1726° = cos (— 749) = cos '74°
tg 1726° = tg (— 74°) = — tg 74°
Ejemplo 4.° Sea el angulo 1900° 1900 180 1900° = 11 = — 80°. Restando 70 = resulta:
100 10
(80)
sen 1900° = sen (r — 80°) = sen 80°
cos 1900° = cos (r — 80%) = — cos 80°
tg 1900° = tg (x — 80°) = — tg 80°

Transformar en producto la swma 6 diferencia de dos senos 6 de dos cosenos.
Sumando y restando las igualdades: :

sen (@ + b) = sen @ cos b + cos a sen bg resultan las [1] gsen (@ 4 b) 4 sen (@ — b) = 2 sen « cos b

3en (@ — b) =sen a cos b — cos a sen b isen (¢ + b) — sen (@ — b) = 2 cos a sen b

haciendo iguales operaciones con las igualdades:

cos (@ -+ b) + cos (a — b) = 2 cos a cos b
‘cos(a—f—b)——cos(a—b)=—256nasenb

cos (@ + b) = cos a cos sen a sen b ; resultan las [2]

cos (@ — b) = cos @ cos b -+ sen a sen b




at+b=pl2a=p+q » a=
Si suponemos que y si substituimos estos valores en las férmu-

las [1] y [2] se tendra:
1
sen p —+ senqusen?(p—{—q) COS%—(ZJ—Q) 3]

1
Sellp——Senq—QCOS?(ZJ—}—Q)SGH—;—(Z)———q) 4]

1 : il 3
COS p + €cOS ¢ = 2 cos 7(2)—}—9) cosE(p—g) (5]

1 .
cosP—005q=—2sen?(p-{-g)sen%(p_q) (6]

que son las formulas buscadas.

Demostrar que la swuma de dos senos es d su diferencia como la tangente de la semisuma de sus dngulos es d la tan-
gente de la semidiferencia. :

Dividiendo miembro & miembro las igualdades [3] y [4] resulta:

2sen — (p+q) cos — (p— sen — (- COS = (p—
senpfseng S 9 2 CZ)_ b (r+9 " 5 (p—q) -
S e SR U g = (p+q) sen - (p—q) cos % (p+¢). sen % (—q) 752

4

(2J+q)><oot% (p—-q)
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Yy como cot % =0 — ‘1\, podemos substituir este valor en la igualdad anterior y resulta, por ultimo:
tg 5 (r—q)
1
e 2

Sen p -+ sen ¢ 1

sen p —sen ¢

1
=t = g

2 1 1
ol el )

|

que era lo que queriamos demostrar.

Representacion geométrica de las cantidades imaginarias. 7

La expresién cos a + sen a\/jl, que interviene en la férmula de Moivre, que estudiaremos después, repre-
senta el signo de la cantidad imaginaria mediante un convenio que vamos 4 establecer. Si & partir de un punto o

de un cierto eje suponemos las cantidades contadas & la derecha como positivas

v las contadas 4 la izquierda como negativas, tendremos los dos ejes o 4+ y o —, VAT

que indicardn en qué sentido se han de tomar estas cantidades; un nuevo eje que =
base por el punto o, tal como el o 9, tendréa una direccién que no sers ni positiva ni oo/
negativa, aunque participe algo del sentido de estos signos, segtn se incline 4 la ‘o
derecha 6 4 la izquierda; ahora bien, la perpendicular al eje + — en el punto o no S G
participard ni del signo positivo ni del negativo, por no inclinarse & ninguna de '

estas direcciones, luego es una nueva direceion que mediante un convenio podrd Es LT

representar otro signo distinto del positivo 6 negativo, y admitiendo que + V1
represente un signo, podremos convenir que la cantidad que esté afectada de este signo se cuente en la direc-
cién de la perpendicular por encima del eje + — ; como la prolongacion de la perpendicular por la parte inferior
dard una direccion completamente opuesta & la anterior, representard el signo — Ve

El Algebra nos ensefia que las raices de una ecuacion de segundo grado, en el caso de ser imaginarias,
pueden siempre reducirse 4 la forma « gy (7], enla cual ay B pueden ser cantidades positivas 6 nagativas.
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Para efectuar la operacién que la férmula [7] nos indica hemos de colocar « y 3} — 1 unas & continuacién de
otras, con sus mismos signos; suponiendo que « y 3 sean positivas, tendremos que tomar « desde o hasta p, 6 sea
en el sentido positivo, y 8 en el sentido + V — 1, y 4 continuacién de «, desde p hasta g, la recta que une ¢con
el origen o nos representara en magnitud y en signo el resultado de la operacién, analogamente & las operaciones
de suma algebraica sobre el eje + —. i
De las consideraciones anteriores deducimos que

0op=a y pq:fj

y representando por a el éngulo que la recta o ¢ forma con el eje positivo, se tendrd multiplicando y dividiendo
por m la térmula [7]:

L op &L

Eal = — COS @ l
: 3 m 0 r
m ( a 2 - 1) pero¢ . : [8]
m m : ’ Pan B9 S S \
\m 0q x .

y substituyendo estos valores en la [8] resultara:

m (cos @ -+ sen a \/“— 1)

que es la forma de toda expresién imaginaria que proceda de una ecuacién de segundo grado. En esta expre-
sion m que representa el valor absoluto de ella, se llama médulo, a que es el angulo que indica la direccion argu-
mento y (cos a -+ sen a\/ — 1) representa el signo ¢ sentido en que se ha de tomar .
Formula de Moivre. Caso de dos factores.
“(cos a + sen a \/ji) (cos b -+ sen b \/— 1) = cos a cos b -+ cos asenb\/:—l— sen a \/—_1 > cos b+ sen a \/———l >
> sen b \/:—1 = cosacosb —sen asenb -+ (sen a cos b -+ cos « sen b) \/jlz cos (a + b) + sen (a -+ b) Vil
4
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Esto nos dice que el producto de dos expresiones imaginarias de la forma cos ¢ + sen o V—1 esotra expresion
imaginaria de la misma forma cuyo argumento es suma de los argumentos de los factores.
Sison tres los factores, se multiplican los dos primeros por la regla anterior y queda el caso reducido & dos
factores.

(cos a-+sen a \/:_1) (cosb—+senb \/:i) (cos c+sen ¢ \/:_1')=[cqs (a+0b)+sen (a+ b) \/:iJ (cosc+sen e \/:):
=cos (a+b .1‘— ¢) + sen (@ + b + ¢) \/—; o

Del mismo modo se demostraria para cuatro, cinco, ete., factores.

St se verifica la ley para m factores se verifica también para m —+ 1, porque el producto de los m primeros se
puede efectuar y quedars reducido & una expresion de la misma forma con argumento suma de los argumen-
tos y ya queda el caso reducido 4 la multiplicacién de dos factores, que, efectuada, nos dard una expresion cuyo
argumento sera suma de los m < 1 argumentos, luego la ley es general. De aqui deducimos que

(cos a+sen a \/:) (cos b+sen b \/;—1) (eos c+sen ¢ \/—?i) ..... (cos !+ sen ! \/;:i')=cc.>s(a, +0+4cHt.....-FD)+
' Lsen(a b tel LV

Yy si suponemos que ¢ =b =c—.....— [ se tendrs:
(cos a+sen a \/; 1) (cos a--sen a\/— i) ..... (cos cH—sen a\/;xli)zcos (@a+a+-....4a)-4sen (a4a—+....+a) \/:1
Si suponemos que son m los factores y efectuamos las operaciones indicadas, resultard:

(cosa+ sena \/:I‘)m =cosm.a+senm.a\— 1

que es la formula de Moivre, que se traduce al lenguaje vulgar diciendo: /a potencia de una expresion imaginaria
de'la forma cos a — sen a \/— 1 es otra expresion imaginaria de la misma forma, cuyo argumento es igual al producto
del argumento de la base por el exponente de la potencia.
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Generalizacion de la formula de Moivre.
Necesidad de generalizar esta formula.

Supongamos que m sea fraccionario » m = L siendo P Y g numeros enteros y positivos.

; - ; e e @ 0 e :
Si elevamos 4 la potencia ¢ la expresién lmaginaria cos — - sen — \/— 1 resultarg:
: q q

a a ey T
(cos =~ -L sen — \/— 1) —cos a--sen a\—1
q

hor ser ¢ un nimero entero v positivo: extravendo la raiz quésima, se tiene
I q % ) ) 5

a G — 8 e
oS — - sen \/— j— \/cos a-+senal/—1
q q .

pero como extraer la raiz quésima de una cantidad es lo mismo que elevar esta cantidad 4 1a potencia = tendremos:
q _
et el
(cosa -+ senal—1)s — cos % [ den Vi
: 9 g
elevando nuevamente 4 la potencia p resulta:

D i
e . a A e p j e
(cosa+senal—1) « — (cos — -+ sen —— \/~ 1)2 — cos 1 a -+ sen L a \/~ it
9 q q q
que es lo que queriamos demostrar.
Supongamos que m sea negativo » m = — n’

(cos m'a+ sen m’aV/— 1) (cos m'a— sen m'a V— 1 — (cos m'a)® — (sen m'a V— 12 = cos2 m’a + sen2m’a—1



de aqui deducimos que

1 : o
- > - - —ecosm' a—senm aV—1 6 bien
cosm a -+ senm a \/— 1

it
(cosa + sena V— 1)
cosm a=cos(—m') X a
—senm’ a=sen (—m’) >< a

e (COS a + sen a \/_71) —m’

1

—_  __cosma—senm'ay— 1 pero
(cosa +senaV—1)

m'

luego substituyendo tendremos:
(cos a + senay— 1) ™ —cos (—m)a+tsen(—m)aV—1

que demuestra la generalidad de la férmula en el caso de ser m negativo.

| Leccion 10.
Problemas.

Problema 1.° Dado el coseno de wn dngulo determinar el seno y coseno del dngulo mitad.
[cos?a -+ sen?a=—1
En las formulas { o ;

1cos2 a = cos®a — sen?a

invirtiendo la segunda, se obtiene el sistema

S e .
se puede substituir — en vez de a; haciendo esta substitueion ¢

=) .

cos? L ~sen® L — cos
5 —_— = a

ik - - a G
i cos? — | sen? — =1

e ; 2 2 3
| $ o
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de dos ecuaciones con dos incégnitas que resuelven el problema que nos proponemos, y que sumadas y resta-
das dan

a a 14 cosa a , 1 cosa

2c082—=1-+cosa » cosQ——————L » COS—II\/—+———
2 2 2 2 2

S e oS a : 1-—cosa

Zisenie [ Gosig toisens = — s e et e e
2 2 2 2 2

que eran los valores que se nos pedian en el problema.

A : a a B : :
Discusion.—El doble signo de sen = oS o 68 debido & que cuando se da el coseno de un angulo @, dicho
1

4

angulo no queda determhinado, pudiendo corresponder & este coseno muchos angulos cuyas mitades pueden tener
senos y cosenos distintos. Nos convenceremos de que esto es asi tomando la mitad de la férmula de todos los
angulos que tienen el mismo coseno y viendo qué valores corresponden & los senos y cosenos de estos éangu-

los mitad.
a

Formula » 2n7 —a cuyamitades n= 1

DO

a a a
Isen(nn:i:?):sen:i:—)«zzi:sen—
3

(m» par 5 T =

a a a

cos(nri?)zcosi:)—:cos o

[ % a

Angulos nﬁi? = - .
a a a
l sen(nr:i:?)zsen(7:i7)=1senT
\n » impar ; 6 = :
‘ a o a
cos [nm=— )| =cos([r*x — | = — cos —
2 2 2



e

a
§+ sen =
[ sen / o
‘ a : : : ; >
[ — sen — | es decir, que los Angulos mitad de todos los que tienen el mismo coseno
< - . . . . .
En resumen, para el : . tienen senos y cosenos iguales y de signo contrario, como nos indican
| ( -+ cos 2 | las férmulas. :
‘ 2
COS \
a
{ cos —
: 9 :
Discusion geométrica.—Todos los arcos que tienen el mismo coseno terminan en dos Y

puntos m y m’ simétricos respecto al eje de las X; los arcos que terminan en m son:

~

a= arco 4 m
29w+ a=arco ABCD 4 m

Aot a=arcoAB01_)ABODAm

“+ cuyas mitades

a
2

-
a

2T+
: 2

e areo A
a 7
T = arco 4 B Cn

— arco 4 B CD 4n

X’

terminan en los puntos n y n”’ diametralmente opuestos y que, por tanto, tienen senos y cosenos iguales y de
de signo contrario. Los arcos que terminan en m’ son:

2% —a=—arco AB CDm' T

dn—a=—arcoAdBCDABCDm

67 —a=arco 4B C’DABCDABODm'

- cuyas mitades

arco A Bn'
arcod BCDn'"’

arcod BC D A Bn'
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terminan en los puntos n° y #’" diametralmente opuestos, y por tanto, tendrdan los senos y cosenos de signos
contrarios y de igual valor absoluto del que se vi6 en la otra serie de arcos, segin nos indica la figura, puesto
queng=n'q,n" ¢ =n""" gy oqg=o0gq, no habiendo mds que dos valores para el seno y dos para el coseno,
iguales y de signos contrarios.

Si al mismo tiempo que el coseno se diera el dngulo, su mitad no podria tener mas que un seno y un Coseno.
Se desecha la solucion extrana en este caso reduciendo este dngulo mitad 4 la férmula n = 1= b, siendo b < 902 v
calculando sus lineas en funcién de las de b, con lo cual quedard conocido el seno y el coseno de CL; por cono-

=

cerse ya sus signos.

L\'Jil—‘

Ejemplo: Sea el dato cos (17 = + 60%) = cos (= -+ 60°) = — Cos Gg —— —1— 0 bien cos 3120° = —

: : : <= » = 7 . :
de aqui deducimos que a = 3120° » — 1560° » cos a= — — , v substituyendo estos valores en las for-
O 2. D)
4]

a
2

mulas que resuelven el problema, se tiene:

1 il / 3 —
. ~ B g 3
' V4

2 g g

= 1 e i i =

1 — o i 1

C081550°=i\/ _iz) =\ 9:‘1\//‘2='—‘:\/4
9 2 : 9

Z
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que extrayendo raices y simplificando, resulta:
1
sen 1560° = = —\/
2

cos 1560° = = —%—
“Dividiendo por 180° el dngulo 1560 resulta:  1560° |180°  1560° = 9 = — 60° y por consiguiente
190 S
(60)

sen 1560° = sen (= — 60°) = —+- sen 60°
cos 1560° = cos (= — 60°) = — cos 60°
es decir, que el seno debe ser positivo y el coseno negativo, y por consiguiente,

sen 1560°% = —é— N3 :

cos 1560° = — —L
Y

seran los valores que resolveran la cuestion propuesta.
Problema 2.° Dado el seno de un dngulo hallar el seno y coseno del dngulo matad.

: . sen2g L cosca— I St : . SR
En las formulas .‘ T ) se puede substitulr = en vez de a; haciendo esta substitucion e

| sen 2 a =2 sen @ cos a :
invirtiendo la segunda, se obtiene el sistema de ecuaciones:

L a )
sens = —Licoss = — il
2 2

a a
9 sen ——CoS

2 2

—sSenda




s

, a a 5
que resuelto se conocerdn los valores de sen = Yy CoS -~ que resolveran el problema.

74|

Para resolverlo sumaremos y restaremos estas ecuaciones, y nos resultara

2

s<sen % -+ cos i)— =1+ sena

=

sen? ; —{—QSen~2—cos?—l— cos? 2 2 — 1} sena

DO

2

\
s 6 bien
a a \~
s ag \em s e
/ )(sen 5 -+ cos 2) sen a

9

a a
sen? - — 2 sen 5 CoS 7 -+ cos? =1—sena

a
9

f a a e
\sen —2——1—0037 =_"‘_—\/1 -+ sen a

4

extrayendo raices {
? 2

a a i S
sen — — CoSs — = __"1—\/ 1 —sena
2

iEQS,en—;—=—_f“\,/1—l—sencii\/l——Sena,

sumando y restando nuevamente, se tiene: ¢
a
,2 cos — — =Vl senaT_\/l—sena

- e
>sen—‘;—=i% V 1 + sen av—i‘-o—\/ 1 —sen a
y dividiendo por 2 se obtienen las férmulas : ; 1_
on - ViR o Ve
2 2 2 :

que resuelven el problema.
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Haciendo la combinacion de signos resultan los valores siguientes:

a
sen — =

&

a

= - ' a a = : :
es decir, cuatro valores para el sen 0 cuatro para el cos o correspondiéndose de estos valores los que tienen
¢

= =

el mismo numero.

o a die =
Discusion.—Los cuatro valores hallados para sen ) cos. Drovieion de que cuando se da el seno de un

angulo a, dicho angulo no esté determinado, y 4 este seno corresponderan muchos dngulos cuyas mitades pueden
tener senos y cosenos distintos. Nos convenceremos de que el problema tiene cuatro soluciones tomando la mitad

—{——;)1——\/1 -+ sen a—l——i—\/l—sen a

e L
»—}—?\/1 -+ sen (L—7V1—sen a
—7\/1 + sen (6—1—7\/1—8611 a
~——1—\/1 L sen a—%\/l—sen a

74| Z

—{—%\/1 —i—sena—%\/l—,—,sen a

~

—-sen a

—i—%\/l —i—‘sena—}—%\/fi

~%\/ 1 - sen a——%\/_i — sen a

——%\/Ai L sen a—{—%\/ 1 — sen a

V| “

[1]
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de la férmula de todo los dngulos que tienen el mismo seno y viendo los valores que corresponden & los senos y
cosenos de estos angulos mitad. La féormula‘de todos los dngulos que tienen el mismo seno son las siguientes:

a
nwT -+ —

2nw -+ a :
5 %y sus mitades

n-tl)n—a—2nwt+w—a J T a
@n-+1) w4 —al T

DO

Veamos qué valores corresponden & los senos y cosenos de estos angulos:

a a
‘\SQI (n s ?\ — - sen =
impar | =l
i a a
\ /COS(nﬁ—I——O—):—f—COST
R a : D
1. férmula . 3
a / a
= sen(nn—i———):sen(z+——>=~sen—
) S 2 2 2
\n impars = : - =
eos (n =+ —)=cosS(®™—+ — ] = — COS —
sl ¢ 2 ) (=t 2 ) 2
T a T a
sen(nt—i— ——>=sen<—*——>_———+cos—
2 2 2 2 2
jmopar
T a s a a
\ cos (nn—{- : ——~—>=cos( e )=—}—sen~—
a g & a \ 2 2 2 2 D)
2.% formulan = 4 = - -
e [ v a T I
~ =~ —
sen (nw — >:sen<7:—|——————>=—sen< ———)-—cos—
| ( = 2 2 2 2 2 2
' m1mpars ’ = : b
: a T a T a
cos (‘nz—}— ——)—_—cos<r+———>=——cos< ——):—sen—
\ 2 2 2 2 2 2 2




S

En resumen, resultan los siguientes valores:

! i a
e (1] i -+ cos = (1]
a G
e S e o) — cos — (2
sen ; 2] 5 (2]

para el seno para el coseno /

+ cos -Z— 3] | -+ sen % B
a a

— s 0] —sen —— [4

cos - (4] ! 5 [4]

correspondiéndose los valores de igual numeracion, lo que estd conforme en un todo con las férmulas.
Discusion geométrica.—Geométricamente también puede verse que existen cuatro soluciones. Los arcos que
tienen el mismo seno terminan en los puntos m y m’ simétricos con respecto al

eje Y. Los arcos que terminan en m son: v
: i a M 5 77
a = arco 4 m — =—arco 4 n : 25
2 .
a / i
2n 1~ a—arcodBCDAm T + — arco 4 BCn i
2 2 Gliate
cuyas mitades = St ey x
44+ a—arcoABCDABCDAm 27:—]—7:——&1‘0011301):171‘ - /.
4 625
a : el
bl s e Blpies —mg o s o )
: z i : 2 : -

terminan en los puntos n y n’ diametralmente opuestos, que tienen senos y cosenos iguales y de signo contrario,
resultando dos soluciones para el seno y dos para el coseno.



Tos arcos que terminan en m’ son:

T

co A Bm' s 2 _ arcoAn”
3w a— arco 4 B'OD A Bm' ™ —i— g —arco 4 BCn'"’
e ‘ cuyas mitades o + (C %: B
e e 3?+—;———%—alcoABODABOn

| Ll 3

terminan en los puntos »’" y »’"’ que son diametralmente opuestos, teniendo senos y cosenos iguales y de signos
contrarios ¢ iguales & los valores obtenidos antes para el coseno y seno respectivamente, todo conforme con las
cuatro soluciones que vimos tenia el problema.
: : : : : - a : :
Si al mismo tiempo que el seno se diese el angulo a, su mitad 5 no podrd tener mas que un Seno y un Goseno,
. ” J E

74|

por tanto, es necesario saber como se desechan las tres soluciones extrarias. Conocidos los signos que han de

a a - : i
tener sen o cos —, para lo cual se operard como en el ejemplo del coseno explicado antes, se pueden des-

<]

echar dos soluciones, suprimiendo el signo contrario al que deban tener

cos 7 en el radical de mayor

valor absoluto, que es el que ha de dominar en signo. Para desechar el signo del otro radical, se observara que
el valor absoluto del seno es menor, igual 6 mayor que el del coseno, segun ‘que el angulo sea menor, igual
6 mayor que 45°. Se sabrd de esta manera si el valor absoluto del seno ha de ser menor 6 mayor que el del
coseno, tomando signos iguales en los dos radicales para el que resulte de mayor valor absoluto, y signos con-
trarvios'para el que resulte de menor, se tendrdn desechadas las terceras soluciones.



Ejemplo: Sea el dangulo (11 =+ 30) — 20105
) sen (11 = 4 80) = sen (= + 30) — —sen30° = — —

Datos a— 20102 % — 002> sen @ —

w{;—*

substituyendo estos valores en las férmulas, resulta:
1 1 i i Iy s
sen 1005° ——+_\/1—|—<————> \/ (—— ) :I:_\/l—‘—:l:—\/l—}——é——_—:t———_\/*__:t_g i
1 1 1 Bl i 10 Tt
10050—::':—\/1 ———)q:— L= >—+ ——\/1——— ﬁ\/ #___:1:_\/ __\/_,ﬂ
- T < 5 ( o e 5 ¥V 5

La segunda raiz es la de mayor valor absoluto. Reduciendo las lineas del angulo 1005° & las lineas de otro
menor que 90°, resulta:

1005° — 750 {sen 1005 = sen (6 = — 75°) = — sen 75° 1(1)82 %ﬂ—
; cos 1005° = cos (6 = — 75°) = + cos 75° (75)

Fl seno debe ser negativo, asi es que desecharemos el signo mas en el radical de mayor valor absoluto, y al
revés en el coseno, que debe ser positivo, resultando las férmulas siguientes:

sen 1005° — 1 \/ - 1 =

1 1 i
cos 1005° = == —~\/_ ] Vi s
2 2 + 2 V 2




—am

Como 75° > 45° gen 75° > cos 75H° lueoo en el sero deben tomarse signos iguales en los dos radicales, y en el
€OSeno signos contrarios, encontr ando por ultimo, los siguientes valores:

14/ 1 1 3

Sen:lifEs?— = = \iere s men s
2 2 2 2
Iy \/—3_
cos 1005° — — — 4+ —\/—
2 i 2 2
que son las soluciones del problema que nos ocupa.
Leccion 11.

Construccién de tablas trigonométricas.

Demostrar que la diferencia entre el arco y.....
Supongamos r» = 1.
m p<m'A<arcom’ A 6 bien sen « < arco a (1] <
area sector o m’ A <C dera trig. 0 7" 4

=)

i ; 1 ;
_o—oAXa.rcoAm<70A><AT Larco a << tga |

&

arco 4 m- << A4 P!

arco «
De la [1] se deduce, dividiendo por sen «, que 1 < -2
sen «
SEhias ok arco o il
De la [2] se deduce, arco « < tga — 6 bien — = =

COS & sen af COS o



v reuniendo las dos desigualdades, se tiene la siguiente limitacion:

arco o 1
L=< nw e
sen a COS &
Jain : : : L, L ArCo @
Cuando o disminuye, tiende hacia 1 llegando & este valor cuando « = O, luego la fraccion —— que
Sa sen «

estd comprendida entre 1 y una cantidad, —— , que se aproxima & 1, 4 medida que el dngulo disminuya,
COoS «

tendrd 1 por limite, y para que esto ocurra, arco « tiende hacia seno de o. De aqué se deduce que la diferencia

entre un arco y su seno puede ser menor que toda magnitud asignable, por pequeita que sea ésta, dando al arco un valor

suficientemente pequeiio.

Diferencia entre un arco y sw seno.

arco o it ;
1 < (0 arcoaxcosa<sena1

> v o
Sien las formulas | sen « €os se pone —- en vez de «, resultaran:
l e s QSenacosa<sen2a] “
arco o (7 D
e - SCE0S—— <sen—
2 2 2

(o oL
9 sen —2— >< 003—2— < sen o

\

Multiplicando miembro 4 miembro y dividiendo los dos miembros de la igualdad que resulta por sen g— se tiene:

L,
areo o >< cos> - < sen «
, Gy L e i
. = . | areoe (1 — sen® —) < sena O bien arco«— arco « sen® — < sena
pero cos® = 1— sen2-2— 2 2



L G

- - a
pasando sen « al primer miembro y arco « sen? - al segundo, resulta:

7<)

a

arco o — Sen o << arco ¢ sen? —
: 9 (arco «)?

;arco ¢ — sen o < arco & ——-

oty arco « a (arcoion)?
. Pero sem o < arco « » Sen —— =5 » sen? — < —— ) \
2 2 2 4
v, por ultimo,
: : arco a)’
arco « — sen a < »(—_4_) .

férmula que nos dice que la diferencia entre el arco y su Seno es menor que la cuarta parte del cubo del arco.
Cdleulo de sen 10" y error que se comete.

; : i , % (arco 10"
sen 10’" = longitud de arco 10" » Hrror ¢ = arco 10" — sen 10° < (Al

4
( 1= longitud del arco
arco 10" =1= b R = radio : L . Sarco 107 — T 10 = = e 3,1415.....
180° , a = valor gradual = 10 648000 64800 64800
[ 180° = 648000
0083,1415926..... | 648(00
Para »—1 » longitud arco 10"" = 0,000048481..... 5495 | 0,000048481.....
3119
luego sen 10" = 0,000048481..... 5272

886



( 5 )5 __125 125 125
48481.....)3 0,00 2 03 A0S =
= (0,00004348 ) <( ,00005) . 100 000 e (100 000) - o & _‘4_4_______
4 4 4 4 4 10)?
0
4 32
= = - =0,000000 000 000 032.
10 102
Esto nos dice que el error & < —1—, 6 que las 13 primeras eifré.s son exactas.

1013

Celeulo del coseno 10" 3y error cometido.

cos 1077 — V1 —senz 10— V 1 — (0,000048481....)=
Bfectuando operaciones se tiene:

cos 1077 — V. 0,999999997649592639.....

0,000048481.....
0,000048481
48481
387848
119819 24
387848
198924

0,000000002350407361

V0,999999997649592639
1899
19899
199899
1999876
19997549592639
1997729
1977475
1774939
174955

Resultando para coseno de 107 el siguiente

-valor:
cos 10— 099999990985 =

Para calcular el error que se comete,
tendremos:
Valor exacto cos2 a =1 —sen®a

Idem aproximado #* =1 — @?

..40,099999998.....

1189 <9

BECRCES S
S ggRigEe g
199989 x<9

------ A SOGIOgIE

9998




restando estas igualdades tendremos: cos® « — #? = a* — sen® @, y como diferencia de cuadrados es igual 4 suma
por diferencia, resultard:

(cos a + x) (cos a — x) = (a -+ sen a) (@ — sen a)

rr 1 -
pero a=10"<60% » cosa > st valor aproximado = 0,999999998..... > %; substituyendo estos valo-

res en el primer miembro, se tiene:

7<)

1 it e :
<? -+ T)_) (cosa—x) < (a+sena)(a—sena) O bien (cosa —x) < (a -+ sen a) (¢ — sen a)

3
- a
pero sena < a » a— sen a < —, luego
4 b to]

a at
COSe—2 =@ Fa — — g =~ ==
4 2

es decir, que

4
a
E—COSa— L~ ——

4

el error cometido es menor que la mitad de la cuarta potencia del arco.
Siendo la longitud del arco de 10" » 7=0,00004848....., resulta:

( 5 )4 5t 625
Couwg, S G S e o
) 9 1020 > 9 1020 10‘20 1020

lo que nos dice que las diecisiete primeras cifras decimales son exactas. Se calculard con trece cifras decimales
para que tenga la misma aproximaecion que el seno.



EgE
. Modo de construir unas tablas de lineas trigonométricas.
: {sen 10"'= 0,0000484813681
Hemos encontrado los valores 5
. l cos 10"'= 0,9999999988248

Partiendo de estos datos, hace falta determinar los senos y cosenos, de 10" en 10"’, de todos los dngulos,
desde 0° & 45°, con lo que se tendran los cosenos y senos de todoes los dngulos desde 45° & 90°.
Las férmulas siguientes, sumadas, dan:

se b) = sen a cos b—--cos a sen b )
i ) . §sen (a-+b) + sen (a—b)=2 sen a cos b » sen (a-Fb)=2 sen a cos b—sen (a—>b)
sen (a—b) = sen a cos b—cos a sen b

= i
ooz g D) cosa gl Hoa b%cos (a+b) + cos (a—0b)=2 cos @ cos b » cos (a+b)=2 cos @ cos b——cos (a—0)

cos (a—b) = cos a@ cos b+sen asenb

si en estas ultimas hacemos b = 10"', se tiene:

sen (@ -+ 10") = 2 sen a cos 10''— sen (¢ — 10") |

> s s [721
cos (@ - 10"") =2 cos a cos 10"'— cos (@ — 10") |
de las cuales se deducen las siguientes:
_ o sen 08— 2 sen 10 cos 10
lcos 20" = 2 cos?10"" — 1 .
: . : Por estas formulas pueden calcularse los senos y cosenos
., {sen30""=2sen 2 e o S 907 30", 40"’ S ' .
L ion g g /‘O” cos 10“ sen 10” de los éngulos de 20°’, 80°’, 40""...., y, por tanto, construir
c0s8-:30i = 2 cog 20 cos 10 — cos il unas tablas trigonométricas; pero el procedimiento resulta

sen 30" cos 10”— sen 20’/ | muy pesado en la préactica, por tener que efectuar multiplica-
cos 30" cos 10"— cos 207" \ ciones con niimeros de trece cifras decimales.

D

Il

3

0" {sen 407

4 3
: cos 40

[\



e
Se puede simplificar el procedimiento haciendo
2—2c0s10"=F%k Ip]
el resultado de esta sustraceion sera k= 0,0000000023504.
Despejando en la [p] 2 cos 10°’ resulta 2 cos 10"’ =2 — k, y substituyendo este valor en las férmulas [n]

sen (@ + 10"") = (2 — k) sen @ — sen (¢ — 10”")
cos (@ + 10"") = (2 — k) cos @ — cos (@ — 10”")

y efectuando las multiplicaciones, resultarsd:

sen (¢ + 10"") =2sena —ksena — sen (¢ — 10"")
cos (a + 10"") =2 cos a — k cos a — cos (a — 10"")

pasando & los primeros miembros sen ay cos a de los 2sen a y 2 cos a que hay en los segundos, con cuya opera-
~ cién quedardn sen @ y cos a en los dos miembros, se tiene:

sen (@ + 10”") —sena =sena —sen (¢ —10"") —ksena )
cos (@ + 10"") — cos @ = cos @ — cos (@ — 10"") — k cos a §

. sen (@ + 10") —sena = D |
= para los senos : : - S ;
: 5 sena —sen (a—10"") = d, ) )Las formulas [g] quedaran reducidas & las si-
Si hacemos J :
cos (a +10"") — cos a = D, \ guientes:

o para los cosenos '
cosa—cos (@—10") = d

Ds=ds——ksena$ 5
D,=d,—kcosa)

formulas que sirven para calcular las diferencias de los senos 6 cosenos de los arcos que se diferencian en 10”’ en



funcion de las diferencias de los arcos anteriores y de los productos % sen a y % cos a; estos productos son faciles
de ejecutar, puesto que % sélo tiene cuatro cifras decimales significativas, por ser ceros las demsds, y si se quiere
aln mas rapidez en las operaciones, puede formarse una tabla con los productos k><1, k> 2, k3, hixd sk >0,
de % por los nueve primeros numeros, con lo cual podran obtenerse los productos parciales de la multiplicacion
con s6lo copiar los escritos en la tabla. Procediendo de este modo, las formulas [r] nos daran la diferencia de los
senos 6 cosenos de los dngulos 20" y 10", y agregando estas diferencias & los senos y cosenos de 10" tendremos
los senos y cosenos de 20''; en seguida se calculardn por las mismas formulas las diferencias de los senos y co-
senos de los angulos 30’ y 20", v agregando estas diferencias 4 los senos y cosenos de 20"’ se obtendrdn los
senos y cosenos de 30’’, y continuando del mismo modo hasta 45° se formard la tabla trigonométrica.

A pesar de haber simplificado el procedimiento, aun resulta muy larga la construccion de unas tablas trigo-
nomeétricas, porque hemos de efectuar la operacién indicada antes, tantas veces como 45° contengan & 10°', 6
sea 16200 veces. Conviene calcular los senos y cosenos desde 0° & 30°, y desde 30° & 45° valerse de las siguientes
féormulas, que dan los valores del seno y coseno con una sencilla sustraceciéon de senos y cosenos de angulos me-
nores que 30

sen (@ -+ b) + sen (@ — b) = 2 sen a coé b o — 302 sen (30° -+ b) 4 sen (30° — b) =2 cos b

cos (a -+ b) — cos (a — b) = — 2sen asen b| sen 30° = % cos (80° + b) — cos (B0° —b)=—2

Zl

sen b

o | Lo\»—x

y despejando en la primera sen (30° + b) y en la segunda cos (30° +- b), resultan:
sen (30° 4 b) = cos b — sen (30° — b)
cos (30° -+ b) = cos (80> — b) — sen b
férmulas que permiten calcular los senos y cosenos de los angulos superiores & 30° en funcion de los senos y co-

senos de los angulos inferiores ya conocidos por el calculo anterior.
Para evitar errores se puede caleular directamente el seno y coseno de 3°, que son respectivamente la mitad



e
del lado y la apotema de un poligono regular de 60 lados, que, partiendo del pentedecdgono y duplicando el
niumero de lados, se puede obtener por los procedimientos que nos ensefia la Geometria, Cuando se conozea el
seno y coseno de 3° por las férmulas sen 2 a, cos 2 a, sen (@ + b) y cos (a - b), se podran calcular los senos y
cosenos de los dngulos que forman la siguiente progresién:

= 88 560 =00 (90 (50l ool i 21D = O 5 302

que nos serviran para comprobar si en el otro procedimiento se han cometido errores.
Para calcular las tangentes y cotangentes se emplean las formulas
sen a CoS @
tga=—— y cota= """
Cos a sen a
Las secantes y cosecantes pueden obtenerse tomando las inversas de 1os senos Y cosenos, aunque estas lineas
tienen pocas aplicaciones.

Leccion 12,

Tablas trigonométricas.

Necesidad de emplear los logaritmos de las lineas trigonométricas.
Descripcion de las tablas de Schrin.
- 0 & . 4RO a1 TOor AT 1o
Comprenden desde 0° 4 90° [ 0% & 45° parte superior é izquierda.
| 45° & 90° parte inferior y derecha.

art i B : R
[pfu Cbe o ] Doble entrada. Diferencias. De

A S no hay diferencias tabulares.
|parte inferior. | 87° & 90°

0% 4 3%
sen, cos, tg, cot \-



—amoR
Tablill d £ i 1 PP Bxce )Ci(’)ll{oo D N 87° & 90°.
¢ : E rciona : Ex
apblillas de partes Proporcior es . I o . .

Observaciones sobre las tablas.
( sen

: o : COS
1.* Manera de evitar la caracteristica negativa. ¢ : >
} tg de angulos << 45

cot de angulos > 45°
Ljemplo:  Dicen 9,6329233 7,8869677

Se leera 1,6329233  3,8869677

l
Defeetos
i
2.* Error de un logaritmo de las tablas.? T
{ Excesog

; 1. s
Modo de encontrar un logaritmo con ocho cifras decimales. " = 0,26 » 0,20 » 0,30

Ejemplo:  Dicen 9,6329233 7,8869677
Se leerd 1,63292332  3,88696767 -
Con esta transtormacién varian las diferencias.
3. Variacioén de las diferencias tabulares.
[sen
De 0° & 3°] tg { varian mucho; el coseno muy poco, determinando mal el d&ngulo.
[eot ’



L
cos : .
De 8724 90°! cot | varian mucho; el seno muy poco, determinando mal el angulo.
tg
De 3° 4 87° varian las diferencias 4 lo mas en cinco unidades del séptimo orden decimal.

En las lineas las diferencias son positivas, y en las colineas negativas.
4.% Diferencia comtin de tangentes y cotangentes.

tga:-l » log tg a = — log cot «
ol log tg « — log tg 2= — (log cot « — log cot «”)
’ 1 7 ’
lga— > Jostoa'— lozcobxl
cot o

Problema directo.
L.° Que esté en las tablas el &ngulo dado.
Casos. ‘ 2.° Que se halle entre dos de las tablas.
( 3.° Que sea menor que 3° 6 mayor que 87°. -
Caso en que los dngulos sean mayores que 90° 6 negativos.—Se reducen & otros menores que 90° ¢ se transforman
en otros positivos agregdndole un ntiimero par de semicircunferencias. '
1. caso.  Modo de buscar el logaritmo de una linea 6 colinea trigonométrica.

& log sen a = 1,7522997 )
Ejemplo: a=84°95" 30" < et e ZE’9163839 : (Pagina 410 de las tablas de Schron.)
log tg a=1,3359158 \

\ log cot @ = 0,1640842 |



S

sen b = 1,9698275
cos b = 1,5565169

. log

. s oy o 108

Otro ejemplo: b = 68°53’ 20" «
\ log cot b — 1,5366893

Lineas.

2.° caso. Division de este caso.

Colineas.
ILineas.

s (Pagina 330 de las tablas de Schron.)

log tg b = 0,4133107 s

Colineas.

nn-+d <n-+ 10" ) Al Qrece—r el angulo aumenta
1+ ao 7L A |

el logaritmo linea.

N>N-—d'>N—10"" | Al decrecer el dngulo aumenta

I <<l+ax<<l+ A ) ellogaritmo colinea,

(n + 10/ ) il — ‘(Z__*—_é) —__Z 0 bien 10, = _A_
n+d)—n T+ x)—1 ) 7
“A
de donde = = g —
10
- ; d’ A d
En los dos casos el ineremento serd z — =
10 110

2

Si hacemos d —

rr ?

RS ’l\—/T A / Ry Py r’
@y 10,‘, N Y Shinn 107 A
N==d) = N (O x)—1 — o/’ x
A
de donde z = g —
10

que equivale & expresar d’ en decenas de segundo, se tiene por ultimo

B— >\

que serd en la cantidad que se ha de incrementar el logaritmo de la linea correspondiente al menor dngulo, 6 de
la colinea correspondiente al mayor de los que comprenden al dngulo dado, y d representa la diferencia del
angulo dado con el menor 6 con el mayor de los que lo comprenden en las tablas, segun sea linea 6 colinea.




Ljemplos: log sen (48° 27’ 39"" 7 6) — |1,8741765
d— 0276
52
1,8741817
o0 00
log cot (34° 26 46’7 ,26) — 0,1637230
d—10,374 _ 169
‘ 0,1637399

— i3

»
| —

a
A

‘H H

C)276 \
187

2208

1939 ( (Pagina 453 de las tablas de Schron. )
276 \

OO:-‘CZXA:51,612 /

d— 0,374
A5
48
1870
1496

T =d>x A=169,048

Para efectuar el producto d > A se

90 008 =
Ljemplos: log cos (48° 25" 17"",34) — [1.8611209

d—0 266 : 398

119,
119,4

\
l

1,8611262

log tg (58° 26" 38',45) — | 0,2116837
3776

——

1888
2360

0,2117286

(Pagina 410 de las tablas de Schron).

pueden emplear las tablas de P. P.

4 € (Pagina 464 de las tablas de Schron.)

- (Pagina 393 de las tablas de Schron.)

. . -.v "’ . :



Errores que se cometen en estos calculos.
2 i 1.2 Debido & la proporcionalidad. Despreciable.
< S 2.° Debido & que los logaritmos no son exactos = &;.
Numero de ellos. { ', : : ;
3.2 Bl que se comete en el producto d < A al despreciar cifras decimales = <.,
f 4.° El que puede provenir de que d no sea exacto = «s,

Limiate de error &,.

ILineas. Colineas.
n <n-t+d<n-+ 10" W N — = N — 0
: Ite<<l tao<l4Ate l+e<l+ax<i-t+At+e
0 o n :_(l—{—A—}—e')—(Z—{—e) (N—10"")— N = @+A+e)—(1—e)
(n-d) ~—n o) —(lke) G/ — 1/ (e o) —( e
Q4 = Ate'—e — 10" . Ate —e

d’ z—e —d x—e
De estas dos proporciones se deduce el mismo valor para x — e, que es el siguiente:

d’
10//

€r— e =

Ate—e)=dlA+e'—e) dedonde z—d (A Fe'—e)+ e

y efectuando operaciones
t=dAtde—det+e=dA+e(l—d) +de

Verdadero valorde 2 > wx=dA4e(l—d)+de }Error R ('1 L
Idem deducido anteriormente © — d A ) >



L

l»——* L\')Ii—k

1\)
)

Valores maximos de e y e’ (1 — d) y d son positivos; luego ¢, serd maximo cuando e y ¢’ tengan

\'J[P—‘ L\’)I}-—*

58
i

los valores maximos absolutos y estén en el mismo sentido; por tanto, prescindiendo del signo, se tendra

1 1 1
s 0 — e =
<2 (1—a) > a >

L
2 2

d +

L\')Il—*

es decir, que el limite superior del error s, es menor que media unidad del séptimo orden decimal.

Limite del error e,.
En el producto d >< A se desprecia la parte decimal aumentando 6 no su tltima cifra, segun que la primera

despreciada sea mayor 6 menor que 5, luego

es decir, que el limite del error ¢, es inferior & media unidad del séptimo orden decimal.

Limite del error e,.

Este error es debido al que pueda cometerse en d cuando tenga muchas cifras decimales Yy no se tengan en
cuenta en el producto d > A mds que las tres, cuatro 6 cinco primeras por no tomar partes proporcionales &
las demads.



Ao
e=-errorded » g, = error de d. A
d con cinco cifras |

1.2 A < 5000 % ; & < 0,025
e << 0,000005

2.0 A <1600 { d con cuatro cifras | .00 Valores limites de ¢
e << 0,00005 ) < 0,025

3.0 A — 500 { d con cuatro clfras} e, < 0,02 < 0,05

le< 0,00005 segun sea A

409 A < 100 g d con tres cifras ; 0w

e < 0,0005

Error total.—El error total serd la suma de los errores que hemos estudiado, representando por ey conside-
rando que todos los errores tengan el mismo sentido, que es el caso mas desfavm able tendremos:
Si ¢; = 0, resultara:

1 i)
A=e1+52<?+7:1

es decir, que el error total es menor que una unidad del séptimo orden decimal.
Si g no es nulo, se tiene:

Sl
S?+e2+o,o5 ‘

e e I segln sea A
/? &, + 0,025

para que el error total sea menor que una unidad del séptimo orden hace falta en cada caso que
& -+ 0,05 < 0,50 ) e, < 0,45

de donde se deduce
& 10,025 < 0,50 § e, < 0,475




: — 79 —
Yy como el error s, proviene de las cifras despreciadas en el producto d = A, resultara:
En el primer caso, las cifras que se pueden despreciar ; i
£ > 0,65 exceso.
<C 0,47 defecto.
> 0,53 exceso.
Si las cifras despreciadas cumplen con estas condiciones, se tendra;:

En el segundo caso las cifras que se pueden despreciar.g

=t te 1

Y en caso contrario se tomaré una cifra mas en d para disminuir el error y no tener duda de que el total es infe-
rior en una unidad del séptimo orden decimal.

3.” caso. ffngulos menores que 3° 6 mayores que 87°.

En este caso no puede seguirse el procedimiento general, porque las diferencias varian mucho Y la proporecio-
nalidad entre incrementos de arcos y de logaritmos daria mucho error.

Para evitar estos errores se calculan, en lugar de log sen y log tg del angulo que deseemos, los valores

Sen a g a : 2 : it
de S = log — Yy T'=1log —— en los cuales las diferencias tabulares varian poco y puede admitirse la
2 a :

rr

proporcionalidad para la interpolacién.
Descripcion de las tablas correspondientes d este caso.
Modo de reducir un nimero de grados, minutos y segundos 4 incomplejo de segundos por medio de las tablas.
Ejemplos. : '

Q0RO i e
: lb, ?,,’17 8180”’1( ! (Pagina 149 de las tablas de Schron.)
0°18° 37", 14 — 817’14 |

Manera de buscar el logaritmo del nimero de segundos de un angulo. ‘




S TS

Ejemplos. log (2° 58’ 47"',3)"" =4,03049043 » (Pagina 200 de las tablas de Schrén.)
log (0° 15” 26°7,62)"" = 2,9668548 » (Pagina 171 de las tablas de Sehron.)

log (1023’ 9'*,36)"" = 3,6980396 ?

52,2 ) (Pdgina 85 de las tablas de Schron.)

3,6980448
sen a
S=log—— -
a : . (S negativas.
Valoresde Sy 7’ Diferencias o
tg a 7" positivas.
I log__
a

Manera de calcular los valores de Sy 7 que corresponden & un angulo dado. Los valores de 7'se calculan
por interpolacién como los logaritmos de las lineas, y los de S como los de las colineas.

Ejemplos: @ — 182632416
S—[468552886 d=0,784
| 14 & s
4168552900 6272
784
d<A=—14112 ~
(Pagina 89 de las tablas de Schron).
T—|4,68566653 d=0,216
e o= 0
468566661 1296
648
006




%
= — 8l —
Manera de calcular el log sen y el log tg de un dngulo menor que 3°.
Por qué no se sigue el procedimiento antes'explicado para el caso general.
Variacion de las diferencias entre 0° y 3°. No puede admitirse la proporcionalidad sin grandes errores.
Modo de evitar este inconveniente por los valores de S y 7' correspondientes al angulo.

S =1log ﬂl’%i — log sen a — log a’’ log sen @ = loga’” + S
t“_ de donde

T'—1log b”a— = log tg a — log a”’ log tg a=1loga” + T
a

Como los sumandos que componen los se@undos miembros sabemos calcularlos, tenemos resuelto el problema
que nos proponiamos.

Hjemplos:
logisen: (P2 H:38 174 35) — ' 3,90294 338 =
2 : - log a
d—0265b5 L 27,0
NE— 27 = ; i = -
{ 468546598| o | (Pdgina 145 de las tablas de Schron.)
1855 = -
(10) 7]
530 paes L
7155 258841213
log tg (0° 16° 29"',48) =| 296824008 =loga"
d=10,948 46855777

=) ll

9 v N = x
- 5 0 6;( — i l} (Pdginas 170 y 171 de las Fablas de Schron.)

4 l



Logaritmos, cosenos y cotangentes de dngulos menores que 3°.

Para los cosenos se tiene:

sen a
- _—1fga

COS @

(logsen a=loga” + 8
lostie a—loza - I

pero
|

g

Sen a

S Cong

te a

luego log cos a = S —

log cos @ = log sen @ — log tg a

21

No se emplea el logaritmo de esta linea porque determina mal el angulo.

Ejemplo:
log cos (2° 37" 25'',32) =

d—0468 d'=0532

A 35 AC 65

936 92660
1404 3192

14976 34580

Para las cotangentes resulta:

Luego no hay mds que buscar el log tg y cambiarle el signo.

4,68542493]
AR

468542308
46858 893

1,99954450

COLIa —

=
J
|
468587 858[
=%

tg @

(Pagina 175 de las tablas de Schron.)

» log cot a = —log tg a

Ejemplo: Vimos antes que log tg (0° 15" 29,48) = 3,65381784
por tanto tendremos: log cot (0° 157 29" ,48) = 2,34618216



Logaritmos, cosenos y cotangentes de dngulos mayores que 87°.
sen (90° — a) » log cos a = log sen (90° — a)

( cosa—=
log cot @ = log tg (90° = a)

a>87° » 90°—a< 3°
1 cota= tg (90° —a) »
Férmulas que nos dicen que se buscard el 10g sen 6 log tg del complemento 90° — @, que es menor qﬁe 32

y ya sabemos hacerlo.
Ejemplo: ;
log cos @ = 87° 46" 42"°,65
log sen (90°— @) = 2° 18" 17”35 — 2,58841213

segtin hemos deducido antes; luego log cos @ = 5,58841213.
De un modo analogo buscariamos el log cot.
Logaritmos, senos y tangentes de dngulos mayores que S7°.

sen'a@— cos (90% a“)l G, 20 log sen @ = log cos (90°— a)

te a = cot (90°—a)) log tg a = log cot (90°— a)

Férmulas que nos resuelven el problema.
Los logaritmos de estas lineas no se emplean porque el seno determina mal el angulo y la tangente es la

misma cotangente con signo cambiado.

Ejemplo:
a=87°922' 34'",68 » 90°— a— 2°37" 25",32

log sen @ = log cos (90°— a) = log cos (2° 37’ 25"7,32) = I,99954450



Ejemplos del problema directo:

a = 3b° 27" 46"’ 35

log sec a = — log cos @ =— (1,9108866) = 0,0891134
log cosec a = — log sen a = — (1,7635592) = 0,2364408 '

sen a — anti (1,7635592) = 0,56801752

cos a — anti (1,9108866) = 0,8144915

tg a = anti (1,8526726) = 0,7123159

cot a — anti (0,1473273) = 1,4038700

sec a = anti (0,0891184) = 1,2277590

- cosec a = anti (0,2364408) = 1,7236170

Problema inwerso.

|

Casos: ?
1.7 caso.
Ejemplo:

1.° Que el logaritmo dado esté en las tablas.
9.2 Que se encuentre entre dos de las tablas.

sen verso a = 1 — cos @ = 0,1855086
cos verso a = 1 —sen a = 0,4198248
1—-cosa

versoa— ————— — 0,0927543
.l —sena

Gowersog — o - = 0,2099124
1+ cosa

e = 0,9072457
1+ sen a

subcoverso a = - :tc) = — 07900876

~

3.° Que corresponda 4 dngulos menores que 3° 6 mayores que 87.
Modo de buscar el angulo que corresponde al logaritmo de una linea trigonométrica.

log sen a = 1,3829144 » a= 13°58 30"’ (Pagina 287 de las tablas de Schron.)
log cos b =1,4727631 » b ="72°43" 20" (P4gina 307 de las tablas de Schron.)
log tg ¢=0,4728973 » ¢="71°23" 50" (Pagina 315 de las tablas de Schron.)
log cot d = 1,7716879 » d =59° 24’ 40'’ (Pdgina 387 de las tablas de Schron.)



g

Rl Lineas.
2.7 caso. Division. ‘ :
| Colineas.

IL.ineas. Colineas.

n<n-+ax <n-+10" n<mn-tx <n+4 10"

|
Lt | P g 1A
e o e 0y e B o, 10 ..
(n+ a') —n 1+ d) —1 a5 d - mx) N . —d) -1 ar —d
y en los dos casos se deduce que
,_dx 10"
A

7

que equivale & expresar el incremento en decena de segundo, se tiene:

T
y representando por z a v

&L —= —
A
que es el incremento que se ha de dar al dngulo que corresponda al menor logaritmo linea 6 el mayor logaritmo
colinea de las dos que comprenden al buscado. Este incremento, reducido & fraccion decimal, nos representara
decenas de segundo, y para que exprese unidades de segundo hemos de multiplicar por 10.
Ejemplos:
log sen (17° 18’ 33", 24) =1,4735289

A—676 219,0 | 676 2019

o0 0o L

- 2680

(Pagina 307 de las tablas de Schron.)




QR
5649
log cot (22° 25° 6", 81)=0,3845272 | (Pagina 338 de las tablas de Schron.)

A=597 3770 | 597 37T

1880 0,631
890

Pueden emplearse las tablillas de P. P. para hacer la division.
Ejemplos:

. 2592 |
log cos (48° 57 24"/,67) =1,8572497 /

S5 !
81,2 ) (Pdgina 467 de las tablas de Schroén.)

138
1218

162 !

log tg (41° 56" 1'/,702)—1,9534283
4911

02
23 (Pagina 455 de las tablas de Schron.)

297
2961
90 :




Sl
Errores que se cometen en estos cdlculos.

1.° Proporcionalidad. » Despreciable.

; 2.° Debido 4 que los logaritmoes no son exactos =¢; .
Numero de ellos.

\3.0 El que proviene del cociente %, que serd, = ea .

Limate del error 31 .

ILineas. ' Colineas.
n<n-+ x <n-+10" n <n-t+xz'<<n-+ 10"
l+e<<l+d<<l-+AJ e e >L—d>L— AN ¢
rl0) -0 @ ALY (e | R0 o @ L a1 e
(n+42')—n G — () (mn+a)—n (E—d - (L e
10" A4e—e 10 —((QAfe—e
x’ d—e ' — (d—e)
Resultando en los dos casos ' = 10"’ —A{f_——,i— y si tomamos por unidad la decena de segundo y expresamos x
e—e
en esta unidad sera
x’ d—e
x=— ——luego xr= —
10 Atfe—e

Esta fraccion tiene que ser menor que la unidad porque el incremento no puede valer una docena de
segundo. :



gg

0
Las cantidades ; { gson mayores que cero y, por tanto, positivas.
. ‘
7ot 1 1 1
W= e 4+ — d d-1 —
d—e +(2+6)_ v - = _ +2_i+1
Ade—e ~ 1 e 1 T A 9 A
- Afe—ot (- to) Atat— At +—~(—+e)
2 2
i
d—e—(_l_—e) . i =
e 2 eo 2 ~ 9 e 2n d
Sg e 1 1 SR N
A BE b n A el el S
+e—e < - e > +e +e 5 = ( . )
~ s
e ; . : A 2 A
Por consiguiente, si el incremento que se debe agregar al dangulo que dan las tablas es x
= + %
y hemos agregado en los ejemplos anteriores x — %Z le faltara agregar 6 serd menester restarle una cantidad

s 1 / ;
que no llegard & valer 7A_; luego el error cometido serd:

~

2 A
aunque ignoraremos su sentido.



Limite del error e,. :
Bl limite de ¢, es menor que media unidad de la tltima cifra del cociente, que si suponemos que se ha calcu-
lado con n cifras, serd:
1 1

1
e e

Error total. :
Para ponernos en el caso mds destavorable, supondremos que e, Y & sean del mismo signo, y entonces el
error total serd. 2

! 1
i ———
2.\ 1 1
e 1 e
& <<

2.107

Para que este error no influya en la tltima cifra decimal, hace falta que = sea menor que , lo que se

e ) 1 i: 1 1 1 1 il 1 S
conseguird si - — = = de donde = s e s = = > = _ »
= o8 B e o= 9 der oE o g o i

ZA=210 5 A > jon » Y para que se verifique esta ultima desigualdad, hace falta que n sea inferior al
numero de cifras que tenga A; luego se podra continuar la divisién hasta obtener en el cociente tantas cifras
decimales como cifras menos una tenga A. : »

Ejemplo: Si A tiene tres cifras, x se podrd obtener con dos cifras decimales y los segundos con una.

3.” caso. Descripcién de las tablas auxiliares de logaritmos, senos 6 tangentes.

Se conoce que el logaritmo de una linea 6 colinea dada corresponde & un dngulo menor que 3° 6 mayor que 87°
cuando buseando el arco que le corresponde por el procedimiento general nos encontramos en la partev dve las
tablas que no tienen diferencias tabulares. Por este procedimiento podemos encontrar los grados, minutos y dece-
nas de segundo, y para encontrar las unidades, décimas, ete. de segundo, se seguird el siguiente procedimiento:



—op ==
Manera de calcular los dngulos cuando se da log sen 6 log tg de dngulos menores que 5°.
S =log sen a — log a’’ loga’" =logsena— S
T'=log tg a—log a’ loga —log tca 7T
Si se conocieran Sy 7' estaria resuelto el problema, porque se conoceria log a’’, y tomando el antilogaritmo,
tendriamos a’’, que reducido & complejo, nos daria el angulo busecado.
Como primera aproximacién, y valiéndose de las tablillas auxiliares, se tomara para Sy 7 los valores que

correspondan & la linea més proxima, y el error cometido lo indican las tablas en A a’’ en la parte inferior
Ejemplos.

De las férmulas

’

; resulta

log sen (1°21° 4 147)—237254135 |
468553468
Aa,"=O",OOl 3,68700667
0025 (Pagina 83 de las tablas de Schron.)
-
356
-

log tg (0° 6’ 40",237) =3,28789358 |
- 468557541
Mgl — 0 001 260231817 ) (Pagina 66 de las tablas de Schron.)
3096

S

Si desedramos més aproximacién se repetiria el mismo cdleulo, tomando para valores de Sy 7' los que co-
rresponden & los angulos antes determinados.
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Manera de buscar un dngulo mayof que 87° dado por un log, cos ¢ cot.
{ log cos @ =1log sen (90° — a) )
| log cot @ = log tg (90° — a) i
anterior. Calculado el dngulo (90° — a), se tomard su complemento, y tendremos resuelto el problema.

Cuando el dato sea otra linea 6 colinea.

Si el dato fuera log tg de un angulo mayor que 87° 6 log cot de un &ngulo menor que 3° las férmu-
s { log tg a= —log cota

log cot @ = —log tg a

Los log cos de dngulos menores que 3° y los log sen de dangulos mayores que 87°, no deben tomarse como
datos porque determinan mal el angulo.

Hjemplos del problema inverso:

Las férmulas en las que (90° — @) es menor que 3% reducen este caso al

nos dicen que variando los signos nos encontraremos en el caso anterior.

425

ngs - lopsena— 1,7638778 a= 35°29’ 34",01
sec b = :i log cos b = 1,8351898 | b— 46°49’ 35,20
cosecc —=— —gg— log sen (c— =) =1,6020600°  ¢— = =293°34" 41" 44 c=203° 34" 41" 44
tgd=—38  log tg (n—d)=0,47T71213  =—d=—71°33" 54,18 d=108° 26" 5,82
Cof e=—0,785 logcon(m—e¢) =1,8662873  n©—e=—53041" 2,81 o —196°18’ 57,19
sen-vr f=0,35 cos f =1 — sen-vr f = 0,65 log cos f = 1,8129134 F—=49° 9¢ 3020

subcov g = 0,74  sen g = 2subcov g — 1 = 0,48 log sen g = 1,6812412 g= 28° 41" 7' 42
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Leccion 13.

Trigonometria.

Relaciones entre los elementos de wn tridngulo rectilineo.
Objeto de la trigonometria.
Necesidad de férmulas entre lados y angulos.

B —a)C4B—A4 :
i —

AO=610BA=B1éD_m %DC’zAC—AD=b—m

AB=c[BCA::OI = =

Trig.° rec.® B C D da BC*—B D'+ D (?, substituyendo los valores anteriores se tiene:

56223/2_'_([)_9@)2} 5 0 2 o ‘
e = e e BA=R e 9w
Trig.rect.° ABD » x4 gf=c") ’

pero como x es la proyeceion de c sobre el lado b, se tendrd @ = ¢ cos 4, lo mismo cuando el dngulo es menor
que cuando es mayor que 90°; luego sustituyendo resulta:

()

@=0b>+c2—2bccos 4

P}

Traduccién de esta formula al lenguaje vulgar.
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Aplicando esta formula & los tres lados del triangulo, resultan las férmulas siguientes:
(inb'3+cz—2bccosA'
=gt c—2 accosB} iz}
G =a®+b>—2abcos (|

En estas tres formulas entran las seis cantidades a, b, ¢, cos 4, cos B y cos C; conociendo tres de ellas el
sistema [1] estara formado por tres ecuaciones con tres incégnitas, que, segin sabemos por el Algebra es deter-
minado en general.

Ejemplo: Si se nos dieran dos lados y el dngulo comprendido (a, b, C), conoceriamos a, b, cos C, y en el
sistema [1] considerariamos como incégnita ¢, cos 4 y cos B; resuelto dicho sistema, conoceriamos los valores
de las incognitas, y, por tanto, los de ¢, 4 y B que resolverian el problema trigonométrico.

Las féormulas [1] resuelven el problema en todos los casos, y con ellas se consigue el principal objeto de la

Trigonometria.

Como cos 4, cos By cos (' tenemos que caleularlos con 13 cifras decimales para obtener la necesaria exac-
titud, la eliminacion para resolver el sistema [1] se hace muy penosa, casi impracticable, por lo larga. Conviene,
por tanto, aplicar el céleulo logaritmico, y como no es posible esta aplicacion & las férmulas [1] por estar com-
puestas de sumas y restas, necesitamos transformar dicho sistema en otro equivalente en que las cantidades,
datos ¢ incognitas entren solo bajo las operaciones de productos, cocientes, potencias 6 raices.

Veamos cémo se hacen estas transformaciones: el Algebra nos ensefia que én un sistema de ecuaciones puede
substituirse una de ellas por la que resulta de sumarla ¢ restarla con otra del sistema; sumando las dos primeras

del sistema [1] resulta:

= c2—2bccos 4
_+ L=+ +2—20bccos A—2 @ c cos B;
b a® -+ c2—2accos B
restando @ - b2 de ambos miembros y pasando los términos negativos al primero, se tiene:.
2becos 4-+2accos B=2¢?

Lo

l|



y dividiendo por 2 ¢ ¢ invirtiendo tendremos:

¢c=0bcos 4+ acos B

Repitiendo iguales operaciones con la primera y tercera y con la segunda y tercera de las ecuaciones del
sistema [1] se transforma este sistema en el

a@a=0 cos O+ ccos B |
b=uacos C+ccos 4 @&
c=acosB+bcosA\

que le es equivalente.

Estas ecuaciones nos dicen que y&]gg}g g_lgj@ﬁ;f)@;igzgulg es iqual dla :Srza77§‘c.zi‘(g‘lgeb7‘qz."c'q\c‘l.(g\ las proyecciones. de 1os otyos
dos lados sobre él, puesto que en la primera formula del sistema [2], por ejemplo, b cos ¢ ¥ ¢ cos B son 1a§p10§e?
ciones de los lados b y ¢ sobre el lado a.

Las férmulas (2] son mas sencillas que las [1], puesto que son de primer grado respecto 4 los lados, pero tam-

poco puede aplicarseles el calculo logaritmico.
Restando las dos primeras ecuaciones del sistema [1], tendremos:

@?=0"+c—2bccos 4, , B 3 s, s
L : s —bi-— a2 — D bccos A
b2 —a2 2 2acecos B ) 5 g ccoseD
y pasando «? y b2 al primer miembro
207 —2b0—2accos B—2bccos A 6bien a>—b'— accos B—bccos d
y sacando c factor comun, a® —b? = ¢ (a cos B — b cos 4); pero segun las férmulas 2], c=a cos B+ b cos 4
luego substituyendo resulta: z

@ —0b=(a éosB+-bcos A4) (a cos B—b cos A)
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y teniendo en cuenta que suma por diferencia es diferencia de cuadrados,

@ — b2 =a%cos2 B— b2 cos A

pasando los términos que contengan @* al primer miembro, y los que contengan 2 al segundo, resultard:
@ —a’cos®? B=02—0b%cos? 4 Obien a2l — cos?B)= 521 — cos? 4)

51 — cos2 B= sen? B

: 5 luego a® sen®> B — b2 sen? A.
{1 — cos® 4 = sen? 4

pero

Se puede extraer la raiz cuadrada de los dos miembros de esta ultima ecuacién sin que se pierdan solucio-
nes, puesto que el signo menos no se le puede aplicar al segundo miembro por ser b >0 y sen 4 > 0, luego
sen A4 sen B

asen B—=~bsen 4 0 =
a b

formula que puede substituir 4 la primera del sistema [1] sin que varien sus soluciones.
Haciendo analogos célculos con la primera y tercera, y con la'segunda y tercera de las ecuaciones del sis-

tema [1], se transforma en el siguiente sistema:

sen 4  senB
= =
5] send sen (' i send = senB  sen (
a ¢ a b ¢
sen B ~ sen.C
b 2 ¢

que le es equivalente.



CgRE
Bstas formulas nos dicen que / Zos senos. de Zos angulos de un trzcmgulo SOT Propor: czonales d los lados  opuestos.
Cambiando medios en la prlmela 2 de las ecuaciones del sistema 3}, resultara:
sen A4 Qs e a sen 4
o = e — = —— ——
sen B ) b sen B
y aplicando el teorema que dice que la suma de antecedente y consecuente de la primera razon es & su dife-
rencia, como la suma, etc., se tendra:

a+0b  send - senB

a—20b sen 4 — sen B

pero sabemos que

1
te — (4 + B
ie11A+sen£_ : Cor

sen 4 —sen B

L\')[i—* )

tg (4— B)
y substituyendo se tiene la formula,
tg = 4+ B)
a0
i % (4— B)

que puede substituir & la primera del sistema [3], pues las transformacicnes aisladas que hemos hecho en ella no



oy

modifican las soluciones de aquel sistema. Haciendo andlogas operaciones con la segunda y tercera y con la
primera y tercera de las ecuaciones del sistema [3], se transformaré en el

1
[ t‘—A+B
o g2< )
a—b 1
tg?(A——B)
1l
e~ (Bt )
b+ ¢ 2
m¢ =
=
=0
1
tg — (4 + C)
Gahcs o 2
\ ==

1
tg7(A—O)

que se traducen al lenguaje vulgar diciendo: que la suma de_dos lados de un tridngulo. es 4 su diferencia como la_tan-
gente de la semisuma de los dngulos opuestos es d la tangente de la semzdy”erencza de los mzsmos

Los sistemas [1] [9] {8] v [4] son equlvalentes Siendo 4, By C angulos de un tuangulo se tiene que verifi-
car 4 + B+ C'=180° 6 C = 180° — (4 + B); si substituimos el valor de C, dado por esta ultima ecuacién, en
todos los sistemas quedaran sus ecuaciones funciones de las siguientes cantidades: @, b, ¢, 4 y B, puesto que C
habrs desaparecido. Conocidas tres de estas cantidades, podemos determinar las otras dos por las dos primeras
ecuaciones de cualquiera de los sistemas, y los valores de aquellos datos y estas incognitas deben satisfacer & las
terceras ecuaciones, siendo estas terceras ecuaciones una consecuencia de las otras dos y de la 4+ B + €' =180°,
segun puede verse en el sistema [3], en que la ultima ecuacién es consecuencia de las otras dos. Estos razona-

7

.
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mientos nos hacen ver que podemos substituir una cualquiera de las ecuaciones por la 4 + B 4 €'= 180°, y los
_sistemas anteriores se transformardn en los siguientes:

il
to — (4 + B)
a b 25
sen 4 sen B | @ = i
— ' e B
c—acosB-}+bcosd | a b 2
b=acos C+c cosd ;2] sen 4  sen C 58] tgi(B—{- o) o B
A B 0—180° \ 5 5 btec 2 L
it b_
AL B O=—180° | . tg%(B—O)

4+ B+ C=180°
Dadas tres de las seis cantidades a, b, ¢, 4, B y C se puede resolver el triangulo por cualquiera de los siste-
mas [2'], [3] y [4']; pero en el caso que los datos sean los tres angulos, las terceras ecuaciones se verificarian y
quedaria un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas, que sabemos es indeterminado; para encontrar los
valores de las incognitas a, b y ¢, habrd que dar un valor arbitrario & una de ellas, ¢ por ej.emplo, y resolver el
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas a y b, resultando para estas incognitas una infinidad de valores,

0

o o i R e
segtin los que se den & c; & pesar de esta multiplicidad de valores, la relacién — es constante, segtin nos dice el
b :

: ; in e Gl ; : a sen 4
sistema [3'], cuya primera ecuacion puede ponerse bajo la forma — , y el segundo miembro es cons-

! sen B
tante porque estd en funcion de los datos; luego los lados de los infinitos tridngulos que resultan como soluciones,
serdn proporcionales. HEsto nos comprueba lo dicho en Geometria; pues sabemos que, dados los tres dngulos, se
pueden construir infinitos triangulos, que seran semejantes, y que, por tanto, tendran sus lados proporcionales. A
las mismas consecuencias se llega resolviendo uno de los sistemas (1], (2], [3] y [4]. Propongdamonos, por ejemplo,




G _
resolver el sistema [2!, suponiendo que los datos sean cos 4, cos B y cos C, y las incégnitas a, b Y ¢; eliminare-
mos ¢ por substitueién, y resultardn los sistemas equivalentes:

¢c—=—acosB-}+bcosd Jc:acosB—{-bcosA
b=acos C+ccosd| X!1b=acosC+ (acos B--bcosA) cos &
a="b cos C'+ ccos B lazbcosO—{—(acosB—f—'bcosA)cosB

En la segunda de las ecuaciones de este ultimo sistema se pueden hacer las siguientes transformaciones
aisladas:
b=acos O+ (acos B+ bcosd)cos A =acos C+ acosBcosd -+ becos? A

y pasando b cos® 4 al primer miembro, b — b cos® 4 = a cos €' + a cos B cos 4; sacando factor comin b y @ en el
primero y segundo miembro b (1 — cos®,4) = a (cos C' + cos B cos 4); pero (1 — cos? 4) = sen? 4, de donde
b sen? A = a (cos C' -+ cos B cos 4), dividiendo por @ los dos miembros, resulta:

- bsen? 4

a

—,co8 C | cos Bcos 4;

haciendo iguales transformaciones aisladas en la tercera del sistema, se tendra:

asell)l- B C —+ cos Bcos 4;

y substituyendo estas ecuaciones, resulta la equivalencia de los sistemas siguientes:

c=acosB{beosd, c=acosB+bcosd
bsen® 4

} = cos C -} cos Beos 4
b=acos(C-+ ccos4; §

\ a sen® B
{

= cos C' + cos Beos 4
a="bcos O+ ccos B

!
/
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T.as dos ultimas ecuaciones del segundo sistema tienen los segundos miembros. idénticos y los primemé SO1.

sen A sen B sen? A sen® B S / :
iguales, puesto que de la 10ua1dad = resulta = y multiplicando por a b y sim-
a h a* )=
: bsen24 - asen?B : = : e ; .
plificando, — - , luego las dos ultimas ecuaciones son idénticas, y el sistema serd de dos ecua-
a

ciones con tres ineégnitas, y los sistemas equivalentes se reduciran & los siguientes:

c=—acos B+ bcosA4 (¢c—acos B b cos 4
— qcos O -+ ccos 4 § b cos C' - cos B cos 4

a=—"0cos C+ ccos B a sen? 4

: . : : i
que nos dicen que el sistema es indeterminado; pero que la relacion — es constante, que son las mismas condi-
a

ciones sacadas anteriormente.
Formulas para los tridngulos rectdngulos.
Haciendo 4 = 90° en el sistema [1], y teniendo en cuenta que cos 4 = 0, resulta:

a2 —b
2— 02t c?)+c2—2accosB » 2 =2accosB » c=acosB
E=02+c)+b—2abcosC » 20°=2abecosC » b=acosC

i g ST (6] n 5 ) — 1
y teniendo en _cuepta que B + C'=90°, resulta cos B=sen C'y cos ' =sen B, luego substituyendo tendremos:

c=asen(

S

— @ sen B



—— gl

Dividiendo miembro & miembro las del mismo dngulo se tiene:

asen O

s @ss e G hilen, e tg C, y por ultimo, c=20btg C
b acos O b

i:a/_seﬂ » i:th » b:Cth
c a cos B @

pero tg B = cot C y tg C'= cot B, luego substituyendo resulta:
b—cecotnC oy c—bicot B 3

Las férmulas para los triangulos rectangulos son las siguientes:

a?= % +
¢c—acosB » c—asenl > c—=0btgiC. > ¢ —beot B
bi—acosC-v b —asenB > b —_ctoB > ¢ cot C

Estas formulas nos dicen: que el cuadrado de la hipotenusa es iqual d la suma de los cuadrados de los catetos; un cateto
es iqual d la hipotenusa por el coseno del dangulo comprendido 6 por el seno del dngalo opuesto; y un cateto es iqual al otro
cateto por la tangente del dngulo opuesto al primero 6 por la cotangente del dnyulo opuesto al sequndo.

La primera de estas féormulas es consecuencia de las otras dos, puesto que

¢ = acos B ) ¢®=a®cos® B

: ¢ +b% = a2 (cos? B + cos? ) = a2 (cos? B + sen? B) = a?
b=acos C | b= a?cos? C ™ ( = ) (

y como las demds se han deducido de la segunda y tercera, son consecuencias de ellas; resulta, por tanto, que no

hay mas que dos férmulas distintas, que combinadas con la B 4 € = 90°, formaran el sistema que resuelve los
triangulos rectdngulos.
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Este sistema puede deducirse de los [2'] y [3], pues haciendo en ellos 4 = 90° se reducen &

i=En_1§_ » b= aqsen B
¢ = a cos B a b
b — @ cos Gy 27 L senC » ¢=asen ( 37
B+ 0—90° ) e \

Las formulas de los tridngulos rectangulos podian haberse obtemdo directamente sin pasar por las formulas
de los oblicudngulos, del siguiente modo:

SenB=—b— » b=asen B
a
";Y - cos B=-2 » c—aqcosB
i a . 4 LZ y substituyendo B = 90° — C se tendran las restantes.
fg B =, B {5 B
B el AT U c
coth-—% » c—bcot. B

Manera de hacer calculables por logaritmos las swmas y diferencias.
1.° Logaritmo de una suma

b
a—+b=a 1+‘—> ( : : :
: sen? cos® ¢ -+ sen’ a
& g ) a+b:a(1+tg2;):a(l ——2?>=a i - i =
b 5 b cos? o cos? @ cos? o
wr= /2 - ot
a a



= B =
y tomando logaritmos, log (a + b) = log a — 2 log cos o
_ logb—1loga

por la segunda se calcularia el dngulo ¢, y conocido este dngulo se puede aplicar la primera.
2. Logaritmo de una diferencia. a—b.

’a—b:a(l—i\,

% : a
Si @ > b, se tiene: ¢ =

a— b—a(l-—sen c)— gcos

(Sen © = L » sen’ o — i
a a
y tomando logaritmos log (a — b) =1log @ + 2 log cos ©
, i
log sen ¢ = Jgglor L
2
Se puede hacer otra hipétesis.
b _ :
a——b:a(lw—) log (@ — &) = log a + 2 log sen ©
a
—_— — S 2y 9= . _1 .
\/T. : 5 (@ b—a(l —cos 9)—aseno )10% coss = logb —loga
GOE =\ L. > cog p— — . 2
g a |

Si @ < b no se puede tomar logaritmos por ser « — b < 0, y sabemos que los nameros negativos no tienen
logaritmos. Si quisiéramos transformar ¢ — b en producto, puede hacerse del siguiente modo:
a —bza(l—tgﬁf,»):a,(l — = .

b
a—b—ua (l = —)
a
cos’ o / cos® o cos” @

tg o=\ —— > tgfo= J :
a

; sen’o \ cos’ ¢ — sen’e acos 2o
= a
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pero no es posible tomar logaritmos, porgue

\/JL>1 > % AR0 5 Do 900, 0u2eec0
a

a

que no tiene logaritmo.
Tratemos, por tultimo, de calcular por logaritmos el binomio 4 cos « == B sen «, se tiene:

B 1
A cos 2 == B sen « = 4 (cos aijsena)

sen ¢
AcosatBsen a= A4 (cosa=tgesen a) = A (cos e = ——— sen %)
B CoS ¢
tge=— —
A !
y sumando los términos dentro del paréntesis, se tiene:
COS « COS $ = sen a sen ¢ cos (P«
Acose==Bsena =4 = cos (¢ )
cos ¢ cos ¢

y tomando logaritmos
log (4 cos « &= Bsen «) = log 4 -+ log cos (¢F «) — log cos ¢
log tg ¢ = log B — log 4
Se puede hacer otra hipotesis:
sen (¢ =£ a)

Aeosa-—Bsena—=—4 — >
sen ¢

B
A cos o = Bsena = A (cosa = — sena)(

B
coty = —
4 \

y tomando logaritmos
log (A cos « = B sen a) = log 4 + log sen (¢ == «) — log sen ¢
log cot ¢ = log B — log 4



Tridngulos rectdngulos.
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Leccion 14.

Resolucién de tridngulos.

Casos. Datos. Incdgnitas. Sistema de ecuaciones. Sl Férmu.as.
B+ 0= 90° C'= 90°—
1552 a, B obie s o b——aren B o o i b—asenB* 2 cas (.
(c=acosB lc—acoan L e C
|
b—=asen B SenB_—
) — Ot S e a 9 =
- o =0 Bg+ (g +902 C=—90°— B 3 cot &2
as — 0~ C
c=Va&—» =YV (a+b,(a—b)
! =00 =5
: g B+ =90° - b = T
B8R Giaye ( b—aqsen Bl - oioion % S B i C
b—ctg B , b :
e — — b cot B =5 Iz &
! ) tg B
|
‘\ b L e
I tD‘B:——
\ b=ctg B 2 c
40 b, ¢ B Ca ?B+0_9o° .......... ¢—90° —B CE=v¢
\a® = b% + ¢ e = c
| \ a—\[bs1¢ G
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Como todos estos casos se resuelven de un modo andlogo, explicaremos solamente el 4.°) que puede tener
algunas dificultades. ’

Combinando cada incégnita con los datos, nos resultardn los tres grupos siguientes: b, ¢, B » b,¢, 0y b, ¢, a.
En el primero de estos grupos entran los dos catetos y el dngulo opuesto al primero; luego la igualdad funcién de estas
cantidades serd b = ¢ tg B; en el segundo grupo entran los dos catetos y el dangulo opuesto al sequndo, y, por tanto,
su igualdad correspondiente serd b = ¢ cot C, y al ultimo grupo, que estéa formado por los tres lados, le correspon-
dera la igualdad a? = b2 + 2, siendo la reunién de estas tres igualdades el sistema que resolverd el tridngulo;

pero de las dos primeras se deduce, tg B = U Vecot C— —b; por consiguiente, tg B = cot C, y los dngulos By ('
¢ c

seran complementarios, y como el mismo calculo habria que hacer para determinar cualquiera de ellos, nos
resultaran con el mismo error, y, por tanto, que- una vez determinado B puede calcularse C por la igualdad
B + C'=90°, igualdad que, reunida & las otras dos, formara el sistema que hemos indicado en el cuadro. De
este sistema de ecuaciones se deducen los valores de las incognitas, que serdn las férmulas para resolver los
tridngulos rectangulos en el caso que nos ocupa.

La ultima férmula indicada en el cuadro a = V 52 + ¢ no es calculable por logaritmos. Para poder emplear
este procedimiento conviene emplear la igualdad ¢ = a cos B, de donde @ = —~c~§, la cual ya es calculable;

COoS

pero tiene el inconveniente de determinar @ en funcién de B, que lo hemos determinado con los errores corres-
pondientes & los logaritmos, y, por consiguiente, en a se acumulardn estos errores mas los correspondientes 4 su
calculo. Tratemos de determinar a directamente en funcién de los datos, para lo cual habra que hacer calculable
por logaritmos la férmula a =V 52 + ¢ del siguiente modo:

a:\fmz\/;(; +2—2)

2 o
e

tg,{‘:\ C (6]

<)

a=V02(1+tg2<F)=\/ o=

cos2 ¢ CoS ¢
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esto nos dice que se puede calcular a por logaritmos empleando las férmulas
b

ciia
a4 = siendo tg9 = —
cos ¢ ' c

pero esta ultima nos hace ver que tg ¢ = tg B; luego$ = B y el calculo y los errores son los mismos que anterior-

mente; por tanto, la formula conveniente para calcular a serd a = , segun indica el cuadro anterior.

cos B
Resolucion de los tridngulos oblicudngulos.
1.” caso. Datos a, B, C. » Incégnitas 4, b, c.
4+ B4 C=180° A= 3 )
sen 4 - sen B \b:_cz_serLE
Sistema de ecuaciones. a b Formulas. sen 4
s0d | seng b
a ¢ sen 4

La primera férmula nos da el valor de 4 sin errores, porque no se necesita el cédlculo logaritmico para apli-
carla. Conociendo 4 exactamente podremos aplicar las otras dos férmulas por medio de los logaritmos. e
2.° caso. Datos a, b, A. » Incégnitas B, C, c.

. sen 4 sen B _ . bsend
== - | SenaBr— Sieg et
a b \ a
Sistema de ecuaciones.{4 + B -+ ' = 180° Formulas. (C=180°— (4 + B)
‘ 1 G |, _ asenC

a Cc
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bsen 4
—, Pero como

Cdlculo de B.—De la primera de las ecuaciones del sistema se deduce el valor de sen B —
a

4 un mismo seno corresponden dos angulos menores que 180°, que pueden ser angulos de triangulos, resulta que
el problema podrd tener dos soluciones; una B’<C 90°, que daran las tablas, después de haber aplicado los loga-
ritmos, y otra B''= 180°— B’ > 90°, suplemento de B’, y, por consiguiente, con el mismo seno que dicho angulo.
Puesto que el problema puede tener dos soluciones, hace falta discutirlo.

Discusion.

Soluciones.

A:900§(6>b B AT a o hien A e e 1

enip . bsend 1] >B a— > Bi— A s imposiblelt s o E 0

a (a<b» B> > FE e e B 0

e a1 drt B A B e 1

e appag A<900§a= > B— A » Bl a—bmenidiio a0 o0 s 1

B’yB"(" B fa > bisenddce “ia o . 5 2

ta<b»B>A% o g=—bien ZaaE s ey 1

B g biseng/io i el o o 0

Para que el problema sea posible hace falta que se cumplan las dos condiciones siguientes:

1. Que 4 + B+ €' = 180°, pues en caso contrario no puede haber tridngulo.

2. Que a s bsen 4, porque si a < b sen 4, la férmula (1] daria: sen B > 1, que sabemos es imposible.

Cuando 4 < 90° B tiene que ser un angulo agudo para que pueda cumplirse la 1.* condicién; luego en
este caso no puede haber més solucién que el angulo B'. Si a > b los &ngulos opuestos estardn en las mismas con-
diciones, y B serda menor que A, desigualdad posible por ser AT 90° y B= B’ < 90°, y que, por tanto, no se
opone & que se cumpla la 1.* condicion; como ¢ b, con mayor razon se tendrd a > b sen 4, por ser sen 4 <C 1,
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luego se cumple la 2., y el problema tendrd una solucioén. Si @ Z b serd BS A; pero como 4 S 90° el tridngulo no
puede existir por no cumplirse la 1.* condicion, y, por consiguiente, en estos casos hay cero soluciones.

Cuando 4 < 90° puede haber las dos soluciones, B" y B’’, por no oponerse & ello la 1.* condicion; en el caso de
que a = b, se deduce que B = 4, y como 4 < 90°, resultard B < 90°, y no podré existir mas solucién que la B’';
ademas, de a 2 b se deduce que @ > b sen 4, por ser sen 4 < 1; por tanto, el problema tendrd una solucién.
Si @ < b, resultard B > 4, y las dos soluciones B’ y B"" pueden existir, por no oponerse 4 ello la 1.* condicion;
pero como a << b, al multiplicar b por sen 4, que es menor que la unidad, puede resultar el producto menor,
igual 6 mayor que a, en el primer caso habra dos soluciones por cumplirse la 1.* y 2.* condicion; en el segundo,
de @ = b sen A, también se cumplen las dos condiciones; pero la férmula da sen B = 1, y, por tanto, B’ = 90°
y B ==90°, y las dos soluciones de este caso son iguales, luego distintas no hay méas que una; por ultimo, en el
tercer caso, @ << bsen 4, no se cumple la 2.* y, por consiguiente, no hay solucion.

[ Si 4 > 90° no hay solucién mas que cuando a = b.
Resumen. =

| Si 4 << 90° siempre hay una solucion, excepto en el caso de a<<b, que puede haber dos, una ¢ ninguna.
Clleulo de C. :
Si s6lo hay una soluciéon C = 180°— (4 + B’).
Si hay dos soluciones. Ll 4+ By
. O = eal— il s g =
Cdlculo de c.

it i a sen O asen (4 + B
Si s6lo hay una solucion ¢ = =

sen 4 sen 4
o — asen (B: 1+ 4)
S ; sen A _ asen(B == 4) 2l
Si hay dos soluciones. ‘ - o0 ¢ sonay 7
. sen 4 : .

Clleulo de ¢ directamente.—El objeto de este calculo es evitar log errores acumulados.
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Ecuacién para despejar a c.
=0+ —2bccos 4

que ordenada con relacién & ¢ resulta la siguiente:
@ —92bcosdx<c— (@®—0b)=0

que es de segundo grado en ¢ y que resuelta da para la incégnita el siguiente valor:

c=bcosd+tVbicos2 A+ (@®>—0b)=0bcos 4 £ Va2 — (2 —0b2cos? A)=1b cosA:i:\/e;“‘i b2 (1 — cos? 4)
y colocando sen® 4 en vez de 1 — cos® 4, resulta, por ultimo
c—=becos A=V —b2sen2d [4

tormula que resuelve el problema de calcular & ¢ directamente.
Discutamos la férmula [4]. El valor de ¢ no puede ser imaginario; luego a* 2 b* sen? 4, y extrayendo raices
a>bsen A. Supongamos que esta condicion se cumple y tendremos el siguiente calculo:

cosdZ0 » becosd<0 » ¢’ =bcos A+ Va2 —b%sen? 4 >0
S\/Eztlﬁenq> becosd » a>—b?sen?d >b%2cos2d » a®>0b2sen® 4 | b%cos? 4 ¢
?a‘z =~ 8% (sen2 -4 cosid) > @ >0 » a=>b
cos A>0 » becosd>0 » c existesiempre.
lA < 90° (Para que exista ¢’* hace falta que ¢’ = b cos 4 — Va2 —b2sen?d >0
2\/ e b0 i e s e a<b

A S 90°

a>bsen A

Vemos que esta discusion estd conforme con la anterior.
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Hacer calculable por logaritmos la férmula [4].

b sen® 4
¢ —bcogd =\t senA-bcosA+\/ af ) :
e boos AV pEirE e
bsenA bsen 4 ®o el os
Hipotesis sen ¢ = = (5]
c=0bcos 4 = Vacos? e — b cos A+ q cos o
@ sen ¢ : asen ¢cos 4 = acosesen 4
asen ¢ cos 4 = a cos o=
de la [5] resulta = sen 4 sen 4
sen 4 :
= sen ¢ cos 4 == cos ¢sen 4 sen (¢ == 4)
0 bien C— =
sen 4 sen 4

la formula

_ asen(pt 4) (6]
= sen 4

resuelve el problema; pero teniendo en cuenta que las (1] y (5] son iguales y que, por tanto, ¢ — B’: ; si compara-
mos las (6] y [2], veremos que también son iguales, y, por consiguiente, se comeéten por este procedunlento los
mismos errores que en el primero explicado. ~
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Leccion 15,

Resolucion de triangulos (continuacion).

3.er caso. Datos a, by C. Incégnitas 4, B y c.
Supondremos que a es el mayor lado.

{ A+ B+ C=180°
1
tg — (4 + B) sA=m°+'nO

¢ — . ; B =m2—n’
; ; s Formulas.
Sistema de ecuaciones. [1] ¢ a — b to ar 4—B) l __ asen c
= sen 4
sen 4  sen C
a ¢

De la primera ecuacion del sistema [1] se deduce 4 + B =180° — (), y tomando mitades

1 1
— (A+B)=90°— —C[2
2( )— 30 2C'[]

-cotLO
G ap 2

a—b—

-

luego tg - (4 4+ B) = cot L C, y substituyendo este valor en la segunda, resulta:
2 2 1
tg o (4 —B)

e



= LiiE =

de la cual podemos despejar tg % (4 — B) y tendremos:
tg—(A B)——cot—C——b
2 a-+b

y tomando logaritmo resulta:

log tg%(A—B)———logcot% C + log (@ — b) — log (a 4 b)

y como el segundo miembro es conocido, se reducird & un valor numérico, y por medio de las tablas podemos

T

; 1 .
buscar el arcof—;— (4 — B), que supongamos sea de n grados; la férmula {2] nos da el valor de - (4 + B), 3

lo representaremos por m grados, de este modo tendremos:

1 B

_(A—I—B):m"a =iy 0
‘f \ sumando y restando resulta { g i mo i no
7(A—B)=n° =m’ —n

a sen C L = :
Kl valor de ¢ se calcula por la founula 6= —T’ que tiene el inconveniente de ser funciéon de 4, que
sen

estd calculado con errores.
Cdlculo de ¢ directamente.
El objeto de este cdlculo es suprimir la acumulacion de errores;
Ecuacion: ¢ = a2 -|=*2 — 2 ¢ b cos (. Inconveniente de no ser calculable por logaritmos.

Manerase - hacer esta formula caleulable por logaritmos:

}‘—f b2 —2abecos C....... e e

& 2
? 2 — 2 12— 9ab(l—2sen: =C
cos2(C=1—2sen2(C » costl—Qsena_l_Osc a I ab( = )

el =



