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TRATADO ELEMENTAL
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para uso de los caballeros seminaristas del Real Seminario de 
Nobles de Madrid y demas casas de educación del reino.

/

MARIANO
( ,

catedrático qjxe f u é  de M atem áticas, Fortificación , A taque jr  
' Defensa de las p lazas en dicho R ea l Seminario^

,  ^

\  ^

T O M O  P R I M E R O ,
\

P A R T E  S E G U N D A ,

QUE CONTIENE
í

lA  GEOMETRIA, TRIGONOMETRIA RECTILINEA Y GEOMETRIA PRACTICA

TERCERÁ EDICION
corregida de algunas inexactitudes que se com etieron en las anteriores. Ilustrada co a  
Cuantas notas y  observaciones han sido necesajcias para que se halle al nivel de todos lo» 
conocim ientos de esta ciencia en Europa , y  aumentada , respecto de la segunda edición, 
con las teorías de las paralelas de S ch w ab  , Huttou , Leslie , C re sv v e ll, y  de los célebres 
Tom ás Simpson y  Ptoherto Simson ; con diez casos de igualdad y  otros diez de semejauza 
de trián gu los; con otras muchas proposiciones im portantes, entre ellas un método de 
hallar la relación del diámetro á la circunferencia; con una tabla de las líneas trigono- 
iiiétricas naturales para todos los grados de un cuadrante, otra de los senos en la división 
centesim al, y  otra de las diferencias entre el nivel verdadero y  aparente , contando cou

la  re fra cció n , juntamente con el modo de calcular ésta en España.
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J ^ n  la segunda 
siguiente

edición de este, volumen servia de prólogo lÁ

♦ ^

i A D V E R T E N C I A .

^^Cuando en virtud de Real órden principié á escribir esta obra  ̂
9}no .sé podían preveer las circunstancias, ocurridas despues del año 
iide i8 0 8  : por esta causa la dividí en. dos tomoŝ  que pensaba im— 
^iprimirlos en 8.^ mayor y arreglando el papel y  el ^carácter de le- 
9itra^ de modoi que resultase una edición cómoda y  'hermosa.

■ »Pero las circunstancias ocurridas posteriormente me obligaron ̂  á 
i^que 5 al efectuar la impresión, dividiese cada tomo en dos partes: ó 
99Voltímenes: para lo cual tuve dos razones poderosas^- la ‘V .̂que~ en 
iyel carácter de letra en que,me ylprecisado á < hacer entonces la im>̂  
99presiony hubieran salido los tomos demasiado abultados y y  la 2^ 
99que no hallándose en-el terreno dominado por las armas españolas 
9mingun libro de Matemáticas por donde pudiesen estudiar las que 
9ise dedicaban á la carrera militar, publicando^ anticipadamente el 
9y00lumen.de Aritmética y  Algebra  ̂ proprcionábamos el que tuvie^ 
99sen un testo por donde estudiar estos tratados^ ínterin se imprimía 
iila Geometría, Y  ahora me- veo precisado á continuar con la mis-- 
mna división' de tomo i? parte 2? para que los lectores que ten^ 
i9gan la parte  ̂ puedan proporcionarse la 2Í sin verse precisados 
99 á tomar otra vez la ^  ̂ ................  ■

4 ^

esta 2? edición he hecho todas aquellas enmiendas y: sim- -̂ 
ijplificaciones que me hán parecido necesarias y y he añadido.-otrús 
9tdos métodos de demostrar la teoría del círculo, cllizidirOj coíio y  
«esfera con exactitud y  sin la consideración vaga é inexacta de que 
9’id círculo es un polígono de. infinitos lados': porque es de la mayor 
nimportáncia el que todos ios que se dedican á una ciencia  ̂ conozcan 

diversos métodos que pueden conducir á perfeccionarla,. También 
9̂ me ha parecido conveniente poner el modo de cuadrar varios espa  ̂
recios circulares de que apenas se tiene noticia^ como súji otras lúnii^ 
jjías diferentes de las de Hipócrates^ loŝ  arbelos ác Proclo  ̂ Arqui-^
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mnedes y  Vieta, y  el salmón ile Arqulfñedesj con lo cual tendrán 
55/oj" priucipicintss todos úqtiellos conocimientos geométricos necesctrios 
î pciTci imponerse éu los demás trcitados y sin necesidad de tccuttít 
i,á otmmbrós para entender la parte elemental ■, y así pueden es- 
ittar seguros de qiíe en esta segunda edición no solo hallarán todo lo 
Innecesario, sino “que tienen ademas todos los diversos métodos que 
iise, conocen hasta ahora para demostrar las teorías mas interesantes: 
aen tales términos que contiene todos los adelantamientos de conside— 
,rraiion-que han hecho en esta -ciencia Legendve, Laeroix, Garnier, 
.«Suzzane y 'Fruncce.nr, que son los que últimamente han escrito so- 
,,bre -este tratado^ y  . si no recayese precisamente^ en elogio m ió, de- 
¡jnioUraríá hasta la evidencia, que, he evitado: muchos saltos vio-
,dentos qne . se M ía n  en -las : obras de estos .Geómetras y  que he lle- 
hnado muchas lagunas que hacían defectuosa la ciencia. Sin embar- 
iigo , lo que me parece que no puedo ni debo dejar de advertir es 
>yque el método que elegí en; la: primera edición para demostrar la 
yrteoría del círculo, cilindro, cono y esfera, sacado de las obras de
iiArquimedes, ,y desterrado sin razón de. las obras modernas que. en- 
ntónces se conocían, es el mico sólido, geométrico, rigoroso y exac- 
„to, y  por lo mismo lo he conservado y es el que se halla en el 
atesto entre corchetes: y  tengo lá satisfacción de que ya en la obra 
.yyde Suzzane sobre el método de estudiar la G.eometría, se quiere
,,acercar algo á él, aunque todavía, está .muy distante. ,

Mas debo advertir que aquellas, proposiciones que no son de una 
),absoluta necesidad para los principiantes las he puesto por notas 
ny por digresiones, para que puedan omitir su estúdio aquellos 
5) que no traten de profundizar mucho en esta ciencia-, y como 
y,á < pesar- de esto podrá oéurrir el que á r  algunos, les. parezca 
■demasiado lo que queda e n . el testo , he puesto encerrado en- 
„tre corchetes de esta especie i  }  aquellos párrafos cuyo contenido 
■mio és. tan. necesario, y que por lo mismo se podrá diferir su estu- 

' vdio hasta que los principiantes se hayan impuesto en lo demas. b>in 
iiembargo de esto podrá ocurrir que todavía aparezca á alguno que 

es demasiado larga la Geometría-, lo cual proviene de lo muy atra- 
..«sados que nos' hallamos en estas ciencias , y  de que estamos acos- 
..»tumbrados “ á estudiar poco mas que sus. simplerñombres y por me
ntados inexactos: de donde proviene la decadencia de muestras artes,

.V
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V
^.mmfactürasi' indubia, ̂ comercio Y  siendo necesario aho^
55ffl was quh nunca el fomentar en nuestro suelo esta fiietite de la 
prosperidad dê  los estados, y estando convencidos de que el medio 

■yernas directo para cónseguirio son el difundir las luces sohre una 
•̂tciencia tan evidentemente'útil y necesaria  ̂ no he omitido aiiigen— 

yicia alguna-que-pueda conducir a tan felices resultados.
■/ Acerca de esta tercera edición^ solorañadiré que continuando con 
la-idea que mé fie propuesto de que en esta obra se.contenga cuanto 
nuevo y útil se publique én todo el globo ̂  he añadido en esta terce-  ̂
ra edición cuanto he concebido pocha ser de alguna utilidad. Entre 
estas adiciones ¿as hay de mucha trascendencia y como son los diez 
■nuevos casos de igualdad de ■triángulos y otros diez nuevos también
de semejanza de ellos.

En cuanto al método de esponer la doctrinay no puedo ménos de 
congratularmemI ver que todas las obras que se'han publicado des-  ̂
pues de compuesta la m ih , se han propuesto llenar los mismos hue^ 
eos que yo había notado y y  que me propuse tratar del modo que 
corresponde á unas ciencias cuyo carácter esencial es la exactitud^ y  
á los adelantamientos hechos por la verdadera Metafísica. Aunque 
de la comparación/ de dichos métodos con los que yo he usado , po-  ̂
dría resultar alguna ventaja respecto de los mios^ yo~ me abstendré 
de sacar ninguna--'consecuencia y me contentaré únicamente con la sa^ 
tisfaccion que me resulta de haber sido el primero que he reconocido 
y  procurado salvar varias inexactitudes que se cometían al esplicar 
las Matemáticas, y que los autores que han escrito despues han re*- 
conocido las mismas inexactitudes, y han tratado de subsanarlas.

Los autores én que se ve mas coincidencia de ideas sobre el particu
lar  ̂son Mr, J, Schwab, y  Mr. A,L. Cauchy entre los franceses^ M.M, 
Leslíe y  Greswell entre los ingleses. Mr, Schwab en la primera parte 
de sus elementos de' Geometría^ impresa en ^Janey el año de Í 8Í 3  
indica que su principal objeto es demostrar las mismas proposiciones 
■que antes se tomaban por axiomas y que demostré primero yo en mis 
adiciones á la Geometría ■ de Da Benito Bails  ̂ impresas en i803 . 
He aquí como se esplica f  Schwab ^ en el prólogo de dicha obra: 
/>1 cualquiera que sea el grado de exactitud que los antiguos autores de 
■ îGeometría hayan tratado de dar á sus demostraciones y ellos encon- 
ntraron desde el principio y para demostrar las propiedades de la llneti

‘ s .  ■
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jM-ecta y- de Ziu'paralelad j' difictdtadsi queM ftíd í’eron sxípefaryelh^ 
iipues hm  imaginado colocará la cabezaje m i  obrase, bajo el nom~ 
■»bre..de a.x\onia.s, verdades Cuyo simple ertmciado basta para hacer
^jT6C01íOCST su V̂ICÍBUCíÛ 6 iUtTod-UJCTOtl C07% íflClVlCl 07ltr6 SStOS ÚXlQYYhUŜ
ncomo igualmeiite evidmes^ otras verdades que lo son inucho inétm, 
7̂ Los verdaderos ax¡ornas  ̂ ñojienm iiecesJdaX detestar colocados- áda 
i7cabe¿a de, tm libro: s t  en elcurprd0Aina:Jemostracton^ yo deduzco 
j7Ía igualdad de dos cantidades^ por la razón de que cada una de 'ellas 
.7765  ̂igualcm una tercera y  el lector me entiende perfectamente , sin 
vque yo tenga necesidad de recordarle que esto ej en virtud de un 
i7axioma establecido antériormé^ne. Gomo todas las verdades queda né-> 
77cesiáadi sola ha erigido, en axiofnás se _ hallan demostradas en esta 
«o&ra, yo he creído deber suprimir los axiomas como iniítilesdy , >
 ̂ ,  Mr\ A .L  Cauehy 7  d quien, tengo el honor des conocer personaU 

.mente y y  con quien -he teñido la satisfacción de conferenciar en París 
sobre varios puntos de las í^atemuticas coincide tanto con mis ideasy'  ̂
que fio puedo méuQS de poner aquí algunas de sus aserciones y  aun-- 
que precisamente no, sean todas, ellas, relativas A la •Geometrta* En 
la introducción de su Curso de análisis  ̂ hnpreso en 18 2i , dicei

En cuanto á los métodos^ yo he procuvado darles todo,el rigor qa^^^
exige en Geometría -̂ para no recurrir jamas, a las razones sacadas 
de la,generalidad del Algebra.. Las razones, de estâ  especie 7 aunque 
pártante-comunmente admitidas.7 sobre todo en, el paso de las' series 
Convergentes ó las seriesfdivetgeñtes^ .y de las, cantidades, reales u las 
espresiones imaginarias 7 wo pueden ser consideradas 7 me parece  ̂ si^ 
nó como inducciones propias para hacer presentir algunas veces la ver
dad ̂  pero que se conforman poco con la exactittid tan ponderada de 
las Matemáticas, Se debe aun observar 7 que ellas ticiten.tendencia.h 
hacer atribuir á das, fórmulas algebraicas una , esfemion indefinida, 
mientras que en la reáUdad, la .mayoriparte^de .éstas formulas, sub
sisten únicamente bajo ciertas condiciones, y  para ciertos valores de 
las cantidades que días encierran. Determinando estas ̂ condiciones y  
estos valores, y  fijando de uña manera precisa el sentido .de las no-r 
raciones fie que yo me sirvo, hago desaparecer toda iticertldumbred^ . -■ 

Los que comparen estas espresiofies con lo que resulta en varios 
párages dé mis obras, en que he tenido la suficiente firmeza para 
.separarme de la .generalidad de los autores siempre que han tratado
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VJI
de: estender 'sus cansecuenciás -̂  mas de lo que rigorosamente demues
tran y podrAu juzgar con algún fundamento de la satisfacción que me

'A rnhirln ni DPT rnnfirmndas mis ideas tor un sahin. ruta
en

• \

mr

Ult y ' l-v/íí' J WC ( - '  Í̂ Ut; /11C
habrá cabido al ver confirmadas mis ideas por un sabio, que forma 
— el dia las esperanzas de los mejores matemáticos, y  al conside-

en mis obras, he .llevado algo mas adelante sus ideas.
Éfí efefto , .en la .advertencia del .resumen de las lecciones dadas- 

en la Escuela Politécnica sobre el cálculo infinitesimal, impreso en 
1823, dice; ■ -

^̂ JLqs métodos que. yo he seguido, difieren bajo muchos: mpec-¿ 
tok-.dé) Iqs. que.Áe. hallan, espúes-to.s. en.-.hs obras del. mismo, géñerói M i 
objeto principal ha. sido. , el. conciliar xeli rigor de qüe yo me había '-im- 
puesm una. ley - en-mi. Cursi» de AnéXiísh, con-la sencillez. .. la mayor 
parte de los Qeómetras están conformes ahora en reconocer la in- 
certfiambre, de los .res.ultados á que puede uno ser conducido por 

empleo . 'de >sérjes divergentesuodos que lean mi obra, re convenee-s
j ios ..principios . .del cák̂ ^̂ ^

mA.inwsé.impOrMttterraplicac¡mes-., ' se.patden esponer muy. fácilmen
te::,sin. la intervención de séties.”  X-.eomo yo espUco todo el cá l-  
cmIq difermiali Sm fundar .sus .principios, en el..desárrollo de las sé-  
ries,,: r̂e.suka.-que. -:mê he mt.iópado mucho en este 'asumo; y f i  se 'tie
ne en̂  consideración que-̂ Mr<v.Ca.u'chy, .s.ttpone ya cóimida 'la fórmula 
dekhimmio délMeums..y.-.que.yQiesplicoios f fm ^  dicMcálcm  
lO:í_.\ mntó:-im\kste-'-tr&tado:, \como. en .m i compendio, de M atem áti- 
mMfio'Suponer -demostrada lai.éspr'esada..fórmula, no se estrañará 
el'qmc)io haya.asegurado_ haber, llevado algo, mas, adelante las ideas
áE.MT.-C,aúrhv^\:.r .A-de, M r . ............... .................

edición .de s u. impresa en - -t o ^
dice; ” La Geometría , coma':las:.:út-r.as .ciencias .que no están'-limi
tadas á las operaciones del entendimiento, ' 'tibcesita últimamente a- 
poyarse en observaciones esternas. Pero estos hechos, primarios son 
tan pocos , tan distintos y  obvios , qüe el subsiguiente giro del razo
namiento es seguramente seguido para la ilimitada estension, sin a
pelar_ a lo evidencia de los sentidos. La ciencia de la Geometría por 
lo mismo, debe su perfección á la estrema sencillez de sus funda
mentos , y no saca ventaja visible- del modo artificial de su comes
tura. Los axiomas son aquí desechados, como siendo totalmente inú
tiles, y  mas bien aptos para producir oscuridad.'^ Este Autor ha in
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tentado dar una demostración, de que la  linea rectá es la' tóás cor
ta entre dos puntos, que pongo por nota en el 373) , para ¡pie
el lector pueda compararla con la mía. j q i q

Mr.Cresswell e n ‘su tratado de Geometría,, impresa-etP  ̂
critica con muchísimo'fundamento los ’ukios qde se -cómetíctn^rtM
dar á conocer lo que eí superfieié-, €nM 'y ■J^camcide en
un todo con el modo que yo sígo- sobre-este particular. Despues üKev 

^̂ Es bien sabido que bajo el mismo título de axiomas^, -Euclides 
ha colocado proposkhnesi quh difieren', mucho,_ed su'naturaleza las tt- 
nm de jase otras..cAlfunas de-^eUm- son é  puras, difimciones-pó^aun 
cuando sean, verdades evidentes porEsEmismasi son las^-mme 
consmmciasrde las^definiciones Emío de dichos mtomasyes^m 
ma que requiere y  üdmite^ fucÚrnefite derriostrcicion y y  e utiYno e 
ellos pertenece á aquella clase peculiar: de prop^mmés^ <ptie A^  ̂
medes ha llamado, propiamente asanaptions^v&íoí lamefdaify 
pueden ser consideradas romo-fimebets Je  la presenm^mpe^ffecion dé
la rkrwin dé la Geometríamias defiemEober fidcó c ^ ^la ciencict^deia GcfoyyiHrta* ^ lla í ' * j '
introducidas en su origen,.soló. con-éEobjéo -de f í e  losprognsos de
la ciencia nú pudiesen- ser. impedidos. Eor la ■ se - pefcibe, que

de¿en, rereneñúíí: forma ■porcmasftimpo.i.ay- p  V ' 2" ,;*'
ePodriá citar Mgunosyotrosspasagesytamo'fffchújütítfr c ^

de otros en favor de m i aserción; pero los ommré';ráej'andofül lec-̂
tór que examine el asunto condavdfidaGmparciáUdadí qtíc - -  - - -
satisfecho conmo haber omitido diiigénóia algunmpUe _ _
para completar y  mejorar esta obra, convencido de qu^rnientrafmas- 
%rfaciU¿ l0 .propagUciondedos: c(hocimÍmóí mMman(ms; m a íve tf
tajas se proporcionan al género

' to- i n J j , %m 'mpotms '':pas no

t  *1
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IX

B E  LAS. MATERIAS CONTENIDAS EN ESTA SEGUNDA PARTE.

G E  O M E T  R I  A.
>  .

D '  ̂  ̂  ̂ _ , ■ ' . ■ ■ "  V ; ■ .

efinicion y objeto de la Geometría^ ideas de la estension, y 
respecto á las tres diversas direcciones que esta puede tener, 

c íe  la considera dividida en longitud, latitud y  profundidad. 
La idea abstracta de la estension es el objeto de esta cienciaj y 
continuando la abstracción, es como podemos considerar matemá
ticamente la superficie, la línéa y eí punto. Por qué decimos que 
las superfides'son los límites de  los cuerpos : análogamente los 
límites de las superfiides son las líneas, las cuales reconocen 

‘ ;por límite al, punto........... ..  , . . . . .  , . . .  . ,
Hemos ido adquiriendo ideas analíticamente hasta llegar al punto;

por lo cual principiaremos ahora sintéticamente. Errores délas 
.. ,defimdones de los, antiguos; las líneas, las^superficies y los vo  ̂

lúmenes se originan deí movimiento del punto, de la linea y de 
la superfi.cie. División,de las superficies en planas y  curvas, las 
cuales pueden ser cóncavas, convexas y mistas. .

División'de la línea en recta y curva ; nociones acerca dé lo mu-- 
cho que .sé ha trabajado para demostrar lo qué se sabe acerca 

 ̂ de esté punto. Debe, haber en la Geometría un tratado de iíiiéaS| 
r ; Otro, de superficies., y. otro de volúmenes. Idea dQÍ.piano tna-

.............. ............. .. . L ___________ _________ _ .
Del modo, con, que se considera originada.la línea recta, resulta 
. . que.íijando dos puntos se conoce toda ella ; bajo: cuyo princi

pio ,se van demostrando las demas, propiedades de las rectas 
hasta,llegar a deteniiinaryla común.medida de dos de ellas* 
cuyo problema se resuelve mucho mas fácilínente comparan- 
d̂o ambas, líneas con otra,medida l l a m a d a . .. . . , , ,  

Division. de, la. Geometría en. elemental y sublime , .definidoVes
. de la circunferencia de círculo, del círculo y de las diversas co- 
. sas.que.se consideran en él . ....................... ...................... ....
Acerca de la.circunferencia se demuestra i,°  que no se pueden

encontrar dos concéntricas sin confundirse; 2.° que doblado 
un circulo por d  diámetro se ajustan los dos arcos exacta- 
igu^ks^ el diámetro le divide en dos partes

Nouiones acerca de los ángulos, y de varias de sus propiedades.... 
Consideraciones particulares acerca dd  ̂espacio indefinido com- 

-p. endido entre el ángulo; nociones del triángulo^; cuyas espe*
b
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cies se dan á conocer, y  las propiedades que se verifican en él,
siendo la pñinera la igualdad, bajo cayos principios se tesuel-^ 
ven varios Dróbleinas de ios triáíigulós. . . ; . . . . . .  • • • • •ven'varios próbleinas ae IOS iriduguiu5. . . . . . .  . . . .  • • • • •

Sigue de^iostrándüse la razón que guardan los lados con los an
gulos que se les oponen í varias:, piro porciones relativas a los 
íriángulos en general , y á la razón que guardan vanas rectas 
enh-e s í , y  coihparadas con curvasj y en virtud de la doc- 
trina dada' se resuelven los problemas dé léyantar perpeiidicu- 

■ lares á las lineas,-tanto desde puntos suyos como desde tuera,
y qividir una linea en dos partes iguales. . . . . . . . . . . .  . .  .

I '

*s . *  .

, 'De las-paralelas. \

Ideas y definiciones de estas líneas, y de los ángulos queforman
al ¿contrarse. con otras rproposiciones

D m S U c io ñ  dé ¡eé 'é l'án géío ’ éétérné igéa'l V-los .doS infernos 
opuestos cuando en un triángulo se prolonga,un lado, y algu-
p L  ptras propiedades de'los triángulos. . . . . . .  • • • • • •  ’ * *■

r

mpresion acerca de la teoría de las^^afalelas. - ? 1

i

. V

Examen' de los' pasos seguidos para ordenar esta teoría por
Procl o. . . . . . . .  • • • • • : * •

Teoría de las paralelas del Padre Clavio. . . . . . . . . . . ------
Id. deiÉegendre . . . . . . . .  . • • • . • • • • . • • . • _ • • • • • •  • • * •
Id. dé Kircher. . . ----------- ---------- ------ - • • • • • • ■ • •
id. de^Hauff..; . . . . . . . . • ■ .........  ■ • ‘ ;
Id. de-Schwab. . . . . . . ; ......... ..  • • • • • • • •  •
Id. de Bertrand............. .. ....................
Id. de Lacroix. . . . .  ------- -- • / V’ ’ ‘ V ’ [
Id. de Don Antonio Yaras . . .  . • • •  ̂ ........ ..  ’ ' ' ' V ;
I d . , d e H u t t o n . . . . . i . . . . . . * .
Id. de L p s l i e . . . .  ...................... ...............
Id.' de Creswell . . ................................
Id. de, Tomás Siropson. . . .  . . -
id. de Roberto Sim son;............................. ...............

« • y • • •
• • • • • • • «  • • • •  •

JOel cíiículo y rectas as en él*

1 ’

2 ¿i
i

K .  ^

. \  '

26

4í

54
i

5«
'57
59
64
7 a
74
83
92
'97
98
99
id.

100
id.

« • • • • •  • •  ̂ • • • •
en esta sección. . . • ...........................

101
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De los Angulos considerados en el circido,
_______ eijitré ios ángulos y arcos del círculo. El ángulo á
que se reñeren los demás, es el recto. Medición de los ángulos 
por. los arcos de círculo en que están tiradas las líneas que los 
forman , ya>esté el ángulo en el círculo, ya en la circunferen-
cia f ya: íuera

XI

y

•  •  f  • •  p ^ 112

De las figuras en general y propisdades de los cuadri^teros^
•  . . .

• •.  '  • !  '  • ( ’

¿pefiiiicion de io que en Geometría se entiende p̂ or figura^ ideas que  ̂
se comprenden en ella y sú  ̂ divisiones. Resolución de los pro
blemas de inscribir y circunscribir;Íos triángulos á los círcuiosj 
nociones de los cuadriláterps/y proposiciones relativas á ellos..

V • <L s ■ ' ' ' w ............................... ....  . • . . . .

V ' De los polígonos.
\

Nombres que se dan á ‘ las figuras desde cuatro lados en adelan
te 5 y las diversas partes que se consideran en ellas; valor de 
todos los ángulos dnteriores , y de cada uno , como también 
del'ángulo esternó*del.polígono regular, y propiedádes co-- 
'iTiunes á todos ellos 5 y en fin por qué el ángulo del centró  ̂
es igual aLesterno , y el lado del exágono igual al radio del 
circulo circunscrito............... ....................................... ....................

Í2Q

I2J
.* c

í ' De las líneas proporcionales.

Esplícase la doctrina en virtud de la cual se da el método para 
bailar terceras y cuartas proporcionales á otras líneas dadas  ̂ - 
para dividir las líneas en partes iguales y en partes que ten
gan una raíon dada j y  en fin "se demuestra la construcción^ 
y uso de la escala de las diagonales . . . . . .  . . , , . 130

\' ♦

De l¿i semejanza de las figuras.
i .n

■ \

t  / » « '.í l
Qué entendemos por figuras semejantes; qué es necesario para' 

que lo sean, particularmente los triángulos j demostrándose a- 
dema  ̂ las propiedades de los rectángulos cuando se baja una 

’ -perpendieular á da- hipotenusa desde ;él ángulo rectój estas pro- 
piedades se estienderi á la circunferencia del círculoj proposi
ciones acerca de los-demás triángulos y líneas proporciona
les consideradas en el circulo j resoluciones de Ips importantí- 

L O . e n a s d e inscribir, y circunscribir polígonos de du
plo número de lados que los propuestos;, los cuales sirven de 

’ ■ ‘ snto, para^.rectiflcar la circunferencia. . 138
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i n
es*I)e i^ estension en loñgittíd. y latitud.  ̂ Qŷ ê l(i$ -s.\

V ^

Teorétnas rdativps á la equivalencia y valor de las superficies,
 ̂ las cüaiés eti lás figuras seixiejan.tes son cgiho los cuadrados de , 

los lados hoiriólogPs, con, alguc^os otros problemas y teoremas 
acerca'del círculo , y  las'partes, qne en el se'consideran. • •.

.;  . \ De /a,

173

Oue entendemos, por reducir, y por dividir las superficies, co- 
mo/^ám.lwen P ¿ r  tnedirlaa d efectuarlo.. t U

/ ■ i :

MÁ qu^ie mwiuesiran'porGeometríaal^^^  ̂
m h  hecho uso por cálculo., eti que se generaliza la. proposición 
del cuadrado de la. hipotenusa á cualquíér figura semeiante tra
zada, sbhre ella,y sobre los catetosi. en que se cuadran las lunulas 
de Hipócrates de CMo, otros espacios circulares como son otra c l^
se de lúnulas ,̂ el arbelo de Proclo , el de /¡repdmedes y el de 
Vieta y .ei Salinon de Arquimedes : y en quê  se determinan las 
cantidades, geométricas ciue en su especie son máximas o mímttios

I)e los: planos, de su posición, y de los án

‘É l objeto de esta doctrina es manifestar k s  posiciones que pue
den tener k s  lineas con los planos donde no se pallan , y
la posición que pueden tener entre silos diferentes planos, be 
priucipk 4 dar á copocer lo que se entiende por ser una recta 
perpendicular ó paralela á un plano, y dos ,planos paralelosj 
Y se .sigue manifestando que una recta tiene que estar toda
en uú m iU o plano i lo mismo dos rectas que se cortan j de

. dondé.s.e iniiere que tres puntos que no se hallan en una mis
ma línea determinan la posición del plano f  y  por fin todas k s  
proposiciones' necesarias pata llenar el objeto enunciado, y 
■ ’ ’ —  interesantes.,. ... . •

' Apéndice íí todo h  (]ue
Se dan a conocer varias proposiciones interesantes que pertenecen

indistintamente á .todo lo espuestó á n t e s : . . - .  • .• ■•. »v •> •
! . l  ; ‘ i i A • * A  V

" ,  I • l 1 ! f . " ; i <

'''Ée:%i^prísmasy medición dé sus superficies y_volamenes..̂
I n  esiál’dftima‘liarte se clasifiean los cuerpos con relación al nn-
^ me'tb de caras de’ que conétan, las cuales están separadas por 

ks'aristas^ de enya troz ’sé 'dá k  dCfihidbn, ‘como tatabien d

188

I '

218

\



las dertias partes que se consMeran en un polledrb/de los cua
les se demuestra cuando coincidirán uno con otro. Se examinan
las propiedades de los prismas^ y se llega á. determinar el va
lor de sus superficies, y de su volúmen. • • •• 9, ♦' 231

De la pirámide y de la medición de su superficie, y voMmen

Mediante las consideraciones.que se hacen sobre las= pirámides, 
se determina su superficie y volúmen j las de los trozos ó tron
cos de pirámides 5 y se comparan con los prismas en cuanto
CS' dablCf, « • •. *. •- A •• • !*• •  •  p • ,  • .  • Í24E

J I i

De los
s

regutares ,̂  y de los cinco: cuerpos que se conocen con 
■ el nombre de cuerpos regulctreŝ .

£1 tetraédro > exaqdro , octaédro, icosaedro y dodecaedro, son 
los cinco únicos cuerpos en, que se verifican k s  circunstan
cias que se requieren para que los'cuerpos sean regulares. Pe- 
ío  prescindiendo de que los polígonos sean semejantes, hay 
trece átribuidos á Arqúimedes, dé los'cuales se da conocimien
to según Pappus, y se presentan algunos en disposición de 
poderse doblar para formarse una idea exacta de dios. . * . . ,

, De los tres cwérpoi
, i ' r ! í

i  •

Cuando un rectángulo, gira sobre un lado, suyo, como eje, ó: un 
triángulo rectángulo sobre un cateto, ó en fin un semicírculo  ̂

' sobre su diámetro*, se originan tres cuerpos llamados redon
dos, ó de revolución y conocidos con los nombres respecti
vos de cilindroy cono y esfera* Merece particular atención la
médida de- ŝus Superficies, y volúmeue&siendo la. primera dei
estas dos en el cilindro, igual; á la de un círculo cuyo radio sea 
medió proporcional’ entre el lado del cilíndro y ehdiámetro 

' de ‘la ■ base  ̂ mas las de las dos bases f y la segunda igual al 
volúmen de un paralelepípedo que renga por base un cuadra
do í cuyo lado sea medio proporcional entre la circunferencia 

- de la báse-y la mitad del radio y y la  altura sea. la misma del 
 ̂ GÍliñdro.’‘En- el conó , es- Ja superficie lateraLigual á̂  Jade un 

\ ‘’ 'Círeuio cuyo radio sea medio^proporcional entre el Jado dei co
no y el radio del círculo de la base , y para hallar Já super
ficie -total no habrá mas-que añadir á la superficie lateral la 
de la base j y el volumen es la tercera parte del de un cilin^
áro ác la misma base y altura, que él.'Pinalmente k  superficié  ̂
de k  esfera es igual ál cuádraplo -de k d e  uno de sus circuios^
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XIV
Knáxitnps, 6 á la de uti círculo que tériga po  ̂ radio, eJi djátuetró 
de la esfera, ó a la g'uperficie lateral del cilindro eirctinseritoj 
y el volúinen es'cuádrupld del de un cono que tiene por base 
á un .círculo máxirao de la esfera , y. pop altura el radio de 
esta ; ó es los dos tercios del cilindro circunscrito. . . .

.X r. »

• • 251
,  } 1 • ; . i \

Comparación délas superficies y volúmenes délos cuerpos en general, y
' ■ ' en ‘ particular ouandô ys:on/seinejanUSe

Se hace ver como jas superficies y loa volúrnénes ôp Gotiio los pro-
, rductos, de .las.líneas, que -han servido, p.ara. medirlos, y .siendo.•* r 1 . 4 .  ̂ _̂ I ̂  ̂  »*i.Tonlia nn^

3
' dos en las primeras, y tres en los segundos , resulta que 

cuan'd.Qjiiaŷ v s,emejanza;')eno:lps:> póiieÜrqs y seránv:,ent6dee0.cs^§o
superíides'como los.cüádradps de. sus lados: homólogos  ̂ y de 
consiguiente los volúmenes seíán como los cubos de dichos la-
dos::homól.dg.os>,i-/ • « •« • • •

j f

< ..
» u

s

El objeto de este tratado es dar á'conoeer los medios pafaíha-  ̂
llar tres dé las seis cosas de que 1 consta un triángulo rectili- 

< -.neo, dadas :lás,*otras:tres. Los veinte.modos de que sejjucden
•combinar dé tres emtres los lados y ángulos de un triangulo, 
quedan clasificadosuén-iseis prpblemasageneralfes , de los cua
les el último es de todo punto indeterminado. . . . . . .  ... . • • •

Ideas acerca de las líneas trigonométricas pdínea'S qué: tienen la. 
propiedad de ser ' proporcionales con los, lados de dos triangu
los V que al mismo tiempo sirven para determinar los ángulos., 

Relac’ion def lseno con la cuerda dé su arco duploj y determina
ción; de las líneas, trigonométricas., en valores dél .seno y del

• ’ i .t < *. 'V • ♦ • ♦  • J r *• • f • •

Variaciones.' que 'sufren ; las lineas., según,ya .creciendo su arco: 
las cuales se pueden ver 6 en el tiiismo arco o en las iprtnuias
en donde están es presados sus vaior.es.............. .. . . •

Magnitud y posición de las líneas trigonométricas del suplemen
to del. arco á que corresponden. . . . . . • . . . - . * • • • • •

Los senos son proporcionales con Iqs lados opuestos sus,^ángu
los y todas las líneas trigonométricas: con los radios de los 
círculos con que están trabados sus re.snectivos arcos. « ' • • • ^

y
De la foréacion de las tablas de las líneas trigonométricas.

Noticiá de las tablas formadas por los antiguos, valiéndose de
las: cuerdas de ios áreos , tangentes lS  W m  ¿ i  C
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própopidones'que son el fundamento de la construcción de las 
tablas que iriaaejainos , y modo de ejecutarlo, . ........................  289

Dé la resoheion de los triángulos ' rectángulos.

Analogías mediante las cuales se efectúa, y tabla de los cinco 
casos que se pueden ofrecer , en la cual están resueltos en
general, . , • • * v* • ' • * * * ' V' * ' ‘ ’ W * • • • • ■ •

» i
I

r Delosiriáhgulosobliquángulos.
4 * ♦

Otros cinco casos se ofrecen en los triángulos que no tieqen 
" ningún ángulo re c to /y  se pueden resolver todos mediante Jas 

análogías quC se establecen
• t

GEO M ETRIA • I •

1'

301

3OS

De la nivelación y medición de las líneas y y délos instrumentos
con que'sé ejecutan estas operaciones.

EspHcaciorí de .varias vocés correspondientes á esta ciencia: y ta
blas de las diferencias entre el nivel verdadero y él aparente, 

f^üticia de los treá .niveles,'los cuales según se coloquen en uno 
ó ea mas puntos eonsiiuiyea la nivelación simple ó la compuesta. 

Modo de medir una base, y de resolver algunos problemas con el 
! ausiliü de .cuerdas y piquetes , y noticia histórica sobre las 
, medidas efectuadas para; medir varios arcos del meridiano. . •

> i  .
»

De los instrumentos que 'sirven para' medir los ángulos.

Descripción del nuñez , de los recipiángulos , brújula , teodolito, 
grafómetro & a,.y resolución, de.algunas cuestiones por medio 
idc 'lüs’iuscrumentos dichos . . . . . . . • • • • • • é{ i!

310

316

321

331
I * 9  .  * *

______  I

De la medición de las distandas en parte ó en todo inaccesibles^
y del levantamiento de planos topográficos.

para medir las distancias accesibles solo'por un lado, y las 
de; todo punto inaecesibléí, dándose á; conocer lo que entende- 

R9V; A piano topagráfico, y manifestándose lo que hay 
que hacer para levantarlos^ cuyo problema está simplememe re
ducido á clectuar en el papel un polígono semejante ,af del
terreno................................- ) 34P
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¿erca dei Tratado Elemental de Matemáticas ha co- 
rnunidado el Consejo Real á las unWfersidadés del reyno y réa- 
i f ^ d ^ s d ^  S.Isidro en i> ‘de octubre de x8i51a sxgmeüte
Circular, que se insérj:d enlla gaceta del a4 del mismo.

«Con Real orden de 8 de octubre del año próximo se remi
tió áconsulla/dél Óqnsejo el Tratado Elernemal de
ticas que babiapresentado su,autor Don José Mariano Vallejo, 
con «presentación en que solicitaba que Uevándose a efecto 
una orden de la Regeh8iá d el mes de agosto de i S l o ,  se adop-
^ - . - X I  y  colegios de iis-tase dicha obra pór testo en las i

* - .  ̂ r , > . >- w < 1  ' •' y* • . _ lIñdias. Pedido informe á. las uñi mayores del
rey no, informaron lo que tuvieron por conveniente, conyime- 
ron laltres *n ,qpe la obj, e, de mucho mérito ponsu método,
claridad y-escelentes ideas-, Y visto por el Consejo, con lo es-
nuesto por los tres señores fiscales, teniendo presente que en 
Virtud del Real decreto de i? de febrero de este ano se trata
en eUdia de formar tumplan general de est^^^ se halla

I ■ utiá^iilíittf cte vkrió$* SGijorés líiinistros ^r *.  J

presente á S. M, su dictámen en consulta de 28 de setiembre 
Lóximo, y conformándose con á , :se ha servido acxmdar se 
L ie  á  lis universidades en la libertad de adoptar el tratado 
d¿ Vabejo desde luego, sÍ quieren, aunque solo y

............. " envista íiel plansíii perjuicio de lo que S. M. se digne r _
de L u d io s  que le proponga la junta de ministros creada con
este objeto. Publicada en el Consejo la antecedente Real reso
lución ha acordado su cumplimiento, y que se, comuniquen 
las correspondientes á- las universidades del reyno para su in- 
teligencia y observancia en la parte que les corres
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l'SUí p pero e¿i se compren^*

sn }CUanto esT'

un cueifií^ ^ Y -^  '^^ solo ise hallan dota,-
idhry* fifnQ 'tld̂ t̂ódasí lias ótras- piíópíedades <̂ ue allí enu-«

a í 5ííhfTĥ hT;j|̂ . $ólo Jcpnsidefa l̂áxéjí ê 5̂¿<);i .y la jiĝ ■ fq,̂
$eiá.íd 4 iie3fpesel^;ha ^e^^tarr termL

rn̂ fOIÜ Bj. <!.d c-vlun../' -h -- • "" ’
p4̂ (̂ i¡iH.ig[J:yívd¿í;0íijaj opMhhffí oceííc

»̂̂ u'i .hac^tk¡na^t ̂ n  ¡ É ^  Tal es , t

tti'eMtóbs'fJ 
>

/  '  ! •
I

mayaéí j^mte - xle jos.
mmplo f,i. Heródopo: ̂  ‘el <f amero., ¡qm. :i 

ŝPú̂ iñmtm pnosa^
antiguos ha escrito la

c§,/nm. crédito y pprqu^

dió en sus viages á
ú)

sida uno i a ca^
y  4  Menfis ; '*’Me aseguraron quê  Sesostris 

ó'entrexsus vasallos i ŷ  q"'*
itíerra en cuadro , con la 

fr^ormna^a> 4  la heredad de alguno qm^
î   ̂^-%¡preseni ¡̂pl^^py,  ̂ id cu^

_  ?  i  •   ̂ fe-  •  •  ^  I k ♦ ♦ ?  I  ^  ^  ♦

. 2o creo,

XOMO X* ÍÁB.XB n. ’ >
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nado; y

TB-ATADO elem entaü  )
^  A _ _ •_« A ^

$oa sú /om a ó Stt|gur^  ̂ ^  ^  estension, .supongamos

^ue*^e del | | p a é i¿ | s i  le
y  obseryaJ^uiil-qe^^®^^ la \ a r te  áel 'tópacio que ocupaba2 S r f  T “ u“ ‘ i» “  ^ “ “ “  “ " ” • 1 ,ant^s aih SQ qued ’ ocupar un espacio , lo

Ahora, uh •  ™ u e  h a  d e  ¿ e r  aígó de largo,

algo *  “ W t-^ í '*'=maneras en ^ e  eh- estenso _  J  dimensiones,
jnanerU que ia estensioa . n,rnfundidad 6 grueso ; todo lo qué
á saber r d e  íongitu4 * j | W | ^  í=u_. .

- hay desde A  a B
B á D su

y ̂  esta 
ciíausa ̂  ^

á 'la ideaj q̂ ®
'A .  - 1  - * ^ > *1 '

* y
de la es,tensión ?

9P
V

; lo que 
B á G  su grueso.

que-^unque: el
ha» ó;if e|| de^íuya,

i  i s  iWJ^

Q>̂51 .* .

púestro I
lO'

o
■ aíMSQUeae'

t^ifíaqrsíia^ -
¿ ¿ a i ^ a t E i d w « j ^ a ^  -a isas:

 ̂ ■ ' ;̂4lamaí,%iUÍ«»Wo óvicuerî ^
_  , - » ™ r i o t f M i T r c . ¡i-»p¿*gciudi’̂  íiei'qníi

jefitén îonídcajj-
j

T$U

4t

. ^ r ¿
iV\

" \ /-O
;ni. L.i>gnM¿tdh hh^ét

en esta .- * , ,
,* d ir fm o s  solo con 1» MM '*«  »6.ensM».«»"

ĉ :̂ii  j

i /

ív*'

• —  .. —  -  . . ,.j
> •  >,  .
,'tnuHrháW^

afceŝ d̂î

tnensiones és la  ̂ , ,
ó g r ü e s e ‘ 1  ¿¿tó cada'̂ ufto loi

j-aunque lo
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mai| que ̂ é; KpítuTnbrá 'faacér 'es tomar por íongitud la mayor de 
laá, dimensiones , por latitud la mediana, y  por grueso la menor (*). 
Si éa vez i de haber presoindido de la dimensión BG ó D P , hu- 
h,-4..anin6 prescindido,de la AB , hosthnMera- quedado la .esteLioá

en «uis dos diinehsiones..BiD. V B G  , lo óue cbnstituv^
tambkaiunaíSupenfieiey sií

ddaidramos qaedadfo íSplo con*la A B  y  B G  ,■ lo que hubie-; 
ra  constituido también la superficie A H G B , ó con la CD y  D F  que 
^imituyíen ia  superfick: GDFE(.: i ■ .:í,
; ‘ SicíbservamoS'poridínde. acaba este cuerpo y verdmoS'que y m  
Élísemidoidetsu io^ifud.ynacabaí d asidiiermin̂ ^̂  ̂ isuperfieie
ÉDFGEbáciala5d!e^a:y y%(¡)irdaíAflSG M citílai izquierda 5 en el 
sentido de-su ancho, pordas- asupiSfficaea.AHGB y » e B F E fy ;e n  el 
«ehddq dB^stogriksúiü p erd ía  A C Í3® yi H EEG y p p í lo  íaiál se dice

iuf&rfideí ¡m io s Umitu^^dt Ixxs xat̂  1
Ea :¥éE dímiíe f̂fi0nsMene d  ;:k ,supei% ieilte^ecto d e l cuerpo é

r t t A f í % } ' T í i . r i  . i1 . a  W á ^  1  v .  J . . . . w - 1  / y ,  . • i i  >  ^  ^

}. i.

, la  superficie%áala KÉFGseairdmetetcandodda A C I %  
á  da:caaIkegmdMtaoesharsiasñtorcomo se quiera 5 ipero jamas p o d íi 
dl^ay ft corfuídirseícon dlan&róuaando iMyam^  ̂ supuesto que la

 ̂ ' 9

■ ÁGq íy m  el sentído dp ^mlddtud, pm? A B íy ic e  y y así> se mee que 
•iO'S 'límireS; de las' -superfidés fon líneas. A q u í p o r  la  -misma razón 
que ántes , se tiene que la linea es el mdadéi-o Hmim. de la

^Adailíheai AB-yscdaVbi cul/íseUilegdría é
pn él4»s®ide.que «©irednjese ®nteramenteii£^

cíínea'̂ ói'dínaén'sion>SE>*- •
. ú Com o - ya la  línea Polo ítíwe; longlbd ype deduce que solo modrá 
■ estar terminada, en este, sentido y y us^es qUfe: la A B í estdterdina-
t- i -. . i E  ̂ :* })  . I -H;.;

V •  V  *  ' 5» ..

_ dúspues de e$-
56« f‘

\mo$ tasbs 
Jó fi^mtivosiésms

-6htí5 fMé é se dice U  pi-oñi.ndida4 dg ií«7¿>.
eipmf̂ d̂e. tífté̂ ago îse diee tambieñ î  ̂ profundidad -

la menor ds las tres dimensiones f y aun puéde ser la

I
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TRA.TAD&:EIí™®1íTAIÍ
da hácia la deiecha, eri B , y  háeia; laázquieráaceniAr,;y fc«sto? p»=fs 
raees donde- terminan las Bueas se les Ida el nombre deuptwíos v de. 
minera que el^punto es n» mrAadcroúímm de ín ímen,,. porque.

£3 A á' Bv V solo se llegaráníasefflnSundir estés dos jpuníBSíEiunno

. g t e - ^  doníi^resultá que e b p v m io iy a m o : ,e s .e s » ^

^ S S b £  t s s s ° ; ; d i d o  j i e g a ^ ^ ^

-.'•J

tres Aimeasibnes.Bti;f sBDtySAB 9 decman^raíiqr^se icoarnrmn^^^

Sr!éSS&driekéii,í»A
« n* \  íío lia Ifipa.HekriuntO; analitiiameiitis podc228 Bien adauirida. ya If ü^si.dek.plintó; { ,,  ̂ _

mos ded ucir de ella sintétiGamenteVlas ■ de la. línea i

íumem P . tenia, canrta.«llí¡uei^®»'í^

ÍeiCQnviene ;e/>'noít?ner̂ ííí'í̂ ^̂ -P̂ ^̂ ^̂ ”̂   ̂ ^vmtú

. íe t ó .i .t o fc  p «
i o í  d S t o t o t e , :  p , ¿  « « ifp íta r quí:U .s(em.o» »  p»d
4ebirvorigtóada del, punté!*''■  -  < -  ■ ' " '

ti cori-
'  ^  *

'^1 . '  1

g

ÍQbgitridtî bí«westO!qme7SorDoê
■, i„ mas ó ménos qi;e inayampsoÉéncebidojiqudíbaií ^

íjresaP ^  ..A £̂ĵ ¿j.á ktitud porque el pryatg-ñotla.Senia radS
el puntó , y , . ;oon¿ebir origitrada idel ¡rooMimiento del .pun-aiitesr. íu ,,todre.> .M ^
.to:^¡i um. ^‘¡f .  '^-3 'en un sentido cualquiera, pero
tnn^ nue £St^ líncs* 15A. sc ^ m mos que eoLa

/

/



el bismo AB , ios diversos par^ges M^^^adp. por 
donde: haya pasado constituirán una -superficie tal como ABDC 9 
A B G H ; y finalmente, si concebimos ahora que una; de estas su-, 
perficies 5 tai como ia 'A B p C j Se mueva; en otro sentido diferente 
de; aquel^en^que se imovió ia. iinea:  ̂AB, para trazarla , tendrp^ip  ̂
ya originado el volumen ó cuerpo geométrico ABDGíEFGH v . -v 

E n los cuerpos solo vemos los parages por donde están termi- 
nados 5 y como esto es lo que constituye su superficie, vamos a- 
hora a manifestar cuantas-clasp^: de, superficies hay. La, superfi-? 
cíe puede ser de dos manerasj ó, p b n a , que es aquella en q̂ue 
todos 4üs puntos restan tan altof ios vamos como lós>ptros j ó curva, 
qü© es aquella; en que todos sus púníps. no -.están tan , altos dô s ut 
ñós como-tes otros. En nuestro libroy es ¡ unav^upeificie plaña la
AB'DÓ 5 y es una superficie curva la GDFE. Las superficies^cuí t̂ 
vas piíedep ser de dos maneras i» cóncavas y convexas j se ;dice que 
éS cóncava uña superficie , cuando -los puntos ̂ que se hallan en 
sü pedip-soñ ios mas r'erfiotosbel parage; por donde se mira j y  
es convexa jí ícuafido respe de este mismo, pá.rage son dos, pun
tos délitiedio Ids >que mas-se';acercan; Lav copa de un sombrero  ̂
vista p̂or ̂ ĉtenfro , presenta una superficie cóncava, y  vista  ̂ por 
fuerádá^ presenta convexá, Guando un cuerpo está, tertiiinádo por

por superficie curva y  por otra, parte, contigua á;
por una plana , se dice que su superficie ep mista, si la parte 
entva ’es bédbeweh nombre de ;ptefiocóncaM ,;;y x̂ -cmvexa
e b d e - r  mteisombrero. cuando,rídae dendidasr; Sus ala ĵ 
íifisé ;le mira^pór tó interlc^ ,,presenta, una superficie, pteíioeóncaf
va , ’ Y cuando por; io ósterior planoconvexa-/ X > r X > >
: - La línea también puede ser de dos maneras, rccta-y cwrw j. lír 
hea r€Ct3. QS- a¿juella que tiene todos sus puntos en unui misma direcr

tal como:iá AB; l a f i g .  x;)i, y^curva. es,figz /̂/íí c«f 
í̂̂ púmos fio> estmíWdoim^yanmmkmaudmcciony tú iC f^

i  r .  i  i  ,  V I  
f:* 'vk '  •  •  -  V*i 1  .  V  '

. l. • í r..
N.' k i

« . j . J -

í  \  ^  i

V  S  i j • i » »

•t { ' > . * J  1
■ - V 

V

- C .
• i, ‘
'V '

\  I'

/

; LflXpalflfcra d i r e c c i ó n una sensación, por lo cual nq
■ se puede defihir^-^ solo ideheims ■ hacer conocer cual es la.sensaciQñ 
úique í'e;-davtfyte-W07hiírecj;̂ qíír ¿i ¿á si^uietitie i cuando saUmM al\capípol
•memos á:^M misma i îrm^o vartñs obíjet'os^
•sohrc. áós de ellos y advertimos/que, íiegwn i de lugar d posiciqh^
¡os vemos de diferente modo, y también que ya'sea  ̂con estudió q sin él̂  
mósi salemos colocar de tal. manev̂  ̂ el. un óbjepo, impide el que mea-̂  
mos :el otro j cuando nos juced? ■esto/̂ . decistpos, quê nqs haliamos eñ

direccioñ^gtttdof dosi. okj^Wi j yMáQsr^ '̂  ̂ '

r*

\
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s iéíatnos áaber Ikgado á las ideas ;Iííi^
i e c á \  curM bor él modo de concebir originadas las líneas j pues 
si coh^btoos qüe el punto A  ( 5  ).se mueve siempre en una ims^
ÍTia dir^cctó¿, oHginará la línea recta ABry;si-suponem os que
H ptotO A  vátle á cada paso de dírecuon> originara una linea cur
va tal eottto lá *

♦
elidS piiiiérmos fon&Ti de modo qué sé ocultasén, estarían

in 'la  misma direceion. , . -u-s u
. c  Mnténdido m  to qué és dirécaott i Sé tendrá bien percibida fo .̂pa^
turidka'dé la Urna recta y de da curva. Algunos au to w  Tian, <ííc/io
tíue 'lus ideas de dadlnta recta y de la iinéa curva n son ideas smples.
^Uéi sé P^den tawsiderar Wmo originadas inmédiatménte de ia,sen~ 
* íC. . 1 . ĉ lá A.l /̂ fio*, v curva eSsaeioí») mcienu^i por ejgmpíOj líiiéá recta es7a AB (,/íg. i.)  y  citrva e$ 
t^da ^ u e ila  que na, es recta, tal como l& BG. Amqué en este ̂  modo 
de fteimr no bm  ido del todo descaminados ., no obstante hay tmpro*

lU'AB que se presenta á méstros sentidos no es
la  M m  ném^mdtemtiea.^ siná un símbolo con que da representamos.
«, «jtayíd diría» #e m e   ̂símbolo ha de tener ancho, eosa de que
' í̂*ee8 >í» t e  mmemáma, no puede ser suficiente para.dar idea de una
stósa ^de mma ñmponamm ti ver un signo qUe la representa no co*

mtréiitsdu'dee te^mmfahdos mas.^étéres: Geómmas mô
Áénot.'hímssmi’iAo definW'>ht ®
^  t e y  entre' dos pumos., d  pesar del memo y ̂ celebridad
bien merecida de los Sabios qué han adoptado esta definieion, yo enr 
.¿étenmme tsM  masimprdpia spie se puede dary para lo. cual ine fundo 
tn  ^ósmsmi i^-qm esta esunn^
^DVomiad'seeimdm-ia de'la linea recta, qué la esencia de. ia jmima rec 
ia Id a m ^ m e ^ e s a n io s  m m osque la u d m a n r ^  m e^fid^ysta
Zoposicioria primera de la Geometría, y enlacual estriba el fundamen
to de todas las demas, no se debe tomar por definición de una línea partt- 
‘¿üfdr. ma proposición que debe ser el resultado déla comparación de esta 
Z e a ' e o n f ^  las demas que ̂ pueden existir :en latabeza del Geómetra-, 
Re tomo iuegoMé "ma definielon hacen depender todas laŝ  demas verdar 

Ŝes dtId Georntrla, se ■ deduce que es el mayor absurdo que^se^ede
cometer, t i  tm m -por Wincipie íô «̂e
é é e t e f  áí re«dtsdode id¡miíw» Geoí^fríavjttMer.de este modo se co*

rcct£í ,'y  aesr
hues hm  t̂omado por axioma el que sea ia mas corta que f
lu>m- 'desie m p m o  á ótm^^m e#0 do han procedido tan mal, pues



Díí GEOMElPítfA. ' iĵ;
S t  dice r e  una curva que es cóncava respectó de;un Iado,;cuañ  ̂

®  los apuntos interaiedÍQ3 de sella: distan mas respecto de aquel 
lado  ̂ y que es convexa cuando los, puntos, intermedios son los que 
aparecen mas cerca% ^
, ¡Si concebimos ahora que una línea recta C B (fig , i ) se mueva 
a  lo largo de otra recta tal como ia' DB, originará la superficie

m  S4 hmarác um qae al v.exfas diga,
y aperciba con claridad epke la. A€B es maym la AB, Sin embargâ , 
m  es eita ma de aquellm profó4Ímone.s qwf mrá&derammte ?on..dxio-̂  
■ mas. y; y mucho  ̂menos - esta. - qu.e .tambim. han. supuestn.  ̂ á sabex̂  que ík

^  resulta del concursa de las dos
V Q C in sM ^ ^ D B .^  ■ V . ;  ̂ r ;í

Bdra mi na solo esta iUtmaprQposieio.n na esi axioma^ íino- que ha 
Kiuna proposición dudosa y y así̂  traté de demostrarla en mis Adi^

ciones 4  la Qeo7nepría de I)t)n Ben  ̂ Baiis y mmifestdndo los ^mtivoi
a tenido.- para..ello.en la p4.g, 2,o y  en la  ^advertencia de mié 

exámenes del Seminario de .\di de julio, de. 1804.  ̂ . í./ - ^
 ̂■ : vGQííHíteíví̂ ir̂  de. saker sL - mi duda lem. fundada  ̂ 6 > si consistiá en 

Talgun^iludon^mmíy hice-la ubservacioñ í.igitieKíf/Con'mií discipulos él 
b| p-vde .abHi d^ííUQ^ que fue un dia Mtds de s.mal.arl.esdeeciomde

ometría.,; Buse cít ek encerado una figura > idéntica can la- ( fiĝ  3 )) 3*
. dije quevmc: fuesen diciendo .cual d̂  las. 

láÁpaym4 ŷfdeiMonae: q̂:^^  ̂ m i gueem
mas larga la curva ACB los siete- éabaliero$ \siguientesk-doŵ ^

que el conjunto A D B  de las dos rectas A B  y B B  era nrayor que la cur^
■ m:̂ 4 QB los cuatro slguienUs; Bon M&riano Jbañezy Boñ José . Joaquín 
'Sano ífatorrey I ) m . Cayetano Juncar- .̂y ,finalmente
dijeron que era igual la A B B  con la 4 GB Ips tres.siguiéntes ADon 

no:4sa.jrMoniCárlós\GmmiQay.BonMÍQt^^^ 
lQs^^éatorcemlo\cuatrQ\acertaronmn la verdad,ypues.es.ia A B B  

miay.or que la: A C B c o t i  sklô  t̂lOx eptedmbi r̂a- dudado, era suficiente pd>- 
ra no tener por axioma esta proposiciom Aun^pard.convencerme más de
ist mtpúdia fiar en la obiervacton y iLes puŝ e despues-una 
tia con l a ‘ 43 y y Ms pregunté ias r̂ dós líneas era waf&r  ̂si44
ABaó la A A B B  y. 3». tne idijeron̂  :quema mayor la u A B B , por 
dazeuaf' enine ésta proposición , íJwdî ta (̂ 5cioma'(introd. '̂
y^mánterm-ykiay una, granduma .diferencia, para colocar aquellá ' en
•el número, de los axiomas^céno se hace. can. esta* - ' . ■

se van.^comemiendo4ú$ .Geómetra$^de esta tserdad j  pues

‘X
\
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8i TRATADO ̂ Et■ EMEÍJTAXi ^
tia * V Si eoiiGeDimos que; una linê a recta C-B'se tüiíéva en I i 

& o a ^ a e  la curva DF , á que la curva-DF se m u e ^ 4a ^ i« ^  
eion de la recta DG ,. originara la superficie-curva DFFG ; y P̂C- 
último concibiendo que 'una superficie se muo«-a en la direcciqa
de'.una linea i cualquiera, resultará el volumen o cuerpo geométrico}

:estuyiese tertninada por solí),l;ín’eafiírectas , y sé tnô

F  PeyraMe» id próposicítin 2^ d¿ iu-apéndice á la 
Eucláes,traducida:pof4 rn ism , péne una nota en que diceí - -
' ^^^ Arquimedes. establece por principio que dos rectas- que compren^ 
den nn-ico u, q u e m n  tm missnor éstremos que^ste a^^^

- .' , i . r¡̂ ennncf̂ nAri i¡><:ti? íiV:lÍl£C7tÍ)t0. quefio

nñdo satmaetmior^si sin dudoíi^nlcausa'díel defecto  ̂de-evidencia
de-esta proposición i. yspor U  imposibilidad de demostrarla mgoro^
mente por i o que Euclides-no ha. hecho uso -de esta praposicion , -sin 
la .cual k. ha é̂ido Mnposibk demostrar muchos i.teofewííi .ínq»orían^ 
telativos al círculo ,..eitmdros îconp jp étferad:-u ¡i _ -  ̂ .
. Mri Abreu en su- suplemento: d-da t:raduccíon de la Geometría de 
EucUdes^de -Mr^:'Peyrardiy. áda.Georuetrtu d¿ 
edtrar el.axioma en la defiaicioh de la'.cúrpa^fues'dice, : Gurva p 

' na^-es - una línea situada en m  plano y que- cada parte convexa  ̂
mismo dado , por: pequeña que se 4a%suponga-y ¡es-'stenpre.mayor qué 
sít-cuerdoc y mienor que amdar- linet̂ -̂mterior: situada en ei- iptsmp pla^
m  , yi-teniendo-.la..mismaicuerdaa-7 í>, -
, Mr. ^ a b  cifra Va:ésenciá,de,daAmo^tcm^ -m̂ ^

rededor:, de .. sus-dost éstremos. y-sin-que mnguñojde^ks puntosan^
medios mude d? lugar, r * : V . “ ' ‘  ̂ f ' ,  c • •" ¡a evidencia rgsofnétrtcá nace'de Ja definición y de es tci

d§ la líneáf resta y pondré aun otra ■ defi fíicioñ cju$
^ '̂%a. Md^sobre. este-punto.- a  ̂' Ü’;'

•¡LaBl.acejta.mani'^--^-'^-

A :
¿ «• y

piaceJta mmifístado hasta en esto Id délicMe%a'dê ^̂

\

jy  ei de ias Escuelqs
N om alesh^ Para .xlmúcer Menudasyp’opiedadeŝ ^̂  d^ -se Im
- 7, ̂ __ __ A» íií.t firííMedades nartículares  ̂y no se haflecho abstracción, prim^nP-de. Sus propiedades P ^ f * * " * ^ * ^ " J* 
jvisto en ellos sino-una estemion figurada, móvil é-mpenetrabk. Se- Iva 
flecho abstracción aun démtas doiúltimaspropiedad^s^neraks, coro.
■ siderandoda-estensionmmpkmntekdmo^fi^^
facionesíquepresentanbafo estepunto-df vistaysop el objeto de
metria, ^En finj par una astmccion dun mayorr m  je  hq'-considerado
en la esiension sino una cantidad susceptible de aumento 0. de .dm̂ ^
don este es ti ,oÍ!jeíOctí«i/u;ííenct¿í de

. V

tn



f * ‘  '

id8Í9í®í*Íá»'8ftíSé@Í§W-’áé 4il®ii4 @y4:̂  |!SQ̂ $g;íg|ifjí̂  (gĝ pK4iíf<̂ d?iíntiííí„ j „
ratátílt»! t̂ teTOá» îü'iie*¿fic4%l sqí j
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Picare aéj l ‘a\ es’̂
tensión en s ( ^ l^ i^ m y  2^H¡i^ipe^pmé de^M,siifm^
n m m ^ ii Im ^tüd'p de>hs; cüetpos o m~
lÉínenes gcoifiétî -í(jos'  ̂ p\, ^st^sÍ6ft̂ ú̂̂ l̂ Qn0 hí/d̂  ̂iáPit&d y

Mdaé ó 'gmeSÚ (^Xí-í ..ziii .twisu-ji iioí'w;j'ííí ' '
M'- •'• 3¿ gii í,tnl. -,)U 3K;5¿ h  rjnua ó s 'iS ü w
i ■-:■ i? 5— ^ümouq'ü
titi^ m etjem  umpemfl^ q,üe-Jia4ianúdoMU3̂ t,^mútemiofr: enids-deccio.- 
nes;preeedeútesi,iDesptm sk han restkmda-mxsivemmte á iosj cuerpoŝ
las. prmédade^de que: se> les m i h  despt^&do qda ‘abserniacion^ dedes,, 
pemncia han nsobo cmiocet’iotms mmas., y sphm  detevmimdodas nmü
vhsxelaowrws:que:nmím>Íd:eaestÚs<i.á^ 
sfemptej de. iap f-claemmsudesiubiájtAsydnisárkihaepthhiám 
^a.^da.dékromm^^da^Q0 c a d ^ d ^ t^ ^  a ..... ..
se apoyadíd ^íUpMpw epl dá QlMekmdom<¡p: l̂ '0dkc^h.i ‘ĥ  ̂
aas jñpef\feecionádasi^B.drdq QwoiUestun^pimdmtim.estasdivdksm eién,-
amsíSBi emadenán mm.lhm tm mps^^y <quf-tieneman érigen c<h

ám dd,U ^ Q é:^ a na%um%.HEim>mimúid íí#*d9JCí»iípi^m4x)íiio%tok 
y der^Qv^onerhs -^^  ̂f^c^^ relaciones seiU&^m.

ŝahd jsonMe-
cmonMmtAm nwÉttjf-ií/ifffiiáa íiffr/íiic m̂ âs,'*¡

.<»; - í/ i { ,  -

ti'

\

para considerarla por el mé- 
anaíñtco. se únactñta î or dspo^arla d S ''d M W e stS ÍW fü m i^ ‘s;

.........■ 't tiem.da itfeattdklíme p^idnt>iestadded
se.woarO'4oaa¡:rei^ciopbdH‘d^^ dímipsipnesmdiene im id& dids,lum en

^^rifm ktm kai^vcsktóitim e mksdeHma dmmsionUm emd 
o la tdieáiak.UcwrmtuPa stípong necésprimiente ia/c6nsideracion dé '-

 ̂í  ̂  ̂  ̂̂ Tí y  ̂ fo /í»í-4>/(Jr̂ »íŜ  e/ .p 0̂

' superare es la estension considerada mikidPs .dU^psinmsdm sL -ed
« t f  »^tíS'|e3cáiB&ítr«ĉ 8iw♦ t̂ í̂ |̂,mkttás ü ék la ' idea

^^^úey^-dtvidermmfPidtm^d^ M o de t U 6
en solo dos partes i la primerd trdpa^e ld^'mmsiqn .e»im .plami y '

TOMO I. PARTE II, j  ^  ^
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ma$ de una irecta., fff pMffámiíirar*c«üní curvas se é&iéek̂ y ¿6mo se
ire en ia (fig. 7) ; porque para if desde A á B se pue4e ^Variar dé
dirección de cuantas maneras se pueda discurrir. De tddas las curr 
Vas AGB , ADB;^ AEB^ AFB | &c, será más curva la qué más se 
separe de la xecta AB ■ v- J ;  ; : r-
: se: Sigue qiieífo distancia enPre dos pumos
m d ir  ̂ ôr úna recta, par ser la  dnícá que -se puede tirar dé' su eá-

Oír. ^ J '
f

341 Puesto que la idea de direceioh  ̂la teaemos sin límites , te- 
Sultaique dada ana reeta , concebimos qae se faede prolongar J q̂ ue 
se puede acortar ̂  de madera qué l i  AB (íig. 8) la podremos concei. 
bir;prolqngadaí por uno de sus.Jados upa magnitud itaí eomo AD é 
B C , ó por ainWs y que se tfdpwisrcapor sejemplo , en D0 4 y 
también-la, podremos! cóngebir acortada por uno soloOe sus Jados 
convirtiéndose en AE o en BP 4 d por ambos , de modo qúe se cona 
-vierta en F E , y siempre quedará una linea recta.

342 También se infieré' de la idea de la línea recta , que una 
recta se puede fttpérpo»er (poneríó cólocar¡ encima) sobre otra reci
t a d e  manera que se ajusten ó confundan exactamente4 porque si 
fijamos dos.puntos; cualesquiera sobre un plano , podrémos cónec- 
;i>ir que por ellos pasan ambas 4 y  como tendrían en este casó dos 
puntos, comunes se confundirían 4 de donde resulta que si dos líneat 
son igúaiesly se coloca ia una sobre la otra, se ajustarán ó con̂ undî  
rán en todos sus puntos,
' '^Esto nos ' suministra ;úiedios¡ para resolver el siguiente pro
blema;;,-;'. ' • , ,
- {  J5uduí dos rectas hallar su) común medida, ó si no la tienea
hallar la relación aproximada de la una á la otra.
i í -Ĉ Reíi; y iJew Sean AB y CD 8 )̂ las dos rectas dadas: 

.COlóqnese la menor CD sobre la mayor ÁB tantas veces como se 
-pueda;,' y se bailará que está contenida, por ejemplo, dos veces 
.desde A hasta E  4; y  además qufeda la resta E B . d e  modo que se 
tendrá A B = aeD i-H E B . \

<Colóquese despues la resta E B  en la CD las veces que se pue
d a s e - h a l l a r á  que está contenida tres veces , quedando una res>- 
ta BT)4Jo que da eD===3 E B ;rf.F p .

i r -  ifPóngasé esta'segunda resta FD  sobre la primera EB la veces 
que sepuedaj  y se hallará que está contenida én ella una vez

por resta la GB , de modo, que será EB =  FD -+.G B. *

.' I ‘ I

• t •

^W^^P^mnte y pues des ella resulta la 
de h  cuKvatnra com  je^pe en m  memoria estespmiOi.

I
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'Jfea, segundaüF© ím & 

¡está 4©riteAidahi?)íactámeiiqe‘.cuatB9 ,%te.ces , ‘ se’ tendsá
■ ' -'-̂  í̂;.5íí'': ' i -  ■ '̂-'V.

ŝtátuyfeiKÍoiahQEa.este,fydOT f̂eFD,eíi «1 Resultará
4 G b V g B — $GB. '

uyentlo, estosíyiailocást^sEpíy ;1D eñi flf de.CD^ sâ  t«n- 
4t^a,tewic^|. X  ̂GB 5jGBM«^4GBi=a rsGBí ŷ' Îton»
endo en vez^de CD y EB subvalores en ei ‘Je AB , sera por.ult|-

se Yé -quetlaélutna'íésta'GB iesi la-eoinuiB medidas 46 
rectas a B 4  GD ;/y tx®ésílque:ÍdifiV comuH! iiifecdda está éon^fl»-

0U5M tas:d¿iscM f-tltl¡íl\ímii«» <l“ #
c = : < p̂î 0ce4 endaide 1 e§tev modo ,-no. se. Ikgase  ̂

rfista^que estuviese'fcónteáidí exfoiafiietóe envía anterior-, dichas dos
ÍíS s’m  S r ia r ,  . A ^  « ü á »  * "“ í^”

Fn esta caso Hará bállarlsui a-elácion aproximada.,>se vá^co-
’ r^staeeir laf.'aritec«dente;j;)ha’stai\que;isetBegue ;á! tu&á 

í-estar que cor. ;su t pequeñaámoléeip..ieda-^yái a^^ig^
S íl^ sK q u e ^ M q c o n te m d a . en.la âtiíecedeme

■ fe,4espr¿ciavsii.es muy! pequeña:, é  |unú , <se reppta a .oyo:.las yee s 
¿lie está contenida en la festaVánl^ióí-'} y su6tituyend.G..eátos val^  
íes:én las.restas ,aníe.cedsníe&set Uegar4 á  tener la .relaoon.aproxi-

•t>C -'■•-i.
•- 'y i\ ^ '5-  f* »

dacgotp.y «por
ideádb eí referir todas las líneas á una, que se elige a arbitnmy ste 

• ¿ p ite  dfento nutBer0ae:yecesñeitotra->&eá es.lo que forma

"““ " lílo ^ tr u c c io n i^ á s  sendl¿ídé «tóidscala^blá^iguiente’̂ : su- 
pongamos que sea. m (%V »i^t)ulamn¡dad.ide>medid^

^efóriiítodas las finpaS inseirep^tra diqz
ue A ha&ta P V luego «ei tómará Ja Bístancif ^ P  GY
t  fu llq « l.A ^ e  « « s  Imsu B

■ la.qirtocraidiwioo.se # «  í » , p ów iM d e?  “ fr

S a l i e s e  partes alícuotasV Y ^ d ie s e :d iv id ir . .s in  d<m »s,^

■ “ f  t a ^ S d e  T S  f de »4 n „ . l q « . . a  »  .bba.vab.i
' dividiríamos la ^Bistanoia.AGieAltres ;partes£ígttaies ,i

S S  '  ™  l“  dS.*i£ está 'e sca la r .:“ ■ e l  ayeaguar i S  ̂  R « «
. W « e  ,a w  .«.«a dad.»al. c ó «  la- naSS'patdd.. CTal

. - . r - X . -
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f
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%
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éónífe^e  ̂ ŷ Si® €íl'''tbtiía.f tii' ella. Un niímero GuaIquleía\de partes
Iguales j para lo cual se coloca una pierna del compás en la división 

ûe indim, lás decenas ŝéf éúlota en ia división quê eŝ
phs^d^síúVidudp W  lcí iiijta^ciíári4í ;̂)'Paráüque'  ̂sálga -tnas bonita
nm<úémúáU-> líneaíAB‘pse^ l̂iacb^ue í̂hayá ¡t

ve éiada^figur¿¿< H ví: n íu J ,  ̂ - . * yfe
*" /34Í ‘ -iEk\<Tebrfietna ó aieíieia; d&* la este^síon^sé divide cn eh^
m nm l y ̂ stélim, Geometria elemental es lâ  qne t̂̂  ̂ de las líneaá

^ ctas y d e  la eu^va que se-^Gonoee ĉon el»ñómbre:d£>eírc|in^r^^
de círrw/oí;; > j unííáttiénte' ̂ '€%n dâ s superficies.  ̂y\ e^erpós íque ■ de; i eilás
sé[ ©í^giaáiiíí^y ^^^meéríai;^ublimes^ó: tras  ̂ es"^^úei4jfqitt@
ír^ta de todo género de cüFV^ !;t ji&ritamebte.confiase sû
Cuerpos que dé'édas^ ¿íólas Oómblfiadás con̂  -rectas ŝé piiginah.

; Se da el nombre de circuniererieiar de ckéulo^á aina^/inea o í^
vareetiU' .................
tín punto

üa el nombre de circulo. T^á§ k'eitá-íqueídeéÜei elBCeníro 't'a 
faib̂ ái; te* dl-cütfereíHeia'3se dlainaN í:»Íte3j%ír^ías tréctas' QA j ;€E
CB &c. son radios j y como estas líneasí W dirámríao'cor^ 4 «

\  '
\

éentro ¿ *resuita
'raditii 'Aeiiifi civcúlb i6WHg\/talés'J' • ¡loo ohionirr:' ko ufn bao , ,, ,

 ̂ Éara’ÍTdritiátiíóá ld6a’*d6idGmb* sel^ufedee®rigínaííJa cireanfferénd
eiaM, ddiieetei«nos; * i^ne' uwa  ̂reeta; x M  taJ. como t>te i CD u ¡se

al-r^dédor de Im jjunto^fyo G 5 y c l '¿ i r o  estremo drá^^rá^n- 
do la eircunferencia DBEA. Para-dtazárk-, *serusa;Keh te mrádticá 
deJ instrumente) «fUo'íse conoce con* él¡itombreide cowí>flt'V^<iitíh„^

dar**ídna vuelta* cntépa te iatotra*5da^)lcual>^aíkrazan{iQ mñ^cireun» 
íerencia de círculo*(*)t r í k i  ¡ki\mQ:,

*̂ ^Tbda recta que , pasando'por d  centikpórmina.con sus dOs¿es- 
tiernos en la eircünferenéia, ■ se)'liamaidínf})étroí;nal» estla*)d])CE* v
cOteo da:^parté que baytessdé d  to é strm ^  ddídiiáraetró al centróles
un radio, y la que hay desde el otro tambientes un; radio,íresülta fiud 
î  iitámetro:se úompom ée--d<ir fadiós)&es igud al dúMo terl radiá y

\ 1' L. / j .* 4 > * * ' *• ' \ ;•< -  < i  r.

> V e  ,  ̂ ,

; p<̂ nemo5 aquí la descripción,dd compás^ forme, %ar,áinas,
m^verr,;con.unaipalnbira40hProfesor, queiíon.cuantas desmipcionú se 
Ííteícirsen. ampocofonaíMttiíla^

V

\
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« L o  todoii los rádios son ¡guales» résulta que Uiubm lo serán

diámtros. _  _  Gualquiew de la circunferencia q^e oo sea

tá circunferencia, A BliE  es un .a r^ v ^ ^ T  ¿l otro, se llaj
da recta que desde un estreino^ ,n  i la AFD v se llaiuájíecíia, s«e- 
«na cuerda del «lisiuo arco, ta q ^ radio BC, interceptada

n ¡d íír ,'S S t3ír s & . -««- *
S  A l X a d o  .»»p,e„d¡do 2»  * » « 5 Í M ¡ 5 p a í S  t :
esgaoib G pB A í y:ae llama ^

* C u i S r ( £  S n f e r í ^ L ^  cen^f° ,_se dice q ^

• •-  ̂ <ie tiainá coroitíí Ó ítáu-ío. , ; /v _ •
““ “° S " S , SS¿í..fl» «»■ «!»<'«

'  .'*w a»  ̂  °  l>« d= >»er los «dios ígua,
4  d ;.ig S * s o ,.l

t í ¿ o o „  ¿  do

;.,S^.s ;* >i ' » ' ”‘'7 r  *  “
í S r í ^  í  ¿ exactamente sobre la supe.

renda en dos partes i j V  vamos á denaosirar que si
X E ¥ v  parte del círculo A ^
se concibe I arte ÁBd ’í y habiéndose confundido qcaerá exactamente sobre la pane n.01^, 7

I„^r m s ! .> W  pÓ. »«» >l»i»- SOpóogmos ,»« c.e PO',™» « « ;
j r « l o r  ANÜ ;>en lesu caso tirando la n C ..

s



DE aEÓMBTBfA.
tsía «crá .Dn radio del círculo , y por consiguiente ieual con BC
radio también del misino circulo 5 pero N C es tpdo y BG parte en»- 
yat, Juego se verifica que la parte es igual al todo j y como  ̂esto ea 
DO absurdo, se dedupe que el supuesto que nos ba conducido á éL 
también es absurdo: luego no se puede suponer que caiga por mas

y que esté representada
por AMD j con lo cual tirando la M C , será un radio del círculo
y>por coi«igm m e igual con BCj y como esto también es un absurdo
ppr ser la MC parte y la BC todo, se deduce: que no puede caeip 
ppt mas al^o. Luego si no ppede caer niipor mas arriba,ui por niaa
abajo , se habrán confundido y serán iguales, q\ie era L, Q. D, D, ^

u^fi j ’°L que en el p l^ o donde
se.halla dicho círculo no hay ningún punto que diste del centro una
magfniud igual con el radio, que no Sea punto dé la cireúnferencia-
porque s r ^ s ié r a m o s  qué:iyi ó N fuésp unode estos puntos 3 ’
rando la CMBN , concluiríamos que CM—CB ó qué CN—GB ohíí 
spnabsurdos. —

■ {Esc. a," Aunque la demostración del teor. 3.®/« taO  nada deia'
que, desear en .punto á  generalidad, claridad y. exatótud^in 3nb2- 
go como en esta proposición estriban las demostraciones dé otras mu -
cbas;deílg.mayoti .importancia-, no sérá  ̂inoportuno i el demestÁrJa

. y  prubáí
..  ̂ '7 ■ f  "f desiguales , si d? la mayor se quita la mttad í
y  de lo que queda la mitadj y .:asi sucesivamente, se llegará á tener «« 
tm liado que serámnot ^ e  la. otra, cantidad-por pequeña quesea 

Para esto, fupmígámps quedas dos -cantidades desiguales estah
iC^esentadas, la m u y o i ip ó r . la ^  y j f  m e i i o S
la K  Coloqúese la línea K tantas veces sobre la línea indefinida
cpiiiG se mewsíte para qíie un múltiplo de ella tal cómo D É , séa*ma! 
y¡or que AB, y áí mismo tiempo sea el múltiplo mdvoi' más anrfrv?̂  

i  AB. Cividida I. DE ¿  la. pama D F i W .e E t e u a S  c S  
K, qqitese de., AB la mitád^H, y deJ residuo HB la rtiitad HL réDÍ¿ 
tieMPíestg las ifeceí qu  ̂se ñécesite para quéiJas partes de Ja ÁÍí cv»ar» 
« « a d a m a *  da^^M

oq^násénuJasrmitadeá ios résíduosHB OE -te'
rían desiguales, de manera que se tendría HB < O E ;  péro* si lo 
menor AB quito la mitad AH j y  de Ja mayor la cantidad DE 
solo será igual con la mitad, cuando DE se? duplo de K, y en todos 
los demas cásop, compsien^esteCseii meiiori éonSrfias razón quedarán

d^%úalcspy>^eráéHB>< EÉ }̂ s¡ ahora £tê éstaé pantid¿
s® quuauí^aSunitades li^feÉGy quedárán Jbé résidüos JiiB

. í  y ^®'̂ ®ddrá Ji¿Bq:¿GÉ5j pcróíBB éS lo que réájlíá di» 
a«uar a AB la mitad, y de lo que queda la mitad, y así sucesiva*

II 4W
J
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* - ina-s>tíamsíríg.ii¿ate eqn.%?s^^  ̂
'partes^iguaiés epp

¡̂ :;tnas demnar parta igoab coddt> la cualrSí t̂i^^

ndil'  ̂̂  np.gfi .

A; i: ?
. Í  s)- s&iénewntttó &i;wtt
de;.ito^p-áíla<<aitóiaíi raí,©';i nclfc^^

iidb;íse;iéücitteBtÉaflKS;P-}M©a‘el‘‘íjí'í'Pî
bl^dgulq á'lás 'doa-líneá í̂

* /* •  * ' - I ^ * V  • i -  J* V  ' '• *  i  S

* .•> \
•\

S  i  W i  .  *  ^
' r  . •’-V *r

n ili iáii\
Vértice I piCtc!
$e y^*ae.cuida( 
pp,e % a  ^ p i í O ñ u n e i e  e a  
■ l BAG ó ”

Í cstii. se éniincía nombrando Ik letra dei
etí un miscuQ, punt©;áe foruiañ-^fafies íám|alosp

' s ,nomíirand0í lasitws letras, ipero^ué Slem» 
ioda del vértiéeíjií^ así̂  el d®la (fig. ■ t'^) s®

| i ^ e b ¿ ^ r o l o n g a d a  la CA hasta D por qemplb » í^ n ^ -
Id 41  ̂ f ó r í n a r á  con la parte prolongada AD el aíigulo BAI^i

f i  S  dos íneStó» w  ^

°  ó  *eortenilasílín^«iA®)

4e ia  h m iü d ' :d e ^ ^ sM  de su mcknacion.
'■  ' -'■ ' ^ • -••-'es,.có[ao.to4asdas.démasí q a n tid ^

iplíéaoion ay» > dÍYÍsi<30‘f  5iS‘í 1 «hitó
¿ m B ^ f  áB^B <í vyi ie m ^ B ' aes> U  ̂ difia
rJXiV-aaíl# W k:/íu1 SÍ aíi.ítspaíí>,,â dl 4ól

son] r.^ta§j''el*'-á;ñ'gü3
eurvast iiíínffO 'éomO lps^Í'AE>,^ílA^í

¿ê \unâ l̂íiifeai iíeetoy^él ott^

'ii 
3iá

í  ■?*---  , j .

Id *
^Mri(

VM'tíiiik t aBi'f
í* • t .'' .  '  ̂ ^ .  ~ j f

éviv:.5 ;:ŷ n ^

iir.dns -rsatás

/ íWTmr.o!»(t esLíM̂viííovf.̂ .. imiUii}

nafecM ^i?? v .t-HíU-o ■.- ,.-
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.  Si el ángulo bac ( fig, 1 5) es igual con er BA C,' y se co-
loca ei uno sobte el otio, de manera qué el vértice a caiga sobre el 
vértice A  y. el lado ac sobre eJ lado AC, yainos á demostrar que 

caerá sobre AB¿ '  ̂  ̂ ,
Bem. Si esto no se verifica, Ja ah caerá, despues de hedía

superposiGioíi , por mas arriba de lá AB ó:por mas abajo. Supon-
,gamos que; caíga por mas arriba y que' esté representada por AN  
y  en este caso tendrémos que estará representado por N AG é
ŝerá igual eon é l : y eómp por el supuesta ¿>ííc = sB A G , será NAC== 

BAGí pero N A C ;^  todp y BAC parte su y a , lucga esta suposi
ción nos éondüce 4 decir que el-todo es:igual á su parteólo cual 
Siendo un absurdo y nos manifiesta que éí supuesto qué nos ha con--
dUGido á él también es absurdoy luega la áfc no puede caer ñor 
mas arriba de AB. ’ ^

.  Támpóco puede caer por mas abajo }, pí,rque s í supon que-
este .c^epresentada por AM ,, se tendrá M AG ^  y como, por el 
supuesto B A C =  bac , j c v í  M AC  =  BAC;, pero M A C es parte; BAG
es^todo^ luego esta hipótesis nos conduce á  que la parte es igual a l '
todo; lo cual siendo también absurdo, manifiesta que no puede
caer por inas abajó. Luego si no puede caer por mas aVriba ni
poi-rpas ab a j^  resulta qtíecaerá, encima ,  y  por lo mismo se coit. 
rundirán. L, Q  D. D.
^ Cor. De a q u f se deduce la proposición inversa, á saber , que ñ  
aos anguhí< son tales que, f u e m u  uno.sobrc:d otro ,  se confunden á
ajustan exa^amnte-,'^se :debe:inférir^q^ , ,

{. Esc: Gfaiídó enunciamos una  ̂píoposieiba de esta especie nd 
smas yue, recurrir á la idea que nos formamos de la igual*

o-desigualdad; pues para formar esta idea no tenemos mas me
dro eiue el dosuperponer la una cosa á la otra, yisi-se ajustan e-
xaetamente,; decimos que son iguales; y  st no, decimos q ue es ma
yor aquella que , despues dñ hecha la superposición, tiene aun
m  paité qüe la Otra hó puede ocapár.Ĵ ^̂

^  ®GI.(flgux6) cae sobre otra
AB Normanda losaos angutps- contigüós Ó adyacentes D C A , DCB
1' « y  bada nfio de estos ángulos se'.llama recto í y lé
L n ^  D C  se dice que es perpendicular i  U  AB i do manera que,
Se dice qne una linea cae perpen-diculamente sobre otra, cuando for-
ma con ella dos áridas iguales ,  Ú cuando cae Mtt inclinarse mas há  ̂
cta ufi'lado qUe.Jiacfa ofrô  \  \

f ig ü fo  tai como B A G ( fig, ty  ) menoríque-uno recto ,  ¿
“ sa lo  «1  eo ™  D E P .« a ,S , i ,

Guarnió una línea cae sobre Otra íonnando dos. ángulos desigua-»
XOMO í. PARTE ií. - ' -á

. \
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,o  tr ata d o  ELBaiENTAt
¿  sedlce <1» oUicu^mm s c b r ^ lh , » que W ' - _

.0 áe e lle ; ^asl la el

™ r b r a é “ f e e  “ou.p«»4ie»ie baj denemmdon .autb»l ,a,-

e udo como ai obtuso. : entre si'
3,0  Teor. Todos los 4»g» «> por

F sd2 Sea D G perpendicular a. AB (ng. io¡;j °  , jjf-, „pp„p-' ■ ' ® 1 c Uní -íníTuloS'DGA , DCB rectG$,iy. la HCj perpen
.consiguiente los dos angu^. , rectos: vatnos aítlrnla r̂ á EF que también formara los H trB ,,n u r rccw^

T ó m S í S t u a Í í o S a ^ k S ' ^ ^

’y  tendtónos q u e ^ A c i t i  7
érá lado m  caerá sobre CD ; jo rq u ecada sobre la C A ,  digo que ^
si esto no se verifica,,'el lado, 'p^éK áiferem

por, e U r u p u r -  coa

ggptÍ
A CD  =  DCB . , « > : « i  q " '  so Igual
ACD , sea Igual eon<^eido á é l ,  tamW sera
S j ‘ “ ' ! “p i 7 S S : ” d w k « f « s - « “ d h

y como
cuatr9

ACD  , y¿por:lo mismo.‘serán
chocon DCB^.por,loique:séraa
l í C B  y  EGH==HGF ,if6sulta

era l'- g ^ o s  )m P^ tm  Unea :M
3$i Te . AVMÍ-menos 'otra.no^^vden m s jn i mems^ue

á he^

y

,  í 5 í : 's « p o . ^ . u « » £ ¿ S f

ACD , DCB contignos que e o i^ l  ;:tmidrdmos que los doa
-  D m . Concíbase
ia g u l»  a c e  M

“  2 : ^  t « »  f  W  „a

^ í"** T ‘gulos rectos. y por consiguielHe ¿rr ai anuo u -dio- -

' t

D. D.

; .  ¿ . n  ¿ V \ o  '  **■

/
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3 0  De a^uí se deduce que íi w?ío ̂ ángulos ACD ó
es recPo , lo será igualrkente e/ oírq f  porquê  cutre los dos haa 

de equiváler á dos rectos.
2. ° Qué la linea gQ (fig. 19) es perpendicular á,AB y la AB 

también lo. .será á la CD* 1
Porque- el ser CD pérpendicular á AB, supone que AEG y 

CEB' sean ángulos rectos j y como de ser el AEG xecto , se dedu
cé que su contiguo ó adyacente AED también lo ha de ser, tendré- 
mos que lá AE cae sobre la CD, formando dos ángulos rectos, 
y por consiguiente iguales  ̂ luego (349) le será perpendicular. De 
ser recto el ángulo CEB, también se deduce que su. contiguo BED 
lo ha de ser, luego cuando dos lineas y que son perpendiculares 0ntr  ̂
si P se cortan (f) y forman cuatro ángulos rectos,. ,

3. ° (¿üQ todos los' ángulos/ACB , FCD , DCE , ECB, que se for^ 
man (ñg, 20) en un punto hácia un mismo lado de una linea AB y .va-̂  
kn juntos dos ángulos rectos j porque entre todos no podrán valer 
mas ni menos que los dos ACD, DGB qué valen dos rectos.

4«̂  ̂ Que todos los ánguhs (ñg, 21) AEM, MSN , NEC , CEKj 
KEB , BSQ , > DEP , PER , REA que se pueden formar, al re
dedor de uñ punto.E y no pueden valer mas m menos que los cuatra
rffctoí AEG, CEB , BED, DEA, ó 2 ir. ’

353 Esc. Se dice que ün ángulo es suplemento de otro, cuando 
es lo que le falta para componer dos ángulos rectos.j y a§í, cuan-

su com será

u-

(^) Se dice en general que dos lineas se cortan cuando , teniendo 
ikn punto cornun y cada una pasa al otro lado de la otra,

Mr, Itegendre llama complemento df un arco á lo que qü'eda res  ̂
tándole de un cuadrante ó asi, espresandq por A un arco 6 án- 
guio cualquiera p îr-r- 4  ss su complemento. Donde se ve que si eí án
gulo ó arco de que se trata es ’̂ payor 
negativo, ^

Mr, Leslie.llama ángulo reverso á la invertida divergencia de 
los dos Jados de un ángulo y ó J  lo que falta á dicho ángulo para 
componer cuatro ángulos rectos ; de manera que el ángulo reverso del 
AOD (fig, 24) es el agregado de los ángulos í)OB p BOC y COA, 
Despties en las notas ponCp. quCp en la definición del ángulo revers,óp 
le ha precedido el famoso matemático Stevin de Brugss , que floreció 
mI fln del si^lo 16,^^ y que le y es satisfactorio p aun en tan pequeña 
innovación p tener el apoyo de una autoridad tan altamente respetable. 

Despues en la Trigpnometria dice: ^̂ complemento de .un arco es su 
ecto para .llegar d valer un cuadrante  ̂ su suplemento es j u  de

fecto para una semicircunferencia y su espkmento es ím defecto pa
ra valer la circunferenciá entera.

\ *

X
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do una línéa -DC (fíg. i8) cae oblicúamente - sobré Otra-AB , forma 
con ella dos ángulos desiguales ACD , DCB que son , ei uno suplen 
mento del otro, Y se. dice de un ángulo que es complemento de o- 
tro , cqaddoíés lo- que le falta;ó- sobra para un ángulo recto; así, 
el ángulo ECb eá complemento de cada utio de les dos ACD y
-----del primero por esceso y del segundo por defecto. De don-

’ ’ - que los Ángulos que tienen un mismo suplemento son
lorque añadiéndoles el suplemento j equivaldrán á dos

>
.se

rectos o a « 
t

Pl\jĵ V4V --  . ' f .  / ^ ^3 y  Í05 que tengan un mismo complemento y solo serán
ios complementos: sean ambos por esceso ó por defecto. 

354' :Teor. Si dos lineas rectas tienen una parte común y coincidt-
rán en toda SU longititd  ̂ /  '

Bevh ?hxq\xQ/i m o  no se verificase, se empezaría en algún
parage á'Separar la una de la otrá̂  Supongamos en efecto (jue las 
dos'líneas ABD (ñg. ae) y ABE , tengan la parte común AB, y que 
empiecen á separarse en e  , convirtiéndose la prolongación de la 
primera -en CD , y la dé la segunda en CE, Concibamos sobre la 
CA úna: recta CK, que forme un ánguio ACK recto ,, y tendremos 
que.los KCE y KCD también deberán' ser rectos (35a) i luego se
rán ignalesds 5©); perp KCE es parte y KCD es todo, luego hemos 
llegado á tener que la parte es igual con el todo, lo cual , siendo 
iih absnrdo, manifiesta que el supuesto que nos ha conducidla el,
también lo es , y por lo mismo no sé puede suponer^que a ninguna 
distancia se separen; luego se confundirán en toda su longitud, 
que era L* Q. D, D,

3Í5 Si dos lineas titadas al estremo de otra^ forman con
ella dos ángulos que-juntos equivalgan á dos rectos ó á ■‘t i , dichas.
dos líneas no son mas que una sola y misma línea. -

Espl. Sean AC y BC (fig. 23) ¿ofe rectas tiradas al estremo C
de la CD , y que forman con ella dos ángulos ACD, DCE que jun
tos equivalen á dos rectos ó a n ; voy á demostrar que dichas dos 
liueaí AC y CB no forman sino ;una sola y misma Imea , o que la
CB esxla prolongación de da AC.

Dm. Si esto no se verifica la AC  ̂ _
arriba ó por mas abajo de la BC. S>̂ PWĝ mos quela 
de la AC sea la CE , y tendrémos (35i).ACD DCl
mo por el supuesto ACD-+-DCBe= ^ , sera ( mtr 
ACD H-DCEe= ACD-H DCB , que quitando el
ACD, quédará.DCE =  DCB; pero DCE es par
■ luego: tendríamos-que la parte era igual al todo; lo cual,^siendo 
ún absurdo , manifiesta que el supuesto que a el nos ha-conducido, 

' también es un absurdo , luego la AC; prolongada no puede caer
por mas arriba de la CB. ;

o por mas
ácion
\

== 9T 3 y co- 
axióm. 5.®') 
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Tampoco puede caer por mas abajo j porque si suponemos que 
dicha prolongación sea la CF , tendrémos (351) AGDh-  DCF 
y como por el supuesto ACD-h .DCB =  , será ACDh-  DCF z=
AGD -H-DCB^de donde quitando AGD, quedará DGF=:DGB, 
que también es absurdo, porque DCF es todo y DCB partej luego 
si la AC prolongada no_ puede caer por mas arriba , ni por mas Ut 
bajo que la GB , caerá encima, y por Jo mismo dichas líneas AG, 
CB no formarán sino únasela y misma línea. L. Q. D, D.

356 Teor. Si dos rectas se cortan  ̂ los ángulos que tienen sus 
vértices opuestos  ̂ que se llaman ángulos opuestos al vértice, son

Espl: Sean las dos rectas AB , CD (6g. 24)-que se corten en el 
punto O; voy á demostrar qne el ángulo AOD es igual con el COB̂  
y que el DOB es igual con el AÓC.

Dem. Si consideramos que la DG cae sobre la AB  ̂ tendrémos
(351) qué AOD DDB =  tt , y considerando que la BA cae so-. 
bre la DC , tendrémos COB BOD =  !ir  ̂ luego (ax. 5.̂ ) AQD-h-  
DGB =  COB H- BOD j y quitando el ángulo común DOB , queda
rá A0D=G10B4 y como del mismo tnodo se demostraría que 
DOB;::: AOC, resulta L. Q. D. D.

í  357  Teor> Si sobre un punto de una recta se forman dos aw- 
gulos iguales que tengan íwr vértices opuestos, las otras dos rectas 
que forman los otros lados  ̂ serán una sola y  misma réctâ

f  EspL Si'en el punto O de la recta AB (fig. 24 ) suponemos 
ĉ ue se íorman dos ángulos AOD, COB, cuyos vértices esten opu
estos y sean iguales, las oirás dos rectas DO, CO, que forman los 
lados de dichos ángulos , no será mas que una sola y misma recta.

> ^  Dem. Por el supuesto , se tiene AOD == GOB.,.y añadiendo á 
ambos ángulos el DOB, será AOD Hh DOB =  COB -4- DOB3 por 
ser AB una recta, se tiene (§.351) AOD^DOB=íír, luego (ax.5.®) 
GOB -4- DOB =7T, donde se ve que tenemos aquí dos líneas DO, 
GO tiradas al es tremo O de la BO, que forman con ella dos ángu
los  ̂ que juntos equivalen á dos rectos ó á : Juego (355) dichas 
dos líneas serán una sola y misma línea. L. Q. D. D.
; {  Esc. Esta proposición se puede generalizar mas, énundándolg 
del modo siguiente ;

Si cuatro rectas OÂ  OD, OB , OC que concurren m  un mismo 
punto O , están dispuestas de modo que los ángulos opuestos .al vértU 
ce (esto es, les qUe no tienen Jado común) iguales  ̂estas cuatro 
líneas formarán dos rectas.

-En efecto, sea AOC::=BOD y AOD^BOGj si sumamos estas dos 
ecuaciones, tendrémos AOC -4- AOD=BOD -4-BGC  ̂ pero k  suma 
dé los cuatrcT ángulos formados al rededor del punto O , es igual

/

♦  •
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s® > . /  'i . • lupp-o B O D -f-B O C  va!e dos
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a  T o f U o íá ríe m s”™  énionttat slnó en un soló

s C í : s ? d “ " e 5

“ t S i S
línea que vaya a para P  ̂ terminado por tres

fórmense les se dividen

,e™ t“  d s s t s - r »  C - -

S?Sé“ ^ S l £ ‘«Se:; .
S ) “  e T a lL ’ "  . ¿ e l  <l«e .lene sus „es lados desigu.Ies enme s . r  

tal como el ACB (fig. ^7)- „„ando tiene un ángulo recto , tal
r A C B '; f i r i V ) r e s  obtnsangulo , cuándo tiene un ángulo 

obtuso, c J O  el ACB ( g  decir Venando sus tres an

gulos'son .god o. , f „ ¿ S l e S ;  s e W .W ie .d ..S u i« .

^  t í o  Í  h ¿  caractetizado sus' lados con nombres
te s , y por 1 el lado AB ffig. 28) opuesto al ángulo recto, se

.p.r.loulares. A s t , el ia d o M

llama hipotenusii , y .■ mr.lprnente lados dsí ángulo rectô  ■

c u a t í  es isdsce-

?os . se. da e l nombre^ de b.se^al j f  ̂ ^^gioU latm eu.e á la

base ó ásu  prolongación d e s j e l á n g u ^

así,, las ^  por base
alturasq cuande en e t n a n ^  la (fig- ®B), si el

c l i í o ^  t  como base, el otro cateto BC sera

casos de la igualdad de ios mánenlüs son el fun
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DB, g eo m etr ía . 2 '̂
damento de todo lo que pertenece á la posición respectiva d€ las 
rectas, y por lo mismo conviene dar á conocer desde luego los 
tres mas esenciales: reservando para los escolios del (§ 376),'y 
para el apéndice, puesto al fin de la segunda parte de este tra
tado los otros diez casos de igualdad de triángulos, que he añadi
do en-esta tercera edición,

é  *

Primer caso. Teor. Dos triángulos son iguales  ̂ cuando tienen 
respectivamente sus tres lados iguales, :

EspL Sean los dos triángulos ABC , ahe (fig, 29), en los cua
les suponemos AB =  ab , AC =  ac' y BC =  be: vamos á demos
trar que sus tres ángulos también lo son  ̂ esto e s q u e  el án
gulo A = a ,  el ángulo B = : /7 , y el ángulo C =  c.
. r ‘Dem. Haciendo centro en A con un radio AC =  ac , trácese el 
arco TORj y haciend,0 centro en B con un^radio BC —  í?c , trácese el, 
ared op j hecha esta pequeña construcción, concíbase superpuesto 
todo el triángulo abe sobre el ABC, de mánera que el lado nb se ajus
te ó confunda con el lado A B , en lo cual no habrá dificultad (342)- 
por ser'AB =  ab j y  tendrémos que el pumo c estremo de ac =  AC 
caerá en algún punto (.-340 esc. del arco y por .ser be —  
B C e l  .estremo c del dado be c%er á también eii algún punto del ar-̂  
co op.f ,pero los dos lados ac j be tienen su' estréirfp íCñ el pim-̂  
to comup^j luego este punto será común á los aos áreos m n/  op/

rá su punto^de intersección j pero su punto de .intersección 
áe halla en C 3. punto donde se encuentran los Jados AC y BC del 
triángulo.ABC j duego eh;pu-nto.c., ;'estrem,q del Jado ac se habrá; 
eonfundidó :Conj estremo del AC^ y eomo el punto a. por cons
trucción .se ,b'abia confundido con' A ,  resulta (342) que tódo' el 
l^do ac se h^hrá confundido con. AC^. y por la' misma, razón el 
lado be se,habrá confundido con BC,, y habiéndose confundido sus 
tres lados ., s^ráa iguales j luegp, el ángulo en a se habrá confun
dido con el en A , pues el véftice se ha colocado Nsobre el vér
tice y  sus .lados ab,, ac se han-Confundido respectivamente co n Á B  ' 
AG 4 luego A =s q , y  del mismo modo se tendrá B~= b C  == c 

'q iie .efaL ;.Q . ;D. D;: .-V 6'■ '
-: E jc. i .*̂  Se debe advertir que los ángulos i 
en cada triángulo se oponen á los lados iguales,

.EsCi 2° Habiéndose confundido ó ajustado exactamente Jos dos
triángulos , resulta»que to^as laá líneas Jiomo/ogaí ó tiradas de un
mismo modo en , ambos , como son bases , alturas & c ., se habráij 
confundido, y serán por lo .mismo iguales. ' ,
: 3Ó0 Segundo casó. Teor. Dos triángulos son iguales y cuando 

tienen, dos lados iguales é igual el. ángulo comprendido,
\  Sean ABC . abe ,(fig. dos triángulos, .en que supone-

son los

* *1 K*
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mos queAB =  a&, AC =  ac, y que el ángulo en A = a le n a f
vamos á demostrar que dichos triángulos son iguales , o que con^
vienén êa todas las- deiiías cosas. _ i A

Dem. Pues que el ángulo en n es igual con el angulo en A,
podrémoŝ  concebir superpuesto todo el triangulo abe sobre el ABC,
de manera que el vértice a caiga sobre A , y los lados ob sobre
AB uc sobre AC Ahora por ser abe^ AB y partir estas lineas 
desde un mismo punto A , resultará que el punto b caera exac
tamente sobre B , y por la misma
t  Pevob V c, no solo son estremos de ab y de ac, sino q,ue 
lo son también del lado be ; luego también se han confundido los- 
estremo d e C ^  con los del lado BC j luego se:ha confum 
Sdo tS o  el lado be con el BG p y: habiéndose confundido
sus tres lados, se habrán confundido -sus tres angulos 
mas líneas homologas; luego serán iguales , que era L. U. u. > 

íó i Tercer casb. Teoiv Doí mángalos son.igaaksy cuando tte-
ladoimal á  un lado adyacente á dos ángulos tgmks.

eU  Seai íos dos ABC abe, en que suponemos ^

in te  respfcto de los ángulos A ,  B , porque estos se hallan emsus 
estfemos igual alub: voy ■ á demostrar >que' ptos triángulos con
vienen en todo lo demás , y. son por consiguienté-iguales, _

' J )em . Concíbase superpuesto todo el triángulo f

t  abl= AB ,  hecho esto , tend^mos^qué
por^áer .el ángulo en B =sb , y A = b , cl<ladobc)se.habra

j -4 rtrt Tío V el ác cúfi AG; luego SUS dos lados .ac, be ha-
S S e  eoím ido^ ‘p S .»  C, y por lo : «¡s<no to te  lá. parte drl mao- 
« lo  . í i  «  It̂ bráo ajaltado ó confoodidoptetmeoto con las d«i
ATtP • lueno serán iguales , que era. L. Qr D. D. j * •
^ ^  Esc, Este caso se podría generalizar; fidendo , que- dor ir**
^ ¿ í o s  sm-igitalesr cuando tienen ¿o*

miento ŝe completa la demostración de esta proposicion en el esco-

De aquí seóAeducé que eort ^

te» s“ “ :is»Q '" ‘- . . l o . norato oo diferoote partea.><■
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eokqtue si nos propoa^

otro , empleando la construCcioa díí' los  ̂ ^H cticatenos
• lo'isigui& tójsíí^^tñdW que'ató s¿á>él ;triángüfeoáM^
' quétamóis ‘fórai'ai; otío' ígm l): tiráremos üm lined AB iss á’bj ftacíeH- 
' do éentro en^A con m  radio AG igual con ac, tra%arémo:s el arco ínti- 
hacienda centro eh B , con un radio BC, igual ion be, 'trazaréfms ál 

1^0 arcó-opy por elyuiña de interseecioh G de istós dot ■ arcas, y-por
A, y^B y tt-rarérnós Idŝ  AG y 'BQy' las cúdles serán respéctiváinenie

con pe y  be. yj i ; i.y ri-y-; - 'xAi).
' '  ■ 'X-E'0'íWrámo’'seríá sr  sé hds"pidiestí'íbi^if üii ítriáííéidb*édíl
í|aeas dadas á arbitrio, pues en este caso,, si suponeaios ‘que fue
sen las Hy K , L  (íig. 30) i Ufaríamos üna línea AB que fuese igual 
éOn uná cUalqüiefa de ellas , tal como lá' lL 5 -y haciendo centro éli

AG =¿¿«v =  K , trazaríartos'dds
^rculM .CPG  -y GGG<V pürdos donde sé eneotiteeí»
est^s c^Cuios y pof t ó e s t f ^ d s  dé la 'A B  , rifaríamos las G A yG B
ó  lás AX7  y ' BG'j ̂ las cuales ndS’ darían dóa triángulos' con las cir- 
CUflsíáhcias pedidas. - / ■ ■ : ■ ■ ■ ■;

- hubiese de ser equilátero', se trazaría<JiBS ¿rí'fiS fifdl Yfíli .ig^gÍ5¿ , ; . ; > ^

tñedibs paU 
. ÜS0 de: los tres

'’dá ofrScé‘'ef^£ñed  ̂ ángulo i^uál ecfivotró Y
--  j -- ' partes iguales  ̂ domo yamos á; énse-

siguierítes
en

/

uiera de tín^mned^ f<MHar uk
I  '  '  ■ >  -  • ' > v  ..

...................... Í^g^í^''díáa-íyíy»b%dínea s
se q u i le  construir ei nueVo ángulo'quéífeága' sddférliCe eifa

f l .  4  y  ^

R̂ ei. y  D^m. Tírese de^de un punto cualquiera de laÍA B , una 
a á^un; plinto cualquiera de la AG , tal como la M N - y fórme 

se en a un triángulo igual co h ’ el :A M N , y por consiguiente
A -r^ ultará igual al érird jlp^ro en la prácuca se

con toas sencillez del ítiddid rSigúiénté í ’íiaCiéndo Céntró^én"^
un radio'cü^gUiera]4 rácéád üh: arcodádéftffiá3 ctíñA' -

TÍO/-V u ' A  > coñ eldmismo/fadió j se urazárá un ulx.^
PR O  hasta que encuentre a  lüsdádos dél áhgÜÍo GAB ; se tomará

;la distancia que hay-deWe ' q V  7 con éste radio , haciendo 
d én t^ en  p ,  se;rrazafa,uh'áidO  se unirá e l  piínlo de intéfi.

(Con di punto ia cual formáu
^ ‘ cdrr ia ub-Un árigülo i^b'i|u|| don el-CAB.' ^ r q u e  sidbnce^ 
bimos Jas perdas jm , P(V qüe por coriSffueccibn^ se; han tomado 

, los triángulos- AQB ¡ áfp  serán iguales, porque los tres
XO M O  I .  Í A R T E  I I .  , 4
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sf ibs ' f m  lados i ib serún: también sus tres dfigüloŝ  ̂ y por ló mis  ̂
mo el triángulo equilátero es también equiángulo, - :
-  .Ése,. lia igualdad denlos triángulos ABD , AD C , prueba al inis- 
itÓG tiempo que el ángulo BAD =s DAC y que BDA == C D A , de 
dotide se deducé. (349) qué estos ̂ díjs q iW o s Ŝdú r , y  porxoft^

deM^ k̂í t^ertíc '̂áé ir
c-eles al medio de su base es feief endicular á ‘Csta b̂use  ̂ divide á sd 
^"^ul<y'Q^éshb^en^ddS'^df^eí^t^áÍe}*'^.y^- '-■■■■ "■'■■■ ■ --■ ■ ' ■' .

3¿y ’Teor¿ ■ Én wn inisino triángulo ó triángulos iguales i  
gulas iguales'se opotién̂  lados iguales.  ̂ :
 ̂ .Esp¿/\Bu|i6ngááió's que en el triángulo B A C  (figí 33)1 sea el á u '’ 
'0 ABC==ACB.: voy á demostrar qué el lado^AGés al iado ABs 
!: Br^stás dados'md ¿ondgüálés^ ŝei^m désigdalés  ̂ y por lo

tósaió> uno de 'ellós-será maypr que el oító. Suponga qué “ 
sea el-mayor , y  tendréuios quo si se toma en él una parte BE 
A C  , y  se concibe tirada; la CE y se tendrá, que ios triángulos BEC^ 
A B C  tendrán el lado B C  común , el lado B E -=== 0 4  ;̂ ^̂ constrúc-

ún

aon , y  eC an EBC'íásACB pói?^el-supuésu> luego (a.^^caso)
sérán'jgüales f  pero esto es tín íibsurdioy p'orquéél BAG:es todo y 
él B£G éfi sU- parte'; luego el supuesto que' nos ha conducido á él̂  
l:arnbien es absurdo; y  coinó esté supuesto era el que los lados BA 
y  AG fuesen desiguales, se deduce que si no se puede suponer qué 
sean desiguales  ̂ resultará que serán iguales , que  ̂era L. Q, DV D.
' ■ 3d8 -"Tdor* prolonga uno de los iád'os de Un̂  triánguló y el 
d^^lb esterÁo^es^mic^or^que-óu  ̂ los dos iiiternos opúesioSé
, 'Eíp/í :Séa>él  ̂triáng ABGí(fig. 33) : voy á demóstrár que si 
se prolóhga Ünó dé ios lado,s BG , él ángulo A C D , que se llama 
(Piíárno por estar fuera dél triángulo , es mayor que cualquiera de 
ios -dos BAG , ABG opuestos á los lados que forman el esterno/ 
í - 15m.v:Para demOstralo respectó del BAG , que- es eijopuesto al 
ládó prolóngado y cOnéíbasé dii^ididá'iá AG en dos pártes í̂giiaies  ̂
y  que por B y por el médio E pase la BEF prolongada hasta que 
F E  sea igual con B E : Cóncíbansetunidos ios puntos-F y C por la 
rect4 F C , con lo cual tendrémos q u e , pues el punto F  se halla en
tré A C  y C D , el ángulo AGD debe ser siempre mayor que el ECF. 
Ahpra ,-como poF la construcción hecha AE =p: CE-, BE =  FE y él
ángulo A E B ^ C E F  (§ 356), el triángulo AE6 es igual con .el tri- 
SngulóECF^Séby^íluégc) los áílguios B A E , ECF opuestos á  los 
ládo^ iguálesí serán iguales^ y por coñsiguiente el ángulo ACD ma
yor qué E S ‘F  y ló será igüaimenfe mayor que BAÉ =; B A O ..

■ ■ Haciendo una construcción ánáioga en él lado BG ,̂ íendrétnos 
que er^ángulo BCK será mayor que el ABG , opuesto al lado. A C  
que hemos prolongado ahora j y como BCK J - i .

-1

/ •
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Q iTKATAtBQ.- EL^MKi^^At.
E ^ értlce ,.será;4 C D > P ) C 5 >Pgft

C ' t; ° Eues ^ue los ángulos A9B ^  ACD := «  (§ 311^

-  .rneuor,,^dai, ,fr

Cc,v'^2° Én 'uniríángulo ,qM? tieue^un dtigulo, p c ta ku riicm ^

ponenios que sea también _  rectoscon tra
3jdjacentes a unyJadq seW «v ^

CD; porÁ”  >■; *' * f /¿ ¿ g ™  f° “ lo r á n p la íc D O E » í‘*“ j lse„tendría ei triangulo, CRE^ . ^ ^  . cual ,;fS;.uti

a^H®<^dedMCS,que!k .fe»pi«Aei*^n

y  & í i ¿ p : S « c i a : 3-  t l S S .  ■
^ - ,e s , la  ,««í  Ac w«d je r f

7-̂  .. 7- lÁw oay noraue .Si$
W  Ü

^os que. )ia â ,dos ,
garlan rectos , y ppr 
por4we.ADK P^V. 
clt que las dos dlueas -

en l.a mwnf 
c.pino DC .,

:d,
\QS> 9

5 pero ,ê tO ;no.:
o

,á ia ;

V
” ■ CD d t'a Áy^caerá Mcia. eLán^Újag^dp^.V

t ó  ^yese A á c i a , el Ang»lo. obtuso;, el a

«na

í  -

• . .do ■ en ,el teorema.
a 3,69 ; Teor. A«i toda, íw
ángalp. > ; /
, :EsfL Sea. el trian
ái! el ládo.:. AG es -

* > . i
\ »- *#»

nq pQOrM, ser
’deApxdetnostíai

,■ .. ’/ . :U Í ■-: .'V ,
ífi , PPPWfi

(fig. 3 5) * voy f :
B C , el áii

■A i':,';! i . '•\-^usi gjj el lado mayor A G  -una
.  I3OT.;Tome^ ¿n ,e  ̂a , ^  tendremos -el tpan

B G , ^y(.ítirese la B D ,5 con 10  ̂ n  ̂ -  n >  A  ;por
que n o á '^ á  , l o s ^ n l ^ «  eo-

,„o ABC AS, .-.a,»-¡.e,™ A .  , A PKt¿ es-mayoír i|v»v, »«-5.̂ '̂ *' x r\ t\ t\ ' ■
en A v-d^ ue BAC-, que -
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fo im ;:  Tepf»; gni fad?.. ír¿4í)gtttejííuíW0 «t w f-
• !  / f  ^  A  • ' * /  w \  • . *V *, ■ '  i j  . . * - * ' * ' * ' '

• ^ r ; v \  .  I»■Sk%W T ' f  • « <  

.  < »  »

' V ' *\  ̂ *
r V . ii' i. " " i '2 *k  ̂ V.

•N. e i r X
. * ,  >  . Í  ? . i  . 4  .  .  1 / i  V .  • A d V* • >' .  '- J I  • f .  Í .  ; ^

. ' ,  Í  . X :  • i  .'* 1  * * '  >* *  .  A  Í  ,  k A  . • ^ ,  ,g,.
'fc

mEspl. Sea el triángulo BAC Yfig. 3«:): Y,9¿'-á.-
fi.,el ángulq A B G > , B A p  ,.s s  t e n M : Í l í  ' '

í^!»-,iSÁvestq no,se,ygfifiQa ,asgi-á AjG igu^O , r a e ^ ij^ é  
:A9 ^ e d f  .^ r ig te l cop B f o  ̂ gMqu^íea} e§i& casp jrc: 

que ABC =: B A C , contra el supuesto.; ^n^,pPCO;pu^.. sejfiip,enof̂ ^
p.ár.que. entoriles ■

i

ijue es también,. con^a,.ej ,s ii^ e sto i luegq:ii;A C > no ,pueB¿ ser
iírual ni menor nue RC : .aera frir^ncamí^nt#» rr*«̂ rr̂ »« ' T ' r\

(■  :§: 3d9) sería menpr .que el BÍiC,

« y  * »  * '  »1 !.  *' \ ^ 4

‘  . t / i  ' . . ^ 3  r ' o

T

• / '? (?í ;c??«far q»e
I '<;'.,-r,íx •‘i-fio ,

5 ^  >

i  t , J .

I

igual ni menor que BC ¿;ser4
Sil;,' T^Qr.. Jja:¡smna)4e,^of lados de

elter^Or , ' ^ ^ ^  ,á' ,rC';íhp\CU,
^ í M ?íhjSea  tfiap

C A >-BC.(,,, ÍMifira ;! V , í.i , . j...,.,  ̂ ... ,
,  ̂ ConjtrMcciqn,.paüendo-cen^ro.^^^ un^ ^ dipji^ aí ál¡:laf

do mayor B C , trácese el arco CD hasta que .encuentre;al ládo BA
¡y ítirpse la-DC gor. el ,p^tq;:deKjfl$e|^ecjU9P' a . j j ! 'e l '  

punto v-»..  ̂ . . .  ^

^  u a ^ l^ o
circulo j y;cp,nip. P,n un mismo wjangulo.á lados^ra rOponsa
^gW ós, iguales,; sepaun 91 triángulo, CB^:®! jáiigulá.bCBVí^^
r ? 'e l ^ g u j o ^  siendo parteÁ fi pC B i, será  q^e é l.'iv  itautT

% 4  9k#Pgqtog,esi fW^erYBqftT^OKPSWí IgieisWft
L A ,  opuesfq^ii angqlp 95»  íl4 J yP í§p u estg
al angulo naenor,;r  ̂ e^decic.^ que . t9neiJEios,p DA.
Ahora, SI a esms ^ntidades .ique^son BÁ?%qale5j,,ÍeS,^0adirom,una 
misma caníidadyAB,.tambi^ periqanecsr^mdesiguales, y por M Í  
ffifX endi|m o$C^ *^;AB ;^^AaHr;4 ?  i y , eqfflo?:D^;^.^iAB :;p.BI^
y  B P p B g  ,SS ?5gue,<B5c,G í^^,AB>:>  B C > ;M e ^ e r^ Ito Q A ? ^

> <^?frfi;Pf|a;proppsiapik.rg^ Mpe^^oimadas
np §e pu^ e fprma^ ?ie^p^e.un;;máoguiq^^ 'esl

.tp V ̂  iqdispep^able. que sTOa; de. dqs  ̂ c u a íe sq u ie rd e ' e la$’ « ea n 
m^ores qu^ la otra,. 4a á ponPcer qñ^ ^
ladqs, cucilejquiera dé un triángulo es siempre menor q̂ue el,texc.er- lad<y

y i  ^,- y  - f  ::ñ< -AlUb OtV- i) y ': '
- r. ; t 3X3-f.eqr.;^ f^4^̂  e^dc¡^Uyáentr^^^^
lo 5 se tiran lineas á los vértices
estas fincas será menor que la de los lados del triángulo ofuestos á ¡os
m gulos; y el' ángulo que ^ erá 'in m rw efiá n -
-̂ lulg qi^ jarmen di^os da4f^^^M:,.¿AA  s oU.Rvo«;v-ó, ..o il r ■/ 

suL Sea el trianffuIovARa/íio ,̂,3^^ ĵ4ig^^y  ' . \ • ’ !•*< '•> ¡ V  ¿  4

. J
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se tirán̂4  D ^ c fé p o ^ e t ó ó  , 
S a le s q u ie r a B ,C .  se tendrá BD

SftírMrd'én cf!>' ^-

liiíéás BD^
D C < AB

a an
AC, y que BDC*

i; : ?
dé las líneas j 

, se tendrá (§ 37 ')
A E v̂  É e >  BEí-^

-.̂ ni ííríos DG i y

v.*T*. sera

BD  ;^;EIG ó‘ por ser ^
+i :EC ■ > BD''Hh' 0 G .’ ■ - .

x»E-'= ATS ̂ -^Aí?'-ísí<BE‘<4-'ECíí .será con

- V por la misma ra«on el tn<
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“ « “ ¿ í
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374 Teor;. Si dss/ie. m  se tira.una recta y dij&rmtejs

curvas epie. s€0},cóncâ Ŝ-\ó: conpe^^h^q^ ¿ ia curva
eme ma$ se,acerqüe.á ía.recta¿seráda.M ? í , i , '
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metría y impresa, en .1 %20,. ?  ̂ ?« n h  » - -
nne,a;ú̂ aŝ >corí̂ jaue.fe pué^é/ti^r^^

'■'■ '.¿ J 'í i'-- ' v ‘: u  •'- - " ' I - ' '  ^ r -  i  o  ' -, -7? J:\-l- \ . ;  --:f •: V.-,. i • -V*-. - \liñea rectai - - •. .■ ■ > '’ r ■ ,.O U l i i i ; ^ . / S  r¡J -I é v e ‘7 -^  ‘ 7  i 0'í:jl

tas con
unjqtQSjVor mea,s.rzc^

pá/o algm nq teniendo l ím ^
.........  .................   ̂  ̂  ̂  ......... uno.at otropuntof : se, unen,  se ’pue
qttíeraj j .p o r  const^ttíéníeJa propo^icio^ef pipíen:j^em fn  <í¿i«í

cajo cj:unaJ?%a;t c^
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formase, y así sucesivamente f y como al paso que mengua este con-
tóó°POC <  PS 2 ‘í?r”“  “  '"'“ “ ‘m»* (3H) que el

375 Teor. Si dos lados de un triángulo son iguales á dos la~ 
dos de otro y el ángulo que forman es desigual en ambos, digo que el 
lado opuesto al mayor ángulo será mayor qué el que , en el otro trian.
guio y está opuesto al ángulo meñou

4 0 . tales que
•  ̂ ángulovBAC >- EDF ; voy á demostrarque ÜC >  ii'Eé

 ̂ <De»í. Goncibamos superpuesto-el triángulo DEF sobre el BAC
de manera que el lado DF se confunda con ACy y  tendrémos que* 
despues de hecha lá superposición , el triángulo DEF vendrá á te * 
ner la posición del AE'C , que deberá tener el lado DE' dentro del

" BAG, porque el ángulo.FDE es menor que BAC, Ahora
ocurrir aquí tres casos, á saber, que el punto E caiga fue^

ra del triangulo ABC como en E', que caiga sobre el lado BC co
mo en H, y que caiga dentro del triángulo como en K.

<1.'’ Supongamos que cae en E', y tendrémos fS ?7rV
E'G +  GC >  E'G y BG +  GA >  BA '

si sumamos ordenadamente estas desigualdades será ' 
E'G +  GG BG H-GA E'G-í-BA *

o lo que es lo mismo E'A-t-BC >  E'C-i-BA: 
y suprimiendo en ambos miembros E'A y BA que son iguales ooi- 
el apuesto de ser E'A =  DE :^BA , quedará BC >  E'C =  EF 
, < í. Si E cayese en H en ei mismo lado BC, se tendrá fax

BC>'HC==3 FE. /
<3-“ En fin, si el punto E cayese dentro tal como en K tea-
tamos (372) que AB-1- B O A K -l .  KC; ’

y quitando de ambos miembros AB y AK que son iguales ñor el su
puesto de ser DE =  AK =  AB, quedará BC >  KC = ; EF.

verdadera la.proposidon,
_ <oór. De aquí se deduce la inversa, á saber, que si dos lados 

de un triangulo son iguales á dos lados de otro, y el otro lado menor 
en eiuni^ue en el otro, el ángulo opuesto al menor , será menor que 
el otro. Porque si fuese igual, los lados opuestos serían iguales
contra el supuesto j SI fuese mayor, el lado del primero, lo sería*
también, que es contra el supuestp } luego si. no puede ser igual ni 
mayor , será menor,>

un punto fuera de una recta, se k  tira una 
perpendicular y diferentes oblicuas, se verifican tres cosas : i.» h  ver-

ÍZ J . !  7 ‘í  ^  i «Wicuas que disten
igualmute de la perpendicular serán iguales ¡ y la oblicua que mas
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52 separe de Id Perpendicular será la ^  f  ^  " u  con-
Espl. Si desde el puntQ A fuera de la FD  (figr'42),

tirada u^a f ¿ á  k  mas corti de todas 5 2.“
vM:; q u e 'distan igualmente de la perpendicu^

r S  lS S .^ Í r y  í" 1 1  ¿

ángS» «c» a
K ;S "« IS ln  í  A  P .r« „d .cu l.r
corta que la oblicua. X . i.*» Q v P v X  *.U11A »̂4 _  x .'D r '__HT7 tí̂ n̂rÍTP 3; que iQS tri 

ert R  w u  d

“  “ S“ '  1 “  '*

jSir 'la  luístao so le ópoudra mayor lado Cs?®) * ^

y '( S  5

3 _ . _  '

se p S l l í S ^ '^ l e s c u d m a ^ ^ s ^

' S f  A  ^ Q U ^ ^  ?rSng«í«« ^ctánguhtson. iguales  ̂cumda t í ^

. I S ió s tr a r  que B X s X F ,  y 1«
tos triangulo^ son -op#r^obre.eí ABGrd©

Biodo que m  se cual el lado EF^
los en \ y  ^ '^ ^ ¿ ° ^ ^ ^ S io r a v  si lp u n t ¿  F  no cae sobre el pun-;

to C ,  c a e r á  a  mas a la ^  línea D F esta-
qomo en H. po^ el supuesto P F  =  AG  , sev

S ^ f e a ^ e r p L l i e u l a r  debe ser m a s  larga. Como  ̂del mtsmq.
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riaiTios (jue no puede caer hácia la derecha en un 

puntó tal como H  ̂ queda demosttadó qüe caerá exactamente sobre 
G í luego se habrán confundido los tres ladoŜ  del triángulo D EF 
con los dél ABC  ̂ luego dichos triángulos son iguales, •

ongámos en 2v° lugar que A C ^ - D F  y el ángulp B A C =  
si colocamos el ttiánguio. D ÉF sobre el B A C j de modo que 

D F se confunda con AG, la D E  s r  habrá confundido (348) con A B f 
y corno, el punto F  se habrá confundido con G , sí la FE  no cayese 
e.xactámenle sobre la GBj se podrían tirar,desde F  dos pérpendicula- 
l̂ es á.AB j y siendo esto absurdo j resulta que FE  se habrá confun^ 
dido Con BC j y por lo mismo;: los triángulos serán xguaíeS>
•.oCpr,; 3*̂  i Que íi unr^U îo de una ^  dista igualmente
áe dosipMnAóSi dé la linea á que lú es y todos los/juntos de la pñinera 
tstarAu é igual./áis^  ̂ aquellos misiñoŝ  juntos ded~a segunda^

/ En efecto.) si fuese B (fig, 4a) el punto que distase igualmente 
d e E  y G , se verificaría la proposición} porque desde cualquier 
puntovÁo M  AĤ  ̂ qde se tirasen líneas ;á ;E y G ) serian
igualess(36o);los triángulos A B E ) . A BC ,viguaimente los MBE y

los HBE , HBG tambiea} luego se_ tendrá AE A C , M E 
MG y HE sts HGv Ahora j si suponemos que el punto A que se' 

iballa fuera de>la DE., diste igualmente de E y de tí ) será A E í^  
4 tí 5 y Como tienen un lado común AB los triángulos rectángulos 
ABE,> ABG.resultará (cor* antee.) que EB í=s BG: y Si por un pun- 
tp ícualquiera de tAB /^talícomo M y  se tiran,lasvME ) M tí serán í- 
gUaleS„<|)orjser hipotenusas.de loS triárigúloS EBMY. M Btí qué son 
igualesf^jfe)} y como lo mismo ; demostrariamCS de cualquier otro 
pTOioy resulta la proposiciom : / ' ^

Cor. 4*®̂ /puitto cualquiera G que esté: fuera de la
diCulaty dista desigtiahnente: de dichos dosq^untos E y G} porque GG

?4-
oU i  >

■ ê¿t

pone AB •>

Gi .. ?»♦
%r

MEí HH M G  .&í: g e .
Dos triángulos son iguales CuandoMeneu dos íados iguü-̂

Hen M ángulo b^uesto al mayor de eliós, - 
ABC 5 D EF (fig, 32*) doS triángulos en que se su* 

ED) A C iís D F  yACB “ D F E ) sabiéndose ademas que 
} digo ,que los dos triángulos A B C , ÉDF son iguales. ' 

Ser A B c^  ÁG , resulta (369) que el., ángulo ACB 
el ángulo ABG será por precisión agudo, pues que si

ACB es agudo Con maS ratón, lo será, el ABC que es menor que él} 
$i ACB fuese-recto) tí obtuso.} el ABC sería .(308 Cor* 2.°) por pre
cisión agudo }duego lá: AB. Será oblicua respecto de la BC , y por 
la .misma ratón tendrémoS que DE. Será oblicua respecto .de EFv 
A hora) los ángulos AGB , D FE que son iguales, no pueden méno$ 
'¿e .ser ag.udps) rectos tí-óbtusoSi. . .  , . ^ •>
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' Si lós suponémos agudos, tendríamos que las A C y DE serán 

también oblicuas respectó de las B G , EF , y concibiendo las '^er- 
pendiculares A P , D Q , caerán dentro de los triángulos A B C , D EF 
(3Ó8 cor. 6 ,°), y ios triángulos AGP , D F Q  serán iguales (376 
con 2.°) 5 pues son ambos rectángulos el uno en P y el otro en Q , 
tienen iguales las hipotenusas A C , D F , y ademas tienen iguales 
los ángulos agudos ACP , D Í Q  f luego AP =  D Q , y  PC 
Ahora , por ser A P =  D Q  , se, debe que los triángulos A P B , D Q i. 
rectángulos en P y en;Q , serán iguales (376 cor. 2.“) , pues qi^ 
ademas de ser rectángulos, tienen iguales las hipotenusas Á B , ED 
y los catetos A P , D Q . Lpego PB =  Q E i y sumando esta ecuación
con la P C  =  Q F será BG =  E F : y por copsiguiente teniendo por
el supuesto AB =  DE , ‘ A C =  DF.^ y por lo que acabamos dé de
mostrar BG == EF , resulta que los triángulos ABC;, D EF tienem 
iguales sus tres lados j luego en viftud de lo demostrado (359) se
rán iguales. - . ^
, Si los ángulos ACB , D FE fuesen rectos, entonces Id* triangu

los rectángulos A C B , D FE tendrían por el supuesto iguales las hi
potenusas AB , DE , y los catetos A C , D F j luego en viftud de lo
demostrado (376 eor. ¡?.°) serían iguales.' ' _ ;
- Si los ángulos A C B , D FE fuesen obtusos como enda (fig. 26=̂ ), 
Í¡as perpendiculares AP , D Q  , caerían fuera de los 'triángulos (368' 
cor. 6.°) y resultaría que siendo iguales por el súpuésto los ángu
los ACB j D FE , sus suplementos' AGP , D F Q  seráii también igua
les^ y los triángulos A CP , D F Q  rectángulos en P y en Q  , seráft 
iguales , (376 cor. 2;°) púes ademas t̂ienen :iguales las hipotenusa^' 
^ C , D F j de donde se infiere AP =  D Q , y CP =  FQ. De ser A P  
— D Q  j y de tener por el su puesto AB —  D E , resulta que los ■ trián
gulos ABP , DEQ rectángulGS en P y en Q serán iguales (376 cor.'. 
2.°) - y por lo mismo BP = E Q  ; restando'de esta ecuación la CP 
s= FQ  queda BG =  EF j y  como pOr el supuestoise tiéne AB =s 
DE , AC =  D F , resulta que los triángulos A B C , D EF tienen sus 

. tfes’lados iguales, y por consiguiente (359) serátl iguales. Luego
en todos los casos es verdadera la proposición., _  ̂ :

Esc. 2.® Dos triángulos son iguales cuando tienen dos lados 1*̂  
muaíes y el ángulo opuesto al menor de ellos  ̂ con tal qite en ambos 
triángulos sea de la misma especie el ángulo opuesto ál mayor lad(̂ ¡
esto es . aue en ambos sea ó agudo ú obtuso, ■ ' 1  ■ '

EspL Sean íos dos triángulos A B G , D EF 26* y 32 )̂5 ^  
los cuales suponemos que A B = ^ D E , A C :=  D F , ABG =  D EF, 
en los que sabemos ademas que AG <1 AB y D F < D E  y que los an-. 
culos AGB, D FE sonden ambos triángulos de una misma^specie, esf 
to es, son en ambos ó agudos como en la (fig. 32"̂ ) ó ea ambos cbtu**
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só6 como en la (fig. 26 j digo que son iguales los esprcsados trián
gulos ABC, DEF. .

Dem. Colóciuese el triángulo DBF sobre el A B C , de modo que 
DE se confunda con AB, y resultará (348) que el lado EF cae
rá sobre el BC. ; 'i ~

, Ahora, las circunstancias que se suponen conocidas , dan á en
tender qué las AC, DF no son perpendiculares á las BG, EF, pues , 
que si lo fuesen , los ángulos en C, y F  serian rectos, y los trián
gulos ABC, DBF serían iguales por lo demostrado (cor. 2.°). Luego 
si concebimos por A una perpendicular al lado opuesto BG, resulta
rá que piór ser DF =  AC y estar el punto D confundido con A, 

•DF ó se confundirá con AG ó caerá en ;Ac ( teor. amece- 
ié modo que PG := Pe. Mas si suponemos que caiga en Ap, 

tchdrémos ( fig. 32 *  ) que el ángulo AcB >  P será; obtuso , y el > 
ACP =  AcP, por la igualdad de los triángulos APC, APc (cor. 2.°),: 
será agudo j y  cómo por el supuesto se sabe que los ángulos DFE, 
ACB son de una misma especie, resulta que la DF no puede caer á 
díversoladq dé la perpendicular f  luego caerá del mismo lado y sé. 
confundirá D F cón' AG, Cayendo el puhto F  sobre G , y todo ella->i
do ÉF'se hábrá confundido con BG. Luego los dos triángulos seí 
habrán confundido y serán iguales qué era L. Q. D. D.

La misma conSéc'uéncia se saca respecto de la (fig. 26 4 pues
si suponemos que al hacer la supérposiéion, la D F no caiga sobre,ía- 
A G , sinoquCdomeda pbsicionyddAc, áíotro lado de la perpendi
culari' el ángüfe A CB>. Piséfía;obtusb, y  el-ángulo AcP que re^; 
pteséhfa al DFEi seria agudo, qyg es contra eUupuestb  ̂ luego no 
se puede suponer que la’ D F  caiga hácia diferente lado de la AG-
luego caerá encima;, y se confundirá con ella j luego los triángulos
D E F  y 'ABC se confundirán en un todo y serán iguales.

Bic. ^°: <l>os tríánguhs son iguales cuando tienen dos lados igua- 
h s4 -tgual^n*dngul,o opuesto á Uno de ellos, Con tal que el ángulo opues-> 
té  Mtíiro d é ié s  lados iguales sea de’ una misma especie en ambos trián~-

- , X 3*d) dos triángulos cualesquiera en
los que' suponemos A B = ; ah, BC —  bey A = -  a-, voy ádemostrar 
quej SI se sabe ademas, que los ángulos C, c son ambo| rectos, ambos 
agudos o, ambos obtusos, lóS íespresados triángulos son iguales;

D m . Superpóngase'el triángulo abe sobre el A B C , de modo;
; ah se confunda con AB , y  tendrémos qué , por ser «h rr: AB 

d  punto b se eonf.undirá exactamente con B j y  por ser el ángulo 
A  > el lado ac, caerá sobre el lado AC. Ahora , si'el puiuO e 

no cae prceisaniente sobfe C, caerá ó á SU izquierda como en D ó
á su derecha como en E. " , ’

y /

9
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■ que eS' contra
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suplecñcnto

. g.^ ^ ÍIA 3?ÁD0 ISLÉ&ÍISKTAt ^
' SusottgambS-qúé^ caiga ;£n.i;)vy.F«#éii>^^ que

■ estará representado por AÍÍD , siendo el ángulo c sea ■ P̂ _•
•C Y G son rectos ■, tiábríá dos perpendiculares BD j . BCî ^̂
B .á ia v A C , lo que us.itrrposible»;Sidos ángulos,e y ,G-,íue?en -ágP*-.
dos el A D B s s c  Sería 'agudo , y BDG supíemento : de AD B seri^ , 
dos, el AJJü  ̂ . ,, s  que eliáugdlo G ,  ,qqé eS

BDG v-iíós dapía; BG 5> B D ,Jpú .
=1 supuesto , qué 'éstige ,el que-, íBC » Bl). ,
t ' y  G fuesen obtusos ve l áDBiSerift igbtusq y e %

supiemenTO i>x̂ g ‘ sería ■ agudo p por do ique BC, seda iftenof ,<^e , 

d £ u ^ L ü  i  lU é ¿  en.mnguno dedos tres casos, de ser ángulos^
G  c rectosr.agudbs ú óbídsos,íSe piietieTyerificarrqdeíp punts,^, 
cáida báciadadiquierda-dé P , al superponefse los triángulos ,5, y, co-, 
too, «ti raeonatolento análogo, deduciríamós,qpe tar^ot» p u ^ .
r i í r  dicho p .n ,o i  l . .d e ,.c te  C f ,
■ qué v <iebÍendo cáê  ̂ Sobre.ia flábra
t'^con J S f y como.: /j- SCi

•  V , '  :  r  •  . ^ t T  T  v j  ' . /  -.-A

ó eljAdoofcC )S,e;

, habrií eqnfu 
ládós’ji se,."" 
serári i

t  . '4 r

:.K/ - hli

' V v - »

s-4Ucd^í®dga.ABes:iíp, ,A  
c Sobre d  ABG , de 

d que:, por sef 
te sóbre.B 5 ŷ  po? ser el 4 
Ahóra , si el. punto e no se.
d4i4 é este.tcotoQiCn. D ^  ;''
galó ábc estará rép

■ d, *'G A  •*

eoníB C ry tebié
iíos ;ldiángUiloSv;y

, que e rá :L . 'Qi D. D* ■ ,  ̂ , j  •

<doSján^m^^i d  dnp m  iM<| iígipt s í
T>in: ¡„u  ̂ -/firf . ó->íiS'\ ílnfi ,triángulpSí,ftirálcSf«Ad® S-®'.

=? .̂-4 dp:̂ ÍP'&í‘! ' "
,.̂  que,»b.se cpíduBdp^ ........ , .
cíb;, eÍíp>Í4;O i|í, caerá .éxaqcamen^í.

A  sa  », el lado de caeídiSobre AC,* 
__ toptip , e iéfá  iá c M á íM q u i^ ñ
Su .derecha centro;ed<E p y c f itóáto

caso el ángulo ACB seria menor qüe- ,pl BUA,, y j t i a y i q ^ f  ceGSÉ4 s 
S K  y  ADB como el BEA es presarían;, e l án gultofe

■ como ex^é el supuesto. Luego el punto ,
sobre el pupto G: en cuyo caso,¡toio el, lado Í7e.se.baí«'a eonfundido.
co aB G  1 y, habiéndóse confundido:. loSi:-.,,,̂  ,. _
con los def ABC , dstoS serániguales,,.quei;era;L, Q.)ip.Hp.w' ^

Jyf- ■ j'eo’c. Si üna rm a  íie»e do/|uwfóí 'gur, diííén;,igMabtónfe 4^1

h í g  A  h i y A -
6. A y M de la « «  a h , « « a  Igd»^^

*>-

y C ; esto es que AE ==s AG y HE
e \ .
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B C ó  <jue AE AC y M E =  MC: voy á demoátr^r que la AH  ea. 
iferpendieulai: en cualquiéraí dé estóacas’oa-á la FD./ ^
:  ̂*Í)eVn.; Supónganlos quelde los doa puntos, el uno esté mas arri
bâ  de* la FD  y él otro 'rnâ  abajo tales como A  y H, ó que,se ten
ga AE^feAG y^HE =  HCj lo cual nos dajrá que los triángulos AEH, 
AHQ aerad iguales (359)  ̂ pues adenías tienen común el lado AH,.̂  
La Agualdad de estos: tria él ángulo,: ÉAB =  BAG;
Megd lds, triáñgülos’EAE^ ABC serán iguaie#(^36b)j pues Uenén los 
ángulos EAB, B A C iguales , común el lado AB, édguales también: 
' - A E ^ A C 'p o r e l supuesto ^% éga los ángulos en B serán 

, y por consiguiente (-349) rectos j luego la AH  es perpen-

joñgatiio&í ahoí^^^que Uno -der ios-punlos táícomd B , se balíd 
m  lw Í'D , y  tendr^Qs  ̂quê  A F  &  AG iy BE BC • y' por lo; diis^

j *xju,^::seraniguaiesypues aaemas; tienen cd-¿
muíf^l lado: A B  ^̂ luégü d̂oá  ̂ángulos en B sérádiguales y  ̂ por c^t^ 
siguienté rectos 5 luegdla; AH será perpendicula

long^mos por idíixño que átñbos puptos se bailen á uíi mismoi
!̂  y  tépdréúibs suponiendo Á'V M  , que

• ...  - .....• — .................... 'iy  comáactémasnos: triángulos AME^  ̂AMC: 
tienen común el ladp AM j serán ípáles^ Csi^^^^^qué d á d í áiigu^ ■ 
lo EA M  í5¿¿í(?yvM4 ^ teniehdo los triááguloá AEB' ¿ AGB ígíialés los

en A  y los lados que los forman, A.E =;= A C  p of el supues-' 
tO^y AB por coitiun,  ̂ serán igualés(36b)A ln que hace que los án- 
'dtfcs énR-sean iguales y  pproonsrguiebte rectos 5 luegb la AH

b% éii(B^te;én EpDj'qtLeéra É. Q; "
2-Go^í.;bE)^áqui se deduce qué

Mene; un.^mta Qud^uie.ra de dos. A y; B de. l(íl^¿rAB¿ '
póx udoS. Ids fu n tú ¥ ^  ¿Zícíiá ffiitan igihl^

/

srtabieSé-otrq-pu^^ R con está éircuristáncíá ¿ podSíáyíüs^
t& áj^ or dlíy póié tí/ la  l)R¿ la-cual seríjá^pfefpéndíéuMr á t í

tauíMértéS^absufedoy
:Eubdadoá:ed'^él dltinío:̂  teofémápodétfosríeidM Ió¿ ¿uá^

tt-ó
%V
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i. J êsde wílpwníft A ^ e n í de^pjiftlméíi'^BG
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j ^  t^n^perpendÍQuhr d esta lm0 '̂^ -̂ Vi v í . w *
Res. Haciendo centro >en cl punto,4adó;A y con; w  -radio 

quiera, pero tal que corte á la línea dada; SÓ, ti;ác  ̂
arcos en n  Y Ej haciendo centro en estos ¡puntpSí.D y E, con; 'el fnisd 
mo ó con otro radio'cualquiera;, trácense por la. pártednfe^ 
dos arcos que se corten  ̂ y-por. el punuí.de, intfers^cifln^F^
p d h io 'd ad oA , se tirará la,AFvqup.sera.perpgndictilar^
: . Dem. > Poi-qup üene dos de, sus puntoséA y d¡’ á igual distancia 

3 7 9  ,P r o b i /  a.® P o r  45  ) j

vantaríe-ttWí» P^rpendícwían r ,  - ^
Res. Haciendo centro en el punto dado A, trácense dos arc^

/  «  «  1  •  •   ___ U  - 1  r f c i - 1  T \  T f  fc r _én»D V enE con un radio cualquiera; y, háciendo centro en p  y E
con

en Eí wu t J ^
radio a r t U r a r io ^ r o  n^orq^?|=AEi^ íra<^n dos^rcofr 

A ñor ü/• * 4 .  ; _ _ jl iî  .O
,«»uo U.U. tir¿Ua^ fA;que

í)em. Porque tiene dos. de sus puntos A  y F , por construc
ción á igual distancia de ios dos P  y E de la BC.

' 280 : Probl/3.A;;í)adn.M«a ( fig. A <5 ) > tiraHem<i !peri^
diCMÍar, esto esq:JiF¿ldê  upaJinea;queKÍe,^ca:p  ̂ >fif'
jar"'^u:e.,pase:po4 íniúguna,paM .̂,^  ̂ ;pir> ui;u 'C”

‘ i& . Batiendo centre en dos cualesquiera: de §us puntes , .tales 
como P  y'É ( figv4<5) > trápensedps ar^s por arriba qúc se cn-; 
cuentren eii F j haciendo centro en los niisinos puntos con él mis-
mo Ó̂ con diferente ra#Oj,cácense curos dos que sê crucê ^̂  ̂ Ggr
uniendo el punto F con el G,i resultarlla;EGf crpen#ulatí^^

•Penii Porque.fieíiA ^**d^ ;PUAtos i?  IX G-cqUidisíantes
p,-,y:„fe. ’ 1« , • ' í U . l  . r  *.=-v’

I I ' ;’i/ > l» i
üíiajinea, AB ( flg* 4^ i en dos,

I.
• > . /

/

jti.es. natjicuuu centro en sus cstremos A y B , se trazarán dos
arc ŝ nor ia parte de arriba y otros dps poirj^ p^te de ab^

ptotlSnMi, PGí dlyidjrí, 4 ,1a A8 .
e n  dos partesAguaies.ru,. ;í :>'!:íÍ;/ ‘í 'vA '" '- ' ' ' A '-'íí'

Prm. Porque la-FGj ttóiendq dos j?untps,:C^^
V B; será perpendicular á la AB, y teñdrA 37Át:or. 3^^ t<^^
s u s  puntcí á igual distanciái de A  que de B f-l»ego A B  =s HB,
que,-̂ era..L. Q. .P» 'H*; :.r: ■ ''u'- u s,» ’

/Ése. En la resolución de e?fos prpblerñ.af, hemes dicnO;q̂  
tos arcos se tracen unos por affiba y otros por abújo,, porque, para 
tirar cbn,mas exactitud la |íneaj conviene que disf^ lo mâ  cuc 
seA posible ios puntos por donde se ha de ¡ tirar. Pero si
se alguú obstáculo que impidiese el traiar áreos hacia uno de los

/
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DE CSOMEThÍa .
una uiisma parte ,-tales como en K 

(ng. 46 ) ,  y tirando pqr F  y K la linea F K , seria perpendicular,
por tener dos de sus puntps-E j.K  áiigual distancia de otros dos
de iá ABt V ■  ̂ „

\De -las ParalelaSé ■
-V J

382. Cuando dos lineaf .^e, hallan en unrmismp plano, solo 
puedersuceder ima> de dos  ̂cosas: se;:'encuentren > ó qi ê>no
se eiicuentr.eni: Cuahdd se encuentran, lo pueden: hacer .de ,dos' 
dos .’ ó siri inciinarsé .mas hacia un dado. queN hácía ^otro , que e? 
cuando ia una es perpendicúlár a^ia otra ¿ 6 iucUnáridosc niaŝ ,̂  
cia ua lado j c a c u y o  easo.;se dic.e queda una.cs respecto
de: la iQtra; Guando; np > se cncuenti^arií in.as ■ queisCi prplpnguen^
conio son las C D , AB (fig, 47) se liaman pardUlas^  ̂ de i}ianer|. 
que iineni iparp/rte sonv áqü0Uas:.que estando,;'en ĵmf mistno p/¿?no, 
ndúeVencufnP^an aun cuandox é̂ las fr(dms^e cmnto \ st quiera, ^No 
obstante , cuándo seí apiica é l ^cálcuto á. la posición dê  las Íínéas;,
se consideran á uil tiempo perpendiculares  ̂ oblicuas y paraleiaa>: 
en cuyo caso-entra eiií éLéáieulo Ja distancia.  ̂■ que se/encuentranf 

cuándo por el resültadp deben serupai’aleiasij-f^eíhaÚa 
chstanciá áv que ;sé éncuehtfáii-es: in®aiiá pordb^qüe'é'^ áuele de- 
cirííqüeiJíníní páraléths;:<y Hn0asx^ue ise encúen̂  [en et iñffniPô  Jíqí» 
una ^mma cosa. Con esta última 'espresxon se viene í  deciridp iriisr 
írip̂  que líneas qu^ n̂b se'. éñcueptran :)■  pueS' coñío  ̂ ja mas .Hegaráa
ai itririnitô i/resulta: quevjamás se eniáritraH^ v , A V

Guáadaüna linean corta . á do$ i paralelas, recibe e l nombre de 
S'éc-antér̂  éstá fortpa >cori; las jparáíeláspebp ángulos  ̂ cuátro dentro 

niiámaŝ  Daráielas ,;que^s.e díaatari. intiernós[̂  y . cuatro rfuera
que se

iñtérnoá'i
• 'V  •

n

n. estemos. Cuando sé comparan dos ángulps játérnps^ 
B^Í9: f e  lado de ,1a secante , uno ea

, se ííaman ángulos alternos tfiternos y tales fsí̂ ri î ^̂  
} y\ics‘!w -y 'pq¡ cuandp se comparan, dos. ángulos

■ p9fo-^ fe^m-istrib íadó de lá^ ŝecante , cornoÁlos\m, p ; y
se ' denriiiüriári'C5ri e i  solo npirib :de iutcrnoí j cuando 

sé^Gonipárari doá^áriguios eSterños fenlados porMlaá parálelas 
secaritev iuúp^ea-cíáda paralelá , p e fe tó c ia , difeented^^
cha seqahte, se d láfen  a/terrior estê rnós j tales son los fe ry los 
i  y í î eqáricjo se-Compáran dos ángulos esternbs.^üperolá -.ufí̂
mo lado de la secante, tales como fe y i  y  r , se denomíñaníi^A

eÛ tfPos í;:y hháteénté buatm^ Coñiparaa í y

uiiO' en a V, a' un liiismo secarit^iNirno:
tro y otro f u e r a ’se denomiñáu con el nombre áe^corr.ondientes^ 
‘ “ i - "  son los fe y p ,  los tn y s y los l  y q t  y los n "

6 ■ 'TOMO I. PARTE II,
‘tV/j

O

\

’t :
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lipeas son-̂ Ĵ'Ê
[SNTAS*ndicüíam á u m  tercera , soh

t  *.

_ , e o . (fig. 47)V perpen-
íl^ G H T e s is^ U n e tr^ o  se pueden encontraren ningún

es ‘atJSUrao-lsiS coi-. 3̂. ■). una linea
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:. 384," '.3^ór. nectas■ son tules que.  ̂ cortadas/^o$: otr<̂  , /or-
vian con ella ángulo  ̂ altemos internos ó alternos esternas, que sean
igualé  ̂y dichas rectas, serán pĵ r-al̂ ifas. . ' ^

ÉsfL  Sean.AB:, iCD (lig.i 47) dichas rectas y EF la secaater;
yoy á deinostrar ijwe; si n P Q: m c¡ yók, r.y,o l di
chas l̂íneás no: se eficaentran,^ y-porfío misino serán .paralelas 

Dem* ^upongaLno& j que 6,. m
1̂ 5 líneas AB , GB-no se podrán , encontrar ea un punto; K háciíi 
la. derecha’de FE^^porque entónc .̂s las ítfes Jíneas F E , C D , AB

t : l  '

i

» 1  ♦ ♦ '  ^  ^ •

interesaba íel situplificár esta teoría 5 yiesea yel medio de .conaiiar 
e l rigor y exactitud con .la sencíne?:. ̂  Al. tratar de disponer ei 
rigiiial para, la, segunda; inipresion:, hallé el medi.o, de simplificar 
algo dicha teoría i pero aun quedaba complicada: y : con motivo 
de corregir las pruebas de la digresión, como -no perdía Ae visti 
el objeto.de pei f̂eccióixar esta importauLe peoría, /me ocurrió: el mé
todo que. he puesto en el testo 5;yl aunque ya, estaba 'ládelantáda la 
impresión j no tube inconveniente eir inutiliz,ar algunos! pliegosripá -̂
rá presentarla del modo que lo he F̂ecb-p en éF testo. qUe es. el mas 
líerifecto deutodos^ &íás tanto coA el fin desque se ;CQhozca.,eF mé
todo que había elegido y epanto ;para que se corresppndan las cir 
ías que en la digresionase;refieren que estaba..ya im-
p^e^5|. pdí^tó; íáquí; estfiiimétodo /áiuirie dos párrafos con ios 
tnismps nufuéros dne'tenían;^ ca^sa'/he:,sefialaílo..iCon ;lC*-
trasidéspu'es de los iiuiiieros .algunos.párraí’os del testo,. u,.

;3,8í7.;  ̂ Tepr.;í5i.wttadínrk,iáB‘ ( F g .- 4 8 ^ ) ' perpendicular 
itm BDiCn B y ise- mueve \ á : h> largo dci ieUa permaneciendo )perpendi~ 
-̂ctdar y j:m ;Oíro. estrema :d. tra^érd^ma línea. AEQC jpxedendrdí̂ pkdasí. 

rsm/puntos''iguah de^ia rectaAprimltwaKBD ̂  y. ella
,m .a -recta*i:%^j  h  -  ■ K •iláí> - o

. r .
( \

i-nudI)em.^Pud3td que íodo^ilos puntps d e la AG están trazados por 
ci.e3tremo íA  de la .Jpérpen|Licular: AB y reáû ^̂  ̂ qtie , como, la dia- 

fiancia entré un, punto: y una línea séihidé.por la, perpendicular ti- 
-rada desde ;aquel puqto;á dicha línea > la AB  ̂seráda; qUe?;;midárlk 
distancia d l̂jLin puntp, cualquiera de k i AC>d la.JBD  ̂ luégA'todda
íIos^puntosidevk:^AíGdistan %uatoéntevdeíla BD. /
í<; ; para demostfar íque.iac AG es mnailíneá .rectá, concibamos tres

v îct t̂equiéra:>de S;Us;d̂ u;ptps: A4 É; r̂G^ îtales que las partes BF^ FH
que; intercepten t e  lárBDi ias-perpendiculares que desdeiéllos se bg- 
jeny/^sean iguales  ̂ y- tendrémp§^ tirando desdé é l  puntó de ;en ;tne- 
.dxo;% á Ips: otros dos. Aíy;GdQádínea«.-EAJ EG^, quersi éstas dü« 
r^tas no dornian uias;a'uemiia;spia/y. mitea^Iínea.,.dichos trés/punr

s

^  mIJ ,  »

\
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^  t r a t a d o  E t E M E N T A I i

tó m a ríM ; Ufttítríáttgalo en el cual. po;| ser t T ^ £ d s Z

nnestos \  q u e  es^absurdo , pues debe ser siempre" mayor (36b). 
^ Tambdcó^se pueden eneotítrar ^ácia la izquierda en un pupto lal

triármn^^ ésv el cu a l, mor ŝeEv n =? p :O w =  q 1 el ángulo estenio
S i d a u n o  n de los internos opuestoa.^^ia^gtie es absurdo^

b á d ^ k  izcjUierda de E F 3; luego.S9n.paralei^^ iv Q- D. ü .
* * • * ' ' '  *____• ' - ------------- -

tos-estarák en línea recta; Para .que l^u doéi lmeas ,EA

W S  los i g u l o s  .EEAq E E G i . p o ^ e .  sx se  ̂

la tagura P°í . .4.8 \ - pues los ángulosneP B y H
r.se confundirá con . HG ( s  AOcaerá sôi i i i l  s e  A J Ü i U U W M i i A  y  ̂ + A  c n k

C  S ?  ¿ s r i i s ^  ¿ G ^ e d l d n ^ . . í » n .
S & «  Í0?14-»4! .to | k

:q u e is e > c O n íu P d a 4 ^ x p e r o ' s X p ü t < í í id ^ t t c c o im o ^ .4 a .  ^ v ^ ^

^iou'lares‘á laS oB d"-gHi," tendremos, losituanguIos Eu^vEg^^
« A »  y . E f e

. S , % « d f c ( s 4s í » « í ’’T ' ‘ l í  • A B Í f "  -dblüca^sobre la, EFH Gg S:de»mpcip; qde. la.« a B  ̂s e
i'zs":*í -

: V
xl \

■ la^l'dSto « S  ifc,:4»6ui».
eóíF íiG ?  V caveadQ  ̂E . 1 i '

•f" %

éaSrá.POt#mdido coniEspbludgo eFanguloiEaB-sediabra..eontufl_
% ^

Gqtí)€l

u K i á  Ptt?kd;;suppnesked agudo,

sola; qr imisnaai.línea:i:;iuegoilos;,tres.pumos A , E  í . G^es-
'  n i e á a d r i k l n i s m o d e m o k ^ ^ ^

jjláffidí

«■ taaíene
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A

tbŝ  al véríice n y p /6. y: ^ seráa igua perQ estos soq 
nos internos , luego por iía pr^ era , parte; d teoreuaa, dic
nAQCi cr̂ n . tSra I o Í» v:» »i r  T. .-aVO ~TíS T\

----------------------- -----  ^  . * M r  - J / . A 4 .  L V  .  V * V *  M . X W 4 4 a O

n^asi son paralelas jt cjue era îL.-^A Qé JÍ).î ü̂  í v S :
T̂î 0rl 'Si ¿kr: íiñeasACm^OfdqixM

s;uponein:osr;fe:=p.p -j;Ĉ
opuestos al-s2éi’táee a n t e r i o r ‘------
serán

rA.>>

t : <: • ̂ V r ̂,* i  ’  ,
v i   ̂ í  -, / \

son reetoé ;̂-

as. i  J  ^  !

• ;7Z|Û ?Q;pr ,
i'.,--./, exnó'j f"  í  I

. 1 
á

''iiCd̂ .̂ ;̂2i*"^Talnbienls^anfiere/q4I^^en;^e^^ate<íoííá^v  ̂ /<?í
y BJD 5  !̂ ô /i¿yx íínzí̂ tífi-

• \

1 .

f .

L-v¿.i3 .porqaieí'ái 
ifeiMi^óíjibiíí^de ■ disEgî .deqia? |5̂ íána;^nlagmt^í^
BA y se:, tendrá .bajando. ; Íá

á^iaéíies-^bsurto^-pínesrla^^malí.. s

6 m F

\* *

|a . otra es parte;

W0Pd^^M'y

y¿^^í t ó  t r e í ^ ^ p u p t o s i p o 
dremos concebir por los estreñios: IJ^oItwaJínea, que Ío sea  ̂ c  ̂
J©i x:naíntend tornos ̂ qtne.̂ el̂  purito si ^  ea Ía;I)jK se,' 
4 íma3̂ xkrr.i:ba<énna¡^^b^p,6o a 03.b̂  y ■

' _ í>la>íp^rpi^djcu%^DQ^^
%:'^á$t3 î̂ ê K̂ :á̂ ,̂]̂ ®JAod plinto

f .

p r

iestCjc ra
fí3Bf!;)íainíá.̂ ír̂ 0ta:íCí®K i::^perqVeomp:^^  ̂ ¿puiuosjno' se puede 
Mií êr:^pasari $inq una^xsok' r̂e(tte [̂ia;<J)K,: coincidirá con, la, que se

tfe^qMi|istpñce'-'por-,}^dasi:i$p^ f̂S^_ des/:%b:^
v, r̂.. ,̂win.,no.. ■ êsd.C.ios. puntos de ' . í >nJcr
B ^̂v V1\:,V 5;; »',rTser-ij y entre

i  , •
er

yta-redimido probar puerekpanto E se. híiiía en lâ
T , '. . V T B  A  ^  . J  _  > t  \  k • -  j  . >  ' . '*' •* s  , t

: y todo estará
: -____•'*> . • , S'

* “ t \ i  .v-í lu. -̂> OL .  I $1 no, .se oi  i  l  2 -en.
línea j estarárómasí arriba végflias.oaí>ajg:oSU’ponĝ ^̂  ̂ ¿üe se ilá-

V.
k . J
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.... pbdrét^os titar
jttna.>par^l^ 4  wa îtie^olK®  ̂ unspiimtQ.^da4cÉ'€Í tU
rja^dp p<)íídácíÍPíipiiíatajttíi XDF^;iyiíorh¿ijdo^é^
Ci jua ángulo « :?=^coaisílní?üferes|)ándie^t¿  ̂ !6 c^ ^  inter
no ó, un.ráíiĝ ^̂  ̂ s :;^CQa¡fi O wmS alterria esternoi li, ó que 
sea i^upl^m^nto.de  ̂ alguno vidfí los o^si^pleinente' iiit(erp©s 6^"“ “" 
coino; ppr^lgfljplo^ha^^ n q $ ae n  ■̂’

^C âñátt v̂ t̂ í aeíoj parahlMy'se
I.® que los ángulos alteraos internoé^Á(^ î^áales

,ÍJeOT;kPoOGÍ^Sf,4ividití3i l0.:A^ eij 4 ss, partes •iguales en E' v
1 ^  • ________  ^ . _  _ ! •  _ T T V T .* >  /  ■ I  *  . ' — « i  /

U . V̂ »•

* ^  * ~  ~ ~  '  f  * • ~  *¿ ^ '  i  “  * « 7 ^ ^  >. .t  j * '  —»  •  ^ í * ' A W m  W X A  '  * j

levántese la íperpgndícpí^rrEEijínnanse- los puntos A  y íB  éón el 
P  por medio de :4a^: PÁ4 y- téndrétnoSiAqué; loŝ  ttiángulés

' A^jgPSÉl-seráittigttSlGS eousiguientó el>án^ullj^
o ~  % ,  - s : : z t , y  A P '^ P B ¿ ; ppegct; si de losj ángüíóS ig n á le s P A E
PB O  -̂S!ef;ql í̂an1 le í  iguales, ’ .ifeííierán 
Iguales ̂ .ry; ¿piufticísíitriáOgHlof p Á P tj P B a :, adeiriasv de estos án¿
,giilos , ■ tienen también iguales los lados, ^ue ]os-;fbniian= ,̂i CAf=t
.JWjpAtKel sppüesiO'iy i4P  ?5?PB pór;Íbía;cábddo¿deídemosíiíat¿ísérá

^::i,y^daránr«:te4l«;;y*v:^

,dénipátránéi«osrt:qnéá  ̂ áugulo ,« = C F E , del mismo. modó:<jué db 
 ̂ j^ostídaiosíí^e, erifgiiáÉtgUÍO:,m=sé5k‘peJM^«ljéngulo3CFE 

;to., luego íít,tantbienrsserí-íeetOv y^;]^ • eónsiguiehté su igual '.mt 
luego la CD.iesrpeppendiculár:ái,las/^p),íynai>.l-,;v: v , i
w T eof. :Si dosíT^ótas 4 B,i Cí>)$:i^ :̂2} formemá  unmism

internéis
>

i jrecíaij
ûe juntos 

‘Suflcienteî

iííoi 4js lUna-tercerá' 4G  - áos áng
W^Oíí;

menu psp encontrarán, : >
q\xñ. w o  yJen IÓ6; ángulosí. tal- como;=CAB sea

iera ídc l̂a^GD M ése  nna perpe^
------------------ «áéia la parte dél

ángulo. ̂ agudo':ACA(3b8, có  ̂ tómese eii k  CA , la "Urte FTT Ü:--,r'Tit >vTVTO_r̂ T> 0.« _ 7 /  ̂ í lcüa .

Ift , w  wpoiig,
P '

mstrp í
á

C:.l

C A  jtals eotíity la P E   ̂da eualsséáerá báéia

cotilo N ,
, -íuu, .. • • s

jí QP X&O5 hasta '’̂ íUeiunó dei los puntos tál 
poE í mas, ábájo del puát o/ ' comoi  s aquí 'en  ̂N-,

-ít í *• '• ^ ̂m-\ nm 'azfimtúd^^^^uei ■ %im̂ áe %, pmté' i

í #  ser m ayor q u e  i a  € : 4  y  cu án to  ¡más -qm - i u  comtrueeion d e ja  t  áñá^' 
j m  el que ta F R  com en la G^^um'parte tqn grande cpmo se quiera^

X  .
— X

'  :) ' ;
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estetnosn

^ ŷi5ÍinaltneiítéV-y 'qíteír y  Id̂ í̂nismó
fí-ieS':5:Upiementcí.de, ■ % í ..

f* ••<• •

• f e
' • - k ifc - íK Í» .y.Tpiiiese umbieh enila G lj pia-rté FK 

GlCíí Scc,ti,de manera jque se tengan;' ék tant;as' partes - éoiiió - éñ
el'púntdíL éon et; ^:-

m ^ ifed e  Uneásqde:se'diróldnfi^4:á miiiiitoinirarrFi^^FE*’!
4̂:& í-6 fe[..v. vi.---v\|'-: <»

K vii,pxS?;
COhStíUGcÍQñ̂  ̂

op.uestosf^ái ívcríicé íi

són ■

;1 en̂  Éj^p ¿vesr^ ■\
ij.seíáícectaj

l en !•> son q
pór-CóñStruGéiofft

^ »ijs^aireeíp/: h
Itímií î'da-'razop j'
’el.', ángnlo ea; B  erá Tecto: y  cq

■ i:Or
(rhfs!íl|y^cfo§inío

y',

'gulo' Qí^rl  ̂diiego^ ia AR î^^-prolongada süíiciéMtontC^, vUegaTp'a 
f í . .  u 1̂ ;i ltófirat4 a^ -̂encoutrar â'I

CD: antes-dedlegar esta á H. ■■'■'■' ' .-vy virs;íro;ja:\K.
,qüé fíírigüdo 'd e  te^añgütós’íéeáí f̂ge®:), si

no Qtie /\-DM ^ y  H:¡̂ 0''̂ ta'iíî ieh'-agEid'o* u 0̂

í í^ o s  ;yy fos ABftívDBÉ'SOá iguileS=>áí̂ dOŝ  reéttó^^
A B B '^ íD B F  ■ f‘'^de>'ddftdéi,‘̂ t d t o

]da BAU'<-^I)B'1í!í¿ .Fórmese ^n A  pód îá̂ -réaiá̂  ̂* ' " ....
'j¿sEBD , yytendr¿mosftque da Á F étetá p 

^  '^ estp  q p eE a ^ e  ío i^  '

‘ Bájesê t̂̂  ̂ desde; A ■ i:
064 por  ̂íó,®

ivt:;

.con * -
\  í  « - • .  * , .  >

•. . •j v -.

dóí
que ^i i, mayor

i serán
queeaerá

, y formará Con la
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i el púntóli.,- m e d i o p a r t e ^  CO 'de la F I inC
: perpendicular á una

de las dos Parálelas ĵ  Ja-cuai taitibien’á lâ  (383«)
y por lo rnismo los aos tnárigiiiosrGLO, C tH  serán rectángulos

y cómo -iiO 4= I-C por cónstrucciofl y. los ángulos.en
J^^sm%UaÍés -por éípuest^  ̂ ^^rríce, dichos #iángtrlós '(
2.° ) serán iguales j y por lo mismo los ángulos en ?» y n ^eráíí 

j :y cd&iO los p y^^ feoií suplementos de estos-, serán tain- 
dguales1( 3f3 ), que era.L. Q_. D. D. T  ̂ ^

w _ 2 _ > 1? ^ ___ »

i* ^ \  0 ^ ^ *  4,

líiistnó
Sé lie-

utí ángulo G A F  recto j porque si se,supone que' séaJ 
recta) AGiforíhífá- eoá las A P ', BD-háeza un tnisiiio lado y
gulos internos Uno recto A G D  y  otro‘ agudo G A F y por
en virtud de lo que acabamos de demostrar, las dos líneas
garán á encontrár prolongadas hacia F íy Dj lo qúe es ab¡ 
tenemos deuióstrado que son paralelas; Si se süp'usiesé qué a jA f  era 
obtuso,'el GAH,sería agudo , yvpor la misma razón-sé llegarían 
á eneontrár prolongadas hacia la izqüidrda de laiAG,- lo que tam-i 
bien es tabstirdoq lüégo pafa' ño Caeren ningún absiírdo;, es indis
pensable que G Á F sea recto j luego su parte G AC será agudo. Y  
por cuanto la A G  forma con las A C , GD un ángulo reCto AGD  y 
otro agudo GACj concurriránj prolongándolas suficientemente, há-
cia la derecha-de la A G  , que era L, (J. D. D /  —
- 393' ; BíC. Guando doslíneas tienen la; pissidion qUe - AG, BD en 

ía (hg- S3)j se dice que convergen hicia. el parage-por donde se van
y y  qdc di-vírgéí» hácia el opuesto^ en cu

ya caso se llaman dichas líneas conxjtfrgefífé'í ó divergentes  ̂ SQgdu: 
sea el parage por donde se consideren.

393 Teor, Guando una secante corta á dos paralelas y se veri-̂  
ftca I.® qi^ los ángulos internos juntos equivalen á dos rectos y y por 
consiguiente el m o es suplernem del otro  ̂ 2,® ^ue lo mismo se ve
rifica en los- esternó¡s y que los álterñbs internos son iguales y 
qm también lo son ios altéraos estemos ¡ y ^^9 que también son igua
les los dngnlos correspondientés. V ■

EsfL  áean AB,CD:(fíg. 54) las paralelas, y  EF la secante: voy* 
4 demostrar 1.0 que -f-Q  y  por lo mismo:
M  es supletnénto de p y y  N  de 2.®-que T  S O : ^  ■
p o r lo que Fserá saplem^^  ̂ de T  yíB-de 3,  ̂ que M  =  0  v 
P - N $  '4® q iíe T & O y v S ^ l^ iy  5.® S - ^ P , U — Oy Q ^ T
y N ^  I. ^

dos rectos, (351), y también P
lO M O  I. PA H .X E  I I .

lo i .°  q u e M - t - N = v r  ó
<2 =  por lo que sumando, tén-

7 '
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\
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¿ Goiiio 7ñ)z=z r y-ni=5?}f cP9r.íOpue§tosr,a.l,vérti y w n
poT* lo que acabamos de; demostrar j 5ei> á,rÁ i  r f
tíío modo manifestariamos que j! resulta. L. 2.; i (¿. -.L)' U'

3  ̂ Ei ángulo m== r por opuestos al vertice,  ̂ y el 71? =  « por
alternos internos^ luego (introd. y como dei tms-
ipo, modo d e i u o ^ h r i a m o s ^ q ^ e r e s u l t a  E.

'̂' 4 ^ ':  Siensio^m.-*- f  ==:C,: resulta seri Mi —  , - «e. "len-
drá' n H- p =  tt , y ppr io misíuo n es suplemeuto de p j y  como

dretnos Jyi H- N -^.1» Ahora , si la, suma M ^ ; P  fuese
menor gueí̂ TT Ó dÓsijectos;: 1m ^ fiás A B y  CI>se enfi^tranan (S91) 
á la derecha d e í l F , lo que _es,absurdo:,: pues por, e l ;supuesw son

■ alelas y si M suma íuese,mayor qucj w. o : dos rectos, N
H- Q  sería menor que;^ ó dps'rectos , y  las AB,CI) se eneontraiian
(39^ hácia la izquierda deiBE , lo que, también es
í;ara-tio incurrir,en ningún absurdo , es preciso ^que IVL+B ^  «  o
áos rectos:  ̂ de: ,doUde,regult^B«e Jí por
lo mismo (3i53)iM s.erái$l^supleinentoi^Ae:P y  era

a ¿  f e r S r  I  " P ,  y S ' = ^  opuestos al >ertice,, se ten
drá, sumando =  i pero P por lo qu? au?l^

Del mismo moda se-demqstraría que S^es suplemento, dft O ,, que

era E« 2.® Q. D. D. y v  ̂ 1 a a
3.° Pues^ que M +  P = « ,  por lo i.P;;quea^^^

«JT será' M  +  de
d o n T q ú iS iX  ¿ U  »¡5-»* ds™ »'™

r í X u « ™  d i i S s S  «” do ,<,« ic j - u is d i) .
394 'Cor. De aquí se deduce, que una linea QH (hg. 54) perpen

dicular á uUa de dos paralelas tal eomo: á  la AB , :]o también 
á la otra C porque en este caso.X rs |  ,W j- y  cprno. por lo ,4. que 
L  acaba de probar X  h- Z =  «  , restando de esta ecuación, la ante
cedente , quedará Z = r i # ,  ó un recto. Ln^go una hnea.que es per
pendicular á una de dos p0ratelas¡o es tamben a h  otra-, y reci, 

4ocam ente , si de dos p«yol?i«i Ift ima es ^^^en^teuiar Atm aJm a  
.  4 o t r a  también lo será  ̂ porque si la AB JuPse perpendicular, a. b
> - ■ V • ry — M r.PC+a 1

t J

G H , sería X:
7T.

I -tt , y como X .-h
».a

’ Teor. Si una linea es paralela á una de dos paralelas^ lo 
s %mbien á la otra. La demostracmn del testo ( sSóíi cor. i. )es
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¡Ó ttiis-nio detiiGStrariamos respecto de m 'y 5, resulta L. 4.  ̂Q*
■ Sieúdo también p rf- r y p =  í , se tendrá r 5 =flr, 

y pbr lo mismo f  es suplemento de sy y como Io mismo demostra
ríamos respecto de 'los w y  i , resulta L. 5.*̂  Q; D, D.

Cor, I i® De aquí resulta que si ma linea es paralela á una de 
dóŝ  f0raklas-y4o -^t¿ifnbim ¿a oirá. Porque si la XZ fuese pa- 
rálMá á  la BA y e l ángulo fe ¿ a  r  por̂  correspondientes j pero r  =  

'rt por;lá'misma fazbri en las ABjDE qiie son paralelas por el su
puesto j luego feí=eí y en virtud de lo' demastrado ( 385); las 
XZ y DE serán paralelas.

2,° También inferimos qué todas las líneas FG^HI^KL^MN
V *» *̂ 4 •

■ A

-  f

■O »

■ ' Aquí pohíámos- poif teorema' él cofi 2.® (§  386á ),
 ̂ 397' íProbl. Dado \ün puntó H fuera de una :línéa AB j tirarle 

una paralela. ^
Res, y Dcm, Desde' H ( fig. 56) tírese de un modo cualquie- 

Ta la HF i eu H fórmese un ángulo FHD igual eon F E B , y la lí- 
.nea'HD será la parálelá pedida. Porque sé<verifica qiié los ángu
los correspondientes sonlguales( 385 ). ‘
' í ifijc. por Un püríto fuera de una líríea se le puede tirar/siem
pre una parálela y porque desde este punto siempre se le puede 
tirar una p'e^endieuiar H G , y ea^^ otra per HD á ea-
t:â  ̂ qué sera paralela á la  AB ( §  383 ) J pero como en H no se

una a la
á

tampoco Sé
.1

tirar mas 
tirar mas de iina
* r /Los párrafos 398, 399 jy 4k)<y eran loŝ  mismos que fiemos se- 
•ñáladV éu eTtesto-con/ 385c ,'38ód y 386̂ ^
'  ̂ Gonduirémos manifestando otras investigáciones sobre esta 
teoría -̂.'--

Mr./Garnier define las paralelas como nosotros, y despues de 
demostrar (nuestra ;propósicioní(j38-5 ) ,  îCe'V; "Por un punto K  ( íig, 
82 ) ÍI3ÍÓ una paralela d úna recta dada PMIV,”

 ̂ %D¿?»i/PueSí queUdos paralelas h o 'se encuentran  ̂-forman- üíl 
ánguW ñiilo; .Baijemos desde el punto K la pérpendicular KM sor 
b reT M N  y y  concibamos tiradas desde K las KB^KCjKD &c. á di> 
ferentes puntos de la PM N , f  se tendrá ( 368 el ángulo KMP 
mayor que K BM | y iesté- mayor que íKGM &Gí y y siendo recto el 

/ queUdmaréiíibs'ppr unidad ,̂' resulta que  ̂los en B^CjDj&d 
í iiiénotes que  ̂i   ̂y 1 m%oreá qué; o ̂  pero eritfe r y o solo ■ se hi  ̂

lian: fracciones  ̂ tales cornos /  sin encontrarse éeroj
luego de todas las rectas tiradas :como"se quiera éu el ángulo LKM, 
solo hay una que forme con. PM N un; ángulo nulo | luego solo se

\

• i
• 'A
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.(:fig, ^̂ ,).,̂  qwe>desde ¡upa^mdcia hajen p̂efpenM̂
.sA)re{ya,jitra.(Ay^^^ pqrqile ,en primer 'lugar

'pb_ser;varéinos:qpe: todas .estas líiíeas.., por ser pérpendicula.res.á 
C b ,  lo serán'también á la Y w á n  paralelas entreisí

.( 38,3 ); y . tirando la GH, resultarán Ips .triáng,ul<3s.FHG,HGI igua- 
■ l?s%>3ói ), por tener,el:lado^QH:SQ.m¿dn^;eá'ángulo
j-íérno.s internoSL;e,ntre las ,paralelas:AB.,Cb.3 ;§ ^  ’n por la ipisnia 
|;azon 1 entre ; ;:la,'S;>B̂ tiajelas . F G jH l, signclp fíG; la r secapte.j .

;.pU:^-que estos;rriangnlpslaQn;iguales.j pqs^d:arán FG ,==^ 
mismo podo demostraríamos que los KHl,'KLI.lo,<era:a3 'lo que 

idaría Hí = ^ L  j. y  que' los KMN y KUNaambien lo eran,Jp que

\

.  ^  -* '‘ í' _ .»t-> -i;'. •• A*.'* ■ i ••-s» V'f ^ <• '5. v~*-.

y

/
* f*» -S

cqql dc- 
5 los-án-\  V

A .
» '  ^ \  < -

U
X

puede .tirar vpqr̂ i K, p  np reetáj
;maestqal.luego ,que,jn;.dQs^ -̂. I
gulos correspondientes son iguales 5 porque si no Jo'fuesen j se 
podría tirar ■ por el punto dd menor') una línea que formase án- 

. guio I g u a l l a ,  cual sería, parálcia j ' y : cptiíp'por ^1  supuesto sé 
. tenía ya timada;ptra:írresultaban .dosfparalelás¿por>un mismo pumo, 
lo que es^absurdo. > '}  ̂ i' ■

.ui::.i^K F!rancceur;¿.en susielcmentas jédemuestraFien nuestras pro
posiciones ( 38+, 385' y 3ÍJ6 ) ,  y se .contenta con decir , que las in- 
Tcrsas son tamben verdaderas, poniendo por nota.que loqu e .hay 
mas luminoso sobre la maferia., es lO que nosotros ponemos ( 

j,n Mr.; Suazánea pn:su Jb^a:sal3re¡eljmffldo':de,;estudiar^.laJGeomes 
{ría define las paralelas, diciendo/q,lic,.sdáifoí;. gMe-iÁjeíién 

puntos iguahnentOiídíAfl'titás ipon kodf ŝ pd̂ t;es j p- pohtíciendo ¡ gl hue
co dcLesta definición ( § t4? 5 ), Wat| de-pxpha.r que la rectá;qúesfiél
ne dos puntos equidistántes de , otra y los tiéne; todos. Para, píobár-
lo hace consideraciones análogas á las nuestras en la demosírar 
;cicm deF§ 387 , y ; deduce-que-, M) icuestiqní está- redtieidiá3á .-probar
que; MJifl i"ecta;A!B; ( ügi Sql^ , ípsít~mm:Msppms;,FicK^

'te distantes 'de.Mra.GDi,:^rrnaim::Angulo,reetmemAdpperpendjícui-
adâ s jdesd/e.)dos plintos, F  y,.K^sojsieAdi Gdd./y ̂ y cjuc 

loíyMSiha^smeík cop: todaiUtí̂ eii H F  levantada m'Ipégpéndiesíymem  
te á̂ CD j y d ib g d  itontinúa ;•'‘Pero :ei,;ángnlQ, GEK; S£;á recto, si
supóniéndo que no Jo es j'ningiüna de lás 'perpendiculari® bajadas 
a^sde los puntos ;dfrja:hlít3éa sobreda. CQvpuédei sê  ̂ á 

d a d ’erpendiculariEGs ó shíodafeFlas perppndienlaresíiradas; desde 
AB sobreoGD; sqnMesiguales.j Lo; que;éfcprueba::;qasi;,del; mismo 
modo que lo ■ hacemos al fin de la digresión respecto de la fig. 50.^ 

. "P ro b a d a  ya la legitimidad de Iq définieion, es ;roas ,sencilla nues
tra teoría ( §§. 430 al>f42:5 ) ,  que la que, espoae ed citado Autor,

V '
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■̂9. FG.=,ffl b . ■
»S¿.. ííoí i/iííí.Á5̂ >cqrí î ¿̂íj; ôr â}íra/artnkn  ̂con ĉWa diDj 

ángulos internos  ̂ que juntos sean menores qiie dos tectoŝ :¡ dichas, 
Heas . ía, encontrarciii Hiácia' el paragê  donde formán dichoŝ

Si h$: dpS: líneas.yGlr¿^A5;(.üg.s47 )j ecxrtaiiasj|)qr .̂3a 
GHv fprman los. dos-,ángulos;;yGH,AHG, ta|es-que VGH *rí̂  AHG i< 

sedlega^n á encor^rgTvháqii k.j2^üierda;de';ia..^Hí í- 
I)e7;n Si no se encontrasen , serian paralelas (382) f  pej!om:.en 

^  fíjrmatóps el ;ángulo®GG-tal^ ;qn  ̂ cQn;eliAHGiequi:í^ygáa
,̂á ;dos reQtQS-ió á tt , JaVUneft DG.C será (^SóJ'pa^raleláiá-la-AB.^tóe- 

.go tendríamostiradas por él/punto íG.dos paralélás V G T , C G H :á
una tnisnia línea, AB 5 ,7; compi ésto eg:^uaabsutdé

, ;suita que^el ’̂ üpuestp qu^;n0áiha.ccoíídqciddávéiaaH3bien,:será ab- 
;M rd0:v..y.Gan3p, esíé^era;el4pe;da>rJán  ̂ yGí^n.ó. ejacoau:ase iáida'^
, AB v.. ê ûltaV.que .sufiei  ̂ prplongadas- se?:énco#trar4iív e^-'
to se verificará hacia ja. izpi-iierda dê^

,piidkndo, ypiveryávepcpnti^j en_^ipu^ (34Q:̂ :Gor.
2̂ )̂ y con menos razón podrá encontrar á lá pár^e1 • ' 1 f A • • I í 1

.es
;da.,: qut.i^)báGÍa^dwde .sp. fpipiai| tóis4ngUÍps,rpuya 

 ̂ menor quecos reétos.,,^u%era ;ryr̂  > . .. ff
.oul éaaatíp^pa jíneas^qi^en la,-posición^ 
dice que convergen hacia el parage por donde se; va ag^ r̂cahítoula

%  j  • '  ■ .  ■.  ^  i . . .  . '

• - V  t .

'¿i'J K .1  ! -  . fl_

: '.̂ U
■ :'án

1*. « ’ • «•
.  . \  » . *v, «» s ¿  í

r**. ,/ 
•%>

O':?:' 'i:.y t/,. .. üUV;3
\íquer pamlélo/^-'Qúen:^

i0̂  son L ek- uno • supleménto• i  »
p.

e '5' V spn
V V • ~f MSvve'^

tices están vueltos hacia un mismo lado  ̂ ó en una situación enteramen- 
opuesta  ̂ y son el uno suplemento ael otro Cuando lo tienen vuelto

'íJiácid difersníe lado-. : : vuv-.y-'r'.M í4 -.í̂í*';CC ' (■ ’■}
- :Espk .¥by-áídcmdsjFár qüedosidpsyáíiguloá wq mi(figU59)tqtre

^enpa^-süsüadbs;paráleíos ,^4 sus vériices^vuél^s¿háck<,ainr-;riíistiio
ó losomíy o^que:;’ "'̂  ^ .tienen ;cn uca^situacionoentéraménííí^ 

ipuesta y sqnngUaies ;\y que los DEG y w  tienen los dadbs 'pâ  
xalelós yfshsvértices. vueltos hácia. diferente l a d o sdhOelrmmrfe" 

ihento otro. ^  i  ‘  j  i t i

•5' emos
* / 

sta qbé -'eneh'én'*-i .  . /  X  W  • ---------

aire ada B C  enB^^^teodréfnos que/^=rp;por Cx)rré^ponditíités Pny 
tre laS' parálelas) E F ’-, BC V siendo DH!lá secante f prr̂ j?! íambienípd^  ̂
.correspondientes entre k s  paralelas AB-,:BH', siendo BG la secan-, 
te ; y como cosasigualjss á una tercera son i 

m:
(entre sí^'teij-

:n j y como nzro , por opuestos a l veríiceyíSeíá^mio
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3 ___ es siiplemento de ;n, y coiiio acabamos de probar
^ue.'ñ es igual .coa m.i ;tendrémos .que B E G  es el suplemento de m,
quei era todo L. Q. D* D.

.■ 386ÍÍ Antes hemos ídemastrado que el ángulo esterno de un tri
ángulo e r a -.ma-yor que euálquiera de los dos iniemos opuestos j a- 
hdrá.Wmos á probar que J en un mángulo :ie prolonga uno de los 
lados y el ángulo ^ ŝterm h  igual ú'da suma los dos internos o-

*;

• í  -

el lado triángulo A B C , y
tirando por G lá GE; paralela á AB ’, .tendréitios que el ángulo ACD 
zrn I ppro n—̂ k y por alternos internos entre las paralelas 
•BA 'CE /  siendo AC laí secante  ̂ y ín^B- por correspondientes en
tre iasmLthas paralelás j siendo BD la secante^ luego sumando, 
será n - h w ^^A-h-B ;  y eomo n m zz ACD , resultará ACD— 

Bq ipetO^ACDVes'eí : ángulo esterno, A y B los internos o-
luegO ií rn un rrídñgw/o &c. - ^  ^

Los’i^eslángulosdéiin‘triángülo‘walen juntos aos an~

D^jurAcabámos ^de^probáií^que éñ el triangulo A B C  (tig. 5»)
^B j luego-sLañadimós el ángulo eomurí o , será n 

B ¿4- o f pero' n -h  in o 
será igual á tt y é  á

m
m
A

ó = vA
B -*- o

^ (3 S2 , 3- ) >
rectos j pero

■ â és la -suma de los tres ángulos del triángulo ABC , lue-

iv° ’ De ;aquí se deduce q u e án'giilós de-m triáii-, 
e-ulo', ’se puede conocer el tercero, restando ¡a suma, de íoŝ  dt  ̂ a n ^  
U s dadas , 'de diys mgulos rictdŝ  ̂ y dado an dnguh, se puede hallar 
la suma de los otros dos ^ rntándóle de doŝ  rectos: pordp cual en un

í

t
6 .  - *>

\

Develey demuestra esta proposición del modo 
conocer, el v.dlor de los tresdn^los delprián^la A B C ffig . 6g .) ,d ^
vidamos esUdriápgidd en m s partes por^medm de l̂as lineas-, FQ,
G B , tiradasieomá se adera, con ¡tal efecto,al triangu
lo i llevemos despues el ángulo A  al lado del, ánguh n , colocando 
A F  sobré C F y  bajando-el lado AG para que se imprima en C f ,  se 

: tendrá m =  A  i y por consiguiente CE paralela á AB. Llevando M '  
^%ismomodo etd^ ¿lo:B  ’al laátfide n , colocando B H  sobreLH y  b p
Jando BG á CD , ¡e tendrá p = B ., y por consiguipite
jjtambieh á BA. Pero es evidente;que las dos rectas CE^,L^ tie- 

' :^n el punto común C y y que son ambas'paralelas a AB y no forman 
sino úna sola y misma recta ED. Luego 111-+- -+» p rectos y íue-
go 4  ^  B
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DE GEOMETBIA.
tríá^gl l̂o y .ut}o de los ángulos ,es suplsmento de la suma de los 
tras dós. ...

Cor. 2 ° Dos triángulos que tienen, dos. ángulos iguales el ferceî  
ángulo es igual con eí íercero;; pues en ambos ha de ser igual eon lo 
que le falta á la suma de los otros dos para valer dos ángiilGs rectóS.

• -{Cor. 3,.° De. aquí; podríamos deducir igualmente que de lo es- 
puestO;(368 cor  ̂ s./̂ ) que éu wn wisnia íridn no puede hftber fhas 
de un. ángulo, recta ó unoVufaíuíU j .  porque \si hüU  ̂ dos. rectos, como 
entre ios tresna habían de valer mas de dos rectos, no quedaba 
valor para el te r c e r o s í  hubiese dos obtusos,, ya entre los dos val
drían mas de dos rectos,, la q u e  no: podría ser 3: así como tampo
co el que hubiese,uu ángulo recto y uno obtuso. :

-{;CQr„ 4.^ También podremos deslucir la siguiente proposición 
de que harémos uso en lo sucesivo;. : ̂  ^

- Si haciendo centro en G(figs., 59 y. .60), uno^delos án^uíos igua- 
les dé uri triángulo isósceles BAC con un radio igual á*ACy iíno‘de 
los ládosdguales ,, se trü%a un arco A D  y por el punto D  en que en--' 
cuentre. al lado opuesto, ó á su prolongación se tira la DCy digo 
qué e-l ángulo DGE  ̂formado por la ptolongacion del lado desigual 
BCy y d a  lm a  tirada] DG, es triplo del ACB^ o de ŝu igualABCí

\

¡ i-Deró; Pcrqiue, cuando c u  ca& 
ÉCE =  DBG -4- BDC =  DBG 
é  —  2DAG j; se jendrá DGE— DBG 
-H 7T—  DAG j, pero v —  D AC =■ «

2 A B G = 3 ABG 
se tiene DCE

3 ABG =  3 ,

•  /tna

triangulo ,r se :̂tmné
3 y como DGA =  

9r—  2 DAC ;=-DEC 
2 ABC 3; luego b C E  == 

3AGB, Gü.Undô  la:^GD eaei fuera del
^ B B Q z = m C ^ D A C  =

e era L. Q. D. D.
 ̂ Digresión ácerca de: la teoría de las paralelas.

: ^ 401 La teoría de las paralelas es de mucha trascendencia en 
todas las Matemáticas., y por desgracia las demostraciones que se 
han dado de sus proposiciones’ ,: no ñau tenido todo el gibado de evi
dencia que es característico de I3. Geotn|iría :eJemeotal.
■ ,,^La definición r̂ l̂del hbro priinéro d̂  es.v ' 1̂/neas para-

sddás ó equidistantes soii rías, reótas que estando eu'ün misino pía- ' 
iUip. prolongadas por ambas: partes a l jamas se^ence^-
utrarán’? 3 despues .en las proposiciones 27 y , 28 deí mismp primer 
libro.'demuestra muy bien que dos lineas que cortadaŝ por̂ r otra /or- 
rnan.lqs ángulos:altemos iguales^ Ío!s .correjpóndíerittfí. ígna-
ksy los simplemente, internos iguales con dos rectos , son líneasipa:  ̂
falelas.; Mas para demostfdr .ias inversi estas preposiciones tie
ne que recurrir a yn axioma qíie es.el 12 del mismo libró, d^saberí 

{.^VSi una recta forma con otras dos, dos ángulos internos á un 
jjmismo lado, laíes que su suma sea menor que dos rector, estas

o

s '

V'- .  \
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íjjíueas’J^pFQloagadas .SLificieateirientej se líegaíáa i  encontrar háda: 
jjaqiiel parage por doafle los ángulos juntos son uienóres ^ue dos

ív ){yEsía; proposición está muy distante de ser unáxioma 5 y asi es 
quevdes.de el tiempo de Proclo se hâ  estado tratando de demostrar 

jár;niagua hueco quê  le equiraigaV Prpcló tratar de demos- 
a ,r pero antes, supone otros dos axiom^;: ; i . - Si dos líneas- qué. 

-0r,m&n dnguh se prolongan al iñ n̂ito- ú̂d'dut^  ̂ d ’cúal^
nita. 'V. ■ - ^

apongamos que salgan de A (fig* 61) ,  ías dós rectas AB^ 
AG 5 que foraíen el ángulo BAGj y por cuanto ios puntos D y 
E  distan más entre ,sív:que F; y G j-' y ' también = íos - puntos B  y G* 

' maís q iieD  y E y así ên ^adelante y si se prolongan mas allá las 
rectas A B , A C , es claro qué sus puntos estremos distarán en-»
tre sí uh es|)acio infinito , si sev- proloñgán^al infinito. Pues si no 
distasen un espacio_infinito., sê  podría aumentar su distancia, y 
ppr io mismo se,podrían prolongar mas dichas líneas, lo que es 
adsardo , habiéndolas ya supuesto prolongadas al infinito. Por lo 
que si dichas líneas AB, A €  se prolongan al dnfinitp; su dis
tancia escederig; toda distancia finitaí Dé este akioma usó A îs"’ 
tóteies ed el cap; d el lib. j par-a demostrar que nin^

' gunótierpo que.;^e rnde've en círculo puede ser infinito.  ̂ ^
i(Pero que , mientras mas se^prpiongan las AB , AG, mas dis

tan éntre s í, lo tomó-Proclo poT; verdadero sin dettiostracion , al
decir que los puntos D y E distaban mas ,entre si que F  y: -G, y  
B y C  mas que D y E í& gí y par tó o u a llo  demostraremos aquí.

Para.esto , bájense desde :cuáíésquiera pan D de la ADG
(fig. 62) las DÉ , GB , perpendicurares á‘ la AB V ias cuales me
dirán la^distancia de los puntos C , D a la AB, Digo que CB es 
mayór que D E , y por tanto, qup la recta AG dista mas de 1̂  AB 
mientras mas remoto esté el punto C que  ̂el punto. D* Pues, si CB 
no es mayor , será igual ó/menon ■ "

: /Suporígamos que sé a ig u a ly  tomemos/BF “  AE | con lo cual 
tendremos , tirando la .FC , que ̂ siendo IpS: dos lados AE , ED mel 
triángulo AED iguales a los.dos jados F B , B C 'del triángulo FBG, 
y los ángulos comprendidos igu)ales por rectos , tésultará D A = F C  
y  e l  ángulo :DAE =  GFB 5 -luego' ei ángulo esterno CFB del trian-:
'^ip;G AF,será igual, al intérno DAE > lo que és absurdo. Luego

. U(:Lpuede^ser.-BC.s=DE,  ̂  ̂ ^
Xv Tampoco :puede ser menor ; porque si esto se venheáse , pro-

jndgando, la BG hasta G , de manera , que BG == DE , y tirando la- 
G F  se tendrían los triángulos AED.,; FBG  iguales ( 360) y da
rían el ángulo ÉAD .=: B F G , lo que es absurdo , pues EAD es-
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interrío , y BOFG eiterriO en el triángulo AHF 5 luego si la BC 
no puede ser igual ni menor que- la DE, será mayor,

{Pero aun de aquí np se deduce que la distancia llegará 4 ser 
mayor que cualquier distancia dada  ̂ puesr si suponemos qué lá 

sea igual con DE 4 - 1 DE y luego la M N =  DE -h D E h- J 
y ItiegG PQ =  DE ;.^   ̂DE -f-  ^ DE -h- -1̂ DE &cV , no, por es¿ 

to podríamos llegar á tener una distancia igual (292) con aDE,^ y 
mucho mciios >  2DE. Es verdad que entóñees la ÁG dejaría de ser 
¡recia , pero esto se necesitaba demostraT.

{402 Lo segundo que Proció supone es .‘ ► S'í uHá de dos 
raídas corta á  cuaUjuiera  ̂ la otra paralela también la
■ cortará* '' ■ ■
"5 íSeán  las dos paralelas Á B , C D  (fig. '63),'«n que la una tai 
¿ohio la AB corte á la E F  en G ; digo que la ÉF prolongada en
contrará por precisión á la GD. En efecto 5 concedida la primera, 
proposición',' se tendrá que ías dos rectas GB , G P  que forman eii 
G  un ángulo , prolongadas al infinito y éscederán á la distancia á 
q u ela  páralelá AB está dé la GD J por lo "cual cuando la distandi 
cía de lá GB a la G F fuere;tnayór que aquella á que eptán las pa¿ 
raíelas y es necesario que la G F  prolongada encuentre á la,CD» 

{403 Supuestas ya estas dos cosas se dérnostrará fáctlmente 
éste teorema, qué es en Euclides el axioma ;i2 (6 13 según Clavfo) 
del libro primero. x

recia cáyendó sbhr  ̂ otras forúiá los ángulos internos 4 
iá misma parte menores que dos rector y prolonga cOnburrirdn 

îa aqudla parte donde formdñ los áñgiüos menores que dos rectos, 
{Súpongapios que la E F  (fig .ií45 fpfme con las dos AB , CD, 

los ángulos B G H , DHG que juntoa sean menores que dos rectos: 
digo que las A B , CD se encontrarán hácia B y D. Pues por cuan- 
tó los dos ángulos BGH , D H G , soq menores que dos rectos, y  
los dos D H G , DHF equivalen á dos rectos; ¿e tendrá ¡ '
- DHG H -Í)H F >  D H G -+ -BGH, s

dé donde , quitando D H G , quedará DHF >  BGH. ‘
{Luego si por G  se hace pasar una recta que forme con lá FG' 

un ángulo K G H =  D H F , está recta KG caerá por mas arriba de 
la G B , y prolongada cortará á lá AB. Y  por cuanto la G F  forma'

■ pon las dos rectas IK , G D , un ángulo estenio DHF.igual al inter
no y opuesto KGH, serán las rectas IK , CD paralelas, Pero la^AB; 
corta á la IK en G  J luego prolongada, cortará también á la CD| 
por lo cuaMa A B , concurrirá con la CD hacia las partes -B y D  ea 
un punto tal como L , que era L. Q . D, D; \

{404 E l^ adre Clavio conoció el hueco de la demostraeion de 
Precio y trató de demostrar eí ésprésado axioma de E udides: pá~'

TO M O  í ,  V A l l T B  I I , 8
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ra lo cual también antepone algunas proposiciones que aunque él 
mismo dice seria bueno que se demostrasen, sin embargo son mur 
eho mas evidentes y fáciles que ,el axioma de Euclides, de modo
que evitando toda duda (dice) se les pqede dar firme,asenso.

'■ {Lo primero que toma por evidente es,: La línea que tiene ¡todos 
sus puntos equidistante} de otra línea recta,.gite, se halla en el mismo
plúfio 5 €s ufiü> Itficú véctM» -r, r. '  ̂ j ^

-{Es decir , que si todos los; puntos de la AB (fig.. 65), distan i- 
gualmente de la CD , ó lo que es lo mismo , si son iguales todas la$ 
perpendiculares A D , E H , F ír ,  BC bajadas á la DC,. set'á la AEFB 
una línea recta. Ésto dice 41 que puede constar por la definición 
de la recta  ̂ porc ue si todos los puntos de la AB distan igualmente 
de la C D , no se Fallará en ella ;nada, de üexüpso , :sino q u e s e e s -
tendera igualmente entre siis puntos , del mismo mpdô  que la DCj
de otro modo no estarían todos los puntps dq la^AB á igual distan  ̂
da de la CD que es contra el supuesto, Ñi tampoco se puede-cpn- 
eebir que otra línea 5 fuera de la recta, pueda tener todos sus puq- 
tos equidistantes de, otra recta que se halle en el misiuo planG.;Con^ 
cedido, este principio , se; propone demostrar el, mencionadQ axioma 
con tanta claridad, que se eonp^ica 4 ía lu^ natural, y que nin̂  
guiio de un sano juicio lo pueda negar. Para lo cual deduce del 
principio antecedente que fi um  recta mueve perpendic^lannent& 
sobre otra  ̂ describirá cou stl otro estremo Ufta Linea también rectâ ¡_ 
despues Demuestra casi por elvmi§mo método, nuestras tres propo
siciones (389 j 390 , 3 $ t), p^to con la- diferendá de quo eq la uIt 
tima que es.la  principal, vieiie a cometer en la construcción un 
circulo Ykiose 5 pues supone que levantando en Emna perpendi
cular (fig. e^) ira 4 encontrar á la.CH , no advirtiendo que la mis
ma rabión hay para que esta perpendicular la encuentre, que para 
que lo haga ;la AB 5 pues, los dos ángulos EGF y CEF juntos  ̂se
rán menores qu ed os rectos.,, r. • ' - ■■ .

{405 Despues de; haber in4agad:o la de esta proposi
ción por Mas demostraciones geométricas, se recurrió 4 las reglas, 
de Lógica , haciendo servir de principio á la teoría de las parale
las , la idea de la posición de las líneas, de la identidad ó de la 
diferencia de dirección. Estas nuevas consideraciones han fijado bas
tante la atención def publico ̂  pero no satisfacen convenientemente
4 los Geómetras. ; , 1 i r j

{Una de las más modernas teorías de las paralelas es la de 
Karsten,^ famoso matemático aleman , la cual tiene por título Ten
tamen novce parallelarum theoriis notione situs fundatce  ̂ auctore G, 
C. Schwal Stuligardo’j pero tiene también el inconveniente de estar 
fundada sobre ideas de pura Metafísica.
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ttiátemáticos célebres han trabajádó en perfeccionar es- 

? y pondré aquí todas las íiüevas teorías mas impor-
tántésV'pára que 'si Iqs sabios hallan'infructuosas mis investigacio
nes con sü auxilió llegar á perfeccionar una teoría tan
interesante. Principiarémos por lasJ sábias investigaciones de Le- 
gendre,.  ̂ ■ ■ ' . ■ ^

.{406 Este Geómetra, que es uno de los mas célebres que ha 
odücido la Francia eíi estos niltimos tiempo^, define las parále

las del mismo modo que nosotros lo hemos hecho, y antepone á
¿u teotia éstas dos proposiciones.

' -{La VwJwa los trsr ángulos de uri triángulo no p^ede ser ma~ 
yor que dos ángulofréctos^ i '

;• 1 i -

hi es ^  •

un trián en qué
M suiíiá dé los trés ángulos seaúnaycit "qoie dos rectos 5 tómese so- 
Bre2 laí‘ ’Ae"próloñ^a=a/VÍeE == AC f  P1 ángulo EGD
CAB , elj y . - :  .* •sera 1

CD== AB], y itíreáse DE y-BD. El ttíángüio CDE
y

^  i

A C B ,

cóñSttú^ién^ •
• f~

con el , pues'qué tienen un angmo igual a un 
fórmadp por dos íadós-igüales (3.Ó6) j luego se tendrá el 
CED zs: AGB y CDE = : ABG  ̂ y el tercer lado ED == BC. 
^•^üe dáE íieá ‘AGE es* r e c t a ; s u m a  dé los ángulos 

j, DCE es iguál á  dos ángülds rectos j pero cómo se 
S:u|bñé*;^ ,lí sümá de^ltís ángulos del*tóáttgüló ABC es mayor

í se tendrá CAB 4  ̂ABG>4- ACB >  AGB ■ +BCD-H
•por  ̂cpmun y CAB =  E C D , por 

; 'y  pues qué lós lados AB, BC 
-sdn*i^üáiéá*áAos<ladós CD^ CB del B C D , se 

tercer ládo AC es* mayór que: el tercero BD. i
5 áhóía* que sé prolonga indefinidamente la líhe^

AQ , áSí como la Serie dé los triángulos iguales y semejantemen
te colocados -ABG y C D E 7  E F G  , GHI &c. , si se unen los .verti-
cés proxiffióS póFbedio de las rebtas B D , D F , F H , HK & c . , se

émpó uM" ¿éf ie dé'triángülos intéfmedios BGD,-

i :  ?  » : * > \
;r:̂ a

• 4
r t

1. áícl-^üé' 'Séráh < todós iguales * entré sí j pues que ten-

cía
recta 
^ ' - B F'‘1. O

drán un ángulo igual eonprendidó entré dbs Iadós iguales ;duéso 
séHtéHÜtá BB i¿ = D F ^  -

, pues qué sé tiene. AG >  BD , sea la diferén- 
d : es cláró qUé sérá la ^diferencia entré la 

2AG y la BDF === sBD  ? de manera que se ten- 
y á cl misííio modo - se tendrá A G  - -  611=  3^, 

y ásí en adéláñté? Péfó por pequeña que-seá la 
d , 'és évidénte qué̂  ̂ 'fepétida üh húmero suficiénte de 

^éceá, yendrá á ser' mayor que uha longitud dada. lluego se po
drá suponer la serie de los triánguíos prolongada suficientemente

^ «
; I

:

\
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éo TRA.TAÍOP KI-EMENTAI. / a-ti

* r ? A S o r S ! .  Ú™ A y * ,-  «.■  m - m
linea <; y^B>+.BQ4 < QP ó AP < B Q ’+  2ABi

S “e “ ñ g l s  dei triángílo ABC no puede ser mayor que

Í ñ r ' l n 'S r i r í d . S . l o  M  .»»» *  leslre. «< « .« M

,” S  Habiendo probado ya' que la suma de los tres ángulos

la s in á  d f!u s  f  g u lS  sP ^  z”  desiguand» P  , i
siendo Z la cantidad c u ^ l f W ^ r a  que ^ p o ^ s e r  Ift t
suma de los á n g u l o s  í]^ra^comppner^d^ r e ^ ^ ^ _ a ^ ^ ‘ ^

W o V e s r o  BC t rm «e «t k V  =1 pun.:

to D tírese una. r e c t a .x g ^ lq ú m ^  ^  ^   ̂ '
dos lados del ángulo A  P^plon^^-do. ( \  - , • t ,. iu .

_ 1 ____ J z» Vr\ t

•  ✓

s # /

S : f ' d ‘ (  Í >

r

\
I ^V ^

I .  .

r

.1

i  . .*» •'v

*•'>

^Pues que la sum ^ ie los ángulos -

B C D e s 4P - ^ a í . y . l “ >,'^^^
DCF no P^ede  ̂ n o x s ^ ^
de los triangulos ABC j ^   ̂ nmra la de los áaguíos ea.

^ B e d o s ' i n g u b s d ^

^ i k S  ' S S r S  que e^ n S a r i o  ^añadir Z  á lâ

î ara; valer igualmenteodpSd^r^etos. i. ^para y fi^ :> g . ,iM tH4ní7ulo:AEP se construirá:#.  ̂ .......
«rpor medio del ¿ „^aos aZ  á la suma de
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' S i l  f p é  * n  « ¿  á . d f  f  e s-i Í - .  D  r— ««te á t»
% ,r^ , á l 4  d<̂ s hdos AB , ^r^-^lr,n.ados.
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- M  GEOMTS TRIA. ' ^ j
mcdiG (Jel tercero se c^iastruifá otro , tat qué s;efá ñeéesario ’auádir 
4 ;lo uiep.QS 8Z .á Ja suniaí dei süs ánguios^^-á fin d'e.qué éí tddd .ŝ a
igual á 4os reetos ĵ j.,á:sí en adelanté.w . V - ^

{Pero , por peqnéña/que sea '£\con relaclén al. ángulo recto'P 
la serie Z, zZ, 4Z /.8Z &e. J .cuyos téruiinos crecen -en-■rázbn JldpIa
conducirá bien pronto á .un término igual d .mayor qüé' iP/'Liíé-' 
gp se llegará entonces a un: triángulo.., tal que será necesario aña-'
dir.á- la suma de sus^ángulos UíiaWcántúl^.igual é^fíiayor-qüé 2p^
para que la sutna; total fúeae- igüál s.olaínente á 2P; .Está cónseeúen-- 
cia es:.yisibleménte absurdai^ Jnego^a-ífiipótesisde dondé^sé-ba

nor podrid's;tibsistir , es decir ,, que la suma de los ángulos^dép 
triángulo ABC sea menor que ,dos ángulos rectos j ella' no 
spr mayor en yirtud de lá proposición; precedente , luego es ar

r
V .  ' . V  . í  i  *.

^Cor.
✓

V .

i .°  En Un triángulo rectángulo la  suma de los. dos án-̂
com.uno reató j porque éntre los tre»

/  f

oa^ha deiíser i 
detryálér dósíreetós.

; Í  Cp donde se deduce también que si éh üfi t^iánguh
s?. frofí<ynga MQ Áe el ángulo esterño es igual 4' iu fuma

í^br-;dé5;.ií2ter«(w>:Opáej'í0j;̂  ' /■ '
, <;4p 8 S i Jo l lineas, rectas AGy i B '  (fig. 68), son perpendiculares ̂

4 :Wálteteerá^,jÍE^:estaS jáosivectás parálelas , es decir \
CLLft̂ .yí̂  'hfí̂ /V*A.VÍ A Í%9i ríl̂ Arnti âÁ a!: >4  ̂  ̂  ̂7 J* : _ . \

■\ í

f

ná podrán encoMrmse á cualcpdérMtstanciakjue seíasprolángut. 
Porque si':se encontrasen eh^un punto habriaM i do#' 

perpendiculares O A , O E , bajadas desdé uñ mi^mo punto O sobré 
una^misma línea AE:,;io que .es imposible. ¿  ̂
c;;/Í4p9 'S'í dos fictas ACy BD^fig^ forman con unfi tercera 
AM̂ doŝ  ángulos interiores CAB y  ̂ suma, sea igual á
ángulos rectos y las- I ineas- . A-Qy BB: serán 'paralelas*’ ' ' .
. :Si los ángulos CAB, ABD fuesen iguales entre sí, serían

r,éctos ambos, y se .tendría, el caso anterior> supongamos , pues,- 
que . estos dos ángulos son dériguales ] y por el putito A  baiese la
AE perpendicular á BJJ. ' , .  ̂ í .

. -(En el. triángulo rectángulo ÁBE la suma de loŝ  dos ángulos 
agudos ABE 5 BAE \es igual g ángulo recto (407 cor. si 
esta suma se'^ulta dé la de los dos ángulos A B E , B A C , que póf- 
Ig . nipótesis es iguál á dos rectos, quedará el ángulo GAE igual 
SI un ángulo rectó j luego las dos línéas A C , B B  son perpendicu-*"

J^res a úna misma línea AE ;j,. luego son paralelas.
.̂ :Si Jos je:ctas/AF^ ' B B , forman-con :uná tercera AB 

6^) y dos ángulos internos FAB , ABD  ̂ cuy a-súma sea menor
■ : ángulos. rect.os , digo ' qué las dos lineas AF^ BB^ ,Wp̂

actas , suficientemente p .sé encontrav'ánp • ■ > • ■ ■ "

<0

r .

y
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é 2 i  - t r a t a b o  E X E M E N T A E  '  ,
:^8ese,A0de manera que'la suma-de loSiángüloS CAB'-+¡' 

AB&'iSea igual; á:dos rectos .• podrán. pcUririr aquí dos casos según- 
el ánguio, BAF sea menor ó.mayor. que B A C, ,es- decii:, según lá- 
sumaidada,FAB'^. ABD s'ea menor o mayor que dos rectos?

ed, i,d el ángulo BAF <  BACj tírese por el punto A una obli-

i'l-l

. j

cua cualquiera AM  , que encuentre a BD en IVI j el ángulo AMB
será igual, con MAC.,; ¡pues que añadiendo ¡por una. y o tr a ' parte 
una mi¿ma cantidadMAB -t.. ABM ,iasAos sumas seránúgaalesicon; 
dos. ángulps ;rectos,: quémese .ahorné Miq e s  iA M ey; tírese ly-A N  j el ' 
4nguío;:AMB: esterno.jal triángulq-'-MAN: es igual'.á la-' suina de: 
los dos internos opuestos M A N , A N M  p.pero estos sotr iguales 
entre sí ...porque A M = M N ,.lu e g o .e l  ángulo AMB ó su igual’ 
M A C ’ es duplo de MANy.iuego; la .A N  diyíde en dos -partes igua
les ai ángulO; CÁM   ̂y, éncuentra a l a  BD en unpvmtpiM.sPua-:
do,,á IttMistanGia;:MN=S'AiMEp>:?.v,

, /  De’ la misma deipQs traeiom, seu deduce;, que iSi sobre la  -BD ‘Se 
toma semejantementeÍNP =  AN  , se tendrá .el punto. P 'adonde de
be ir á parar la recta que divide mn: dos; partes, iguales; al angulo
CÁiSÍ Luego se puede' tomar así sutíesivaroente la, mitad ,;la cuar|a,
la octava &e. parte del ángulo'C A M  , ydas.díneaa.qué!causan eS 
tas divisiones , eneotítr;arán];á)lt ®pifen puntos mas y  mas
peurMciles de:determlnar^puea qMfei;se: tendrá.’SUcesivameateiMN^
^jyj PQ  l^:AE;&ejq'ambjén! Sépuedenotat.fque;cada^
distanciaíde nn punto de interseceign al punto A  no es de todo; |un- - 
ío dupla d eia  distancia déla intersección precedentep poiqué M í  eSV 
menor que AM-H M N  , d.qué el . duploAe A M ; se tiene igualme^^ 
te .A P ’< 2 A N ,A Q :< o e A P .„y ;a s i;e r i adelante;, pero continuando 
suiadividiendo el ángulo CÁM'en raaoil Auplavse llegarabienpron- 
to a  un ángulo CAZ mas pequeño que feb ángulo dado CAF p y  sê ‘
rá aun verdadero que AZ prolongada encuentre á BD en u n yu n -
to determinado , y por consiguíetite antes la habrá encontrado la- 
Á F  : luego si los dos ángulo| BAF , ABD forman junios una suma' 
menor que dos rectos , las líneas A F , BD prolongadas suficiente-.
mente , se encontrarán. ; •’  ̂ _

/2 ° SiApongatnos que los dos átlguloS' FAB , ABD compongári
una áuma mayor que dos rectos: sé p r o b n g a n ^  h^ia G  y DB 
h k ia  E, la suma de los cuatro ángulos F A B , B A G , ABD , ABE 

'"será iguaí á cuatro rectos; y sí se_̂ q̂uiia de ellaiFAB + ABD mayor 
Que dos rectos , la resta BAG'Hh ABE. será menor que dos ; rectos; 
íuego, según el primer caso , las líneas A G  , BE prolongadas sufi-
¿igntementé , se deberán éncontrar. .

» /Qof PoT un punto dado Á^no ss pusds tirar sitio una sola pa^
ralclii á ia lima dada B D  : porque solo hay una línea que forme la

4  * >■
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suma de los ángulos BAC ĥ ABD, igual á dos ángulos rectos, la 
cual es la paralela pedida , toda otra línea AF formaría la suma 
de los dos ángulos BAF ̂4  ̂ABD menor ó mayor que dos' rectos
luego;encontraría á Ik BD. -  . - x ^

4-1 1 S,i dos paralelas A B  y y cortan pór ütiá
secants, :^Fy )¡a suina de los dos áhgühs interiores y AGO^. GOC se 

A  d ¿los reAos.:  ̂ \ ^
i -{Porque si fuese mayor ó menor, las dos líneas AB, GD se

encontrarían por uno ó por otro lado, y rio seríán paralelaŝ  De aquí 
deduce inmediatamente Legendrev que í̂ í el ángulo GOC..es rector
el AGO debe serlo tambieii fíluego-toda línea perpendicular á una
de dos paralelas-es-perpendiculaií -̂á;da, ótra>: -; . ; v,

ôcrasdeonséGuencías, que ' sácá-, .pasa ' á 
demostrar qué doí f  aralelas están equidistantes por "

. que, ejecuta en estos términoŝ
{Entibe las dos paralelas AG, BD (fig. 71), tírense por aonae se 

quiera i laŝ  dos líneâ  AB 5 CD perpendiculares a una de ellas * d& 
go;:que estas perpendiculares;son iguales. Porque lasdíneas.AB ’cD  
perpendiculares á una de dos paralelas son al mismo tiempo 'per̂  
pendicutoes á la étra j y si se /tira EF perpendicuiaf sobre el me
dio de AC , EF.rambien será perpendicular á BD-de manera que 
todos los .ángulos en _A, E , C, B , F , D serán rectos. Esto su
puesto, digo que: el ? cuadrilátero AEFB‘ (^) se puede colocar exacv 
famente s-obr̂  el Guádriláterô  ̂ porque el lado ÉF, es compn,̂
el angulo AEF, es igual al tEG , y eldado/ EA es igual á EC 
por construcción: luego el punto A caerá en G. Pero el ángulo EAB 
^  Igual á. EGD j. luego AB y CD estarán en una misma dirección  ̂
Por otra parte el ángulo EFB =E F D  j luego FB y FD estarái 

■también en la misma dirección 5 luego los dos cuadriláteros coinci-. 
:iru.n̂ entê amente el uno con,el otro, y sé tendrá por consiguien-

que toda la teoría de las paralelas de Legendre
estriva en-la proposición de que la sutria de los tres ángulos de 
un triangulo equivale á dos rectos 5 pero como en esta, demostra- 
Clon nace una construcción en que supone que por D (fig, 67V ce 
tire una línea FDE que encuentre á los dos lados Ab \  AC estó> 
es , que se tire una línea íCcta con tres circunstancias, lo que en

\

(*) Cuadrilátero es , como se dirá en su lugar , un espacio cer~ 
ra d o f or cuatro líneas; ” En la duodécima edición, hecha en el ario 
üe 1823 , ha vanado Legendre esta demostración , y la pone como
yo io hago en el testo cor. 2 °  del § ^^Ua. < .
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TAATAD9 BXBMETíÍAI, i t  j
5 a e r a l  püede¡ haxer^^e deduce- que este es ^Kíméco q

se. emtentT^^  ̂ teoría
<,4 t 2,, ,i'Q ^  inserta en su obra dn apéndice p a r a  perfeecionar

de las parale^ oaraíelas p o r  d: método de LegendEe i-; ante
laíiteorta dedas d„ ...e^cabio lo que, ejecuta: en

estos ¿ f p  tfig 67>v que supone estar formado por

rf:\? *  <- “ S“ ‘“  -  j r í
'i« d e r: t  .P  d - . Z  «o»sír„,e

y .:p 0 ,;« d io  ,4. ,
esta linea, pasando ppr »■ ,- , . „ ydo

antes qned.se-fcaya- tirado.  ̂ P _ P - ^  -p D una réeta
p„,de tonar P « «  :,ue 1. prolo.ng.-
r ° ' “ “, 5  . í  t a t  ÍTorolooBadoi Ella, sa a p « »  " '-
clon de

mas

r*A \X \C \' SS I l i ’ U v ,U.CUlUoLX O.X j. ..  ̂ . .
l ^ u i ^ a l  lado AB prolongado? E lla :^  ap rp xim a^ ^

, y  m a S K A  1  ̂ ^  YpuesVerétnoSttna^
■ i?- ; : < , r » i ó e  Q  A  K  • í o u e s  v e r é t n o S i t n a ^ s -

te.i:M s manera g aproximan^ á Otras cada v.ez:̂

r»of»S r  n M l S o ' S  paaádlonoarrar, <,uo . . .« « -
\

'T
.1

J (*) » - “• t f í ‘i  s t  ¿erZoS,:::
s  s f f  ■

,0, *  *  L /«eio»a> ^  «o ote»«n:<» foi«¡ní™«<.

* l ’S g J K f '  n .»w«'«»"VJ»̂s pe amupw^* x^iy j  ̂ a ŝ triÁnp-ulos sonteuales cuan-
nin^ma J o  adyacente-a dos ángulos igmles.
do tienen.m lado tguai a un . a ., t> ;„. jg,, ángulos adya-

Cantes y J ’ C eir mc^r _ ruando se comcenlos á̂ iguios A  y B-
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»B GfiOME'TRfA.
da en A p  im̂  puntp cuá^uierá F  por el punto í>
cortara A un misino tieinpo "a los dos lados deí triángulo proloú'  ̂
"•a/íos.’* ' ■ ■ . . r.

\ y

■ {̂*‘Si se quisieseft determinar dos puntos e ,  F  en ut uiou- 
gaciones de A B  , A C , y tirar las líneas rectas éD, FD  al punto-D> 
cp esté caso ño se puede saber si eDF es re^ta  ̂ y  suponiendo ^  
eDF no sea utiá línea, recta , se podría prolongar D F  ,, y  esta pro
longación ÍS/caería o  por mas arriba, dé la reéta ejl^ ó, por mas 
abajo. Supongamos primero qüe caiga pór mas abajo^ y tendré"
mos que se podrá bajar el punto, c , de manera que él ángíi'^ - 
D F  se fuese haciendo me y menor j pero no cpnociendp la 
de este decretrientp , no se puede saber cuando este ángulo líegaria 
3- ser 'cero , lo que ésindispehsable*‘para determinar un punto pual-*

'  * • ~ ^ í. * *' í
j

I ^
ÉÉ  ̂ '

\

^ -  '1

trw d t̂Qí A I  B, p , Aa&r/a otroí tantóí tr/4»gM/oí diferéntesy me 
tuviesen uh lado 'igual adyacente ¿ dos ángulos iguales  ̂ lo que es impô  
siblei luego el angulo C  debe ser una funcion. detertninada de las t̂ res: 
cdrtí:idndes J ^ ^ ^ y  ÍO;qj¡̂ ê  «A ~  f: (A, p), ^

Al, igual con j a  unidad: en ŝ̂ e, caso los Mr«ĝ
A, B, C  áerán números comprendidos entre o y 3 j y pues que C —
f  • (A> 3 > p) ‘> d ĝo que la linea p no debe,entrar en la función

ftí»' üíjtp.gw?; C  debe quedar enteramente determinada 
datos A , $inntro á n ^ n ^ lin e a  Gualquieraypero

S los A¿ B,
m^V^srdentre A ^B , M ^ ep o ^ ía  s^c^^^

A?^> G j de donde . resultaría que p era igudl á ud%áme^  ̂
lo que es absurdo y luego p no defe entrar en la función í \  y se tií^

En una nota que pone, dice : se ha objetado contra
tridí^wicrr

resultaría que , conocidos dos ángulos  ̂ bastarían para, determinar, el 
tereem  ̂ lo que m  tieneríugar̂ ê  ̂ de triángulos. La respues^
ta es que én los triángulos esféricos :hay un elemento mas qué en ló¿, 
^ángulos-plánoi, y este elen^ de Ja  esferdy de {que m
se debe hacer abdraccion. Sea y puesy r el- rádioy y entonces j i i  ve% de 
tener C  ̂  f ; (A, B¡( p)r ê tendrá C «  f ; (A, B> ; p, r), ó splamenr

H * * t  ’ *. * • » ................... .
V r : - , .

té C ■ f  • (A> Bj TT̂  ) en virtud de la ley de la homogeneidad. PerjiL

*Ti
fM s qae la relación ^  es «« número, como A , B , C . nada ith~

s » » '  k ' i

TOMO f. PARTE ri*
’ • .¿i > r  {
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Cion para mayores distanciasvfelos, lados deL angnlo;,^^ las ;CUia> 
les distatiGias mayores debeiv;^  ̂ í Idgar  ̂.p¿es "quo con^
truye muchos triángulos entre. Ips Jados AB ,

■ ta nota es tanto nias reparabíe cuanta en /la'Geohietría es i hécesa- 
rio mas:bien demostrar que sentir; y  M,;Lé^ no.ha dadoiiin^
gana demostraeion que pueda ju ARposí^Qh  ̂de que la

el puntp pJ ei^Uent^e ;̂ á.̂ ^̂  ̂
del triángulo prolongados.’V - ^

á ir á esta teoría de M„-
proposición. XX (que ■ es"^núes*

e doS; métodos Jan- seguro el uno

' como se
» ^  ■ « .. ~ ‘ JL '  • .*

(continua Kircher) respecto, de 
tra  400) 5 y para esto prop 
como el otro.”
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primero consiste eú
j j

V .  -  V de, esta proposn
'  . V  —• >  l . . . r » ' o . - .  •

se pm ^if sficairjiel mismo príncip/u-vlpí Ofrô  teorémas. fundamenta  ̂
hs de í a ’̂ ^úmeMa* ■ .  ̂ - r í  *
,. , ^ ^   ̂ uí04 l¿íS f̂itsntas.. de núminaciqnes que ántes y. y Uamémos

,admas tí\ aFladú^^ ql ángulo A  y^  Xírql,j)puestQ̂ ^̂ ^
ILa cmtidad m. debe :mQdas\ eYiter̂  por h s  solas

m> -í A   ̂ >4 T- -/• A \ s .  i • 'ni '-* '
Uña funciorî  ̂ ^
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Ĵ ien  ̂ de píqnera: qué se puede h^cer
m
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P-> •*.  ̂ • >. ,  • -  í V • - I  \  * ' > . .•  ̂ í  /  ' * * '  ^»*

jíi«ñí^n>,;^«»0 ffltnbÍM lo sogA y  funcim Éuéí debi^m
i

tener á la línea p , y 'se tendrá simplemente

‘5- •
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 ̂ •

triánsulo formadn con los

vo
ítl‘
puestos á los anguíps iguales son _______ _

:-̂ : ..I^  ̂ prOpqnciom hipotenusa es , eom̂ O se sabe,
una consecuencia de los triángulos equiángulos. aquí, pues, y tyes

>fropqsipiones fm dam em des^eJqG^ l(̂  iosytres_,apilas
de-un triángulo y  la de ios triángulos equiángulos , y la del; cuadrado 
de la hipotenusa  ̂ que se deducen m'isy simple é inmediatamente, de íq 
consideración de las funciones. Por el mismo caminq se puedfn demos*
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cían enicjcamcutcísfeniéjante á la la proposición q«e es lá

h e mo s ^^s p u e s l t o ^* p e r o  sería necesario demosffar antes
ftOe'BBIi’H aíCfl&'óá), es una Unea recta.  ̂ _

<I'E1 ángulo B A G , ó es obtuso, o es 
rg^Q'vrsiendo iguales todas las perpendiculares AB> CI), E]p', (W , 
Ja íln& B D M Q ^ s recta (Kircher éita para ésto la proppsiciop AV 
de. s'u teoría de las páralelás 4ue él'deniuéstra bien y qw^:
trá proposición (388).’r . ' -j u/ -
. i / “ Supongamos gho el ángulo BAC sea agudo: b^ense so
bre AP desde los puntos fi, D , F , H '&e; , las perpendicul^es B&, 
iT>d -Fe &c. qué eaerdn hácia eí lado del ángulo agüdoj y se
formarán los triángulos rectángulos ABb , I)G£Í , FEe_ 6tc. que se- 

.ráHítddoslgualeS entré s ft  porquev'éOncibamos que las dos rectas
^  i  vr

r J

^
ludo AB por base', WmeúW
sobre ésta base  ̂ co'ffio angmos ^try .1- ‘/,ik>í»'n /i/2-

yacentei o / .L o  AB > <  y  B ' ío®
Im oéntercá m^bsoAaM s3B y >  suemOauteníe.-v; ^

 ̂Lá físuba ABCD quedará enteramente determinada st se conoce d
lado p eón los ángulos ,4  \ ■
Oi’íefd” ínG-4'J^éndo lí ef número-de lados'del-p Blstfl su-
,os-sera ¿u i  i, . ____ ;1«/a..íín,a -v t.irada como se amera en

Utl
Vuelto'* un ladJó úna linea cualquiera tl tirada como se ^ ^ a ^
^iPpB^óm^y^m únd. finciWde-estxM-datos i -comó debe;' ser-

» - l

■ úúfñéro yjc podrá suponer
X

> i  » * F : (A^^Af ̂  Vfc:), ó
J ,  'í a

X == p X F  f  y  B  función F  no A
eón loJ nMítodí :á^gulos  ̂A , B , H ' , B ' y  otre;;|a. ‘ }/ 5e

á  p^ iSi
orma un

con los mismos -anguuvi  ̂ ViLi /,iü FV Y/í
-ieirutñib- páiéona\- sê  '^^ — - p . xF .- *

, iíisí ,  ‘iío 5ói  ̂ lados nompíogo^
/• ' 7 -r¿l- 1 /.X- /i J rt íi ' >í ¿ í /ts m f CÍH71
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, sé ponen la üná sobren la otra, dé thanerá qüe A  

caiga en C y B én D v la  línea Ab , tomará dirección pues
que el ángulo A és igual ál árigulb G f  y si el punto 6 cayese Ó 
á derecha ó á iéqúierdá deí puriío j sé tendrían dos perpendicu- 
lareá "Bfc, Dd, désdé un mismo punto á uha línea  ̂ luego el punto 
S caerá eh dy y por lo mismo B& —  Dd,

un razonáthiéhtó' semejahté se
con . - • /  M.con Jtif y asi sucésivainente, es

qué J)d es igual 
, que sé puede

estasihdstry fáciímenté' qué" Bi> =  I)d =  Fé j&c. 
perpendicuiaíés sieñdo i^uales'''entré'sí > frlíhea BDFHO^j debe ser 
recta. Si él ángulo B A C éS obtuso, su suplemento será agudoj y el 
misraó rázonamiento ,tendrá lugar para las perpendiculares que 
caigáií  ̂a la izquierda" dél á n g ®  ̂ obtuso BAC, ÉpegO' cualquiera

'  -  *  <  - J -  V  • . . *  .  .  ■ .  . .  .  . ^ s  *  — . •  s».  \  - • ' « -  ' >

f

 ̂ numero qué no '
ñera , que se íepdrd' 
zoH si S'' eŝ la' Juper

ííéngh i|ho d los \ánguhs -De ma-
i  p * f : Por /a  misma râ
ficie del segundo polígono y se tendrd  ̂X f*

(A^B0%B- S ; S'':: p^: p' ̂ .' Laego /aj supe las
figúraé' séiiiéjahtes son entré éí eoiiió ios cuadrados d| los lados ho-

/■ /* I

.  \

Pdséiiíos. dTídraíd lór̂ ^̂  ̂ suponer que una cara es>
id:dét^y7nindda por medio de-un ludo conocido p , y dé muchos áñgu~̂  
los Ay By C : despues y los vértices de los dngulos sólidos fuera 
de ést£lyase ^^edurd^détérhánaSóyéa^ de las cosas
¡dadas i que Jé podra»'éóniidefUr' cOmo;̂  mane
ra qüeia determináeion enférd lado p , y
de mueh os, án^uhs Ay B, C A3*c, , cuyo número varía según natur 
irale%a deí poliedro* ''Esto'supuesto V wna línea que une dos vértices, 6 
mas generalmente y toda línea x tirada de un modo determinado 'en él:

r  T  *4 .  > !  '  < « * '  S  '  .  .  ^ j y

'  4 t V 4  / V  *1
f

v :  >

sera una
V- r

X
A .

*!>

don de los datos Ay By C '^c, y y como debe
< - .  1 í i

V

*X-
Jff un número, la función igual á ^  no contendrá sinó á los ángu-- 

ios Ay By C %ifc*
,  ’  •  TT '  '''.V"-.';- * / * '  •  > » ' •  1  >

'ériea con p^y y por lo mismo se
puede representar esta superficie por p ^ x F :  (A, By C ^c.) f  su vo-
■ tímen es' eneo con p^y y se representar por p^^x F ' : (Ay 
Sy C ’̂ c:) siendo las fundones señaladas con F  y F ' independien- 
tes de p

ŝe un secundo sólido ton los misinos Ángulos AyBy
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SÍSÍ sucé^ivaaíente  ̂ pero J póppéquena que-sea D 
esta diferencia , repetida ürí-núméro sfificiente"de
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tres ángulos dé un \
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1  • i Lf í ✓

rectos,”  ̂ • J i  r  :  . ^ ,

sea menor qúei 
Pccfos, 5

t t  '. i

q;ue la surríá de:
rectos y  esta suma rio 

iguád con d(
de' sripiir'^á^da’ teoría" ae’' aiegenqre es;'  mas 

diíecto é ia^ aplicable á su deiuostracion , porque se

X
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'U'
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céntró: el arco qué le t̂ei"mihor¡̂  e y  la sii
éí-̂ éecíor'̂ es'̂ á enfe'̂ áfriê it̂  '

• j g ^  * ■ '  *

eonqce-x^y ê y
Tno sector ¡

e ae este rmŝ
se
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, '  s

X y A  5 luego
X

e —  son
r  *

X
es

i ' -

t

un^numero
I -

í  - I .y
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.r'-3 así coma “  y^mega
' l . í v ' . ' í ' . ' s r  •■.■ V 'r''ii'-.'í y T - r i i

í  p

- T \ .  '. , vnai?
A

contener
f . - 'X.

* * 4 ?
♦  ̂  ̂ ♦ ♦ 

dff manera que se ten-
\  u

F ;  A.

"x' e y ' él arcó: y
V  ^  1. y  ^

a cúyús sectores
otra sector y cuyo angula

:sectdf:es éemejaxltes^

y pues qué él̂  ángulo A  es igual i en-tambos se tendrá •
'< :■  ' . * • • *  A ; : Í  ^ . * ¿ n : .  *'  • -  . ' Í. •

, f -  ‘ i  f  -a,' ij • . V  '- í, .- * • • ' '  -n ;  « <  -  •  • -  * • *  *

’  ' V  , -  . * ' *'  A  - •

F :  A ,  luego x ; x-: r .* é y : y'':; r® .-y ̂  :

X
f: A; é> y

./2
 ̂ -  _ . - . ,  ̂ ios arcos seme

jantes 0^03 arcos de los. sectores semejantes son proporciopáies á
los íádiós , y  los'sectorés^misriios :son propoiícidnálris á  ̂ - •

se prooara ae la -'mismá'manera Ids 
¿Chinó los cubos de ios radios^

> • . H

son

3 se supone que tas'supérpctes se
el produéto dedos lineas ¡,iy' lós volüMenes por el 'producto de tres 3 lo 
me - tamh.ikn'M fácil tíe ■ demostrar anaíiticái^^ Considérernós uñ 
fectángulo^ cuyas dimensionér^seán^p y ' r e p r e s e ^
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uucuc demostrar aetualmeiite que ,tó recta,;tirad^¡p el puntOAD,
debe cortar á un tiempo á los lados A p , ÁC prorongadps } pero 
como esto lo háce suponiendo ya que dos líneas que con una terce
ra formatif W  ángulo agudd y un ángulo, reetp sg encueUtran, que
es en lo que consiste

•V •  * * * .  -  >  A  V

de. la teoría de las paraí-

<413 M r. Hauff ,  ha se
sti teoría

c*v* .

i '■ 1 i . t
$ X

•»N ^

es ma jmQim ae p y ds q por /  :" (p,q). S¿ se,có«̂  ̂ otr»
r6c;n*/»E«»o , ■ cuyas [ (iimemioms sean. p p' y q >
reciánguío estará, com^^estar 4e gtres .,^os, el jmo^qüe êngfl por 
dimensiones á v y  á y 4  otro dT p '^  q } de manerajuB sê  ten-

- j - f í / n . a V 4 - fV  (p'jq). : ,  .  ̂ ^  ■

si k  ¿j wH núimf^J^iitsro íCu  ̂ se tendrá
•V .

-  /O

' V D i donde resniltu (jué lí "'"” j ------- i ? —  -j— —
m uda aitnme se ̂ gngann vez de: p m . máltijdo füalgmerá. j

'  .  i r /is ri- <\) tín' íishs siUm

py tal que nó

eoí»o,
cisrrítr 5ÍWÓ íi q

ésta \
de p>  ̂ nô  ^ebe efy~

I •

/
-  Si

r uña ra%on semejante ser jn

j  .

n

♦  4 y  t  * s  .  * * ^  1  ♦

íio encierra d p ni á <Xy3 asî  es,ta cantidad deh  ̂redu

neírse á um  conyfañtc k; 
'da impide hacer á a =

De un

se yy chorno nâ  
i ^ s  tendrá t: (p,q) == i-X pq==pq i dsiyia 

es ieual al producto de sus dos dimensiones.
sé deniostraria que el volánien 

j cuyas dimensiones sem; p, q> r, e$ 
sus tres dimensimes.
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camino que Legendre en 
uiiá áemostracion de la pro- 

ia  ̂ suma -de los tre^: angulos de un triángub^, es 
ma.s.directa ,quê ^̂ este Geói^etra  ̂ y aiin- 

oíic tiene sus huecos es digha 'Ue ser con in-.
sertarémos aíiul j :  según la, cspOsicipn que dé ella hace el inisnip
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, \^n^sl triángulo ABC (% . 75) lu sum» de las tres ángulos A , 'B, 
Qy es iguül á dos rectos, _. ■ L

^Dem, Divídase: el lado A C  del triángulo ;ABG en dos partes 
iguáles en D, y despues de haber tirado y ^prolongado la B D , 
gase D F =  BD -y tírense las FG y FA. Pues que AD =  DC, BD==; 
D F y el ángulo A D F  BDC se tendrá A F  =  BG j el ángulo 
D A F igual al ángulo DCB y>el A F D  ;=  DBG f pues que AD 
D G , B D c t D F  y el ángulo A D B =  GDF ■ se tendrá AB == FC, 
el ángulo ABD == D F G , y DAB^í^ D,CFj pues que en fin B C ss 
AF^ A B ^ í F G j y  ABC =¿= AFG por Gomponérse el primero de 
los ángulos ABÉ) 5 DBG que son iguales á' los DFG j lAFD quie 
componen el segundo, se tendrá el triángulo ABC iguah ai AFC. 
Sí se describe bobre el.lado'BC el triángulo BCG , por una ;cons- 
tmoción enteramente ■ setnejante á> la antecedentese puede demos^
trar fádímeate que el triángulo ABC es igual al BCG j y pues que 
se ha demostrado ya que ej triángulo ABC =¿ A F C , se tendrá el 
triángulo A C F = :A B G  =ŝ B̂CG, luego e l ángulo ̂  A CF = : BAC =s A.
elánguÉb BCG =  A B C = = E í luego A C F - í-í ACB +  BCG== A
B -f. C p pero si F C G  fuese una línea recta , se^tendríá A CF ^  A
CB B C G í^  2R , luego A  -í- B hh G =¡ 2 R =  á dos ángulos 
rectos. ; • ' '

^ * ♦  V

- <Que F C G  sea recta, se puede demostrar  ̂del modo siguiente^ 
^Supongamós ahora que F C G  no sea recta-, en cuyo; caso es

necesario que F C  y CG  siendo rectas la F G  que va desde F
á - G  pase por jencirfiaA por deb^o del;punto C,. ; r- 
 ̂ <Ea el ultimo casó, esta línea tendría una situación conio FHG 
la  caal ,rsupofliendo que sea recta;, íbrmáfá con F C , CG  un trián
gulo isósceles. Divídasela base FHG.de este triángulo en dos par
tes iguales en H, y tírese desde el vértice la. CH. Desde' un puh  ̂
to cualquiera > I de la recta GH , bájese una perpendicular sobre 
GG, y pues:que el ángulo F C G  <  2 rectos por el supuesto y F H —  
GH  , el ángulo HGG será menor que un recto^ esta perpendiculadr 
debe caer á da derecha de la GH-y ;>tomar ..una dirección co- 
mp la de IK  ̂ luego si suponemos qüe la IK sea esta perpendi-;
cular , puesto'que ‘tiene el punto I en el triángulo , debe cortar
sufidentemente prolongada, aun otra vez al contorno del tfiángu-t 
lo. Prolónguesepues IK hácia L  j y supongamos que corte á.ia ba.̂  
se'del triángu en bd .punto D j'bájese énjtonces desde un plinto 
cualquiera de la A B , desde A  v., g. la  'perpendicuiar A M  sobre 
L K y  tíi?ese- A K ; y ‘ puesto qud el ángUio^AMK =  R , Ip mismcí 
que- MKG por construcción, y  el ángulo AKM >  M K C s é  tendrd' 
AM K H—A K M ^ s rectos, lo que es; imposible. Si sé. quisiese su  ̂
poner qUe ̂ la proIongacion^ de :I|í;.pasase:?pGr-;el;ve rtice, Fí áei ángun"
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lo ^FH Q por el lado. CF , tendría lugar él misino razonamiento, 
tuego. la línea, recta que baje desde F  á G  ne puede pasar por 
debajo del punto Q por un razorianiiento semejante al precedente, 
se i demostraría que esta línea no puede pasar por encima del pun  ̂
íto Gi- íuego ;deberá pasar por dicho punto. Pero si, pasa por allí, 
no buede ser otra queda FGG i luego F C G  es;una línea recta, y
mor consiguiente A - h B . ^ C  exigua! á dos ángulos rectos. . _

■ íN o  criticaré , añade Kircher , esta demostración de M . HaufF̂
■ pera observaré^-que no toma la dirección, de la perpeBdicular AM  
sino arbitrariamente , y no puede jamas demostrar ;:qúe debe tener 
la direcéion á la izquierda del ángulo obtuso AKM  , lo que ,él su-̂  
pone y es'contra lo déinostrado (3d& cor, 6.°),

<414 ' Pasemós ya á la teoría de Kircher, Este Geómetra , que
es médico de profesión,; publicó, en 1803 su: nueva teoría.de las 
paralelas: y en el prólogo descubre desde luego donde se halla el 
hueco de su teoría , pues dicéd "Es incontestable que los tres vér
tices de un triángulo no están en línea recta, y-qu e están desi
gualmente distantes, de una recta que estuviese situada en el pla
no mismo dél triángulo j porque aplicando la base del triangulo
sobre la recta, da distancia 4%" esta línea á los esttemos y  a to
dos los, otros puntos de la base es cero ; pero el vértice estando 

- siempre superior á la base , está por consiguiente una. cierta 
distancia de ésta base ó, de esta línea recta. Es reciprocamente 
Yerdadero que tres puntos igualmente remotos,4e una recta, es- 
tan en una misma recta j vporque si no, 1Q' estuyiesen, forrnaríaú.
Jos vértices dé un triángulo que están, desigualmente remotos,

' <Si el autor de está teoría tuyiese algún medio, para demostrar 
esta proposición , no hay duda en ;qüe su,-teoría sería muy inge
niosa ; pero estriva sobre este principio , que. aunque cierto,.no 
tiene ningún medio; para demostrarlo ;  luego: en su teoría que tie
ne por fundamento esta proposición que le parece, mas clara, y
que :1o es tanto, como las que los demas.- han: supuestQ, se.yeri- 
fica lo qué él mismo, dice, af: é.oneluir la crítica de HéMÍF: y es; 
'■ •Se ve por esto como la dificultad de llevar la teona_ de las pa
ralelas al grado de evidencia que exige, se reduce siempre apo
tra dificultad, cuya solución parece, más fácil de lo que ea-en.

/ M r Schwab en el prólogo de sus elementos de Geometría im- 
;r é í) á  e n I S c y u ñ o  &  i8 ^ ,;  bablando dedas paralelas , dice:

 ̂ ^Mr. iLegéndfe ha dado en sus primeras ediciones una demostra- 
\ eipn mui ingéhiosa para demostrar que la suma dé los tres angulos 

:de un triángulo: es igual á dos ángulos rectos de donde el deduce 
la; teoría dé las paralelas} él se ve precisado sin embargo a eonve-
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nilr ea sus notas, que ha^debido considerar como evidente, que por. 
un punto situado eñ un ángulo menor:que de uuo recto, se pue-; 
de w a r  uña iíneá que encuéntre á  los dos lados del ángulo. Este 
inconveniente j  y  sobre,todo la longitud prodigiosa de esta detnos-̂  ̂
tracion, que es_ tanto mas molesta para los p'rofesores y para los- 
discípulos;, cuanto ella se halla casi al principio, en que todo es ..aun 
nuevo : para "el discípulo^ todas estas consideraciones lian decididó) 
sin duda á- este célebre áutor á suprimir está demostración eii sii? 
novena edición, y  á:sustituir á ella ,:para esplicar l a  teoría de las 
paralelas , Una especie de razonamiento que está bien lejos'de tener 
la fuerza de una demostración. Despues de bastantes tentativas in-. 
fructuosas, mis investigaciones han sido coronadas de suceso j y 
si en lo que concierne á la línea recta y. al ángulo, yo he sacado 
alguna ventaja de la idea- de un movimiento de rotación la de 
un movimiento de traslación^ me ha procutadó la demoátracion mas 
simple que S© puede-desear de lav teoría derlas paralelas.^?

-(Esta teoría se halla roda comprendidá en las dos proposicio- 
s i g u i e n t e s / ■ '

_ >( ir -̂ Dos irectas EB , ED (fig. ^ue forman  ̂ con
E E  dos ángulos interiores BEF  , EFD  ouya suma Cs igual á dos
recibí Serán r  / l  -
, ■ (Prolongúese BE hidai A  y D E  hácÍa /0 , y  pues que BÁ es 

Uña línea recta, la suma de los ángulos adyacentes: BEF p F E A  
es Igual á dos rectos V por hipótesis la suma de los ángulos BEF^ 
EFD  es " tambiem igual á dos rectos j luego B E F - ^  F E A  í=  BEF 

EFD  ; suprimiéndo' erángulo rcoinun:BEF:, quedará el ángulo 
E F D .'For üñRazonamiento; semejante , él ángulo BEF se- 

irá;=:EFC. Luego se podrá trastornar y  volver á ;un rnismo tiem
po la figura ;BEFD  de mañera que el punto E caíga en F  y  F  en 
E  , que al mlsmo tiempo EB tome; la dirección F C  y F D  la EA. 
Si pues EB y FD  se eñcoutrasen en álgun parage á la derecha de 
(JH, estas dos líneas vSe éñcQntíatían auñr e,n su muéva posición á la 
izquierda de GH ̂ 5; estasi dos líneas difereuteá pasarían pues por: Jos ̂  
dos^niíSmos_puritos de concurso , rio que: és : imposible ; luegO; EB 
y F D  U0 se encuentran; á la.tierecha; ni á la izquierda y sbn',pa-> 
raídas, ,

<2.*' S i dos lineas rectas k C  y BD (fig. 6i forman con una 
tercera AB dos ángulos interiores CAB y -ABD;j C.uya -sum 
quê  dos ángulos fecMsy ejtasidos lineas rAQy^BDrsuficientemente- 
longadas :̂ se encontrarán» ¡I ’ :■ f:oh; r-.\;

-XPrblonguemos AB hácia:G;íla suma dé los ángulos ABD, DBG^ 
será,igual á ^ o s  rectos; y  ̂ pues que por hipótesis; la suma de Jos 
ángulos CAB, ABD es laenor que. dos. rectos , se tendrá,ABD

/  '
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TRATADO
C A B -4  ̂ABD. Quitando de una; y otra parte el á

común ABD, quedará p B G  >  CABi- , c  ■ ¡
;:i-(!L/uego'si se forma el ángulo GBHan BAG y la parte; superior 

de. la líneájBH se hallará toda éUtera á da derecha de BD y; no 
tehdrá sino solo el; punto B sobre esta ultima línea. i
t; íGoncíbase ahora que la -línea GB. resbale sobre-su .prolonga-
eión, hácia A  y lleve con ella el ángulo GBH j todos los puntos 
de la línea BH;v.indefinidamehtelprDlQngada,, se. dirigirán á pasar 
a la  izquierda ;de BÜ;ppero;«JÍos úó qrodráirhaeerlu, sino pasan--
do primero sobre; esta líueau; a s f  el punto B que se encuentra ya  
sobre ella, será el primero que, lá deje ; cuando él . se haya^lrans- 
portado á B ', el punto I  se.habrá transportado sobre BD en 
cuando despues B:„pase ; á B'̂ ¿ ehputuq 'ií abandonará á^u vea á

sarán jámás á- un mismo itiempolsObre la
. . . I ___ 1-: ; 'RU oo r>f

e a  iA -i-Dos ;puntos ;de la línea BH; no pa
la líneí BD para pasar á la izquierdáide esta línea , y otro pun
to r  .llegará sobre lBD: éa iA iD n s mintoa de. la línea

yn
.ne
coq B D , y el ángulo GBH sé' habría confundido ; lúe

f  porque si 
entóncesv to-«esto pudiera . hacerse  ̂ linea BH sC: confütidiria 

da.entera con ,B D , y  ̂ . i ,
losipunto$ Iv  í'iS íe . l̂íq p̂d4aj?an 'sino el uno despues

I -V

go: 
del otro. • I* V  I . 3 y 8G JL’ -A Ó

háya transportado, la .̂ í̂
i  *

ora , digo que por que> se
0ea^BH, ;hábrárSieihprd un ^
t ó a .  qué! la lín^a: BH^ pudiere i pasar enteramerite.- a la rzquiei 
dé B D  como^este tránsito no sé ;paede efectuar;sinó; punto por- 
puntG| - sería necesario; que uno ?dei estos puntos jpásasei el líltini 
Y no. dejase ningún otro-puotoíúiespüe elí á  .Jávrderecha dé BDj
lo que-és ■ iiupósíbieij^porqUedacilíneá^ r BH ptíedé: prolongar^ 

1 - - - ' ' ‘ .nltinroK

. j t

se hasta el infuiito, y , . .  ,
dé pasar se-há erioontradp^sobre la dinea -BD.,vhábia' aun otra 
iflfinidád sde ellos encima qtiet sevhallabán.áí la derecha ¡ de. BD^ y 
qué podrían pasan cadaí:nnb á sa;Yez‘;i;lnegO;;ran^n punto de 
lá línéá'BH puede-cónsiderafse cómo eh últimQ quéiidcbe pasar , y  
ladínea B É l tendraién tedas sUs -positioóés:;un punto-eotiiun con- 
t ó  i-spero ehíátíwulo -GBIj4 leg85: r  también ábBAG; ;y aun entónu; 
c é s i / t e  que-;sebha fctonveáidóóenbAC ,?-tendrá-nnitpuntoiCómniv 
con BD ; luego A C  encuentra á BD. . ,

 ̂ '  Cor Si dos réctas’ forman-con-una tercera dos angulos cuya 
“'^ m a sea-mayor que dos-ángulos; rectos j-estas io s  líneas;^ 

jí, iráránBáGia susvpreílongaciones.j poxqunpor ,e ládo. de las prolon- 
eaciones formarán dos ángulos-cuya suma valdrá menos, que dw- 

, iDír\ dédueerque iciíííjidé dos parálelas ABy CD
ppi' una tercera G R   ̂ que se llama secante, 
m erm s  BEÍF jvDFB es igual á dos ángu'r

\

, éHán 
lar sumes- án

y'

V.

•. '«'.v

♦ ♦ 1 .

1*. fc'j

{ '  .o A

•V/
U '

:íi'■vjij'tVi

. . A  * i'rî
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foíl reefdj; porgue ::de.citrO EB y>
serian ^paralelas, . ;í; ,u , -
, ^Despues ya se deducei con facilidad todo lo demás. .

-{Habiendo: censeguido obtenef la duodédina’edición de lá Geo
metría do Mr. JLegendre j publicada en 1823, no'^ijedo tnénos de 
congratularme, al ver ppr confesión de misiW.cLegend»re j re
sulta que\.QÍi ^crí t icaen todo. Ja rélativó á su teoría de las para- 
kJasydué juiciosa#imparcial^ E a efecto , ;este;profündo Geómetra 
diée eri la ádvertendaf de la, espreisa^í editíjipíir; í T‘‘La • demostración 
de la : teoríá: de las parálelas j" segün se;había preséptadpren lâ  tetr. 
cera edición dé esta obra:̂  y eri las, ediciones .sigüientes .hasta la oc
tava inclusive:, no estando exenta de toda objeccion, se había de
te rminádo én la novena edición ̂ restablecer: esta teoría casi sobre la 
misma base: que EUclidés,: Reflexiones, ulteriores, hechas sobre el 
ínismo .objeto, cuyo.desarrollo $k dará éb'lá, nota II. han hecho des- 

, eübrir;;dos : riflevo ,̂ modos: dcj dfeitaostrar éb: riebremaísobre;: Iqs. tres 
ángulos del triá'ngulo jí sin, el socorro de Mngun fosfnlatum. ^a su 
eónsecuencia, se ha inéertado una. de estas demostraciones en el 
^sto de esta edición:,'eligiendo la que; se;alejá menos de las ideas
ordinarias, y  que :por otra parte; njay>arefle:^mas difícil de: compren
der; que- la qfle se; había dadq  ̂en laisiedádones^'jirdcedéritesidesde 
lfl:íercdra-}hástai-la;;.octavfli :„cn: -i- '\i\ =¡h C-;

iLa. :demóstr3eion, tpte:da:en el tésí© es COITO Jsigué; todo
triángulo , hísuma-ideJos r̂es ángulos esAguál á  dos ángulos rectos.

rccc^.. ABC^fig. 3Í7) el triángaIq:pTOpüesto>,'eriel cualsupon-
mos que AB .cs el lado mayor y. ^BC-ieiitnenor', y por,Ib mismo 

ACB:^el mayor;ángulcTíy; BAG¡ el liienor.; ( Este supuesto, no escluye
el; cas0,en:que Ae.:S=,4 .BíÓ BG).;: .I r':) :
: y.^Eor el ipunto A  y:por el punto, I medioiidel i lado opuesto BG,

tírese lá.;recta-^I que se prolongará hasta G',, de. mbdq que: A c ' 
toAB  ; prolongúese.también AB hasta B ': de modo que A B ' sea 
doble de AI. . : ; . .  ' í

,  : • . . «I '  . ' ' ’ j  ~ é

'espresan pon A,B>G, los tres-ángUlos del triángulo ABC 
yvpqr A/; B', C ', loS:dd AB^G^ digo Bfle se: tendía el ángulo g ’ 
b=:B í-1t C, y el ángulo A  = : A  ̂ -t. B ''j de'donde .resulta A  -JÚ B hI:
C  =  A '- i-  B ' •+■  C/, es decir,- que la suma de íos tres ángulos fes 
la misma en los dos triángulos,

. C - B a r a  probarlo, hágase.AK =  AI, únase G ^  y se tendrá el tri-
íj^^AR igual al: trlánguIo'BALiiPorqlieí eri ambos  ̂ gj ángflíci

común A,: está cbmpEendido.:éritre!láribs iguales, 3. saber ; ACÍrAB;:
y. A K =  AL Luegoíel tercerjlado G<K*;i=5BI .ííluegov: ' ’
guio A qK .= .A B G y:y.el AKG^== A IB .-- a s ..í ' ;

<"Digo ahora, que el triángulo .B'C'K es igual al AGI , pprqüe

%
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Ja suma de los .d'o&! ángulos adyacentes AKG^^^CfKB' es vfgual a 
dos ángulos rectos , usi como A lC -4- AlB: ^uUáado^Jte?aml^í^”
tes los®ángulosuguales:.AKC<^,AIB;, quedarákLángulq C KB = A I U  
Estás ángulos estánuíomprendido^ por Jados igualesv é s ^ e r  ^ K -
IB  =  CI y K ^ c :  AK =  AI¡i,pues q̂ ue se liasu p u ssto iA B to  A l— 
uAK. Luego Jo¿dos triángulos ACLson ig ú ^ ^ ^ ^ e g o  ^  la.
•do C''Bk= AC ,is l aagdloqB-G^R—AGB, y eliungulá' RB

aquí se {Sigue ,tv°!que«lábgulo AC"B' designado
se 'c o m p o n te  Aos :únguiIos i¿uales' ú io s  jáhgulosaB'y^ <G ¡del triar^ 
 ̂ / __ .1»__/A/___ x > . O  ./.,* O .Uiií» £.1 ríincni n ;Ai

I.
2

dei triángij^o ABC s/xorap:oae -áng l̂p A ' ó C'AB ^
nece al « L g u ló  AB'G' y del áng^ o ^C^I^igual d
mismo triángulo , lo que du A  =  A 'H - B̂ ; Juego^A - -A.
-+. B ' -H GMPor otra parte ,pues que se nene por JiipotesK .
AB, y.por consiguiente G 'BÍ«,AGÍ^sélt^e:que,eneltm ngiüoAC;^
el ángulo en A i designádo! (por' A'tes-¡ menor que >B ; y como a
s i n S k i  á s d í a l  a U n g u lo .A  del triángulo p ro p u e ^ , se
sigue que se tiene el áugulo A ' <  JA . \w n t ' , r 3

V " 3i se aplica la misma .construcción al triangulo A B  G para
fdriMr un- tercer ¡trránguto^ AG^JB^ euyos: ángulos ^erán;designa-^

; dos poríA^'^q^^setendráfU sem yantem ^le ̂ s
Q//^Q/^g/  ̂ A '' -4- B";;$ade donde resulta A ' B  G —  ñ. ^

B''' rt- G'̂ V Así la suma dx^los <tres ángu  ̂ misma en es
tos tres triángulos. :Se tendrá-:al mismo tiempo £l ángulo A
A 'r y por consiguiente A ‘'f <  |  A v _ * A  V a o /r/

i'^ontiouandaindefirudádieute^la ^erieíaelos m an gao s AG B ^
AC^^B^^&c .se llegar4^á !iun :íri^%ufc'díl7c x a  oc
los tres ángulos serásiempre la mismá^^e^ ,en .el triángulo pro-^
puesto Ab I ,  y  qué^endráel ángulo r^ e el u ^ i n o  que

^ "L u eg o  se puede suponer ¡esta série de triángulos prolongada
hasta que el ángulo .a sea menor que cualquier f  '

• / ’^ ,  si'por médioídel triángulo,. seeoiistruye el triangulo
siguiente u 'íik 'la  suma de los ánguíoá 4 ,  de este seru_ igual 
co l el dngulo , y  ¡seíá ;por consiguiente.menor, V
dado : donde s e  ye que laisumá de los¡ ures ángulos deJ triangulo
ñlWĉ  se reduce casi al solo ángulo \ -

'""■ i! -  /"P ara tener iá medida precisa de esta suma,_ prolonguemos 
. é f  lado uk' háeiaÁLíyj'llamemps: jí̂  el ángulo ¡¡esterior á  c A ; est»

Ü ;  se tendrá 2 D l u e f e á ^ i k  W  d e  los angulos del
■ triángulo'i/iikf^sera^aD
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<"Pero sé puede concebir que el triánguío «Ví»' varía en sus 
ángulos, y: en sus lados, de modo que representen los triáneulos
sucesivos que nazg,aa ulteriormente de la misma construcción v se
aproximen nras, y, mas: al límite en que los;; ángulos n' y  P' fuesen 
nulqsv En este límite: la? rect^ atc'df corifundiéndose con a'b' los 
tres puntosV, ĉ , acabam por estar exactamente en línea récta- 
entonces los ángulos'P" y  vienen á ser nulos al mismo tiemno 
que,» ', y  la cantidad s D - h  -H b'~. x':, que mide la suma de los 
tres^anplos del triangulo a 'c V , se reduce eDj, luego en todo 

■ triangulo, la. sum  ̂ de. los tres ángulos es, igual á dos. ángulos rectosd*
, ^.Despues^ continúa Ja demás del testo como hemos manifestado 
en losrparrafós. 4081, 409, 410,  y 4 1 1,
on POíie en la nota II es como s ig u e n 'T a  demostración
que damos en ej testo de la proposición de que la suma délos tres 
.angulos de un uiángulo es igual á dos rectos, puede ser la mas sim!
pie y la mas directa que se puede; hallar en el género puramente
elemental j pperamos que será acogida por los amantes de la exac
titud geometrica, y  que hará en fin desaparecer dé los elementos 
la imoerfeecion a que la teoría de- las paralelas ha estado sujeta

i.-

< Nosotros nos valdremos de esta ocasidn para hacer aleunas 
-nuevas observaciones sobre la demostración que hemos dado de la 
mism  ̂proposición en la 3Aedición de estambra publicada en 1800
yien  t e  edifiiQnea siguientes, hasta la 8.* inelusivey para estô  re-
■ cordare ^ jm e ^ .p a la b ra s  el principio sobre el cual esta demostra
ción estaba fundada^- y

i^Hemos: probado ah principio de un modo rigoroso que la su- 
ma de, los angulos de un.triángulQ no puede ser mayor que dos 
.ángulos .rectos, proposición que separa de; una vez por una dife-
renciafeseneial los;triánguIos rectilineosj de los esféricos. Esta uri 
■ mera parte .hallándose establecida, faltaba probar que la su m a 'L
los ángulos, na Tpuede ser menor que dos ángulos rectos: pero co- 
ma elesceso de,los .tres ángulos sobre dos rectos, que tiene luaar 
en los triángulos esféricos es proporcional á la superficie del trian
g u lo , del mismo modo el déficit, si le hubiese; en los triángulos
jectdineos,, sena proporcional á la area del triángulo. Desde^lue-
p  e s ,h p l  de ver que si se consigue construir, en virtud de un
triangulo dado, otro triangulo en el cual se halle contenido el trián 
^  o dado_m;yeces .Ib ménos,. e l de este nuevo triángulo 
igualara al menos, m veces el déficit dél triángulo dado , de mo

Í e S v L e n m '^ *  triángulo disminuirá pro
gresivamente: a medida que m aumente hasta llegar á ser nula ó

negativa. Resultado, absurdo y  que prueba queda suma de los-án-

/
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guios de un triángulo no puede ser ménor que d ŝ ángulos rectos. 

/"Tomando pñr norma este principio, de. demostraemn , que «s
■ infalible, hemos^hecho ver que toda la .dificultad se ad ucía  m
rconstrdir .un triángula que eoñtnviese al ménoS idpsíiveceseTtrian.
■ pulfi. dado;; pero, la goluóionf qub temiCiS-dadoidef&K
fnaríencia* muy simple ísupone-;que ,ptíc<iün:; púntó- dado -len pnian-
S “ S> r^ qíe ckí^t^cio^ de-L^ togulo íectbv^e^í.u^e.stemp^
■ hacer pasar una l í n e a  recta que ̂ encuentre á dos. lados del angulq.

/"Nosotros nos habíamos aproximado mucho asi a nupstro ob
je to  pero no le habíamós-aleanzado enteramente^ p)ues. que mue^ 
tra demostraeion dependía de un poítaíaíMmy quey ernmdo^ rlgo ,

L r  en da '9Í edición á lâ  simple marcha.de Euclides j ueserván-
dh nara las notas la demostración rigorosa.' : d: ,

/"Examinando las cosas con mas ateneion, nos hemosmonvenm- 
do d e  que para demostrar completamente nuestro f oíí-M/uíum̂ , erft

caScterEfica db ésta l í n e a  p qüe uSGlüybse toda analogram on^
W m a d e u n a h ip c rb o te c o m p re n d id a 'e te r .^

*0 •aquí cuál, es sobre este ^puntp el 
cioness

• V* • I ^
dado Sentrú

■ tjU0‘ lu T8QtÜ> — , ^ 1 j  1 ' /
cesañamcnte á los dos lados dd angulo 
. /"Porque si ¿lla'tm Cheüentra u  uno 
guio , .encontrará al Otro V: ‘Siendo '■ todo 1 ^
-páttiÉ'del puntó T i:^ á ''e lte ‘«b enG0fítraáe3a'U^ 
* . 1 i *•' 1»;*» Ift-ii t i

Uw I1.
a

■ no encon-

iraría; al ot?o pbf telrlismaTazGii^j
« „  ¿ « r i a d a  «.a? A ' r i fdebería.' estar- 

-tre los lados del angulb 
la línea recta qüe ühá - ^

ser ¿licepádR éti: líh ■ áa
êfeúto ytíídaqreétá

V  _ ,i ^  ^ «< 
e

^no en aos punco j 
,!au estensión^y 9oa

M  4

sobré uñ plauoi
•  '  j . .  i ' i  '■ * •a esté

 ̂ 1.

un anguió ACM"r±'AGM y ̂ uná distánéia /i . »/•!■ lyes^
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«íu estension y son pciicviictiiiviite iguales. La p tó  *.o Átvttí '
thtál situada de un lado de Atí? es iguai en touu a  ̂  ̂ ^

■ S«.h,de lado ,  p o . , »  S S . ! í  •
ftcta ABy todo otro punto id  de te 'pacK ^
do por la distancia CM y el ángulo'AGM^,
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dente que los puntos M  y teadtán la tnistna: situación eri las 
dos partes dei plano, y que estas dos partes estando superpues- 

» tas,lo s puntos M y  M ' se ^confundirán en uno solo.  ̂ ^
_  < Supongamos ahora, si es posible que vina recta indefinida IT 
y  este encerrada toda entera en un espado; angular cualquiera 
por ejemplo , en el ángulo ECM  , ella no podrá sino d i v i d  en 
dos partes Iguales ó desiguales la parte del plano comprendida en 
el angulo BCM  j esta parte tiene su correspondiente EGM" situa
da del otro lado de B C j pero como ademas de estas dos partes

ífs A C M ^ ^ r w  ’ encerradas en los ángulos igua
les A U V I^ A C M , se ve que el espacio angular BCM  no es la
mitad de todo el plano j luego la recta X Y  que se supone dividir

f inmediatamente el pos-
2  S r  ¡ostulatum se reduce fácilmente, como

perpei^vcular á AB ,  la otra recta BD forma co2 \ b  u¿ ángu. 
lô  ABD menor que uno recto. Se trata pues de prohartque éii
este caso,. BD prolongada debe encontrar "á 7Í.C, - ^

^  £¡n efecto: si esto no fuese prolongando AG haría tt
d |a d o e l á„gU o A B iy =  a BD,
toda^entera en eri ángulo DBD^ menor que dos: rectos. ^
. : <' Dejamos a ^  Geometras el decidir sí ekta demostración rio me 
.recena ser admitida en los elementos, de preferencia á toda otra 
para restablecer la marcha de Euclides , que ha venido á ser 2 ’
teramente rigorosa por, la supresión de su posíKÍuíMw,»:

■ Cv ŝpues sigue poniendo en esta pota todo el contenido de la 
nuestra al  ̂ 4 11 , y  la terminande! modo siguiente. "En fin aun
que la teona precedente se halle establecida sobre los fundamen!
ms mas sólidos, no debemos disimular, que ella ha sido ktacada por 
Mr. Leshe, celebre profesor de Edimburgo, en sus elemrintos^de 
■ Geometría , 2.* y 3.A ediciones j pero sin entrar en ningún deta- 
lle sobre este punto, nos bastará decir que las objeciones de M r
Ew/ie han sido plenamente refutadas, -primera por M r, Plavfair
su Compatriota,, en .F Edímhurg revievf tomo XX y desnueJ nnr 
■ Mr. Matines , de la dveademia de ciencias de París^ en Is, Biblia- 
tlieque miyerselle de Geneve , octubre de 1819. Se puede ver tam!

estas mismas objeciones , en íâ  edición ingle-
t o m o  i . P A E X E  II* J ,  o  ^

\

\  -

\
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sa de nuestros elementos dada por Mr. David Brewster
hurgo 1833.”  ; ^

-(No.habiendo llegado á mis manos, á pesar de las eficaces, d i-.
ligencias que he practicado , los escritos que cita Legendre , y sí 
únicamente la 4.  ̂ .edición de la Geometría de Mr. John Lesiie im
presa en 1820 , no juzgo inoportuno el estractar aquí lo qne di
ce sobre este particular, y es, como sigue,  ̂  ̂ \  '

-(̂ ■̂ Mr. Legendre ha intentado deducir a pnori las propiedades 
fundamentales de los triángulos, de la teoría de las /wncionej. Pe  ̂
ro 5 así como;en otras empresas semejantes j sus' investig^ciones en
vuelven lo que se trata de probar. Para un ̂ matemático especulati
vo el argumento de que usa para probar que C debe ser inde ?en- 
díeiite de c, es mui seductor, si no sufre'un rigoroso exámen. Mu
chas cantidades'en el hecho aparecen resultar de la combinada re
lación con otras cantidades que son heterogéneas. Así, el espacio 
que los móviles describen, dépenden del tiempo y Velocidad, que 
son elementos heterogéneos^ también, la longitud de un arco de cír
culo depende del radio y del ángulo que subtende en él centro, que 
-obviamente.̂  son magnitudes heterogéneas. Por el contrario, noso
tros conocemos previamente , que lám base c puede ,̂ por su combi
nación c©n los ángulos A y B , modificar su relación , y en virtud 
de esto afectar el valor del ángulo yértical. En ótro caso ánáiogo,
la fuerza de e sta  razón se percibe fácilmente. En efecto , cuando
■ los lados a ,  ó y su ángulo coatenidó son dados, el triángulo es

como la mas simple, observación manifiesta. Por lo
derivada solamente dé estos datos , 6 c zz: Fí 

.(üy fi, G). Peto el ángulo G , ŝiendo Jieterogépeaj éon los la 
b , no. puede unirse con ellos en una ecuación , y consiguieatemen?- 
te , la base c es simplemente una funeion de a y byó'cs  meramente ' 
el resultado necesario de los otros dos lados. En otros términos  ̂
asi como el tercef ángulo de un triángulo depende de los puos

■ dos ángulos, así la base de un triángulo debe tener su magnitud
O X  ̂ . V - 1 I I. . ■ 1 ^ I « r p x i

mismo, la base c es

determinada por las loneitudes ,de los otros dos lauos. ¡ Tal es^eí
estreincí absurdo á q u e  puede, conducir este modo , de_ raeioem^

/ A esto contesta Legendre en una carta escrita a Mr. Leslie en 
de febrero de i8ió la objeción hecha sobre la écuacion c =  F; 

Ja b Gj se resuelve muy fácilmente. Nada impide que c , que es 
■ número , (con relkcion aLángulo recto tomado por unidad) sea 

fiincion.de con tâ l que esta.iunéion sea de dimensión
nula, es decir, con tal que la función de C se reduzca a una

A- “'--•fr.
función de dos relacionés, tales coaio — , 

> a a

* y

, Y  en efecto, esto eá

3
S l  

^ ^

i \

K *9 ♦♦
4I

' "
{

'  ^  . t

I, f
,  .  V

'V

/ ' \

í

r.

' s
-f

y

. . T

• -M
-í»

I »  •

. . .

' >

j  I *

, í . t

.< *

• ‘I

■ J
k\

. • j- i'i.?
<!

.. ■ M

•%

V.



 ̂K
; A

Io, que 'tieae
D E  G E O M E T R I A ^  8 $

en virtud de la ecuación trigonométrica cos.

b

a^'^h
I  •+•

c.

a a
i - 2 ab y

A  io cual dice Lesiie , que ^̂ ha-

2  X
a

\  .
/ •

•»3hiendo vuelto á considerar el asunto con m adurez, no puede asen 
tir á lo que dice Legendrcj’’ y se funda en que tantpdas línea^ 
cpmo los.ángulos son cantidades reales, aunque de diferentes gér 
ñeros,,

■ {¡415; : La teoría de: M. Bértrandi profesor de Matemáticas en 
G in e b ra e s  ;tan ingeniosa como todas aquellas teorías que él se 
propuesto esplicar por métodos nuevos pero que tal vez por ser 
demasiado, metafisicos, no: merecerán admitirse por métodos ele- 
meiitales. Antes de llegar á, éstoy, dáréúiGS ,á conocer las primeras 
nociones quéiél da de da Geemetjría j porque; aunque no ,se entipn  ̂
dem demasiado;,: np;; obstante; son dignas de ;atenciori. , . :

segundo: tomo ;de ;su obra intitukda- Dsveloppement
pem de la partie elementaírej des : Mathematicims y un
capítulo que trata del plano > de la línea recta y de los ángulos, 
en estos términos.. - i ' - —- i ' ‘ ' ..................................  ̂ -

^^%a Geometría,,; como cualquiera otra ciencia, tiene su fuñ
en las ideasj eomúneŝ ^̂  á̂  ̂ dos. hombres. Del fqndo. de

esras: ideas es de donde Ids rprimeros inventores han sacado Iqs
principios y gérmenes de los ,coüoGÍmientos dé que han hecho pre-r 
sente al género humano. Por lo cu a l, párece que en \oda ciencia 
se pueden distinguir dos partes 5 la que consiste en el conjun
to de principios ó nociones primitivas do que dimana esta ciencia,

t ..

y  la 2:̂  que.encie;rra el desarroüo. de estos principios.’^
Qr lo'^que toca á los principioscom o se hallan en todas las 

eabezas^ pátece que;: bajo este aspecto la ciencia no opone resis
tencia lú dificultad que vencetj sin embargo , la elección que' es 
necesario hacér de estos principios , el grado tle claridad y 4c sim
plicidad á que es necesario reducirlos , y  la necesidad de enunciar
los en términos propios bien conocidos , de un modo claro y pre-' 
cisp :, es un asunto de bastante dificultad,”
y^-^fNo obstante un medio de disminuir esta dificultad, es trans

portarse á los tiempos en que la ciencia de que se trata, princi
pió á cultivarse , y proponerse alguna cuestión propia de aquel 
tiempo, tan simple que el espíritu vea fácilmente las ideas que 
contiene y la-cadena de los pazonamientos que conducen á la so- 
I ucíqu; Aun se puede dar mas importancia: á esta investigación, su-
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poniendo que -ia cuestión que_ unp se propónga sea aquella miŝ  
ma que dio lugar á los primeros desarrollos de ]a ciencia que se
ensena.^ _ ‘ ' - • . ^

r^^^Principiarémos-; pues r esta Geometría por úna cuestión que 
tenga lás condiciones que "'acabamos' de indicar; y para entrar en 
materia .supongamos ^que un cazador^ habiendo muerto un gamo 
de un pechazo , quisiese saber _,á qué distaneia había alcanzado su 
presa. Para esto^tómáñdo 1̂̂  longitud de su afCo Corho la que 
le era mas familiar, la puso .sucesiyamente sobre toda la distancia 
que había de él ai aniñiaf que había muerto, y eonside^^ al nú-̂  
mero d  ̂ v^ces que había podido aplicarle, como la juSíá espre-' 

^ion de la^eládón 4e est¿ distancia u la longitud de su arco.’h 
" Puro Sus dnyestigaciones no sedimitáron aHií Se puso i á re- 
ílexionar sobre la circunstancia de la operación que acabamos de 
practicar j á saber :- que cuando aplicaba su arco sobre el terreno, 
póñia Una singular atención en no colocarlé sino en una. cierta di- 
reecioft, esclusivamente á toda otra. Esta dirección decía él j quéy 
se llama /iucu rrctu y  de que yo tengo íitia .idea tan clara  ̂ si s# 
íné tógailtásé qné.esy y '̂ n qué Sé difercnCiá^^e^íoda. o t r a ,c ó -  
inp Véspondéría yo>̂  es la ditéeéión que ^igue üná flecha
antes dé éncurvarsé hacia la tierra es dar jm ejemplo de ella 5 pre
sentarla bajo la imagen de una cuerda estendida  ̂ es elegir mejor 
$ü éjetíiplo j pero .no dáí';sU cafactef distintiyo* XJn rayó de, luz 
que entra en un parage obscüro no lo^dariarampocóv Este caráe*̂
ter n o  depende ni dé las flectiá  ̂ de las eúérdaa'tenífldas m 
de los rayos def sol f se léopercibey és verdad y en:esto$ tres Ob
jetos jpéro'sé'puede encontrar en otra pafté 5̂ y donde quiera qué 
se halle es. necesario prescindir de laS circunstancias estradas qué 
le aeompanán , y manifestarle con toda su simplicidad. ’̂

, después de haber contemplado la línea jecta en diferen- 
tés objetos , y de haberla despojado de k s circuíisianciaa^estrañas 
qué le acompañan > el cazador encontró que Jo: que la distinguía 
-de toda otra línea irázada Sobré un pla.nO/ ó imaginada sobre lá 
superficie de un lago perfectamente en calma, era el que, hacienpí 
do abstraGcion de los límites de dicho piano y  de lás orillas del 
l a g o  la iinéa rectn cortaba al lago y á la llanura, de manera qué 
las superficies de una y otra parte de esta línea fio se diferencia
rán la úna de lá ctra^^y con'“relación al plano ó á la superficie 
de agua perfectatnente en calma , yió su carácter distintivo en que

'reparaba ; ia parte superior de k  parte inferior del cielo, de ma-
mefa que el espacio superior no se diferenciaba del inferior , hacien
do abstracción de los cuerpos que se mueven en él. Pero despues 

haberse remontado á da idea del espacio cómo á aquella co^
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^ue confinan isus >nócÍGties dé llánara y de línea i^eeta / el cazador 
no pudo llevar mas lejos - k  análisis  ̂ y pasar de la idea del és^ 
pació á cualquiera otra'qué de ella se derivase, y  por esta cau
sa se cónténtóf coñ désenvolv.erja rnejor^ y con̂  defínir con mas 
exactitud las que .había hecho depender .de ella , quieró.décir''^ las ■ 
ideas dé supeffícié^ plana y de linea recta;’ ’ -  ̂ ;
‘ ■ ^E1-'espéctáGum del lúniversó presenta á .nuestra, vista: un- 

Cspacio inmensp. En esta inmensidad es donde existen los cuerpos 
y mudan .continuamente de hg.ura, de magnitud y de: posÍGion, mien
tras que invariable en todas ,sus partes y semejante á un mar 
siempre eucalmaj éhespaclo mismo ■ péTOán;ecé fen un eterno reposo.’.’ ; 

■ {"Así, Ja :idea que nosotros ños foínjamps del .espado es
es infinitó y  ;Siñ .límites ., .■ homogéneo ó  semejan,té á éh mismo- en! 
tódo tiempo y  en todo lugar: no tiene límites , porque los que 
quisiéramos darle se encpntrárían en -su estension, y  por Gonsi- 
guiente no le limitarían. El es homogéneo , es decirj que la por
ción de ésDació qué 'ocuparía un cuerpo én un lugar j :.no se di

que óGupase eíi ótro^ á lo cual .añadiremos que 
d  espacio és al rededor de úñ cuerpo colpc^do cñ cualquier parte, 
lo qué es' ál rededor del-dkffl Cuerpo .Cplocadp en otra parte^”
’ { *̂"Pero de esta núdon dél espacio se sigue que se le puede con̂  
cebir dividido \̂ ñ dos partes , tales que nú pueda decir nadá 
de la una que ño sé pueda decir igualmenu
nías qué .sü Hmté domuñ tenga :éon cada euas .tas mismas
^ehci’ótíes ^^ealconsiderandoh toda mterá  ̂6 Ma m  considerando si^
ño 'uña parte dé ella, Este limité dé lásvpártes dU espacio dividido 
eñ dos igualmente, es lo que se Ihtna plano y el plano como él 
espacio, de puede concebir dividido en dos partes ytales que no se 
puéda decir nada de la una que no se pueda decir igualmente de la 
otr'ay tales .ademas que su límite común penga con . cc^a una dé- ellas 
Ids misfnas relácipáes y \sea- ':sé la  .considere como entera  ̂ sea qúé 
ño sc' la considere sino como üña parteé  ̂ '

{"P ero  Ja idea de este dimite , siendp conforme en todo á 3a 
que el cazádor se formó de la / fc a  recín, toma, lo que acaba de 
decir por Ja justa definición de esta línea, y se ejercita en definir 
las ideas qué .tienen mayor conexipn con las precedentes.”  .
 ̂ { "A sí según él;, es necesario .entender por superficie el límite 

que separa ñna porción cualquiera del espació, del res^o del mis-̂  
mó espado  ̂es Inécesario dísringñir Jas superficies Cn planas y cwr-- 

«̂5 : planas son las que tienen la própiedad del plano, y curvas 
la s q u e  no la tienen. Es necesario definir las /ííícííx diciendo que 
son límites de las superficies , despues dividirlas en rectas y cúr-̂  
m s í rectas las que tienen la propiedad de la jínea recta, curvaS'

de la ■ otra i tal ŝ- dde-̂

\
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 ̂ ryh U tienen E n .fin, es necesario defiftir;?el 

las qu 1 las líneas Y Con relación á los íínfiies, sea de

est.s cantidades se acercan . . p c ^  .tn pa-,

" ^ / ^ S e s p i i e s  de'haber, fijado'así el sentido de . diversas p^i
1 nii-e intes 'siiietaba ideas c l a r a s  pero vagas , ,el cazador
S . ‘. * S  partid» dé su trabajo , quiso buscar

b“ S  plano no »  podé
' “ ¥ S * i S ' f « é ’3 X : ‘ S  „ » * , . ; » » »  f» d a  . i * ú » ú

X” b* V s --tI i *ins puntos sobre,un plano, y; para juzgar

r a r ^ ^  e s l  plan^mas de ■ una Jíneaijrecta,, « ea ió s  ^cpalm em ^
S ^ ^ á B d o s  iLeaséiAl^tiAm.d^eXsnpondf^^^^
4- n onAn dp una narte de estas dos rectas una linea

 ̂ a AMB iinagidenios que esta linea AMB fijada por sus es-, 
quiera , gire al rededor de ella , hasta que,

í f  ^ 1 - ?  e S ^ o  A^¡e
AM'B • Y en tanto que AB Iormase,parte de una recta, la

Íe  S Í  ímreionea de plano entre las cuales nó babna
de AB, Mientras que ANB forme parte de una

Í ^ ^ B N A ;  luego estos d o s ,defectos, de . diferenciay mo-pueden^, 
/ J o ^ S u g a r  ul mismo tiempo, éS « id é „«  que .dé.uu, punto U

““d í ^ X i S  « / r S ' l a  , segundame, ANB toda
Í ' Á  uua Darte de la primera A B , se la -hubiese tirado parte ha.

Am Í cou^AM 'BA  no hubiera., dado la esclusion á la igualdad en-

^  t H d t i m r u S a m t r a  que habiendo tirado una.rec-,
^ F Í Í b  de un punto á' otro sobre un plano,. nó se pueda tirar una

tr ^ o n  prop  ̂ gp se puede. Airar, del punto A  ,al
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punto 'de sección ,N sino una sola recta AN., y, que ; del .apunto B 
no se puede tirar  ̂tampoco sinó 'una y  que asi , la pretendida rec-
ta'ANB coincide como ante  ̂ con AB 5 y por tanto: que desde un
punto á otro sobre un plano no se puede Sino tirar una sola recta,”

'̂^^Pero esto no le basta .al cazador, él quiere asegurarse .tain- ' 
bien de la imposiblidad que hay de que dos'xectas trazadas sobre 
u i f  plano y teniendo una parte común AB (lig.. 7 b ) , puedan se- 
parárse la una dé lá* otra en" el resto de su: curso , y prolon
garse la mna según BD j :  Jâ  otra'según BGy y ayste'/efecto/to-' 
mando sobre BA su parte BF .,. la hace, girar a-al rededor del pun
to B, de manera'que el punto F  describa- una línea FKD de'un 
lado de FBD, y deFotro una línea D LF, lo-que no se puede ha
cer sin que el punto Fqrace^ai mismo: tiempo de un Jado de FBG,. 
una línéa FKGj y del;íQfrô :̂ ü̂  ̂ línea GLFv Feto siendo .tod’ü igual 
sobre un plaríip-dé utiklytotrá parte de-la réGtaydas^ líneas.FKD, 

desct;uas de la. misma manera de >hna y otra pahe de FBD 
no se podrían diferenGiar,..ni las líneas FKG, G LF :^descritas de una 
y ytra  parte de FBG , luego la suposición de dos prolongaciones 

■ tes , de  ̂lâ  misma porción de recta AB; conduce á una con
tradicción, Luego dos rectas que coinciden en una parte AB de
su i'C u rsG ;^  pueden itenér prolongácionés diferentes.: Luegodos 
puntos sobré un plano'' determinaa solamente la parte de uná' -
recta que va del lino al otro^ sino aun las partes de esta rec
ta que están fuera de, este intervalo \ y -por tanto dos puntos 
sobre iinplanO determiñán rnria línea; recta. De donde resulta que 
dos reotas que \se enGuéntían sobre ün Jplanq̂  se encuentran en 
él.sind ení un‘ :soló puntóq pdriqiíe si se .cortasen en dos ,^coincidi
rían en el intéri^álo de uhb| de estos puntos al otro y aun fuera
de esteMatérvalo ioique  ̂es-incompatible con Ja idea de sección.” , 
t ^̂ *̂ £1 calador no bien sé convenció de esta proposición de que , 

dé Un punto á otro sobre un plano no se puede tirar sinó una sola 
recta, OUando trató de hacerla mas geiíerál , y probar que no so- 
laméhté-desde- un punto ;á otro-sobremn plan^ sino que áun des
dé uú'punto -ótro-en él espacio no se puede tirar: sino una lí
nea r̂ecta;̂  ó lo que viene aXer  ̂ lo mismo , trató de convencerse 
de quê  todas las rectas que se tirasen  ̂por dos puntos dados en el 
espacio, sóbrelos diversos pianos que pasasen por estos puntos,, 
no serian: sino unavSóla' y misma línea recta.”

<417 Así continua él con su cazador , y  nosotros ínterrumpi- 
rémos sus consideraciones para llegar desdé luego á la teoría que él;
espone dé'Fs páralélas-, que principia éri:esta proposición que es' 
la 7,  ̂de su obra. .

■ w tuj-A B , CD (/íg. 79)? 2^̂  tvdzadas sohre.el mispíO plano
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88, > tr atad o  EXEMENTAC
fo r m a n  en é l  con m .a . tercera  G H : ángulos interiores, BEFDFE,v 
cuya sufna: ^exiuivalga á  dos reetos:y ,no p o d ría n  encontrarse.^'*

Para 4 eiDostrar la proposición de que tratamos, observaré 
que pues por el supuesto BEF , D FE valen dos ángulos rectos, 
son equivalentes á dos ángulos adyacentes BEF, FEA, óD FE , EFCf
de donde se sigue que D F E  — F E A  í 3."̂  que BEF zrE F C jA  , > r  '•! * »

pero siendo ;esto a s í , si se íevaiita; ía ;pQrcion de plano BBFD , 
y; se la hace'dar una m úvm ltn  sobre eí,plan,o de que fortna. parte,, 
aplicando EF;Sobre la iBÍsma FB_j la recta F D  oaerá sobre la EA, 
á causa de ¡DEE s a F E A p  la EB caerá sobre F C , á causa de 
B E F =  E FC  , de manera que las rectas E B , F D  no se podrán 
encontrar en un punto sin. que las F C , E A , con que coindcfen, 
se, encuentren en él mismo punto#. De, dpnde se seguirá que las
AB, :CD sedenccntrarán 'en dos punrusjáotio^ se,, enco,atrarán de
ningún. madoij;;ppro ,lo primero es ,imponible ( 416 ) , luégo ten
drá Olugar do- segundoí luegd dos rectas que trazadas sobre un 
plano forman! en él con una tercera ángulos^ interiores, cuya su
ma valga dos rectos, no se encuentran. Despues de líamar para- 
k la i  á estas-líneas que, no se encuentran,, y; de hacec algunas

faeíooes.j pasa á'-esta,proposigÍon.’r .  ,
m ta í  AB! j G D ,(% . Fo) tercera

ángulm interiores: BRE,, DLKj.quejmtoí .renn iguales: id o s  rec- 
.eneWrdrí en sí uná pnreíon de flu w  p tal que él contiene unatos,

in •1

los
>

acentes
a

suma de
tos , 'F6e.sigd.e ,cíue
sobre HG la longitud LM

poí el supuesto Ja suma de los ángu-  ̂
rectos f y que p o r, ptra parte" la 
DBMi.es Jafubien dgual á dos rec-* 

^̂ que por J^nsiguíenté sí se; toma: 
RÉ y s;e, imagina la recta E F  tirada

por el punto M> de manera que F M L s DLK^ y se hace mover 
la banda ACD B á lo largo de HG hasta que el puntô  L  caiga 
 ̂ ^ • á con L M , la ED co a M F ,en M  y K  en L , la línea

y  la KB eon LD í porque lp$ ián 1 ítusmo
que las rectas'

tomar
sé formarían tantas
ig&ales con, K L se

/_ _

conyenir^f pero, Ja í banda ACDB 
com ía banda CEFÍ) á causa de que se ha 
HG una longitud DM ^  KD>. eS claro que 
bandas iguales con ACDB como longitudes

___  __  __ pudiesen tomar sobre HG p es decir que se
.J u ra r ía n  uná infinidad de ellas, y por tanto q u é dos rectas que  
foiunan con una tercera .ángulos interiores ig,uales á dos rectos, en
cierran entre sí una porGÍon del plano, tal que dicho plano con- 
tiene íin a  infinidad de porciones, semejantes.’» ,

^418 '■ Gttídído dos rectas forman con una tercera ángulos interio'
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m,- cuya súma no es igual á dos ’rectQs  ̂ .estas rectas sé sncuentrand^

^i^’Observemos ante todas ‘cbsas íque si dos rectas AB CD  
(fig. 8 i) j  forman con una tercera KL ángulos interiores BKL^DLK 
cuya suina esceda á dos ángulos rectos:, estas mismas rectas for- 
marán, del otro lado de KL, ángulos interiores ÁKL , CLK, cuya  
suma seg. menor c[ue dps recias.. Y  puesto- que aquí se supone que 
AKL 2 r e c to s .s i;J ,]M e s  tái que forme él ángulo C LM
que falte á A K L -4- CLK ’para dos réctos;, dó 'se podrá negar por  
la proposición precedente, qúe el plano contendrá una infinidad de 
bandas igual,es a M LKA j que por consiguiente si LQ no encontra- 
Se a^KA del lado de A , se seguiría este absurdo de que M LKA  
comprendería: aL ángulo IvíLC dei cual; lejos dé poder decir que 
el iplano; contiene: tíña -infinidad de: séínejarites  ̂ se puede decir ál 
coíitrario-que ho^comiene sinA unmúmero finito  ̂ á sab er , 360 s i  
es de UU’grado , 2 i6 ó ó  si es de un  minueo , 1296000  s i és de un
segundé .̂ &c. 5 lu ego  es imposible que LG no encuentre á KA del 
lado dp A |  luego en general es imposible que dos rectas no se en
cuentren ctíando-la sum a-d elos ángulos interiores que forman con  
una t e r c e r ^ m e n o r -  que dosi rectos,”

râ i hacer cohoGer^ aun mejor la fuerza de esta demostra
ción, o n s e m r é  ^Ue uhíngulo^V  d grande , colocado en

rd  centro de un círculo descrito con un radio finito cu a iq u iéra , in
siste sobre un arco de alguna magnitud d de ninguna magnitud: 
qde slínStóte: ninguna .m agnitud , és necesario
'qu:e;Csüsí^pierriaáncóinoidan], ¡y consiguiente qtíe no sea un á.a~ 
g u io  queí^sLimiste sóbr^nin. arCp dé aiguna m agnitud , como, to
da la  - eircunferéncia es una cantidad finita^ es neeésario que la- re
lación de este arco á todá la circunferencia, sea una reiacinn de  
una cantidad finita á una cantidad finita^ q oe por consiguienW  el
angulo que insiste sobré'este arco sea'tam bién á toda la cantidad 
angular al rededor del ;centrO'V como .̂ una-magnitud finita á una 
magmtudi finica^.pürque;ién fin ,;iosíángu los;en  el centro son á td-^ 
da daycantidad arígüiar aLrédedQr; del centro ; como los-arcos sobre 
qu é' insisten son á-toda la^circunferencia. Pero una porción de pía-

que forman con una tercera ángulos 
interiores iguales á dos rectos , ho es :á toda la  superficie plana co
mo una cantidad finita a  una cantidad fin ita , sino como una can-

á->.una cantidad infinixa> La banda A C D B , por ejemplo 
io ) ,  es á todo el p iano'de que'forran parte , como la recta 

finita KL es á la recta infinita KG f iiieg o  un á n g u lo , por peque
ño que éea , es siempre mayor que una de estas partes del plano , 
qué hemos calificado de bandas ; é igualmente que una banda con
tenga á un ángulo; luego implica contradicción que dos rectas que

N
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'r^^ninQ rnrpriore<? cu'va suma-no sea iguaj.

forman con una tercera ángulos anteriores , _
á dos rectos ,110 ^encuentren del lado en que esta suena es me

nof que dos rectos.?

.• 'j.

Á^r iipncia I ® De esta proposición se sigue i 
i  ^ 7 ^ ^ Secta s son '.paralell /una de estas.no fuede Jstar^or^.

tada por otrâ  bercera , stn .. • f p  cortase á M N

s s  “  ¿ “ í  ;‘:S 'T u ét

plano s ^“ '^^^^^ntenores cuva^tima fiea igual con ^os í reetose-  

lias seí e n e o n t r a ^ ^ ¿  c u g ^  en uníalo, punto.’»

' ontec 3̂ Una recta jinita.xuahjmera es m s t b le . ai ínfimo.

t e ^ 2 ^ S S S l = c „ K B .

' AS ’ sino que deben eortarla en "puntos ,4iferentes3 porqjre 
T d n s  d e ^ á s  la cortasen enlun mismo .punto , íendrÍanúestdí)unto

común ademas p pqnto de.la MN.::Eero,esta oon,
to la un^<como,la. oír ^ ^  P  ̂ parten
secuencia es absuj-d^,^P  ̂ recta en diferentes

cortan a A S  í  número dé las longitudes íinitas.q^
de estas ¡lineas , asi ■ ■ ■ A S se puede dividir en una t
pueden .tomar sobre la A N ¿  d iv isib le ,a l» , ¡i

ments . • ' . n
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^rConsec. Úés3e un ¡punto jfWra de una recta es siembre po*

^ u í a ^ S  LK ¡I
> , c u a l t ^ r a  K

■ f  n S t ™ ^ X ^ i C o £ c a d o  en L , hará M N para-;j
,-mento on que la mitad de la cantidad angu-

«en dos igualmente por una recta LE y y  q > ^
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ío PLN  debe ser recto*} luego el ángulo LPB lo es tatnbien , á cau^ 
sa del, paralelismo de las : líneas A B , L N } y por tanto  ̂ desde un 
punto fuera de una línea es siempre posible bajar una perpendicu^ 
lar ¿  está línea.’*

^^^Consec. perpendicular levantada sobre una recta es m-
na perpendicular bajada sobre toda paralela á ésta recta j y úna per* 
pendieular bajada desde ún punto de una recta sobre una par alela á
esta recta y es una perpendicular levantada á la de estas dos pa
ralelas, Porque en fin , cualesquiera de los ángulos PLM j LPB que
sea recto , el otro lo es también cuando las líneas M N , AB son pa
ralelas.’* ■ -w' ;

6,̂  Por un punto fuera de una recta no puede pasar si* 
no una, paralela á esta recta. Porque supuésto que iá M N páse por 
el punto L  (fig. 8i) paralelamente á Á B , toda otra línea CD que 
pase por este punto formará con AB sobre LK ángulos inte
riores , cuya suma valdrá mas ó rnenos de dos rectos , y  por tanto
esta recta CD no será paralela á AB.”

: Cuando dos-'ángulos de una misma parte son igua*
les y las rectas que los^forman son paralelas j y Cuando hay rectas pa*

, los ángulos ijue forman hacia una mkma parte son iguales, *̂ 
;an en primer lugar (fi^. 79) los ángulos de una misma par

te: AEG, GFE iguales, entre sí ,^y los contiguos AEG, A EF valien
do dos rectos , los interiores AEF, CFE valdrán también dos rec
tos , á causa de C F E  ni A E G , y por tanto las líneas C F , A E  se
rán paralelas.”  : ,

<'"Eíi a.** lugar , supuestas, las líneas C F , AE paralelas , la su
ma de Jos ángulos interiores que formen con una tercera HG , se
rá igual á dos rectos  ̂ Juego C F E -t-A É F = :a  rectos j ;pero ios con  ̂
tiguos AEF, AEG valen también dos rectos , luego C F £ = z AEG 
y por tanto los ángulos de úna misma parte formados por parale
las son iguales.’* ■ ' . ; ;

%, \̂Cuándo lús ángulos alternos son iguales y las reĉ  
tas que los} forman són paralelas y y cuando dos rectas son par alelas, 
Ips ángulos alternos son iguatés,̂  ̂ /  *
 ̂ <TSean en primer lugar (fig. 79) los ángulos alternos A E F, EFD  

iguales entre- sí y  y loŝ  eoiíiigups A E F, FEB valiendo dos rectos,- 
los Interiores EFD, FEB valdrán también dos rectos , á causa dé 
A E F rrE F D  j pero las rectas qüe forman con una tercera ángulos.  ̂
interioresy cuya suma e ilg u a l á^dos rectos, son paralelas, luego &e. ' 

^<^En 2.® Íugar,;'süpuestas.AE,rqp paíaíetas entre sí , Ja su
ma de los ángulos interiores AEF , CFE será igual á dos recto^y 
pero la de los contiguos CFE , EFD es también igual á dos rectos, 
luego AEF = E F D y  y  por tantaí, cuando dos r^das son paralelas,^
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eifitre ŝV? . v  ¡

Idas á EF ;

T R A T A D O ;  E Ü E M E N T A I .
'qúe forman coa una/tei-Gera ^sonagMes ’̂ ’ ’ 

9.̂ ; Dos rectas pâ ^̂ f̂̂ aŝ   ̂  ̂-̂ ima 'tercereé son yafalelas
\ * I

í  ♦ v

.  •  J  <

J A »  * <

• i  , s  '

5 supongamos que AB, CD (fig, So)., sean -jfera- 
______ _ si .se comnsAB í, EF: p o r . r e d a \ K M  ,: esta corla

rá aa^bi ená CD  ̂ en un plinto; L .mknti^s .que^el ^pafaleiismo 
de ÁB^ EF , :originará que el angipib ÍBKL sea agiia^ ĉon el FMG^ 
el paralelismo de GD y ;EF oiúgi.nará:eí: ángulo :DLM:,a=,FMG  ̂ de 
niauera que los ángulos ■ BKE , :D;LM serán iguales: á-iuh tercero 

4G  5 y'p.or ramo; las recias- AB CD:̂  serán, paralelasi.” ,
{4.19 Lacroix célebre Matemático francés , despues de haber 

deamdorlas paralelas.,, como' nosotros demos .^écutadov^^ 'tieduci-- 
do :quc 'dos r-eems que .son perpndjcularés á ü n á :^  ''
las y dicQ: W ,-:.í > '. ' ■
. :/ {^^Todos ilos que üeneix̂  la nocion de una línea rectas, concede- 
íjrán sin dificultad i.°. que si porel punto D ( fíg- 83 ) se tira una 
jírecra. HH^ que forme con la línéa BD un ángulo HDB menor que 
ajel recio E D B d  que esté inclinada?;iiáciáda, parte EG-de la/rec- 
wta í¡JĜ 5 encontrará á esta ültimá parrericipfáide.ÁB ,.si ambas, sé 
'«proioñgan^snficientenient 3*P ique îsl *mismo : punto D
ajtirasja'rdcta I F que forme con EB-el ranguloiffi mayor qpe el 
aarecio E D B , como formará por-debai|q de AB el ángulo EDB,me-' 
35nor que el recto EÍD® 5 ella se inclinara ;fiácia iái parte FG  de la 
35recía-G®5 y;.encontfara pon consiguiente :por debajo :de AB .á. es-" , 
35ta recta prolongada-suficientemente.”
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^^'Eeiáquí^se sígnéLqne:á:dná recta .̂flue,'€S;^pér| 
otra. ,rJá.encuentran : todas las, que .sqn ¡dbiicuas: á ésta ;oira’, y que 
por consiguiente 5 sobre un plano y- solo lasdíiieas. que son perpen
diculares á iuia tercera ) son las que nq sé éncuéñtrán, ó que Son
par l̂elas>K.'

bien evidente ^Continúa) por 16 que precede, que dos rec
tas -réspectiyainente ¿perpeiidiculáres' a otraé^doá. r̂céías. q ue .■ sê or-

< tan ) debeamecesariaménte ^encontrarse ; sivla<dlnea^FG\ (Eg., 8 4)>J
por ejemplo 3 es perpendicular á BC,‘, ella es oblicua: sobre ABp 
pues qüe^Si tuviese; lugar lo contrario , B^ y ABrs^ían'iaf niísmo 
tiempo dos perpendieulárés á FG  , tiradas por el udsmo punto;

' lo' que no puede ser )'lú,ego FG"5̂ siendo; obtícüá sobré ABy debe en--
ebnirár á DE perpendicuiar.á ésta;Unea,?^ s Oí;q
 ̂ :doŝ  rectm:. DE 3?̂ FG^<|í¿v:j§̂
ma tercera'todasAasrréctás. íort;pejy>ettd
cilares :á una delelias^ son al mismo tiempo-■perpendiculares ofra.”
' Supongamos, que esto; no.se'verifica, y. que LM:perpei>

cn I4. áFG;yiTO;te£ea enE-^áiE)E ̂ ^̂ ^̂  se podría le-
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DE Geom etría . 3̂
vantár por el puntó L  á la LM  una ' perpendiculai" que fuese dife
rente de E L , y á la cual EL sería interior ó esterior con relación 

_á F G  j luego según la proposición primera , EL debería encontrar 
á G M , lo que no se podría verificar y pues que las rectas DE y 
FG  siendo perpendiculares ambas á A B , no se pueden encontrarf 
luego no se puede' levantar -á LM  en el punto L  una perpenUicu- 
láf difereme de E L , y porllo mismo LM  es ; perpendicular á un 
tiempo á DE y á F G .’ ’

 ̂ esta proposición se sigue que rectas paralelas á una
tercera y son también paralelas entre si. En efecto, toda línea, per
pendicular á ésta , lo será también á las dos primeras, que siendo 
por esto perpendiculares á una misniu recta, nb se podrán encon- 
trar , y serán por consiguiente paralelas entre isí.”   ̂ ,

>̂ ^̂ Oaando dos rectas DE' y FG (%. -8ó) paralelmentre siy están 
cortadas por una recta cualquiera IH , los'ángulos E L I , y - GMl que- 
forman con esta última hacia un mismo lado , el uno fuera y  el otro 
dentro y son iguales entre siJ*"* '

Si desde el punto K, medio de L M , se baja sobre uná
de las rectas ED 3 F G  la perpendicular D F , estaí será al mismo 
tiempo péf^ndióular :á la,-otra.*Los triángulos D LK , KFM  serán 
igüálés, porque los lados LK, KM respectivamente opuestos á los 
ángulos rectos D  Y F , ,son iguales por construcción, y ademas los 
áiiguios D K L , M K F , lo son también por opuestos al vértice, lue
go el ángulo DLK ó ÉLI^ es igual á KMF, y > por consiguiente á 
tíMÍ,;opuestd al v'értice á'este ultimo.” ..

-{"Dé aquí se deduce coa facilidad toda la teoría de las na-
lá-s/’’-' ■ ■ V' >

 ̂ {420 Otros:Geómetras definieron las paralelas, diciendo que.. 
eran líneas qúé^tenian todos sus puntos equidistantes los unos_ de los ~ 
otrosy y suponiendo que los ángulos correspondientes eran iguales, 
dudiéron completamente la cuestión, y presentaron, su feoria con 
mucha sénciJlez, pero sin ningún rigor. , :

'^^^Éstos■ sábiGs pecaron en dos cosas ,*, i .% en Ja definición,vy 2.% 
en el supuestó, aunque desfigurado, que hacían de que los ángu
los córrespondientcs eran iguales. El segundo defecto cuaiq 11 lera 
lo-percibe , pues se está palpando el hueco que dejan p pero el 
Otro que estriba en la  definición no, y confieso ingenuamente que 
no lo he percibido hasta tener ya concluida Ja siguiente teoría, 
mia dé las líneas ,paralelas, ^ ,

 ̂ ^ E iiíe fe cto , partiendo de que dos líneas paralelas son aquellag 
qué; tienen, todos sus puntos equidistantes Jos unos d e, los otros, 
se 4Íeduce imnediaiamente que si las AB,CD (ñg. 87), son parale
las, como Ja ^distancia que hay á una línea se mide por una per-- -
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pendicular , resulta que bajando las F G , H I , KL perpendiculares
á CD, serán iguales entre sí. ^

<Ahora, como la. distancia que hay desde la AB,: á la CD, debe 
ser la misma quería de CD á AB , resulta tambieu de la,definición 
que tirando las M N , PQ.,, RS , perpendiculares á la AB , deberán
ser todas iguales entre sq y con las F G , HI, KL. ; 
i ^Esto supuesto, la primera proposición que podemos demostrar

es que , -
^Si desde un punto de una paralela se baju una per

á la otra también lo será á la primera.
■ CEsph Si desde F  (fig. 88), se baja una perpendicular F G  á CD , 

voy á demostrar que la F G  también será perpendióular á la AB.
{ D sto. Si la F G  no es perpendicular, á la AB, desde G  le po^

drémos tirar una perpendicular tal coino la G H : y como la per
pendicular es la mas corta de todas, será HG <  FG: pero FG  por 
ser perpendicular á CD, mide la distancia que hay desde la A B  á 
la CD : y GH, por ser perpendicular á AB, mide la distancia que 
hay desde la CD á la A B : y como la AB dista, tánto de la CD ,
como C D  dé la AB, se tendrá HG ==,FG; pero á un mismoAiem- 

-po no se puede verificar que HG <cFG.,'y que HG í=s í̂FG> luegó 
tampoco'se puede verificar que la perpendicular que desde G  se 
tire á la A B j, sea diferente de la G F .

.<421 Teon Toda línea PQ  (fig. ,88 ), 5«?; pase por el punto R , 
medio de la M N , perpendicular á las dos paralelas A B , CD , y 
que termina en dichas paralelas, queda dividida en K  en dos par-,
tes iguales. ‘ _ , ■ , ■ .

tDem. Porque por el supttesto es M R  =  R N , los angulos en R ,.
iguales por opuestos al vértice, los en N y M  por rectos , limgo
los triángulos M R P,Q R N , son iguales (  361 ), y dirán PR = (¿R ,
que era X . Q. D. D. _ _

<4aa Teor. si suponemos que la recta P(¿ no pase por el meato 
de la M N , y suponemos que la parte B M  sea mayor que la parte. 
R N  , vamos á demostrar-ahora que la parte P K  también será mayor

< D em . X orque si en la R M  tomamos R S= R N , y en S levan^ 
tamos la ST  perpendicular á M N , esta perpendicular no podrá en
contrar á la MB , porque entonces sé jendrían tiradas desde eh
pímto Ae concurso dos perpetidiculares á la M N , lo que no pue-:
de "ser- y pues que la PQ  encuentra á la AB, resulta que la ST,
prolongada suficientemente , llegará á cortar á la RP en un pun
to"tal como T  , y siendo los triángulos SR T, y.Q R N  iguales ppr  ̂
la ifiisma razón de antes , se tendrá RTm tRQj pero RP *

, que era L. Q. I). D. v
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A i i^ r n  r ^  fncMewra; 4 áoí paraleías
AiJ, L-D j la dividimos en dos partes iguales  ̂ y por: el medio R
tiramos una Imea MN^ gue sea perpendicular á una de la$ dos mra-»
lelas, las partes en:, que esta quede dividida serán iguales esL í>c 
^ue se tendrá RNs==: RM. 6 ? esto eŝ

. <Z>em, Eo primer lugar pÓr ser Ja M N  perpendicular á una de 
Jas dos paralelas , Jo será 3 la otra (430), y serán por cónsiguienté 
rectos los ángulos. N  y M ;  y siendo iguales los ángulos en R por

’ /  supuesto/Jos triángulos
R M P j RQN serán (376 cor, a,°) iguales , y  darán R M = R N  
que era L. Q. ü . D. *
t  , íT eor,;^ ? (bifarialelas: áB^CD ^ (fig, 88 )  están cortadas por
una semnte )í.¿ ,h s angulosMkernos internos X Q l),A P Z , serán ip-ua¿P,

^Í)ej7í. Por el punto R  medio de la parte PO  de la X 7 ín*
terceptada, entre Jas dos paralelas AB , CD , tírese la M N ’ ne?- 
pepdieular_3.una de Jas dos paralelas , y  íendrémos que también lo 
sera ( 420 ) a la otra, y ios triángulos RM P., R Q N  seránlguales- 
(Syóeor. a* ;); luego los ángulos; M PR  y R Q # s o n  iguales- ne- 
l'O estos son Jos .alterzios. internos , luego cuando dos paralela^s^s- 
tan cortadas, por una secante, ios ángulos -alternos internos son

{D e aqulya-es muy fácil deducir lo demas , porque los ángu.
alternos estemos son iguales con Jos alternos internos por ooues. 

jtos al,yértice4;.&e. .  - ; • v.: qpucs-
j i -Cá-aji . He aquí mi primera , peoría, de í Jas parálelas y t  confieso 
que;me sorprmdió, porque me pareció que:nadadejabaoue desear 
por su sencillez j pero ,eomo prudentemente debe uno desconfiar 
da nabér conseguido llenar un hueco que todos los Geómetras an
teriores han dejado vacío , no me Olvidaba jamas de si podría ha 
b.er dejado algo incompleto y y  á fuerza de reflexionari encontré 
que ^ste. hueco ise dallaba en Ja definición. J>ues como Ja posición 
de .una recta depende, solo de dos puntos , solo podemos disponer 
nosotros, de dos circunstancias para tener Ja .ettistencia de Ja línea 
recta j y asi-no podemos disponer de la posición de todos sus pun 
tos, y: decir que estos estaban todos los de la una 4  igual distan
cia de todos los de la otra y paes esta .circunstancia pudiera muv
bien ser contradictoria con Ja idea de Ja línea -recta, así- como,2  
contradictoria con Ja idea de -otras líneas curvas; pues hay infi 
nitas de estas que no pueden tener.todos sus puntos á igual distan’  
cía de loŝ  de otra de su .especie que se halle en el mismo plano 

< Yo bien conozco.que esta idea es muy fácil de percibir v
que M l-vez, no solo no se habrá percibido dicho hueco de Ja
definición hasta que lo hayamos advertido, sinó que puede ser

\
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que , á pesar de io espuesio, parezca esta una buena idea ;Vpíera 
co.no estimo mucho la ingenuidad , y no quiero de ningtrn modo 
sorprender la; atención del lector , he preferido presentar todas 
mis ideas .y las de los demas, para que elijai el modo que mejor

¿42Ó Abandonada yá esta teoría;, traté de seguir otro rum
bo mas sencillo, á la verdad, y no demasiado diñcil de emétl- 
der - pero que aun tenia', su hueco como vamos á manifestar. < 

¿E n el párrafo ( 3Ó8 cor. i.°  ) hemos demostrado que la suma 
de dos ángulos de un triángulo; éra .siempre menor que dos rec
tos : si de esto se pudiera deducir que , con tal que se: verifjease
ésta* cireunstanda , '  tendríamos' triángulo , la teoría den las! para
lelas quedaría demostrada con muchísima sencillez, de. la manera
siguiente.  ̂ ‘  ̂ ,

•¿427 Se llatnan/ineíJí paralelas aquellas que hallándose en un
mismo plano no se encuentran  ̂ aunque se las p-olongue todo lo qué
se \ .  a A

• • .íPara que dos'líneas no se encuentren j es prepiso que Gorta., 
das uor otra formen á un" mismo lado dentro- dos " ángulos: j iGdyá 
s umadsea ig u a 1 á dos rectos. En efecto,; si dos - líneas •fórmásen doá 
áneulos que juntos valiesen menos que dos rectos , entónGes, en 
virtud dé¡ la construcción ( '365) j  podríamos formar , un triangulo 
oue tuviese por lado la . parte de la- secande interceptada por las 
m ralelas, y los ángulos adyacentes , y  luego superponiendo este 
t r i á n s u l o  sobré^dich^ parte interceptada j sus ladosise confundirían
con ks líneas primitivas,. las,cuales se irían á encontrar en id mis
mo oarage en que se hallaba el otro vértice del triangulo. Si los 
dos ángulos juntos valiesen mas dé dos rectos;, los que se forma
sen oor las. prolongaciones de dichas líneas por. el. otro lado.val- 
dríatf menos de dos rectos , porque entre dós, cuatro-habiani'd^-

/1 rectos ; luego 3 por la -miska razonx̂  se; ilegar.mn a. encoix- 
'trar'por este lado3 luego es indisp'eñsable pára;que dichas líneas 
lió se encuentren que. la suma de los dos ángulos sea-

/peim" como aquí faltaba demostrar que con un lado cualquiera 
V dos ángulos , cuya suina sea menor, que dos rectos , se puede
dempre formar triángulo, me vi precisado á abandonar dicha teo.-
rít-.s. V escogité la que hemos preferido , en la cual no veo ningún 
Lee© pero como es muy posible que lo haya, he querido esponer 
m  esta digresión todo lo que sobre este punto tengo noticia se ha 
hecliQ. Pero antes de concluirla, no puedo menos de dar a conocer 
o L L o r i a  ingeniosa que mi nunca bastante apreciado Catedrático
y adorado aniigo Don Antonio Y aras, me espheo un día pasean-
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donos por el camino nuevo que hay á 
los cuya teoría és da sigüieñíe. .■  r 

^4.38 Las relaciones de posición que pueden.tener Ia<í hWaa 
. rectas unas con otras no. son mas que dos. Porque dos r é c ta ío u f  
dea encontrarse mutuamente ó no encontrarse jamas j el caso en
tadas r k  nn cuando las perpendiculares levan!'

flea, por manera que lo que hay que demostrar es que s i T Z l  
je iemrnan cuantas perpendiculares se quieran y  igmles entre ú

e tas .-deternnnarán ĉpn:sus. ernemos la poJicion de ot™ 
nuncâ _se encontrará con la fám eraP  1  ̂ "

á l  f  da la doctrina de das paralelas se fun-
I. en que es propiedad esclusiva.de k s líneas rectas el mn

Ou^os^ V posición de una recta depende de dos

conoctmtemos , se puede demostí-ar del modo sigureme b  que W  
de mâ s esencial en esta teoría..’ >  ̂  ̂ S“ mute, lo que Hay

AFHB (ñg. 89) una línea recta en la que su verifique 
sus cualetrq,ie«^

d e . , L „ „ i a  .• . 1 « ' L : / cS®  r  í « " í T
nea no se encontrará jamas con la A ^ ,. . ; , ' ^

CD áea una línea recta se convence áqí • cí nne n 
mos que una porción cualquiera DGHB deí plano de estas lín!^^

POfoion del mismo , <k suerte qu?BH S k

das d a ^ ^ e n d i c S  i r
’ r  -  ̂ odl'sl? e i S i S f  k  p

pero esta propiedad' p T te tr e 's d o  Tía 1íne°í ÍÍta ^ 'T u eS  k  DC

recta resnectn rl̂   ̂ ^  que acontece a dos puntos de una
íoT d.rpE SÓ ° á  .cd , la^IÍ„.a; peroá '

á S u ll  S ^ i Í d e  k  en toda sta estensL  T  k Z
ó *ehcótitrdrse con ella razón jamas puede concurrir

• r e  á « »  n,¡,ma'
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é Iguales entre s í , determinaa por sus puntos G  y E  la posición 
de otra recta que no podrá nunca encontrar á la pritnera. Estas li-
fieas.son las querse llaman pctrakíaj. ,

<429 íSí uña linea es perpendicular: a una de dos paramas  ̂ to 
.será también á la otra, esto e s , si la F E  es perpendicalar á la AB 
que es una de las paralelas'AB , GD ( hg. 89) , también lo se-

rá á CD.
/ P o r q u e  , considerando el plano det estas líneas, doblado porcia

F E  la A F  caerá sobre F fi j ípor sfic:,iguales los ángulos A FE y 
E F B  , V por la igualdad, de las perpefidiculares comprendidas en
tre las paralelas, CE caerá sobre ED 5 de donde
ángulos á continuación p F  , FED  son iguales. Luego la F E  tam-
bien es perpendicular á-la CD. _ > ^

¿Luego si las dos líneas, FE , HG ŝon perpendiculares a la u- 
na AB de dos paralelas:, Jo será*tatnfe^ otra GD , y recipro
camente las F H , E G  serán, perpendiculares á mn tiempo a xada 
una de las E E , HG : y  como estás, . por razón:de los angulos que 
forman con las A B , C D , no pueden inclinarse mas a un lado que 
á otro en ningún punto de su dirección, se sigue  ̂que la distancia 
á que se halla una de. otra: en toda su longitud, ha de ser la mis
ma. Luego estas líneas, son paralelas una á. otra , y  cortan o inter
ceptan; partes igualesien las primeras paralelas.;;^ :  ̂ ,
. ¿Ahora bien , sLpor. dos puntos., cualesquiera O , F  {pg 90) , ae 
dsj paralelas A B , C D , se tira la recta NGFM.que las corte , for
mará con ellasAos ángulos en I y K , que sollaman alternos mter-

á , 1.a AB , senús, entre st»
erque j tirando las FE; 5

'Verificará ,isegün; lo,que se, lleva dicha, que F E  =  ^
E G í  y por ser rectos ,los'.áugüíos; en E; y, H ,. se tendra.: qu.e los.
triángulos FEG . y, FHG; s.oh iguales y de aquí se; ira ya
deduciendo todo lo que corresponde;, saberse respecto de los angu
los que forma l a  secante con las paralelas.

¿Hutton define las paralelas diciendo, ê ne son aquellas que eŝ  
tan siempre á la misma distancia-perpendicular, ,,y qife jamas se cor- 
.tan-por mas que se ¿uj 'proiongwe.: y #1 prmer, quc._acerca,
de eüas demimstraies e fX II de su Geometría, y es comoaigue.^ ;, 

^  corta á dos paralelas, -forma con. ella los an
os alternos internos iguales. . _  ̂ _
*̂ ¿ Lo que demuestra así. Sea ( fig. 70 ) EF la Jinea , que cm w

á las dos parálelas A B , CD , y se verificara qUe el.angulo AG O
sbré igual al alterno interno GOD. - ^

"¿Porque si no son iguales, uno de ellos sera mayor:que el o-
trb i sea el GGD el mayor si es pjjsihlé j; y coaubase la Imea GB
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tiraila de modo que el ángulo GOB sea igual con el AGO y que 
corte á la. AB en el punto B, /.

•(hin este caso, el ángulo AGO  esterno dél triángulo GOB se
rá mayor que el interno opuesto BOG  ̂ pero por coastrucdóh es- 
tos inismos ángulos son iguales j luego resulta que estos dos ángu
los son á un mismo tiempo iguales y desiguales , lo que es imposiu 
ble. Por lo que el ángulo GOD no: es desigual con el alterno in
terno AGC), luego’ le será igual L, Q. D, D,

■ {Aquí se adviene que el vicio que comete se halla en la cons
trucción  ̂ pues supone tirada la recta OB con tres circunstancias, 
á saber ; que pase por O , que forme el ángulo GQB =2 al AGO 

■ y que además corte á la A G B q lo que en general no se puede ha
c e r , pues para tirar una recta nunca se pueden suponer mas de dos 
condiciones./

{  Leslie/define las paralelas diciendo , quj? son Urnas que no tiê  
nen mútua inclinación j y despues establece la siguiente proposición.

{.S'i EPG  ( fig. 331 ) cae íobre dos paralelas AB^ CD ,
fórmará los ángulos áltérjios A G F , D FG  iguálsSt

{ 'T o rq u e  si se concibe que una recta prolongada por una y o- 
tra parte del pmito F  , gira al rededor de este punto , ella cortará 
primero á la linea éstendida AB sobre G hácia A  , y despues , en, 
su progreso , cortará á esta línea en el otro lado debajo de G  ha
cia B. En la pnmera posición IFH^ el ángulo EFH es el ángulo 
esterno del triángulo FHG^, y ppr; Jo miforó mayor que F G H  ó 
E G A  (3óíi). -Pero en la última posición y LFK , el ángulo esterior 
E F L  es igual á su opuesto al vértice GFK eri el triángulo FKG, 
y respecto del cual el ángulo F G A  es esterno j por consiguiente 
F G A  es mayor que £ F L  ó el ángulo E F L  es menor que FG A  ó 
EGA. Por lo que , cuando la linea incidente E FG  corta á AB mas 
arriba del punto G  fórma el ángulo esternó ÉFH 7wayor que EGA; 
y  cuándo.cofta á AB debajo de este punto, forma el ángulo ester- 
no E F L  íwertor que el mismo ángido. Pero, una magnitud, varian
do en su transición de mayor á menor, debe evidentemente pasar 
por el límite intermedio de igualdad, Por lo que hay una singular 
posición CD , en la cual la línea , girando al rededor del punto F , 
forma el ángulo esterior EEC igual al: interior EGA , y en el mis
mo instante de tiempo no corta á la A B  hácia una ni hácia otra 
parte , y es por lo mismo paralela á ella.”  : ^

 ̂ {A qu í se v e , que adémas de.tomar por evidente una cosa que 
antes no ha demostrado , la conclusión no está bastante acorde 
con la definición. ^

{M r. Cresswell define la línea recta diciendo que es el limite 
que divide - lina superficie plana en dos partes que ew este límite 0
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Unde común- mi5.ma /ormrf,, , ._yí?iíí;e ■ cQ7ppare
tal con el total, ó una parte del ano con Ja  parte contigua a; ella
del otro. Luego detine las paralelas diciendo que,, íon rectas que es~

t a n - e n , e l : m t 3 m o  plano, y cpue prolongándose por m bos lados no se en-
amntran. Despues toma por cpHGcido y. que por cualquier:^nnto den- 
tro de un ánhdo agudo y jdentro._de/‘ un ángulo rectO y dentro, de un 
.ángulo obtuso y se fuede suponer: $asar una. recta que corte á las dos

' rectas que forman ungulo.. ' ■ ^
YE$ta proposición en que funda, despues toda teoría de las 

paralelas, es mas aventurada aun- que ia de Legendre de que hemos .
hecho mención (411).  ̂ o  ̂ ;

/ÉL célebre Tomas Simpspii j- en la edicion.de su Geometría pu
blicada en 1821 define, las-paraielas diciendo, que son dineas que .es-- 
tanda en la misma superficie indefinidamente prolongada ,̂: jamas se 

. .encontraran. Toma poí axioma , y es el 9.° de dicha o b p ,, que «
' -dos puntos de una recta distan desigualmente de dos puntos de afra 

recZ aue se haUajn la-superficies estas dos rectas prolongadáí por 
'el lado de la menor, distancia , se. llegarán á encontrar  ̂ ■ ■■  ̂'

' TFara que se vea,hasta que punto se ha abusado en punto a 
 ̂ establecer axiomas’, j:co n  .cuanto fundamento Temos,estado crit^ 

cando dicha manía ,,.110 podemos menos de indicar con este mott- 
vo qtie ea la espresada edición toma por axioma nuestro ragtmáo 

■ 'caso de .igualdad de triánguloiy:ámc>sim^^ > , ' '-o
r /Suneoría ded^STparaklas , fun^  ̂ ep,. su axioma- 9. se
■ reduce ¿^demostrar. dos perpendiculares á. una ̂ tercera- son .pa-
raklas j  que las perpendiculares : j  -una Je dos . paralelas terminadas

.^paralelas: de lo ,cual deduce, despues.que: íosvangwlw .altemos in~

.íernoyo edición de ,1a Geometría; de  ̂Roberto ^
. 'hechd en 1822 se reconoce que .nuestra propPStcion.( §í386bi), que
' ' desde el tiempo de Eudides se. ha:-admitido como^axioma, no es

, evidente por sí taismaj y para demostrarla , da dos definictpnes, ea-
tablece un axioma y hLemso de cuatro proposmnes preliminares. 
El axiomá es el siguiente :.una recta no puede primero llegar u estes
.mas cerca, de-Otra , y. despues J r  mas Jejos d̂ . ella , sin ^ e, Mtes la

S d e ^ í  .venir á-estarJnáJ cercai:,ni„unmrectd.:puedei guardar a 
tJnasvLdistancia’de otra y despues .venir, á .estar vías cerca p̂ mas le

ños de ella i. porque una recta guarda siemprê  la misma dirección. 
- S  cualen mi concepto es mucho ménos evidente qu^la propost- 
cioti que por medio dé:éL se trata de demóstran i i a

\  <Terminarémos estaidigresiondí:QniiC)tr  ̂ ,
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parle de la proposición (391:), á saber, que si las A B ;C D  (jig. ^ 0 %  
son tales que cortadas por la E F  forman con ella el ángulo E F D  red
ro y el F E B  agudo, y for consiguiente los dos juntos menores quedos 
rectos , dichas líneas se irán á-encontrar hacia la derecha de EF. ■

<En efecto , puesto que la E F  es oblicua á la A B , desde F
se le podrá tirar una perpendicular: F G , la cual caerá á la derecha 
de F E  (368 cor. 6.°) por ser el ángulo FEB agudo, y en virtud de 
lo demostrado (370), será E F  >  F G  j y siendo el ángulo EFD  recto 
por el supuesto r  el G FD  que es rpenor, será agudo, y por consi
guiente bajandFdesde G la GH perpendicular á CD, caerá por la 

iinisma razón á/Ia derecha de FG , y será menor que ella, Delrnismo 
modo probaríataos que la HK era. menor que la GH, y que la KL 
.menor que HK,í&c, luego estas líneas se van acercando cada vez 
;mas la. una á la otra hácia la derecha de E F , luego en llegando 
las perp^endiculares á su límite cero, la distancia de la una á la 
otra será nula, y por consiguiente las AB y CD, se llegarán á en-

t.contrar sufl.cientemente prolongadas,
•{En esta demostración se halla el inconveniente de que podrían 

también, acercarse.- la tina a la otra asintoticamente {véase el pa
réntesis del final de la pág. 64).

, V

1 i
i  . .
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Del circulo y de las rectas consideradas en ¿L

430 Euclides qué vivió tresriglos ántes de nuestra era, renhió 
■ en una obra intitulada E uxXsíSou ó en latín Euclidis. Elemen
ta, á que corresponde en castellano Elpnentos de Euclides , todOs 
los conocimiéntos geométricos que hasta : su tiempo se teníán j y 
siguió un órdeii tan exacto en la demostración de sus propósicionV 
qüenu obra ha servido de testo basta nuestros dias para aprender 
la Geometría. El rigor en las demostraciones nadie se lo negará a  

•Eucliderj.pero, lo que sí viene á ser un defecto , no eh él respec
to de su -tiempo , sino en su obra- respecto del nuestro , és que Jas 

•proposiciones se presentan Gomo dislocadas, y-¡que por Id mismo no 
ofrecen una asociación correspondiente para que la memoria las 

-retenga. - ^
Por esta causa algunos Geómetras • modernos trataron de dar 

otra nueva forma, á la Geometría, y de-enlazar de diferente mo
do las proposiciones : este método es muy filosófico,, sencillo y-iá 

• proposito para retener el órdén de las proporíciqnes^ mas por dar- 
todo este órden, dejaron sin demostración la mayor parte de las pró- 

. porciones fundamentales; con lo cual eludieron todas las dificul
tades, y  conríguieron el presentar la Geometría con mucho orden 

, y  sencillez, pero sin ningún rigor y exaGtitild. Legendse y’ Lacróix

*
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de restablecer el rigor en la Geometría, y en efecto 
ío'iHáh conseguido j pero en cierto modo dejan algún desór4en 

.semejante  ̂ aunque no idéntico, al de Euclides, Y  como todo se debe 
conciliar , despues de haber presentado, en lo  que hasta aquí lle- 
yaihos; espuesto, todos los principios fundamentales de la Geometría 

A(aunque mezclando ya aria propiedad de líneas con una de ángu
los , con una del círculo y con una de triángulos , para que áyu-
dándose las unas á las oirás , restableciesen él rigor y exactitud),
seguiremos 4e aquí en adelante con e l  orden filosófico que los pri- 

:meros siguieron, tratando ante todas cosas del círculo y de las pro
piedades de las rectas consideradas en é l ; despues de los ángulos 
considerados en él &c. &c. &c.

Y a hemos dicho (§ 343 Y 344) lo que se entiende por circula, 
por circunferencia j por radió, por didmet̂ ro y por cuerda, por arcoj 
y  en esta inteligencia pasaremos á demostrar las propiedades de es
tas líneas, ,

431 Teor. Toda cuerda es menor que el diámetro , ó el diámetro 
es lá mayor de todas las cuerdas,

Dem. Sea AD (fig. 9 1 ) , dicha cuerda 5 si por el punto A  y el 
centró C  se tira la AB , serávim' diámetro^ y uniendo el centro C  
con el otro estremo D de la cuerda, se tendrá (§  37O AC -í-C D  
>  AD j pero A C  y X D  ¿on dos radios , y el diámetro AB siempre 
equivale á dos radios, luego A C p4 -C D = = A B , y por lo mismo 

(AB >  J\I>, que era L, Q . D, D.
:v v Con De aquí se deduce que ía rwayor recta que se ^uede tirar
'dentro de un círculo ês el diámetro. '

Esc. Si en un círculo cruzan dos diámetros á ángulos rectos,

Suedará. dividido en cuatro partes iguales. Vorqúo si concebimos'do
lado el círculo pgr el diámetro AB (fig. p i) ,  la CN caerá sobre la 

X M  por ser .iguales los ángulos .A C M , A 0 4 ; y como por otra 
parte las circunferencias ( 346 ) se deben confundir, tendrémos que 
 ̂cl espacio A C M '=  al AGÑ , y el arco AM  =  ai AN.

433 Tébr, Una recta no puede encontrar á ■ una circunferencia en
mas dcy dos puntos,,

J}m. Porque si la encontrase en tres , estos tres puntes esta
rían equidistantes del centro, y habría por lo'mismo tres rectas igua
les tiradas desde mn mismo punto a una recta, lo que es imposi-

;:ble (376 cor. IV®), ^  ^
Teor. En un mismo circulo ó en circuios iguales, arcos igua

les tienen cuerdas iguales, y cuerdas iguales subtenden arcos iguales.
. Espl. Sean ABK, EG F (fig. 93), dos círculos iguales, esto es 
/ trazados con los radios iguales AC , EO : voy á demostrar que si 

ssisupone .que ios arcos AM D, EN G sean iguales, las cuerdas AD,

/
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EG también Io serán; y si se suporfe que las cuerdas AD  EG sean 
iguales, ios arcos AM D , EN G serán iguales. ’ "

Dem. Puesto que los círculos tienen un mismo radio resulta
rá que tendrán un mismo diámetro, por ser el diámetro igual a! dti- 
plo del radioj luego si por los estremos de cada cuerda concebi
mos un diámetro , podrémoS colocar la semicircunferencia AM DB 
de modo que se ajuéte (345 cor. 2.°) exactamente sobre la semicir
cunferencia ENCJE ,\haciendo que los diámetros se confundan de 
modo, que el centro a,el un círculo corresponda sobre el centrd del 
otro 5 y como se supone que AM D =  EN G, resultará que el puntó 
D  caera sobre el punto G  j luego las líneas AD, E G  tendrán con- 
fundidos sus estreñios; y habiéndose confundido siis estremos, se ha- 
brán confundido en toda su longitud (342), y  por lo mismo serán
Iguales: luego de ser AM D ==: ÉNG, se deduce que A D _^EG

Recíprocamente de ser A D ~ E G , se deduce que AM D  —— ENG. 
Porque tirando los rádios CD , OG , los dos triángulos ACD ‘ 

EOG,,tendrán sus tres lados iguales, y por lo mismo serán Igua- 
!es-, y tendrémos el ángulo ACD =  al E O G ypero colocando el 
semimrculo ADB sobre su igual EG F , puesto que el ángulo ACD- 

iiO G  j resultará (348) que el radio CD caerá sobre el radió OG
y el punto D sobre ef punto G, luego c la re o  AM D  es igual ai 
arco E N G , que era L. Q. p . D.. . , :  ̂ - '

. arcos ó cuerdas se quisiese que estuviesen eiv un
mismo circulo, y que fuesen LK y  A-D, concibiendo tirados los 
tliametrós AB , LP  podríamos concebir el semicírculo LKBP i su. 
perpuestp sobre ADPB, y  demostraríamos las mismas proposiciones. 

434 Teor. En un mismo círculo ó en círculos iguales •, el mawr
arco tiene la.mayor cuerda, y la mayor cuerda subtende el mayor ar
co (con tal que los arcos de que se trata sean ménofes que la se- 
micircuhferencia). ^

I>em, Porque si suponemos que el arco AM H >  AM D /ng 02) 
y, tiramos jas cuerdas A D , A ñ , juntamente eon los radios CD 'C H  
los dos^kd^^Ci CH del triángulo A C H , serán iguales á los dos 
lados CD  ̂del ACD j el ángulo A C H , por ser todo respecto 
^el ACD , sera mayor que é l , y por lo mismo (375) el tercer 
lado A H >  A D y luego el mayor arco tiene la mayor cuerda.

 ̂ Recíprocamente , si suponemos ahora que AH > A D ;  vamos á 
demostrar que AMH >  AMD.

Porque si esto no se verifica, se tendrá AM H =  AM D  ó AMH
<  A M D : si suponemos que AM H sea igual con AM D, resultárá

o • ̂  puede ser, j^ues,suponemos que
A‘H > A D . Si íuese A M H .<  A M D , tendríamos por lo que acaba- 
»03 de probar, que AH <  A D , que también es absurdo, pues p or

•v

iS. :v.
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supuesto se-tiene, AH >  AD • luego no pudiendo ser AH igual 

ni menor que AD', será forzosamente mayor. L. Q. ,D. D,
, -{Eic. Hemos espresado en la proposición que los arcos de que 
se trata hari de ser menores queda semicircunferencia; porque si 
fues.en mayores se verificaría lo contrário , es decir , í¡iue aimentan- / 
(lo el arcó, disminuiría la cuerda , y viceversa : así es , que el ar
co-ALKBD  ̂ siendo mayor que ALKBH, la cuerda AD del pri-̂
tuero es menor que la AH del segundo. < á . i
’ •{43 5 dProbl. Dados dos arcos/de un mismo.circulo o de arculos
¡Males, encontrar/la relación de sus longñudes.

'l.es. y Dem. Esta cuestión se resolvería como la (342) si se 
puniesen tomar los arcos de círculo para colocarlos dos unos so- 
Pre. los otros , como se hace con las líneas rectas ; mas no pudién
dose ejecutar, esto en la práctica , se suple por lascaerdas, que, 
siendo iguales, corresponden á arcos iguales. Y así, si osAos^ar- 
cos dados son AB y CD (fig. 93), se colocará da cuerda del CD, 
que es el menor, todas las veces que se pueda sobre arco Aa, 
y H se puede ejecutar dos veces, por ejemplo, desde A ha«ta D, 
se tendrá que el arco AB, componiéndose de dos partes A i 
inuaies cada una con CD, y de la resta EB, sera AB =  sDC - h  tsts.
, ; {Colófluese la cuerda de la resta EB, las veces que se pueda en 
el arco CD ,  y se tendrá q u e  poniéndola una vez desde C a E, y

indo ía resta ED, será ' DC =  CE FD =■ EB -t- FD.
, /Póngase la cuerda dé lá resta FD lás Veces que se pueda 
sotre la resta antecedente EB ; y si se halla que se puedecolocav
exactamente cuatro veces, se tendrá BE =  4FD^ _ _  ^  •-

/Sustituyendo ahora este valor de BE en el de DC , sera

ahora ¡los valores .Ae BE y GD; en el de AB, será 
AB == 2x5 FD -4- 4ED =  loFD Hh 4PDÍ= 14FD. . ;

' /Con locuál 'se'tendrá que el arco FD será la común medida 
de los dos arcos AB y CD; y estando contenido catorce veces en: 
el primero y cinco em el segupdo , resulta que tendrán entre si la 
relación̂  de'Catorce á ciacó.'  ̂  ̂ j ’ i, lúj
' <EíC. La; operación se termina también áqiu , cuando, se nauâ  
una resta que esté contenida exactamente en la precedente f si né 
se halla., dichos .arcos- spn ineomensurables, se encuentra su rcj 
lacion aproximada, continuando la operación hasta que, se llegue a- 

:JXúá resta, cuya-cuerda, por su pequenez, no se pueda averiguar ya 
'^conél compás' las veces que está contenida en la resta antecedente^  ̂

■iíiLtái'i Teor.^^ «ría línea que corta á: la cuerda d'e un círm  í©

'  ‘

'  aidf-• ,  ■ -rP-
df

•• .S í

m

I ' i

pueden suceder tres cosas : 1.  ̂ que pase por él centro ¡ 2^ que sea 
prpendicular á lá.cuerda ¡-y que ía dtvtda en dos partes iguales,.
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ŝ  ̂ -̂ '̂ f̂icúYScífitgug'ivicnte iu.ít.e'̂ ccvuv̂ .  ̂  ̂ -̂ , ■
...rPe»7teiSuppngám0s, I#, que4 a - € ¿  (fíg. .p4> ; sa'ig^ 

y  sea perpendicular á la cueiida-FM: vauiosrá demostrar qu^di-
^id^a- laieuErdá effi'dosíifíartesilguales estd,es ,,que e !P;— P M .' ' '

n eFecto , por salir la CP del ce n tro tie n e  uo, punto Ĉ  eq 
j : jsycpíom t ser iperpendicMlaii, íps tiepe to-
^ í({ ;3 jf i  cor;-3^‘?;)ijdtó s l punto;:P„jque «S punto de Ig ¿ 4
% £quidi?tante;de p ^ u e  dej^:^Mííego felíneásfe que .miden, e§t^ 
( f e r i a s  ^seranvIguales j-perq ñsitó^pm laS-dfp y=PlNdi¿ luego: p 1

4 ^e#udwidida£/en-dp£i . p a r t e s : ^
I » ' ' -.í ,̂ • ' ' ' f ' '  'v' ”̂ '

( K S u p p n g ^ o m á b o i B a c e n t r o ' y  dirida.á lá
Wi^cii:.aQS?:parii;éasi:e*,ualésítívam^c.a.  ̂ __  í.Uiívamos

la r á la  £uvt. t)mvnu,,s -n -d  úv «i. o-.-
'J f 7

nrEn efc^,.Tpop;sdirító:^^ ;el punto::C,squiJ
isi:anm.deiFiy ídq Míy y^por diividir á i a  cüerd^ en dos-itia

giml^itiene el punto Poéquidistanteide.P; y  deiMj^.(luego la línea
C E  t i ^ i  dos :puntos C;y Ruqúidistaúte».de.iiEl;ylM luego (377)ieiSera.=DerDendirírh3i»MoF.̂ «  ̂ ® Vo///

r *  ** V f  í  i  . *i •' • r •i  9 1 a J .  ' J  J  i

^  - . . / A ' - - ,  •■

I ♦ • I • .  *

, f . v  •

r- ,

trar querpasárá pordet centro* a,.,
Enuefecto:, poradisridir . la ;cP ;4 3 lá  ,P M  ,en ¡dos partes igugl

lesv.UeTOrel'jpuntoiíPiequidistantei de ®j.qué ,d é :M ; ^  ppr ^ r la  
^ rp e c d ic u k r  ppaea..(,377^cor. )npQr;toddsídn5>puntoa .5iue en

S ?  M  n í d e o R ó  u e?d e.|¿  p^rq uq

sarip ,o r,£ C eén tro rq u eíera .E ..s^ iQ .,Í).-a  4
b  lE s c U ^  h rm M .cu in ^ k  tom dixi cualesquiera de estas ctrcims- 
tüncias , ademas de..eumplin Cdinulq tercem\ divide :-al \ arm mus,¡la 
ederdaisubtendei eMFí«losJp»r.|eíi%Mákn:;P0r.qneÍLfsiendo.pecnéndicu^^
laiv, .y,tein£ndo unvpuntó. eiqmdktante: de E iy  de M^ loit^^^

ln ^ :e l.p u n to .Q .d o n d e -ia .C p :v a y a  á encontrarál; areq 
F O  estara equidistante 1 de F  que de ,M , luego las cuer-’

das F y  y Q M  serán iguales 5 siendo iguales las cuerdas lo son i
gualmente lósateos y  resultará qué F ^ ¿ i= Q m M . ,
ir/^CoW Déí aquí sé infiéreí que las. fanes desuna, linea , intercepta^
das,/far dos arculas.: concgníbcor,,sonngtíaiaispporque si esta línea
pasavpor ePcentro^como, la L Q , será :CE á  GQ por radios de un 
mismo .circulo y GK -  Cp por la misma razón  ̂ y  restando estas 
ecuaciones, resultará LK =  pQ. Si no pasa por el centro como la

TO/WO I ,  2 ? A K T E  h ,
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PM V P R i= P S  y restando estas ecuaciones , \sefla 'RP =  siV.
( ' i i ? '  ^éor* Si \n:m  .eírcwíak tirón) dos cuerdas' ^ 'á M a i ,  loa 
lír^'cmc'csids meSeptan 'serán igud^ ¡ T
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#  4inea}r6ci.â p s‘̂  i f  og

«  '  »   ̂ ^  M > 4  A  t ^ ^ n / y / 9 4 ^  4 \ / Í C / 1 / ,

éstas ecuaeio'J 
arcq iy 2== ul M»»í

\V.A ’  -'f
, no 'estin
luna wCmjfé?^

VÁ

«a

. V

A•Am
t : 'V̂

ti-renda de círculo i pero no se pueae hacer pasar sino una.
■ ' Beiñ. Para :probarlo.;,':,unirémós 'dichós ttes puntos; .por medio 
de las líneas A B , B C , y las dividirémos en dos partesnguales por 
liiedio de las perpendiculares E L  j; KG j¡; lo primero 'que^amos^ a, 
áeiííQstrar es.que'i estasoperpendieulares;! sy:£ncontrarani¡ Porqué si;

áíéiiiar aíDE 's^íaV jfarpéhdíéulari igualmente áoFC|:i(383a) j pero 
prolongaeten deilÁ!B■ JSés^#íerenW de :BF ,tpues^ue los ^es

h  mistna línea G K ¡,1o iqüe es imposiblé.j luego; las^purpen^culad 
rés D E víF G  seicortaránosiempre enm pvP^ nto.^  e o ra o ^
I: Ahora í  elFUbtb G'Bdr;pertéhécer¿&lánpgr{^ndicular>r®,est»
á igual! dístanbias dédosirios; puntó» ^;*y Bj?tel m :^ o  punm>0,^poP
J e S á r  n .  p»p..cUcu,ar^TC
«nnrn<í B G , lueffo las. tres . distancias':QAv OB 5 ■ GG so^
Fes - luego’ la circunferencia; descrita haciendo centro en O con el
radio.iOBy ¡pasará por dos; tres puntos A, B,;G. ;? ' ’ " ;
- ;Hk)iendnoprobadoya que.pór tre»q>umoa que, ^ l  estan en di^
nea rectá.se puede h*er.pasanuna,eiixuuferepcia.'déicircu lo ,.va , 
inos átdemostrar ahora; que nQ;.6e>pue;dc hacer;:fasan:smo ■

' ^  Porque si hubiese otra circunferencia que pasase p o r  dichos
tres Duiiíos A, B, G, su centro no podría estar >fuera de la DE (377 

“¿br. V; tampoco podría; estar fuera dé la; F G  Ppr ; una razqn sm  
 ̂iatíte ; luego estaría; á, un tiempo en i das-dos; lineas DE  ̂FG.. Pero 
dos rectas no se pueden encontrar sino, en un solo punto (340 
cor 2.° Y; luego las dos cireunfereneias tendrían un mismo centro 
y^uñ mismo radioV luego se confundirían en una sola circunfe.
renda, y  por lo mismo no hay mas d? qna circunferencia que
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l '  -  di
dos puntos ; ijorque ,si itu vieseii tres-puntos c o L n e s  tê ^̂  Í

' formarían sino una sola y misma Gircunferencia
. F^ra tradar

^ ,p u n t o s .  por .medio de dosUiaeas , dividir estas^n dos partes X

ÍP de intersección, y cori un radio igual á Ia distancia de este L n  

' ’ trazar una circunferencia

linea . c í e K ^ ^  que la

, 0 cual trae niuphas ventajas citando se aplica el cálculo á la Ten* 
d e^ lS as se_ demuéstrarí á un mismo tiempo propiel

í  * 4 ci s  s s £s i ĵ ?m “ í * r

K o p » d d c ^ a . W
3í lambten se deduce;de esto un medio nor/i hniu^ î

de, unimodo cualquiera dos cuerdas AB BG L f  m

:en cada una de dichas perpendiculaíes^ v como de hallar
. w  s t ; ; s '

menor distancia que ía: fnémr.: ""V  ’

;yidanse estas cuerdas; en dos partes iauales ^
pcndiculEres ClP xr +' ^ i medio de las p6r«
..penaicuiares L-ji CG j y tírense los radios G A , CD. '
sas rectángulos C A F , DCG tienen las hipotemr

<2. Sea la cuerda AH mayor que DE el aroo A tm t, ' '
ypr que el DME ( 4 3 4 ); sobre'^el arco ARW t ^KH sera ma-

-  J* “ “ <1» AB , bájsw C P  perpendicííar á “iUUerda, y CI perpendicular aj qae CE ieSiitodo,
s  ,

V  i
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y..pues que ‘las 
5 que era

lí- 2k°
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ypg ,  TRATkBmEIjEMENTAZ
y CO parte .süyaij luegoJCF;>^^Oy yifCipmio'íí; 
resultar a.co.n, .nias.r.azori GF ■ >- G I 5 .pero C F r  
cuerdas. AB ,, DE son, iguaksfy luego se tiene

_____ _ Sitdesid̂ e íímtfuntp A: :̂x)tToyqm ekc^fñro‘-de un cir^
(¡uljo\;i)Se,ltimn̂  á- Iuk pat̂ te/'dê nla i^distanm del miŝ

unfo,-d^r^wíe^ reétai: - A E  ’vefificard^
dos .cosas:̂ '' I que la peota' ABr qáe- }pasu -¡pon/ cintro 'es la mdi 
larga yy  2 ,̂  que de las dos ¿.recPas' Al^-y AE que' no pasan por et 
cefitrp .y 'la:: que tiene . su estremo íD mas inmediato al púTfito B de da
.que  ̂p¡̂ s a i por i-él centro y esyia ntdsAarga.^ '̂ ■ " 1,,
í ■ ^Dem* Pa ra idetnostrarlou, tírense ilos radios ■ GD¿ GE 1 a  dos é;á̂
tremos: de las:rectasfAÉ)>.AÉ:5 que^no pasan, por eFcentrn f  ydéní- 
drétnos que siendo IG B =  CD >por .radios de un mismo  ̂GÍrculo' ,- si 
á cada una. le añadimos íA C ,  se; tendrá-GB ^  GA o AB ^l AG'-d^ 
G P  5 pero como A C ^ C D  juntas., son mayores (  371) qucv AD^ 
tamblen<resukará :AB >  AD j deLmismo modooprobarémos que AB 
^s mayor'que; AE. .. '{ ^
V . ^Añora , para demostrar: que-Ad)-es iñayoro^U^e A E  y  dbservá^
rémos qiíe D 0 .^ G G > D C ^ vp erq G D := 2 eE  poii déWmisI^
,fíip círculo  ̂ luego se tendrá D O -4  ̂DG >•’ EG y y -

•  •  ^  A f

t

común CO , í
quCvSpn

y

® A i

; ;  
j
i

EO j ahora 5 añadiendo á éstaS can  ̂
pguaiesi una misma cantidad OA y los; resultados

q u e d a r á n  ^ d C s i g u a l é s , / . y T s e d e h d r á / D Q ; - - + - ^ Q Á ' =

OA > ;É A u(§):377))̂  ̂ luégóicon mayor íra^bn ^será I  
n:skdesde^impmiPo í

r. 1 cor. !Si desdei un puido^Ay^vc^ qüé-é^ dê '̂ uñh'î /-
i«uíoJ"se]timw.íd laiparte di k t xircunferenciaymasj céPcana d dichó 
punto y diferentes rectas A M  y A N \fc , la línea AM, que prolongada 
nasa'-poT'-eí centró:\C -̂esyia'mas‘.̂ v‘n >-iv: ,  ̂ y ’i ";
y  /Dem. Para;próbarld y tirarémos^^l radio N G y y  t̂Cndrémosd íS
el punto está dentro , C A -H  AN..>^NG3 (km^ m g b

. 4 -  AN >  CM',- y quitando la parte, común. G A , quedará' N 
AM . Si el panto A: está'fuera comp ren. la segUndá figurâ ŷ Sé 

tendrá AN -4- CN >  A G , de donde , quitandodas cantidades .iguá  ̂
■ lesGM.y :GN., quedará- A N '>  AM  , que era L.^Q. IÍ). D.

► '. s
' <

'.Ai

» »

' ::’A
■ M■ m

• %  A*.;í-1• ,  J

' 1¿;¿

•; 'a  u’-M
•. i .

‘ ' \
'  V.

i  ( ' . /

J i '-

** 'íí
■

¡ Vi•k«
' V .

.  •

. f-

'  ^  * i f.•< X'' j*/•í:i■r%í
'‘iZl.•>.t
m

'
• (

” •1

%
T

> . *.Vi;‘Xi  ‘ K

•
'̂ "̂1 ■ •'di 

.  .  ’-

• - i í

' ''''•)
'.•Xí

í-*y í
: '  r

♦  < «i

. .  s /Cor. a.® De aquí sev á^dúct 'que:desde Un' punto A y otro qm*. [
V  r  . I -  . A  . í ' í  ^  1 j L  A  J ^ M J ^  A j* ^ '  A j a

^  \  ^  

.íih.ceñtro-:de un círculo y nú sê
•  ̂V • * \

Jímas iguales. ' ;
■ '.■ tifar <á d a  círcu n ferén eid  tres/ , s»

*

/Porque no se puede decir que la una dedaS' tres líneas igua-
‘lé¿es la que pasa por el cen tro p u es acábamos de demostrar qup 
.es ¿láyor : ó .menor que. cualquiera de ia¿ otras y tampoco, puede ser 
que;de;lás.tres; líneas, iguales ;lasMps>e;stéii ai mm lado y . la ótrá

'■ '-í’/ i

. . .  A.

y
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otio 5 piics I^s cst3 ,n á un niistiio l3 .dó iio pueden txienos de
'ser desiguales. ' - . ■/ • ;, ^ .

 ̂ { € o r .  2 . ^  También se infiere q ú e  s i  d e s d e  u n  p u n t o  d e n t r o  d e  u n

t i r c u í o  5 s e  t i r ü n  á  I d  c i r c u n f e r e n c i a  t r e s  l í n e a s  i g u a l e s ^  e s t e  p u n t ó  s e r á  

d i  c e n t r o  ^  porque si ño io fuese, se podrían tirar á la circunferén^ 
d a  tresdíñéas igü puntos otro que el ¿eñtro.^ ;

4 4 .a í- Guando üna línea corta á la eircunfereacia^de un'círculo 
téñieñdñ paiíe^deñtró y parte fueray se' llama s e c a m ^  f t a i  e s  d a  A E  

(fig, 9 8 ) :’ y cuahdó unadíiíeá es tal que no tiene mas de un pun
to común con ia circunferencia y teniendo fuera todo lo  demás, se 
llama Íángeñíe I  : el punto t )  que es comun 4  la
cireunférdieia y  á. la GDE, se liatna^pínío d e  c o n t a c t o .  -  ^ ^

4 4 3  Teor. T o d a  r e c t a  q u e  c t í r t a  á  l a  c i r c u n f e r e n c i a  d e  c i r c u í

'  d o s  p u n t o s  \  - e s - p e í  a n t e  : '>
 ̂ Ejp/. Supongamos que la' ke íá  AB tenga comürifes doíi^ la^di^ 
cunferencia ios dos puntos A y B (fig. 9 8 ): voy á demostrar que
dicha línea; tiené parte dentro del círculo , y parte fuera : -
r  ̂D e m .  Tírense á  ̂los puntos A y ‘ B los > rad|os ,OA> OB,'y ten- 
'dréiTíos qñe, por salir desde un mismo punto^ no podrán ser and 
l)Os, péfpeníii¿uláres i  la AB 3 Ó8  cor; 3 i^)V y por-ser iguales-
ño pbdrá -ser' uño dé ellos péi'^endieulary porque sería mas' éorto 
ÍJ 7 d)l luego aníbós serán linead oblicuas' tiradas á la AB, y moi: 
■ser Iguales , estarán ( 3 7 6 ) á diferentes lados de la perpendiculai: 
‘qué se puede tirar por O f  luego si concebimos ^üe está' perpen-
«cu la r"  sea la ;OM’, sê  téndrá-0 M <  A0  == OB , luegosef punto 

estará dentro de! cífculóv Y cbmó'tódas iáá líneas qué & d é
O ^  tirasen á  ̂püpíc^ intermedios de la-̂ A MB,' sei4 n mendi-
íes qué A0 , toda la  A ^B  estara dentro 5  y como tirando líneáS 
déádé O á los püntos^qüe: eStémá la derecha de B  y  á la d¿quiera
da de A , serían mayores que OB y OA, resultará qW tódbSnescos
■püntdS vdé̂  lá ' AB :é^áñ fuérá del círculo ;lu eg o  l^^AB es^seean- 
te. L. Q. D ,  D.

* 4 4 4  Teor. T ó d a ’  l í d é d : C E  (fig; 9 8 ) p e t p e n d i t u l á ñ  u l  ' ' e s i r ' e é i o ,  D

y D e m .  Porque toda oblicua ÓN es mayor qué la perpéñdibulár 
ODf luego él punto N estará fuera del círculo^ luego la línea jCDE 
no tiene común con la circunférenciaj sino el punto D; luego GDE
eŝ , una ^tangente. ■T]-íQ.:.D.‘ D. . ^

' Cor, p e  aquí sé deduce qué p a r d \ - t i r a r  ü n d  t a n g e n t e  p o r  U n  

p u n t o  ' d a d o  e n  i a  c i H u n f e r é n c i á  ^  b a s t d  t i r a r  e L  r a d i o  c o r r e s p m d i e m é  

á  d i c h o  p u n t o  y y l e v a n t a r  e n  s u  e s t r e m o  u n a  p e r p e n d i c u l a r ,   ̂ ' i  í - >
4 4 S Teor, T o d a  t a n g e n t e  e s  p e r p e n d i c u l a r  a l  r a d i o  e n  e l  p u n t o  

' c o n t a c t o ^  , , , -t.
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|I0  TTHATADO ELE]VtEN:TAI/
; Dem. i Por suponersé quería CRE (fig. 9Sj es tangentej jtodos su  ̂
puntos están fuera del circuí© , escepto el punto de cóntacto D} 
iuego toda -línea que desde el centro temime en la C D E , es inayor 
que la .QD j iuego la GD es la línea mas corta que desde el centro 
OiSe puede tirar á la CDE^ luego le es-perpendicular. L. Q .D . D.

^Cor, i ,°  Lüego toáít línea perpendicular la'tangente en - 
punto 'de.icontacto j pasa, por el eéntrO y porque si no pasase,; una 
■ êz que el r^dio es perpendicular á ia tangente en ,d punto de con-:- 
tacto, eíi aquel punto de la tangente se podrían levantar dos per-r 
pendiculares, lo que es absurdo.
.̂ .0 3.° Entre una tangente y una drcunferencia no se pue
de tirar ninguna línea recta, pero se pueden hacer pasar infinita?.

i  —

f  i . .

^Porque si suponemos que hubiese una linea tal como D p , que 
diyidtesc d  ^espacio que hay entre la tangente.y la circunferencia, 
tirándole desde el centro una perpendicular O Q , ; sería mas corta 
que la oblicua OD , pero OD es el radio , luego OQ es mas corta 
que el radio , y por lo mismo, el puntó Q  está dentro del.círculo; 
luego la P P  no divide el espacio entre la tangente y el círculo. Per 
ro siuprolongauios eÍTad_ip P O  , y haciendo centro en L  eón L D , 
írazamos la circtinferencia PX^,esta se haüará toda fuera del circu- 
íórRAE;DB3 porque^está t̂ ^̂  ̂ mayor radio, y tendrá por taq-
‘genté cn éPpuntO; CDJE ; luego k  circunferencia p X  pasa
.por éntre la tangente, y aquella circunfereíicia á que Ip es; y como 
,1o mismo probaríamos de la circunferencia DZ que tleqe su. centro 
Cii/ft!, y  de otra cualquiera que le tuviese én la O LR  prpíonga- 
4a , ; sigue, que entre un círGulo , y ;su , tangente ;se pueden ha-
^ i p a s ^  infinitas circunferencias. D e  dpnde^sedufier^  ̂ el espa- 
cÍp;,.cctfnpfeñdido entre un eírcuío, y su tangente,., se puede dividir 
e n p a r t e s ,  ,
-  í; Í  4:0  T e q r , i  D os p a r a le la s  que ¡tocan q  c o r t m  á  u n  c ír c u lo  y  in-- 
te r ce p ta n  en la  c ir c u n fe r é n c ia  a rco s iguales»  . ;
í , ‘Aquí  pueden ocurrir tres casos;:; i A c e d a s  dp,s rectas 
sean secantes.; qué uiía de ellas solo lo sea, y  la o>ra tangen-
'te-; que ambas sean tangentes.

^El primer caso ya lo herpos demostrádo (437)- T  pasarér* 
¿ ó s já . probar, que cuando una de ellas, tal como la RS (fig. 99) 
es tangente, se verifica la proposición; porque en este.caso ten- 
ídremps mrando lá̂  C  de contacto, que será perpendicu-

^JaXá k R S  (445), y  por consiguiente á su paralela DE; luego (435 
esc.)NH:=HQ......
: f  .I^Snppniendq ahora que las dos sean tangentes , tales como las 
R H S , T Z k ,  tirando por el punto C  un diámetro HCZ que sea
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perpendicular a una de ellas, seíá también perpendiGülar á la ótra'' 
y  por lo mismo los estremos de este diámetro se hallarán . f í o :

y « ™ c¡rcu n fe„„c l, ® Z
^ t í ^   ̂ ' ^^™®‘"ada la proposición en t o d a f  us

•.  _____ < :  - I  i  ^  ^

d ¡ o / S ” 'C b" v*"m  ™ ” “  V ° "  f " " ' ”  < •  l o , ; r a .

, la CD tiene dos juntos equidistanteé de B \uÍ j

‘  i ' » “  “I»» P « «

; r~ “ rr,rH

ses pi^ra ,formar,íel triángulo CAD Ó el CBD 6,7,,
por :eonsigniehte los círculos se encontrarán en e s to íS s ,

' dos círculos se encuentren en los nun-'
tos A  y;B ,̂isera posible el triángulo C A D , ó ' GBD. ^
d^;449- ,Teór. S i J a  distancia:m l(ñg. l o i }  de Ío¡centros de do^

tórculos igual_ a Ja  suma de, <sUs sr adiós: CA, AD, estos dos circuios
se tocaran estertormente, V  ««•> czrcwíos-

, <Dem. En prúner lugarV estos círculos tendrán nri punto co

Ba^ ^  el estremo A del radio C A , la CD sería mayor 6 m ^ -

que d a a u m  de los radios iflúego si la distancia J e  ^
<^50 ^Teoiv 5¿ ía distancia GD' de Ids cemí̂ ds de dos círculos

le  m c f  — ^t CA , A D ', estos dos círculosse tocaran: mtenormente, - :  ̂ *̂icut>qs

^  í D m  Puesto que iCD ' (fig ..io i) suponemos que es igual coa
QA_-^ D A ., .resultará, que CA ^  CD ' *  D 'A ; luego el pun n a 
sera común a la^, dos circunferencias, las cuales no podrán tener 
Otro punto común, porque entonces sería necesario que el mavor'

tancia C D 'd e  ios centros, lo que es contra el supuLto!'

\
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tr ata d o  ELEMENTAt
' -̂Cor.i 1uUQg(̂ ysi:\dos circulos interior iea ésteHorm^i

cmtroi^y el-^unto de contacto están sobre una. línea recta, 'f 
{.Esc,. I.*? Todos ^los circulos que tienenssu ceutro'sobre, lâ

secta GJQ y ique pasan poriel punto. A, tendrán.por,tangente la; 
ÉA perpendicular en A  ' á la DC, y por lo mismo se dice que, es-.! 
tos círculos son taiigentesdos unos de. los, otros.'* , íoüT .:¡ í  ; ^

' jc. 3.° Si'Se fios pidiese describir un círculoi queúocase. ai 
en un punto, dado A  y. y que .pasase, por qtro punto tam î 

bien dado M , uniríamos A  con M , y dividiendo.la AM  en̂ dM̂  ̂
partesjiguales^ por :medio' de la , tendríamos que>esta pasaría 
por el centro j :y; couio da línea GA; prplbngada debe .pa^ar
bien- por die'ho c e n tr o s e  hallará este eA el punto de:concurso: W
V haciendo céntrd en;.él coni^el radio vDA ,f se tendrá el*cífeulít^ 
qu^^se pedía.> ■ ^
M ; v: '0\  ̂.-t-^   ̂̂

De los ángulos considerados en el circuló i . .*» ••

í > í  i • ^ • t
* '  i .

V *  : :

y  J
f

r , ! i

'k̂i
 ̂ í

••i ■/..' Vi.
•'A.i

■

. . J . ' í ;

;

I'V

• '’íj
l

, 'í

A íi Teor. Si haciendo centro en el vértice de un ángulo con um 
io'Scmlquiera\sei fm%a. íMxarcó-y,^>sé Vcóncibe ^divídidb en un^ná- 

meró ^^(M era d^{^^^s^á^aíks i, í¿or ángulosu eh
dó-¡eí:4ngulo> total ipor Áos radios tirados^desde su vémce a , los- î un̂ ^
tos dé división, serán iguales, . ' '

r.Ejü^Í Sea eUánguio eO A  (frg;i eo2̂  ; digo que si con un
tal como^^AO,- se  tra^a uhrárcA A B C A y ■ se.icondberdiyidido.este
ardo :en. las partes iguales loS
formados por.los radips tiradosv ájlosvpuatQs dexliyisioni B, D &LCy

Goncibiendo dobladá la figura por el radio OB, se ten
drá fu á V  que todos los: puntos detarco AB. caerán.;sobre el
co BDC ' y por ser iguales  ̂los arcos ÁB, BD, el estremo A  del 
primero^ eaerá sobre, el; estremo D del segunfe y lo o p  
L  ibabiéndose- confundido el punto A  cón el ü ,  l^duaeas AQ, O p , |  
que parten'-des de; el .mismo punto O .tam bién.se;haBraneorfM dwi/,| 
do tener dos puntos comunes luego los * ángulos .tambieh^sq.
confundirán y por lo mismo serán iguales. Como lo mismo se de-
mostrara de los démas, resulta L . Q .  D. ^  ̂ ,

4¿2 Teor* Si desde los .vértices 0,0 de dos angulos AOC y a.oc- 
l ñ ^ i o 2 y  se describen con m  rnsmoJ^idío dos nrcos dét drcülq^ Icî
 ̂relación de los arcos comprendidos entre ios iados de icada ánguloŷ
será la snisma que la de estos ángulos, - - -

Espl. Aquí píiedeu ocurrir dos casos;: o que los dos arcos AG>= 
ac tengan .una común medida ó que no la tengan, esto es que seaa 
comtíusurables, ó que no lo sean.
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da ai «c tienen ■ pot eomtin medi-
aa, a areo A B =  a&i cokcando esta comwn medida sobre cada uno

E  « 'representamos ;pon,m elmumerode partes,igu^-
- ^rea AG,.:^p«r n iel númem d e í p S

Iguales ,,a AB qtie cohtiene: tteudrémos:, ¡
';í ‘ \ ; 'y  ’■■ ■ ■ ACc=;mxABj, a¿e,!;=:nxA , - .;

I^ m m tdo,proporción, k r á  : AC: ucm, mxAB-«xAB::mrriA 
^™ r^si por; Igs puntos; de, A m sicn  cpncebünos tirados ios radios
O B : ^ ,  el ^ gulo.,A 0 C .q;uedará dividido í « t l  en t a S

^ ^  '^ ^ ^ enm o'partes. iguales;: a^AE
fan ^f petoj iá^Ios>ágiiafe6, í,,y,:por la misma ra^
_ . Aogulouaoc; q§;sdará¡j_di«rdíio. enu ánguJos.dguajcs. á aob-
y como los arcos AB., son iguales; y tienen un mism¿ radio’
s colocamos ,elioe;atr(>>tfeÍ9uno, sobre;;el centro del otro., de ma’
mera,^e,;oay¿ei:£QnÍupda con OAi„resultará que a&, se confundirá

iú ^ o ; los á n g u l q s ,« a í , s e r á v i g u a l e s .
y tendrelno^^O «:,w xAO B-^«»dé5ín^aa¿,e^^^^
do propoiaion j, seraaí AOG .t íííóq i i iíwxAOB^;. «xAOB : - n • «■
“ n , ? * - r  eión;y^fe ratítefio ítien en  común la razón nn n

seápomejitsuraljdesslos: arcos.  ̂ , ' :' ,
. tu  ■ '̂ ^  sqnyincomensurabies,; quedará de-

n<!, rtf BWe lai reJacionide diohos iarcosies,.igual cou lâ ^̂ d
A .> i  ^     Oi * '* r , .no’ i ’' - m a y o r  .nH.mejá̂ ^

:<,St̂  suppncmos ;(fig. I03> que la relación de los augulos es 
menor:;quo;ia.de, los arcos , setendrá A O C r « o e < A C  ;:^  v n S  
ea; que esta segunda.Kizon>.seaigual co a  la  primera, se neceJtLá 
^e.suiconsecdente ab crezca.pseHcoittiierta, poiv|emplo e n í ?
lo mueidara, . AOG ;::aQc; t AGtmdl ‘

Sn ekf^ casa,noncrlMendp Amdidd er a r e a A C  en dos partes 
,>y íuego en otras dos ,, y  así sucesivamente, se Jle^rá á

concebir un arco (32 5) menor que cd , y por consiguiente se>odrá

A y ,d ,  por;,ejemplo en e„co ij Ip, cuallos ángulos AOC 
L  que;los,^a domensurabks AC.
ae, y se tendrá esta proporción AOG :; aoe AC. rar , qiie como 

■ ftiene los mismoá antecedemes que la primera „ podremos formar
proporción con ios consecuentes „ y  será

aoc : aóe  ̂: ad r aĉ   ̂ ^
esto es unabsurdo,,porque aoe siendo menor qué aor. láp rl-

s

' í

'P
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ser 1*
- y rrIl^ATADe)^

la: seeuflda'éS de mayo'É desigualdad ¿oy-tjamas-  ̂ ^
dos- razones de esta especie í- luego, el ŝupue t̂o que.hetnos hecho

«c ,,n cK̂ nrdo . lueKo lá relacioii dé los, ángulos no se pue.̂
GOS‘ rcti:-uucd uc: cota --- o- u;.. i .   ̂ * .. . ,
también, es un absurdo , luego la j-elacion de loa angulos no^se pue^
de:isüpdüenménor'.^ela dewlqs a»cosco :̂J^ñ  ̂ ,_r; y_,; mí; , . ^
iim .|fí&hpocoi« puedeua^í^perhmayor iUpor^uer.siendp A S C  ;_aoe2S- AC • ac se iiecesitara q u a - i e l i c o n s e c u e n t e  Ae:esta,}lütlma.dI.^mlnlw
Ya y s¿ c o n v i e r t a ,  .por>ejemplopéíidivparaAer P“ "

cbmo’ antes^el arco AG en partes.^bastante;pequenas par^ 
locadí. „ ,a ..so B » .e l .«co  “ “ 1 ^

■■: M
.*.*>*,

•>K:

^CíE»e^ qde' como; tiehe, Ipsítínspaos antecedentesyqup la deh ŝur
¿uestó , Ida- COnséeuentes. nos dárim ésta ■proporciono

- , áóc : áoe': '. a d '-ü s '- , , -
que es ud absurdo, pues una'razonuesrde.ipayoriü’
k  otra dé taenor; luego el supuesto que nos ;ha
rá^tatñbréd absurdo. Luego si la crázop: d e j ^  _ 
sétiníedor mi -mayor^que lavdo'los6^rcós,^)débCTa.i;ermg

l i d  i . ° Paéa..wedir los ángulos ;séniébe.celeair Po)

’  a t .  •

1 r
c>

. . '  j  ‘

vn0̂

üoidad o?-3

I • « YJi

i :

tro ángulo, éuyo valor absoluto, este i - 7
án gu lL ecto  f  que es el; que forma unalinea que cae so.

íriolíníircfí mas háGÍ¿Uíi- lado que haG^a-otro,

^ue- hácda otro y este^ se
seriad

^ ¿ r - r i i i i i i é r o s  i r a c c í o n a r i o s ’ v ' * o  i m u j  - - .

í e  Y ‘cptnpliéadoiél Cálculo. Parasevirar esto ,téomo. seoacal?a • d^de, 

Sérns. ¿  dice que tómtrdídu. de los 4«g4 ósrei rh arémde, ctrcnh,
v S r k d i d o  entW süsAcMoscy désm tw desdeM erfm ^
Á aŝ í cdmb'éüátro ángulúss.rectos:'c©mprenden/jtoda. la. circunfe-
renck eU ngulo recto abrazámn cuadrante: detcircunfocnaaype. 
5 ;  l^ iá e rá £ & se .e sta  divididá-eh 360 pártes , que se llamatr^,^-

■ SL S^ A eétodL ü c'G á éi:que se tdma .pouuniífed. larmisn^: re.
E i S  ■ ¿. a  * 0  d i  u«6 . y e  a „ i , « d . s  ík n ic « ,m ,c „ ,d r a n »

'<uie cüiísita de 90. ■
v'k ^  o  ̂ ^11 r

/<■ l . 
y . - 1- A

• 'M
L*encia

.  f , ; c  3 - Los antiguos consideraron miviurna la
en ¿ o  arador; cada grado en 6o partes iguales que se llaman

- S ¿ ¿ t d o ' e n 6 o  terecos, ^  asi-sucesivamente., Los g«dos^^
■ S a i  é^n una o sobre el

ii**
v>t

.} íi

:A
<

' I .
- i i

s 1

• i

f  t
■. V

« .-K.'f
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fos\Segiíñdós coii dos :&cí-,  ̂dé ixiaaera qiie* Ia ésprésión 57^
i-17  miiiutob  ̂%4-Wiifácfó^ f  

»3 tercei^i-: Í- :• ;>i j;.; ,, ']'A sh-j; T':;i ;um> jor
>' <Oos -^rtoceses.hali:tórt^MeFá¿ío¡i^oíierMmetíté divi^; <Oós^ranceses.had',tórt^MeFádo¡ift.v.v.^...cvu*x.iii^ w cii>
cunferencia en '400 p a rtes , y  por esta causa nosotros llamarémos 
d e saqui en adeíafíte a-ír'á la circdtifeVencíá V y  w a  lá 'sW c ir c u n -  
feretidia^y para'^ ne s e ’püedá íá^licárrtódbdóiqqérdigainós y tañtb 
i d a  d iy isioa  de la circunferencia: en-í^tfeqíártés'; la de éii
^o^'. > G.dnio dos átegufós-íectos'; ’ábíazarii' Id %etdt¿íí*é’unfér¿nciaitíeinQs
señalado'er'ángulo rcdto-dbnijTr. y  i ‘ '-f oi;;: uií t;4o íi‘ t' / id 
■ ' 4^3- Escíi^^ Siempré- que sé-4 ic e iq d e  UtKaíco es la tnedida de
un ángulo j  se entiende un arco trazado;alesde el v én ieé  como cen-

'éu ™ nchasi'oeasidiicsv-eúañdd se 'ñaMd un angid^^ un
tír e n lo /c d r iv ié n e  rcfeirir  ̂larm edidkldé d ádguloí l a q u e i ' c íreu i
lo  j j '  pOrieso' vánads'á'iriáñSíestarf a&éA c u a l-é s  dá-^niédiÜd^ddlds
án-guldáV^segun s e 'h á lle é í  V(^rticd^dtf Id'Cíi'cdníei-énciá ,fd te
c ír c u lo , ó fuera de. él̂ S ' > > *  ̂ W - vi; í  ̂ í r  i . ,:;!,

» * t >

' t -:/̂ t-miído por unü‘ tangente y--una cuerda  ̂ tiene
'fpf'ytédidd- la rnitdd vdel ateo ¡lue la subtende. ■ ■
; '% /v  Sdd t í  á n g u lo í£ T Í :(f ig é  Í64)ifb fm ad0 p or  la cuerda A T

^  medida la iñi^
t a íd í  l  d tí-áréO 'T FA  quedtf cuerda”AT^áUbtendeí " - : ¡ - '
<■ ' p0r' eF6¿ñtrtí C 't í  dití^
a la cuerda A T , el B C p  paralelq  á la misma cu erd a , y dnaáé el 
ce tírp  ’p e o n  é l punto'de eO ntacb'T^ - '

perpendicular á  A T  por corisfruccion , Ib
^ ^ t a m b ie n  a ^ D  qUe es'paralela á A T -( 3830 )y lu eg o  e l  ángÜlO
F L D  es recto. Y_por ser tod a lan gen té  p e ip en d ie iíía í a i  radio (4 4 P  ' 
q u e  term ina eVi t í  punto d e  contacto, ébángUlo E T C  tam líien 'csree- 
to  : y  como todos los ángulos; refctos son ig u a le s , será F C D = E T C -  
á h o r a ,;e l  angu lo  TG D =  al A T C  por alternos internos entre las

‘  1  * 1  ^  ^  i - -  -  . •  • •  ■ ■  J •  • .  • I

_ > siendo GT iá sécárité | luego si réstáíiios esta se-
guada ecoiacioíi de la primera , se tendrá

í  ' ,
' í i V ,  l\ '/Ot L 1 V -•

- J-J ■ ,  ‘ ™^‘̂ :'®‘̂  '^étíÍée'edtírcéntrotítí'tírátí^  dot
medida-al arco _FT que áüs dos lados abrazán> luego ,el ángulo 
' ®“tíg u a l, tendrá también por medida ál arco F T  b e

^ ’, ' ^ ‘^;‘le-pA^:(43;á esc^ i y  T F A  ’es ef arco qJe^la
cuerda A T  subteiide , luego '

éntrelos valorados
r̂ectos;;o i^seúiicircunferendá ^álordéi-ángulo, ATM  ■ strññanilP Ip fólí-ia A  J,;. A l-ira-i •  ̂ i' >

que le^falte a la imitad de A F T  para' valer la semicircuiuerenaa; 
pero a la mitad de A F T  , le iálta para valer la semidrcudféfen-
, y

\

\
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l l 5  TRA.TABO-’E'lpEiyíEN’ÍAtf
Cía,, (kvmitad t^ílo d  ai;Co iMgq^ ú  ángu!p>ATM

-----4,ajixi t̂adx4 ^  .̂Tcp rÁBpDlE'̂ LpjfP̂ ;̂ ^̂ ^̂
^or^'ue--la‘cuerda ^  'subtende  ̂ luego ya-sé consíd|^^:#varcQ 
líiayQP }lel iñeiipr. ¡guC; -}#Lî >̂ d:a ̂ .aál í̂c^dcy se- -v;ejáfica. la pro
posición.:' > ■ ' .ilv-ív-y -í;-;

454 .^ eon M  Mgulú cuyo pé t̂ics, £sfá ml á:  circurifersncia
y?i.arfa por ccííci f̂ío' ¿e  :Ms,cuení]¿my tiene \ ôp m̂ 4 d̂ra, ¡4  7pitq:didck 
meQ-me i ^ i . :  'S

“  ■ " ’ ''"*;> âp5í)'5jCuyp-7¿iÍticcíX esta'
Josiou erd ^ s-T gl;^

la mlíád del arco ED ijue sus dosia-

t)4Á
circunlerenda ,, 
mostrar que tieae porai 
dgs- abrazan,

Dem.,: íg rq u f
án

• 1
x J  J  ‘

J
AS, ̂ n ,ía .^^ngéniei:A T B lo $  tre$

íad |uegP;;ebPT^,y;:íepdra.pof
medida la mitad de DÉ , que era L. Q. D. _>

Cor. I.® Pe^aquí scdedqee qi]C sr muimos los, puntos P íy  E , 
con el centro C:, eqmo el,^ gu lo  pGEpiene;:ppr medida: ^
aixo PE.jr, D T E  a sp.pdradé^ ^ ^ á .D p É m sR d ^  I 4  ángulq.P*^ ,
por^ener: sn̂  vcrticerCn eliqentrq.,§9i^p il^^W dpgPlP 5 5̂  M
D T É   ̂por tenerJ^u-^dee StiJa: qircunforp^^
iíij^rifo j, por-lo- que tenemos deptp^ti’adpi que el ángulo eentT0.l es 
iduplo del ángulo inscrito», : ' : v
' Cor, 2 °  Todos los ángulos B A E ,  ;BCE , BD E (fig. 1 9 6 ) , ,
,tienen sus vitices.,en ía-lfircun^réncm mymsmo

reo ^ E „ son. jzitnks i  • J^oique, todft% #énep una\ raisma;; ¡ftíedida á

N¿*

y  *- '

arco mE sobre que insisten ,s,ps
\ .ángulo A C B '  i f i f í »  l  o

j '-!

. w f í, rajo pérttee esta, en
.c irc u n fe r e n c ia  ,  y  ̂ cu y o s l a a o s ^ a s m  f  or lo s  estren fos d e  u n  d iá íp e tr n  
AB 5 Oí renfo j porque tiene, por inedida líi mitad del ari9o AMB>

' V cuino este .es una semicircunferencia, su nsitad valdrá: üp c.ua-.J,, X • f ** ' *••'.'  ̂  ̂ ^
njg V ’*• ‘ '  ̂  ̂ ' ** .̂-** ‘ ‘; V i.. \ ' 1 / ̂  ' i- í *• ' ' . *'

, Cí̂ »_ ' , ^ n Í 4 : . ^ i r c u n f e r e n -
tcia y,,.abrace] un,4r( 4̂rP p̂yor- q̂  ̂ l0:,:se!mifjrqunfer‘̂ ncia:y Ŝ  ̂
porque la mitad de este arco sera mayor que un cuadraqtpf j  to- 
do .ángulo tal como. A C E ,  ,o^o circuferencia y
^  lados, abracen an arco menor gue i ŷ,senúcircij4ft^^  ̂ 4S4r
áoq porque su initadiserá menor .qud uA/cuadiyánte, /; \ r ^

^ -----  la yCwcunferenGta
y  ̂armado titíd eaerdâ  ̂j  de otrâ

tiene por. medida la semisuma de los arcos que las dos cuerdas subr 
tenden, . . . . . . /

dem ,eirc-
' v  ;

‘ f.

m
/C rli
:7f
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.̂'v>5
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<E^Í. SeajeláiiguIo,EFB (fig. ig 8), formado ipor Ja cueida
J  F E 4 g F H ; voy 4  demostrar ^ue

. • í *
♦ ♦ t

tiene ]por¡ínediiía
. e  •' 
»  ^ a  ♦

:2

::::  ̂ Drm.Xps; dos /ángulos juntos EFB^, BFH  tícnen ;por ^medida la 
imitad de toda Ja .cireuuferenda FCBDÜN j y como B F H  tiene 
mjgdida Ja mitad de BDH ., el EFB tendrá por medida Ja mitad de
J¿.^uq q<u,eda y esto es  ̂Ja mitad de HN-FCB̂ ^̂  ̂ é

‘ ‘ Í45d Tebr. E l ángulo cuŷ o vértice ‘ esté dentro 
ro no en el cmtro  ̂ tiem ^or medida la  mitad de ia juma de los ar-

dos iadoj frolongados ,abrazan.» ,
, . lE spL  Sea el in g tiia  BAD'<fíg. lop) ciíyó ■ 'Vértice A  -está den
tro, B C F D  , pero no en el e e n t r p v o y  4  demostrar

>que tiene por ;
, »  .

j  ____

X

s ; .  í 3 ..
'** I  ■: í
«í : : i

entre das

em, i-or ̂  ^unto F  «a que, aao de Jos Jados /¡BA proJongaao
«ncueawa .a ^ . circunferencia,. tírese, Ja FH paraleJa: al otro Jado

M que el ángulo BADcc BEH por^.corr.espondientei 
Jas DAísiEiJI: siendp B F  J a  secante j  pero lBFH de- 
Ja mitad B e l , afeo B13H , lu ego el BAÜitéh^ra ,es2

ía,misma medidat y  como B D H :=  BD DH;s= BD  q-, CF , pdfque
D H .^.CF por arcos <de círculo interceptados entre pafálelas fesuliüi
B«e;la:ffledidaBeBAp,^,sccáJa,^^^^ '  ' "

* -  ' ‘ “ ‘ ' '  i ' . ' t . i í

n ec

•' r ' .«T < j '4 *  k

;2
j ^ue era L, jQy j f i :

r  i .. . <* y V - '
» • '  ? • • • '.'-/Ll

E l  ángulo <c^o vértics., )está fuera M  ¿irculo, y ter-
mtna.,con:.,^s m^ .cóncava de ^circunferencia, th -
ne ^or .medida la  mitad del meo cóncavo qae jus dos lados abradiml '

■ {EjpL Sea el/ángulo. ;BAC (  ̂ Voy 4  demostrar tq.üé ;sti

£S

»• V

/cO
{  V í'í •Í7 í n rj r ' í -'U M< • C . ‘ I;

'  . V . i

* 1
/

. i* 'r
iO  V f .  > I ’

;ino
la

;2 2 ■ _ ;2 '  ■ '  '  ^  o - , . .  ,  :

Por el punto en que uno de Jos Jados del Jnguló .d á l ¡co- 
encuentra á  Ja parte convexa Je Ja elrcUareifencia , tírestí

paralela aJqtroJado;A C j:5í,se;tá/ef,án„,J,J.,^
 ̂ péro j a  .tiiedida de BNINC ¡(§454)' *■ ;
:• l • < 1 .1< • InJ á

0  437)
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C|g¿a, 3;°)j P̂ '̂ <̂ ®TE tiene areo T E  ó
✓ " ♦ V

.  ^ ■  I .  >

C  ' k̂ '   ̂ •

■ ■ ■ :i

:-.l i J.̂ J|;

«> ; .< fe \  ;  \  < . '  ^  ’  • A

en la (fig./ ŝ )̂ :
'  ,  Í  .

■ .‘i.f
,  ^ \ ' : y  ■ .̂ ’̂ á

a 4  I

S Í 'Si

N ’

Ahora , cpmo el areo TED^
* ^

■ «.é'i

/  • ' V >3
' ■ W

,  ■ ̂V-,\ /

menos T D  y  'se-
l  ̂ -

'*V'v̂

________  t r e s  ^

E° M  eitrernoy

 ̂v: - rt
. : S |  

i f

• '‘V ’ >•
'i/l'

i tenemos. inc-7 .

<aÜ
■ • ' ' Ú

f

' x m

■ ñg™ i I i)v
♦ f  I  •* ,r«

:  '■ î?
•V Í V Á

lBi®^-^-^|%'„ - L e  "^íé¡ttas'corte en ptro punto cttalquiera A  a di- 

cha hn^a, diametro con el B de la línea A^da; por
^ A d e l a  B D  y  e s t a  s e r á  l a ' ^ r d M i c i t l a r p é d i d a .  = -  ^  —

*” ^T>m P o ra a e il ángulo A B D , teniendo su vértice en la circun- , 
j,ír f' 'i ' v '“tAyahdÁ’bor los- estrerhbs' dé ái^ diámetro, esc l e ^

J o y ' y p o r  tó mismo l a  B D  s e r a  p e r p e n d i c u l a r  I d a A S ^  

4̂5zJ.\COr. ¿ .  j r ,  r  ,̂ , • ■ • F ) - . ' ' . '  . - .  : v ,  ‘c ; - . - ' . . ■-

fŷ sra ie  un  ̂ ó
A-- r**' '“V  •. • '

‘ V
•' >*j*! 

• !.jÉ

*, • V.*

' * V ' i
*' \ M

■ tó.'j

.■ :5M' n.'í

♦ X»

> « r
V':-. '■■

\  '

e ,  t

: s

•••' . - * u. ki 'H

• f  V

rpor medio
•'■ ■“ ■•■■ • " - i í "■  '■ ' L ' -  ' • ' 'í : ■ '̂' i t

,  f “ r  y ' S “ > S ' i S í  :dií,n«ci»lríceM
U ™«to d.do: tírense a los, puntos

■ ■ '''rsecetóm lineas AD„

f . ' l *

. . ' ? }

- .« > f í í

. ; '  t'ír

XÉ
f ,

; ;
. -

^ /

tOSA '̂y't o- / í orMi
y  i a  A B  á  B C j  y  c O m o  D C j  B C  s o n

Ibs radios
''¿n ía  

esfremos 
tipismo
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j  A.DE-;GEpMETJlfA.-
resulta :que l3,s AD, AB perpendiculares á estos radiosk' sdft tan
gentes de dicho círculo. L, Q. D. H. j  D._ d' 'i í:

{Cor. De aquí resulta que las AD y ÁB son íguáíes: pues losv 
langulps A p C , ABQ son iguales ( 37(5 cor. 2.°) por ,se/rectán- 
ilos j féhef lá hipbtenusá A C coáiuii y' los catetos '

les, por radios ;del/círculo DÉB. w  ' .
"(Brobl. 3. Sobre una UneÁ_ dada trazar un arco de círculo capaz 

a?l medir lün .ángulo dado, ....
riEspl. Sea. dada la recta BD (fig. 114), y el ángulo nlír ; do 

, Bue tfacemos un . círculo que tenga, por, cuer-
da a la BD i pero ̂  tal que todos los ángulos , cuyos véft¡ccs[estén 
fn^la cireunferenGia. d« esite¡círcuio, ^  cuyos lados, pasen por los 
estrcp^s^^idicha;Hnea BD , :s iguales con el .propuesto n rs,,,
P'.; < % ír  En el punto B deda BD,..fórmese un aagid ad fB D  inuai
con el propuesto qrs j en el punto'B levántese una línea BG per
pendicular á BE -} divídase. la BD en dos 'partes iguales por med 
^pod^la^erpendiculap;GE5, haciendo, centro en, C  y con tín-Eadio 
^ ual a CT,: trazarémos; un circulo que tendrá la circunstancia peddP 
4Aíí a,,^aber , de , quotodoi ángulo tal como BAD ,,Cuyo, vértice es- 
tCiLenda.circunferencia , . y  sus estr pasen poí B y D serán
Iguales con el qrs. r  X T ■ ’ ,

<i.Bem. Por. ser el radio .BC perpendicular á B F , esta línea es 
gente deluircufóv por lo que el ángulo FBDtendráípQr.me^

 ̂ V - :g l BAD tarohieni d S u  -Pór
pjedida: ( 454 la:: Ilutad, de dicdó arco;' luego P B D  ¿si BA'D* np 
«q íEBD í es. igual por construcción con <7« . luégo ^

 ̂ <Termiiutrémos este punto manifestando que ppra conocer cual
dos- ángulos ,quef tnststpn sobre una misma línea , es mayor se

^rcmsrnbtrd m  M o  á. uno^de los dos , ytl . l  el otra cae Aem  
éeyloi^mcunferencta'de. m e .círculo , será menor que é l ,  si cae eñ ^  
circunferencia, serán iguales ■, y se cae dentro' , este será mayor '

V <Enfete,ctQ,,^sr despues :de circunscrito el eírcuto y los aneuios
«stan representados^por, A B C , ADG ('fig íiii^  ) ,  el ABG mndrá 
por, medida mitad de .AEG,, y el ADG la mhad de, AEG ménos 
la mitad de M N 5 luego ADG será menor que' ABG. Si e s tu ^ f
,sen,..amhQS, represeruados. por A 'G .G ', A 'B 'G ' selán iguales nor
•tener ambos por anedidayla mitad de A 'E 'G '; y ai lo^estuvfe^/f 
p o r  A -B t'G ", A^^G-, el primero tendrá por m i i ^
■ ^^E'fCVy el segundo la mitad de A -E -G - , mas W
luego el será ,mayor que el ^
los ABC^ A P r T Í  está sóbre la  línea , y ¿1 otro deb^o , cómo
los ABGs ALG, se.de circunscribirá a cada uno un círculo, y si

\

k
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^Éa:áioSi .d^^tOS;' sÓQ. iguales", lo seráh ios a.ftgulo& i  si Sbií
guales , ax]:ueL ángulo- je r u  mayor que esté inserito, en. el: de rnenoC
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Í)e. laS: fisuras civ . de los: cuadriláteros^
'  K '  e  • ‘  ‘  V .*. «

.  ■ )
' >»

- r•ví;
general figura áí ua espacio'cerrad®-ó-tertnlé459 Se llama en;

tífado por itóeas. " -   ̂ .: ^
En la idea de figura, entran estas dos:r la del espacio  ̂oe

. i;íl
:.  ^

, ík'i ~V

V*Ua d l̂as- lineas que le  cierran. A l cbajunto de lineas que cierran, 
e l ' espácíoj. se le da el nombre de dmidro,; contorno, ó> perimetroj; y al
í-J ; j.y:x!V: o.kt-miii n .  nviffi ó. -SuOSrfícié,- ' i  / ' *

'■ ■W
A ‘A ',y

éspadíb' qge abrazan, urea d ^pperficié..- ; • r . ' " , _
Gatna hemos dicho (¡33-8 )  qúe- las superficies pueden ser planas,

É \  m ^   -A_ ^   V   ^  ^  ^  A  A  ^  Jc u r ^ s  y mEtas, resulta que las- figuras-;con relación, á _sus sü^ra 
fecies oüedenaer de estas : treSímaneras..JAs líneas- tanaMen'pueden

............................................................. ^    I ̂  lí, \rkO C. rl>ll’P‘■ PCtíí’rt'

m
. :V

ser- rectas - y curvas,: y por lo'mismo- á las. figuras que están ter^
ttiinadas por rectas, las llamarémos rectilíneas^ cuando por unap-
d úch as-^ rvas curwtoeus, y  á- las qñe> pen líneas f e c ^  y--cur^ 
vasiníAilíueús. Los principiantes suelen- confundir la= superficie; cui>-. 
v a  oró la curvilínea j y  por Id mismníles advertirepibs que una 
superficie plaha-puedeí ser curvilínea- coipo- lo e s  el círCülo>*y;miSj
«línea como el semicírculo. A  q
f Cuándo dos figuras tienen sus perímetros de igual estensipn, se 
llaman figuras-' isoperímetras; cuando sus superficies sort- ir^uales. se

A , '>*'ÍCi¿

mí . t
*' ' H■ n
•íM

M
m
■M
s .̂ i  

' »*<:

-  'J11

, is

sus aúpemeles iguaict», u-=;uv*x ,
V éií^¿neral toda  ̂la& partes que se halfeix cefecadas  ̂de um mismo 
moda , á las que se da el nombre de homologas  ̂ se dice que soíi ■ iÍ

, J -l

Se dice de una figura que está inscrita en: un . círculo ó de un 
■ îrrhlo aue ésta-OTcawscrito á una figura, cuando- todoS Sus ángu
los están en la circunferencia de dicho-círculo, tai es la  ABDG

> ♦  * * * * t

 ̂ ^ % uaido una figura es tal que todos: los:- lados,de sii períihetro

:<.t\xvl**̂í3-::{l
M

i
s o n  íangentes de'uo circuló ,  se díce que la figura está erremsenm
.i. Á niup p1 rírciiio* está ¿mcrítí)- en 1

.■ :l

á! círculo 5 ó que el círculo  ̂ está inscrito- en la figura .̂, tal es la • iri'
•''V i

Al
*á,

I . ■ -.í\
*/í.

‘A..
V

,■ ,,.-r jintés ‘se decía 'smpiemente .que- era» iguales dos figuras cuám- 
S(isus: superficies^olo: eran iguales totalmente iguales
¿liando, todo lo tenían. iguaL Legendre y Lacroixpara evitar conju. 
sio» dieron el nombre de equivalentes áJai pr«»eraí,y el de iguales 
^las' segvmdasy y pareciéndonos arregladas estas dtmminaciones , las 
asarém^ en. el mismo sentido que estos Geómetras.

k • , i'  v i
i  •!■í'i

'̂■ :Í
r'rü

•a ' Vii
• H. . rL'!¿

■ m

' <» '  í .
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' .k'

' % ,
K

c' 'j

■



1
i i '  ■ '

-

‘r-

i •

e  '

i .  L  .

t

i ,

J

P'-

t r  ■

k

V .

\

> t . s ̂ -' • DE'eEOMETafA. ■ ■ ¡r;g¡í
'. ! En géaeral se llama jítaígí dé una figuta.el lado; sabré que se con

sidera insistiendo : íí/íara la: iperpendicülar bajada á la base íesdé ej 
piinto.de la figura ^ue'dista mas dé la base j y se liama diagofiaí toda 
línea, que desde un ángulo de una figura, va áparar á otro que no sea 

, su inmediato. • . . ■ ' / '
t <  • ^ ♦ T

 ̂ p e  las nociones que acabámos de dar, y.de lo detijosírado (§§ 3^ .̂
- 574) sé deduce que el ferimetro de una figura inscrita.en ma  ̂curva cua% 
i quiera eŝ  menor que la misma curvUy que dé dos figñras inscritas en tina 
misma curva  ̂ la- que tenga mayor número, .de lados tiene mayor ̂ períme-̂  
tro y que el perímetro de toda figura circunscrita d una vurva: es mayor 
que la misma curva-y y que dedos 'ó mas: figuras circunscritas á una 
misma curva y la/ que tenga mayor número de - lados es la que tiene \menor

; pues, como aquí llamamos íp^rímeíro á lo que en ios p^rra« 
íss citados llamábamos^ cofijuyitos . de lin eá s j todo Ip  ̂iie demostramos

■ respectó des didips^coiquntos.de/l ín e a s s e .  veriHcará' respecto ,’de ios 
^perímetros. ■ ‘

: '4$o La figura mas sencilla de todas es el triángulo, y por do mis- 
mQ es. la que priinero debe. Hatnar nuestra atención j por esta causa aios 
hemos visto .precisados >árímanifestar:sus principaíes.propiedades ante

cassLSy-ŷ pasarémos.á.resolverÍqs:dds/prQblaí4ias,siguieates.

V i

• ■

i.°' I>ado ün triangulo viircû n̂  ̂ ch^ulo, ',.
. </íeí.^.Diyídanse.dos.‘Ctiálesquiera dé;.sus lados:taleS/;Gomo;AB^.AC

(fig.-118)5 en dq̂  par.tes iguales por.niedio .de.das perpendiculares M O,
NO, y haciendo centro .en ̂ ei püntó de ihtersecciori O, con un radio OA^
O B , -ú .OG;trácesG:.Untclreuld^:el,cüal estará circunscrito,^

- jDm/?^9rqueilaiGÍrcunferenciaíde:e círculo ^pasará por loŝ  tres 
: ángulos: A, B,:G (§í43:8-) v..y por, In mismo estarádircuñsĉ ^̂ ^̂  ̂ : /

^Probl. ;2u :I)ado:-im:triángulp ÁBG (fig.,; 11.9)1,: inscribirle un círculo, 
A "fl de sus., ánguíof ,tales.como, A y B, en; dos p'artes

dguales por medio de las líneas A O  ydBO ^363 probl. 2,°)  ̂ desde elpun- 
:.tO ;de intersección , ;báje.nsé,perpendiculares á.los lados de los triángu

los y haciendo centro en O, con un :radio igual á- cuaiquiera^de ellas 
.tracesé un circulo, el cual nstará inscrito eñ .el triángulo prepuesto.

rá probada..la.,proposicio.n , si demostramos que DO
JS-j pues entónees siendo estas, líneas radios y perpendicu

lares á los lados del triángulo, estos serán tangentes del círculo, y 
por lo mismo este se hallará inscrito en el triángulo. En efecto, co
mo por. eonstruccion el ángulo D A O =  OAP , y los en D y en F  son 
rectos, resulta que el tercer ángulo'AO F d ei triángulo AOF , será 

: Igual ál. tercero AOD del.D AO  y  como estos triángülos ademas de 
-tener todos- sus ángulos iguales tienen un lado común A O , resulta 

que serán^ 361) iguales , y darán: DO :=  0 F. Por la misma razón se
rán iguales los triángulos E D O , B O E , y darán DO = = E Q ; luego 
OF =  D O ==O E.> ; ■  ^  ’ ■

T O M O  I ,  P A R T E  I I .  ' 1 ( 5
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142 tr atad o  e lem en tal
461  ̂ Cuando una figura está terminada por cuatro líneas, se lla

ma en general cwctdníiitri'O. Si estas cuatro líneas están de tal modo 
dispuestas que nihguna de ellas sea, paralela á otra , la figura se lla
ma trapezoide, tal es la ABGD  ̂ (fig. 120). Cuandd  ̂dos son paralelas 
eiltre sí , tales como A D , BC (fig. 121) , se\lama trapecio , y 
finalmente s.e llama pám/e/ogramo xuando ilas. cuatro: líneas son para
lelas dc: dos en dos. ■ ' ' ■  ■ ; ..

Esc, Hay cuatro especies de p£?raíelogr¿í77í05 , á saber , cuando
los ángulos A  y D (fig. 122) , adyacentes á un mismo lado A D , y  
los lados AB", A D  adyacentes á' un. mismo ángulo son desiguales, el 
paralelogramo se llama romboide) cuando los ángulos adyacentes á 
un mismo lado son desiguales , é iguales los lados adyacentes á un 
mismo ángulo, como el ABCD (figt 123), se llama fo.wbo j cuando Iq̂

VvJ

•*. l

vHvj  ittil

."I

i
■K= Jii
s ♦ ♦

■ i'?

ángulos adyacentes á un mismo Íadoí^spii igualea, y-los iados.adya- 
centes á un mismo ángulo desiguales, como en la (fig. 12 4 ), se lla
ma rectíingw/o (algunos le llaman cuadrilongo)^ y finalmente'cuando 
los lados contiguos á un mismo ángulo son iguales , y los ángulos 
contiguos ó adyacentes á tin mismo lado también son iguales como el 
ABCD  (fig. 125)', recibe el nonú^c.dcicuadrado.]

Se ilama^base de im paralelogramo el lad o ; sobre que se conside- |  
ra insistiendo , 'y  la perpendiculár ibajada á la base ó .á  su prolonga-  ̂^

- C l o n  desde el lado opuesto, be llama y: así BE es la ,altura
de los paralelogramos ABGD, ABGD ( figs. fi22, 123"), cuando se con- > 
sidera por base el lado AD. En un trapecio se llama altura á la per
pendicular tirada desde uno de jo s  lados parálelos al .otro. En un
trapezofiie no ocurren easos .en que nombrarnlav,alturaf pero si ocur
riese , se podría decir que era la perpendiculár; tirada á la base des-

A e  el ángulo opuesto mas distante 5 finalmente sedlama Aiagona/ de
' un cuadrilátero á una línea que ya desde un ángulo á su opuesto,
tal es la A G (figs. 120, iz iy  iúú).

4Ó2 Teor? Los cuatro ángulos juntos de un
6 cuatro ángulos rectos.

Dem. Poique tirando da

• s í

. Á.
'  i  »;

2«

AC^( íigs. 120, 121,VI26):, que-

■o ‘A
I J  1 '

*  Í:X

* i • * • N ^ v ;

♦ ' j  ^

^  M . .

/.V'
Deveky dice que á Ios -trapecios se les podrá Mamar paralelo^ra

fĵ os truncados 6 triángulos truncados,
Mr, Leslte llama trapezoide al cuadrilátero que tiene dos lados pa^  ̂
los j y trapecio ai que tiene dos de sus lados rparalelos y y Iqs otróf |ĵ

Mos ŝon iguales aunque no parakloSé r t w v
r Con este motifOy diremos que Leslie , Legendre aJ Cresswell critican-^ 
cdĥ :-̂ ucho fundamento, las definiciones que se dan en los libros ííe Gco 

■ metWa 'á las diversas especies de cuadriláteras y me cabe la mayor JíN j l  
tisf acción en ver que tas que yo doy, y he dado desde luego en todas 
mis obras, están esentas de cuantos defectos espresan dichos mtores. ■ . A  l \■ lú

•• ¿ -Vs«.
I ' t i l

y

'; w

■ ■ AÚ
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DE g e o m e t r ía , '
tfángulos , cuyos ángulos compondrán lo mj! 

mo que los del cuadrilátero j y como los ángulos de cada triángula 
valen dos rectos ó ,r , los del cuadrilátero que se compone de los de 
los dos triángulos, equivaldrán á cuatro rectos ó á 2 w
 ̂ <Cor. De aquí- se deduce que si tres de h s . ángulos de un c u a d M  

terojuesen rectos, d  cuarto también lo sería  ̂ y que ..si la suma d ¡d L  
equivaliese a dos rectos, la suma de los otros dos equivaldría también á
aos angulos rectos, y  . ■ , ^
 ̂ 463 Teor.-5 í dos lados opuestos de un cuadrilátero son iguales y 

paralelos, los otros dos también serán iguales y paralelos , y por lo mis
mo 4 a figura será un paralelogramo,. ■

Espl. Si los dos lados AB , CD del cuadrilátero ABCDYfig. 126')
A°n ^Rr t!  ̂ á demostrar que los otros dos lados
AD, BC también serán iguales y p̂aralelos , y que la figura no será
un simple cuadrilátero j sino un paralelogramo, '
n A r '’”;n^‘ tiramos'la diagonal AC , tendrémos dos triángulos BAC.

lado .LA, es. común para ambos triángulos, y el ángulo w =« por’al 
teraos internos entre lasiiparaleias AB , GD , siendo la secaní AC- 
luego, dichos triangulos son iguales (360) j luego AD =  BG y el án-
gu o |) _ q  • pero estos son alternos internos entre dos líneas AD BC 
cortadas por Otra AC., luego dichas líneas serán (384) paralelas v 
por lo mismo la figura será un paralelogramo. L. Q. d Pd .

A.dA - íTpnr,,Si¡ dos dados., ¡opuestos ¡̂ n i cuadrilátero son iguales el
sera üh ''rámoíri

R̂a ' á r n  ~  probar que AD  será paralela á BC, y
BA a CD y por lo mismo la figura será un-paralelogramo. ^

Dem. Porque tirando la diagonal AC , los triángulos ABC ADC
serán Iguales por tenerlos tres lados iguales j Juego el ángulo

lo es a B C, luego la figura bs un paralelogramo, L. Q. D. D.
\Coj . De aquí resulta un medio muy espedito para'tirar una oa- 

ralelam una recta dada por un punto también dado. ^
_ <Sea AB (fig. 120^ la recta dada y C el punto por donde se le

de la A B  y  con unvr^dio igual éorííDC,:trácese el arco &  hasta'

S aS ^ T arcoV ^ l ^ mismo radio se

n u n r i - ' "  ^  ’ í̂’ i por el :punto dad̂ o C y el
paíale^  á D ^ A R ^  cual será

la cuerda .CE =  a la D ^ lu ega  el cuadrilátero CEÍ)q será un pâ

-\
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'amo y por consiguiente .-̂ paíaiéla ‘ á BA.>  ̂ ^

■■ 46'̂  Teor. Si los ángulos ô puestos ^de. un cuadrilátero son iguales^
la figura es un-paralelogramo,- ■.  ̂ ’
 ̂ Espl. Supongamos que los ángulos A = C  y B =: D en el cuadril 
latero‘ABCD (dg. iaó)::voy á- demostrar'que-Ap eg. paralela á BC,
yít;p.á--BA. -v

■ Dm. Por valer cuatro ángixlos-irectos ó 2 9? ios cuatrô  ángulós 
de un cuadrilátero (462), se tendrá A -4-B -4—C D  2 9? j. y como 
A y G son iguales por el supuesto 5 y B y D también, esta ecuación 
se convertirá en cA-H 2B5: 2 9r , ó en 2A -h 2D =  2 que^divi  ̂
diéndolas por 2 , quedan en A —i— B e= *is , y\ A -4* :U — 9T j la primera 
de xstas ecuaciones nos' dice ( ‘386̂ ) , que;AD, y BC son paralelas  ̂ y 
la segunda Aos dice que AB y DC lo son  ̂ luego la fígura es'Un pa-
ralelogramo, L..Q. Di D. ^

460 Teor. La diagonal de un parale¡ogramo lo divide en dos trián̂ ^
gulos iguales. ■ ' ' ^

EspL En los teoremas: antecedentes hemos deducido que la figura
,c  1 » •/ *1 . a 'n '' A /̂ r\era ua

..

ramo 5- de ser los trián • _ /  * _ Vv.

I2Ó) iguales j :aiiora.j de supo:nérse :que; lá figura- es mn-iparale-

i;#

■■ 'M''Ih

- -D

i , •
total .en Â , y

logramo, esto es  ̂ que;AB: és paraieíarát C D y  que BC lo es,á AD, 
vamos á deducir que dos triángulos BAC y DAC son iguales.

Dem.-En efecto , el ángulo m“ n por alternos internos éntre das 
paralélas BA, CD , siendo AC la secante. 5 el ángulo p=iq por la mis- ' 
má razón entre-las páralelas.KC-, AD̂  siendo.lAC. la.seGari'íé : ;y .co
mo AC es común para los dos triángáloS:iBAC,i DAĜ ,. resulíá^que 
tienen un lado igual i  un lado .adyadeniecá:;dos: ángulos: iguales jUue-
go son iguales, que era E.’Q -D .p. y ,  ̂ —

Cor. 1,® De'aquí se deduce qne en -todo paralelogramo son igua
les los lados y ángulos- opuestos 5 porqué tirando ia diagonal AC, los 
triángulos-BAC , DAC serán̂ iĝ uales y darán i.°^BC-pAD j AErnCD̂  
¡§.° el ángulo B —  D , y como mnn y .pzd:̂ , si sumamos tendréraos 
í̂-í-p==íi-4-;£j[̂  pero 'W-h-p componeq el án 

el total en C ,''luego estos serán iguales.
Cor. 2'? También se deduce que dos ángulos Ay D contiguosun  

mismo lado de un paralélogramo sonreí ■ uno suplemento del o t r o pues 
ambos son internos á un mismo lado de. la secante AD 3 éntre das pa
ralelas B^ , CDî -:-; >d ;-y-

3. ° También resulta ' qüe íi wno ;̂ c los aíxgidoj ei.rgcío 3 ib son ^
ío^pj'rPorque si A (fig.' 125 ) ,desí recto , sn suplemento D. lo ŝerá

y y dos C y B opuestos ávestos y también serán rectos." -
4. ° dos lados contiguos de un paralélogramo son iguales y lo
los dem£35. Porque, si se tiene ADrzrBA ( fig. 123 ) , como ha 

—BC y BA—CD y resultará que AD—BA—BC—GD.
Teor,. - Las pmtes de-porcaklas inUrc^Pta^^ son
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Dem. Porque si AD (fig. 127)', es paralela á BC y AB á DO 
la figura ABCD es un paralelogramo , que por tener los ladus rk 
puestos iguales , da AD=CB y AB=DC , que era L. Q D. D.
I  46.8 Teor. Las dos diagonales A C , BD {fig. 124'), de un'para- 
lelógramo se dividen mútuainente en dos partes iguales, .
■ Bem., Porque los triángulos BAO, DOC son iguales, poroufe
tienen AB :== CD , y los ángulos OAB =  OCD ,. ABO =  ODC-poi
alternos internos entre las , paralelas A B i, CD , siendo AC^secante res  ̂
pecto de los primeros , y BD respecto de los segundos ; luego AO
c= OC y BO == OD. L. Q. D. D. ..

‘ <2i’jc._ '1.° Si el paralelograeno es rectángulo, se verificará ademas 
que das diagonales serán igualesj porque entonces los triángulos ADC 
BAD son igu a les360 ) j pues los ángulos BAD, ADC son rectos BA
-s= DG, y AD es común 4 luego BD =  AG. . - , ,

{^Esc. 2.° Un p&raklogramo queda determinado cuando se dan dos 
lados contigücís y el ángulo que forman. Porque los otros'dos lados-han 
de.ser iguales con estos respéctivamente, y los otros dos- ángulos han
de .̂serj.los-oonuguo.s al propuesto,, suplementos -deréP, y,el otro opues-
ípugyaLuon .él,Por ésta causa , para formar un, paralelogramo deterit 
mmado, se:-han_de dar estos datostj y así  ̂ si supcnemos>que se nos 
ftdaun fafaldogramoen que uno de los ángulos sea igual con el a (fig.

hs. lados que lo forman igiíales-con lasMneas K^L, íorrüztémQS
un ángulo DAB igual, con el propuesto 5 efa uno de iosdadosv .tomaré-
,mQS;:una-: parte AB;,=.,:K;: y en el otro, unatpacte AD =='Lppor. B tira-
ypmos, una:paralela ■.á,AD ,..,y por D uná'̂  parálela á. AB , .y ;quedará 
formado el paralelogramo::ABCD.:, : . , ■ ^

;<De donde se'deduce qué, todos dios/páralelogrartíor. que conven
gan en tener estos mismos, datos , esto es , dos lados iguales é iguaf el 
ángulo comprendido seráiviguales, y se podrán superponer de manera 
qiie se confuiidaii ó ajusteii exactamente.\ ; ; ,, \

• ^

» '

lie Iqi Polígonos. G-

t  * '  *1 í *  ̂I igura está terminada por mas de cuatro, líneas se
llama en general po%ono  ̂.,si esiá terminada por cinco lados, se llama 
penjagonú j. si por 6, exágono j si por 7 , eptágono  ̂ si por 8 , octógono- 

por 9 , eneágono; si por 10 , decágono , si'por i i  y endecágóno - si 
p0t 12 , dodecágono. Cuando ocurre -nombrar un.polígono de mas l̂a- 
.dos, Se hace espresandó el nprneío de lados, de haahera que Se dice po- 
^'"ono'de id, de. 2p, de 3o, de 100, &c. Jados,

Se dice que un polígono ts regular cuando tiene iguales tedos sus 
Ulos:y todos sus lados , ral es d  A B D E F (fig.: 1.29)1 y . es. 

cuando le lalta alguna de estas circunstancias, como el ABCDEFA
'[ig. I3P>. ;; .

Se llama ángulo,saliente de un polígono  ̂ aqudl cuyo, vértice'mira
\ I

I

/

/

I
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.125 TRATADO EtEMENTAX
.hácia fuera déla figura, como todos los de la 129$ y ¿ng«ío enf^n^c 
.aquel cuyo vértice mira hada dentro de la figura, tal es el ángulo D 
de la 130. ■

Cuando el polígono es regular hay un punto dentro , tal que todas 
las líneas'que desde él se tiran á ios ángulos, son iguales; este punto

ü  centro del polígono ,  y las líneas tiradas radios oblicuos  ̂ ys t

-se'llaman radioj'rectos ó apotemas las perpendiculares tiradas desde el 
■ centro ,á los lados: y  en un poiígonovse llamR5ag¿fa á la diferencia en
tre el radio oblicuo y el radio recto. ? \  .

4yo Teor, La suma d,e todos h s  ángulos interiores' de un polígono 
vale 'fanjias v̂eces dos ángulos rectos, como lados tiene el polígono menos dos, 

Dem. Porque si.desde uno de los ángulos A'(dg. .13c) tiramos dia- 
.gonales á los. demas ángulos, como á los inmediatos no se puede tirar 
diagonal por confundirse condos fados contiguos ÁB, A F, quedará di
vidido?; el polígono en tantos triángulos como lados tiene menos dosj 
pero  ̂ los ángulos de .todos estos triángulos-componen juntos los del po- 
lígonof luego los ángulos del polígono valen tanto como ios de los trian- 
gulosj y como ios de cada tríángalo.A?alen dos rectos, se deduce que 
la  suma de todos los .ángulos de un , porigono vale tantas veces dos 
rectos como fados tiene el polígono meaos dos. L, Q. D i

Cor. J.° Luego si llamamos tí á la semicircunferencia ó á dos átif 
guíos rectos y  n ai número de lados, tend|émos que (n—  2))r será íá 
-espresion del valor de todos los ángulos de un polígono,. > \

Cor. 2.° Como en ;el polígono;regular iodos ios ángulos son igua
les ,  y hajrttotos ángulos como lados ,  se. i^ixicé para líállar el 
valor delángulo de un polígono reguípar̂  ŝe- dividirá eí valor de todos ios 
ángâ los qû  es 2)n t, siendo ri el número^de lados, por á que es tam  ̂
bien el número de ángulos ,̂ luego íendrémos:

■ - ■■ ■ (n 
Angulo de polígono regular-- —

n
(  . ' •  *

' Cor 3.*̂  Si en un polígono regular se prolongandos lados, el ángu^
lo esterna qúe fórman , tal como DBM  (fig. 129) será suplemento del ún-
gülo del polígono A B D  ,  y se tendrá en general.

Áng. : estern. de polig. reg.rzTT*—tt
' ■  ,  n n . «

n‘7rH-29r 27t

\
. & c . La-fórtnúla del corolario 2.  ̂ nos da á conocer, que ei ángi 

de^n^olígóno regular siempre es menor que *rr 5 porque tt se ha de mui-
• fl  ̂ I

tipljcá^ por el quebrado ----- - que siempre es menor que la unidad.
n rv

Conviene tener en la memoria los valores de algunos, de ipá ángulos de 
los polígonos, y así deducirémos algunos resultados. :
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DS SEOMETr /a .
Supongamos primero que el polígono regular sea,el triángulo que

*en = y tendrémos, que sustituyen^
do 3 en vez de « y en vez de w su valor i8o° en nuestra división de
la circunferencia, se tendrá: visiyu ue

>
\

AUguIo de íriángulo eauiláfem —̂
óo®.

•/
Ángulo estexno de triángulo ¿Xi8o® 360o

ISOO
. "I

Sustituyendo 4 en vez d e n , tendremos

_  1 8 0 X 4 — 2) i'8o°X2Ángulo de cuadrado
4

ípO'

* I
Ángulo ester, dé cuadrado 2x180°

00O'.
/* ,

5 en vez de n, tendrémos

de pentág. jeg. =  *^ ?)_j 8o°X3 r • '
'  5

5 $
0 _

Angulo estern. de pent. reg. 2x180

i
S US ti tuy endo 6. erir vez de w,

i8o°x(6— 2)Ángulo de, exag. reg. 1 2 0

i ^
Ángulo ester. de exág. reg. 2 X i 8 o°

óo”.

V

20 en vez de n, tendrémos

_t 8o°x( 20de políg. reg. dé 20 lados 2) i8o°xi8
20 2 0

I(52*.

.  »

I /

f * '

ester. de políg. reg, de 20 lados 2X180®
» - 26

18

\

. ^

: 4yi ; Teor, St se dividen los ángulos de un polígono regular en dós
partes Iguales por medio de lineas, estaf se encontrarán,en un ipismo pun.
to y mansgiiales.  ̂  ̂ ' ' > ■‘ •‘v ¡fm

Espl. Si los albulos A, B, D &c (fig. lep)/ se dividendo d e  pár
ales por medio de las líneas AG, BG, D C & c  j voy á demostrar que

meas se éncqíitrarán en un mismo punto, y  serán ^estas
í-

X

X
!V

l * ' I *
'• -X
T‘'f ■

 ̂té\ '
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tratado  ED'EMRNTAD . .
qué él 'ángiiio FAB ( esc* antec-ed. ) ,: ha-'de ser menor 

íiso-, su mitad CAB valdrá menos de 90° ; por la misma: ra2j)U 
a b C  valdrá^menos de 90°-? luego será G A B -t.A B C < /i8o'° 5 luego las 
líneas AC, BC se irán á encontrar (386I-) en un punto tai como^C: y 
como los ángulos CAB, CBA son iguales por sér mitades de los anguj 
los iguales T A B ', áABD,, el triángujo ACB. sera isósceles , y-dara
AC CB

Del mismo modo demostraríamos que la DC se habrá de en^ntrar 
con-ia BC ; pVró nos falta probar ̂ q̂̂  ̂ DC encontrará á la BC en ei 
mismo punto en que- lá A C encuentre á la BC. Para esto “ ^servare-' 
mos q ue los, triángulos C A B , BGD tienen iguales los lados AB , BD, 
é iguales los ángulos adyacentes á estos lados , por ser mitades de los 
ánlulos A, B, D, d d  polígono; luego serán iguqles, y  se podran 
superponer; luego podremos concebir que el triángulo se doble
por l í  BC, de modo qup BD caiga sobre BA, en cuyo caso DC se con- 
fnndirá con AC, é irán por consiguiente á encontffar a la  BGun un mis-

'' C / • '  '

Como lo mismo demostraríainas respecto de las demas, tendremos 
que todas se encontrarán en G , y que AG=== BC =  DC &c.

Cor. Luego el punto G será el centro del polígono, y las-líneas
•ono

/

AC, BC, DC, &C, los rádios oblicuos; de manera que en
TCŜ ulctT S O T l  î UUlcS los TCÍidioS oblicuos, , 11.

Cor 2.° También se deduce que ; pues los radios oblicuos son 
iguales, los triángulos, CKB, CBD, C m ,  &c, -ísn isósceles é igudes.en
tre si porque tienen sus tres lados respectivamente iguales. - _
" Cor. 3.° Si desde d  centro bajamos las perpendiculaíes C P , C(¿ 
&c, á los lados de dichos polígonos , serán los radios rectos; y  e 
son líneas tiradas de un mismo modo en triángulos iguales, serán igua
les ; pero estas líneas son los radios-rectos; luego en m  p̂olígono regu
lar todos los radios rectos son iguales. j. > . ■ ■

j ■ (Esc. Esta proposición también la podríamos demostrar directamen
te por la igualdad de los triángulosA CQ , AGP; pues tiepen e! angu
lo en P  ¿ a l  vál én Qpndrecto6 ,d C A P = = C A Q  Eorser ambos mi
tades del FAB; luego- el tercer ángulo AGP ;=  A C Q ;, luego los trián
gulos CAP, CA Q  tienen uñ lado común AC, é iguales los angulos ad
yacentes; luego son igüále|^( 361} > y dan CP
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'Cor. 4.® El radio rectfdelfoligono regular’ divide al lado corñ’s- 
f  Onmnte en dos partes igunlés ;f.oraue siendo isósceles los triángulos

:,vi

• tV .
-  ' •  «I

F(3A-rACB, BCDj t f - r -------------------------- --- ------------  ̂- x/ \
báses-FA,:ABi &c, láŝ -d̂  en. dos partes igaaies (366 esc.}.M j

5.° Si desde el centro dé un polígono regular con un radie 
igüál al radio oblicuó, trazamos una circunferencia (fig. i

tiradas á
_ i  y  ^  -  \  i ' ' .. \ . * V ' '> ? M 

s.i!

sará piir todos los ángulos del polígoqo ( 346 esc.,i.®), y por consi-
guiedt^ ckcülo quedará .drcmscrito di foUgonoM)^

y
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. O. desde el centro del polígono, trazamos una circunferln^

trerrfos de todos los rádios rectos (346 e s l  i.^)-
S í  dS ' P '̂^P^ndicular al radio recto qVe L^ha corw ^So S
r a ^  del curólo, erre círculo quedará inscrito en el poUgon^

rt Pues ^ue todos los triángulos , en que queda dividido pI
I m  ■ í : ’’"  “ ■‘r  “Wi™» ig „ . ie , ’ , o L  ¿  í i S f í c B

S í  c S S . o ' á S ”
eo C como iadoí «I polígono resulu-100^61280^^^^^

"  “ S ”"*»"» " 8 “ ' " = ^ -  ^  a= doníc se deduce

qué el lado del exágono es igual al ra^nilA vro I i ia i-i-J ̂  - -̂1 t . 1 «.dio del círculo circunscrito í porbüc valiendo el ántrnin h,1Í .. ' ''

go el. ángulo AGB que ha de c i í e t a í L T  i t ^ M r f  S m ¿ ¿  6 J  
X lo mtsuldceh triángulo AGB^será equipe

.»

J  ■ /

I ♦ >  •  .  ^  ♦

un eneágono en un cir~ 
do lineas por los puntos de división A n n  !, I ^

,iS s “ ; r í r  s r i á Z ’ U i T u í ' í z  í i ^ r F ^

»_é„g„l„s„c,o. en o ,  y te n d ré l”  “  d S í ó  2 iÍ’ c S ™ 'u
 ̂ P^«es iguales, y tirando las cuerdas AG AD
tendrá inscrito el cúadradó. /tc, AD ,

OC perpendiculares á los radíos OA

-como cada lado, por ejemplo MN, es ieuál con AA 3 ’
S í Í c « « d r X h 5 : 2 '

¡radio d l p P u e s t o  que el lado del exágono inscrito es igual con eí - 

i ¡ u Z 7 r  - ^ l  perímetro de cualquier ^gura inscrita L  d l¿
m S u ?  S f Z ' r  r  ™*'»' • L  * t a ™ , 'V c f c
merímpt-i-n ApI ° j  concebimos circunscrito un cuadrado MNPO el 
'  c íccu n fc íc i^ ’i
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,  50 t r a t a d o : EtEMEN-TAt
suita (esc. ante:r..>,que /a cn cun feren da.^ s^ i^  y .-:¡|
por lo msino ili valor estd entre tres -Ím

A.vl

X)s las linsas froft , - .tj

A72 Teor Si en tma linea que con otra forma un ángulo c u a lm e m A  
se torna un número cualqidera de partes iguales , d e  di~ 
^ h S n ^ ^ M ín e a s  paralelas enm s í, hasta d¡ue encubren A ^ u ^ o tr^ ^
V por estoŝ  puntos de eoncursa se tiran líneas faraMas. th
Í í ls ' á demistrar que cada una de estas líneas, quedará dividida en íúrtes.,^

—  'es entre si>

I

" E ¡p h 'S  en la A Y  (fig- 1 34) que Y

¿untos de división B, C; D & c ., se tiranaas BF, CG, & c . , paralelas 
I L c  s i , y  por ̂  ios juntos F , .G, H & c ., donde estas enci^ntratt a  ||

que tambiei lo serán las de las Uneas F S , G T , & c ., y  las de las Q , |  

^ % f m :  Por el supuesto AB; es igual con : B C . f

mismo lld q yek B A F  - I I F G  Por^corre8poi^ien,.|
- - 7  . A-rr T:>r. A7  • iiecro ios tnanT í

7-1̂

♦ >

--G

j

•  ¡

úc'e  ̂ vueltos íiácia un misino iauu^ cif-Mi*4.  ̂ •:
tes entre las paralelas A Y , F S ,  siendo la secante A Z f luego

os BAF, KFG tienen un lado igual a un lado ^adyac^te a dos. an
os iguales 3 luego { j 6t ) serán iguales, y daran 
Peí mismo modo demostraríamos que el í ^ g “ °̂̂  FFG era g^^ 

con eÍGNH , y este con H PI, &e. 3 luego tendremos A F =  FG := G «^

^  FK =  BC por lados p u esto s  ^  ^misma razonKL =  CD, LM =  D E 3 pero B C — CD — D E _ & c . pps.
él suDuesto , iuego FK —  KL =  L M —î &c. -  ̂ f
' p l „  a « .c s .« .lo  de .̂la, C G ,D H , & c . .

— BF nor lados opuestos de paralelogramo 3 BP == KLr por la i-
dedbs triángulos ABF, KFG 5 luego G K  =  KG. , ' 7;,

Ahora , D L = C K  y L N = K G pop lados opuestos de P^ífog-jJ^I 
mn • nern GK == KG por lo acabado de d.emostrar , luego -— LN,;-
Y conío KG =  NH por la igualdad de los triángulos M G ,  GNH, re. 
7 ,  « ,»g.n  que
>  Con Puesto que Ote. 5 y j x r  ^ x y  n n

mismas r a z ó n  qiíe, tenga; AB cpiiiAF, la misma tetara BG coa  ̂
EG &c; ‘luego tendremos AB:AF::BG:FG;;CD;GH;:&c;&c^ y co.mQ| 

^una razón no se áltera aun cuando sus dos términos se multiplique^ 
por una misma caníidad, resulta que
^   A ' A A  ̂A "D ̂ \ TD'» ■ A & TI» A i

F¿»«

T 3

4AÍ• V̂' • • .«.

•íi

t í 'K S : S . i S í : ; : S 4 ^ . 4AB:4AF.h.ABm .AF:tm .AB:^

Vilj
♦ V

_> s
i»'

• >1

, í r>4
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• , j  - -  ,, 5 euaí&íém
mimo número de partes, de h  segunda, co

mo otro numeré cuatqiiKra^m^  ̂ primera es á este mismo
número 'dé paHes de la segunda, ó alternada ésta proporción qué he- 

,tnos.enunciado , d irá :_ «n número cualquiera n de partes de la primera 
é fá  otro nüméro cualquiera m dé partes de la misma,: camo e f  núme- 
rd>it deipartes de la segunda es al número m de partés de la misma'
dé'manera qüeipodrémosípóner- todá está'serié dé razones fanales -
AB:AF:jBC¿FG::Cp;GH:;DE;HI;rAG:AG;:BD:FH;:CE;GI;íAD:AH:;&é

tom ism o se verificaría-aun cuando las líneas A V  y AZ no 
llegasen á éncontrar, y estuviesen representadas por C V , G Z coa

tai 'qüe se hiciese la misma eonstruecion.' ' ^
X473 T qovv Si hay: un cmjunta de puntos dispuestos, de tal mod^

sWré m - ^ a ^ - q u é  UtUndo desde elloŝ  liheas pamtelás- entre si . corten
recita j  estas lineas paralelas están en pro-

gi^esióiy^ritméticdy todos dos''plintos corresponderán á una linea recta. 
{EspL  Supongamos que se den los puntos A,

perpeadiciíiares ( y pór consiguiente paralelas 
P :,M' &C ,'' formando una progresión arít-í

ineticá^ interceptéii en la A X  las partes/iguálés A P ‘PP-P'^íi''^ &c * va-̂
mds á Aétíiostrar qde la línea AM M 'M Í'&c y  ̂ ue pasá^ pPr dichos putíJ 

'.tcys-, es-ünadínéá'Féctai ^ ■■ ■ . -h
<De;;í. Si cada pühto lo unimos con su ínmediató por medio de li

na recta , y desde cada uno^se pra una paralela á la recta dada, hasta 
que ericueñtre á la -paralela próxima mayor ; se originarán* tantos trián--

como p alíe las se tiraron - yl lo íSQn porffité áienen dos
l a d o s  I g u a l e s  e  i g h a l  e l  á n g u l o  c o m p r e r i d i d o i  í  /  ' ■ r  ' >

-  <Eq'efecto , cohsidéraúdo*lbs M M "(2,M W M ^/ tehemós qile M '»  
eságual c o n ^ ^ ^ ,  por-fóhmar. progr^^ aritmética lasT árálela^  
M Q  es Igual M  Q ' por ser la una igual con PP'’,^  la otra con W P"  
que son iguales por el Supuesto ye l ángulo M ,Q M  igual con M " O W

■ roi^teoer shslados*p^alelos-y*sus vértices 'Vueltos hácia unimismo la  ̂
dó  ̂ Megó (J60) sefán4^ y de ddiide resulta qué el ánguió'M ^'M W

' es igual con M 'M q y y  hdmo^él Q M 'Q V y  el son'iguales ipS:
a ltern ^ ^ ern o S í entre las'paralelas M lí^  y m q  cortadas , por la se
cante P M  , tenemos que los tres ángulos M ^ M W y Q^M^Q O M 'M
son iguales á los tres ángulos del triángulo M 'M Q  ; ^ r o  lós' treS án- 

y gulos de este triángulo valen i8o° p w y luego los tres, primeros valw
i r  componen el án^

' guio P M  M'^, resulta-que los dos ángulos M 'W P ' y P W M  valen
júnt^  180® en d  atenemos dia
das dos lineas M W ' y M 'M , que formati con ella dos ángulos , que 
juntos valen 18o° ó v  j luego estas dos líneas M 'M " y M''M forman 
una sola y mistna línea ¿ luego los tres püntds* están én un»
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misma; línea, recta -:í ,y (Cpmo, lo misino dempstraríaiposr, rpspectO; dê  los

'demas, resulta, L v Ó v D .D v  ■ .--'X
^Cor, De acjui se infiere, qup siendo AP==:PI^=^ 

ts= & c , y ,MP ¿== M Q  =  , tendrémos esta seri#d^;
razones iguales '- '.■  ■ < -. ' : .;;-;rí'íif

yt:Q9mo en toda serie de, razones iguales, un Mmero cpalquierar dft.^^^
antecedentes es al misma número de consecuentes ( 268 ) , com9 un
tecedente es á su consecuente , será
; / AP:PM;;AP^:P'M':;AP'^*P'''M'^*:AP''':F^'M^^^^
,. 474 Teor. Ŝ i por un punto cualquiera del lado de un tfíáng'wfo, f # ; . í |  

tira una paralela á la base, los lados de dicho triángulo quedan divi 
didos en partes proporcionales.. . , í’ ; v
y, rEspL. Sea QÍ triángulo,ABC {ñg. i^ d):,digo que si desde un pun .̂ í i  
to Gualquiera. P , de ,uno de iqs dados  ̂ 'se tira uAa líneá DE paralela 
á lá mbase , esta lin e a ’di  ̂ lados BA,BC en'partes prppor
cionáles, de modo q.pe se tendrá BA:BD::;BC:BE, -  ^
■  ̂., [í>eni. Aquí pueden, ocurrir dos casos r i.® que BD sea comensu-' 
rabie cpdi^A , esto „es;,; que.^su r^cion-se: pueda espresarwn/núme
ros j qp9i no: Jp §̂ea• ¿ P  :^í*:.pdmer caso s
r?í^cioa.idfe d í f i ;  4rM.SO:0oncíbe,^^^ r^cmBA d iv id b
da en 7 partes iguales , BD contendrá cuatro de_€stas;,parte  ̂ ,.y  pAj 
las otra:s j;reSií^i se .tirasen; desde cada , de .estos puntos de dimisión; ,

. paraleiasida Á C , quedaría dividida; (472) ia ;BC en 7 4>artes también 
iguales., de,d^Sr;que 4 :Cqrrespon4eripLn,,á. BE y . láS; otras tres á ECj

V- i '̂ 'í

•: ":í̂

l«egQ¡;Í47ií? ?or,)
*•' r .Vil

I  < ’Á:
Si BA y son inGOtrten̂ ŷ rabte? , m :fiA  dampatrar, que ,tambien¡

^e'yewfi^ ;l îJPflGp9■ sici6R^^|)QrqMeAa,;ra!f  ̂Áeí^ s^r
inayor ni mepprs qu ,̂ ja: de,, BC:BB.; En efecfo,,, 90 se puede suponer, 
q'ue'BA,:BRi:BP;BL ,.siendo BP menor; que;,BE ; porque,en este caso 
ppdríaioea¡ concebir dividida ( 335:) J á  ,BA en partes tan,pequeñas,, 
que tiíaudo,paralelas'á,;AQ por,los¡ j)uptos;;:de; división , cayese,: una 
de. es.tas.paralelaa^ta^cwW) de entre, Eby L  j;,y,iá,:eau$a,,de' la,ppinen-, 
SiUirpbiiídad,de,BA .con B 4 , sependría: BA;Bd::BptJ^ .

.'íCouidXesías .iíieJjen, unos Animos
podrémo;, formar proporción,,cpn los coriaecue,ntes ,, y , será/BD:Bd::, 
BE:Be  ̂j ‘e$ultado absurdo j porque la primera razón es de mayor, 
desigmaldad:, y. la segunda r e  menor p luego, el supuesto , que nos lia

,..(:;ppdueUo..á,:él,: tambieu ps a^ur^^

i < ' ' r « r -• '  S f

: kí’l

"'úí
y
[•

-  •/
.* 4 -• < .<

fdramppcoAe puede''suponer, que/BAtBPuBCtBL,,, siendo BI/ ma
yor , que,; BE I porque iconcjbieudo , dividida da,,BA'en ¡ pptes tan̂  pe-j

como se necesitej par^ ique una denlas paralelas tal como dV, 
tiraSas áda’ base A C  por Ipsi puntos de .división,, caiga, entre E y I/ ,
se tendrá BA:BddtBJL/:Bef,,,y forptando eonsecuefe

0!<
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t e s e s t a s  dos proporciones:, Me^dréínos E D ;B M L '-B e ' resulwHn
absurdo por la miSLp̂ ; r^^on;qMe ánfes 5 lftega,no pudieódo .¿ r  la c u ^

;a.4iA,líL».Jiü mcn®r. m ipa^r; que B^.j.resdlta que
h' \d icteÍ cuarta jt̂ iu;̂ ui:)uioiiai y se; tendrá bor 

¿- Í  ̂ i.or, Ji)e aquí, se infiere que DA: BD:: GE; EB;

uiente BA j

'* (  ̂C.

•I «

h* . /
*

Q
. 0

iXiav: fsH -iSAt^BD: 
la iClial,:;eotnpues!;a y.

la proporción iantecejdeote;, será
» fl

? s

*•'1

J

/

B E ;B E /g DA:BI);;CE:BEj '
Ti, ^ , í>-«eícoMiocté‘e n ;i oi

. , BA j GE H-BB == BG<-
Ia5:cuales: razones Jgualesrios. dieemq
^orcwnuks cdn las partes superiores é inferiores Ú ia paralela. v e Z s  ■
íroporeméeslié:me -̂ Í, . k . ^
^ r4 p  ■̂ 'Ĵ eon £fw ia r:m^^  ̂ lados  ̂de Un.triánmlo en-tartei
pOporetonales^res  ̂paralé» d ia báse, ' /  . * «n partes
Us t d t  f T I r  Í37)fá igo  ̂ que . s i ,la DE,Aivide
IQS lados B A f BC, de. ‘inodo.que áe. tenga .BA;BD;;Be:BE■ la Jidea DF
sera paralela a la tese AC. ^

Si Ja^E; no es paralela á  la , A C , se le podrá tü-ar ñor eí

d « i (teor,,antee. .) BA:BD:;BG:Br,,,; de Jdonde se lnídriría^^
tenfir:,,cata^^prQpMGion',y:la idel.isupujestp^Jos láres priM eros^
Comunos,rBE.:í5;Bí i perofésto es>un absurdo, porqué BE ¿  t o S f v R ! '

K u e ' r ¿ ¿ * f  “  P“ «<l’ ' « «  p o r‘S í r r i i :
ba que la PE,*Tam pocq puede caer porda parte inferior • nnrm,,. ‘c- 
se supone que la De' es paralela á . l a . l l ,  r e s S t a r á P E 3 ; ' Q “ :,^^ -

A J :n q  pi^ q.pasar „  por mas arriba.ni por <más a é jo ^
ind;spen,^ble que caiga sobre ella, ó que dichá DE seá ja  parálela á A G  '
« .¡*7  "  ¡ " M u  i  ¡a biae i a  tmnUer, prcpordo'

leo r. Sí, disde: m:pumd^^ra^dc: unarlim  m  tiran rectal^
 ̂ y por un*punta cualquiera;de una de ellas f  se tira Una paralp

Si desde,S (fig.,,j 3^}:,Ise:tiraniéilavMNdas■ SM  SO SP
ytpc^ un punto: .cualquieravde,una,detestas, se. t i r a í S ^ Í Í S '

> se tendrá Q R .vMG;: RV-pO P  •'• V T  ' '' -

I

a

• por tener la te p a r a le ia  á 'la  base, Ra
. MQ . ,S R  .,SGypero ,e f triangulo.SOP ,da por lÁ  misma

'I*

» 4

 ̂ 4
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B3<^ T E A T Á D O  K tE M E N Ó ^ A E

S R r S O : : R V ; O P : : S V : S P f  '
y  el triángulo-SFINÍ >da"Éátiífeieii_ _̂SV :'SP:^: V T  

;a priiiieiía^'píoporGioíi tiene la razón SR í'SO^ coíñün- cotflái- ’SCfío-4 í̂̂  
razones:igítaiesj^y>ana-de estaá SW ;;SP^es'¿aniün Gón k  lütiM  prtíj^^
don, luego (2Ó7 tcor. 2.°),, tendréraos Q R  :^MO :; R V tO P  v S^T:PN ^í| 
ó poniéndolas abrevladamenté Q R :R V ; V T ::MO;OP:PNk li. D. ^

^Esc, Lo mismo da que la Q F  se-dre poranias abajo <ld‘ pdñto, Spt |  
que por mas afnba ; poruñeen esté segundó daso, tomando 
m g .13 9 ) -, y tirando ia qp pai^ákla-á MN^ que lô  será
(386a iguálen ¿oh k s ‘de k Q T ,  4^
y-formando propdrGiondas paites de k -  con k s  de M N , la formá-í
rándgualmente las-deda QT* >v ,  ̂ . : ; - . ;  ̂ -  ̂ ^

/En efecto, qr =  Q R , porqud los triángulos S^r-y^QR son tgualés^ 
(̂ (5̂ t:)v̂ puGs tienen SQ^==¿ Í̂ pói  ̂construcdon^ dos ángUlo^  ̂ S igüá- ;̂ |

.̂í
'* A . <

.V‘

J

>c

corten u otras rect̂ Sy st>
rctô K

Sr poH a igualdad de los triángulos SR Q  , y  los ángulos adyá¿i |  
centes pOr 1̂  itilscna-rázofi'cj^uedoS de-atiteSy s.e tendrá ,1a Tu—̂ RV-y y 
del misinounodo ur ==VT^-,^ i .: ;- ..   ̂ - ..<f .1
'ío ^Cor. De cúa/qúlí*' Ado'quéf ires

verifíca quedas partésdntet¿eptadas‘fenír&')íaj pdraí.e¿úí íeFâ  ̂ _
tóVi; Porque sr süppñemosíque Q̂ T, GL; y MN (!ig. 138 y 139), sean 
las paralelas tendréraos que sí dás QM, RO, ¥P, TN fuésen támbien¿ J  
paralelas  ̂entre s í , resultaría (467) QG =  R H =  VK =  TL, y GMí k 

]qr>—  RP =: f,N ■• por lo cual tendríamos  ̂ = n * '
w - ; QG:G]y[:íRH:HC^t^:KP:;m™ v ;

;! /S í no fuesen páraleias, se éneontraríaa en un puiuo fPeral'ó dcntra-v:M 
há pátálelasfSf se'dñcontfasen ñipíá  ̂'tal-cotiio en S :( fig. '138̂ )»' *'

tendríanros (  474 cor. ) wSG:GM::SH:HG::SK;KPt:SL:LN, y SG:QG::
SH’RHnSK; PK::SL:Tl/; y como ekas doS séries de razones iguales tle-\;| 
riéir unos mismos anteéedentes , podréuios formar otrá con dos cónse- | 
cuentes , y  sera Q G :G M r:"”

•  I- .» » • k

•ÚJ

■• K H ‘

r i

:AÍÍ

t  •  
•  »

A / S í se eheontrasen dentro conio representa la (;fig. 1350
1 _ . irto c /-*ÍVgiiníjíanpiiíft.íi 11 antéí» * V téndrié

tirarii A\••'•r

>. Cd

I B Ó S  la-qt Gondas mismas cireunStaheüS'que ántés , y  tendríamos íSq; ^
SG:;Sr:SH;:Su:SRt:St;S£, P sustituyendo en vez de-Sq, Sr , & c , sus;>i|
iguales SO j SR v'Síc, y GomponiéudQ/ sérá , - |i
Iguales SG:SGnSR - f  SH:SH::SV - í -  SK:SK::ST +  SL:SL,

o GM: SG;:HOíSHi:RP:RSiílíNfLS, que tiene los mismos conse- ^
¿uenies que la serie anterior^ podrémos ponér otrá serie con los ante-i :̂^
¿edeñtes ,■ V' dtóérvandó'que SQ H - SC5 tefc 'QG , SR -4- SH =  R H , -&c¿; 
tendrémM por último QG;GM::RH;HO::¥K:RP::TÍ.:LN;> ; >

478- Ttot. Si se dividí él ángulo UH t'riángulo en dos fortes igu^ ' ^
les for A dió de una línea, esta dividirá al lado ofuesto en dos fartes'-•••

s* 5 ' í  •
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T G:̂ 0‘̂ ETffi'-ÍA*. V r ^35
projíorciomlés d ios h^os iqm forman dicho áng
.. ,̂/£,5 /̂. Sí el áiigulo A  del, t r i á n g u l o ' s e  divide en 
d^l'^paríes iguales-BA DAC/ppr medio’ de. la A D , esta línea dividirá 

' a lia d o  B de manera que se tendrá BD;DCí;BA;AC.
Buírese la BE paí*alela á D A 5 y  prplóngué- 

^se^CA hasta que encuentre á esta paralelaren E, y el triángulo BCE^ 
tíot ífenér laÁD \paralela 4^BE  ̂ dará ( 474 cor;)- -

í Ahora el ánguló en E ^ u  por-Xq'rrespGndieníes entre las paralelas 
BEj AD  ̂ siendo CE la secante , o =  n, por. alternos internos entre las 
mismas paralelas siendo B A  la secaníe : y  como ? ,̂==n por el supuesT 
íG , será el ángulo E == o| luego en el triángulq EBA se tendrá (§ 367) 
BA s==,EAf yisustítuyendoiesté valor en la proporción anterior, íendré- 

BD:DC5íBA;AG. L . Q. ^
479 Eundados en. esta teoría, vamos á resolver algunos problema^ 

Probl ii.® Dividir una linea dada en las partes iguales que se quiera* 
Res, y- Dem. Sea la AR (:figi i4 i ) ia recta dada, y supongánaos 

ique se quiera dividir en diez:partes iguales :-;para esto, tírese por uno 
de sus estremos A  una liñea.eualquie^^^  ̂A Z íf tóinense.ea esta diez par  ̂
reís, igualestá una magnitud, arbitrafja, tal como AB.f uñase el estremo 
Q  de la décima división con el R  de la línea propuesta, y por todos 
loB: punfos;, d̂e; di:VÍsion(tírense paralelas á la R Q , las cuales dividirán á
la A R  en las 10 partes iguales que se deseaba ( 472 ).

Prpbl.; 2.  ̂ Dividir. iUnadinea en las partes que se quíerâ  ̂ de manera
tmgan.un^úra'zon ddd̂ <-:< ^
Res, Buponganios'quetse quiera^diyidir la A lt; en dos panes qu(?

tengan la.razón de 3: 4 7'i -Por-A tiráremos una línea cualquiera, en 
ella tomarémos un numero de partes iguales con la magnitud arbitraria 
AB, determinado por la ,suma de los/mümeros que éspresen esta rela
c ió n , que aquí es de .3 -4-7 =  10 5 únase el éstremo-Q de la última 
división con eEotro estremo R de i.a línea.propuesta , y por el pun?- 
tó que señala las divisiones espresadas por ;uno. de, los números de la 
razóny/se tirará:Ja DLparaJela á Jar Q R, la cual dividirá á la Á R  ed
dos partes ;AJ, JR qpe tendrán Ja razón de . 3 - á 7* ; -

Dem, Porque en virtud de lo espuesto ( 472 cor.) AI;IR::AD;DQ íí 
J;7AB:;3:7,:que era L. Q. D. H y D. ;
{E íc. I.® Si la relación.estuvieseespresada por líneas tales como 

K y L ,  colocariamosJ lavK^desde*.A:basta D,JawD desde,D  hasta 
pniríamos Q con R, y  tiraríamosvla :DÍ parak̂ ^̂  ̂ la cual nos
dariá; (474 cpr,JA I:lR ;:A p:D Q :;R :t.r J

{.Esc, 2,P Si se quisiese dividir la misma línea en tres partes , cuya 
razón fuese la de 3 á 5 á 2,; sumaríamos estos números y despues
de haber tomado enJa A Z un número de partes iguales con ia inágniT
tud aiiitraria^ABi^^yespresado por *3:H-

L ■ ■ ■ .
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to Q  con R ,  tiraríarílM'’por tó^puíitós^ d̂  diát^en cfttíií
áí-taníü coino uniclade‘3 íienen los númetos‘3/..§ y  I5l ,  FQ. pa
ralelas á QRj y tendríamos ( 47a cor. ) AÍ:IG;GR;:AD:DF;FQ::"*^^
tKB:2AB::$:^:2.y . - x i ir 1

P rótes.®  DaÚastns lineas G  yK , L y { f i g .  142), hallarle. ^  g
íuaffâ 'ííV&íJÓróiórad/ j  I, ’  '

Res. Fórmese iin\ángulo cudquieca:;VAZ>eb 
das A V  A2 y ¿n uno de los lados tal coiiió'lA.V, tómese una parte AB=
Éon la ¿rimm-a G p'en ei mismo lado tóises® Ótlíá fk íte  =AiC =  con h 
segunda K j en el otro lado AZ tómese úna parte AE
L  ■ tíñase él eslreino B de' la primera con él estremo É de la tercera 
tíá'inedió'^dé'la'BE jiy'ííiar' eFestremo^&^ segunda, tírese una
títíéd' GF^ódraléla^dÍBEljida; cual drá á éncóntrár ad ntrO: ladp , de mâ  
ñera que la parte A F  , interceptada Centre ella y el vértice, dél a
será k  cuarta jtfopórciórial pedida.' : j  -i' ' , , , , ,

Dem. E l triángulo A CF por tener la BE paralela a la C F , da
AB : AC :: AE :‘A F  ,

con ia
A l  *

con la terceri
V'

*
« '/.1

y 't’i

. iV ^ dv

V -

Ó -poMehd -̂ eh vez de estás líneas sus iguales por construcción, 
G:R::I^ííí-Fy iuegó " ^  lat cuarta ;ptQpor^róHál pedida.  ̂ " -

'.'.’iV
*' ’ >

»  4'

/ I '

Probi. 4 Badas- dos líneas^Gy K, una tercera •v4̂
* ' ''i»

/ V I

y
lera

tomará en uno de los dos 
la parte AC = : K , y

üei. Despúes de haber formado un á 
Í43) con dos líneas indefinidas A V j AZ, se
ládoS 'A V  dá'pactó.AB.==G^^^ * . , , t>
en el otro lado una papte AE =  también con K j se unu-a 'el estremo’B 
de la  pfithera línea con el- estremo E  de: I4 tercera, y ipor el e s tre ^  
e  de lá seggnda , se tirará: In CF paralela i  BE, y tendrémos que A F  
ie rá  k te rc e ra  própoíéionaF pedida.-: -  i' , ' ,

Bem.  Porque el triángulo A CF, por tener la BE paralela á 
'nos da esta proporción AB:AC;:AE:AF >-ó pdriiendo.en vez de estas-li-
tóás susiguales 'por títínstrueeiony : ,1, y  y .  ̂ ; :

/ séráG:K;:K>AFyó-^&K:AF. Luégo &^  ̂ \ '
Cór. De a^üí se dédnee que por Geometría^ íe fuedmihallar siem-

' pre cuartas y terceras próporciomks estúéíawetité^ílo'ique'no; se
ejecutar por^thméticai, , V- i » t» t- n j

Probl. c y  Badas las magnitudes desiguales A ,  B yhallar dos-rectas
é e s i^ d i^ , yaks que: la recta mayoryenga con'ia mew una razón me-
^Aue'lúrnayor tna^tud A'tíme¿lson^  ̂ . '  , '  _

A ^ h s r  Pueábi^óñA^és la 'm ay6í  ',pbdrÓmos quitarle la menor B, 
*  téndrémos que A— B será unaicántidad p y :to  virtud del esco^
?’ . Q;(3a^  ̂ bodrdmbŝ î n̂f̂ eĥ î  Otra cantidad N , tál que el pro-
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 ̂ DE GEOMETh/a . j  5«
linea y llanjando S á dicha cuarta proporcional j se ten
drá N  X R ; y d.igo que es la menor. cantidad que se pi

la cual añadiendo, la cantidad arbítraria î  y llamando X á la ' 
5 se tendrá 6’- h ií. =;= X  que será k  itiayor , de manera que ten-

os X t S c A i B ,  6 A : B : > X : S .  
m,: Porque siendo B •< ( A ~  B ) x N , si comparamos estas dos 

' etatrdadesycon; Aína mismaeantidad B , cuando se compare con la
nienor 5 se teridrá mayor relación I po sera ■ ■

los dos térmi-
Dofde la segunda razón p o r y  eofno antes teníamos i;N;:R;Sj 
resultará A — B: B_>R:  S 5 y componiendo esta desproporción (272) 
'5era B B ; B >  R̂ ;̂_ S ; S j que reduciendo y poniendo X en 
^^garíde JR^így, se tendrá.p g . ó X ; S <  A : B

lineas qm tv^  ̂ ra%on dada . tal
jépinpvĵ  líneas G y  K y  fow^ un ángulo cualquierai

de sm l^ ig^ai con una línea
^deylas dadasyjunhicmos medió de otra línea  ̂y toda

tirada Ó m a y  interceparáyÓ^ los ládas de dicho ángulo , par-
ô rán- p ’opom las magnStudes^dadas ; ^ q u e  si supd-

nerpos qurAB,= G , y AErzK, y que la CF sea paralela á BE, ten- 
;dr^í^5AB^G luego AG y AF serán las líneas

an la rázorí pedida 5 y domo GF so podía haber tirado por 
otro punto cualíjuicra, resulta qiic esta cuestión es indeterminada.

dado dentro de
, - , - partes, comprendidas entre este
puñpp̂  y: ías^^p^i-delcídfíg^ iguales : tiraríamos la MN para-
lela á uno de los lados AV, en el otro lado AZ tomaríamos NF igual
con AN / y tirando' la TMC queda^  ̂ dividida en dos partes MF =  
^  poF^é AN : NE í íGMt MF, y sî  ANi= N F , resultará'
f  J\̂  ShS '-JN̂ Ĉ*> '
y y  „„2 conoce con el nom~

; Tóífie|e¥üm mágnF̂ ^̂  arbFraria K f  fig. 144I y re
pítase diez ^  desde A hasta Ó 5 tómese toda la -
magnitud AO=ioK, y repítase nueve veces desde O hasta B ; en los 
estreñios"  ̂y F ^ványuse lás perpendiculares AC,, BE , ea las cuales 
se tOiriarán t^mbiep diez partes iguales con otra, niagnitüd arbitraria, 
y se rirárán líneas por pdnbs detdívision iy a &c, que serán pa-
ralelas é  iguales á  la AB y en la últirpa G E , fórmense las mismas par- 
tes que en la AB. ■ " '--.o'
;  ̂ <Desde D á̂ Ĉ A póngase ro, 20, 30? &c, eri las di
visiones 3 ^̂ &c f únase el punto O con el 10 de la de arriba, el
' ió de la AO con el ao de la de arriba , y asi sucesivamente hasta u-
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nir el plinto-90 de la de abajo' con el C de lá .de arrib^^U^^e 
bien el punto O con. el y en los puntos de. división; de l l^ r e c h a  
se pondrán j tanto arriba como abajo y  106, 200, 300 &c 5 con
quedará formada la escala. f . , ' ’

<En ella se podrán tomar hasta mil partes, de esta manera :
siderando que’ la,; distancia Apo vale-diez--partes , la valdiá ^

-V como en aoda da^^B cabe la  ̂AQ - diez v^ces , se tendrá .quo4 a ;AB,^;| 
qué es da "mayor magnitud que Se puede topiar , sera>de mA partes. í g

{E sc .' Ahora gen la práctica -para tomar'en ella-mn número gnal:.;|
quiera d¿ partes iguales , que sea menor: que m il, sé procederá Bel |  
modo siguiente. ;Eit p«mef- ittgat.-je dehe te n e r  : :presente, que e s ta  d ts ^ g  

t a n d a  se debe tomar en  ta -fa r a l'e U ^ ^  que p a s a  p o r  e l f u n t o  q u ?:g
e s p r e s a -e l .m a r is m a  d e< l¿ a l.u n id a É es  M . ^ n ú n m o i f r o p t e s t o ^ 'y J a : m

n L d  e sta r á  esp resa d a  p o r  U  p a r te  d d  e s ta , lín e a  qUe^Jia^ i n t e r c ^ t a d i t ^  

estire la  lin e a - q u e  e sp r e sa ^ tá sv e e n te n a s  , lá .^ q u e .p a . p e s d e d a s  -decenai.^  
:de a ba jo  á  úna decena m a s d e  l a  (k] a r r ib a , - ^ s í  y nos > prdpusiég|

’ ra tomar una magnitud igual cpn 45»' Partes , I9 pr^ero j i e  ,advprg| 
tiríamos era que se debía tomar esía-distancia en Jagknea y
Tá representada por; la parte.H íg^ ngsc Esll^Ard 
línea 4.00 que: esprésáias rccntgrtas >ry j
io qué éspresa las: 5. decehasbqUe; hayt, vaE acia,él 6.̂ ;

< Para xonvencérhbs-;de estQAipbiéfearélhdS; q u t ; d k «

yíM

jviJ

con Gótri.^) y  equival^ par cop«*, i  •

•j

siguiérite á: 400 partes;ii': la:;lSlrc:0,dq;Aambien por ^
maraldogtámó NrOso ^y  equivale, púr COnsiguTO^
tes; y la rí?í por lo; qüe ahora-probarcatqsf éqĝ ^̂^̂ 8 de dicháS par- ,
tes : lúegü 'N13 !r: ;4Po;d+- :8 .»-te  ̂ c 1' ,,

íP a m  probar que rw eqmvale,á!8.partes, Qbséíxaíemoa d
triángulo GDiO j p o tg e r llg m  paralela á D io  ,,sfr|ttepe
. ,.,7}:Dio:iÓw:ODtt^ 4 f

r
Diox8

« .4 '  r-‘*— <I».*» >
V como la diátánci^Dip h  süidnémos éompüest3 |

"  .  . .  - í  « . . .  ■ • ' i* .  .  •  V .  V  , J

10X8 ^

k:-:

f m *í •

10
W  i*

'■  tr

-de diez partes y'resulta queEí»
- \ *A.

■ 5

'S :
•y

. - i t ' n*1 t
• t’

10 - 'i *S; ^.V̂f>¡

{ Y  como lo mismo demostrarémos en; 
la proposición geneial.y

otro cdso",
v g ^ g V T : c f e  ■■ J > -  V w  '

i 1i \ i • > iMiV.
i'H,*.>•.» .

. 1  -  ‘ !• '• f
'•i •g rf i ' í -*• • V 1 « , ^  i . y -  >.’ - '  •* •V í 1̂'*..  < •
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• “ i*

i;} J)erla: .sem éfan^ a  tíéiííííf jígíM^ i '  >! •. Jg ;
M L ‘ - > \ > V. • >. ál 3:i /V r < ' ;-g3í7i

v>que tienen. SUS an
'V'g;

•  '•■ >‘lv

i  ̂ t4 5l

b y\

AgíT Se llaman |fg'Mr¿ts_ Jémejaníés ,
guálésSy sus dados -proporeionales ;-.y ddímiganíej-aquellas^ a
felta alguna de estas dos cireunstancia^. 19e;manera-que las dos^bguMS;;^
A B G D ii, abcde (fig. 145), serán-setnejantestsiempre que sus angul©
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&7 Cire &c 3 y ademas se tenga - ■ 

ABra¿J:;BG:¿c::CD;cíí^*&c;&d ; .
,,No basta q^e sevy^erifique-unavcírcunstancía detestas, para ser

seinÉantes las figuras , pues de la una no se deduce la otra,j por ejera-i 
tUft íFctánguío y un cuadrado, .aunque tienen- ŝus ángulos,iguales,

 ̂ueden ser seniejantes, porque sus lados.no pueden ser proporcio*--  ̂
uáles , puesto que en el uno todos han de ser esenciaimeate iguales en-. 
trC; 5Íf, Un cuadrado y Ü4 irombo ;tiénen esendaimente^
los lados proporciónales poique; CQmb:en Gada^figuia-todos los lados 
Sóní iguálós todos una ;inisnia raion 5 pero no; pueden ser se
mejantes , porqueros ángulos han de ser en 'e l cuadrado rectos , é i- 
gualea ppr;precisiony y en el otro ao.;  ̂ ;

" '^r-;  ̂Teor^ 3  ̂ los }f& ¡ígoñpi^  un. mismo ñáinero de la~

Borque Riendo; etí jambos uno mismo el: número;« de lados
♦ >

_* >
.oíí;u;\ •

¥3fj4^biy éotó'-;a.°)^> lá-.fórmúla
'• '('n— 2)gr

i ' i
V* •'

T  %

''fcB W . í i .  ^
f«.

dáia un :rnisino valor para los
í  Y A) i . : . V „ , I r* *íí í

^  A i  • • * ' ' * • ( > * *  * '  f '  '  ’

^|feámgulds í^ueg^^ d d  úgo yérán: igualea á los del otro y .y
llg p m p  en cada  ̂uho háb: ele; íserigu^lesVfcdádas entre, s í , resulta 'que 
"̂ 7 la razón que d^unojdó^éllosUehgaiicommtjroyuesa será Jk qüe tengaa
|S definieronserán seme-

jantes;':dL, QÍ; D.;D. v.:-̂  -'.Cí;.-
áj Esc, Como los triángulos son de todas las figuras las mas

 ̂Jjay estas posas, se
las otras j y  así como hay trece casos diferentes en ;que los 

deuáles wjfeay' itámbien otroa íüreeereii que són..semejan-

ri M .
S -

•  ✓ .Alian
ffe'*-"* ítes,r de ips; cúates d5^4mo&já>oonoGeriáhóra ^ocjioy reservándo Jos de  ̂

jmas páía él'Apéndice ipü4sto ; ál Jin dê  Jkisegunda parte’'; y cbh la
r*

t

mira de
♦ X  •  ,

.siguiente;
sû  1 la ante todas cosas el

*v

l^do de un triángulo, se ti- 
áXP'pm̂ cmíquî m̂ d̂eî  se-originará

V t i ' í  * . < ; • * / • *  7 -  v .  í  '* * * ✓ >  '  • » •  « '  9  t  .  - z '  ^

*■ • “  .  —  T  “  /  » ' f 3 . * * * * 5 ^ V T  - 3 ,  '  '  —  — ■ y  T  w w  m  V  \  w .  V  V  ‘  • ’  •  V  '• '  V r  v

I,- í*n ttidpgulpj:c¡ ^ . íeru': semejante con ‘ ej primitivo,'.
*.•

\

V' ' t S\V t * 'rW:

f l £

rJí

•T V \ .

_d|:SfcpfQr elupünio h'. del lado : AB- ctel triángulo ABG (b g. 
|;: 146 )   ̂: se tira la h/ c '̂  paralela á BC ,; el' triángulo h h '  c s é r á  se- 

mtgaate:^uÍ7ÁBG.
G:'.- Ambos. tnángulos tienen común■ ekángulo en; A el ángu
lo en,:b' =s: al en B por. corfespóndientes^ entre las paralelas 

> í̂endp ;̂AB ia secanmi^vér^enJcí.:s al. en/G'̂  ̂ la misma razon'j iiie- 
gp estos triángulos Jienen sus tres ángulos; Tespectivamente iiguales.. 

vAhora-y el triángul^  ̂ ABC nos da;;f §§ 474 5-476 ) , á causa de la ' para-
Jeia k ‘',c' á Ja base BC;, Ah<:ÁB;: A c 'í.A C :: k 'c'.vBG .

/JLuego, estos .dos triángulos tietien, ademas de;los ángulos iguales,
'V'n; '

/
L .-.*

H
/ ¡

y

J

X

•  ’
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proporcionales los lados ; luego son semejantes. L, Q 
483 Primer casô  de semejanza de triángulos.

Teor. Dos 'íriangulos  ̂ son semejantes cuando tienen sus-tres
proporcionales, ' v >

Espl, Sean los dos triángulos ABG, abe (ñg. 146); voy á d 
trar que si AB:ab::AC:ac::BC:bc^ se tendrán los ángulos arzA;^ 
ezzC,  y por lo misino serán semejantes. ■ V /

Coníín Tómese: en-el lado AB liña parte A 2?^—  S  y en eLAC
una parte A c'= =  y únase el pumo, i?' con el

DeiUé Por el supuesto tenemos ÁBmfe:;AG;ac y liíegó sustitu
en vez dó ab y  ac y sus iguales por construcción A/? V  sera AB:í|
A h ' :: A C : A c 'j  luego la ¿?'c' divide los lados del triángulo ABC ert.| 
partes proporcionales , y será (475) p ará le la^ 'ia  báse y píbporcfe^|^ 
nál (47Ó) con la misma base j luego tendrémos AB ¡Afa '  ñ BG 
y  ̂ como ab—A b esta proporción y la del supuesto AB lab  :: BC ibcyf''
tienen los tres primeros términos igualés, Mego ê  ̂ cuartó iguáÍ|
en ambas j y  tendremos '  %  te’ : por lo que ios triángulos A b'c'^ l 
abe son iguales por tener sus tres ládos  ̂respCctiyamente iguales 5 y| 
como A b ' c '  es sem^anta a l A B G  0  482 )cpor, haber demostrado que| 
b ' c '  es paralela á B C , resulta que el triángulo a te , que es igual' 
con el A b'c'y  será- también semejante, al ABG.

. ^ 484̂  Segundo caso t Dos triáñgulós antes cuattdo t̂ienen un
ángulo igual formado por dos ladoscpto^
 ̂ jEíp/. Sean ABG yiíte Id̂  dos; triá^ los que suponemos;
que A = a  , y que AB : ab A C  ; ac j ' voy á demostrar que son se
mejantes
.., Dem. Hecha la construcción anteri or ,/ i 
procion del supuesto^, sustituimos en v e z : de ab \
A h ' y A c s e  ;tendrá. AB í Ai?': :  A G : A c '  f luego
partes proporcionales á los lados del triangulo

4I

t ’Li

t  .  ' ■ aél
que si en la pfdM 
y -ac sus i 
la b ' c '  divide eii'j 

A B C , y por lo mis-,

.•-M

rtio será (475) parálela á la hase f  luego el triángulo Afcíc'-es íse|l 
mejante (482) al ABC , y como abe es igual con Ab'c*  ( por tener 
ab —  A b', a&;= A c ' por construcción y  A  c= a; por el< supuesto )■ , t 
sulta que alíe también será^selneiamte^á; A f ie í  Iv̂̂ ^̂

485 Tercer íaso . Dos triángulos:^  sémjmt'és: cuando: fien^
tres ángulos respectivamente iguales.': " ■ . -'t
; Espl. Si los dos triá:nguÍos' A B C , alíe Aiepeii iguales Tespectiyá| 

.tagnte' sus ^ángulos ; esto es^ :A=tf > B=:1̂ 5y;efe^  voy á demostr^ 
" Ufcson semejantes. - ; ■ r’ í;; : r > : - ^  ,'3’"'

í Consír. Tómese en AB úna partérA lí'dgpal Con ab , y P°r j
tírese la b ' c '  paralela ^
’ 'Dem. El ángulo b' 

el supuesto, será V

. rS t'.V oa BC.
= B por corréppondiéntes : y  como B == fe p5t̂  
fe ; luego los dOaífiángulos Ab'c'y ábc tienen üb|| 

Jado ^gual á uti lado adyacente á dos ángulos iguales ,-luego son igua l̂
m

>  ' 4

m
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V  es semejante (482) con A B C , luego a&c también lo sé- 
era L. Q -D . D. ^  ̂  ̂ ^

r. I,® De aquí sé deduce que ewaníío áoj á n g w í o í tri’ángu^
n 'iguales- ú dos ángulos de otro triángulo respectivamente  ̂ ¿sth eSy 
uno al suyo ysón semejantes y porque en este caso el tercer ángu-

es igual al tercero (sBóe  ̂cor. 2.*̂ ).
2.® Dos triángulos rectángulos són semejantes  ̂siempre que ade-r 

mas del vángulo recto  ̂ tengan atro igual ó comm-ypor h  misma.razón.
Cot; '; 3.® Dos triángulos isósceles son semejantes cuando tengan igual 

un ánguló Homólogo  ̂ esto es y que sea uñó de líos ángulos iguales 6 el de-̂  
síguak Porque si es uno de los ángulos iguales el q ue es igual en am
bos triángulos, también habrá en ambos otro igual, y  por consiguien
te el téícéro igual al térC^o¿,Sr ;|brmack) por los lados
igualés él que éá igüal éh ambos,: se tend  ̂ la suma de los otros 
dos será̂  eaiárnbps una misma-: y  como haii de ser iguales-^eada uno

á la;mitad dé'estafsuma. ■ /
4.® Dos triangulos BMC y DDl^ 147) son : semejantes cuañ-̂  

pydátíeñeááus lados:^ j porque si 4 B eá paralelo á DE y BC á
el ángulo B =  E (§ 386c), y ádernas por ser A C  paralelo á D F, 

I será igualmente^C :=: ÍF y A  zzD  j luego los triángulos tendrán sus tres 
ángulos iguales y serán semejantes.  ̂ ■ •

•5,® Doi triángulos D B F  y  A BC  (fig. 148), son también seme* 
Mijantks ĵ cuando tienén sus lados respectivaménte perpendiculares. Porque 
' si DE es perpendicular á AB, y DF á A C  en el cuadrilátero AIDH 

los dos ángulos 1 y H serán rectos, luego los dos restantes juntos valdrán 
rectos, pues entre los cuatro han dé valer cuatro rectos, Pero los dos 

ángulos ED F, IDH valiendo también dos rectos, el ángulo ED F será 
igual con lAH  ó BAC y igualmente si el tercer lado E F es perpendi- 
eular al BC, se.démostrará que el ángulo D FE == C , y el D E F rz'B j 

| . luego los dos triángulos A B C , D EF que tienen los lados perpendiciila- 
' res , tienen sus ángulos iguales y son semejantes (48 5). '

<{Esc. I.® Si el triángulo D EF se hallase en otra posición diferen
te; como de/, pero que siempre conservase' el tener sus lados, proion-

J-rCfV*'.-

Éir.. 2

v*-*' •*'

os Si se necesita <pQr
Jfí trian

*

entonces formando , den tro del 
, otro D E F , cuyos lados fuesen paralelos á los del de/, 

II tendrá DlEF semejante á ABC por laacabado de demostrar, y D E F  
f- 'semqánte á def. por tener sus lados paralelos; luego desemejante á ABC, 

{^Esc, 2.® La semejanza de los iriángulos es de. mucha trascendencia 
en todas las Matemáticas, porque =sirve para deducir proporciones en--t;

||||/(tre líneáá , de donde. se sacan ues ecuaciones f y así se debe tener 
lii /  ipresente que siempre se han de comparar lados homólogos, ésto es, ia- 

do mayor con mayor , mediano con mediano, y menor con menor. En 
muchas ocasiones no se sabe distinguir cual es el lado mayor, "cual el 
mediano, y cual el menor; éntónces se compararán los lados opuestos á

‘toV:
I  • *n * .  •

L’ .i' í *

. : ■

.'5 ' ;5 ^
I ¡  '

•i ̂
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los ángulos i g u a l e s e n  el caso de ser los lados p arale]^ '. los 
que se han de Oomparar son los ̂  paralelos 5 y en el de los.
peñdiculares.^ han'de^ser los perpendlculaBés. ; í .: ;

< Esc 3 ® Si se pidiese inscribir en un círculo un triángulo ,qú 
se sanejátlté á otro triángulo; dado, tiraríamos af circulo una t ^ ^ ,  
cualqulerá como FBG  (Sg. 1.14), en B se formara û a ángulo ÍB D  ig 
con uno de ios del triángulo:propuesto, y oVo GBA tguat con.otro de 
Jos-.ángulos del triángulo ¿ y ;tirando la vDA ;se, tendrá., el ;;triang«lo
BAD inscrito en el círculo y seiuejante al propuestp. Porques ê̂  an- 
guio BAD siendo igual con:FBD r y  ¿1 ÁDB .con el GBA, e l tnáhgn- 
lo> A®® ángulos iguales con el 'propuesto, y por consiguien
te le es semejante. - , . 7 ' • '
ir; r Guarto' caso. Dos triángulos son semejantes cumaoi Ucnen.aos: lados
mporeióndes é ígu áM  .ángíáo^of uptoM  w mayor::  ̂ :i;.; • ;S
< r, Aj/#f-Seáñ los Aós tAÍngulQ&ABiG:,;afc (fig.rjq-d#;^^ f

. pone AB:«h;:AC:ac^ A B C  s  M ,  sábiendo. ademásíqueícI ilafdóuAC; es
mayor qué ABr; voy 'á démóstrar 'qüe .so
' rbéwí. Tómese en AB una- parte Ab' =: .ai? v‘y en AC una parte Ac _  

.nc : únase Ú' con A  por medio :de:lav//c'^if,tepdfeTO^^ 
dP eaTa pfopüAiohÁehsupuéstpitén; Yét:Áenhvr®::,;,ÍU§::Ma 
. . . * A 77,:4 ĵgg¿q¿.:,;j ĝ/::aiYide- en;'parf^

M,rry A B C S A A o r lo5niismQ:sérár(47;;0.ptóleft|

♦ f ̂

-.N*. - J

lu .1
*«A'AKm
.0 ;

: T-

K'

tk ’Vv
y

Ac'; sérár AB;Ay;:AC;- , ^  . . , . - , ,
ifeBímfeáádóstdel ftiáúgifó  A B B W  lóUipsmorsera
k lá¿ baséVÁtfegóélrtriángülo. AbA'; es semejanteÍ4Ba) A  A B G j.y ^ f;
ífto el triángulñnbc es iguai:<37d eSt.)tmn el A . b y , ^  teneií aE — ,A h '^
dc:==Ac' por consMceión y y abc.i=: Afeo' porque, de^m: la A t  p a fftp
leía á lá' tóee B C  serdeduce - qúe'elyángulo Ah c' 5==,^
•supuesto') ‘ resulta que elt'riángufcp^crtámbién será $c.ipCJ4R't?
Tg:ulor¡-ABC;''T.;:- .̂' ’D. Dv‘ ;'’ ‘ - i .

.'^QÚintd k a £ . -Di)P triángulos teéángt^óSysm smeyírnespiando la
mpmnusa/yjuhKcátetosonfcofqrcw^^ ;

Espl. Sean A B C , abe (fig. 146=̂ ) dos triangulos rectángulos; en B,
en que'sér tenga AC:AB::ac.mPf voy áíAemostrar quevsoú .semej 

- ’ ilDann'; TómCsc..,enAC úna parte . A c ':=3 0c, ;y ; en A B  Ahar̂
4 ±  abá Büstituyendb; estos Aaiores en yez d é A ^ ^ y P f d p o m o n ^  
7Supúesto‘ dará AG:AB::Ac^:Ab<i y tirando ,lájaftb íresiiltarA^^  ̂ a
los' lados AC y A.® en partes propbrcionales ,;lu |go  (475) sera ■ para
lela á la Báse í por lo mismo el ángulo b̂ cr B y  pcro B .es rectoj áuego
P-t¿ibreñ"es .récto y por consiguiente tgual cop b
los AcG' y acb son iguales (3.76. coi. 2. :̂)4peror: Ac'b.les ^setoejapte , al

«<tf]

y, 1462)1 luego;tambieñ■ To sê á.̂ el abe;i;queier̂ ^̂  ̂ y .  -iJ. .U.
■ E jú 'Esté qAíito caso.se puede deducir.iCQmQ ;Cplorario. del.cuartpj, 

pues»  qué e i ángulo recto es el mayor- de un triángulo, rectangüloi' ,j
peromorno yo'di la demostracioqde.ieste qúinto caso, antes de enepn-^^
írariá^del cuarto  ̂ la he conservado} porque no juzgo.'inútil sumQ-í:;|^ 
Docímieato. ’
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. J>o,s triángulos son semejantes cuandd tienen 'dos-ludos 
'is e' igual, el ángulo. opuesto al. lado menor de los dos ía~ 

’que sean de una 7nisipá especie los ángulos opuestos al lado mac
elos dos que., se dan, -
sph Sean ABC, abe dos triángulos en que se íiene'AC:¿íc::AB;¿í&-
gulo;en C;:=s al en y eh que se sabe ademas que AB <; AC y

que los ánguios>en B y Ẑ ĵ son̂  de .una misma especie, esto és, ó.aiii, 
bos aigudós ó anabos recios , o ambos obtusos  ̂ digo que los dos trián-l 
gulos-A B C ‘, abe son semejantes.

. ^jBem: TómeSe en.AB una parte Ai?'=  y en A C  una parte Ac"̂
c=4c y tírese í?V'y supuesto nos dará
Ae;Ac/::AB:4í>'^ luego la  (47 5 ) paralela á .la ^base ,BG  ̂ lue^
go él átiguio B ==íy y:el^c' =  C = c .  Luego (482) el triángulo M '(^  

1̂7 'es"sét||jamÉ;:Ccáí '̂el ^ 376 esc. 2,^) con. el
0  :"aberî :§uQB̂ úenô  dos: ladosIguálesr á saber\A¿-sn/?, Ac';=r: ac  ̂ el ■ án-̂  

gixlo p opuesto ab menor, dé los lados ¿tlí , igual? ai c ' opuesto al me-̂  
porten fe' son de una misma especie por
supppersé qué lo som ique es Igual ?con ¿'j luego el: abe

imo co:sú.r- Jios JrU^ soU semejantes:y cuando - tieñen.un 
rígual% y  pnopprcim^  ̂ lados que forman otro án. 
misiná espécipi:en::dinbos triángulos

:( fig- 32

r;* 1 , '

í •
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qû : sea
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3 en los que sé

«s*
•'É .i :

lU
.  • i

it ✓
se-sepa queaos xes: \

ián
j ;Voy 'á demos-t

Maídbps triángülbs:.seráa-.setñejantes.
Oev  ̂ Si-.ppWOs?:puntóS,E^ tiran^las-rectas; EG 3 FG  qw

án
que

•  /
iguaks' con. ABC y. BCA, teadrémos

í"''' s »0. t > • • -«

formen
que él triaaguio a ü l ; será semejante i  G EF (485001*. i.*") , y dará 
BG:CAríEE;B©i , y ' aonid i esta Aazbii ¿y ;1¿ déliíupUesíórtieneii la  prime, 
la  jmpH; íotauap secáiÉEtFGirEEíDFj^ F G =  DE.' Eweao
trian 
y. los, á 
misma

F.:"yv:%

mt í  • 7

tienétr el lado ,FG F D ’ eriado EF. comua,
yn los btrosoángulósrEFDyy,:^ de la 

por aserio EFD  .de k  ^̂ îsma que ACB por el supuesto 
porp£onsíi*ucdon j luego dichos triángulos sérán (37^
es I n « r  rnnsiiytiípntp p) onmilí-» r2t?U' a ay'-x? ,*-----1

• l í  > " > v  • ,

ales j  per consiguiente el ángulo GFÉ ó ACB igual D F E  

ismo ( 485 cor. i.A  ̂ los;triángulpa ABC y DEF son seméian? 
tesjli4ueie,raY.rcQ/'B.iBr ,A:v; - :>í

í,p,, ‘ Octavo casoV B oí 'triángulas: sqn q̂rqejántes :cuando tienen ?un - ángu  ̂
\§§; :iori,g^ai;,:.y lQs Iddos opuestosjd\dicho ángulo son proporcionales con lás ■ 
py;- perpendiculares que se les tiren_: desde-dichos ángulos: ó lo que es lo snis- \ 
m mq dos triángulos son semejantes.cuando tienen un ángulo igual y las bases

son proporcionales con las alturas.
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Eípí. Sean ABC, ahc (fig. 323a) dos triángulos en que ^
=zbac, y que ademas se tenga AD:BC::ad:bc3 voy á demcstr
chos triángulos son semejantes, ' :

Dem, Si los dos primeros términos de la proporción del sup
los multiplicamos por AB , y  los otjrós dos por olt, se nos conw ^
en AD:X AB:BC xAB::udxafc:bc xabr Esta proporción ^compuesta _ 
podremos descomponer (2 71)  en las dos proporciones simples siguien- | 
tes AD:AB:rad:ab, y AB:BC:rol7:í>e, Ea priftiera nos dice que los jtriáni J  
culos A B D , abd rectángulos en D y d sort semgantes (5 ° caso)̂  ̂ lo jgf̂  
L e  dá el ángulo DBA —  dita,, ó G B A = c ia  j  y como por el supués- I 
to el ángulo BAC rr bacj resulta en virtud de lo demostrado (s.yr caso, 
cor. que los triángulos^ A B C , al?c'son semejantes j  que era L.

^'•(48(5 Tcor. SÍ pn conjunto de f  untos estm. sítuados-^uk tdkynodct 
sobre un piano', qMe'Vaíparñíela.EqMe de dléfe dada rec
ta , dada de poncion Y  guarden, ría] m m S  razom que la s : pandes de esta 
recta ,, comprendidas ppf dichasr farqlelas y un purim f  jo dado en l̂lUy 
todos los puntos corresponderán a una lifiea. rectao'  ;, ;: ■ . » s_ ; 

iE s p l  S eá u p o n e^ g .i;3 3 ),:A B < ':E "M -::^
voy á demostrár que losípuntps;M”  ̂;Ádjy;iM én linea recta,
;í ¿  Dem. Eorque^Si concebícnpatínidoS^diGhos; puntos, por medio d || 
rectas A M , M M ' puntos ,
M Q  AX ,i  tendréoioS (dompárando lí|
diferencia ide antecedentés con la dejeohseeuentes en lá prqporcion^qUg 
resulta de las dos primeras rabones del supuesto, y en la qüe "
de las dos últimas), estas proporciones

- A P ' í P " í d '^ — D 'íM i '

que como tienen una razón común, 
las otras, y será ; ■ H l
AP _  A F ' :  M " F  "  - M '  P ' AP/ _
Si en 'vez  de estas diferencias sustituimos jas lineas que las espresánii 
'gerdP- P ' ' = M ' Q '  : M -' Q ' P P ' — M Q  : M;'Q^:: A P : PM . >

■ <Luego les tres triangulos M ' Q 'M  '^ ,M í Q M , A P M  tienen prog  ̂
porcionáles los lados que forman los ángulos .en l^-, en Q  o e |
io  estos ángulos son iguales entre sí (386c), lue^^^s t r ^ fe n fU ío | |
serán semejantes , y  tendremos que el ángulo: M 'dáQ , es igual con el 
M/VP‘ y como Q M P = M P A  p e r  alter nos intertios, los tres ángujoj; 

L ^ s e  forman en M  son iguales á los tres án^úlosPel triángulo APM#; 
^ t¿ * e s# 'á  'iS o '' ó á ir f  luego (355) A M p M M ^  son una .sola y  misj 
ma línea , y  los tres puntos A , M j M í  están en la línea recta : y 
mo te mismo podríamos demostrar de losAemas, resulta la proposiciom^

487 Teór. Si desde el ángulo recto de un triángulo rectángulo rsif
baja una perpendicular á la  hipotenusa ,  "se ¡verificarán cinco cosasí

t-T
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> •; - *r T*
.» < * • ; - »
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r,* el triángulo quéSará^ividido en otros dos triángulos , semejantes al 
total y y semejantes entre s í , 2,  ̂ la perpendicular bajada será media 
proporcional entre los dos segmentos de la hipotenusa ; 3./1 cada cateto 
será medio pñ)pQrcional entre la hipotenusa y el segmento correspondien-  ̂

rté  j 4. ;̂ e/ cuadrado.de la hipotenusa será igual á la suma de /oí cua- 
drados de los cafeíoíj y 5.  ̂ la perpendicular será cuarta proporcional 
á la hipoténusa y á los ccttetos*

EspL Si desde el ángulo recto A  (fig. 149), del triángulo rectán
gulo ABG se baja una perpendicular AD á la hipotenusa B C , digo 
que se verificarán cinco cosas : lA  los dos triángulos' ADB , A D C , se
rán semejantes al total BAC 3 y semejantes entre sí  ̂ 2,  ̂ Ja perpendi
cular AD será media propo-rcionar entre los dos segmentos BD y DC 

, de la hipotenusa BC 43.^ cada cateto AB ó A C será medio propor-: 
cional entre la hipotenusa BC y el segmento BD ó DC que ,á cada 
uno corresponde 5 4,® el cuadrado BG  ̂ de la hipotenusa sera igual 
á la suma BA^-+-CA^ de los, cuadrados de los catetos 4 y finalmente

' 5.̂  la DA será cuarta proporcional á la hipotenusa BC y á los cati^
, tos^GA^.AB. . ■ ■ / ■  ̂ h

t im . x?- Por tener los triángulos BAC y BAD un ángulo comuA
en B , y ademas eí primero uno recto en A  por ePsupuesto , y el se
gundo otro en D también recto , por ser la AD perpendicular á BC, 
diphos triángulos serán semejantes (485 cor. 2.°)5 ahora, por tener loS. 
triángulos BAC y DAC común el ángulo en C , .y mdemas cada nnp̂  
uno recto , el primero en A , y  el s.e^ndó en. D , también setán seme

jantes j  y  nna vez qiie los triángulós parciales BAD y DAC sou; se- 
mejmites ambos á uno mismo , q u e 'es, el total BAC , serán semejantes 
entre sí^ pues coáas semejantes á una tercera ló son entre sí (^),

2.  ̂ PorvSer BAD y DAC semejantes, tendrán,proporcionales sus
lados homólogos y será: ' ' , -
B D  (lado menor del triángulo BDA) : DÁ (su lado mediano)::
DA ( lado, menor del triángulo A D C ): DC (su lado mediano), 
como DA está formando los dos medios, y los segmentos BD y DCÍ 

, los estreñios 5 inferimos que dicha perpendicular DA es media propor
cional entre los dos segmentos BD y D C de la hipotenusa.

3.  ̂ Comparando los. lados homólogos de los triángulos semefantes
BAC y  B A D , darán: - , \
BC (lado mayor del triángulo B A Q : BA ( su lado menor ) :: ¡ ^
BA ( M o  mayor del BAD); BD (su lado menor),., /

> ,'1 ‘
(*) : También se puede convencer de que los triángulos BAD , D A C  

son semejantes de esta manera : de ser semejantes'' B A C y \BAD se si' 
gue . que el ángulo en G== al B A D  , luego los triángulos.BAD y DAC, 
ademas del ángulo recto en D , tienén otro ángulo' igual , luego son se-

. -
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 ̂ Comparando los BAC y CAD 'teadrémos 5 - \

BC (lado mayor del triángulo B A O ): CA ( su lado mediano ) ::
CA ( lado mayor del D A C ): DC (su lado mediano)/
-  Ahora, como encestas dos proporciones los catetos B A , CA están 
f o r m a n d o  los medios ,  y- los estremos estaa formados >por la hipotenu
sa y 'eh segmento qué corresponde á cada mno , se sigue que cada ca  ̂
teto es medio proporcional entre ia hipotenusa' y el segmento xorres-

4.a Si en estas dos proporciones liltimas 
' B C :B A ::B A :B D  y B C ;C A : :C A :D G

multiplicamos estremos y  medios , tendfémos estas. dps: ecüadones ■
: ' B C x B D = B A ^  B C x D G  =  C A ^
que si las x sumamos , %érá - BG x  BD - i-  BG x^DG BA  ̂r4-  CA 

Gomo en el primer miembro es común el factor BG, si lo resolvemos
en factores , se teridráB C xB D -^ B C xD C = B C (B D H -*I)C )^  y como
BD A4-D Cr=::BC, se convertirá por úkimo el primer miembro  ̂ eii 
BGxBG“ BC^ f y p o r  lo mismo la ecuación de ;arriba se Convertirá e h .

. pero BG es la hipotenusa, B A , CA los catetos ,̂ 
luégo' el cuadrado de la bipoteñüsa es igual a la suma de los cua
drados: demias catetos. ■  ̂  ̂ ^

E jc. Si con }as dos ecuaciones B A ^ ^ B C x B D jC A  = B C x D C ,  
f o r m a m o s  proporeion, tendrémos BA^:GA^;:BCxBD:BCxDC:; (  §  2 5 7  )  . ,  

BD : DG , que nos \d-iee que'/os cuadrados de los catetos son entre' si
co7ño »/os sebientos de la hipotenusai : ■

Los triángulos BAG, BAD dan BC:CAxBA:AD  , luego Ja. per-r
pendicular.es cuarta-propbrcionál .á la hipotenusa y á losxatetos...

Cor. Una vez qüe B C  =  BA"  ̂H -C A ^ , si estraemos la raíz cua-

o cono-dradá de ambos miembros , será BC =  \ / B A  ^ C A
* ♦  \ • ♦ ♦  ’ •

ciendo loá dos cátdtos de)¡un triángulo rectángulo , conocerémos â lii- 
' potjenusa:̂  estr'ayéndo la ra h 'cuadrada dê  ia stirna de ios Quawrados de los 
cdietas: Y  si en la mismá ecuación se despeja un cateto , tal como CA,

~  BC » —  AB que da CA = V  BC  ̂~  BA = í la pri-CA

V  . f

.* V

í >

>r (

Kr

• •  m ti

rm

Al

:̂¡5

mera quiere decir que el cuadrado de im cateto es igual al cuadrado de 
la hipotenusa menos el cuadradó del otro cateto  ̂ y segunda que en 
conopiendó la hipotenusa y un̂  cateto , se coñpcerá el otro cateto eí- 
trayendo la raíz, cuadrada de M diferencia de }los cuadrados’ de la hî O'- ;a|
tentmi'y'dcl otra cateto, ■ ' - ~

hr, 2.° Resulta igualmente que si el triángulo, ademas de ser
fuese isósceles , esto es , si sé tuviese "ademas BA =?AC,

"2,'
rectan

i  ;

lá ecuación BC == \ / B A  ^.H-^CA^jj^d^ BA

V  2BA^ =  AB \/2 5 y  como en este caso BC sería la diagonal del

é'
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cua;draáo construido sobre cualquiera de los lados , se deduce que ¿a
N  ♦ >

diagonal de un cuadrado es igual á su lado multiplicado por \ /  2, y
488 T eor . Si d̂esde un punto cualquiera de la circunferencia se baja 

una perpendicular al diámetro ^’se verificarán cuatro cosas y la per  ̂
pendicular será media proporcional'entre los dos segmentos del diáiiietroy 
3.^5 sí desde los estremos del diámetro tiramos cuerdas á dicho punto de 
la circunferencia 5 estas cuerdas serán medias proporcionales entre el diá^ 
metró y d segmento correspondiente, que corta en el diámetro, la perpendi^ 
cular y los cuadrados de dichas cuerdas y. en general ¡os cuadrados
■ de las cuerdas tiradas desde los estremos de diámetro , tendrán unos, 
con otros la misma ra%on que los segmentos correspondientes j 4.^^ que el 
cuadrado del diáinetro es igual á. la suma de los cuadrados de las cuer-
■ das .que desde sus estremos se tiren á un punto cualquiera de. la c¿r-
~ cunferencia, . .

-Dem. Si desde ei punto A de da-circunferencia BAC (fig, 150), ba
jam os ia perpendicular, A D   ̂ai diámetro j y  unimos el punto A  d,e la 
eircuuferencia con los estremos B , C del diámetro por medio de las 
ABj A C , en el triángulo B C A , el ángulo B A C .es recto (4 5 4  cor. 3.'̂ )̂  
y como desde A j quc/es el vértice del ángulo recto , se ha bajado la 
A D  perpendicular á la B C , que es la h ip oten u sa , tenemos aquí ua  
triángulo rectángulo y en que desde eh ángulo recto se ha bajado una 
perpendicular á la, hipotenusa , y  por lo mismo se verificará (teor,. an
t e e .) 1.°' que' la perpendicular AD. 5 será media proporcional en- ' 
tre ios dos segm entos BD. y  D C  ; p,ero como aquí la perpendicular es 
la bajada al diámetro, desde un punto de la ,circunferencia.5 y B D , DC  
son los segm entos deídicho diámetro , se sigue L.. i , °  Q . D.: D .

2. "̂ También s,e verificará .que BA  será media proporcional, entre
BC y  B D  j y  CA.'entre BC  y D C  j y cotno BA y A(P-son cuerdas tira- 
dás desde é l estremo de un d iám etro , y  BC5 BD3 D C  son el diámetro 
y los segmentos del diámetro que á dichas cuerdas corresponden , se 
sigue L. D . D .  ̂ /

3 .  ̂ P or ser estas cuerdas medias proporcionales entre e l diámetro 
y el segm entó correspondiente , tendrémos

; .  Bq:BA :;BA :BD  y  BC:CA::CA:DC
de d o n d e , multiplicando estremos y  medios , sacaremos estas dos e- 
cuaciones BA  BC x  BD  y  CA  ̂=  BC x  D C , 
y  formando proporción , será BA  ̂ : CA ^ B G  x  BD;BC x  D C :;B b:D C  
( dividiendo la 3.^ razón por B C ) j pero BA  y CA son cuerdas tiradas 
desde los estremos de un mismo diámetro , B D  y  D C  son los segm en
to^ que las perpendiculares; Bajadas desde los esireinos de las cuerdas-^ 
a l diámetro , cortan en dicho .diámetro y luego resulta L. 3.° Q. D . D .

4 .  ̂ S i sumamos las dos ecuaciones antecedentes BA  ̂=  BC x  B D ,
y C A ®  =  B C x D C ,s e r á
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BA®-4-CA®=BCxBDH-BCkDC=BC(BDH-DC)=BCxBC~BC®; 
y como BC es d  diámetro, y BA,AC son dos cuerdas tiradas desde sus 
estreinos á un mismo punto de la circunferencia, se sigue L .4- Q.D-D* 

Cor. De aquí se deduce un método para hallar una media propor
cional entre dos líneas  ̂ porque si suponemos que sean las L  y 
las poyidrjamos una á conñnuacion de o t r a d e  modo que B D  =  L  , B C  
=  i f ;  sobre toda la BC como diáiíietro. trazaríamos un semicírculo BACy 
en JD levantaríamos la perpendicular B ^   ̂ la cual seria.̂  en virtud dé 
lo i.°  que acabamos de probsLt y iííedia 'pírop}rcimal entre B B  y B C  y y 
por consiguiente entre sus iguales L  y. K.

Esc* i .°  Por este ■ dialldr una linea 'N'y tal que sieh^
do dadas otras dos K y L  , de las que K >  L , ie tenga K:L >  K 3 ; N 
para lo ,cual se hallará primero una media proporcional P entre R y 
1 , y  luego otra media proporcional N  entre K y P , y esta será la IB
nea que deseábamos. > : » . tt t,̂ -d t

En efecto, por la primera media proporcional P , se nene RiPur.-i/,
ó -fv- K:P;L , que da (§ 289) R*;P*::K:L, o K:Lt:Kí*:P® (m). ' •

P or la segunda, se tiene ví-KiNiP, ique d  ̂ K ,:,]N;;K:P
Y ( § 2 71) K4;N4;:K®:P®;(n) j y  coinq esta proporción y la, (m) tienen- 
común la razón K®:P“, será (§  267 teor. 2 °  ) K:L:;K4;Ñ4. ■

Ahora , como pon el supuesto K >• L , será K > y “  ^
luego si dividimos el primer término de la razón K4;N4 por R , y el 
segundo por N , la razón R3;N,3 que resu lteserá  menor que la R ;N' ,̂ 
y  se verificará R:L >  R3;N3, que era L. Q. D. H.

Eíc. 2.° Úna vez que BA=*=BCxBD y BA es una cuerda cualquier
ra sé sigue que el cuadradú de una cuerda £s simprejguql al diáme
t r o  multiplicado por el segmento correspondiente a dicha cuerda. Luego 
si se tienen dos Cuerdas, tiradas cada una desde su diámetro, el cua
drado de cada una será igual al diámetro, multiplicado por el segmei> 
to que le corresponde ; y formando proporción con las dos ecuacto-
'iies se teñdr4 despues de simplificada la última razón, dividiendo sus 
dos’términos por el diáiiietro, que en general los cuadrados de las cuer
das son como Ids segmentos que c-ausan en el diámetro-, que pasa por uno
de sus estremos , las perpendiculares bajadas desde los otros estremos.

Í489 Teor. En todo triángulo obtusángulo, el cuadrado.del lado 0- 
puesto al ángulo obtuso, es mayor que la suma de los cuadrados de los 
Oíros dos lados ■, y en todo triángulo acutávgulo , el cuadrado del lado 
opuesto al mayor ángulo , es menor que., la suma de los cuadrados de los
otms'-éos lados. ' s

i'í Esp/. Sea primero el triángulo ^obtusangulo ABC (n g. 1 5 1 ): mgo
que elr cuadrado de AB es mayor que la sutna de los cuadrados de 
A C  y^CB, y sKel triángulo ABC ( fíg* 15  ̂ ) acutángulo, el cua
drado del lado mayor AB es menor que la suma de ios cuadrados de
AC y  CB.  ̂ >
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, {Bem . I.® Si bajamos perpendicular BD (fig, 151)^ el triángulo 

ADB será rectángulo, y tendrémos (487 4.^) AE^ =s AD^ -h BD^ • pe
ro A D ^ =  (AC ^ C D )^  ==AC^-^ 2A C xC D - h  CD% y por ser rectán
gulo el triángulo.GBD tcndrpmo’s (487 cor.) BD^ =  B C ^ l u e g o  
si .ponemos en vez de éstos ,GiÍadrados, sus valores-en la ecuación' de 
arriba, se nos convertirá-eii AB̂ ;?=̂ AĈ  H^aACxCD -hCD^-^-BG^wCB^ 
=  AC^h  ̂BG^-h s ACx CD  j luego éGcuadr^do del lado' mayor en este 
triángulo obtusángulo es mayor que la suma de Jos cuadrados de los 
otros dos lados , en dos veces .producto de AG por CD.
; , Si bajamos la perpendicular' BD (fig. 152)5 por ser rectángu
lo el triángulo ABD, teiidrémo's AB^==:AD®-h BD^j pero A D ^ = (A C  

CD)^=AC^*— á A C x C D C l) ^ j  y por serlo también el BDC, ten- 
árémos BD^“ BC^--iGD^j y sustituyendo estos valores en el de AB, nos 
resultará AB^=AC^ —  2 ACxCD  -í- C D ^ B G ^  ^GD^-z: AC^-4-BC*—( 
2ACXGD5 luego el cuadrado del ladó'bayQr del triángulo acutángulo 
es menor que la suma de los- cuadrados dé los , otros dos lados en dos 
veces el producto de AC por CD.;,

•{Cor. De aquí se deduce, que si tres líneas ¿f, b, c, son tales que 
— ^  el triángulo-^ue,se forme con ellasAtendrá recto el ángu

lo opuesto al lado aj y si fuese sería recto el ángulo opues
to; al lado Z?, porqueqlasando al otro miembro, será ==
■ ■ {'49  ̂ - Teor,.‘íSi desda-d vértice de un -ángulo de un triángulo  ̂ se tira 
ur^ linea ab medió.- del lado opuesto],̂  se verificará que' la suma de los 
cuadrados délos lados que forman dicho ángulo y será igual al duplo del 
cuadrado de la línea tirada y mas el duplo del -cuadrado de una de las 
partes éu que queda dividido el lado opuesto.

{E jpL  Sea el triángulo ABC (fig, 155); digo que si désde el . vér
tice A  de uno de sus ángulos,/se tira una línea AE al medio del lado 
aopuesto BG, se yeriíicará que AE^ AC^ =  2AEAh^ 2BE^.
/ ^ D m . Porque si se baja la perpendicular AD sobre la. base BC 
 ̂d  -triángulo AEG dará (489) AC^ == AE^ -h EC^ —  2ECxED y ABE 
también dará AB^ ~  AE^. -4- ÉE^ h-  2EBxED.

IlíUego sumando y observando que E B = E C j\ s e  tendrá 
- AB^ “+- AC^ =  2AE^ -t- 2EB% que era L. Q. D. D.

<[Cor. De aquí se deduce que en todo paralelogramo la suma de los 
cuadrados- de los lados y es igual á la suma d̂e los cuadrados de las 
diagonales.

<Porqüe las diagonales A C , BD (fig..1 54) se cortan mutuamente 
en,dos partes iguales en el pumo E (468)5 por lo cual el trian 
ABC,, da AB^ BC®/= 2AE -̂ h -  2BE^5 él ADC da igualmente AD^ 
DG ŝ== 2AE^ -j- 2DE^5 y sumando , teniendo presente que BE = D E  
sé tendrá AB^ -4- BC^ AB^ DC^ == 4AE^ -t- 4DE^. ^

 ̂ {Pero 4AE^ es el cuadrado de 2AE —  A C , y 4DE^ es el cuadra
do de 2D E r= B D p luego la suma de los cuadrados & cA

\
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491 Teor. Si ,dos lineas se enĉ ^̂ nU-ayi denjíro de un circula  ̂
ta n  ea partes recíprocamente proporcionales  ̂ ' _ . ; ,

Esp/. Se dice de lios líneas que estíin divididas en partes reeípro^ 
camente proporcionales , cuando-las partes de una líne'a, ,q ella y Una 
parte suya 3 fomian los medios de una propprcion 3 y las partes de la 
otra ,  ó ella y una parte suya ,  forman los estremos; así, vamos á pro-
1  1  • ' t  . _ I /  T )  A  T \ f ^  / C ^  -  ^  _______ Jbar que las dos líneas BA, DC (fig. 154) que\s.e encuentran .dentro,del 
píronln ADBC. sc cortan de manera qu^AE:l

\

s  ♦

círculo ADBC3 se cortan de cnanerá queAAE:EC::ED;EB.
Dem, Porque uniendo I03 puntos- I):y A por la DA, los B y G por 

,1a BC, los .triángulos,"DAE j- BEQ: son; semeja/m̂  puea tienen los án
gulos en E.iguales por,opuestos alycrtiee, y los en D y en B iguales 
por insistir sobre un mismo arco AC (454 cor. 2.°) 3 luego comparan
do sus lados homólogos , se tendrá AÉ (lado opuesto ál ángulo D 
en el triádgulg DAE )r, EC (iado qug en elBEC se opone á su igual en 
B );; ED (lado opuesto al ángulo en; A ): EB ( lado opuesto ,á su igual 
en C)j que era L. Q. D. 1), :

Esc. Leí inversa de esta proposicionKambien es verdadera'3 es de
cir,, que si se tiene AE:EC;:DE;EB , los estreñios A, C, B, D estarán 
en la circunferencia de un círculo* Porque supongamos que la circun- 
fereñcia que pasa. por. los estrenos C, A,, DcUo pase por el punto B, 
sinó por, el pimtO' M por'rejcmplo,: en este easô ; se .tendrá por la pro,- 
posicion anterior AE? EC:: DE; EM 5 pero coniQ.osta proparcion y. lâ  
dei supuesto tienen los tres primeros términos iguales , resulta que el 
cuarto también lo será y se tendrá .EMz=:EB, y como esto es un absur̂ - 
do, pues una Enea es parte, y la otra todo, resulta que no se puede 
suponer que la circunferencia que pase por tres de los puntos, deje de 
pasar por él guano, . •; . r

. Esta demostración se debe á mi amigo el P. Jacinto Eeliii, Profe
sor que ha sido de Matemáticas en- lá academia Militar de Valencia, 

'quien me la ha remitido juntamente con otras proposjcionesdnterj ŝan- 
tes acerca de las secantes., y otr;as demostraciones nuevas de Ia.s. pro- y 
pos/iciones del cuadrado de la hipoteausa ,,&c.  ̂ .

<492 Teor. Sisdesde un punto fuera, del círculo sC: tiran Jos secantes 
que terminen en la parte cóncava de la - circunferencia  ̂ las partes esternas 
serán..reciprocamsnte proporcionales con las secantes enteras. j

EspL  ̂ Si desde P (fig. ,i56) se;tiran al circulo.ABDC dos secantes 
PD, PC, voy á demostrar que tendremos PA;PB:4 D̂;PC.- .

Porque si tiramos las GB y^DA, los triángulos PBC, PAD, 
ademas-del ángulo común en P, tienen iguales ios ángulos C y D (454 
cor. luego serán semejantes y darán PA:PB::PD:PC. Luego &c.

493. Teor. Si desde nn punto fuera de un circulo se le tira una tan~ 
gentefy ima secante, la tangente será, media proporcional entre toda 
secante , y la parte esterna.

Espl. Si desde P Jfig. 157) se tira al círculo CAB una tangente
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PC:, y  una secante PB, voy á derriostrar que PA:PC;;PC:PB ó-=-^PA^

_  Porque uniendo el punto C con A y B por medio' de las CA

porque ambos tienen por n ^ l i ^ k

í .:4P4 Pm hLDivtdtr ■ unajínea dada en media y estrema razón.
■' í̂̂ e d m e ^ o  una linea está dividida-en éedía y éstrema razón

. cuando esta dividida en doS^partes tales, que la mayor es media pro
porcional entre toda Ja línea y  Ja parte menor. Así, Jo qué aquí se nos

tales que BA:BD::BD:DA. \  ̂ ^

AR̂  h dada, levántese una perpendicular
-  2AB. haciendo centro en C con un radio AC, trácése^el círculo
.;unase,efpUntoB^con .el centrorQpbr mecBo de unadínea BCF

>7.,  ̂ secantes podríamos demostrar algunas proposiciones
de importancia, de las que pondrémos, aquí solo las^sigüiemeL de aue
haremosyalgun uso en .adelante. ...i... 0 ^̂ <aes , ae que
p a i^ n o ^ ir ' a '  -  “ '"a l í T ^ á  de las cuales la BM

día: proporcional entre BC y  CD  { to utól .«ceiJa siempre que C B  ^  BC
propórcional entre BC y CD ser¿í ^  7?r

> s y y 0 )  digo que deede B ee puede „V ,r lu s e d „ .r B f f i  . í ® e
isH sea la media proporcional entre BC y CD. ? q e

concibiendo Pa tangante B c ',  será mayor que la media

BC ^ c T " !  V -  -T  radio igual á la media prlporcional ’entre '

e«. H py tirando la BH encontrará á LcírcunferencZ eZ otZ
Jpunto I ,  y  sera secante, que era L. Q. D. P  ■

i t f d o T ' , ‘í e f  § ¿  .'■ í? , í ;  - d

.0 M  BE:BC::BD:BF, y teniendo por ACsupues-

espuesto f  ̂ zóyteor. ^ 0 , dará CD:BE::BO.EFr.BE:BC, é i M r í  t  

% T o-T l . %  d̂ Z S  razones , se fendrá EF:BC::BC:EE,

SA Si dos secantes BD, BF fuesen tales que entre sus partes se

\ '

y i

/

y
\



J

h

y

.  T R A T Á B O  E IIE M E N T A E ,

y tómese eti la AB una parte BD igual con BE , y teudrimos lo que
se nos pedía, ; . ' . ■

Dern, Por la cons*truccioa hecha, se ;tíenen tiradas desde B una 
tangente (444) y una secante ; luego sé tendrá (493) BF;BA::BA;BE 
=  BD, ó .dividiendo BF — BA;BA::BA‘—BD:BD3 pero siendo el ra
dio CE — -|ÁB, resulta que el diámetro FE === AB , luego , :
BF — BA =  BB" — FE =  BE =: BD f y como BA — BD AD, resulta 
que esta^proporción se nos convertirá en BD:BA;:DA:BD, que inver- 

'^tida , da BA:BD:;BD;DA5 que era L. (^. í). D.
. Eíc,. En muchas ocasioncs;se necesita detérminar los, segmentos, en 

que queda dividido el lado de un triángulo por una perpendicular ba
jada desde el ángulo opuesto 5 y por lo mismo: yamos á demostrar que 
si desde el ángulo B del iriánguh , se baja una per-
pendicular aliado opuestô  se verificará que el lado sobre que cae la per
pendicular es á la suma de los otros dos , coíwp la diferencia de estos, á 
la diferencia de los segmentos en que queda dividido dicho lado por la
perpendicular, '

En efecto , si haciendo centro en B con, un, radio igual a l lado me-

. !

r

i *

i i i

f ‘

*

. AÍ

-M. V
. '"I

'-<¿a ̂A;
A2

m

-á

verifícase la proporción'GD:BE::BC;EF, digo que ^stas cuatro lineas 
serán continuo proporcionales geométricas , y por consiguiente BE, BC 
dos medias proporcionáles entre CD y EF j es' decir, ,que se tendrá
CD:BE::BE:BC::BC:ER , y s  ;

Dem. Porque-.siendo" por el supuesto, CDiBE;:BC:E¥, tendremos en
virtud de lo demostrado (̂2Ój teor, \¿̂ ^̂ ) CI):BE:;BD;BE;:BEiBCy luego 
CD:BE::BÉ:BC::BC:EF, que era L, Q, D. D,

4 .̂  Dada una recta AB (fígl trazar un círculo que pase por
dos puntos C y D fuera de ella, y que sea tangente á dicha línea.

Res: Unanse C y D por medio de la CD, que s.e_̂ prolongará hasta que 
encuentre, á la 4 B ó á su prolongación en^un punto tal como E 5 tráce-  ̂
se sobre ÉC uti semicircid.o CBE y levántese en D la DE perpendicular
á feC j haciendo centro en E con el-ra^i^ EE-, trácese el arco EK , y
haciendo pasar dn círculo por los puntos D, K, C (43^) ? digo que será
tangente á la AB, . >

Dem, La EFcj (488) media proporcional entre EC y ED; pero EE-
z=:EKy lue^o la EKes media proporcional entrê  EC y EDy luego 
la ÉK será tangente del circulo DEC,

...Ése., Este problema tienê  dos resoluciones, pues tomando ÉW ^.EK,
el puntó-K' también sería punto de contacta del círculo que pasase por él y |b
y por C y D» - ' ■ ■  ■ - ,■»
’ SE da CD i\e saltase paralela d AB , se dividiría GD en dos partes ■"

.>

'  •> 
l’-  .t*!

y

iguales por medio de una peí y haciendo pasar un círculo ppic ■■ 'A

él punto en que encontrase á la AB , y por los dos .puntos dados C y D;  ̂
seria tangente, á la AB» 'y /  -
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me del foligono de du l̂o número de ladoSj ¡̂  dnddieiido a esta ptrasdoSj-J^ 
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ka  ^edia y  estrema T ^ d n y aeraUaxgárte .ihayQj  ̂ ÜJVL el
■ ono., -

ue/tirañdo Ja s^'tíéne.
.  r ^

í/d¿í,l
i •/> ' r.: ¿í'g

A M  > ó á :ausa de BA =;? OMy será
• '■ ‘f*;

V ' V- • >

común
es íisosee^í

^por^construecion A B  l  
tÁárigulo BM O  5 es isoscele^.

C^Aliora', el á
luegef será duplo del interno O  ̂ _ 
fftiJo ^OAB;í es tai quCí/Cada ; uno denlas : á ■ en la base

es vertige}

/V:>«
%

. . . - M
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a í ^ t ó  AC^rvalen'drtcó vecesi^éi ángula^G^;
Váiiendo tp4ps , dos áiígüIos'ti^ectGS  ̂ o ,?r> r,e;isu,te#̂  
á 'la  qüiiita partd de dos íeetos, ó á la dí^iiBa;de cuatro;'; lueg el arcó

és la décima. parte de da circunferencia;^ y; la; eñerda AB el lado ,
del decágono ;régû aJJ.ŷ >̂ ■{ .̂ r.:-::;

/{Car- i.p 'D e  a^uí se <deduce  ̂ que si se uñen, dejdos en ,4ps los 
adgulcfedei^Hécágdn se tendrá él pent^dno,.^re|jid^ ^

•{Coíídá.P  ̂ Puesto que AB es el ;iádo{del;\áeeag^
^elA l-^ sea e i  depexágono?; tendremos entonéesi que?PÍ ^rco

A BL ' AB  _20*̂  12^ ; Ŝ r zit
6 , ,1-0'/ ; -. ■ ^9 :.4p;,. '¡Ij

'  *>  - i

ti i í
'P:í\v

í )

f
; i  -5  /  < sTf

t  •  ♦

s?

‘t* V-. 
/ *  .

o ‘> .  « r í  >

^Esc. i 2.

b'V c

l^égo/ dá̂  ̂ cüerda  ̂BB; será ? é l lado del ̂ emc^íUGd0n(y o 
ía^ dé? i>5ÜadoÍ5. >Luégo^Jtambien :pddémos: însc  ̂ Ip̂ . de está,

i-5:'̂ 3o:;¿9:'ii2p:̂ &c¿-;'̂ > sí rbvr^ :> p-■ ':--
Hasta ahora sé habla créido que solpj los polígonos d¿ 

tm- niKnero.de dadps esp.resado por los ,términos : de ;éétas prpgresiones^ ̂ 
éráiy'los?^que;'se7pddian inséribir en p l círculo pprlos prpcedínúentos/dei 
la Geornetría;/elemental ;  ó ÍO:que es lo; mistno, pprala/ résolucipn dpr|^ 
écuaciones de primero y segundo grado; pero Gh. TederjGauss, Geó
metra de Brunswick , en una obra intituladla Aripmpicce,

n-y’ I/¿p5Í¿e 18o?i (*), ha demostrado que se por semejantes

íl,»!

medios el polígono’ regular de 17 lados> y en geíieral elide apH-i la- 
Idois^/con ítal^que/ anH^i sea un, número, primerp.-  ̂ /§,P4'4^

499 Probh Dadas dos magnitudes desiguales A  y By y el circulo 
C D F  (fig. i(SÍ) inscribir y circunsĉ ^̂  círculo-un poligono tal y qué 
el lado del circunscrito tenga con el del inscrito una razón Jinenor que 
lá mayor magnitud A  tiene con la menor B,

■ Res. Hállense primero dos líneas O P,O Q  que. tengan la, razón de 
Ai B ( 479 esci vi)P de probl.I .̂® ), de manera q.ue OPiOQ::A:B; sobre 
la unayor OP trácese un^emléírculoiP^Q^yííkahdo de^ e 
OQ, uniremos el punto P  con el Q  por nnedio de Ja PQ ; hecho esto 
divídase la circunferencia en despartes; iguales, por medio del
diámetro D F, la mitad G CF de esta circunferencia en otras dos par
tes iguales, y continúese del mismo, modb. hasta que el ángulo DGK^ 
mitad del-, DGH, sea menor que el POQ’, y sea por ejcnm|o igual con 

f f l  <JOR  ̂ por K: tírese la tangente LM,. que;encuentre en L  y M ' á lo? 
radios GD, :GH prblongádos, y  tírese la DH : digo que LM  es el lado 
del■ polígono : circunscrito , /y DH el del inscrito. , ^

Deni. En primer lugar 5 por haberse dividido la circunferencia^ en 
dos partes iguales, y  luego en otras dos & c , el afeo DKH está con-

'V .A
\

. f
. n

(*) obrase M ía : txáM M iílÍ^ jfL  Jw?0^^
-  r í .
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TRATIABO ÍEIBMEW^
tfeido íitt'totnérc^\^a¿to*Üe(SJSreces; en ila acipeuniefenciSj/j^ltot lo'Uiî -?; 
nió /  í)H > ;^cí ^polígonosi K g n ía r ^ ; ,  esfc) ,es.^;que¡LM ,e5i
lado cíe un pólígdhn'^qúe s¿ puede nircunscriBÍniab<eííPulo j y I)H¡ iest
el' de -und 'qitó''#^uede'dná«ribir. . Ahora , .por ser do8 ángulos DGÍ%, 

iguales, y rectos los ángulos GN D , OQ.Pq,.serán semejam^^
._v 'í tfiángulosíDGN,>R.OQ i po r lo cu a l;', r . v.)j>
G D =eG K íG íítíG R!G <^<íO ® :G Q i perfa G K :G H ::L IÍ!D N n3l!düáD N i:i*M  
:Míí^ I^ufegoiGMiDSl^GPiGQnAiB^jqueSaiaXip Q.i De H.e P. ;̂? y

/  Eíc. '’P'él taistnpyííods' detnostcacíainos que á;.ua...drao leuulqúierai
dé círsuto sf.-dé puede inscribir y „ circunscribir una porción de polí
gono regUlar-í- esto'‘ ¿s> -q, tbdos dos lados fuesen iguales, ;tal¡ que el, 
lado dél ciréunscrito tuviese la misiña razón con el del inscrito qué la 
qáé’ ácatóamys'de<>deeh^'^raidopUal noihábrlá mas;quefdmidiB;lelcaraaí 
¿n doS 'párteS igÜáleSqiy^duegOíiea otras dos &c^asíicomo ¡aqtesdb hct, 
mos hecho,; empezando por toda la circunferencia^ perp debemoS; adyeFq 
tid yd ü e áhuqUélarpórcion d é’ polígono inscritaiy circunsctítar;al arco
es-íe^ular y esto'ég,Uiene todos sus lados‘y  ángulos iguales, ino.por, qsQ
fóí>mará''SiéUipre;paiué^^d un polígono regular inscrito y- eircunscrltQ.  ̂
f 'io d o  el:eídeuto j pues;ssto;isdlo.se) podrá verificar en general eUanii;|| 
(tó '#  arcd’áititüdyén -:dde-queda d iv id id o está  contenido íe3Eaet!úneitt§,|;5l
éMdtódá'Íá_®tedÚhifeFÍdéía /u i ryíi '
'• Ôd- ^  írtícríbihioí un jioíígofíá

dáípÓes-»éró»‘dá'' dimío «tí«iírO;. ele ■ lados ■, uy asi < sucesivantente, da , sOgm

por lo mismo llegará á ser ' menor que cualquier cantidad. dM a ^ory^Ot 
' ■ 'á'Uái y:>'yiy , oul^

Sipíl gsíi^pr.^qlétdpiá ABEP.s(figi finsgifito; eu
el circuló : digo que si sede inscribe un octógono, y luego un p.oJígo? 
ño de Id: lados y así sucesivamemey secyerificárátqué ;I^>sagita BK 
¿ é l ' euádráday seláíiPáS BEédoslVeces menór qué; el - radio: BG, y  la B B  ^,
dSt'pfctogónO mas ldefdos:yeeeSiménpí^:quéila EK;dSltcuadrado^, y r a d
átidé í̂Váiñéñte’} de'maneia^:q;áe;ád eábovde; eierto tiempo, llegará iá;Seí fe'
m étídr;^iíé^cualquier'cantldad;dad^^ pequenauqqeisea . .r -' . , y Q r i
1 ó p á r tr -  SPdividMüOs é l 'á r c q  BA en d p á  p a r te s á g u a le á m iH : y  itira^ 
móS l a  ¿ H  v * éh á  'S é rá é l  M o>3él pplígtíno d e íd u p ^^  dé lados;
y  por ser los cUadtadtoS de lás:'euerdás tiradas d esd é  los estrem ds d e f e l  
Un diám etro (488 comq los segm entos q u e . causan en dicho, d t á | ; | |
metro" las pefpehditíálateS: tiíadaS;ídé|dé lospstrémós/ideyias'ípufitdáéiív^
tétidré^S BA^;BH®i:BG:BRfey como por ser ;pbtUáángulo':£l triángulo •.

l :
—

I ?. t i "  : - \  - J: .‘í J ‘j ' :1
uiera ^

m>1
V

r ,
7 V.

Tá y : \ • ' '  i>. 
> í ' «

' \'ni

í l
iW

BHA.4 éf euadrado de ÁB' eS mayor (489) que la 'suma de rloá'cuadta- 
dés’défelds- lados- BH, ílA , y estos son iguales por ser lados dél octó
gono,* será el cuadrado de BA mayor qüe el duplo, del cuadrado de, BHj 
ó'-lo'-qué-'ea^lpr-mismo '̂BH '̂ scr-a—mas -de dos 'Veces—menor- que BA^f 
por lo que la propótCídií* áritéHbr-BBs •d-aía -que BK-‘y,éSvmáS d?- lios
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' »M .'GEOMETft-fA.'--', (¡fea
■ feces Jnenor que é l  radio BC. Pero BK es/ja ^^gita dei cuadrado, pues
W |«^ol0ngai±í© M á vBK ^ha^ 31^V - ei
p o r  ser también duplo de B F H  ^ luego H M s e r á  lad o  del cuadrado 
inserito  , y cómo llamamos sagit^- en un  polígono inscriíp i 4 la dife-
^tenciá qüe' ááy  tetre él radio del círculo a':qúe Ĵo  está, y el3 teid,?rec^
to de dicho polígono, ^e'sígue-que en efecto BK es la sagita del cua-

^ílestá^-és'^as dé dos. veces dieflor/queicLrádiOé j r íU
Si diyiditños'el arco HPB en dos partes iguales , y  tirapios-las B F  
, estás scráii dos ládteLcon%a(b' dePpolígonp 4 c.^I^ J^dos,-y^^BE 

será la sagita deP octógono, y  por la misma razouíiggte ádies , será 
BH?;BF®;;BK:BRí mas, pór’ lo espuesto ^ntes, BF® es mas de dos ve-.
cea m enor que¿BH® j  M ego también- s e rá  ;B R  mas de ^(íte^veceSjJmenoir

®  i  y  eómtr #;' c a ^  ijhscpitempí.>un'' -|icJíg  ̂ ;de duplo
ftiúmeró dé lados, hacemos, mas deu dos; teces menot- áí"la tegita se
d e th íé e te sa s te  llegarém os a tener á l cabo de . c ierto  tiem po u n a  
áagite^H ífntírJtjuetcttadquier cantidadj dtea:/3porí pequefia^^ug;’| e a  L ,

.y': v“'Í 1 n *.•' •’t -V- , a - í ,te'" 'te"'" teo te>, tetes; .alíHi:-:í te
5,01 I^ado^^ regul0r inscrito, ¡ en un

®  yffun^£ribi l̂syoim-:deJr. hmmo¡ numeri Áp, ' 
láo dc'éPtetúltM

I

• j

• A
1 ■' '5

"A !
V í ,í í  ̂i i i  ■ .

rfc;'.:. •íŴ •  l9*

ta];te ■

(9 íl
áÓ SiV

te  ̂ « >

t) \ \ J t i - , í  I-ií ‘ V. '1 ; V ' -te ̂  * ' V¿  ’ 1 ̂ , j.' V < '

1' ' I-'

no Sístircn^
i fin Mosi fisf ifim os í <te {fistc®

teWjí.í-y 'í -vt> tey' • !i'
gadibs y s ’ tpeE^naiauláres íAFji^íBA y B 'íS í^  t e  elíConjuñtoírde,éstas

' réS!qufispiútangeníes:ídel.iCÍtKuío':ahcde‘
m.5.- >

< •

}ŵ;>te'
*

. ' * V

J/9 f

';te, 
Éi7.'í', i

. contornó^^
Joste t̂ i

: $ !por,que ióSii
y u ^ w x ^ y .

.V kl te'.rCircmnScriíío.te.u;íj "Oií ^
k^.pAÍjytefcBe-í&gjtsortnQdos^gúafe

. c - . 1  * . * •  «  . .* .*•- * . -
- i r.-f

’/A
•’C ,r- i m

4Ki 'i r •!?»<'. I .
ion

tepor.,estos .

itr'.J t ̂ .•r? 7 ̂ -igr. s.ftev'.v"ísliteV ---
y  2

mWi'-

cuerdas de “les arces: iguales ah , he Stej: yípor, las tangenje® 
-hB >&c,í sem también; iguales; ( 4;5í3 ) j luego “rte  aAby=^bBc 

‘  ̂ líB =  &Cte-detedbndetesaiej£ambieja '
uienté ;ís>*, . , - te g o ic l poiígpuoi

g te  1^^ _áúguÍGsldgu^fe^^qrá  ̂regular, c¿tóteseif3deírc1 1 ‘V •
i A* 'ífT  r .  i \  a ^t * te

í; í ^Para hallar-el váloríRelsládote^Bvt dtéinpóiígópeodféunscf ñ/ • > 1 •' '1 « --V k  ̂  ̂ _ J? * *  ̂ * «*te
ppjteervarámos qué por'kér el áh^o>iOaA?i«éí©ií ,y7él QGb tam bien, por 
|te: -sete la í aG perpendicular á GA^ los triángulos uGO y AA>Y48éí eor

»:OA corán-I J!-L . '! i;re
litete-•JI

.t

ja.̂ ŷ sei^n] semíy  ̂ ademas, del ángulo recto d̂ichô  úeneo co'̂
tntih lel por̂  ser sem^ámesy;;darán^G?,^i^ mediano del

)‘;tewG:(sudado menor rñedianote del íriángulo
(su ’ ' " ‘  ̂ ^

i'*

u'eíior) y y;;comütena propórGÍón' ®oise
MI n‘.ai tmicrrî o. Iwo ^

con ai?, lado del polígono inscrito, y el segundo con AF , lado 
CUnscrito f  y l l  piroporcion de arriba je, será;  ̂; C 4í» ..
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•^5,

jQG- ' " 0(^OOiub/iiJ / lí?&' 'Óbií'4T̂ a' 'V-b.:
I ^'oiiO Ü ; '

&

'■% 
T

A.' Í V Í : V » 
•

> r ; - : u ^ '  ; v f . o : q : : o u

le llamamos

• ! > á :  " ' Í  i i ^ ’ '
- , i  *.

f  Í  i  -L-,

\  f
'- ' U  1  J / .

l ’  i  U  .

> i  ; -----

- Í,

i 5̂  «i a} laáo-^enpr^fe
■ ' . ^ • 1 3

•• í  '  ■

^  aX
k .?

* i

^alf^con;  la-uiii^ #
' t ' i if » r  V  »  ! •

• ^ . i f i V V .  V i t

‘  ^ . .  • V  .

'  • r

o l q n o /Ili. Í-3 Í

J  Sitii !fétíjo  ̂=f¿̂  dadóíínaedíos para^insqn^^
de duplá M  ladps &C; pQdrémos tarréien^ckeunscrib^^^
d í i í i í i ^ í rp ^s^&Acknos:;d^ resplivéf^lfdigOfiol^^hkipló^ cmdru-^
1^0 /M/ttiibft pÉíni' tambiéñ̂ ŝ ^̂  ̂ r̂ 5oJís;riétí elv .problema

^ h tb s
tftediosbdi'I:pS.íatetí^ P4a& tasg^ntes

&c ^ue será regular, por tener í̂lús  ̂ángulos y  lados iguales.. >En. e^

'  f ' - ¿

•» ' ,au j"^p^ ¡quedos iados son ^úales^ oí>^íyárenio^5g
¿ttó^i.tíramós las Q A  , cuerdasdeia^jcós jg u a fjá
íKg^iYÍvbordójácabadÍ)5i^ídtoosmi^-d0s/má;ñgüJps

y:^pox:vcáñ^|i
' 'v/M*3  ̂ I s ' - '  .  ' k t .  ' .• •  1.sl---¡,'¿ ( -V J. Í4* ‘ )

b  5¿ ¡^díñ Gírm/ô  ̂ cirB
f  &e. y  ; 

;un t)o/íffonó • r

' > •

malquiera y y^eípuss »tvio tíB̂ ¿iíí|)/o ;:«á«w  ̂ i .° el lado;.
ú l0 i^^ s ^ d ; m ás d,é>:d^f v ( ^ e ií ‘'rn m óy ií d eh  a n U m H  y  ■ “ ^

: /bt<
Z>m/ Sea MRUO (fig.. 164) aút .cuadrado: circunscrito a l circjiíciíi

■ íii
%

• -■ Íljp
■* M•■ ' I  /N’.*4 
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• si tiramos los radios oblicuos CR, CN &c, y por los ountos en oue
■ eStó'S- eoítem á 'ia circ'útiíeréneia tiramos,las=.-tangentes BT NP &o 

qued^á ,circunscrito el octógono ¿TBN P &c , que será regular í esc' 
antee.), poíqüelos triángiíloá en que dividan á cada cuadrado óCAM

ivii^AyAL.D, DCíí, y por GOíisiguieme los arcos bO, QA, AD 
■ qiip ips  ̂niiden̂ j serán tambiea igyaies,; ^  ■

pOT^Wrectángnlq: etíiD ^
tenusa BR >  BD ( § 370 ) y como .el Itriáhguló ABD.es isósceles por'

qué es ia initad dni
arco AcD y s e r a .B l^ B A ,^ p p o r  Ip ipismo ® R.> BA ĵ por k  mis t̂a

RA -  ordenackmente será
B R -i-M N  >  BA . ^  N A —  NBy pero BR ^  M N -= ÍÍr ^  NB ; lúe.-
go la desigualdad de antes , se^cónyertirá^ eu M R 5 j.

). a . ■ ambos 3 miembros la NB,, será i M R  >; sNB ó dividiendo
y

r 2« se
♦ S  •

A -  ' i

, Ó NB
t  i

f

i  y  cómo N B es el lado del
•V-

octGgpno , T  M R el d e l cüádrado , se sigue 3qu e  d  lado d e l octógono

m o s cpcunsenbierídospm güiíofe dé dup lo  - núm ero d e d e m o s í r a .
“ “ * T  ^ cada operación iría  siendo el lado del

IX  caa tid ád R ad a  p o r.p eq u eñ a  q u e  fuese , que

'í*" —-  ‘JUcvOsda tságita.' del- po lígono ' c ircu n sc rito , po r se r  la
d ife rem j?  Oblicuo ■ 3^éPrecto  ó radio  d d  cD d tlo  R  au e

^OPíí(í:^^.ei.itri%gu

t í  4^. mitad: dd-
ví)f ê-̂ íO=-OUOí;v]v̂  'srjúiOii-A... r)

y por lo mismo 7 «.
CRxDS I r  -  )

Ca C« Considerando prada también la es per-̂

íidí.Sa* .  « - j

^  i  y ,p o r  ser

inscrito.

este tvalor, ¿erá ?

DR

I  paral? aR  'BD^^Jd ^tíiáttéutó CDB

C B n B ítB e -  peni d tR s b  valor dde Be entra
• '  iJ que es más de

yOíWO I , P A R T E  ¡ I ,
veces menor que DS y ademas'ol

21
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I c

otro factor es rnenor “que ^  x C R  ? pO^que lo$

/ ♦  ♦ 
• V' ’ V ' I  t

•• : if*'

•• T
r >.

el ivalor de Bc será mas
. á cada circunscricion deÍ . - . ^

* :r.*<.';U
-m
■ : ' . ' éI • <•'y'  ̂S i ':: Ú

'  '4I .1
- k <

' ^

.V,-U*. :̂ á¡.
i:?-

6on iguales j y  CB es menor
de dos veces menor que el de DM.,  ̂ . , . ■ , .
•Dolíeono de duplo número de lados j vamos haciendo la sagita dife

S  lnismo llegará a ser: menor que cualq«iey canudad,dada^^^  ̂ peque-

iía o.ue sea'A que/era-X». D* ' ^  j
‘ ,S) V  fTeói :̂ Si en m  :círcuh se:!inmib0 y mcm!tcrt^^ |
m^mírno número ck lados, y despues

perímiro del circunscfito.y,/del dnscrUo , llegará á sir m?«or que cuní-
a u ier  cantidad dada por r  '  ̂ ^

vuiiíDem, ,Por sen semejánteslos .jtol^onosjrtígnlarescde.mn;mtsmo|^, g

ra d ip sríto sy  luego a  al ‘ Í
tnos'P, R  á su radio recto, que es el radio d el;ti^ u lo , ai pennc - 
,tro deÚnscrito p y. r ,á SU rádio: « e f e  tendíémos P:í>::R:r., qiie ;dt-

P - - p s P n R i^ ir i^ y  de dondsi«áiegM--“:p= r̂grri-  ̂ ^
i í ’ : ; > h í )  ! ■' . : u u í :  p « 0 :  r i g n o  k , - n i p  o l « ! ^
^éro R  « --r , que entraviComq>|actoFiien!,el:jyalorudetB*r»pi, If ííu-

<■ í

'  * 0

' *• . ié

w

* » f

i 1*̂ *̂

■ im
■ X C»«,1■' '4 4v5

Ulcüero K - ~ r 4 que c i i L i A - j -  ^
Jita ( 469 ) del polígonoinscrito , tl^ cual va i smndo, maa de^os

Sdeúm rt& ife rin c ite P  ^ íd ^ iJ o ? . petírttroS^rdleg^u^ r f  

^  Gór'. Dd aq uí ise infiere íqueJíjídai dtferenéialifintirfesJ peramétro -riel
Pblígoúd circunscrito: y êlí del>inscHtoy ipuédle sferi-m en^iqp 

i  polígona a -ci/u lo  en:i¡ue -m  M fm riom  eíitré
otro v in  circfenfmnciu , síU w ew rq

'  * ■ Ir*:Ü

V f.i

•̂* -

’̂ ' ^ l ^ a r :  esta^proposiciprí  ̂ p 4ÓÓ
p on  'A  cmsl ij. qI '!Ote.y|íf

d*(R— r) s ííúrBft
• 4SV ■ .  "\yj

j» /7í «'mítíTAVfi siñTH'brC á/

*

'^despues GMtinúí^ídfli 
^^Mas pues (pie la

et número ide ¡lados: dei kpsjM
evidente que continuando circunscribtenuo »* ” í
cuyo número: de lados sea siempre m e ¡ iA m c r é m d o le  poligmes

^  '  '  '  ■ V  . . . .  i , :  .  i
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B E  g e o m e t r í a , ,
 ̂ 5«r «Í» ; pues como k  circunferencia (459)  es mayor que ei

perimetro dei polígono inscrito , y menor que el del circunscrito ai 
acercarse estos penmetros el uno al otro, se acercarán con mas razOn 
á la circunferencia j y si la diferencia entre dichos perímetros podia
ser menor que cualquier cantidad dada , con mas razón k  diferencia 
entre ekperímetro dé nnO de los polígonos y la circunferencia , llegará 
á’aerimehor'.qüe cualquier'cantidád^ d que sea. '
, «ioí̂ ; . Teor.-hiaí! loíicírculos soñ entre sí como sus

radios ó diámetros*
í.ipem ,^  Pues que los perímeíros de dos polígonos regulares de un 

mismo numero dé lados , inscritos ó circunscritos á los círculos son 
skmptecotnGiossradibS'de.dicheséírcüfósSj'SMkmamos jf*,F á los pe
rímetros de idosít polígonos circúKScritosh y á  los radios de los 
oiEGulOs á-quedo éstaiUj rendrémos PtP-hij&R', ó lo que es lo mis-

\

mo
R

p / ^ ^ V y  ôs radios no varían, indica esto que la relación

Cibuis tanté̂ *̂  Sít)/A f' >V'^
;  * t  fW i •• >. X  i . , i h

OjC  ̂'las. dreunfererídas de los drculos á
A  í  «  * . í \

que están circunscritos los p o líg o n o s , se rá  ¿  la relación de dichas
-íi'i íjiüc/.n oi-i {■ .') ¡nrn ^ ■

c ircun ferenc ias, y  tendrem os aq u í dos cantidades variables P ,P ' que
?*»

acercar t
c y 4  ̂/y

mo se quiera, y cuya relación; —
• . - V

cbnstantés- -Ü,G' ( cor, antee. )  tanto co- 
P  R

R ' es.oonstante; luego en virtud
J y-

de lo detñostradQ ( 328 )  se rá
O: : i \ í  > ; Q  f / r. i ^  ' Í . \ /

p c *v

u t /

- > de donde sale
/ .  V / • ' .  r

R _

, , m ~ c
C tC i:R :R 'r.2R :2R '::I> :iy .

^uquíí se:mfiOréi>que 'tói relación: qne la circmfiremiá
tiene con el- diámetro es la^misma en todos los círcMUs : y  qu e  ño r lo 
jnfsnie’/aí conóceñios la rdaGíhniVinA; if>i __ ^  .

h ?»í)
}

mf-sintí/d coribceñios la relación^'que  ̂ u
A

D  tiene con su dr-
i í

t . necesariamente que la cantidad ~ ( R
' 1 W * -1 1' J ' í ̂ > í a r * *t ̂ ' fc V ?? rá á $et

1

i' •-* I N

\  ‘

menor>qaedntami!dad-M^
— T  comoítenémos demoHrado é el escolio del  ̂ $ 2 , que hay espresio-^

disnñnuyendo^yy que sin embargo janias^llega
ran a ser menores que una cantidad dada ], resulta que es inexacta y de- 
pctuosa la eonclusíon de Mr. Peyravd , y. h  de em s autores que: ̂  es- 
frCiPctti cr̂  Iqs tnijmos ‘ 0 iî álós'osü tértTiiñosp : r-. .

. y

./ í  \ S-» .« . - > M  /

\

I... . . * •

i¿:.".

\
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164'.
cLiaferencia .Cj:;haIlaféiiioS ia -̂gircUnfereírciai Qf í̂:J^ í̂ ŝp<)ndieílró'i ©ítioi¡̂

í . f  ^ i . r ,  V ' ,  , 1 : > : '

¿iáixíctro cualquiera diciendo I);C:;D';C'zr:

i
■ i 
•• V . i 
-  • \

 ̂ : f *

\ D
> V* ‘ .» ■< i

• >

I* J 
;.  f. ,*<I r

•  ̂ rV. :  f >
■J'

. Cor. :2.° .También, se4Uíiere.que uW vez. 
tieucn la misma razoii,que'j &.Us.;:diáiiietj 
cuando se parran .por .UU; mismo.nwii;erpi sus

que Jas circpnferenei^s ̂
aun :.ií̂

'  ^ ' * ^ 1

términossi.dividim -
¿enéral .pc^ ^yla::priipera5:J? ẑQA;d^

n.~,*

y

sera ::D:J)^
2 4

I •  : X \ ^  4 l./*\ '  I r t  \  ^  g  J

n o s

p o r 3 , po r ;4i, y ,e« ,
C C '  c  C '  - e

r* t .• í  í -  '

cias- y en. general Ioí yarcoslde:,,iî  ̂: : ^  \Sfef gftíieíoí [, que snm ;;i|
iQS -qüi se llamanl\semefante),i<tiene^,jai;juism
tros y radios, "■

. »[505 Probl. Hallar íq reycip^ ,(tpmximad^^
cunferencia

• *  I  AI ' • V ¿ ;  :•

i’’- íi‘PA
'  >.TX*.

Círí̂ í̂
i ' v

..>t~

S I  se^toma’̂ por'unidad £ t̂é radío, el perímetro del exágono inscriiój-||
1

,  ,  • .  •• • 

se rá  6 y

\  T.. K"Ja ,ioniti,i:>ocí,yu:i ^oíil>-:í¡? l̂S) n̂ ár-̂  í)í.í* ; |
‘  ̂ , nos dará en este mismo su-©'I) L

■• T «y

r 'C 'S r li f\ I -• L /

puesto , ,paira; eJ; .ladp. ^ f*r i  A '  / '  ¡ A

2 X1

♦ '  :V j>

.-í 1 . ;^ ;

■ ;:'J
'  ;:'í.

. y

'r,,>
ti

\/4— i® :a

SU
i. A ' X j

ro J  será  6L  —
í$24í‘í 3í!4 ĥuh’'í

■m
:¿k^L

• / r

^  insiíjj. osa í||
< ■ ■ ■ ':)}

X-
.. .  - . .  a

’ '  • Til'

■ ' ‘ v 'h

-1
♦ < * 1 *-•

*  f .  I

^• J f ¿ í' ̂ ̂  - f ̂ 5 < li
igual con la

'■  if-
.  J

sera • * 1 f  -1 -

. S' , V '  • 1 . . • í * ■
 ̂ - i\ . M A '  i '

íM

X\ í'C,:
íe;íkrr:^:;yiSl>í

,  , ,  _  ...............................................................::;n;V3'-^íí. .irrtlv  ̂ -'í _

inscrib5mos póMgonos ¡de tiíás Jados'jrtendrémcís Valores >tí3as> irtóiediá í̂
te s ; por ío,,ílu¿,, ,para.hallar la.circuníerenGiadnscribiremos y xircuns^j
cribirédios polígonos 4é un gran número de ladps ; y como la-diferen-J' 
cía deXos perímetttis def,eltbSí4Ya,idisminuy«nd«:iá,>proporcion ciuê wiáS
sienciés ma,yor'el númfero de lados , ron ra^n^ disniinuirá
ferímciaí entre el perímetro de uno cuaiqi"»^-’.’ '
renaa-; y así' 4o haremoiriporV^aiedlo "de'

-:,7Sü

m

» .  % 
- f - ’.

m?Jy j

•*a
que , ’éñ nuesiío casó , poí seTAB

I . > r  i
1 *j \

se. convierta,en 4 i
a ai valor de esta apótome

I A  M

/

■ -j:
1 *•*'

" j

/ 'N .?rr..
‘in l
,H4
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PARRAFO 50S .
% •

ci — 2̂— ..... ......................i ^̂ 2® 9 3 5 ®Z4 4 3̂ 4 5̂ 5̂ 3 ^ 7
a' (3,73205080756887729352744634150587,2367)—..,.. 1,931851652578136573499486399457794734
a "  = y ( 3 , 931851652578136573499486399457794734) = ...., 1,9828897227476.20822289115053857125742
a ' ! ' ' = y ( 3 , 982889722747620822289115053857125742) = ..... 1,995717846477207013476139582545555211

= y '(3 ,9 9 5 7 i7846477207013476139582545555211) t z . , . . .  1,998929174952731288859672892485719895 
fl'' :^y '(3 ,9989291749527312 88859672892485719895) = ....; 1,999732275819123565725494298120200056 

=-^/(3,999732275819123565725494298120200056) ir:..... 1,999933067834802206915207621158278230 
a ° ' \  =-^^(3,999933067834802 206915207621158278230) = ..;.. 1,999983266888701298295117241 137669420
^ v i n  —y  (3,999983266888701298295I I 72411376694 20) = ....  1,999995816717800362083327448653700943
a“  n:'y/(3,9Q9995816717800362 083327448653700943)=..... 1,9999989541179176655222196474928028158

= y  (3,999998954179176655222196474928028158) = ...,. 1,999999738544777074097150310343234696 
==-{/(3,999999738644777074097150310343234696)=:..... 1,999999934636193200417477744298215987 

« y  =-{/(3,999999934636193200417477744298215987) ±r.j... 1,999999983659048233347693276060267954 
=:y(3,999999983659o48233347693276o6o2 67954) = ...»  1,999999996914762054164631050491770769
—y(3,9999999959i4762054i6463io5049i770769) —.....1,999999998978690513280389495707074128

a % v ^  =^(3,999999998978690513280389495707074128) =....¡ 1,999999999744672628303799357242446085 
=y(3,99999999974467262 8303799357242446o86) = ..... 1,999999999936168157074931213267808860
=1/(3,999999999936168157074931213267808860) = .....1,799999999984042039268669139189276543
=y(3,99999999998404 2039 268669139189276543) =  1,999999999996010509817163305789339400
=-{/,'3,999999999996010509817163305789339400) r r ..... 1,999999999999002627454290577759336118

a " ,  —V /3 ,999999999999002 6 27454290577759336118) .......  1,999999999999750656863572628896834112
:='y(3,99g99999999975o65686357262 8896834ii2) 1,999999999999937664215893156252771037

a""” !,: =y(3,999999999999937664215893156252771037) = .,... 1,999999999999984416053973289002477919
= y ( 3 ,9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 8 4 4 i 60539732 89002477919) = ...... 1,999999999999996104013493322246824805

^ x x t u  —y ( 3 ,999999999999996104013493322246824805) = .i... 1,999999999999999026003373330561469037
—y  (3,999999999999999026003373330561469037)= i,999999999'9999997565oo843332 64o352 44o
= y  (3,999999999999999756500843332640352440) = ...., 1,999999999999999939125210833160086937
= y ( 3 , 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 3 9 125210833160086937) = .....'1,999999999999999984781302708290021680
=y(3,99999999999999998478i30 2 7o82 9co2i68o) = ...i. 1,999999999999999996195325677072505422

---V
t

♦  ^

Como «t es la agdtome del exágono, a ' la del poli- t

gono de 12 lados igual á 6x2^ lados, la deí de 24 §  íriismo ntiiíieío dé lados, es tesulta que
lados 6 6x4 = 6 x2̂ , la del de 6x2^ &c., se sigue §  , V i ” (íO
que será la apdtome del polígono de un mime- 8  el lado del polígono circunscrito de 3221 2 25472 lados
ro de lados espresado por 6x2^^; y como añadiendo S 0,0000000019505574390228795747 __
á esta apdtome 2, tendíémos el cuadrado de la apd- o  = ^—= ± ::j ■ —l ..— ■ ;---------
tome del polígono de duplo numero de lados de este o  ^  1-0,00000000000000000095116858073187364
último, á saber que corresponde al polígoüo o  0,0000000019505574390228795756.
de un número de lados espresado por 2x6x2^®=....  |  Multiplicando el valor de este lado por 161061 2736,
2X2X3>í2^®=3X23°=3xio7374i824=322i225472, se o  resultará, por las razones dada's arriba, el perímetro 
sigue que el lado del polígono de 3221225472 lados, |  del polígono circunscrito de 3221225472 lados, en el

/ ,xxto_4Z-^-7-5M?^2_ ; Q supuesto de seí el diámetro la unidad, y será:
sera l  —V 4  (a } — ..............i Perímidepolíg.circunscritode 3221 225472 lados=
-v/(4-í,9999 99999999999 9961953 25 67707 2 5054 2 2)—; « o,ooooóoooi 950557439*^^ ̂ ^79ú756xi 6106127.36=..
y  (o,000000000000000003804674322927494578)=.¿ Q 3 í^4 i 5 9 ‘̂ 6 5 3 5 S9 7 9 3 ^3 9 ^5 5 6 3 4 Í̂ 4 t 6 .
0,0000000019505574390228795747; este valor está S Bien se ve que ambos perímetros tienen comune^s 
sacado en el supuesto de ser el radio igual con i , yi K las 17 primeras figuras decimales, y que se empiezan 
por consiguiente el diámetro igual á 2; luego para o i  diferenciar en que los d o s  guarismos siguientes del 
hallar el perímetro del mismo polígono en el supuesj o perímetro del inscrito son 84, y los del circunscrito 
to de ser el diámetro igual con la unidad, en vez dé 98 ; y como la circunferencia es mayor que el períme- 
multiplicar el valor Ael lado sacado en el supuesto de 's tro del inscrito, y menor que el del circunscrito, se_ 
J i = l ,  por el número de lados 3221225472, le multb g  sigue .que los dos guarismos siguientes del valor de 
plicarémos por la mitad de dicho número; á saber, por g  . la circunferencia han de valer mas que 84 y menos 
i6 io 6 i2 7 3 6 ;y  hecha esta multiplicación,resulta que g  que 98 , y por lo mismo el guarismo siguiente de la 
el perímetro del polígono inscrito de 3221225472 la- g  circunferencia lo menos será 8; por lo cual siendo
dos, siendo el diámetro la unidad, es g  , será 0=3,14159*653589793238 y algo mas;

Perím. de políg. inscrito de 3221225472 Iados= g  pero como este último guarismo pasa de 5 , podrémos 
0,0000000019505574390228795747x1610612736=... g  omitir el 8, y lo que venga despues de é l, anadien-, 
3 1415926535897932384060833792. g  do una unidad al último 3, y tendremos por razón

Y como llamando l  al lado del polígono inscrito g  aproximada del diámetro á la circunferencia la de 
siendo ü = i ,  el lado del polígono circunscrito^ del S ^"3 A 4 i 5 9 *6 5 3 5 8 9 7 9 3 *4 >

^ 4 '  ,



-  ," D1£ GEO METU
mos ei valor de ia apó̂  B̂ C (fig. i $9) , y anadiendOiS = y volviep-; 
do á 'estraer la raiz cuadrada /  nos vendrá eid e , resulta quOí 
si á Sic 5  las liainamos &c ,  por ser la iniciai ’

de apotoKie 5  y d los lados del poligouo correspondiente 
tendreinos'los valores contenidos en la adjunta tabla,
/ {Esc. Él primerb’ique.sacó aprpxÜTradainente la relación del í diá-i

metro .'á la circunferencia fué At^^uq^es,,, pues demostró (Archim, 
Op. prop. 2 .diê cil;;; ̂ I)i□n*,) , que siéndólél.diáineiro^  ̂i con: r ,, 
circunferencia era menor que 3 4? y mayor que 3 ^  de donde, toman
do él primer vatór aproximado de da cireunferencia , resulta D:Ch;i: 
3 ^ 1 7 : 22, Adriano; Meciq dáí porri-elacion aproximada
de 113 : 355, que es muy fácil de; la tp̂empria';̂ ^̂  ^0,
háy mais, que ponelr repetidos los tres primeros nú.meros, impares , y 
tomando los tres primeros guarismo  ̂; de ésíe co.njnñtO; ,;espre$ar.án\ei 
diámetro, y los otro? tres ia circunferencia  ̂ Ludolífo Van-Ceulen la 
sacó con.'3̂  guarismos decimales,-y Lagni en ia$ Metno îas de d̂ - 
Academia de cíéricias de Paris áSo de i7f9 ,>.la presentó con 127 gua
rismos, decimales: exactas. Hay ô ra rdaciqn deldiálnetro á\ la circun- 
feeíiciá 'que es la 1250:3927, encontrádá’̂ pbf dos Ifígieseis etí'uná obrá̂  
de los Bracmanes dedá india*, iquê eb kiáslexáeta;y,;.defíe visos de seí? 
mas antigua que ia de Arquimedés. Gomo egta relacionses el principio 
de donde dimanan las dpriñeipalés: aplicaciones de lás Mateínáticás;  ̂ y; 
es una cosa hecha por pocos, pudiera suceder que se hubieran equi
vocado | y' ád ĥé-̂ ratado de cerclofaraie por ini^mismo de la exacti- 
tiid'íde dichábrelácion, y la-he saícado cómo se ye en da tabla, non 17 
gaarisino& iéxiactbsj. Mas pqr. si algún caso; nd bastáse esta aproxima
ción, he calculado por las series cón¡lós 34 primeros guarismos decima
leŝ  exáctos"; la de V \ 'U- • i
I.: 3, i 4 r 592Ó5 3 5 8 9 7 9 3 2 3Í84d2*6 4 3 3 8 3 2 7 9 5 '028 ,558 , como yerémos ( 
bla de lâ  pági 223 dél tomó \ M  ̂ ^

{He visto citáda; i una obra huitnhda. Thesaumsylogarit,micus, 4 0 : 
ihiprésa duí Berlih , ' en 'fe  está sacUdá fe siguienm refecion

del diámct'ro' á la circimferénciaij ' - i ~ .....
Ii3 , i4 fc592ó3 3 5 8  ̂ 793238 4 ^ ^ 4 3  38327^ 5tx2SS4  í 9 7;id9 . 3í>9 3 7 5 , 
105^20 974944. ^92307'816406 -286208 998628 034825 342:1Í7 
©67982 - 148086 313282 306^47 093844 609550 5:82261 3Ó &cy 
CÓn Í40-guarismos decimales exactos. Por . ésta relación de: V̂ ega se 
hecha dcí vey ' 4 4 ^ qhe/ oeu el lugar 11:3 debe,ser un :S

-• .. . f '
f1.

>» t I  • f  í t ♦  p

\  ^  J  1’ .  » i K

■ ::T.a heytmido la ' satisfacción de adqumr dichay.obra 5 y -en e~ 
cto este, es él número que Jaca, Mr*. Lambert en Las ■ memorias de da. 

Academia de JBérlin año de 1761 , demuestra que la relación: de la cir-¡
euñf^Kéncia M  irrdeionaU  ̂ r / ,

k
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TU ATADO ELEMENTAt ^
y 'nb un 7 cotño se ha impreso en todos los libros ̂  vsbgún iá felacioaj
publicada por Lagai. .>í , ' ,V. ' i • V V - ■
' Cor. Una w z  qiie siendo el diametro 1 ,̂  la circunferencia esi

o Ta;i eÓ2dcíc8o&c, r  »qüe las circunferencias son proporcionales con,
fúsV ám etros, si llamamos C á la circunferencia que tiene por diárj
raetí-o *B ,'iendrémos tomando‘los>dle,z primeros guarismos . :

i*i^,,X4n5^2<5530i:D:C'ts * ■" -  3,̂  .....
-ir' - n ( - 1 . I'.' ■ - r s T  • ' i' ■■• ' ■ / ■ M t ‘ ,í
u SI én tez  de: D siístítum^ su valor 2R ,,e s  decir dos veces el. 

radio s seráí cambien: el valor de ia circunferencia con relación al ra^
: .,Grt:35t4i59Sd53d><íaR=M83l853Ó72XÍL ñ

Siv d.adá lili oircunfereneiai-j (juisiésemos haitór  ̂ elidiajnetrOj íinv)er\Uíi 
^-la'pfOpoíefeu de arriba>j y'sería:;

t
iíí:Ci

é> i ¡ t J

4 ! \ *

> ‘ I 
^ 1 2 \ •

* r  • ; J

■ -l'ilOT

 ̂ .i i . 3jI4 i
x c K) < . • i

; \ > ?» •*- .sf t'l
’ y ’ ŝi tíúiaés^feds'daíUr M íadid^ ■dadrla'tfrcüíift^* /

íeiicra-:,
ci(ibj5

R
.-.a.

tomaríamos yk mitadc del
k ^ Ójiy Serravb  ̂*s' ■> i u. .h 1

i
\ !

o>3i
J  ' L  ̂.

2iÓ, I
V- '  > i %

í'-
, 1 '■

i • *o c

r- J V-  ü

/E l método de íd̂ ue ée (vale Mr* Schwab para eneoritrar k  relaGioU'** < £ii mGlUUiU UiW ------ - - 1 .
del diametro 4 la eircunferericiá es îmuy seneíUo éuingenÍE^oií; ponlot 
que no podemos-dejar dé darlo a: cbnocer j para lo cual seííiece^itáf re*̂
sólvér- c o m o  'preliminar el̂  $i

>«k » . ) f - - «r. ̂
.• . ; . í (. .i >t¡ o : i;̂

d.C'U -. ' V 1'r . I- • '■ V' i' i'.S' f' \ *'í  ̂sllOtÍ!
*iÍ0i V V;re** , '<V •>.XV:.. ItiV' *í !?u

f i

>»

cum ríto ái m  polígona (regiíw j nu,,i .̂ h í  y>
~del circuló circunscrito á, otro ^otigonóAdél mismo ^ertmetro y q̂uC tenga

> . . .  T  _ 1 .. i « .* ,. . -. t . ’ I .

',>3
/•/

'."íi

di*pío tówiéra-di
n . ) S . 'v A e m r : S e a  AB)(figi 308.^). élSem ilada derpp lígono :dadq  p  

«1 MUtró ‘ O A ^será el radio del circulo inscrito  y  B B  ¡el ,del circuios

:vil
■ íl?

centro; owi» v*  ̂ i > * .
Sóunsfcthó ;tvptotongiiese ,^0,hastp que enqqentrq ql,circplqyircutist
S-ito  ̂£  C V .tírese la  BC^; el triángulo vBPClStencb isoseql^, si, ^
bajá; OD iperptepdicülarmente sobre BĜ > se tendra^CD BC^
taiido' B É  paralela, á A B s e  tendrá del mismoLtnodo. BB;s;s,^
riéfd*el ángulo Inscrito C  :es la: mitad de- A p B j luego toma B E

él ángulo en el centro dé este será la
tdndH'düblO número de la d o sjy  como, en. ----------
de eStÚs lados será la mitad de un lado: del primero, e ^ ^  do& p^Ugo ;̂ 
nos t e n d r á n ' un mismo'contorno. Se trata de valuar CE y  C B ..

<Pero se tiene CE s s . f  AC =  f  (AO:^.QC,)
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DE g eo m etría , .
cl triangulo rectángulo COO  ̂ cl lado CD es medio proporcionál en- 
treC O  y CE ó entre OB y CE, Luego si se designa por a el radio dei 
circulo inserito en el primer polígono, por r el del círculo circunscrito, 
por â y /  los radios relativos al segundo polígono cuyo número de lados

S  ^

es doble, se tienen las dos fórmulas muy simples, a 'r r -__

Probl. Hallar la relación aproximada de la circunferencia al diámetro^
V * ' ' s *  • . ' * '

lR.es» y Hem» Sea el lado del exágono i , su-perímetro será 6j y
%

*

6i AB (fig. 308*) es el semilado, se tendrá OB =  i ,  y OA 

~  V  liiego si en las fórmulas de la proposición

V I -I

•a' 1  y |C
- — • V = i j S2 obtendrán los radios relativos á un dodecá-
ganq ó polígono de doce lados, cuyo contorno es también = 6 j  apli- 
ctodo’ las mismas fórmulas á estos dos nuevos radios, se tendrán Jos 
radios relativos al polígono de viente y cuatro lados del mismo perímetra 
y- continuando I de esta manera, los dos radios se aproximarán y su di
ferencia acabará por llegar: á seri insensible en las primeras decima
les ab: .mismo tiempo el perímetro del líltimd polígono no diferirá 
sensiblemente de una circunferencia de círculoj entonces se tendrá el 
radio deí círculo cuya circunferencia s=; 6 lo que servirá para hallar 
la reiacioa»pedida. . . , . , . , :

<He aquí el cuadro-de-, estas operaciones, don'de-la.serie de los nú^
meros rt, , está, cakuladá tómáhdo álternativamen-
íej Jaí-senlisítma y  la .media proporcional, -

1 <

i «íf /adoL
• I

|.

d radio
del círculo inscrito»

r, o del /i
circulo circunscrito

h  1, 0000000
ih y.,.Y,.v.,;íi,^ík.„Vi05 . 9 3 ^ 3 0 : 1 2 7 , ; ; ; . 9 0 5 . 9 8 : 5 8 ;

.....y*'*'*............ * O) 94P4<593' ...........o, 957ÓÓ22
48^-..4^íW..,>vMpv\cf, 953'5ó 57.,,;,,^..,,....,./,v...... o, 9556118

....................... 9545887................    o? 9551901
ríí Oj9548444” ‘*'»*'**̂ '***m....... o, 9549723

lo,jp549o8.3.:.c;u

^  ♦

*. V'k

*• ^  y  »\. , < i:V

íAhórá.qitéíJiay tnastie la primeraAhitad.;.de Jas cifras‘quei e& lá
misma p ara  a 'y  r, se -p’cidrá, en lugar de lá 'in ed ia  p roporcional, to 
m ar la semisuma de a' y de r sin qu e  el e rro r  sha sensible á  la-ijltife 
JB^fdégimaipyí lasoperacion/se con tinuará  del modo siguiente , no to 
mando mag,*,qqí;-la-..semisuma, ■' r\ / \r - '
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; Núimro 
'de lados*

TJIATAÜÔ  EtEMENTAli 
a Ó radio

del círculo inscrito»
•  « f ' B  « «

r  d rad/o
^ c?rcwÍ0‘CÍrcdíUcr¿í0r r

o , 9549403 ^✓

9 5  ̂4*3 * * *̂ • ***̂ .* • * *• • •'• * • • ••'• P̂ ’̂ PS^S
153*5*-*..-................ o, 95492B3........... ............'05 9549303
^oy2. . . . . . . e . O j  954*9’̂ 93****'**..... ....... .......  Oj 9549 9̂  ̂ ^
6144**************̂ ******̂  9 • • • • « 99»*•*•••••• • PS^P^PT

* \ s '*'* • , ' ' . '  .  ,  '» ‘ • . • • * • ; * • / ■ ,  I i . S/ . . • *'  ̂ .

^Los dos últimos radios_ solo se diferencian en una diezmillonési.-. 
^a.j y  se puedé'considerar.este radio como el^del circulo cuya circun-

C.D/ .
ferenpa^i.új y la  fórmula C ' = d e l  cor. i .°  § 504,,

* % Vi

• < !

'M

» '• ® 

por C 's u  y^tor í6:y por D ' su valor 2.0,9549296, nos dará , \ i  \ , V  '

6
C.2.0^9549296

a; de donde salé 3/141
D ' D . 2.O59549296

' * •  i .  i

q u e  es la relación de la circunferencia al diámetro con los seis prí- 
tueros guarístnoS;úedmales exactos, v í : .  ̂ ■

^En el.§^ 349 'del; tomo : I.? de mi compendio dé'Matemáticas.: se 
baila porínna eoiístriiccion gráfica^ la circuníérencia ó serriicircunferea:^ 
d a  idé'un círculo, ,dado que sea su diámctró>, con menos de una diez^
¿ñilésimia^de^diferencla.  ̂ 7- v ^  ̂  ̂  ̂ ;r o
'I '1{í5o6 Probt. Dada Jal c irmnferencia y diámetro ¿ radio de un cir  ̂
culo  ̂y número de grados de un arco , rectijicar dich¿ arcó y ó lo qm
ei lamishtO y hallarbcuónta- cage tendí^^ - / ,
~ 7̂  -{díejti-y ífení.:;Una; vez qué ( 5 í q 4 : i c o r . p r o p O í ^  
Clónales con las circunferencias á ique íCOríesponden ;{si-señalamos’ eorS 
G  el número de grados del a r c o y  con L d a  longitud de dicho arco 
después de rectificado , la razón qué tenga 360° ó 2<rr , quedes é l va
lor de toda la circunferencia, con G ,  númeroide grados deloárco^íesa 
misma tendrá la longitud de toda ; la; circunfereacia coa la longitud I* 
del argo que buscamos f  y por lo mismo tendrémps. esta proporción '

4‘ '1 • G x e t  s  . *  * s
v: 1 . - «  ■ » 4 ' ..A '

X
t ^•. í  ‘  a i  .J ^ 5*

• f ̂  ii36o^:G::G:L=

^Si en :yez de C. sustituimos su ; valor;^con relación al diámetro 
saca4o en el cor. antee. , *será comréiacion ral diámetro ' '
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¿0 ' íi» 0r.Qô: malquisra-y hallar el número
' • ' • • '  ‘ * ‘ i  ’*  ^  '  J V ' , / r  -  •. *  . *>.. . . ’ " T  -  , .  • . ' .

Si permu^mos: i a . proporción del problema
í  :  :

\

o .

K -

■ •  ' - ■ ■ ■ . ,  --------------  - s .  • • ; ■  .  .  . ,  ,

que^ e$ e l : niícnetQ. de g rad o s ¿leí
/  i ' '  ' i i . * ' '  '  • .  '‘ i  . ' .  f  '  \  - • ,

^  V  *  ? / • > - U  í  4  i .

,aroo con relación á la circuniereneia f  pero si, en vez;de C sjustítui^I . _1 1 X , .QJ¡

T í 4,5^91

J  S» •

será í  i 4 5̂pj jjjjoa^aX'i
. • r V * \V *  '• .3‘ . 
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yyj - 'v,
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sm u^r 
,sus

.asunto no
un increm en tó , 

.y.ez;, raueho ;mas >

do ia-
9 Y

■ '  ̂ V _ - lo que podeitios
concopir  ̂en ia'aetuaiidad ,̂ . slil^ubiese un̂^̂ medio de re6olver oon la re- 
■ gla ;y el éompáŝ  ̂ ^  éo^ aolodáüínea recta y k-circu lar, el siguiente, 
Hií /^Probl.; DaMs do:s lírnús sobre un flaño ^.tirarles desde, .un pum» 

d̂ado una., recta,.tal cjue h. parte interceptada ^ntre dichas lineas séa i-
lííííí /*/7>n*í''f/7/t/7. /7/i/7/-*.‘ .  \ .

l i s  .en ri
[fefj *-

.  Á

• X

es
adm itir enunciado

I  ♦ ^  V

' bre un plano ,
' f e ' -

í.-.

............ ^  concurran en. un punto SO-
tirarles desde un punto en este-plano und recta.,-tal que 
ptada sea igual Con. una recta dada de ^nagnitud, - 

■̂ O :de este fnodo i.desde un punto tomado en iâ  superjicie ó circMw-* 
'̂ 'í un circulo , tirar una recta á otra'indefinida que¡ encuentre ai

i 'inánera \que la -parte interceptada :enire . la. circun
I^S^^^ecta düda de: posición ySea'ígud^^  ̂ “

______> • ! .  ;' f j  _*» « • .  i  r .  ! > * * . «  ¿. f .  r -  .** .r T  .

■K'V ' una idea de .lo mucho. que dmportaria la resolución 0̂0-: : métrica de. ^  * ’ . . .  <>-

myy-j
sí:iK;’

■ C\ en é l ,

.entre
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icaciofi det
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T f t A T A n O  E t E M E l i T A E

.. V .(EI prim^ tkár desde un
ló s j fuera del ángdío D B G , una recta AD , tal= que la  ̂
terceptada por' los lados BDj BC  ̂ sea igual con una línea dada K
Ŝ a posibüidad d d  problema es :efe¿tiva ,:p^ mientras  ̂ masase vaya se
parando la ■ AD del punto de concurso mas se irá aumentándola 
párte interceptada DE :Iy dompíímieiuras-más se áprpxibe ,?va-̂ diisrríî
nuyéndo hasta llegar á ser cero , resultr'que cualquiera^^ue sea la K,
siempre el problema será posible,' v ^̂  r V' ^

^E1 segundo está desde G ó-D ufla recta GA (fig;
166)'á la AB , tal que la parte- G A  interceptada entre la  ;AB y la
circunferencia, sea igual á la línea -K-|-ÍOrque pô r-cOnsider̂ ĉ ^̂
nálogas á las'ánterióréV,

^Tal vez no habrá ninguno á quien no le parezcan sumamente
Ics^dé resolver estos dos píóWémas j pero por̂ d̂ ^̂  

de hacer hasta el dia. Los antiguos inventaron para 
curva que se conoce con e\ nomhxe átfionclioide de Nicojnedes , y  que 
daremos á conocer (§ 336 deLs.^toml) 5 pefo rcprno ên la  Geometría 
elemental no se debe admitir ninguna curva que no sea la drcunferen- 
cia de círculo , se puede decir, que están por: respjver dichos proble
mas , aunque hay un instrumento muy sencillo para w n sm ü r 
curva?^ ■ "

:* < ji

' íf'

• c

*

V ’r l

caciâ W»̂  Sd pue-
una

t^ }{ *

■ i

%>:
V ,1

: *’'í~ ' V ♦
. M
 ̂ • ri
-* A  .'

j  V ♦>

0/ .*•. . í  :

cubo , coiwo vevéWfOs ^80) , y  de la trisección dcl arco Ó del angulov
Par^ re5ok!¿r eLprimero,-s«potiga?woí gue .sean Z jy X  (;%, 1 5 7 ^ % ! 

las dos líneas entre las cuales se quierah hallar la s  d̂oŝ  medias froporcio^: ¡ 
nales. Haciendo centro ên A  con un radio ígualoá la mitad de ¿a mqypr |Í 
Z ,  se describirá una circunferencia  ̂ en ia 'cual-.se inscribirá-ia cuerda  ̂
B C  igual á la menor y prolongándola hacia la derecha hetsta D   ̂ dê fi 
modo que B G = C D ,, é indefinidameme hacia la izqmerda^ úñaseliel^ 
puntó D  éoú A  y tírese por B la B E  paralela á DA^ >y . desde AAâ >̂  
^KAlGHi de'modo, que G H — A I = ^ ¿  (que es lo que falta saber.cm̂ :̂  
mb se hace geométricamente)  ̂ y digo que I K ^  Z  ̂H B  y HI y 
son continuo proporcionales geometricas  ̂y por consiguiente las HB  ̂ H I  
l^s dos medias que se pedían.

En efecto y por ser BG paralela á D A , se tendrá HG:HB::GA:BD^¡ 
pero HG:IK::BC:BD ; por ser̂  cada consecuente, duplo de su antecedente  ̂
lí|go  (267 teor.; IK:HB::GA:BC ,pero siendo GH  =1 A I y añadiéú^ 
id^-am bas Gl'̂ y será H l ==: GA  j por lo cual lK:HB::HIiBCj luegoet^ 
i î̂ túA de lo demoiíraíiíó (nota del  ̂ 4-9̂  S'^  ̂Aas cuatro lineas J3íc=s. Z

> A  <  \  J  »

a' I
'♦Jfi
'mi'é

geometricas, y por
■ ■■’■ .mm
f"  ̂• i?iw1Hly BC -=zX y serán, continuo pro 

misfjff las HB y H I las dos medias proporcionales que se ^
Para resolver el de la trisección arco 6 ángulo y supongamos 

D A E f  fig. idó*) sea el ángulo que se deba dividir en tres partes igua-$ 
íes. Haciendo centro en su vértice A  con un radio cualquiera trácese

7>J
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Í09 ^asta aquí solo hemos considerado en las figuras su períme
tro ji ahora pasamos á manifesta* las propiedades del espacio que e^, 
cierran, Ó de las superficies.

hos ■ âfalelogTámoiíqueíAtieúen̂ ^̂  ̂ miuras tguaies  ̂ o que
/tienen una -misma■ base y altura'y o qtíe.; tienen una misma baŝ ŷ-y están 

1 6 í̂  entre unas -mismas faralelas-^ son iguales en superficiCy ó lo que es lo mis
mo, son equivalentési i;  ̂ ; ; , . , ^  ^  ^

D m . Por suponerse que los paralelogramos tienen una misma ba
s e , los podremos Gónsidérar superpuestos, de manera que se confun
dan sus bases com o;challandoB-ABGI>,; ABEF (fig,*i6^^ y pues
que por el supuesto:; tieneni una hiismai'altura sus bas.es superiores 
estarán situadas  ̂sobre una misma recta paralela á AB: Pero por la na
turaleza de los. paralejogramos (466 cor, i.®) AD =  BC , y AF=s=BE- 
por la mismai razón se, tiene DC =  AB y FE  = :A B  , luego DC =  FE- 
y qoUando DG y FE  de la inisma línea DE , las rectas GE y D F que

sepánviguaies-^^auego, dositriángúlost .DA^  ̂ son iguales
tresnados del unq: iguales á Itís: tres-lados dél otro, Ahor 

r a s i :  éstos  ̂triángulos los quitamos/de una misma cantidad , tal como 
del icxiadrMátéro: ABED , tíos .residuos^quedarán iguales j pero si del 
cuadriláterb ABED se quita el triángulo A D F , queda el paralelogra- 
mO ’A ^ E E ,;y  sil#qUtnismo^cuadrilátero ABED se quita el triángulo

J

ÍSi.-'
r . V '

m; ̂ \
- I

• *S /  •

m: -

£írqunferenemy,pmmguese. DMq mdefinidamente, y tírese E F, de modo 
,qm\ FQ  : sea iguáls Con \ AQ (lQ que solo se. puede hacer suponiendo resuel- 
m  el Pnabkrna. enunciado) ; 'y digo que .el ángulo E F C  es ía tercera par7 -m M ^  Ja  i .  ̂̂    _ 7 I Ate dek án e,s_ él dado y o que el arco CG es la tercera par-

• i  -  ' y # V ' .

. t v

i*»-  .

-oc porque s i se t̂̂ ita JaiGA^y tendremos un triángulo isósceles F G A  con 
^Í^.íí¿rcu«5taííc¿áx espres.adds (38$e 4*°) i 4 d̂ngw/o- E A D  es
triplo -del GAFzs^GFAy y por consiguiente el arco GC lâ  tercera par-, 
te ideh arco E D  yluégoysi, se; coloca [la cuerda GC sobre el arco E D  tres 

--veces :y se. jtiran las A I y A H  ytendrémos dividido el ángulo y el arco en
p  i  tres partes iguales y que era^L, Q, D. D.

" angulo es re0o o el arco es un .cuadrante siempré
^e^puédci^dividir .en tres pmtes. iguales/y .fidel m̂^
(̂ fig,* dicho c'dadrante  ̂ si desde, A fitpmamosi una 'p̂ iTte A R  cuya cuer-̂ .
da radio A C y  vaidra \6ô y y el valdrá y y dwi-̂
diendo A R  en dos partes iguales en S  y h  quedará el cuadrante en tres 
iguales ASy -SRy RNy que valdrá vada una, 30%
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TRATADO EjiEMElSllTAIi
CBE , quéda el páFalelogramo ABCD j, luego h s áós paraldogramos ;|| 
ABCD 5 ABEF, que son
'perfide ó son equivalentes.-L. Q. p .  D.

.Cor.̂  iiLiiegq^nodo ^arajdogiafiip lABEFi\(lg.iitó8|í:esd^tí^^ ea su
perficie d equivale al reetánguio ABCD , que tiene la niisina base y

y:-> <̂ \:.:'-'̂ :h-P.D60 ÍÁO?. In]-- i;0• ' ■ _  *• *
,/jTódxy <i^Mng:^ iq  á á  iwiíií^btifamíK p^ra/dograraii.; ífeoía-

es en su- :
. Víí- ? ñ

i-.':• > .  fe
• '*• • ,̂'e

'  ' V

1̂
5 10;

misma base y altwor*
r * ' *

>*

^̂ tíjy.iVííií :•*-< <

"1:*
'  .fj 
*.

,í\dadolsisfcporc:>A ,se Íiía’la 
U  pavatejaUáídJA.^5¿ tendrémosv^uar.pa¥

raieiogramo BADCj'del cualiS-erá^i^ónal êl;ía.do;Ap'j-:luegG-los trián>
galos ABC , ACD serán iguaies (4ÓÓ) , y ia  superíide.ide cada uno. er 
quivaldrá á la .mitad de:.la4ei-parál;elGgxwqo3ABCp

Cor. Luego-mtriangidi}p^íBÓ^íp<dmmMddi:dd mcfán^
tiene mismd basé̂  BG rectán

guio BQEF^es^'%uai en^/supérftciekl paa;aie!k)gi!aniGeABp£Xi:5 g :-f
V 2.° Todoŝ  los ividngulo^p^que^mnen kásesy -̂alPurm:.igualás^y^^ -̂^

» 1  i ’ l  • • !

' : M :

*. i*.G¡

iguales en superficie f,^or SQ-r mitô áés: ^
<1-1 ,Teor;-. Las superficies de-: d̂ s> rectángu¡o^)de unmmismq--C^

son entre- sk cótiio' sus ŜV'’T:G'.Í̂ CV)íJ. iriicGi.G ;GÍJ •. i  i

í-

u u a »  l l l X O i A l C 4 - * ' t v i > - ^ x  t v  J  '  -----------------------------   ̂ ^  , ± f  r  \ v -

SUS bases A B , AE: se iiálleir en- linaanisma erecta  ̂AB ?̂  y  tengan  ̂comuq í| 
la altura F K : voy- d demostrar queo tendrán sus. ¿üperfidesvJa rnisináí.f 
rázonque sus bases A B , A E .g" - ' - ^ \ L ' ^

Dem.: Supongamosvpritnero'^ que las'Baseso A B í v̂AE; sean edraensu
rabíes-entre si y y  que- 
si se divide la AB'en-.7

. • 9 .  y  ' '

tes , • y a puntd^de'divisíoniaam-^perpéndieuiá'é ád a J 
basé / tendrémós siete reet'ángulOsPqdé-^séráiv lguales'^entrOv^#  ̂
que tendrán la qfema basé yíaBUra'pOp).^ E i i^eetán^o totab ABCD |

mo siete.' réctánguiOs parcia-ies es -áí éuátijo ícteiest^s’nei
.  ,  -  s  .  '  V .  '  1 f  '  ?  •  .  * *1 ^  v '  '  V ’  ’ '  r  '  '  V  V  » ,  Í  . . V  '  f  > '  ’  t  ‘  • ‘ ‘  • í !mO'-7 eŝ  a 4- . ■ ■ -./■' v

El mismo razonamiento-Sé puede aplicar’á^ctm%ufeíá3otrá rdaeion
que la de 7  á Ppluego , cualquiera que sea esta , cen tairque sea cQ¿
men ó se pueaa espresar por numeros ,

:D;AÉFD:;AB:AE. Supongamos en ségundodué^^^^é:Jás ,ba|i 
AB, AE (fig. 171^ sean iiícomehsu pables entré sd:Gd%oiíqUé 
^alm étU e■ ' :̂ ':ABCD:AEFD::AB:AE f-porqué simo se^ven^ea?^tí 
.rnt̂ Arr̂ mh ' qp tpndrá - ARGD.’A E FD .^ . AB iAE  Ó ABÍAE^'Mvi

se
■ G:?l

V * . - . K ,

Ses

ta propordGn , sé tendrá ABGDcAEFD -^.ABfAE o “̂
Si suponemos que la razón AB:AE sea mayor que ia

: A É F D p a r a  que estas razones sean iguales, deberá auiflentarjíi
■ ■ .ri-i í’S'' ' •Síá
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el cotisecuente de k  mayor  ̂ y si suponemos q:ue AE debi coiivertir-
se en AO para que las razones‘Seamiguaies j tendremos
ABCD:AEF‘D:;AB;AGV Divídase la ABíenpartes iguales niasoe-
qiieñasqué’ EO , lo-que se eonseguira dividiéndola primero en a nar- 
tesyduegü en 4 &e (32 5)’ .̂ y en este caso habrá entre E y 'O , á lo me
llos;, mn punto; .de'di visión ral como 1 5 por este punto levántese la ner* 
pendicular ’lK,, y como k s  bases ABj AI serán eomensurables entre s i
íendrémos p or' lo acabado de demostrar ' ABCD:AIKD"AB-ÁI- - ’ 
yf como; esta proporción ;y la anterior tienen unos mismos antecedentes 
fion; los consecuentes podremos fprmar próporeion ,, y  será ■ ’

■ pero esto es un a b su rd o p o rq u e  siendo 
. rH  D la;primera razón us de;.mayor desigualdad , 7  siendo

.A li-^ A O  , la ŝ  ̂ es de menory y jamas pueden ser iguales dos 
razones dé está especie 3 luego también es un absurdo el supuesto qué
f  AB;AE sea mayor que
la;;de:: ABODíAEED^, Y  eomo,;démostraríamos pór un razonamiento 
semejante; que rampoeo se podia suponer menor dicha relación - debe
rá ser igual  ̂ y  por íq mismo se verificará en todos los casos la  pro^
porcton. .  ! ABGD:AEBD;:AB:AE,.que. era-L. Q. D. Di ^

fia.i;;iÍe0r. isDos‘.;rertÍJ^a/oí cuakí^íñera;, so'ñ entre sí como 
'Suctos. de' sus bases por sus ahur as.
l .  jMspi. Sean’ ABGD;;, A E G E  (fig.; 172j ,  estos dos reetángulos; :. voy
« -demostrar que ABCD:AEGE:.:ABxAD;AExAFv ' ; ^
' ' Uabiéndo dispuesto los rectángulos de: manera que los án-
gutos’ en;A '.eaten opuestos u l vértiee, -prolónguense los lados, GE, CD 
basta que se encuentren^ en H;3 los dos reetángulos ABCD¡ AEHD
tienen ,1a jmrsmá,_altura A D , Inego son (5 i i)'como sus bases'AB A E ’ 
del mismo ;modo.los dos rectángulos AEH D , A E G F  tienen la misma 
altura AE, luego serán como sus bases, AD, A F  por lo que tendré- 
»05  estás-dos proporciones ; _ . - ,

^ A B C D tA £ H D ;:A B :A E A E H D :A E G E :;A D :A F .
: Multiplicando oi-denadaménte, y observando que el término AEHD 

se-puede, omitir como factor común de los dos términos de la prime-
jpa raZGrt ,-se; tendrá ABGD:AEGF::ABxAD;AExAFt , ^

Cor. De aquí se deduce que si las bases fuesen iguales, se podría 
emitir el-factor común en la última razón, y quedaría , que los rectán- 
gtt/05 /a ri3<aoí2 de sus cdtUvus»' ■

Eíc«Duego se puede tomar por , medida dé un rectángulo el pro- 
d é-f^ base por sn .altura, con taFque se entienda^ por este 

a  producto el de dos números ,que;;espresen las-unidades lineales eon- 
liíiá- tem^^s en. Ja: baSé,;.y las unidades lineales’ contenidasren''án altura.

• . Estq.medida no es absoluta, sino relátiváj porque ella supone que 
se valúa del mismo modo otro rectángulo, midiendo sus Jados por la 
nusma unidad lineáJ j, asi se obtiene un segundo producto , y  la reía-

if* t.  *.
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cÍ9n de los dos productos es. igual á la de los rectángulos j segua la 
proposición que acabamos de demostrar.

Por ejeinpio : si la base del rectángulo A  (fig. 173) es ,de. .4 uni
dades, y su altura de 3 ,  el rectángulo estará representado por _ 3x4 

, número q u e , así aislado , no significa nadaj pero si se'tiene 
.un segundo rectángulo B, cuya base sea de 5 unidades j  la altura de 
4 ,  el segundo rectángulo estará representado por el número 5x4:^ 
20 j de donde se concluirá que ios dos; rectángulos A  y B son entre 
sí como 12 á. 20 j luego si nos conviniésemos en tomar el rectángulo 
A  por unidad de medida en las superficies, el rectángulo B

- t i ?

J

.  ¿í;

■'JZ■ %

20
entonces por medida absoluta es decir, que sería i

y) ■ ■ f **V

2012
.  i  •

s  *- H

.-yf:
•í<

nidades sû
,,Lo mas común y ordinario es elegir el cuadrado'para que sirva 

de unidad de medida;, y se elige el cuadrado, cuyo lado^es la juni  ̂
dad de longitud j la medida que hemos mirado simplemente
como relativa, viene á ser absoluta 5 por ejemplo, el número 12, por 
medio deí cual hemos, medido, el rectángulo ^  , representa 12 unidades 

' superficiales , ó 12 de aquellos' cuadrados cuyo lado era igual con el 
de la unidad a , como se ve en la figu ra .. - v \ ; ^

S e  confunde con bastante frecuencia eñ:el len^üage.geométrico el
producto de dos líneas con su rectdngulá'y esta ésprésion se ha trasla'  ̂ - 
dado aun á la Aritmética para señalar el producto de dos números de-? 
siguales, así como sC: emplea la de cMudrudo para espresar'el produc^ 
tp de un mismo número multiplicado por sí ,mismo. V  - J

•  ,  ' .  f  * V í j

Los cuadrados de los números i ,  2j 3, son i,- 4>-9> asi

• V

\'X
■

- i

•

•• k
' V

• j T' A

al

.  /<
T>̂i

'J

el cuadrado , formado sobre una línea doble, es cuádrluplo j í spbre ü
,na línea trip la ,  9 veces mayor &c,: como se vé en la:fig. 174-

513 Teor, La superficie de un paralelogramó cuqlĉ uierâ  es
producto de su base por su. altura, r  ̂ \

- ‘ D^m, Porque el paralelograino ABEP (fig. idS) es igual ah rectán
gulo ABCD, que'tiene la misma base A B , y la misma altura AD j pe» 
ro este tiene por medida A B xA D  j luego ÁBxAD  es igual á la superas
ficie deLparaielogramo ÁBEF. L, Q. D. D.r  ̂  ̂ ;

Esg, Puesto que ŷa hemos llegado á una esp**esion absoluta de un
paralelogramo, resulta que sí le llamamos P , A  3̂ su altura, y.̂ B a su 
base,-'"'será j llamando p á otro paralelogramo cualquiera,
cuya^áSé sea F, y  a su/altura, se tendrá p'—&xaf. y como con 
ecuaciones se puede formar proporción, iendréihos
Pip::BxA;bxa ^ que espresa que las stiperfieies de dos paralelogramosé^^  ̂
cualesquiera, son como los productos de sus  ̂bases por sus alturas  ̂ o están 
en razón compuesta de sus bases y alturas, :Si í t
será Ptp::BAA‘,bxA:Biby que .quiere decir'que íoy paralelogramoi que.

L%
* •  * s

f
r  l \

'■ 'M
’i)-%/  J  ^

. ♦ t v i i

"m' . . X 'iS -

-

/ VS

‘A

/
•  I.• .'íi

* - * I
 ̂ ' ¡V.í\'



'%•* ♦ 
DE geometría.

t-y-

ik n e n  m a  m srna altura , son como sus bases. Si se sunone' I t l  
P:p:;B xA ;Bxa::A :a,  que quiere decir que los $aralelo¿ramos de’w u a -
les bases son como sus alturas, ^

Si P = P , serán también iguales sus espresiones, de manera mip 
B xA ^ bxa , de donde (§ 264) Bibi:a:A, que quieré decir que cuühdo 
los ^araklogramos son iguales , las bases estañ en razón inversa de las 
alturas,, e sto e s , que el uno tendrá por baáe lo que el otro por

l / . -
Si

Í b? ?  '*  pr¡«.¡>iva,
j  •

ó-á P x¿x« ^ xB x^ ,^ d on d e B :b ::P x d :p x A ,^  t
<ixruniri.nn. n.¿> irif ^

t C  \  -«••

r •:>,
' t  >

i
- s

•h‘:Zl'i .
AÍM".-M

K:'-:
4r*j ..

f .
/

iV¿t-

• Í J I 7 J  7 7 L̂ilWEC. UCVil . iJ UC íf
sígualdad de todo , las bases están en razón compuesta, directa de los 
faralelogramos, é inversa de las alturas j y sacando de la misma ccua 
M  Ja raw n de las altabas, será que quiere decir que
á desigualdad de todo,, las alturas estañen razón compuesta , dirma
4e ios paraklogramos e inversa de las bases

514 , Si suponemos ahora que los paralelogramos sean semejantes
isi^ superficies serán como los cuadrados de sus lados homólogos i porque

acabado de demostrar-ABCD:uhc.l;:BCxAE.Ic:xL; pero 'por serbias fi-
^guras semejantes, el angulo ,B=&, y como ademas los triángulos ABE

>f'' I*
V .*-*

C'
r r.;

en E y  e n .e , serán semejantes
wí. «"“ Ajantes las figuras, se tiene AB^
qh::BG:¿cj luego (267 teor. a.») AE:ur::BC:hc. Y  sustituyendo en la
razón compuesta de, arriba, en vez de la AE.-ue, su igual ('270 cor i 
•BC:bc 7 teñdremós A B C H r/iM * • R r-o iír '. . BC^*

y
%'c>u' í

Vem» t.

« A i : - »

m. 7 . . :
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ae *1 I-.
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V I  La superficie de un triánguío es igual al producto de sú
base por mitad de su altura ó a la altura por la mitad de su base', ó 
O,a la mitad del producto de su base por su altura ^

IcIoS S ^ Í S f  e l triangulo ABC (fig. 176) es la mitad (510) del pa- 

pero la superficie del paralelogramo es Igual con BCxA D  j luego la

í i ' .  V del triángulo será BG x BG
O -x A D , Q

T¿'

BGxAD

kíi,','

V .A *',  *.

- - ■ ' /2 2 2 -

j  F T °  mitades tienen entre sí la misma razón que los to-
d o s, se deduce que toí triángulos son como los productos de sus bases
por sus alturas i fiue á igualdad de bases , son c L o  'sus alturas'- T í

de alturas i son como sus bases  ̂ que si los triángulos son
/a

f^^^mamente interesante el que los jóvenes se acostumbren á de-
u T L f i  consecuencias de dos ecuaciones , tales como ías de arriba ; y

P , ' f  uconí^awoí las hagan cinco ó seis veces, hasta que por sí solos
las ejecuten sW: tropezar en nada, -* -f
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y denotando cojti letras diifluspulas las , de o-íío

i r j ^   ̂ 'TXIATABO .^ l^ E M E N T A i ^
iguaks-, ias ham están en razón inversa der las, alturas-, que á cksigmU 
.dad de iodo, ias bases están en razón compaespa, directa de las sapera, 
ficies de los triángulos , é inversa cZe h  de .las altaras-,.y las alturas  ̂-, 
á ' desigualdad de todo , espan en razón compmstq , directa de las super- 
ficies de ios triángulos , é invers.a de la de las bases,  ̂~y finalmente, que 
cuando son semejantes:, guardan la misma razón qad hs cuadrados 4? los 
lados homólogos. T^dó lo ,c.ual 1« podríamos mamfes,ta.r espresando por 
¡T la superficie do du triángulo , cuya base sea B  y la  altura 4 ,  pufs
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estas dos ecuaciones , coipo ántes lo Iticicaos respecto de Ips 
gramos . resultaría lo dicho. No lo: ejecutamos , porque t^ueremps que 
los principiantes se acostumbren á encontrarlo por sí mismos j lo que 
en efecto conseguirán hacer sin difichl.ta4.j ; lósv q-ue : hayan > toniado cj
consejo qug se les ,ha/;dado'^en l̂a * 4  ' .

516, ■ ■ íeor. La,isup?rficie :de: un trapecio '4 B'CD ■ {fig. 177) *
á su; a ltu ra 'W  muBiplkada por la semisuma de las bases —
' y íS ■' c u  ' ~ í

jDe/u. Porque si por el punto I, medio de CB pse tira KL paralela ■ '
al lado opuesto A D , y sg prolonga DC bastá que encuentre á. esta
en K , los triángulos IB L , IGB: serán igualeS ( j S i jy  pues dos aagulos:i|
en I son iguales por opuestos al vértice ,• B y C por, alternos, .inte^
nos entré las p a r a l e l a s  Dí  ̂ y A® > '®l®tidó GB la secante ,  y GI »*t.IB   ̂
por construcción^ luego el trapecio ABCD es igual un superficie 
paralelogramo ADKL, y tiene por medida l a  de e s t e ,  que es

Pero (40(5 cor. í.°)  A L ^ D K , y pues que el triángulo IBE es _
a l K C I, él lado BLrrGKy luego ABrí<-GD=?:AL-4» D R = 2A L4 de d

'.b

** I

'M

de ; V así'AL es la semisuniá d.e las bases AB, CD;||
' J T  -*• • - f á - . '  • ’  ' > .  * * . * • ;  ■ * - 7 v S

'  . X -

luego en fin > la süperucie del trapecio 
multinlicada mor la semisuma de las

-1es igual á la altura E F j 
, D G j lo que se es-

.'V

. 'dsi; N
así, A B C D ss EFx.:

s . i

* . . . v  
.  -  <♦. t

\4.t
i

a

y era Ly Q» D. D. "4’W'■ ‘(‘I '■ V n"
^  .  I j i \/a« Jíc. §i p(5r el punto I medio de;^ !̂? se tira IH j— —— • -  

básC^sÍB, el punto H será también el médio de AD ; porque la tigura||| 
A H IL 'es un paralelogramo , así como DHIK, por ser paralelos loStf| 
lados opuestos p iliiégo se tiene A H = IL  , y D H = iK ; pero J L = I K , 
pues que ios triángulos BIL, GIK son iguales, lu ego ,AH—

\
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< Y siendo HI =  A L

i)E. geometría.
AB^.CD

177
- L .

, se puede decir que la superficie

y:.
r'
V

/

1/.

“i

iĝ:
L-s'v;,

' I  V'

rr.

del trapecio esta espresada por E F  multiplicada por H I , esto es, que es 
igual á su altura multiplicada por una línea tirada á distancias^iguales 
de las bases paralelas. ■ , , ' ; - °  -

C 5^7 Teor. Dos triangulos cpxe tienen un ángulo igual, son entre 
sí como los rectángulos de los lados que forman dicho ángulo.

{,Espl. Por suponerse que tienen un ángulo ig u a l, podremos con
cebir que los triángulos ABC, ADE (fig. ryS ) sean tales que tengan 
común el ángulo igual A : voy á demostrar que triángulo A B C: trián
gulo ADE::ABxAC;ADxAE.

fD em . iPorque «i tiranios: la B E , los dos triángulos ABE , ADE, 
(-cuyo vértice comUn es E ,  tienen la misma altura, y son éntre sí co-

t K t .  r

ÍM':Í
mo sus bases AB , AD  4 luego ABE:ADEt:AB;AD j igualmente se tie-
ne ABC:ABE;:AC:AE j .niultipliê ndo ordenadamente , y omitiendo en
la primera razón el factor común ABE se tendrá
ABC:ADF::ABxACtADxAE, que era L. Q. D. D.>

m  i,. 518 Teor. L a superficie, de un polígono regular es igual al períme^
|| tro multiplicado por la mitad de su radio recto..
te ' í,. D m . :Porque. si suponemos que el. polígono (fig. 179) GHIK &c

/ A '  •

k

sea regular, todos los triángulos GOH, G O M , &c soti (471 cor. 2,.°) 
iguales j luego, llamando n al numero de lados del polígono, como

r.* s.' hay n triángulos;, será GHIK &c =nxG O H =»xH G x
O T /

%
M'tu

p'-%.

compone el perímetro P  detepolígono ; luego si señalamos c o n la s i-  
nictales Rad. r. al radio recto O T, tendrérnos "

superficie de polígono regular z::
\

< •' >

Cor.̂ ' l)e  aquí se deduce que si líainamos p al perímetro de otro 
lornno reírnbr y rad á su radio recto, su superficie tendrá

por espresion p x
rad. r.

y  comparando sus superficies , sq tendrá
/

p  ,15up. de P o l.: sup. de pol.:;
* * ) \

PxRad.r. pxrad, r,

2 ^ ) .  2, .
•  » .r.: .r.

: 1

p;3 ‘ y  si suponenios ahora que sean de un mismo número de lados. 
como en éste caso serán sem^antes, darán P:p:;'Rad.r.:rad.r.  ̂ por lo

\  '•

!'• i

■ .1 \í  t ; ’
A*

que sustituyendo en vez de la razón de los perímetros , la de los ra- 
dios rectos, se tendrá '

Sup.de Pol.: sup.de pol.::Rad.r.xRad.r.:rad.r.xrad.r.::(Rad.r.)’̂ :(rad.r.)?
t o m o  i . t a r x e  I I .  a »  '  '  ^
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que quiere decir que las superficies de los polígonos semejantes guardan 
¡a misma razón que los cuadrados dé los radios recíoj} y como estos 
son como los radios oblicuos, y en general como las líneas homologas, 
se deduce que también guardarán las superficjes la relación-de los cua-
drados de e$tas Uneas,

E s c .  I . °  Aunque los polígonos no sean regulares, se verifica esta 
proposición , con tal que séan semejantes  ̂ jorqu e en este caso los 
podemos- dividir en cierto número de triángul03 A ,B,C Ote , _a,b,c & c 
iemejantes, y será P  A  H -  B - t -  C -H  & c , y  p s=  a h -H  c &c, 
y  como estos tendrán (51$ ) 1̂  razón de los cuadrados de los
lados homólogos , resulta que si llamamos L,/ á estos lados, sera

A:n;:B;¡7::C:c::&c:&c::L*^:¿®i :
de donde ( aó8 teor. i.° ), A  -t- B C h- & c : a +  k H- c &c;:L®:¿®j
ó lo q u e e s  lo mismo P:p::L -̂t® {*)< /   ̂ ‘P  -

Bsc. 2,  ̂ Si.consideramos este polígono circunscrito a un circulo, 
el radio recto. será igual al radio del círculo inscrito, y entónces se *
dice que l a  s u p e r f i c i e  d e l  polígono regular circunscrito á un círculo es |
igual á su perímetro multiplicado por la mitad del radio del círculo ins^i 
critoj y por lo mismo también podrémos decir ^ue la superficie de un 
polígono regular , es igual a la  di urí- triángulo ; cuya base fuese ¡gu^^  
'al perímetro, y su altura igual á su radio recto, ó al del círcido

înseritor ' ■ j .  . j  B  •> . «
{Esc. 3.*’ Cuando el polígono no es regular , se divide en trian-4

gulos por medio de diagonales, se baíla la superficie de cada triangulo, |
se suman todas y se tiene la del total. En la práctica conviene eonsik|
derar por base un lado que pueda servir á un tiempo de base para

P ,Sí

I

. í . ’vi

i

(^ y En la práctica ocurre con algma jrecueríHa eL tener que ĉ  ̂
fruir una figura o un piaña ^fc , con la circunstancia de que su super-$ 
ficie tenga con otra que se da una razón dada 5 j  los principiantes 
meten por lo regular un descuido y acerca del cual conviene que estém 

’ ' para no dejarse sorprender. En efectúa cuáudo no, están 
^ ‘lU: dicen por ejemplo  ̂que copien, una figura ó m  píanO^l'e^ 

ipiiüipitu'if su superficie p por ejemplo á la mitad^ . por ,lo regular  ̂ sin pa-f̂  
rarse á reflemmr c hacen ma figura semejante á la que ,se les da  ̂y 
la que cada línea eS' la mitad de su hotnóloga en la figura dada; peroj 
de este modo resulta que no cwwfkn, con/o que se les ha pedido 
4:á̂ Y.̂ üperficie formado no es la.mitad de lu que se les dio, 5¿ní̂ |
la marta parte j á causa de que en virtud de lo que se acaba de espo  ̂
^mr*dicjias superficies guardando la razón de los cuadrados de los lados  ̂
homologos serán á.la.úmple vista s e p r ^

ŝenfSrá esto ínismo en cualquier figura. Habiendo dado á conocer en io  ̂
que conííííc su alucinamiento  ̂ pasemos A manifestar como se efectúa eh'̂
ia operaciom ^

'
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dos triángulos } y  asi, en vez de considerar que los tres triángulos

la EC como base común de los dos triángulos EDc / e c b  
caso , para hallar su superficie á un tiempo, multiplicarém’os iT baíe
común EC por la semisuma de las alturas D L , B H , lo que nos aK 
rará una multiplicación. ’  ̂ nos ah o r.:

- <Eíc. 4.® Guando el espacio; está cerrado por una curva irrem',
lar , como sucede en la práctica al medir los terrenos, entonces se v ¡  
4^compomendo en triangulos , ó lo que es mejor que todo, es iusV
cribir o circunscribir a dicha figura el mayor rectángulo posibl¿, y des
pués añadirle o quitarle lo que tenga de menos ó de mas. En efecm ' 
si suponemos que se nos dé la figura /mnpqr (fig. ,,80^) , mediríamS 
el mayor rectángulo posible A B C D , y  luego á él le añadiríamos el 
valor de Ips espacios í , w, p , y le quitaríamos el de los « a r Fi
yalor de estos espacios curvilíneos se halla midiendo las perp^idicu
lares oh, c d ,/ g , pues entónces podrémos hallar la del e s p a L L h  conl 
siderandolo como un triangulo rectilíneo} la del acdl» considerándo

la le cqmo un trapecio rectilíneo y y así de los demas , lo quemo
ra error que merezca atención, si las perpendiculares se tiran basían"' 
te proximas.,}. ud&tan-

cíVcm/o es igual d ía circunfereneia
mulUfhcada por la. es decir, que si llamamos S á l» >
superficie del circulo, C a su circunferencia y R  al radio, tendremos

K r
í ;  * '
:l

;> V >

.*  tÍ'* • *.
¡ i .  ■ 1 • -  *

¥

%1'i*

it: ;■
5 ^ -el

ym .
• V
r-«*v '

i#'.
i »

rí' . ■
V.

He, V

s
-I

/ * .Bem>^§í concebimos circunscrito a^ círculo un polígono regular

h-y -
/ 4.

fí':-
yB-

Yfi ■
■ ■

 ̂ Supongamos que se dá una figura cualquiera , y que se pida cVnstruir
con la dada la quitas Z f Z

 ̂ 0 o já q u ^  ^ s  rectas. L ,K ,  ima d continuación de otra como la
como didmePró ^trácese unaP-y 1 • • r • - M-íawerro fxíi/í

y tírense las cuerdas A B , AC i tómese en la B A  u Zu . liartê  Ar i&iml A «í*tn  ̂ j . i A. unu

:! r L “I  i-! <. ~ /.T , 4
i ’

' N> •

que ha de tener la linea Umóloga en la figura que se pide-, .  ¡Tac ^  
lo misma con todas las/demaŝ ^̂ ^̂  comeguid!el M ¡

: m  p e  rnos propopi^s. las superficies guardan la la.

m í  y F i a s  figuras, tendrémos I' A  '  '
( 4 8 8  ¡ . y 3 I > : I X : : L : K  „  , ,  „  „ „

r

> • 
fci

O
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TRA^Áí)G' ELEMEÑ^Át ' _
íé^eé'presafémos por P ' y por P su perímetro, tenjdrém'os 

j como^(§í459)'P >  C / s i  llam X al esceso que l̂levé P á G> 
serár P “  C - I - X  f 'y  cótiio eí radió recto Üe un polígono cireunscmb;
á ,un círculo  ̂ es, (471 cor, 6.^) el radió del misino círculo  ̂ tcndrémos

. . . . .  ------------  . . .

.'i:-'
;V.í;

•-S.. 
. /  .1

i  . i

.■ '-í-l' --l
, >y-

ántec.) P
/
1/.

P xR  tC-^-X)xR
Q>)

• * 1

-Vj

, /

A hora, como la superficie del polígono Circunscrito es mayor,que 
la deícírculo á que lo está, pues esta es parte de aquella, será P >  Sj' 
y  espresando por Z el esceso que P ' lleva á S ,  será P ' =  S — h-Zj 
y  sustituyendo este valor en la ecuación (ó), se convertirá en

,  (c)-

\

•a;
•  ♦

\  • ♦

/  > /

•;éi
/

/•Vi
> ''V*

'̂ 1
. .= i=i>

En esta ecuación las cantidades Z y  X  son -váriables , que depen- ■ * 
den de la naturaleza del polígono, que se circunscriba, pues si es un 
triángulo, tendrán diferente valor que si es cuadrado, pentágono, &c; 
y  las demas cantidades son constantes, pues determinado el radio:dé i| 
un círculo, queda determinado todo él (345 cor. 2.̂ *). Luego cualquie- |  
ra que sea la dependencia que tengan entré si ¿ las cantidades S,C,R , 
como su válor no depende de que'el polígono que se circunscriba ál |  
círculo sea triángulo , cuadrado , pentágono, &c , resulta que el va- É  
lor que tengan en un valor particular de Z y de X , ese mismo teii- 
drán en todos los demas valores de X  y Z. Pero cuando X  es igual B

' i  i  i  1 ' ' 1  ’ >

con cero , Z  también es- igual con cero j pues no habiendo esceso sobre' II
la circunferencia ' tampoco resulta ninguno sobre la  superficie  ̂ y  co-; |

C xRJ ■■‘■ i
mo en este caso lá ecuación (ó) / se convierte en S

.  9

que -'y'í-'l
. 3  i.

•m
'i ' 

*■>•eíste valor será el de S , en todos los casos, que era L. Q. D. D'
■ ^Aunque esta detriostrácion es sencilla/rigorosa y  exacta/sin eni- | 

Jjargo, como estriva en consideracioneyque no son puramehty gComé-/  
tricas/juzgam os aun mas á propósito , pará'llegar á este réspltado,
el métódo  ̂ contenido en las siguientes' propósidohes.^  ̂/ ’ ^
- {5 19  Probi. Daáo un drcido DHK (  fig. i8 i )  ? y dos niagniM^^i
'dedguaks  ̂ circunscribir al círculo un polígono é tnscribiHé-mro'¡W^^ 
modo que él circunscrito-tenga con el inscrito una ra%on menor ĝ ué la qu&m

3 ^  ^  -y '  T  A '  /  • . 7  . . ^ T »  ; '  y \ L \  ■ ‘ '  :  ’  ' • '-5 . N*. . .  '> *  •

iiétie la mayor cantidad A  con la' menor B (̂ )*̂
^  J  '  '

.V Geofnetr^ff^e

v-%

esfcra^in considerar al círculo como 'polígono de infinitos lados  ̂ al oiliti- 
dro como prisma de infinitos lados ,* Como se había hecho hasta 
ténces con poca e:^actitud en todos los tratados de Matemáticas»
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Hállense dos líñeas XjZ tales-(47.9 Probl.- .̂.®  ̂que X; 
y hállese una me^ia proporcional Y (488 cor.) entre X y en ê
círculo dado' inscríbase un-polígono y ieíreumcribaselé ; otro ,de modo*
que el lado LM de este tenga con el lado DH de aquel^ una/fazon
menor que X;Y (499)j y digo quo está hecho lo que se pedia.
- ^Dew. Porqiie el polígono circunscrito tiene con el inscrito (518 
cor^) la razón LM®;DH® 3 que es por construcción menor que 
y que su igual (389) X; Z, la cual siendo menoi: que la razón de A;B^

• ' < * « < (  •. A  *. V *
• > x . .

^  e  *

V  • '

í Sl

t

y '  ••

i  r *

i . v

Í T J ' «  '1'. •

P - .

L . ^  ‘j y  . .

í o á ó  de que usé entonces ,  era casi el mismo îjue fone  Lacroi¡K en su tra~ ' 
tado elemental de M atemáticas  ,  sin mas diferencia que el haber yo aña^ 
dido varias proposiciones ,  entre ellas la  proposición  i  del libro décimo
&e & c lid e s ^ q u e  '^ í  el e 5c i  - a ^ ^  § : s 4 6 ^ ) y  c o w  lo ^e u d M e m o strU ic h a  teo^
ria con claridad  ̂ rigor y  exactitud sin que se notasen los tránsitos v io 
lentos y  huecos ifue^d^ja Lacrm x ên harías (partes dohu obra. ^Comparan- 
dn Apítyues esté^méwdo cón s i  que séguia Arquihiedes Jntre los antiguos^ y  

 ̂ re entre los modernas  ̂ para .demostrar dicha teoría  ,  hallé qiie él
inétóúo de las adiciones  ̂efa mas fá c il de percibir y  retener f .  pero que

^‘no  ̂ era ,tan  géojmétrico como el o tr o f  por lo cual he .preferido en l a s s -  
' ^licación de estos elementos ^Mí rm ódú- tdé-.^q iúm desaylLeg^ndre i .y  p o r  
^  si alguno^ désMba, comparar ^^Mhs^métod&p ̂  :^ }Jiacerrm 

cionp  5 Id pñse por kútas-en la^'^segmída edición <de \ssta Geometria  ̂ pero 
ctñiío éste mjfsmo método 4e  ̂ halla mds> simplificado  ,  y  aun mas^ exacto
en m i Compendio d ^  M atemáticas  ̂ no juzgo  necesario elHnsertarlo en

é̂dieiófhi i: ’ V.l í S <*/ kJ  1 • i ; J . -  « ,-* .1

q u e^ d ésea n sh b re^ u d  a k ^  tm por^
. tmóía ĵ, ’fpOndiñéhiô  dq[ui la deindstrapon que >da' Mr. f Garmer .én úus \els¡-

/  c . * t  t . . V  .. í  \<

-

G e o to  en’ Páris, en Jftñtf ífe 1813 de
%íció«;(|i8a). Después de llegar á la ecuación' ( t) . que ejecutando fá ope*-
ITüélún^ iú d in n d / i  ̂ ‘

•.<* -  i

es .  1

^  •
« «

- iu l . - .  i  a . -
V . í

m u í

CxR
• I .

\  :íi-.. ,'í ív ' .  ’
:  - • s • X  -  K f

■ I  * *'
s  .* '•I2

X  > i

l ‘-i

eÍ ^ W ' Ai-1 {
'  i  ■

l ' » *

-  - r

'p - ld  c á n ttd a d P Z ' ( é l  "^señala^ -com̂ ^̂ M̂
• ...................... i .  V i  • '  *1 '  , .  • t  ^

i   ̂  ̂X% ■ ' \7^ 1 » • ,1 ^  \
qué-nosotros con Z  X ) ,  - 3 ; resulta  S f  .  .

0
V .

C 3 )

>

y ■

y  d té e  fj>el-o X y Z sier)do eantidadés que varíaíi cqn el nútuerq de 
jjlados del polígono ckcuiiscritó y di círcülo deteriuihade por R a*.

t - ; -..i: in: r-
«mitiría muchas superficies, si la cantidad ^  Z permaneciese eó

K. i' ^ .< •
k  V .*

jjla espresion de S, lo que es absurdo j luego la ecuación (3 ), debe

\
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no ins
jg j TRATADO ELEMENTA!.
se ten d rá  qná con m ayor raaoñ, poligouo d rc ú n s c r i to ,:
crito <  A:B , «ine era L. Q .sP-d>. í , - .

/E s o . Lo m ism o ‘dem ostraríainos respecto de un sector.,
/ c a o  T có r. Si se da m  círculo y un espacio cualquiera, se le pue

de inscribir u n  polígono regular , tal que la suma de los segmentos sea_ 
menor que eí espacio dado, ó lo que es h  mismo, tal que la diferencia en-

, . r 1-1 //̂  /7/>/ .̂ irt/íiVATirt in r̂ritn. . ci>n mPMfW nil&uperj 
dade

• -  <1 .  ¡4

espació por pequeño, que
_ *•••> a <~ * * *• . .  •  • I > . .

«reducirse á esta S T  pone por nota: "N o  es

Z sea- una, cantidad,:Cpnstante j porque sj esto, fuese
l .  ‘- i  >

« a s í, se tendrían; los. mismos:resuItados.|)ara todosJqs.valores ,de_X
«y los corresponáientbs de perí) siendo X w O > ,s e  tieoe al oust

;-á
-'.'V 

V - :¡ñYú-'

«tietnpiD Z o , y la diferencia esta
’ f .V.

< <. V' i’i V'3 ^ .* si

ASi
- V  •  I

icar en •JÜ

>

'M
'  "Vj/f''

• -'Víf

\4.

""h-

«es continuanaente; nula í<;ra2onamiento.q:He íse,;^
losdasbssiem séuaise em plea , esta  iCOnsíder.acion.”  T  en efe,qto, ¡ sigue es
te mismoiórdeni dr.demostníir id teoría dcí íof ¡ cuerpos redondos,

Mr. Francoeur , al dar. esta clase de deímstraettines , se refere al i»r va
euiente principio, . - - , , , ^

"Supongamos que los elementos de una cuestión están 
medio, de¡da-eemcio.n^4tha5==B'-l-?5: on ,la;qup;a,lgunps de ellos ^can

kbles'aLimisitto. tiOtiVpo í sy qwe^por su: .naturalezada ocuamon deba |
subsistir en todos íius estadoaposiWes;.do raagnitudj que enm p^tros í|
términos A ;S  permaneacan constantes mientras quedos otros a,'Sisean |  
variables y susceptibles' de decrecer ad tnismo tiempo tanto como se quier i 
ra • esta ecuación se diride en dos la una entre los términos cons-;.j
Wtues- la otra íe=:e entre lop:tériiiinos yariablesda cual tendrá lugar p a-|

' ra todas las magnitudes que da cuestión permite atribuir á un mismof
ütmpo-& ’0t j  S..^En4ectp^^^  ̂ »9 W l ,
igudes, y que sea K  la diferencia, ó A - - B — =tK, se tendrá a : = ± ^  |
■pués — 05; luego, las

 ̂ ían ser menores
la ecua

’íS'

rancia if , y no
j  j y  • -  . »* ■

conservarían entre sí utia dife^s 
Ky lo que es contrarió á la hipotesis*̂  ̂̂  
n:( Ct) del testo  ̂ se saca la conclu, î|h este......r,-., - , . . j

..iipn^ndándosc.en:CÍ¡prinCipio¡¡anterior:delm - , ,
y  como las variables X ,  Z decrecen indefinidamente, se obtendrg|

i  á  vi,* .V—.¿ a

- /  í  • V
-  • V  /

entró los términos constantes la ecuación b
. ••• 'A

. . v ¿ :  / ;  V L ,

• i' íy
'c-*;

■ 'i:m*-¥H
‘ S*'.*Vh

‘ ,r> >; í u
J  "j- M>

y ' 'M
\ t  5 !



Ir.

V _

r y

V

/

■ í  ,

• '*C .

'Ñ'
^•ÍK[ :'.V*, > •■-A

. 4  '.•ÍVf  ^i'' •*
I» -, V 

•*. .

C k' l >

 ̂ -

IM*T ’ » «
6 :  f ^ .

k * ' '  •

S'v'i*'’ '

W. :

I '  I

i'h" I ■ *

iR?í-í'.. -:

r!

V

V ’

1

_  . . - - D E GEOIVFETBlAi 1 8 2

- ^ XEspl. Sea, dado círeulo AEGD ,(fig. 182) y  eh eípatíió K : voy 
a demosiraír que en el circulo.ABCD se puede inscribir un Dolínono tal 
que la su.na de los segtnentos n, b, c/d, e, f ,  g, h, sea .tSnof que el 
espacio dado K, o lo que es lo mismo, que la diferencia entre la suner- 
ficie del círculo y la del polígono .inscrito, que esda suma de dichos 
segmentos, se puede hacer menor que;.dicho espacio K por pequeño
Û6-S6£l.»

<Dem. Para demostrarlo, concibamos inscrito al círculo el cuadfa 
do A B C D , . y circunscrito el HLRIN , y tendrémos que el cuadrado 
inscrito será,la mitad del cuadrado circunscrito j porque cada triáneu- 
lo AOB es la mkad del cuadrado correspondiente , ta} como AOBH- 
luego los cuatro triángulos AQB^ BÓC, COD, DQAi de cuya suma se 
eompone el cuadrado inscrito^ áéfád iguales; á  la ípitad de los: cuatro- 
cuadrados AOBH ,^BOCL,QOJ)MV DOAN j y como: el ,Círculo es me
nor que el cuadrado circunscrito,, resulta que el cuadrado inscrito es 
m a y o r ^ e  la mitad del círculo f ahora,,¡si \concebimos divididos los 
WR°RP 5”  iguales, y  tiramos las cuerdas A P ,

k en tb  pM. P ;J a ^ g é n t e  P G  j„será: paralela,f§ 3S3V BA-^poroue 
tirando el radio O F será perpendicular á la A^ y á V  tángeífe GE 
(§§ 436 y 445 ) j y concluyendo el parálelogramo ABEG  , tendremos
que el triángulo ¡APB será la mitadde dichcfparalelogramD ft  icV  ne! 
ro siendo el paralelpgramo. ABEG mayor que el segmento A FB re
sulta ̂ que el tt4 uguJp,;APB ,sefá mayor que la mitad^d segmento AFB* 
y  pudiendo demostrar lo mismo respecto de Ips demas ,-resulta que la 
suma;'de, todos los triángulos será ;mayor que la mitad d e: la suma d í  
todos dos segmentos j y como inscribiendo otro polígono de duplo nú 
mero de lados , demostraríamos que la suma de los triángulos que sV 
formasen, seria mayor queda mitad dedos segmentos «, P P  &c one

' del círchlQ total quitamos primero el’ cua!
y luego-los triángulos AFB

P^L, C Q D , U R A  queson mayores que la mitad de los segmentos 
_ u6 mos qu^abap del circulo, y  así sucesivamente , Hegarénms á S  

ner al.cabo de-cierto tiempo (325), que el residuo que quede del cír
cu lo , espresado por segmentos tales como a, b, c, d, e, f, g, h &c se
ra menor que cualquier cantidad dada por pequeña que sea 4 luego He
gara a ser menor que el espacio dado K. go ue-r
i _ <PiC.' Eo mismo podríamos demostrar de todo sector; porque en
E ' - 1 este fuese de un cuadrante ó m e n o r E
dr ángulo AOB seria mayor que la mitad dei sector, y se verificaría la 
proposición. Ahora, si fuese inayor, tal como el AOO , de manera 
que no nos in stase  si el priánguio A O Q  era: mayor que la m itardel 
sector, lo dividiríamos en dos partes iguales , tales como AOX,XOO 
y luego en otras dos, si se necesitase, para que.una de estas .pan«-

N
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tal cotilo i 5

•V.V;'
■ 'aSTHATAD'Ó' ÉtÉ]\ifElíí-Ati ; ^

fnénor que el cuadrante'AO0 5 erí eéte ca&o po-̂  
dríarnos ÍRScribirtó^una porción dé polígono á cadá üna con la circuns- ' ,j| 
tancia  ̂ dicha, esto es , dé ser su diferencia entre é l y la del sector me- 
ñor que Rj duego volviendo á, inscribir otro de duplo número , la di  ̂ ' " 
férencia'én^dáda uno de élloó Séría menor qüe la mitad dei anterior, y

-  r  : "  r'' , - 'r / f 'V
rf r‘ .  i

J .  * w í  V  t K '‘i" j .iii i  1
^  r ■

con mayor razón menor q u e — luego la diferencia entre los dos, ó el
■ . 1"̂ I '•* r » .*

f ' -  I !. / i  i  •

2K
. I

total, sería meiiór que Ó menor que K. Si pára que AOX fuese
' *  »  I <  '

:  I
■ *'

itieúór qué un ciiadránte, sé hubiese necesitado hacer dos secciones del 
sector'priihitivo',^vólvéríátiiós á inscribir otro de dupío número en ca^ 
da uno, y- tendríamos que su diferencia éntre él y e l sector, sería me*

4 «Vi

. Hi

K
1* .

que —  ̂ y  como la diferencia entre el sector total y el polígono señor
!< t*Jl>

< . . va
f  f  -

i t
). *

’r'A < *‘ t

:a menor que ‘
~v* /  - '  .   ̂ - I V

. / o¿
I . ^4

qué ííj resulta; que^én todos' los casos fse - i

£ i i  4 i > '1

/ \
M .
/  .

•• I
^ • i  .

*... elá proposición. , .
<$■ 21 T eo r Dado un circuló' ó un espacio • f í f .

fgono regular  ̂ tal quees posible circunscribir' al círculo ó sector un  ̂ ^
tú diferencia entre la superficie del polígóñó circunscrito y el círculo, sea ,':̂
píenor'ciue'el éspácio dado Ki '  ̂ ílM

M
.IVr.'

•

-.V. í  J

Porque si Concebimos Circunscrito ai, circulo un̂  polígono •: 
reguiar G Í I I R L M á  ijue' llamarénios  ̂P, é inscrito otro ABCD EF , 4 
qi^  llamarémos p, del mismo número de lados, piérO tales (519) que P í , |  
P < N h -S :N , tendremos que siendo N >p,''resultará:P;N <P:p<N -^K; 5|  
N  ' dé donde dividiendo la despropoi-cion considerando solo la prime- |  
x a A  tercera razoú:, será P .-N :N < K ;N  , de donde resulta P—N < K , ?|
qÚecra-L. Q̂. X>. D e  1- ■ : y >  :
■' /5 2 2  Teor.>La superficie de todo c i r c u l ó  N  (ñg. iBf) es igual 0; 4
un triángulo rectángulo Q R S, en queluno de los catetos es igual oí ra-‘ '
dio N P del círculo , y el otro cateto KS'sea igual á la circunferencia de

—'  V . . . » k

dicho circulo. . . .
¿Bem. Si esto no se verifica , se tendrá que el triangulo Q R S scc ^

rá n í^ o r  'íÓ menor que el Círculo N. Supongamos primero el triángulo | |
Ó R S menor que el círculo N , inscribiéndole un polígono regular AB, ' If
CD EF, tal (520) quecír. N— políg. A B C D E F <  cír. N — triáng. Q R S,í : |
se tendrá , políg. A B C D E F >  triáng.'QRS j y por. cuanto el períme-,,
tro dePpolígono es menor que la circunferencia del círculo, esto es/
nienór qué RS, le podrémos suponer igual con R T ; y tixándp la
como también se. verifica que R Q = N P > N O > será (518)
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, DE GEOMETr/a. ig^
D EF <  triáng. Q R T  >  QRS j pero psto es un absurdo , pues acaba
mos de ver j <̂ ue polig. ARCDEF^^ triang. (^RS j luego el supuesto 
que nos ha conducido á él también lo esj y por lo mismo no se puede 
vérificár que triáng. Q R S< cir. N. ■
, ^Supongamos ahora , que triángulo Q R S > c irc , Ñ j y tendrémos 

qüe, concibiendo circunscrito un polígono GHIKLM, tal que GHíKLM
—  círc, N  <  triáng. QRS —  círc, N  ( 5 2 1 ) , “ tendrémos G H I K L M
triáng. :QRS i perojel períuietro del polígono es mayor que la cir- 
cunfereneia del círculo (459), luego será mayor que R S , y lo podre
mos representar por R V  5 luego si tiramo&Ja Q V  , será (518) poiíg.' 
GHIKLM == triáng. Q R V  >  Q R S f pero esto no puede ser , porque 
ideábamos de yer , que >políg. GHIKLM <  triáng. Q R S, luego tampo
co puede ser, que triáng,-QRS >  círc.^Nj luego si la superficie del 
cíMculomo^puedei ser;mayor niunenor que la de dicho triángulo re
sulta que le será igual. L, Q̂  D, D. :

■ (Cor. Dé aquí resulta  ̂ qué como la superficie de un trian
gulo rectángulo es Igual á la  mitad del producto de los catetos, pues 
sLel uno se considera como base , el otro-será la-altura j si llama
mos C  á la circúnfeírenda y  R  elo radrov^séfá  ̂ :

'  ■

í . Sup. de círc
r í.

i  f

que nos qué la superficie del circulo

igual á la circunferencia  ̂multiplicada por la 'mitad del radio ó al m- 
dio pOTi la mitad de la circunferencia. y

.sustituyendo én 3> Í4 & cxD  ó"3, 14 &cxaR.
en.la.eeuacion anterior^ ¿erá  ̂ ^

-< 'I . \  ' -

lis*. V Sup circ. 3>Hí
• !

~  \  i  .  '

4;j

* w

3) ̂  4 1 5 9^̂  5 3^xR*. Con relación

y S f v f }  i  i

M ff'íV

I I - '
| í -

y con

mií-'

á d a  circunferencia, sería. Sup. de c ír c / r r 0^079577471 
relación a l ; d i á m e t r o S u p . - d e  círc.^=^7853981 

Cor. 2 °  Dé aquí se deducé qué designando con las 
núsculas la circunferenciai yv radio de • otros círculo menor V

CXr ’ ■ í . ‘ . ;  .

sup. de círc. = 3 y formando proporción con, esta ecuación y
k

con la anterior , tendrémos \
r \ i  i  i

« c '

.  I

A ’
V,

« é

 ̂ (^) . Estas espresiones.se deducen-fácilmente sustituyendo en la esprê >
Éion-primitiva los valores de las cantidades C, R  e» valores de la que
ios deseamos hallar ̂  pero si alguno tuviese dificultad , podrá consultar
mis adiciones a E ails , donde Jialíará indicadas todas las operaciones que 
se deben ejecutar,  ̂ ,

XOMO I. EAB.TE II* 2 A
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Sup. de Cí- ĉ. : sup. de círc. ;;

THATAM EXEMENTAr

C x R  c x r
G

. '' iX̂A

' M
:: C x R : c Xf j í  ■ . :

■ ■ .< aiP.LM
y como (§ 504) C:c::R:r, en vez de una de estas razones, podremos 
sustiíuir la otra en lá Gompuesta :̂ y será.^,..
Sup. de círe. : sup. dé d rc. Gxil;:cxr;;iíxii:rxr;:
^rco)^;(arco)^:(Caerda)=^:(eaejrda)=^../.o  -  - '

Lo que nos dice que las suferfides de los círculos-guardan la mis-̂  
7»a ra%on que /o/cwa¿raio5 .de jo j rudioí , de los diámetros y de las cir-> 
conferencias , de los arcos semejantes y ó . de las cuerdas semejantes. í 
. { E jc. Como lo mismo hubiéramos demostrado de un'̂  sector cual

quiera j resulta que llamaadp^-L á la doiigimd del arca , y R  radio,^

. . r J > ’

♦ • i

'•y-

'<V'
••KÚ<
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¡ . f i í) " jA: tía

\  - ■'•y

/
se tendrá Sup, de sector

neas §us yalorés ($06),
Sup, de sector or o>oo 
rá ; Supv de ¡sector;^:o,.ooai.Si

1:
>

que sustituyendo en vez de 'estas lí-
• j

\ a '  \  '  • -  « •-»

por último ; . .
3 coa;relación: al diámetro , se--\ 

 ̂ y con relación á. la cir-:;

. i(ii
'ISS
./jS'

circunferencia, Sup. de.sectQr.^feOjOboáai,; > m

. V'

m

ií'
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De la reducción y división de las supérncies. ,
: .■ :-v-x̂V .1.Ú t/jA.' A:u\ '■ -.... .

523 Guando dada una superficie se encuentra otra que le sea iguu!, 
se dice ique $e reduce: la piáinera. á la segunda y,y cuando dada, u n i sti~; 
perficie se hacen dos ó mas partes de ella se dice que se ditiide. Latí 
rpdueeipn d̂  las' Superficies esuun punxotmUy.^'trasce,ndeníal, .y r-vamos 
á maiiifestaf que toda superficie se p̂ uede ir€dueip>á;uniCttaáradDj,.pow:|| 
cuyo motivóse suele decir que medir u^a . su^^^Qte cuadrar una s u -g  
fcrficie es uha ipisina, cosa .} en pfecto^í uaiidd se'mide una .su^perficie nól |  
se hace otra cosa que encontrar la relación que tiene aquella con el ;| 
CUadpadoique sirye de unidad de medida j y luego.buscandocuh cüa*-I 
drado que tuyiese eon e í ppopaesio íésta.relacipu ,.tendríamos undua-^f
/drado ». uuya superficie isería igual. con da .pEopuesta.f; .= U' ,s

i" irincipieinos por; dliípafajelogramo^i-yv propongámonos hall^
cuadrado que sea'igual en superficie al paralelogr^p ABCD (fig. 184). |  
Para esto , hallarémos ¡una media pró|torfiional ( 488 co r,) entre la hat  ̂l  
se BC y la altura A E , á la cual llamándola X  será el lado,del cua  ̂i f  

'drado, porque siendo 44-BC:X :AE, tendrémos. X feB p xA E 4 ;;y  como/;| 
B C xE A  esuresa la superncie del paralelogramo, resulta en general que ;|| 
ps,%: redMCÍr’ Mh paráiilogrmn á cuadrado se halla una media primor-: ,í|  
(i^naí entr.eda’.kaseiy la . altura, y  se tendrá el lado 'del cuadrado. ; j ¡ilj:

Msc. Como un triángulo .es la mitad de¡ un paralelograme dé igual ..
base“:y altura, tendrémos que paro haíiar m  cuadrado igual en superg-g 
f i c t e  í  u n  triángido , se buscará u m  media proporcional entre la base y  ‘ 
la mitad de la altura.
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DE geo m etría* E87
Cotño para hallar-la superficie de un polígono regular se muhipü
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ci pcnnifitro por^ :̂.',tnil9.d d.cl .:r:<itiio téclo 5 TeduciTÍc ¿í cuocíTu- 
■ do se hallará ima tnedia, proporcional enpre el perimetro y la mitad del 
radio recto.

Del mismo m oáo, para reducir un círculo á cuadrado, ó buscar 
_ un cuadrado que sea' igual en superficie á un círculo , se buscará um  

.media proporeianál entre la circunferencia y da . mitad del radio/ porque 
[estas, dijs dlneas multiplicadas dan la,superficie del círculo.
, 'dle aq,U;í;.j[esuíta que el problema tan de la. cmdrdtma del
círcMÍo-se puede eonsiderae resuelto porque sabemos coma se ejecu
ta j pero momo no se puede dar exactamente la relación del radio y de 

 ̂ ,1a, circunferencia, tenemos que el problema de la cuadratura del cír- 
, ,cuift,d|peijde,.4?.,.sd:inectific.a

<524 Cuando el polígono fuese irregular.se fta%ría su s,uperficie 
numéricamente como hemos espuesto (518 esc. a .°)  , se estraería la raíz 
cuadrada de este númefb ,f y SefMél'todo deíeste cuadrado j pero tam
bién se puede ejecutar esta operación gráficamente, esto es , por una 

igonstmcción geométrica, reduciendo la figura á triángulo en esta forma,
. i,<Sea el pentágono ABCDE (fig, »85); sí desde el punto D se tka

y 4 lpurito B / u n a g ín é a ,D R p p o r^ a e 4 ira[laC F  paralela á DB , hasta 
jjuecCfipuéntre, á/la base AB prolongada en F , y se , une el punto D 
aba e tiF p p p  mediomte la d D K ,, se [.tendrá que el. cuadrilátero A FD E  
p r á  :.ignal en superfieie al:pentágono propuesto / porque, á este se le 
ha quitado,el ^trjánguío BCDj y sede ha.añadido en su lugar el DBF,
que es igual con éf , .por dener la misma base D B  , 7  estar entre unas 
mismas paralelas.
í-ansiHaaiendeííD .ínisma cpwstrueeipp respeetQudeliángulb' en. A /  se 
jtendrá.que eb tpiánguloSDGF, sera igual .en áupérfieieicort ;ei .euadrí-

,,7  por eonsi^uiente con el pentágono A B C D E / deljpis- 
mo mono seguiríamos si; hubiera tenido mas lados aun la figura,

< Reducida ya la figura á triángulo, que es la figura mas sencilla 
de todas , se ,iteducifá .á-á;uádFa£lon :sííse;iquíere[¿; hallando una inedia 
fíoporeionaLeptre sA base y, la mitad.de ¿su altura, .. . ■ . , , 

< 5®5, i;ln ,;la  :prácpca ;0curre[consalgúna;Décuencia el tener que
ipépartir, Jos terrenos , copto-: cpandojmuere un padre, &c : - entónces el 
Geómetra tiene que hacer la.repartición del terreno, ó bien en par
tes iguales si el terreno es de Jgual calidad, : ó si no lo es , en pa t̂és'- 
proporcionales ;á la calidad .deí; terrenp> :Pero en muchas ocasiones'o- 
curre.;el.|que se tenga qUe haper la  diyisipni desde un punto dado á 
■ Causa de haber : ajlí una fuente , :Caroinoi;&c,l; sóbre este- punto se pue
den proponer problemas muy curiosos, de los que aquí pondréiuos 
solo el siguiente • [ . , .
i ^Prob, D ado: un triángulo BAC, dividirlo en dos partes iguales
desde, uápunto dado D (ñg. i8ó). ,

' \
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{Res. Divídase la base AC en dos partes iguales' en E , únase es
te punto con el dado D por medio; de una línea ED , por B tíresé 
B F  paralela á ED , únase el punto; dadpvepn el punto F , donde esta 
línea encuentra á la base ,  y eon el vértice B si el punto dado no estd 
en uno de los lados y y se tendrá ĵue la- parte A FD B sera igual con
la FCBD. _  , ... , ;
.. {Bem. Porque si tiramos la BE , se tendrá el triangulo; ABC divi
dido en dos partes equivalentes j y por lo rnistuo AEB>'== á lá mitad 
del ABC j abora , los triángutós^FBEí BD F son equivalentes por te- | 
ner una misma base B F , y estar entre unas mismas pktalelas  ̂ luego i 
si-les añadimos la parte comuti. A B F, será ABE «  AFD B , pero.^ABE 
equivale á la mitad de A B C  j luego AFD B será la mitad dél triangu- ,
lo A B C , y p o r  consiguiente FCBD  ó FD C en la segundaBgura 4»
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que ŝe demuestran por Geometi'ía} algunas, proposicióneí de' que heníó^^  ̂
hecho- uso por cálculo j en que sei generaHiax-tá proposición del euadr^-, ;|
d̂o dé la hipopem^a á cddlquier^í^g^ jemeiantê ^

ére iosdqatetoŝ ^̂  en̂ que, ise
■ ésnaciós-K:ir'Culards , comó/ ¡son: OtM$. Mnúlas; diferentes- de lasj de Jtíi^ .i

icA

■ :hItrios -éspációs î/rCul0res  ̂ comO;'30^:0 i
:pócram , dos arbelos, d  ̂ FrQcloi,^d^^qmmedes>^y d em tú -, y eh^ahmm

. ry en que se deteminañ las cantidades geométñeá$ 
m  su especie son mátiKimos 9 minimos»/  ̂ ■ -  í't.' - t .  ..

> O ít '

al̂ x̂:uaaf<aaoM̂  ̂ jjcpí —-
sobre la otrá partí; BO^ mas dos veces el revtángala comprcnaid-aforias;
^oi'purtes váBpBD j'lo que a i i  ^ ;.v ' ' ■ /

V- ' J ■ h
i- i . I J  '  9

¿Dem. Porque ú̂̂  sé construye et av 
feyAB >̂se Hraj'tóí^FG'í paírál â;  ̂ y
Urado AGDE^  ̂
es el cuadrado

V'
,j y í se toma: A

duAE j^elcuá-

•r
! V ;*4

xl;<•

.• L*

/

lav se
AE y AB

eia’'AB 
t ó  =  B e  y 
sobre |BC.:

- i<i*

DG

n; em cuatro partes í la; primera; ABIF 
__._ A B ,-p u es-q u e  se ha tomado AF=:AB|

; es el euadradóiformado sobre BC ,' porque cotntF;
AíF , la diferencia A C  —  AB es igual á la d¡fereiif;| 

que da;; BC ííí: E F  f  per o á causa de ■ la» paralelas^
es igual al

'A'-V1

. V

j
;• fv'i

y ' i  <

T-
' . '" i :
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estas, dos partea del cüadrado total, quedan' los dos rec- 
ly  EFIH , que por  ̂ ser AB EH GC ; tienen cada

:í«--

'  <4 *
/V A •kj

Lclli’g  WIV/O Mi  ̂ J—l-t- --
nno por medida A B xB C , luego el cuadrado firmado sobre
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{_Esc.‘ Está proposición es la que hemos demostrado en Algefeá 
cuando hemos, manifestadq que y de la cual he
mos hecho uso, (489),

‘ ■ ($27 Teof^ Si la lirieá AC ( fig, 188 ) ,  es la diferencia de. las dos 
lineas A B , s e , el cuadrado formado.' sobre AC , contendrá al cuadrada 
de AB  , mas el cuadrado de B C , menas dos veces el rectángulo forma
do fo r 'A B  y B C , es decir, que se tendrá

^=.gAB— BCf=e=,AB^-i~SC=^-~2ABxBa
'em. Porque si se 'construye, éh cuadrado A BIF, y  se toma AE 

s s  A C j se tira la GG paralelad íB I,d a EH .paralela á A B , y se cons
truye el cuadrado EFLK  , los dos rectángulos CBIG, GLKD , tienen 
éáda uno por medida AB X BC f  y  si se quitan de la figura entera 
' “  que tiene por valor AB® BC^ quedará -el cuadrado

V.
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'■ '̂ '{Esc. Está;proposición, es la misma,que,;la ¿fórmula algebráicá
de que hemos hechb'uso {4;89).

rectángula'formado for la suma y la diferencia dé 
dos líneas es igual á la diferencia de ios. cuadrados de estas Aimas s así 
k  íie n e l^ B ^ B (A fA A -i-É C f^  A .¿j; > j  \ '
¿-í' í^DiiíftfiPérque si construimos ,;(fig¿. r89)psobre AB y  Apioshcuáít 
drados ABIF^ ACDE , se prolonga ABj.de;modo que la prolangacion 

'"‘'“ G p y ííe-eóncluye el; rectánguloí ÁRLE , l  ̂ base AK de ekíe rec- 
V'sefá lásumaídBdak dos líneas ;A.B , B C ^ su¡altutiá A E , será 

'diferencia deíasímisvnas líneas,p luego ¿el rectángulo AKEE=(AB-fri 
' i )( AB —  BC). Pero este mismo rectángulo está compuesto de las’ 

i>̂ 'partes ABHE,BHLK% y  la parte ¿ BHLK , és,■ igual al rectángula;
y BK --EF j luego A K LE=A BH E-í-ED G F,. 

t el cuádrado ABIF;^ menos ellcuadrada 
formado sobre BC j luego sacamos'que;

BC»;
■ Êsc. Éste 

a —  b)
d Y a  hehios dámóstradb 'que eh cuadrado de ¿la hipotenusaee& 

gW l d'ou la •suma de los; scuadradds dq ; los.; catetos 5-; per.or ahora ;¥qm^¡ 
áAarhitjfademostrácion en que se presente á los sentidosJestá v e« M . aoi 
' E l cuadrada,'BG&F (figi formado sobreda hipoienusas
BC de uk triángulo: rectángula <pes i^éalúá’ la suma de, las: cuadrados,-
B A LH ,C A K l formados sobredas, catetos B A , CA,:, oía..., „1;,̂  i:;-.

Pata probarlo, ;bajemos desde-el únghlo, rectovAí Sobré la  
¡iotenüsaída 'perpendicülar A ü  , que-cprolongarémoi hasta, Ejíyuiies:--, 

pues tiraréffios las diaponalesjAPipGHq^^jfóndrémQSi'íjué; el iángulo 
ABF, sd compondrá del ABCunas el, reeto, ClBFq; el ángulo CBHqisq. 
Compone igualmente del ángulo ABC , mas el recto ABH , luego e^

, pqr lados; de un mismo cuadradosi

• V ( ,

viene a
•/

:a»
ser lo demostrado'pi79)i cuando decíamos que¡
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t g i O i  TRA5PÁD0  BtEMEN'PAt
A B H t , y P*̂ ** misma razón eii :
ángúíos ABFjHBC tierxeii ;dbs lados iguales,'-é igual ei

..prendido, luego son iguales.  ̂ ' : . ’ ,
^Pero d  triángulo A R F ,‘ es la iiiitad del rectángulo BDEF (ó pa-* 

ra abreviar BE), que tiene la raisina base B F ,,y  la tnisina altura BD  ̂
por hallarse entre unas mismas paralelas j el-triángiilo H B C , es igual-t 
mente la mitad del cuadrado AH , porque, siendo recto el ánguíp BAC,. 
asi como B A L , las AC y ,/AL. (35,5)/, no tbrmá’ráA sino una misma lí- 
íiea paralela á HB3 lueg.o- d i  txiájigi t̂loí íHBC elcitadrado AH >%que
tienen comum la base BH:, tiénm .táinbieñvcomutl fe altUíra AB ; líie|^ 
el triángulo .es la mitadáleliCdadrado.; ;: . .  ̂ 1
/ . pues que los ^triángulos ABF,H BC íSonHguales ,, sus duplpá 
también; lo : serán | ; luego .el rectángulo. BE ,j .será, ̂ ig  uai a l . cuádradQ^
AH j como demostraríamos dei mismo modo que ei rectángulo: ,GEjés 
iguaK aldcuadrado AI;,! yc ips idQs^rjeQtónguiosrBE,CEqjuntfis j-̂  equiva- 
len ai cuadrado B l^ F  , .resulta que el cuadrado BGGJf  ,.fórraad¿..aQn 
bre la hipotenusa , es igual á la suma} d  ̂los cuadrados ABHL, AQ1K¿ ':| 
formados.sobre los.otros dos lados. . *í\

^La invención de este admirable y esceleate teorema,se ;ati;ibuye 4  
EitágarásL^.el cúai; hizo sacrificios ;áíÍaS;Musas , porqi^ele h t̂naA
éad®.;.-ea)ltanj esclarecido^ îjnyedlí€>‘ . ■ ../
'^^r^Alguáoa son de parCeeLique! sacrílxco Cien Bdeyea^ p̂erQ ^

de d ar cr.édko á Proclo ,̂  no ofreció raaé/deíUno. Pitágoras, -comouU*:̂  
guníos^uiereia, tomó ocasión de, los números, para la investigación ;d  ̂ ;J 
este-teorema. Pues habiendo contemplado cuídádósamente..-estos^dl^^
Biunerós: 3, 4> y habiendo visto .qu| el cuadrado^? del húmero
era igual á íá suma de los cuadrados de los otroMdósv formó un;tr|áti; 
gulo^éscaleno , cuyobládó niayor j vestaba/dividido/en cinco; part^/ p 
iguales; el menor en tres de la jmlsina; niagnitud  ̂ y e l otro en cuatrOi  ̂ |  
Hecho esto, consideró el ángulo comprendido, entre estos doa lados
halló que era recto., y fiabieadó obseinvado esto mismo en otros ,mu- ' 
chís/mos números, como $ ,8 ,1 0 , 9, 12, 1 5 &Cy juzgó queae debíainf) 
vescigar^ sí íeá todo tciángulo> rectánguló-, el /cuadrado de  ̂ lafiq; que 
ae^roponei.aí ánguío. rccto;, era igual á la isumá dê , jos cuadrados ,d®i 
los dos dadosy puesto que .todos los/triángulos^pcuyos rlados; te^
ñían la magnitud espresada por,los húmero^ dichos > contenían á 
guio recto ; ;y así halló por mltimo coa grandísimo recreo de su aL 
oía , c t̂e admirable teorema , y.;io demostró rigorosamente^ EucUdes //J 
tó gené^alizo>Aít>ro <5/^prop. 3i)j donde;.demostFÓ que mó .spíamente 
el cusedrado ;del lado ,que se opone , a l ángulO /recvo êra íiguaL a losL 
cuadrados de los otros dos iadcs, sinh-quei cualquier figura rectilínea 
construida íiobre el lado Opuesto al ánguloJrccto , ya fuese triángulo 
ya cuadrilátero & c , era igual á las dos figuras que se deseribiesea 
sobre los otros lados , con tal que fuesen semejantes á la primera*.
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V .^Eil éfecto, sl  ̂ k  hipotenusa y los catetos dei triángulo rec
tángulo BAG (íig, 191)5 construíinos las figuras semejantes BEDC^BFGA^
CIHA, tendremos en virtud-de-lo espuesto ($iü cor.)

^  BD:BG:CH::BC=^;AB®;AG%
' '  —

pero por lo acabado de probar, ó por lo expuesto (487 cuarta); se tie
ne B G ^ = B A 2+ A C ^  luego (§ 269>BD-°^
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'-^Esc. Si sobre Ja hipotenusa y los catetos trazamos círc^los-p se- 
ifticífculos , como guardan la misma razón que los cuadradois ‘deUos 
diámetros (522 cor, 2.°)5 tendremos igualmente que el: círculo 6 se- 
mieírculo trazado sobre iá hipotenusa, será igual á los círculos ó semi
círculos trazados sobre los catetos ; y así, si sobre la hipotenusa BG, 
Como diámetro  ̂lig  ̂ 192 ) , - trazamos el semicírculo BEAGC j pasará 
por A  por ser recto este ángulo (454 cor. 3;°)  ̂ y texidrémos ,'cons
truyendo otros senákírculos sobre los diámeíros BAp AG ,'que pues'los 
semicíreálos guardan la misma razón que io  ̂ éuadrádos dé sus diáme
tros 3 será BEAGC;BDA:ÁFC::BG®;BA^;AC^^ pero BG®i~BA^-+-AC ,̂ 
toego BEAG G =BD A h -A F C  , y quitando de estos , los segmentos co
munes BEA,AG C; quedará el triángulo BAGí=  á los espacios curvilí
neos'B D A E -t-A FG G ; á estos espacios se Jes ha dado el nombre de 
íúnúlas'y- yise conocen en el dia con el nombre de su inventor Hipó- 
cratss de Chio, . ¡7,- ._■

Coñ ‘ Dé aquáTesúlta; que si se tiehen tres líneas a, ÍJj c, tale$-
el círculo trazadb sobre la primera será igu al á la 

suma de los trazados sobre las; otras dps f y  si fuese 
círcalq írazádé'sobré la primaraj sería igual á  la diferéncia éntre el trazan 
ddñsobré"^, 'y  él trazado sobre quê  en éstos dós "supuestos pó̂ ^
drémós:construir coñ'dichas lincas (489 cor.) un triángulo rectángulo;'

ÍS30 Ya que hemos 'hecho mención de los tres números, de Jos 
cuales 3 el cuadrado, del mayor es igual á la suma de los cuadrados dé 
los oíros dos , no sería fuera de propósito esplicar brevemente dé qué 
modo se hallarán otros qüe cUmplan con la misma circunstáucia. A sí-  
supuestos lés tres dichos ya 3, 4, 5, sí seduplicasen serían 
si sé . triplicasén i 9, 153 y sicuadruplicasén^^sevhadarto esfo$'
tres I 2y i 6, 'áo, y . así sé obtendrían otros íimchós si sé ^nuJüpJkan 
-aquellos tres primeros por un número cualquiéra. Sin em bái^, l^roelo  ̂
da dos reglas ^ o r  las cuales se hallan los números predichos sin ne
cesitar de aquellos tres. - . ;<

<La primera la atribuye á Pitágoras, y  es como sigue : tómese 
farmámro menor cunlquier mmero m  como ^̂y ' ôr medio debcüal^
se hallarán los otros det 7nodo siguiente. Del cuddrado del número toma  ̂
do 3 que es aquí 2 $ , quítese h  unidad'  ̂ la mitad dé H qúé qüedé\ 
saber 12, será uno de los húmeroŝ  al cufil si se anade una unidad resulta
rá.el iereero 1 3 , y el cuadrado de este es igual al cuadrado de Us' 
otros dos» ’

.̂

\



I

 ̂ .- 'cn
trs‘A

•‘ •wr;I ' -  ■

x:

■ rtt
■ -ii

-',«Í
*

m
- f
'M
i OÍ

-3 TRATADO ElEMENTAt
/ La segunda 'regia que se atribuye á Platon es k  siguiente t ton»e-

je un número pav: cualquiera, por ejempio 6, dei cuadrado de la mitad,, 
de este , á, saber de 9, quítese uno y al.mismo 9 anudase u n o y  se ten-, 
drán los otros dos números 2, y 10, siendo el primero 6; esto es, el nume
ro par que se tornó. Si seguu esta regla se toma el numero par 10 , sn
hallará que los otros dos son 24 y  26. ^
- ;... /,Para'demostrar estas reglas, resolveremos este

. .^HallarMes. números en que se verifique que el cuadrado del. uno.sea,
^ u d  con la suma de los, cuadrados de los otros dos.  ̂  ̂  ̂ ^
^  /Puede oeurrir en este caso el no llevar otra mira que la  de hallar  ̂
íliclms múnieros ; pero muchas veces también puede ocurrm el que, se, 
quierai qué ehuno de ellos sea, tai ó tal, ó que la diferencia que haya |  
¿itrejaigunoStisea también dada. ' ' ' '  V i , '  ‘ ¿ÍÓ I

• i /Supongamos qun el numero mediano: sea se y SI , Ilammps ,d k  di  ̂ ||
¿ren d a^ u e;e l mayor lleva al mediano, por ser contKida siempre , o, |  
oOrOue k i  podemos uomar ' á arbitrio, tendrémos que el numero mayoi: »|
I t í í i  <1; y (,« +  luego par,
íu e  e“ ,™ adt.Jo del mayor «ea igual á la suma de los o.ros dos cua, ,¡1
¿Lados á saberde y del etro número que se busca, es prenso quft s
25CCÍ (ííiiiSea.iun cuadrado perfecto, es ;decir  ̂
cuadrado del otro número que se busca; pero como nxd -r̂  d ne siem-,
^ S ^ ^ u n  euadradfeo^aío.^no,siempre uodrúmossacaren rai2.coa |

'■ á
. d ' f

> T.

SI, ,,^^3 y d ^ i ,  =  í»e noea
• X̂i '' %

1

;:Í

S S o ’e S ' ,  deli^iid^ se sigue que aunque por el ^nodm knm
de « oodamoSjdeterminar el núinero mayor , añadiéndole k  diferencja. d^
no podeipos.,hallar siempre coq exactitud el número menor. Poeelmufe  ̂

esmn euadrado^perfecto ; y así, veamoa si por e l conocimiento :jj

S  dd  múmicí’mayor , llamando d  á ladifereneia que dm ayoi,-
laño X > se deberá tener.

3c“ 4-a^==(x-t-n;'=xrH-zwt 
si quitamos el término común se* de ambos á a*
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 ̂  ̂IV.-7

■ *.A»

' /
’r'l$

l.' ' i

i, * < 

^  *-9

. » '*
'  i

-.Ir



' f m S  '  

I  .

• r  * ,

\  •

.■* * < .*

i - .

diano « mas Ia diferencia i ¿ luego el mayor será
• •  - '

»

a -
í A « ’■■{" I f-l* 1

■ v«ÍF»* *-T* •

. < * .  *

f  >

. s

H

%

' •  ' i  >■ , 

• I  ' ■ : A  •

2 , ■ ... V' : v;.:
nías para ¡^ué ̂  xí slía un-Mtiieró entére ,eó' í 
sea/divisible por a ¿ y-para esto ŝ e necesita qué a^j—i sea número par, 
lo :,que>iig^que^»"sea íWpiÉr ¿- para ;quc los
tres núméros sean enteros , es itfdispeílsable que 'sea número ímpar^
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porqué SU cuadradtí % éér topaí:¿ 'y  siendo éste impar , la raía 
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^En muy pocoá
drar las lúnulas de Hipócrates, de 
ténga noticia  ̂ se há puesto el

’ que según
T T *  /  * ^  ^  Z  ^  í .

A

'*• : ? -'• • / 5 -' ''  ̂ • ' .
'  . ;  , f  '  s  . f  j  i  i  ^  R  ¿  • / '  . >  *

se l i t  puestt^ el modo de cua- 
. pero ,en ninguno.,- de. que yo 
de cuadrsLií otras lúnulas y otnpsr ĝ 
- Geómetras. fue lo qué dió o- i|

A

f

<r }

espaciob -̂iicuxaiwo 5 , ‘ ’ j  N o ” \^’ , : .  / .  *  ' . »
r í^ n  al inyéntó de Hipócrates : y;:Sieníio, de. la m ay^ importancia el 
tíue se vulgaricen estos métodos, no, solo por la -utilidad que resulta
del conocimiento dé estas: verdades , ’Sinó ¡porque pueden dar origen al
descubrimiento de otras de la mayor trascendencia, np sera, inoporui-
no el poner aquí el modo de cuadrar ottas, lúnulas , 
d o  , de Arquimedes , y de Vieta , y el SalinomddArquu^^^^^

/Supongamos primero que¡sejténga '.un-Quadrad  ̂
un círculo ( fig. 193 ) ,  si haciendo centíb en Hicón un radio igual al 
lado AH del cuadrado , trazamos un arco AEB , tendremos una liinu-
l£t A F D G E E A  , cuya superficie será I g u a r t  H 1- -.nónP »
ADB , mitad'del cuadrado inscrito. " , / . . , , .

/E n efecto , siendo las superficies dé los circuios como los cuadra- 
dos de ios radios ó 'diám etfóí, .será? eifc,; t® t^ p  a Vezado |
con AC:;AH^:ÁC^::AC"+GH==2AG*:AC®n2:i;‘yluego el ^mÍGÍrculp| 
trazado con AH .equivaldrá al cítcuíg ;tí;a^áda óóffiiAG, y. el .cuadr^^ 
te AH BEserá igual al semicírculo ADB f y^si quitamos de ambos losig 
triángulos iguales AHB , A P B  , quedará-,eFsfgmentp ^ E B C  ú gw  ^  
los dos ségmentos A FD  -í- DGB ; y añadiendo a a m ^  él espacio mis- * 
tilínep ADBEA , resultará el triángulo, recülu^g^ADB; a Ja
nula AFD G BEA.  ̂ y,. 1 • • ¿  í

rá cuadrar otras lúnuJaSi, dejnostraremoa u n f^ ; la siguientg!.|

^ \ s i  deíde un puntó cuatqukrá de ía circunferencid de un,circuía , se 
toman los arcos iguales AB, EC, CD, DE, &c ( fig. ip sM  > 7
h s  rectas A B y A ct^ B , AE, &c , y las G F, DG ?gtifí/p aJas^QA, D A ,& |, 
dtLmodo que encuentren á las AD, A F  prolongadas  ̂ se t>erificara que Ig  
línm menor A B  íertdr^ cotí stt íwm.díatít AG ¡,4q¡,wisma,tq‘!í6n ’c¡t0 cuqlg 
Quiera de las otras (éscepto ía menor)  ̂ con lá SUtíid de tas dos mas pro-i
xim'as d ellcty es decir i que se tendrá: . í .h ra

A B .A C ñ A C íA B  4 - A D í:A D :A E - í- A C .
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; /Dem. Los tó n g u io T A B C r^ j^ ^  seniyaníes, por sÍE|||^
isósceles por construcción, y  tener un ángulo homólogo igual (485 ^
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cor. , á sa b e r ,  Jos ^uc ge forman e n -A , qiw^éon ¡guales por te- 
iie t cáílá Tunó p o r  medida la mitad Ée lo s  ardos igualéis BC, C D , D E ;

l i .  <

.̂5
i'í •■.'
P'-'V . ,  . .
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#■:= 
'sI a v . •1,

lu ego  tendrémos 4B:AC:;ÁCíAE,;:AP;AGr.
^ A h o ra , p b servau d o^ ü e ej ángulo A D C  es esterno en el trtángul®  

C D F , será igu al á  i a  sutna d e  los, dos internos F  y  P C F }  por otra  
parte d  mismo ángulo ADG  es ¡gua} al duplo del G A P  /  por tener du-i 
pía medida F y  como C A P  ^  F  por ser isósceles e l triángulo ACFj tep,- 
drém oi ’táinbiéá qdé d i ábgulo F  sera la/'diW  del G DA j y  com o ju n -  
tp  cóh el F C D  han de com poner el C P Á » resulta que F ;= P G F  |  lú e-  

’ triangulo í ^ i ’G es isósceles , y  dará^ ■
D F  =  C D  sis A B , y  A F  =  A D  h -  D F  == A D  Hh A B,

^ D eí mismo m od o , en  el triángulo isósceles A D G , los ángulos G  
Son iguales entre s í y con el C A P . Pero P E A ’ es igu a l al Gy

4- GDE por ser esterno j y como - por ser d  arco •t •

5.V. * -res
aD A E

sera
Sigra; i
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m-V»
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aCAD , y  como GDA también eá duplo de C A D , resul
ta que-G D A  = E D G j  y  cómo por otra aparte GD == D E y  el triángulo  
D E G  será igu al con el AGD ( 361 esc. ) ,  lo que dará 
A C ';^  E G  , y  AG  s=  A E -^.A C  ; lu eg o  -sustituyendo en vez de AE" Y
ÁG ;eStó|: valores én"la série de razones de arriba j será

A C  ( m ) ,  que era L . Q. P , 
til estú. ptop0sicion’pode9nos tomar en una circúnférenciíí

dos arcos que: tengan uha, razón vjúltipía dada, y de modo que los cuadra  ̂
dos dé las cuerdas de dichos arcos guarden también la misma ra%on dada» 

^ P á r á  ¡ésto, tirarémos el radio: É O , el diámetro A H  y la cuerda  
BjEI, y tendrémos que siendo isósceles los triángulos B O H , A B C ,  y te- 
'íiiehdó i|fUálé5 los ^ángulos en H  y  en C ,  serán ( 485 cor. 3 ,°  )  seme-

A B xB H
jantes , y  tendrémos B O :B H ::A B :A C =  - - — —  > y  com o por lo acaba-

BO
i r . do de dem ostrar , A B :A e::A C :A F, tendrémos

J ti; T ! • f y  quitando AB y será  ̂ > i

mi ‘
n  o '• í  •i •

r < i  '. ' ■ ¿ ' i  :
• *. 1 • ■ .

A

m-.
Á F  —  AB =  A P  ~  D F  = s A D

ABxBH®— ABxBO®

BO®

-1! «.. V *

de dóñde yBO ;̂BH®-BO®;:AB:AD.
'^AhWa. si'bajamos lá perpendicülár B P , será igu al con Ap y  

s :  Bp (*) ', y tendrémos , que'^siendo (  488 esc; Sí
r - r ■ I ...i - :• :. /
f ' f  , .íáv '

• S - '  *. «•- V  ^ .  ••
vi'*'.’  *

A

(^) Para convencernos de que AP==; Bp pro/ongarémoí la cuerda Bp  
hasta b y se tendrá B P ^ P b  ; y  en este cayo íiéníío OP=:?Op (§. 439) j si de 
los radios A O  y BO quitamos dichás magnitudes las restas A P y Bp serán 
iguales. J  ̂ ■y'

>  r .  I

'•.i .

r

V
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< üntencucio esto pfiseinos a cuadrar una------ __ , .
cul<í , cuyas superficies esten, en la razOrí d e,i:3   ̂ que;el numer^ de

■ :d¿lGs arcos que la iforinmestenfíiídaiWisroaír^ZfOt) de
■ ;ó¡ , .entre ^dos>díneas íAHí:^íCifilSvil

uná i séá triDia ue la otra * hailaréúíosv ,\íijâ d3ed&r̂ ĵ .  ̂ _
s i^C.BCv los, círculos.'trazadQS -^coaesi^ fioeág.epfflPoradios

 ̂ . Ar o. /C aOQ \ AT̂ '̂O'R* VT’*  ̂ . :ll

N- '

ó diánietros , serán como
/Prolongúese la AC una 

""" 1 cómo
5 y, tírese

centré) eh un
 ̂ i* . '* /

á AC , se trazará, una
w  »% j ^ r  ^

í iCQU V 5
,1 trácese ums

♦  ♦ ♦ ♦

, v en ella se colocará' la.cuerda I' - ■':••._. - '* • 1 1 -'TV K  'vJK2i
treá veces de M, á -N , de N  á B.r .̂!de Er;ÉQ;S«:« «  . _

centro en siis estremos con un radio M K , que sea cuarto
proporc^uaí á MN , á ,M Q, yíal radiosOM , trazarémps dos, arcq tó  
? u 7 s e  corten,en K , Y fa c ie n d o ,c e n tr a b a ^ te  
arcó'Mljl^%*y te'
M IlO, y M N P Q , cuyos números . „
1-9 " y que las superficies'derAichos circuios
razón de lis", y 4igo: ademas qué l^su—

, j .  , .... S :?!/;__ TV/T'M'D/l

en la razón 
estarán en lá misínaó

-d'ó'̂Tes
. ' . -Jc i' íT

iSoñ
' ./V
I-'ñ

m  -m-,  ^  - i l l  A
vdii efecto , los 'sectores ^ ^

^ a iá f# feon-.uúaiwisma apártecuS¿ias MOMN ( ,  ’ son, comO; los ;radios.:J^ígMO;|>luegp el nqtMr, J
rpíjiéSgraaos. uEi ’ “ “ r-r
merp de  ̂grados del M T ^  , 4«^ era L , t .9 Q. D ..D . -
' / f  siendo las superficies de: los espresados circuios 5 Y - ^

g u ió te  sus ^sectores,icomb loa cuádrados^e súŝ  íi^eas homologas,

\ ■ ''W
•' -Vfc

■ •'á.\i
• ' t i

/ ,ki
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- . DS geom etría , > 1
. , i tirandcn !̂ : diarpefero - M  por ser el ar,

5 ;tííiplp MN^>/Se veri^^ proporción.(n) MN:MQ::

<>**••. •

I
•*. c

;3ipnd  ̂ M R  =  2AC ,  será
"  y. siendo :.(4;;I2

ese, 3;®v) H.

*  . M* <  • <
/

Kf \<
s'. ■
••'i.*

'IV'
■

f . .*i'  . , 

- v ‘ \

&)-
:a ' 'i

* j -

* Ai. ^
V

f;'
;ppr ser

H.*
t

MN:MQ>: A C “;3 A C : ^ A M G í; AS= 3 AG ^AE.
= .A G ^ ;C E = « A G tfc]iB ^ G B v;y , a i

'►* V

f :  . - '  . : ’  . •

. ^  *i •

■ )
i - ] - '  " I
i t  k  -  V

•1 if t  > ' r ^
V £

f .  - -

AB
luego AR

- 2  . . ' '  ■' -

V  V *  •' fj

s r

.  t  , \
t  ? r i

ACa-.2AOr-T CB,— 3AC fnT;CBi.luego si sus,-
;vi; .

it-ry:** •
•; W / '

'. - G: G
P "

ffi’-

m- ■

( V  , .
V K '\

- . f  .

mi

•, /

GG'í'iV;

tituimos este valor en vez - ^rrjlpa^ será
NN^:MQ?;:AC^:CBf:ij;.33 

y  copio los círculos trazados con/lcsr-rádios M Q , M K , guardan,l^ v̂ a- 
aon :MN^:^M los cuadrados:de ios rlpdosihcttriólogüs , estarán en
davrazon-de.KS, que'eraL . 2 . * ^ :  .■ .J;:. .r ;

, .^Comoiesta última proporción , y la^(0) tienen eomun la  razpi^

;(i;¿s segmentos .MHN-/MQL-^Águardarán^ítapipíen 1 
;que ilpsvxuadrados d e: susVlados.domgiogoá^viiuCgO: tendrem^SA Spgm- 
:MHÑ; Ségin.;MLQr;;M]>y;Id2,^;;i:3iJucgQ:Cl.seg 

- _MpíN j/y coniü ioŝ  tres segmentos .H , rl,, §_, son igualesr*eaiilta rque 
,,Se:gm ■̂ ¿= Segm, I-A^rSegipiig;: y afiadiendo. á ambos .miem
ibrpSAeJI ésp^^AO.rn^ í̂i^neg tenderá el'cuadrdáíeroLrecd

^línepiMÍ4BQ í=.ádai^ :->.y' ryGÍ/
Ú - :Hií{J:ara;-cuadrar d^ dunuia agáJagaj^formadá por círculoa que :esíu- 
viesen en la razoii de 1 :4 , es necesario hacer uao del p^obléma de,.

mediás íproporcipnales geoíhctrieasj Jo que: confirma Ja mecesi» 
dad¿y utilidad de resolver gepmdt;rieame,nte el- problema del (§ -508), 

i(PasemGs á ^Cuadrar , Igs í arbeios.r ProdoUaipa arheh: ah espacio 
.íOm prepdídP;porfíes; seiUicireuníeréncia^ tra^das\sqbre; úfia línea y 
sus dos mitades comoídiámetros, ;comd el^BE^gADÉ (fig  ̂ ip^c;) jífíom- 

.prendidpi por las %es semlGircUnferendas BECj-.CFAjyBDA, Este éspa-
.cío iguahal círculo;rrazado confelínea;^C5,G:CA^,Com©: diámetro,
íA a ld uplg de guaiquiera; de los semicírculos BEG> CEAiy ó a jo s dos 
juntos. En efecto, el semicírculo,BDA; al semicírcuio jBEC::BA^:BC^;: 

5:.3 C®:,:4 BC^;BC?^4U í  ̂lUegq d  semid^^
BEC j luego si quitamos detesta ecuación los dos -semicírculos 

IC^ j e f a , queí^rá ei^arbelo Bl>ÁFCEB— ,á.dos aemicírcu- 
.¿ió. áÍ-cífcu,lo, trázado^sobre: BQdmuo díáradro,^ ó á̂ IdáMds, 

semicírculos BECjCFA, ' ''
^ S i en C  levantamos la perpendicular DG, d  círculo trazado so

bre ella como diámetro, será igual ̂ al trazado sobre BC ; y cítoJácaso 
dió̂  origen á Arquimedes para llamar cifbelo al espado comprendido

r

f  \

A k -  í

•4?'

Mi : •'
-  ^
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' y>V.

y ■ '■ -Si.

tíiataóo míEt/mü'TAt 
con

o-̂«í¿A
• l • ' k A'iî'08-

por tres seíiicírculos ^e^gritos eoji fueséri'^tná íítíeá davíl||
da y- dos partes cualesquiera en que^di^ida^fáj cpuid^ei AEDFGBA^i|| 
(dg.ip3d)j y  su superficie es igUAi a ^  fiel circuló^tfexadp sobré
eoiiio diátríétro. Eri efecto j'-púes que AG^z=(A D h^DG)^— AD*^h- s A D x  '̂•W

DC-i-DC^^ BD^ sera
t\*

ero sien-

I

do los semicírculos, copólp^ cuadrados de sus diámetros, sera AQ ;̂ se- 
inicírc. A B Q : AD^;' sémicírc, AÉD;;DG^; Sémicírc.  ̂D F¿:; 
circ. trazado sobre RD pomo di|aietro ):; §BD^; círc. trazado sobre BD g 
como diáiíiftro^ y en virtud de -lo espiiesto (é¿S" teor, 5.^), sera A^ 
semicír. ABC;:AD*-4-DC^-H2BD^* sémicírc, AED-H'sémicírc, DFC+* |  
círculo trazado sobre BD corao' diámetro 5 y pues que AC^=AD^ 
DC®-+-2BD^, será sémicírc. A B G =  semicirc. AED+- sémicírc, DFC-f- I 
círculo trazadQ sobre BIJ cómó'díárnétro, ■ i  : :

dé ambos miembros ips semicírculos A E Q + D F G , qué- 
dará^cl arbelp-A FD FCB A ^s al círcp trazado sobré BD como diánietro,.

■̂ î Tantor̂ l /arbeló de Froclo , cótnp el 4e Arquimedes sorx figuras á '| 
que se puedeu haUar círculos quedes sean iguales 5 pero po sé p u e d w ^  
tellar éSpacíós réctUineos/qúe les ecjuiyajgám Mas Vieta inventó otro i
arbelo al que se puede hallar uméspacio recto  qüe le^séáiguaj. ‘En^

f .

• í>. 

.ií»'

v’.:'
. <’‘x

éfeetoV^W^l . - j  1

y«'

1 SI se seis

tf

»  • » ^  ^  »  f  * _  _ _ .'*'8 0

vecés sobre la Gireunfeíeucia^, senálaudó^ ios puntos B, Gy D, F^
y  haeiendo^centrp en_B se tra mismo radip f l  arco CAj» y há- í|
ciendo cefitro eu F  con el mismo radío se el arcp EA > se teii-" 
drá el espacip CAEDC comptendidQ por los tres arcos CA? AE> CT>E, ; 
"que es el arbelo de Vietáí y  cuyasuperficm es igual al rombo CAED; j
pues los cuatro ségmentos^^'^ son iguales, y  qüjtáhdó al rotn^
F i • . 1 * . ' 1... .. . . 1 • , i \ t í .• -*/ • 1 : /í 'i .1

' t

y í en SU

sobré
P j BD y sobre la parte

-V

^m^y^íesultaráto ¿ to lo
G A E D -jguaí'i dicho'Tombo, j-í - ^
: ^Arquimedes llamó 5 fl/írtoíí. af espácio AÍ'BM DGCÑ A (to? ^93/)> 
compréndidp entre cuatro semicírculos fprmadps eomoj'^'' """"''" 
uliá línea dadá A B , dos .segmentos iguales
intérmedia CD ; y '^refultaj qüe dicho ;*es!paeiQ í e$ jguai al ^píreulo tfa^
zado = sobre Q F  cómo diámc^ó' Eq efecto y  siendo

(CD-hAC)" ■  ^  ^

sérá
GD), y siendo AGt=?DB  ̂ resultará AB-fr-CD^aAC Ig queda

A B 4 -CD
>y

/ 1'.

Tu ^ SI i i  ^a ám-
¿ i

'I •

r - -

f\ i * /: j  >

%
\ - .  

• \

• i -’j
; *'\í a

^ \

% ;í.'

.. tj > • > « • ii- :Jé
k

•V ,-í * ■ - ' ' • S  J
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\
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BE €̂ EOME
Y  como las superfideis de los 

de sus, diámetros j se tendrá .

-/ , ■ ■ -■■■ . 
semicirc* A B j semicírí CD:

199
fiort cottioio s  cuadrádos

i: círc. CAí S I círcY

V-- ip que da (adS) / • . 
semiCí A B 4 "semicrf CD;

AB* CD^
\ .

• I
• • 
ft • circ. , í)Á:CA®-i-DA^

■

mi
r ; í . •;

, f i T \  .‘i'-
t
ét. -■ ■

V 2 2 " -r
y siendoiguales los consecuentes, resulta que,también lo serán losan- 
tec^dentes } .y  tendrémos semic. AB^sem íe.Gp¿círc.G4.^cííCí(D A'=s'

del primer miembro los dos semicírculos AÑG, DM B, 
yĵ del asegundó el círcí  ̂ á dichos dos semicírculos, que
dará el sálínon AFBM DGGNA igual ál cífculóYtrazadó sobre F G  co- 
iiío diámetro j qüe era 1>. Q. D. D. >
: Eñíeñdido esto, pasemos á hacer áígunás consíderaciqnes

lás eantidades geotnetrtcái s que son máximas 6 mínimas en 
sil especie^'^

■ V iii^Guand^ cániidaáes de Una niismá especie ¿ se el
nbíísbr^d^^^4i)c  ̂ a la ,que es mayor: que rodas las otras , y  mínimo á
la A&i > d  diárqotro de un ñírculG es üñ ínáximó entré todas
las líhéás qüe unen dos puntos dé la  circünferencia ¿ y la perpendicüT 
lar és un míriímoy éntré tódaS las línéáa tiradas desde un puntó á una ií- 
íijea dádarf Y, . ^

•' ' • * -  -a  ̂ \  V i. 1 •  ̂ , i , ,  í. % . ¿ « 'V* ^ C  .  ̂ • * * • - * *  * *“  * •. ' ^

todqŝ  de v,na f̂  ̂ perimetro el
tirÍ^i}gáló:^áxiínAés aipel efi qué hs¡dó^dados no determinados son iguales»
Y v>- :i;94y A M ^ E l f e  que
d; tíiáúigüJd ísósééíés ACB:es m el AM B qué tiene la misma
base AB y el mismo perkíletró.

^pew. Porqué si haciendo centró en C cotí Un radío.C /.= C B , s,c 
descdbe uná ciícunferencíá qué encuentre á la prolongación de'ÁG en

la.BI> ángulo D BA Será recto (4$4 cor. 3.'̂ ), Prolón- 
.gueseda perpéndcuíar BD haci^ MN==MB y tírese. AÑ ,
cpnitírCüal tendremos,qué bajando deSdéios puntos M  y C  lás M p/y 
CC?Y perpendiculares á p Ñ  ? pues que CEjSí CD  y| MN-iríOlB , será
ACq-CB==AD y A M ^ M B “ AM -í-M N. Pero A C 4-CB=rAM-4 MB¿ 
luego AD==ÁM-^MÑ 4 pero A M + M N ^ Á N  ¿ luego A D > A Ñ  j pe^p 
si la obíi^ua Ap^ oblicua AÑ  debe estar mas remota
de la Jérpéndióupr AB ¿ luego ÉG que es mitad dp

qué 6 P]^mitad:de;BN (3d¿ ese). \  4
Ahora ¿ los triátígülos ABG^ABM qúe tienen íá ihísma base AB 

son entre sí como sus alturas BGjBPj luego pues que sé tiene B G > B P , 
el Aííáfígüíolsóséelés ACB es íñáybr qué el ÁBM  de la-misma Fase 
y penmetro. t» Q- D. D. J

■ {532' Teor. Enfre iodps tos polígonos isqperímetros y

. f'
•f

• r

1:̂ -

'̂
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i  uiKĵ uc i>cct ^y'i) '"*■  —  ---------'* . ^
lado BC no es igual á C D , fórmese sobre la. base BD un triángulo isós 
celeá sea isóperímetró con B G D , y tendrémos que el tfiángu-'
io BOD seVá mayor qUe BCD, y pof consiguiente el polígono ^.BODEIĵ

será mayor que ABCDEF, luego esté último alo sería el 
tódós los que tienen el mismo perímetro*y el-misino riúipéró dé'lád'ós,' 
lo que es contra el supuesto y luego se debe tener B C = C D . ^ r  la || 
■ mismá razón se tendrá CD:x:6 E = E F ;= & c', liiégo todos los ladqsy deí.^| 

ono máximó son iguales éntre sí.

Títí\-T'Ai>0 ÉÍEMÉNTAX
‘'Te.

e sea ABCDEF (ñg. i 9V) el polígono" maxíiiioŷ ^̂ ŝ

.1

■ I
V i,pOligUllU 11ÍAA.11I1U. ovi.1 o  ̂ ‘ J

C533̂ ' ^  /oj tfíangú/oí fotthaaos

r dados'forman'ángid'o'veétó\ " ' - '

es .* fco ú obtuso.
_ m í -Porque siendo -M; mism 

BAGj^BAD son'cOmo áus;aBnPa|''At5|©Eypéria'lá p| 
es mas corta que la oblicua AÍD ó s;u íguái
es -menor-que-BACv L. Q. D. D. í-;.  ̂ v  ̂ i_,r̂

í  534- Teér. !}& o/igonór cóji
su^o á arbitrio i  el máximo deheyer tal que todos sus ángulos 
critos en unarsemicircüúferehciá de ^ik'' %PMdo 'descoHóéido íe'á eVdidmetto, í

 ̂ A T\ r̂rtrs / 1a \ > f r̂ \ .•> i. V* A J>A i. 1 V>. 1 .í n<r̂ b ̂  rH á i» í̂>

1 !

tnan^
t 7 i  .  ••• 1 ^
.  l . s  t J • ■ '  e ■ ' •'•

B itfiot Airéase'las diágónálesHAD;>;DP.i' Si'3el'ano_-- ^
recto se podría , conservando las partes ABCDVDEF faleé cóíUo son-^
aumentar el AriáttgUlo 'ADFO"y-íidrAohsigffiénté:
:úsrá: recto' él ángulo' AD F poí ̂ l# tirbpósíiiónypreéed^ is  » r  •

lió nó sé puede' aumentar-jugues 'qué|-se 'bY'̂ s'üĝ uést&’tfue-'Md̂  ̂
á su máximo el'^áagulo A B F -fe ’ fé\íh^ á-ngiifoi teeáMIh. ;f

V  '  . . •   1-  • _ .  *« j í  • r * , • i  - i/*'. «' *A ít \ -  í í  * A 'A  • ' ’ d

maneras 
que sea elA i v S v l v f c W  s ^ L I W  0 ^ ^  w  ^  ' « ' vrjr*'

estén inscritos. Antes de decidir ;;estâ :"CUestion , ;es necésknó 
'servaF óue si una niiáma cuerda ABr (íig. i 98]?-subtende áreos déscri- .'í:;̂ ,

'  ̂ 1 • \ A A T-V , íTA i , 1 ^ 1  ̂L ... w Wr\\>'áí̂  ih' £ nS ü r V c t g  ^ i U e  0 1  U U a  V U 4 W 1 . M . V V  .... ...........................................

tóS'cón'diferentes radios A C yA D ,'él‘iúgulo- ;^i-el: centra apoyado'|o- ^. 
bre esta cuerda será menor en el círculo, cúyó radio es liiáyor y  ásí̂ \ ys 
AGB<íADB y  érv iftú d ld é  ló' deii iortrádo' Xl?®)!’' ' ; ,,|

*'rí'

v;

• j '
I'
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;^ < 53S un m^do dejgrmar,el:^^^^
C ^g; 197 ) cp  ̂ Íííaoí dad^ y uno desconocido que sea el diámetro de la 
semicircunfei/^neiai:eñ q̂ue-e t̂anAÍwscri%Qi dos otrosdá̂ ^̂  i-; ,;e
r Porijue supóíí|am que se haya encontrado un círculo que

• si se toma iin, círculo mayor , las.ouerdás AB 
y^oríespüftdeFán á ángulos etí el centro menores , luego la su! 

ma de estps, ad u lo s en el centro será menor que dos ángulos rectos
y a^^los-e^tFcmí)s^ídeei>^Iádos^ho;;ií^^ diát
métrb . L íf tfontrario se verificárá si se rcfma up círculo menor, luego
el polígono dp qüe^ós í̂istráfa áio  ̂seripuéde-iiánserrbijr :áznaícn lin solo 
cire^ioíi' ■ .

^ É íti tS é5 fu M é  ImujiaE Í á ' arWtrié, el érden de: ló s : ladéi; AB, ;BC 
C D & e^  y el diámetro del círbülo circunscrito será siempre el mis*
tnn « ací r*rímr\ ai «1 r 1 , *

' /

* k  I 

i %'

1

i

y

s^ circu n fem icia  j y  skmpre la misma s u p e ^ íc :
pues que^^será igudií41;semteíl-cgltt smepóSodososegíaentosi AB, BC'& c 
cuya suma es siempre la misma. /  ̂ ; .

íTebr^uDé > í o ^  iioí poligomM^grinado^-^on lados dados, el
maí^pm ês thíp^e^sbfüeik^msarmrm ufP.^^^

íDÍ. >Seaí AEefJRW Íf(iigi.,ipj^ el ipolígbnp .inserkible. yiabcdefg
,, o , f íla le s  jrd& má^

, • ABCDEF
que.'; el'Otrp. í.‘v>i-\-'̂ y,i:r-. ŷ)í--:j y ■. ; - r
«  'i^D ?rt,.:^m  pKPbatíoti4 írensp el diámetro^
brp.va¿y^AB fomeae A l twftogbió zn el punto s
comol deda, loÍ.3ito 3váctud;/ della proposición A 5^4) eí
polígono EPG A M  es mayor que el r/g«m. Por la misma rdz6n el po,

.eE polígono ■ entero
EFGAM BCD E es maj;or que efgambcde- Quitando de suna y otra par-
A n r n S ^ ® “ ' quedará el polígonó inscriid
ABLD EFQ  mayor que el abcdefg, que era X . Q. D. D
i ti^ ait iS0 dempsi!imrá ítoiííííieíií Jkî pr̂  ' '

• j 1 .— -itawíô tioi<̂ 4̂..t>,t:.id;uouesuon y este poligono
seria^aunde da misma superficie, de cualquier modo que se mudare
eli:;orden-de::lo^. lados. ■:■■-'-.V.v.u:; ;-■ ! 1  "■ , . -

<537 Teor. El polígono regular es un máximo entre todos los pbli-
nos^nsoperímeWóS] ;y de,uú{mismó^hwm de-^^

. . , ’̂ .̂' P° ‘̂^ ™ - * g “ láLfiitiene‘ todos. sus ládos.i
inscribir, en.mn eíreüio(i(47r éor.Í5lP)„:::iuegd/cjí v 

:o«p;Afe Hh máximb;' -  < s  y ̂ O íp
.  i

I

^538 Teor. Bos-ángulos en el centro medidos en dos circuios dife
rentes , son entre st como los arcos comprendidos' divididos por tos radios,

XüMO I, PARTE II. ' 2 6  ^  s u m o s .

\

k: * ,
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Seah^p.y O (fig
: "i t ‘.1 , Í •

trai' î ue el ángutoiC es

200) los dos ángulos : vamos á deflios-
DE ' ' ' ''I ■» \ 4 i -  •

corno vv es .a
- I » / ' 1 • ; ̂

Con un radio
entre

ACj
descríbase el arco 

s j á causa

11u
•* ;

;j.:se-tiene . ‘j

áJ la relación
D E

• ' • 'VWfl 

.» Í*Â
- ■ ■ m

DO --Úíf~l Í-»J

•• í . - ■< i . ' I:■' ’ H‘í4'i'Vi

y 30: trepe j que e t í  Q. D.
■;

'?> 1«' - r»
\  \  t

'  -  Í-Í.VV5 . j£í:í
\ ’)5y — — ' — -

'mas lados tiem mayor superpcte,
^Dem, Porque sea DE (fi,ĝ  201. 

nos j O su centro 3 QE..^u , apotema  ̂ sea 
;gofao 31Q sp.ícentro', y ,  GÉ-spiapotéuia^í 
C  á  una ^
la  ¿ireccioii O C  *
el centro de lo^ polígonos j y como estos
líneas CA  ̂
desde este ^
y C y coipoiiientr^s ;
‘dos OFjtíCE;.i-ri -nn í

3
G I GH

el que ttene
. -"Mr >; > V Vi»-

otro olír .'Sá
centros O y Mfi

* * V J  ,  i  t H ‘

, y  las^apotemás OEjCB ún ;||
serán los semiángulos en 

ángulos no son iguales, las -M
se encontraríaníren' un punto F  j bájese 

*■  ■ _desde los puntos: O

C04 ;̂;W

e^iá’ cuatro an urectoa» til
r-n

G. es ,á ,c»atra reotps j,,
ilOíGiÓ DÉ:ABs: t | Í' '  ̂: ÍX'tv-t

V;<r'
consecuen-ff

-S:' í

QG
tes ppr CG, se

. trv.V V’/

-tí»
i '  ll*.

y dei mismo -tnadu ífie íendrá A-BxCG ^ : v.jja*.-w*
mego» ------------------ ^ÍG” G I ;G H , '6  O E :C B ::G l:G a ; luego  si se/hace
,ver que el arco Gi es mayor que el GH, se seguirá de aquí quê  la 
apotema OE es tnayor que CB,

 ̂ ♦ ♦ >

•»

> • 
I

,

/'•

•:‘V>t?

J
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 ̂DE iG EOftiETnf  ̂ ;r r . .

«  i S f  ¡a f i X ' S x  «S««lCRX<tt,.lbea;te iguai a la ngura C(jA , de manera que se tenga CK — CO ;p1 án
' ? '=‘ "® , E£ = M  Í 1. c««a Kx5

y (374) mayor que este areo; luego GX; mitad

^ *̂T*' **  ̂ • .► - • * < >  <- Y i* ‘ ‘‘ ‘ -̂Í :U ̂ > l</ I.. ;'/ - > f  ̂ ^ 1 •,
n..- áquí;vresultaf,q.ue ktapotma,0& tn̂ yor que 0Br bero'te ^
mendô ips doŜ poJigoapŝ  unDifeorô pedinetro /^ori^ntre sí c L a  siis 
apoteoias j luega.el ----—  - - - -

r\
A

0̂ s "ñm¡/pp que

y de mm mismo, numeroidd dados ,.ei;poIíg6noiíegular: es^el miayor 2 í
^ o  se tra^ ®as.;qne, deieompara®. el éírculóñcon; un polígodoi^e^Ja^

=  AGI y poreonsiguente el arco DE =  al semilado ,A1 mE1 polígodt

S p - t íS a S ijÉ S '^ a 'o f««> í » .6 i.® o e v t J  « -

A ^ í ^ T ' ^ ^ f  ptolotigadaitei C V  los ¿iángulos s e m e i lSy
JÉ.»

~ rimetro sino que cualquiera otrg figura de igual perímetr? . v estL  
do terminada pior cuálquier curvaj> , ° > y están-
i \ «  ' •  ' V ^  ' ■ ; • . '  v V ’  *•'  '  • • • ? * '  1 / ■ '  * ' *  .  i  .

í^ -pvp ‘̂ ^  i^ítmos^ydemífoski^^^ , „ ,
'I' " - ': .■  P: c ííiiüi; íí ,
dHasta aquí solo |iemos eonsiderado las líneas  ̂qüeAe hallában 

sobre un mismo plano 5 pero aíjora vamos á manifestar las posicW s

y la^sicm n ^ e  pueden tener entre sí los diferentes planos! I?
-<:)Dn primer lugar'advertiremos que se dice de una recta tme
fuáíd^d^ h ó de un: plano que es pvrpe«die«/ar á m a t &

no, cuyo punto se llama el pie de, la perpendicular.
be dice que una recta es poralí/a ü  un plano j ó que un plañó es

longuen todo lo que se desee; y d 4  planda^e d i c e ^ ^ I S r i p S a S

V



'"M
.rnÁ.%k^mxiBí%^^KT.AZ ■ j

cuando no-^npuedeii d\M^niá^x^4^ ciaalcJuicridistaiigia^^qííeííÉá^^ró-
len  ̂ í>h Kí:- . '. :■; 'r .;v:' :5j

540 _ Teor;)CTiia recta nd pa?M :estav parte en un phno y parte fus^
ra dciél/V: ' - '  . -̂v-' ' oiu? ';o ';j'i b'íí>i
u ):Bemj\^^(poag^m^m £é;j í̂>siblé^^r4^eda:pact©M l̂de Ja-Unea.AGB 

(fig. 203) esté ea el, plano M N ,  y la parte CB fuera de él|bestcí:esy

'íKv.,

i  \

maiSrarriba: 6̂  mas abajo*.- AhoTOji^eioinojniia ceeiai.que. se naiu^c un
plano se puede prolongar lo .qteífer:quiéra/(¡34=i) v teádr^ que. en ;él: 
plano MN se podrá prolongar la AC:,i por* ejetoplGÍ:hasta E ,  y por tó 
mismo ĉ habrábdoŝ  rectaa/AibBvACE^ qüfe:tendrán Inn segtnento^compn,> 
lasque,ísiinjpQ^iW^(3^4í)d^y^^p misniOiíambienflo..será ebque;^^^
te de una recta &c. V

•  ^
* . '  ‘• A  r~ \ I ' ' •- i  • '̂  * • • • * “,  i  ' ' ' > < • * ! *  ■' ? • » * *' í  \  * *. *. i
; • . /  ' í  l s  e - . /  4 .  . K »  -! i  \  i - , - 3  ' : . ' , A'' s  • / ' '• * i

’V

Ese^-^fcífosí‘j!uníog^Ai^oi(i%.v2p4')(ejtaníed’.u«.4&¿iiíiov-3̂ ^ ,  H r^ ta
^'E\ que)lQSĵ n̂e í̂e t̂x r̂ t̂\ambim¡eweíijrrm7pa-pL  ̂ poxqgé sií̂  lá ijecta .v||
cstuyiesei'represeatáda: ppr;iAGBvf^ delrpláiaQrftirandoreh^ é la rec-r á  
ta íAEB  ,,>áas! :dos recta&oAG%AFE encerrarían espacio y lo quees im- 
po^j^é (í̂ o;; lA  Sl̂ ci J:. í;u-' y'; .,0
AC5Í301 [íIieorA B̂ QStirécPx̂ l̂iqu están ̂ enî un miíkiQ planúxy

iñiñañ¿su30 m̂Q̂ ^̂  /{ r ■

í ít
I

/ /‘ -•J£

A’di

I •

^í^e}^plandlei^ídetéímiñadaj;|^;lalsokipondkroíBdé;éd^
recta^-Á îAlCoífc-i:Q.',P*vd?^^^&^  ̂ tbuoib is.o;;,-;b.  ̂b
. :(Qoíi}i\.i^)i:h î¿or^y '̂tviángü  ̂ ;tkrs puntks\:i!Í^B\G que no se,
hali0n \en î>d^ êrüíiwan,§/üipó5Í0íon!ide un. plano y; porque es4
tos se pueden unir por medio de-dr^S'díneas í̂;  ̂ ;̂ aO 't b a . j < i?

Cor. 2.° Luego dos paralelas AB^ CD  (fig. 206) determinan la 
p05¿c¿on jágj^^^j^ímA-ybpo¿qaíei(sAseí)tiir^Ml^^ EF,HG que se
corten, el piano que pase por estas, será el plano en que se h a lle n -^
di<Aia&:paralelay^pué^ Gádâ  una ^tkne cdQSr pudtosbH, E  y en
ci plano qu ;̂ paáabpor las dos,secantea.t  ̂ ; ? ; > .
a 544 [̂rQOX>bShdQs: planos -^  cortan  ̂ suAritersUcion cómim es 

linea rediâ  a -\ ; b. -Kjr: :v: ,;■  ■
i)e7». Porque isiienHoaipuutos. eomunes-á: los doa- 

tra^efr^resy que-vdQt Gstwiesen. jenji líhê ^̂  los >dos -planos dérq̂ ^
se trál ;̂,, „pasandoreada¡ únd por esíosr.t̂ ^̂ ^̂  no forniáiríaii-siuo
un; iplsmp plano-j ■ lo; que es . contra 5el supuesto

544 Teor. Si una rrcta A P (fig.; 207 ) es perpendicular á otras 
PBy;;Ét^^g^  ̂v^rcm%an é̂n su píe.\ eñ.el< plano MN , será perpendicular 
¿  toíí^ r|p|;a BQbtíra4a -p en ¡ek mismo plano y y por lo mu^

«> í * - f *  i V /W I

i  ( ' -N .

OS: se encon- b' ) •'£
\  :

> , - j

s$rAperpendi(inld̂ ^̂ ^̂ í.i /{. 1 ; II /■» t, t vjv4:¿íi
1

4 ‘ S-- V:.. \  1 * i¡y¡<d ■ :/^A. 
•/;*'? .. 

Í,:.S/ ' < i:. ;
b.;;*.v' a:í

< 4
• I
'I.

v-'j
'5<'J

•0/
' k */ ■:..r

'  \ '  í \-y SA
M'í'V-Vlj
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DE rGEOMETRÍA;  ̂ 2^-
S Bew. Porqué si poi un punto Q,i tomado .á árbitrio' en la Po’  

concebimos la recta BC en el ángulo BPCj tal (§479 esc. 3>“ de probl;
que BQ _  Q C , yj las AB , AQ  , A C , tendrémos que el - triángulp

PB^ =  2PQ“ -+-2 elBPC >, dará (§ 490)
dará AC^-l-AB®:p2AQ®H-2QC*. Restando la primera ecuacTon dé la 
segunda , se tendrá AC®-+-AB“— PG“-.rPB®á=2AQ^'rHaQG^—  
2'QC*=2AQ®— aPQ“i y observando que los triángulos APG¿ Á P Í  s¿n 
ambos rectángulos en P, tendrémos AG®— PG®=iAP“, y AB®—PB®=AP® • 
por lo que la ecuación de arriba se convertirá en aAt-nraAQ®— .aPO®’ 
y'tomando la mitad AP®=AQ®— PQ .̂, ó AQ*—ÁP®-f-PQ®  ̂ luegaeí
triángulo A P Q  es rectángulo en P , y por lo mismo AP perpendicu
lar á PQ.  ̂ ^
V {Esc.  Aquí se ve, no solamente que es posible que una recta sea 
perpendicular á.todas las, que pasan por su pie en un plano, sino que 
esto sucede siempre que esta línea es perpendicular á dos rectas ti
radas eq el plano, lo que demuestra la legitimidad de la definición (541). \
, vG or.^ i.° La perpendicular. AP es mas corla que una oblicua cual- 
qmeru AQ y porque ella es cateto, y la: oblicua. hipotenusa de un tri-

• 'i

Por un punto P dado sobre un plano, m  se puede levatî  
tar .sinot̂  ana perpendicular á este plano j porque si se supone que Rue
dan levantarse dos perpendiculares por él mismo punto P , concibiendo
pasar por; ellos un plañó, cuya intersección con el MN sea PQ laá
dm perpendiculares de;que se trata serían perpendicuiares á la linea 
ir y  en el mismo p l a n o J o  que es imposible. >  ̂ í
m-^iTamh^ punto -fuera de un plano dos
ferpenétculares á: éste plano j : porque si suponemos que AP AO  ̂sean
estas dos perpendiculares ; resultaría que el triángulo A P O 'tendría dos
angulos Rectos APQ , AQP , Jo que es imposible, .. ^

Luego, /a, v£rÁadéra distancia de tm punto-d un plano se
debe medir por la perpendicuiarítirada al plano desde dicho p u m  - ixor 

la nrizca .que 5e ^uede: tirar ;de ísu especie,  ̂ ¡ ^
' por.,:G a^b«c«uf AB, ACj AD (fig. 208) ¡, qm distm 

mente .de ia perpendicular, son iguales j y de dos oblicuas: AÉ^^AO 
q̂ue distan desigualmente ; de la perpendicularla\ que mas. se- aleja 'es

wQf .¡TYl&S. r , . ' i, J* ' •
{Dem. iPorque siendo-rectos loSiángulos A P B , APG, APjD , si sp

® ™  , los tri^guíos
tendrán dos lados igufles é igual el ,ánguJo^om>-

í h i p o t e n u s a s  ó las oblicuas 
A l í , A C ,  AD serán iguales entre sí. Igualmente si la distancia-iPF
lo A P ^  r A S "  " ^  PB , tendrémos que siendo recto el a n í s  

y por Jo mismo AE>AB=:AD. Í

(

\
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TB ATADO EtEMEIiTAI.
{Óoñ TodaA kA ’obíicuas iguales AB , A C , AD & c , terminan en 

la cirduaferenda BCD de ua circulo deserito desde el pie de la per-, 
bendicular P como centro^ luego dado un punto A, fuera de un pía*, 
n o , si se quiere encontrar sobre este plano el pimto P en que caerá la 
per^eiididular bajada desde A, se señalarían en este plano tres puntos 
B, Cj D,"eqaidist-antes del punto A, se buscará despues el centro del 
círculo que pasa por estos puntos, y este cenfro será.el punto buscado P.

{Esc.  El ángulo ABP es el menor de todos los qué forman la AB 
con las líneas que pasan por B en el plano MN (^) , y por lo mismo 
es lo que se íláma ia inclinación de la oblicua AB sobre el plano M Nj 
esta inclinación es igual para todas las oblicuas AB, AC, AD &c, por
que los triángulos ABP, ADP &c son iguales.  ̂ i ;> u

'^547 Teoi\' Sea AP (ñg- 209. ) wna perpendicular di;'plano'MN, y 
B e  wna linea situada en este plano : si desde el pie de da perpendiculary 
se tira PD perpendicular á B G , y se tira la D A } dfgo que DA será 
perpendicular á BC en el plano que pasapor las dos limas AD  ̂ CB.

{^Dem. Porqué si se toiiia DBí îíDC  , y se tirán las PB, PC ,ABjAC, 
tendrémos por construcción- DB z:: D C , por lo que la; oblicua .PB

• /

■ f
' ]

; t

i
• - I '

, L \

■ '..á

''A <

'.é

_PC; de donde se deduce que los triángulos APC, APB serán igua^
les ( 360 )j~y darán AB==AG; luego lá  AD tiene dos de sus puntos A  
y  D equidistantes de los estremos B y C  ; luego AD  ( 377 ) es per-

ar á B G , qne era L. Q. D. D.
{Esc. i.° Se ve al mismo tiempo que BG es perpendicular; al pía* 

no APDy pues -:que (545) BG es perpendicular á un tiempo á las dos
lineas rectas AD, PD.

■ ' M

í-.ñ
■ ’álá

•r.fl/ --V . . • .n'
*•■1;

2i '.a'

'•‘C

f  f
 ̂ vi*'

Las dos lineas AE, BC ofrecen él ejemplo deudos líneas 
que sin ser paralelas no se encuentran , : porqúe no están situadas sov 
hvé uñ íilismo plano. La mas corta distancia de estas líneas , es la 
recta PD  que es á un tiempo  ̂ perpendicular á A P  y á BC; porque si 
'Sé juhkn-btrbs dos puntos como A  y B ; se tendrá A B >  AD > A D >
'PD  ̂Mégp ébñ'^níayor razón AB'->- PD.' - - " ;  ̂ ■ - IÍ
■ i {Las dos líneas AE , CD , -aunque no situadas ea;un mismo pía- 

no se reputa' qué forman un ángulo- recto j ‘;^porque AE y la parale
la Wtirada>por' uno de sus puntos tal como P á la línea B C , forman É  
iin ángulo recto. Del mismo modo la AB y la PD  que representan dos 
rectas cualesquiera, no situadas en el mismo plano, se reputa que 
fortíian  ̂él mismo ángulo que formáfía con AB la paralela á PD  tira
da'írórünó de los punto^deAB, tal como el ABbySi suponemos que 

 ̂sea paralela á PD.  ̂  ̂ .

'V

.Ik.

' íi; '5

En efecto f  dicho ángulo es menor que cualquiera otro ABOy 
W ü u ó i  tomamos :ia parte BO ^ B P  y y . concebimos la AO y será

, doi triángulos, ABO  , ABP nos darían ( 37$ cor.^^

. V

el ángulo ABO ^  que el ABP* _ I* - % .

r

V
\L
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DE geom etría . ' 2

^ f r  "i m ^^^ ic u h r  at flano
M N , toda lima DE-parakia a seráp^TpQndicuLar al
A p ^ n P  ‘ "̂“ ibiendo un plano que pase por las paraldas
A P , DE , su intersección con el M N será PD j y tirando en dirhn 
plano la BC perpendicular á P D , y uniendo el punto A  con el D
tendréinos que BC (547 esc. i.°)será perpendicular al plano APDE-
Juego el ángulo BDE será recto j pero el EDP es también recto nueí
que A P es perpendicular á PD, y DE paralela á AP4 luego la ’ L e a -
DE íes perpendicular a lasjlos rectasí D P , DB^ luego es perpendi* 
culari á- su plano MN. L. Q. D. D.  ̂ perpenui*

7 * V Re^Focamente : si las rectas AP, DE son perpendiculares'
al mtsmo plano M N, serán paréatelas j porque si no lo fuesen conci 
hiendo por D una paralela á A P ,  esta paralela sería perpendicular 
al plano M N j Juego se podrían levantar dos perpendiculares por un
mismo punto iá un mismo plano , lo que es imposible ( 545 corf 2.°V 
, Cox. 2.° Dos líneas A y B  paralelos á -una tercera C, son parale 

fas entra SÍ4 porque si se concibe un plano perpendicular á Ja C Jas" 
lineas A y B paralelas á esta perpendicularserán;perpendiculares al 
mismo plano i luego , por el colorario precedente , serán paralelas en 
tre sq aquí se-supone que las tres, líneas no están en el niismo plano 
porque siuó , esta proposición ya estaba demostrada (sBdo co r.ü .o v

_ 549 Teor. 5 ? la linea AB (Bg, 211) es paralela á. ana •recta' c í)  
tirada en el plano MN , será paralela á este plano. . ' *

Dém.. Porque si la línea AB que está en ei plano ACDB encontra* 
se al plano M N, esto no podría verificarse sino en algún punto de Ja CD 
intersección común de los dos planos M N , y el que pasa por AB v
D D j pero A B  no puede, encontrar á CD por serle paralell- luenn
tampoco encontrará ai plano MN,, y por lo mismo será paralela á ^  
te plano, L. Q. D. D. '

. 5.50 Teor. Dps- planos MN;, PQ (fig. 212) perpendictdarxs á una
msrnüt recííf AB j  son -paralelos entr(í sú

; - -- i F  si se encontrasen en alguna parte, y suponemos que
G sea uno de sus,.puntos comunes, tirando las O A, O B , tendríamos 
que Ja linea AB perpendicula* al̂  plano,,M N , sería.perpendieular: á 
la AQ , .urada por ¡su , pie en este plano 5 por Ja misma razón AB se
na;perpendicular á B O pluego AO y OB serían dos perpendicuJáre¡
bajadas desde ua mismo punto O5 sobre la misma recta, lo que es im
posible i luego los pía-nos M Ñ , PQ  no se puedeji encontrar ; lue^o 
son paralelos, L. Q. D. ^

w  3 ' 3) de dos planos-pa^:
ralelos.MN, con un tercer pímo FG , san lineas, paralelas < ”
■ r >Dema Porqué,si ¡Jas líneas £F,;,G íI, situadas en un misiiio nJano

que aquí,es el E F H G , no son paralelas, prolongadas se enSntrarán
luego loa planos M N , PQ  en que se hallan, también se encontrarán,*

/
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y por Io rnist^o’ ñc^'séfíaíi paralelos ¡ contra el supuesto } luego 
5 :̂2 Teor, L a  ¿inea ÁB (íig,. 212) perpendicular al plano M N ,

perpendiculár al piano FQ_ paralelo á M N -  ' ■
.̂ 1)27̂ . Pórqu^e si después de haber tirádo'á arbitrio la línea-BG

e a ' el plano' P Q , se concibe un plano que’̂ pase por AB y BG y eBte 
cortará ai M N en una línea , ta l 'coíiip la AD, que será paralela á BG 
( ; y- pero AB perpendicular al plano M N, es perpendicular á lá 
recta ADj' luegoiSerá tanibiea perpendicular á su paralela B C , y pue^ 
qiii!e la línea ‘ABres perpendicular á^ t̂odá recta BG que pasa por sii 
pichen un mismo piano P Q , se sigue que' es ^pe-rpéndiGular al pla^ 
“'^■■,-.'que éra-L^> Q r-ü .'D .- --- ■ ‘ ■

5.5̂ 3 Teor. Las partes EGy F l l  (ñg. 213;) dé paraklas comprendi-
por planos paralelos MNy son igüaksi

, J}e7ñ, Porque concibiendo ün plano EGHF qué pase por las pá-
ralelas EG ,. E H , encontrará á los plaxios paralelos en las líneas E E  
y- GH^ estas intersecciones son también paralelas (5 51) así' como EG , 
F H , luego la figura EGHF es un paralelogratno, y por lo iiíismcí 
( 406 cor, I.® ) tendrémos EG = í F H , que era L. Q. D. D. "

Cor. De aquí se sigue que dos planos pa^akíos tienerí todos sus 
apuntos i equidistantes los unos de los otrosí f  porque si EG y FHjSon per- 
pefidiGulares á  los dos planos M N , P Q  , serán paralelas eaitre>sl  ̂ lue^
gp>sefáiiTguales. ^

^554 Teor. Si dos ángulos CAE DBF (fig. 2 1 4 )1  no situadas eH
el niisn-10 plano,tienen sus lados paralelos, y dirigidos en wn íwÍ57WO 5en-
tido y estos ángulos serán iguales, y los plaí̂ as donde se hallan seráít

^Den». Tómese AG=:BD ¿ AÉ¿=BF , y ' tírense las GE, D F, AB, 
E F 'j pues qiie A.G es igual y paralela á BD, -la figura ABDG eŝ  

uiT paralelogramo ( 46 3 ) ; luego CD es igual y páraléla con AB. Por: 
una razón semejante EF será igual y paralela con AB j luego también
CD es igual y paralela á EF j luego la figura GEFD es un paralelo.-: 
gramo 5 y así el lado CE es igual y paralelo á D Fj luego los. trián
gulos GAE^ Dl^F tienen sus tres lados iguales entre sí; luego el án^ 
guio C A E = D B F  que era L. 4 .° :Q. D. Di;j ; ^

- :^En seguildo lu g a r, digo que el plano ACE es paralelo al pláno 
BDF ; porqué supongamos qué el plano paralelo á BDF ; tirado p o r 
él punto A  , encuentre a las líneas CD, EF en otros puntos qué én 
G y E por ejemplo en G y H ; entónees, según la proposición (553)*} 
las « es líneas AB, GD, FH serán iguales ; pero las tres AB, EF, DCí 
t ó ^ r S  yaf- ' ^ógo se teñdrá "CD?=GD y  F H = E F , lo que es absur
do ; Juego ¿1 plano ACE es paralelo á B D F , que era L; a.° Qi D. D*%

“Sí doí glanos 'paralelos M E ,'P Q  sów eoruáoi por, otros dos 
píunoí CABD', EABF , ¿oí dngííloí C A E , DBF/orwadoí por ¿oí i n i i  

tersecciohss délos ^̂ anos paralelos y serán ígao¿eí; porque la intersee- î
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DS eEOMÉTRÍA.
(5 5 1 ) , AE Io es á BP ; luego el ángulo

<55; Teor. Si tres rectas AB, CD, E F  f fi? 2 ia  \ v  a

el mimo plano, son iguales y paralelas, los i i Í g « / o í  A C e / S d F  Tor"

les y sus planos paralelos. \  , ,  ̂ igua^

< ; .Porqde siendo A B  igual y  paralela á GD , la figura ABDO

mismo modo los CE, D F   ̂ luego los dos trián|uIos CAE^, BD F son l
guales; por otra parte se probará, como en la proposición prec^kni

que SUS planos son píiralelos j-luego &c. ^

comprendm^  ̂ entre planos paralelos esta» cortadas en partes proporciónales. .  ̂ r̂ '̂̂ oetos esta»
: {Espl. Supongamos que la BA (ña. are '» enmipntrp a \ i 

P‘“ «  „  .e„drá

á / p ? . “  á &

GP. ae'te Ab:lS‘S^^^
t Í  ' ' " f Í"  , que eta L . Q . D. D .}

intersección común h y i, stos glanos á la

,u p p s í  s  “ S i  iS ? q t”r i e ! i í K ~
te , o que es la mismá, cualquiera que sea el punto de la común ín 
terse^cion|or el que se tiren las dos perpendiculares.
; Uem. En efecto ,-si se toma otro punto M  v se tira h  TVTP .  i

fe t"cc“ ” Á &  t e r f  ' i  f ' ” ”  “ ' ■ 'W a d i ’cJlar., / ia *  “ r ¡ „ '

“  ú s ^ T i ; i ' ' k ' i s r 4 r . a S  '^ r s

es?ndffe^aa*^*^  ̂ •aego. ei ángulp BM C =  PA N  (§  ” 54")  ̂7 ^^«
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T R AT %go I,®;3&p-M 1-^
PA;N-desd^ .eí centro; A;, ¡ y qfln 3tx r^diq nílíü&íioileLíarco!® 
de el centro M , descríbase con igual radió el arco CEB  ̂tfese  
arbitrio 4- siendo los dos planos:PAN^BMC pei’pendi'cuiaresrá 
ma recta M A , áerán páraleíps (5 50) j- luego, la.s, int¡ersecciqinesi; 
de estpg dps'planos,9pft,eÍdereerQ,AM0 serán .paralela? p 
guló.^M E^ será igual á PÁD  (554). .;,.:Uh:,ue jsi: .3̂  - . ■ '0 j;||
* Al áagnlo ioravado pQr;d0spkno«v;MP|>MN,,.;se.de|auele.U3m 
mipa 'ó borde 4 estg' supuesta^, ;§i-^páag¿q),í|3AP fuesp iguaLai D A N p ig  
k ' ésquina.'DAMP5 sería igual'árPAÍ^N 5 porque p.ibase P A D , se poí- J &  
dría .colqcar exactamente sobre ,«su, ignal. D A N , la altura AM> permai+ : f l  
pécfendp la,'misma,,..las ados,esauinax coincidAían una; con; la« otrar'jy

i-in/».,cJ í:»! anomló- T'iAP í?.cívr.viV.QP rantenirlo, iin

vüf

ifambien se advierte ' que;«si,gl,ángnlc); D A P  ¡e§tugese contenido^mn ‘5| 
cierto múmero, exacto A e  veces,cn\ e iM N .,v la - ;m w < ®  D Á M P  estáría

-- *’Í 'í***í

’j::. m

contenida otrás ''tantaá veces, en elPA M N .nsi,los.^ángulos.PA D tyiPA «N  t |  
fuesen incotriensurables ,/ demostraríamos p or  ¡el. ntétódoVespüesttí '(4.5^) 
que |a  relación de dichas esquinás n o ' Ppdía, ser; mayor rfi mqnor 
la- de 'dichos ángu los p lu e g o  cualquiera, que; sea ;p Aelacipn,dA« ángu-^ ; í | 
lo  D A P  ál ángulo ÍAíVN', la, esq u in a ,p A M P  estará eu.esta misma reía- J  
eion c o n p  P A M N i iuc^i^eí¡ángulo;,NAP;5S^.puede;M m^^ porC H m e- ,S
dida ;d e ,,lá fsq u in a ,P ^ N q ;o r |e l ,á í^ ^ ^  ®
planos I Í A P , :'IAAM, . ;¡r, , « « ' « '-‘'r:; r 'ih, r, ,

P íe. i;.° Cuando d  á n g u b  que; mide p  inclinación ;€s recto p se-
jce que ei un plano, es perpendicukr a l otro 
' ' ■'Escl 2,.° Cuando dps .planos se  . atraviesan;:mátuamente,4 1 
los ¡opuestos. a l  vértice ,*800, iguales,,, y  io s  áng'''-'-'-
juntos ;dos ángulos rectos.,4luego'; si ,un
'éste es perpendicular,aPpriniern^.íIgualraente.j.Cncl'tcbufiursn dé JióS7|
pianos paralelos con un tercer p la n o , se verificán;las mismas.igualda-í ' 
des 4 e , ángulos , ,  y las mismas propiedades que i en el .concrirso d é  dos  
jíneas paralelas con otra tercera,

,'^Qoí. iSi ma lim aiM ifig . 2 i'jy:,esipeKp ^
M N  todo plano APBi(WA p»seipor AP,,será perpmdiidar al plano-.

A ' /  T,.. ATí.xAM . si gd e lM N

y .

acentes vtv
ilt

i
i N

\a un- plano i

. ri\

Pem, .Sea SC la. íinerseĉ ^̂  de-los, planos 
se lira DS perpendicular 4 : BP, la linca ;ÁP per
plano'M N 5 será perpendicular á'cada una de las dos- rectas BĜ DEî  
pero ei ápguio APÍ),j for.tnadG por las doSAperp.eiidiculaicS; PA^PD.  ̂
1.a coiiHin,.irit r̂seecioir ;BPy ini4 c angulo que .forman ;los. plaiios :AB¡í 
MÑ ,puesoque êste¡ ángulo; es’.recío, ios; dos?planos. sonjpei*i?

res, entre si; L.:Q/:B.:É)cc  ̂ /C,-
ícrCuaudo treS; rectas 5 tales cptno APjBPjDPj son per

*r
í.

.. Jt í.l

í  vVr-,,

'  j
3'

t V

\ n)
\ .  f ;  -

los ángulos que forman entre sí-dos planqs , se les suele llamar ’̂ 
án g u lo s  Tdiedros , ó formados por dos caras ytdmbien le llaman aigun̂ '̂ f 
ángulos planos j j Q r  05far  ̂ ^

'̂1
t

¿  4 -íí = í  ^
nos -: i  C
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k i .  ^ I DE g eo m etr ía , '  ̂ V
m  én r̂e sivcad rtoa^ d e estas.e..perpe.^^ pIa„o de das otras
dos-, y  los..tres .planos són perpen;diculares:-entre sL , i. "-

2X7 },'■  'ferpéndicular d  f  am
M M , en el AB^se .tira la A P ferpendicular á ia intersección común
I B , dtgo-que (PA  será: perpendicular ai plano M N , - - '

-Dm. Porque si en :el pIano M N ,.se tira PD perpendicular á PR 
el ^ángulo APD. sera J’ecto.i pues qué los planos son -perpendiculares 
entre si j luego la linea . AP es perpendicular á las dos rem s PS,PD-
luego es;perpendicular:aisu piStioiMN p^que-era L. Q. D ,Ú . ■ ’ /  '  

; Con vP S r e l p h n d A B  es perpendmlar-d plano M N , y por un 
f  unto P  de M:cormm.interjección se levanta unaperpendicuiar al plano 
M N dtgo que esta perpendicular-estará en el. plano A S :  porque di na
lo estuviese, se podría prar en el plano AB una perpendicular AP á
aanterseceion^^tnun BP, da cual aería, ai mismos demp^ perpendicií 

lar al- pxano htó mismo punto: B- habría A o f  perpendi
culares al plano M N  , lo que es imposible P P uoi

✓

f^^ndicular d  :plano_ M N ,i, no rsê p Pfi^e» eí
espacio que sea perpendicular á ia AB, si-no, se halla en el plano M N-

,porquera, supusiéram os.quepa era perpendicular á la A P y c o t^ ib iS
do_un plano que.,ppase: por; AP yjPft:^ este encontraría al M N en 
una Iineap tg,! go(MO 1» PC , . que sería •:perpendicular á la AP , luego

sem a Iguales; pero esto es un ab su rd of por-

? .  a l p L ?  S t í " « - ^ 6 “  *« f ® .»» P«=J« » > «  tu.-

<^CJr. '3í? ,De aquí se deduce , quq ¿. todo plaño^MNdo podemos c<m-

i  ‘- y - -  importa,icú en do s J c Z :

M N  su intersección cornun AP será perpendicular á este tercer daño 
^ « ^ | o r q u e :- s i- p o r ;;e l .p u n to ii  una p e ^ £ S

a plano::]^N-esta perpendicular Sé.debe haik toda á un dempo'en
intersecion com u /A P . 

Por el mismo método con que (373) demostramos aue la
hneaAecta era mas corta que cualquiera otra sobre un plano,\ o d e -
S  en el; espacio. En efecto , si supone-

demo^rar que la. recu, A M  ,es; menor que la -curva; ABCD I^
{Para esto , concibamos que se tome un punto cualquiera de la

ta , el triangulo ACM  dará A C h -  CM  >  A M  3 uniendo ahora los
y

fi'd:V.- ;

' r ' .

/

♦
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puntos A y C con otro punto cualquiera B , intermedio del arco ABC, 
y  los puntos C  y M  coa otro cualquiera D del arco: GDM , tendréinos 
otros dos triángulos ABC y C D M , m  los que se verificará que AB 
-H  BG >. A C y C D - h  D M  >  CM  j y sumando estas desigualdades se 
tendrá AB BC CD DM >■  AC -h CM  j si volviéramos á con
cebir líneas, tiradas á puntos intermedios de cada uno de estos arcos, 
tendríamos un nuevo conjunto de líneas que sería mayor que el an
tecedente^, y como al paso que este^conjunto de líneas crece, se acerv

• - 1
'  • . i  !  >

•  ' T '  i ' .

ca á la cu rva, se deduce que la curva es mayor que cualquer con-

\"Yái

y'

't

junto de líneas j y como cualquiera de estos conjuntos es mayor que 
la recta , con mas razón será, la curva mayor que.la recta.

-(Si la recta cortase á la curva , entonces como cada parte de rec
ta A CjCM  (fig. 219), ŝeria menor que la parte correspondiente de 
curva A PC jC B M  , todas las pártes juntas serían menores que lá cur
va correspondiente j luego tenemos demostrada la proposición con to
da generalidad^ '

(5<5t E sq, Cuando desde un punto fuera de un plano se baja una 
perpendicular á dicho plano, el punto donde esta perpendicular en
cuentra al plano, se dice q u e ^  laproyéccioft del punto, primitivo; del 
mismo modo se llama proyección de una figura cualquiera sobre un 
plano, la figura que resulta ên dicho plano de bajar perpendiculares 
desde todos los, puntos de: la figura. La teoría de laŝ  proyecciones for  ̂
ma, en el día el asunto de una ciencia.:nuéva que se Ikixia. Geometría 
descriptiva , y es muy interesante ; pero nosotros sobre este punto solo 
demostrarémos por ahpra , queda proyección de una. recta es otra rectas 
Para lo cual observaremos, que si desde todos loa. puntos de la ABj 
que se halla fuera del plano P Q  (fig. 2 2 0 ) se bajan perpendiculares 
á dichq plano , estas: serán (  548, cor. i,°  ) paralelas: emre.^sí; .y pá-T 
sando, por una recta , se hallarán todas en.mncmistno plano  ̂ que se
rá perpendicular al. propuesto; y la intersección con. este plano con
tendrá, el pie de dichas perpendiculares, y será por consiguiente la 
proyección de la recta. . ^

-(Cor. De aquí se deduce, que si la recta fuese-perpendicular al |5| 
plano, su proyección será un punto; por*^ue todas las perpendicula** 
reŝ  se confundirán con ella ; ; -y si Luese paraléia, :1a prpyeccion sería 
igual y paralela con la línea primitiva, porque eniónces la figura 
ABB'^A'sería un paralelogramo.^ : » /

Se llama ángulo sóHdo a l  espacio angular, comprendido en̂  
tre m.& planos que se reúnen, en un mismo punto 5 asi el ángulo 
sóliéo S (fig . 221 ) , . está formado por la reunión de los planos ASB^ 
B SC ,G SD ,D SA ; de aqut se deduce , que son necesarios lo menos treá 
planos :para formar un ángulo sólido porque dos no formarían sinó 
una ejquíwa ó áorcíe. Entendido esto, vamos á manifestar , que si uñ 
ángulo sólido está formado por tres ángulos planos  ̂ en cuyo caso se Uâ

^ f T i
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B E  G3S01W ETIIÍA. 
wo dti^ulo triedro j la suma de dos ángulos cu
el tercero, - *

EspL Sea S (fig. 222), el ángulo, sólido formado por ínc .r.c  ̂
gulos planos. ASB  ̂ B S C , ASC , y supongamos aue ASfi sea ei 
de ios tres,; digo que se tendrá ASB.<ASC-f-BSC. ^

Constr, Fórmese en el plano ASB el ángulo B S D -B S C  tíreĉ  ̂ ' 
burlo la recta ADB, y habiendo tomado, SC = . SD,. tírense Jas A C B r '

el ángulo BSD=BSC5 luego Iqs dos triángulos BSD S r  
les 5 luego BD:^BC. Pero como A B < A C + B ¿  e S n d o  n ír "

- íe la B D j y por otra su igual BC, quedará a Í ) <  A C a L*  ̂
^nángulos, ASD , ASC los dos. lados A S , SD son iguales á ’lo T d o f
AS, S C , el tercero A D  es menor que el tercero AC- /■ ôs aos

ÁS'iáfD ^  ^  4  ¿feAoJJ-i-i5bDj Q lo que es lo mismo A SB < A SC -i-.B Sr r c\T \-n .

eulosólilo '̂ '̂^e ángulos fíanos qm forman un án,gulosohdo es. siewfre menor que cuatro, ángulos rectos. '
rfi. "i ángulo sólido por un plano cualquiera A R C n p

L g 'u li’ ^s S . " ¿ Í O B .  S ¿ °'S d °OE Tu!iT° ‘  ‘ ‘" “f  ^ '<»

I^Va O ^ B O C  &c“T ^  de un igual niímero de triángu!

“ BC>, ABC, se tiene ABC <  A B S ^ S B C  ó. P^^nos a jíí>,̂

^ C D <  B C S ^ & Í ^  misma modo en el punto C  se ten-

todos los, ángulos del :pollgono A B C D E r D e d o S l7 ê ^̂^̂  ̂

tienen su vértice en el perímetro
li^ ángulos que tienen su vértice-en el mismo, perímetro^ y q u ^ s T li í  

de los ángulos formados al rededor del punto O sea ^  asuma

al tededot da O, «a igual á cuatro áugSlo. fu  a  -
la suma de los ángulos pianos que forman el ánguio\’ól¡do's^’c , “ ®°’
ñor que cuatro rectos. L.. Q.. IX D . solido fe es me-.

S C

i  ■ '

plano de una cara prol¿ngadl no p S > ^  
lo soltdoj porque: si fuese de otro: modo, la suma de ln« /n
noa no tendría Imntes,, y podría ser una magnitud c u a lq u lr í*   ̂

m . ,smk>  e n *  „ „  a, f W  » >  m L

1

é-á



2T4: TaATAtíO Et^ElvrÉííTAE
los iludes ■estar,Mdgmí'mcnte''indiniuhs, - : - i.-

■ d^Esph Sea d  ángulo ASC~D i^P (ñg. S24) , el ASE P IE j'y  
BSC ;'digo que  ̂ios dos pianos.-ASG, AS:B ¡, tendrán entre sí u- i
na. inclinación igual á la de.ios planos D IF, DIE,

^Coíjjtr. Habiendo tomado SB á arbitrio , tírese BO perpendicular ¡ j 
a l plano ASC^ desde, el'punto O donde esta perpendicular encuentra " 
áEpiano, tírense ÓA , OC  perpendiculares'á S A , SC , y  tírense lás 
AB;BC^:tómese despups XEriSB, tiresc E P  perpendicular alpIano B IF , 
desde el punto P tírense. P D , P F  perpendiculares á ID , íF  j y por
último tírense las DE, EF.  ̂ ■'
. ¿Bem. É l  triángulo SAB es rectángulo en A, y d  IDE en p  (f4 7 )f 

y  pues-que el ángulo ASB zrD IE , se- tiene también S B A = IE D . P o r 
otra parte SB=r:iE: , luego el triángulo SAB , es igual al ID E j liieg»; 
SA™ID , y ABrrDE^ del mismo modorse demostrará que SCirrlF ,, y  
BO==EF. Esto supuestó,, el .cuadrilátero SAOG>:^es íigual -al IDPF^
porque p o n i e x í í l O ' A S G  sobre su igual, DÍF,^á causa de SA. 

:ID,5 y S C ™ :IF  , el punto A  caerá en ' D , y el C en F . Al mismq':

♦> # I. '>.jV

m

: h’fi

,  ' !
tiempo AO perpendicular á SA caerá sobre DP perpendicularia: ID> ;  ̂
ér-igualmeiue OC sobre :PF j luego el^puntó O caerá sobre P, y  se tetr  ̂ l |

'.aS

drá A Q = ::D P ..P ero  los triángulo&i AQB  ̂ DPE .son r e c t á n g u l o s : 1|  
Q y, en P,* la .lilpotenusa A B = D E  , y  :ei lado, AOrrDP  ̂ luego iofen|5Í* : p  
ángulos son iguales (37d c6r. a.P.),.ypor lo mEmo el ángulo O ABpPD Eíi v| 
Eero el ¡ángulo OAB es la inclinación, de los dos .plaíiós SAGy SABjí 
y  el .PDE;.es la;: inclinación de los dos j)lanos , DIEí^iDIEj luego ,es,ta¿í ;í|
¿)s inclinaciones,^son iguales. : -i ¡ \ ¡n.:, ;|

rcDi¡.° iDeBeinos observar que el. ángulo A  del trjlángUló íectáh?. - í t -M
guio G A B y  no gs-propiamente: la inclinaGÍon-dejlos>das.:^pian©s 
ASBĉ j SinoíGUándfí; lah perpcndicuiár BO4 cae mon ^reiaciorí á SA hádiaí

• « 1 1̂«  ̂ A n ^ V  I n/“I \  • ¿a II <-A nAc 'aI annriiJn filias ■ i®c i  imsmo lado/qtie cayese del otro lado^iventpnces el:ángulo delj|
> desasi dos:planos.-sería obtuso , yíjunto con el áñgulo Aidel triánguldí |

t   ̂  ̂ I • • • J ’ • J ^  ̂ J f '*'*̂*S
oAB'Áí valdría^ dos rectos.: Pero en el mismo caso, y el ángulo ¿(ie : lod ‘
d o i b  pianos .IDF ,  IDE , setía. .también ob£usQ,:y juntóiit^nierángulot^lg 
dcEtriángulo DPÉ valdríia>dos rectos .5 duegórcomó: cW agulc A Iserí^erf

5 ^  ' I t «yr 1 f i.-. • "*l* *J_Í
siemore igual á . I),- se ¡cóneluirá del misiáo finodoique:dá indU.|^dÍQn:deji 
losi d osi planos A S Q  ASB es igu al á  la déo'"'' tt x̂t ,

 ̂ j^ s c .:  2\f’i Si dos.ángulos-.sólidos se contponen de tres ángulos 
nos ico les  .'respectivamente 'ea cada uno ,.-y al mismo, tiesnpo los djigu/pxijl 
ic--Máhs% ha.mologos están rdisfuestos:de la-.misma manera en los dos}án̂ :-,fl̂  
^dM-^Mos-,:entonces estos dos ángulos ŝerán igucáes , y-puestos .el 
sobh é-0ror-coitícidirán. En efectay se, ha. visto ya que el Guadrilátep(>f| 
S A Ó C lé  puede colocar sobre su igual ID P F j así , colocando. S A  sp^t!^

s e ,  caerá sobre I F , y el punto O sobre Pj pero á causa dé:;|| 
gualdad , de ,los :triángulos AOB, DPE, la perpendicular OB al g la d ii

bi
la ■ ' . ü ' . y• '■ ::w
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vI>E CEOMETh/Ao 21 Í
^ '  ASC^es igual á Ia perpendicular PE al plano I D F , ademas cstaf 

• ^perpendiculares se dirigen en : mi misnio sentido- luepo er numo n 
.caerá aóbire el punto E , la línea SB^scjbre lE  „ y Jos d<̂  án<r,L« .Aü:

Û :-> ■■ 
i - . »  :*

:

yy' . 
Lvr-.-

« á

" i; .,' .*ií̂ v-, ■
m-
m. ■

^aerá aóbire el punto E , la línea SB^SQbre lE  „ y Jos dos ángdos sóÜ 
^os coinciduíín Guteramencc ei uno con el otro/ *
' V <Hemos advertido que cata coincidencia no tiene lugar sino sunn 
jnend«.que los ángulos planos iguales. .diipuestos del mismo ,Jd o
en ambos.angulos-sólidos j porque si los; ángulos planos iguales esta'
mesen dts^uestmuea un órden inverso , 6 ,lo. que viene á ser lo misma 
61 k s  perpendicukre^ OB, FE  en vez de estar dirigidas en^el, mismo 
.sentido, con; relación a los planos A S C , D IE , estuviesen dirigidas en
gemidos contrarios, emóiices^ sería. imposible hacer coincidirílps dos 
lapgujos solidos ..el uno con ekatroi. Sin embargo y no por esováeiaría
de.spr;,\^rdadero. el quOj ispgun elneorema íaiiíecedente ,.Josaplapoa en
,que se haUan. los angulos , iguaks; estarían .igualmente inclinados entre
ŜM̂ 4 e manera que Jos dos kngulos. .sóJidoX .serían Jgukles en todas las 

yartes_ que Jos constituyen , aunque no se pueden superponer Esta
ekse.de.igualdad que no es absoluta ó de superposicion ,aierece dis-
,tinguirse;,con un nomlíre. particular, y  por lo mismo k  llamarémos 
íg.mldad p.orySimeírm. Así los.dos,ángulos sólidos de que se. trata "ó ue 
.estap EorniadQs por tres ángulos planos iguales cada uno al suyo pe ’ 
«o^dispuestQs en un orden inverso ,'se llamarán ángulos iguales 
inetrta , o simpkme.nto ángulos simétricos. \

s*li«los formados

^ii;gu.bs.planos. A, B,; L, D, E, y otro ángulo sólido formado por ios 
W o s  en un ordeir inversoa A, E, pueden ser tales, q̂ ue h s

^ ®  estén, igualmente indinados

figuras planas no hay propiamente igualdad por simetría-

dadessabsolutas Q de superposición 5 k  razón ,es que se puede traítor- 
.nar , una, figura plana , y  tomar indiferentemente lo de arriba por fo d¿ 
^bajo j y  no.se p u ^ e ejecutan lo mismo en los sólidos ó v S m ^ í

S  en dos sentidos d i f e r í s

i^ o  , encontmr por mia construcción plana el án¡uh que forsnan S .  S
m s. cuales quiera de.estos planos.  ̂ i  enue sí

Sea S (fig.;á2 5) el .ángulo sólido propuesto , en el cüal se

: dos de; estos planos , por.;demplo J a s I
i^Res. Supongamos hecha la misma construcción que en el tt-nr̂  

precedente, y tendrémos que el ángulo OAEYñg 22á) ^erá el '
tase,a». &  . r . , ,  , p „ e ,, 3,  „co„.,*ar el tasmí, ín g u lí  “  u l  S  3 
f̂ MeCCioii plana O ír^zad^isobre un plano? ' P 3,

/
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216 TRATADO
' /para esto fórmase sobre un plano los ángulos E 'S A ?A S C jB '^ C  

iguales á los ángulos BSA,ASC,BSC en la fifíura.sólida 5 tómense B S
z  m

en la íigura sólida 3 tómense B'B

:íi
%
Ĵ¡

-V'')
A't*

rl
iil

y
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V  B "S , iguales cada una á BS de la figura sólida, desde los puntos 
B ' y B '' bájense B 'A  , B"'C perpendiculares á SA y SC , que se encon. 
tra k u  en un punto O 5 desde el punto A coms.centro , y con un 
radio AB' descríbase la semicircuafereitciaB'fiEj en el punto O leváw- 
tesé sobre ’b 'E  la perpendicular Qb que encuadre á la circunfereneia 
’én fi tírese Afi , y  el ángulo EAfi será la dncrinacíoti buscada de los
d o s  p l a n o s  ASG,ASB eu el ángulo Bólido. : ^   ̂  ̂  ̂ ^

 ̂ ¿Dem, Todo está reducido a probar que el triangulo AOo de la fi- 
feur^planá es igual al triángulo AOB de la figura sóiidad(fig. 224). 
-Para conéegúirlo , observaréinos que,los dos triángulos B 'SA,ESA son 
líéclángulos en A , ios ángulos efi S son iguales por Gonstruceion , lue^
^ó loS^rtgulbs-en B y B^'son también iguales. Pero la bi 
es igual á la íiipotenusa S B , luego estos; triángulos son 
■ go SA de la figura plana es igual á SA de la figura sólida, y  también 
AB'; A  su igual Aó en la figura plana es igual a  AB eu la figura só
lida. ’t)el mismo modo se demostrara que . SC es igual pOr una-y otra 
marte • de donde se siguéque el cuadrilátero SAOG es igual en ambas 
figuras y por tanto AO de la figura plana es igual con AG  de la, figura 
Sólida’ luego en ambas los triángulos rectángulos AOó, AOB tienen ja 
hipotenusa ^ un lado igualj luego son iguales, y el ángulo EAÓ hallado 
■ por la construcción plana , és igual á  la inclinación de los dos planos
SAB SAC en el ánguló. sólido L. Q -D . D.
: /Esp. i.°  Cuando el punto O cae éntre A  y  B ' en la figura pla
na e l ángulo ÉAÍi se M ee obtuso, y  mide siempre la verdadera inelü 
nación de los planos 4 por esta razón se ha señalado por EA A , y nó 
por OAá la inclinación pedida, á f̂in de que la misma solución con
venga á todos los casos sin escepcipn. _ Y í  ■

I é í c  2 “  Dados tres ángulos planos, no siempre se puede formar 
r̂ on ellos’ ángulo sóUdoj pues para que se pueda ejecutar, es necésa-;| 

en primer lugar que la suma de los tres áugulos’dados sea menpr ;| 
due cuatro rectos, sin lo cual no se puede formar ; ademas es necesa-1 

mié desDÜe's de Haber tomado dos de los ángulos á arbitrio B'SAy-:; 
ASC el tercero CSB^' sea tal que la perpendicular B "C  al lado SC .;
encuéntre al diámetro B'E entre sus estremos B ' y E. Asi , Jos linu- 
tes déla magnitud del ángulo CSB'óson los que hacen terminar á la 
berpendicular B "C  en los puntos B 'y  E. Desde estos puntos , bájense,¡||
«hhfe SC las perpendiculares B ljE K , que encuentren en. I y K á la 
S l S e S i a L I r i t a L n  el radio S B -, y  los límites del ángulo CSB<'

etSériángulo isósceles B'SI la línea CS prolongada sien-;;|
do S n d i c u l a r  á la base BI, se tiene el ángulo B 'SP ^ P SI 5 por lo. }| 
do i,,„a les-V  se tendrá CS1= C S B '= A S C 4í  Y

■h

fái
; T-"'’

.

c*



r'

’BE GEOMETirÍA. ?
-ASB'’, y  en >el triángulo' ESKjí siendo la línea SC/|)éi^éndicuIár á:E$j
se tiene el ángulo-CSK=:GSE j por otra parte á causa ■,de les triát¿ 
gülos iguales ASEjASB'', el ángulo A SE  =  A SB ', luego CSE ó (JSS 
■ ;s=ASC— ASB'. /

•  ̂ • < t

e ^De aquí resulta que.el problema será posible siempre que el 
tercer ángulo CSB'^sea menor que la suma de' los otros dos ASC^ASB^^ 
y:mayor que su.diferencia vCondieioa que va conforme con la propo
sición (562)  ̂ porque en íYÍrtud de ella , es riecesabio que se tenga, 
C S W i c  ASG A SB ', y  que también 'sea .^ASC,<: C S B " h-  ASBf^& 
C S B '1 >  ASC-— ASB^

. .̂5^6 Probl. JDctdos dos de los tves ángulos l̂̂ wosiXjuê ôrmürtií Û  
ángulo sólido y con el ángulo <iue.:4us glanos forman: sí p. hallar :ei
teTceT-ángulo- l̂ano. ii
- ' <Éjp/.íSean ASC,ASB''los dos ángulos/pianos dados , suponga^
mos quetíCSB sea el tereer ángulo qu^ se.?busCa : cntónces haciendo 
la misma construcción .que,en el problema antecedente, el ángulo coám 
prendido. entre los plagios de los dos primeros sería vEAfr., Pero dcI 
mismo modo que.se determina el ángulo EAh por medio-de eSB^<, 
siendo dados los otros d os, se puede determinar C S B " por tfiedio 
de E A h ,' lo que résolv;erá el prúbtóma ¿mp'üestq^,

^a.es* A s í , habiendo tomado SB  ̂ á arbitrio, ifórmese' el ángulo 
b al de los dos planos dados j desde el pünto ó donde el lado 

Ah,encuentra a la circunferencia descrita desdedí centro A  y con ct 
radio A B ', bájese sobrê : A E iia  perpendicular b O y desde el punto
P  abájese sobre ;SGvla perpendicular indefinida; OGB'^, la que termina-
rá  ̂en B ", de. manera que SB''zi:Sa^ y el ángulo,CSB"'será el tercer 
ángulo plano! pedido.; ' ■ ... . ' '  •
•-1 ,Pórqué si se forma un. ángulo, sólido odii: Jos tres; ángulos
B"'SA,ASC,CSB'', la inclinación de. ios planos eq ^uelsc hallan íos án
gulos dados A S B 'jA S C , será igual al ángulo dado ÉAh.

por cuatho i^Jigutoá p̂ía- 
se, llanja' ángulof, mm^do  ̂ y estoá-ángulo^^^

^pn los ASB,BSG>CSD,©!SA,(%;:S|i)t;^ucl;jCpuQoiiniento:.d¿^® 
gulos no nos basta para determinar las iricíinacionea mikuas !de $ua 
planos porque con loŝ  mismqs ángulos, planos se podrían formar una 
infinidad de ángulos sólidos. Pero si sé añade una condición, por ejem
plo ,^ s is e ^  la inclinación de los dos.planos: ASB.BSC , entonceVéí 
ángulo^ solido está enteramente determinado, y sé podrá encontrar la 
india^cian. de Aos  ̂de ̂ sUs-planos ̂ cuatóquiera.; tvi efecto., sitr conceblH 
mps un angulo triedro , ó compuesto de tres ángulos planos , .formádos 
por los ángulos planos A SB íBSC,ASC,C1ós doá primeros ángulos son 
dados, así como la inclinación de sus planos; luego se podrá deíer- 
minar por el problema que acábamós de resolver, el tercer ángulp ASC. 
Desnues fii se enn.sinera el ángulo .Sólido triedro forinádo poí loS' án-
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gulos planos ASe,ASD,DSe, cuyos tres ángulos son‘conocidos\ ré. 
íulta que el ángule sólido está determinado. Pero el ángulo sólido te, 
traedro está fonnado por la reunión de los dos ángulos solidos trie» 
dros, de que se acaba de hablar, luego pues que estos ángulos par»

y determinados  ̂el angulo total será igualmente
y determinado, ^ . r

El ángulo de los dos planos ASD ,D Se, se encontraría ininedia» 
lamente por- medio del segundo ángulo sólido parcial. En cuanto al 
ángulo de los dos planos BSe,eSD , sería necesario buscar en un án
gulo sólido parcial, el ángulo formado por los dos planos ASC,DSC, 
y en el otro el formado por los dos planos ASG,BSC, la suma de es- 
íos dos ángulos será el ángulo comprendido entre los planos BSC,DSG. 

{Del mismo modo se hallará qué para determinar un ángulo sói 
^pf nmdr o, Q compuesto de cinco ángulos planos, es necesario co

nocer ademas dei los ángulos planos que le componen, dos de las in̂  
clinaciones mutuas de sus planos , y se necesitarían tres , si el ángulo 
fuese cjcaedro, y n — 3 si el ángulo sólido se compusiese de n ángn«

J
\ >

i  <

lo que

Antes de p^sar á la 3A parte, creemos oportuno añadir en esta é 
dicion alguñás proposiciones importantes que corresponden indistin
t a m e n t e ^ á  lo que precede f  y son las siguientes: .
■ Si se unen los funtos del medio de un cuadrilátero cualquiera
resultará un pardlelógramo, - - "  ' " ;  \  " r   ̂ -ct

lEspl .  á a  el cuadrilátero ABCD (fig. S.as); si por( loSi puntos 
G H cíüe se hablan en la~ mitad de los lados AB, BG, GD, D A , tira- 
mos ksíE G , GH, H fi/EF, voy á demostrar que EGHE es un para-

tu O# *'
$i ttiramos las diagonales AC, BD , se tendrá que FG y 

EH^Berán maraielas entre sĥ  por ser paralelas (475) á AG. Por la mis
ma causa GH y FE son parálelas j luego FGHE es un paralelograraoi
que eí-aE.' -Qí=Dv-D, ' 1 ' * ‘/  2 a Si dé lá hipotenusa de m  triángulo rectángulo se toman porciones

’ ■ á los lador adyacentes t el cuadrado del segmento de enmedio es
4 dos wcés el rectángido contenido por los segmentos estremos.

¡ABC (fig. 334) un triángulo rectángulo en B } de la
AC tómese AE AB ¿ y GD ss  CB 4. digo que DE® =-

C .  ,  ' V .  ) ! •  * * ”  * '  ' * *  * Í * ' ' . *

fnii Porque AC* =5 (AD ^  DE -h EG)* =  AD* -í- aAD. DE 
?ADs EC *+• 2DE. EC -4- EC* /

/Pór otra parte AG* =  AB* h- BC* =  AE* -4- GD* _  (AD^+ DE) 
^  ( DE -h EC )*s= AD® 4- sM). DE4 *DS®-i-DE*-*-aDE, EC-t-EC*f
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luego si Ígualafflosj(»seguado^miembr0 s y supriim'mos los términos
eomunes, se tendrá DE =: aAD.^EC  ̂ que espresa L. O. D. D. 
^n^icos círculo, en f  artes iguales 2or medio ^  circuios coíi-

iRes. y Dm. Supongamos que se quiera dividir en tr̂ es partes 
guales circulo ABX (fig. 325)^ divídase el radio AC en tres, partes 
guales AE, ED, DC 7 en E y D  levántense las perpendiculares EG 
DF hasta que^encuentren a una semicircunferencia que se trazará so- 
-bre CA como diametro ; tírense CF y CG ; y desde C comacentro, c^n 
las distanaas CF, CG descríbanse los círculos FHI  ̂GKL; con io qué
el circulo propuesto quedará dividido en las tres partes iguales que se

efecto , tirando AF, y AG , tendrémos (488 esc. a.°) GF^
AC^-CF*;;AC»;AC.DC::AC:DG; pero

^^=AC*:CF^Iuegocíre.»ABfccírcA?FI&«AeiDG:;3:t|
luego ei circulo FHI es la -tercera parte del círculo ABX, Del misma
modo se probara que el círculo GKL es las dos terceras: partes dei
ABX. Por consiguiente los espacios anulares .y el círculo interior FHI 
todos son Iguales. - ■

en partes que tubiesen un* 
razón dada, por circuios concéntricos , en vez de dividir ei radio AG
V se dividiría en partes que tiiViesen la razón dada,
y despues se haría la construcción anterior#
«  <̂ r̂culo dado >en f  artes iguales é isoperímetras por
iemtcircunferenctas escentricas* ■ ^

iRes. Supongamos que se quiera dividir el círculo APEO /fie. ?2<5V

guah, AC.CD, DE, EF, FB. Sobre AC.AD, AE y AF com¥dlm" roá
í  r ÍÍ'£“ “  ? i AGC,AID,A1E y ANF. Sobro BG.BD, BB
y Bb Eacia el lado opuesto, descríbanse los BHG, BKD, BME v BOP
y tendremos que el círculo APBQ quedará dividido én cinco partes
iguales por las curvas AGCHB, AIDKB, ALEMB y ANFOB confpues-
cmifcrtnck AP^  ̂equiválentes á la setódr-

^  semic.» APBiiADriemic* AID:;

probara que los demás conjuntos compuestos cada uno de dos semi 

S p r i m i t i v o  4 por consiguiente fos mentio-
nados espacios tiehen igitales sus perímetros. '

<Aiíora sup. APB;AB*:: sup. ANF:AF®:: sup, ALE:AE*.
^t'ero (268 teor, a.°)

sup. APB: sup. ANF — sup. ALE;:AB®;AP* — AE®. 
ra> SI suponemos que el punto S sea el medio d e ^ ^ , y en vez

\
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áe Á F , i ônfemos: AS'-^íSf'j.^y -por A E  , su igual AS' — BS í=  A S.«
S F , el Altiiuo término: se cícdu á sAS.EF  ̂ y. comu su j?. Abíí'

ALE — espacio.ALBFNy se. tendrá sup. APB; esp. ALEFN;:AB : 
.EF. Duplicando losAos primeros términos, y dividiendo despues 

los cónsecuenies por 2 , resulta
óírculoí APBQ: espacio  ̂A L E F N :: AB^: AS. EP. Por la misma razón,

' reinos.cíixulp APBQ; espacio FOBME::AB®;BS.£F^^ y como estas
uva proporciones tienen unos mismos antecedentes, será
eírc “ APBOrAB»:; esp. ALEFN:AS.EF:; esp. FOBME:BS.EF. De don- 
de ( 2Ó8 'teor. 5.“ ) cíf.° APBQ:AB»:: esp' ALEMBOFN:AS.EF +  BS.̂  

^  /^s H- BS). EF =z AB.EF f y suprimiendo AB en los consecúen-
téis y  alternando , será eírc,° APBQ; esp. A L E M B O F N A B . EP 5.1.

<Y como demostraríamos qué cadá uno de los Otros cuatro espa
cios î s da quinta parte del círculo to ta l, resulta L. Q. D. H. y D.
■ ’ <;Eíc. Si se pidiese, dividir el círculo en partes que tubiesen una
raxon dada por círculos escéntricos, en vez de dividir el diámetro 
AB.en partes iguales, le dividiríamos en partes que tuyiesen la razón 
dada, y despues se baria la codsiruccion anterior. \  ^
i ./  5.* Si el 4ngu/o; A. del triángulo BAC ( fig. 327 ) se divide.en dos 

es iguulcs, por jne.dio de la AD se tendrá á BxAQ^^ BD, DC -h AD 
¿Dcm. Porque si le circunscribimos una circunferencia, prolonga^ 

mos AD hasta E y tiramos la EC:, los triángulos BAD, EAC setnejanr 
tes, por tener iguales los ángulos BAD,
ABD. AEG por lo demostrado ( 454 cor; 2.° ) ,  daran BA:AE:;AD:AGj
de donde BA. AC == A E .A D =  (AD +  DÉ). AD =  AD® +  ^

í  Pero , por lo demostrado, (491) 5 resulta. DE. AD -—BD.DG: luc^
co AB. AG =  AD® BD.DC era LvQ . D. D- ^
; /6.^ En tocÍQ tr¿'aíjgu/o ABC,(fig. 328)y él producto de dos lados es

al del del cireulo circunscrito por ¡a perpendicular
7: ’J  ̂ - X Cfll. nAltTU.L/\‘ sX ibaiadaalotyoiaaociesaesuán^ .....^

¿Dem. P oraae , tirando AF;^ los triángulos A B D , AEC setnejanf 
tes dedgnde AB,AC = C B ¿ A D í

que era K Q .  D .T5. ^  a ' ad  I r  ^
4 íGbr. Si'mül%^^ ecuación porBG',4se cendra AB.AG.üG

■ ^c-¿E^AD;BQ^d> r̂  ̂ es el d ^ ío  de lavsuperficie d 4 .triángulé
-ABC (ct O j  luego el producto de lúŝ  tres lados de un triángulo es igual 
4 su superficie multiplicada por el duplo del diámetro del circulo cir^

I  ‘  f  \  ^

•5

V

J n  ífiáo t^adr¿/díero'4^ m )  m f it p  en un
Z.BD, de las dos diagonales^ es igual á ,la surrta AB.GD

\ D .B C  dé los productos de los lados opuestas- ’  ̂ ■
/DeíM Si se toma C O r iA D , y se tira E O , que corte a la diago- 

nal AC^en I ,  los triángulos ABD, IBC serán semejantes, por tener
(454,?o.r^;a.°) el áag^lo al C B I, el ADB al B P I, y d^ra»
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de donde,AÍD..Bft:=^CÍ/;i^^^
; ̂ Lgs triángulos; a bi 5 BI)C son ¡selnej^ntesrporgye^e ser ;AD

iCG j. resalta A O =  DC y el, angulo ABI === aj DBC ’̂ feiendo el̂ B 
al BDC (454 co/. 2.* )̂: luego se tendrá AB:BX)::Ai[;fĉ *̂̂  da 
ABiCD =  Al. BD. Smuando será AD. BC +  AJB-fil̂  =  ¿I. B,D AL 
BD =  BD. ( C1 -Í- A I) =  BD.AC j que espresa L. Q. I?. D. ^

V ' , - dos diagonales 'de n̂ .cuddr¿l^^tfo iwffr f̂c) : 0̂% invers0men̂
te como l_as sumas de los productos de los lados que terjnindn e.n jus eŝ  
írmoí4 es deeir, (figi 329) qUe BDrCAaAB.BC>f- ADVDC:̂ ^

>-4- b c :d g . ...  ̂ ■ /; /,'-^1.' y \ .
^Dm. Los triangulos semejánies ABD, IBC , dan BD;BC:;AB;BI; 

de dónde BLBD =  BC.AB.' '  . . • ' j. . '  '
' i ' * ' '

<Si se tira la CO , ektriángulo ICO será seipéjante.al ABI , .y pqr 
consigniente al BDC j lo que dará BD;CO;:DC;OI; de donde OLBD 
==CO.DC=AD.DC:

{Sumando los dos resultados, y observando que BLBD ^  OI.Bl), 
se reduce- á BO.BD , se tendrá BQ.BD £: A B ,É Q ^  AD.DC. Skse to- 
ipa BP “  AD , y se tira CKPj 'ŝ  obtendrá del misino modo CP.CA =  

.ÁB.AD -4* BC.pD. Y formando proporción , será ^
BaBD:CP.CA::AB.BC AD.DC:AB.AD BG.CD.

ero.de ser el arco C0 =  BP, resulta el O CB= aí CBP, y por 
consiguiente la.cuerda BO =  PCj por lo que, suprimiendo estos foc-̂  
toxes efi Ja primera razón, resulta X- Q. D. D. '

<(Esc. Estos dos teoremaapueden servirpara éncontr^r lasdiago'
Guando, se conozcan Jos lados. '

* • * * * * * . ' * ( “ • ! ‘  f

Hallar en ¡lineas la relación de los productos - de dos ó tres lU 
'Saeas-dadas^' v j ... .

y. Denti Supongamos que se tengan cuatro líneas representá-
das por A, B, a¡ b, y que se pida espresar en líneas la relación de 
A  X B; íí X b.

,̂ .{Para esto , hallarémos una cuarta, proporcional X , á B, a, b ; y 
a relación de AtX'será l a ------- ^

f

\I

\ se
} .  » !•'' • i.. ,

i • -• . ' i-
orque res

I

X
; V

A’’?-T •* » < k. í  «
^  ^  V

db ■ 'í " -ab '
, se tiene A;X::A; ^ ;;A xB :« x& . ;..B

á
•  ^

■ ■ ■ i

V .

/

AxB .  t » •  I

otra Z , á las.G , a , & , Jp que dará
« \ i}

^ ■ i y las dos rectas X , Z , guardarád la relación pedida. 

<En efecto, X:Z::

A
A xB  axb

C
::A><BxC:ttx2’Xe.

l
 ̂ % 

^1.  ^
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TAATA&O Bt^ME»TAli
/BfCt Punási.dó¿ eti este problema, podrémos siempre hallar espré» 

¿ada-por líaeas tedas la relacioa de dos superficies ó vdmiienes cua
lesquiera  ̂ pues que > eu última análisis, toda superficie equivale ¿l
producto de dos líneas , y todo volumen al de tres, .

/ 10.* HMar ia común medida, si la hay entre la diagonal y el lâ
do del cuadrado»  ̂ , , . .

{Res. y  Dem. S<ia. ABCG (fig. 330 ) un cuadrado cualquiera , y
AC su diagonal. , — ^  -

' /E s necesario prirtiérá cólocár CB sobre CA tantas veces uorno se 
pueda- y para esto descríbase desde el centro C y con el radio CB el 
íseniicírculo DBE í y se  verá que CB está contenida una vez en AC de- 
jando por resta A D ; por lo que ahora es necesario comparar AD con
BC ó con su igual AB. , ,, , ,

fCblóqiiese AD sobre AB las veces que se pueda y se hallara que
está contenida dos veces , dejando BH por resta ; pero como esta y con 
mas raión las siguientes van disminuyendo, bien pronto se escaparían 
por su pequenez j y; êste método solo sería un medio mecánico muy 
imperfecto, por el cual nada se podría concluir para decidir si las lí
neas AC CB tienen' entre sí ó no una común medida, Pero hay ún 
medio tñliy simple'dé'evitar las líneas decrecientes , y de no tener que 
oberar siiió cotí díüeas qué permanecen siempre de la misma magnitud.

- ^  /En efecfb , élxángulo ABC siendo recto , AB es una tangente , y  
AE una secante tirada desde el mismo punto , de modo que se tiene

V AD : AB :: AB : AE.
/A si segunda operación , en que se trata dé comparar A®

con AB^Wpuede , en vez de esta relación y tomar taPde AB á AEj v f
pero AB ó ’su igual CD está contenida dos veces en A.E- dejando la 
restá AD ; luego él resultado de ia segunda operación es él cociente *
cotf lá resta AD V que es necesario comparar eoo ABi . ^

/L a tercera operación, que consiste en comparar AD con AB , se A 
reducirá del misino modo á comparar AB ó Su igual CD con AE, f  
a¿ tendrá aun a por cociente y AD por restat -  _ = — - ^

 ̂ /Donde se ye que la operación no se terminara jamas , y que por r|^
ío mismo no hay común medida entre la diagonaly el ládo del éuadra  ̂
dar verdad couocidad ya (487 cor-a-” que estas dos kneas

a -

s •/

' , »s*

I

.S  *íi'

son entre sí como \/a: i ) , pero que ¡adquiere un mayor grado 4® p

ridád por la resolución geométrica. , , , ' j .
 ̂ ‘ /^or. De‘ aquí resuUá„que siendo 1 d iado  del cuadrado, SU

go««restá. espresada por la fracción continua 'Mi
'1 '

X.1-

. M .

• «1' '»d
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i)E GXOMETnÍA. ^
Dos rictas tiradas por el punto de cdntactú de dos cfreullf 

cortan arcos cuyas cuerdas son f  arakias. -
^ D m . Si los círculos se tocan interiormente, los ángulos BAT v

°  ̂ iguales, por tener ambos por medida la mitad del
arco AXTíj y por la misma razón el ángulo BAQ =  APO; pero RArt 
=  ‘“ 8“ A S T ^  APQ i por lo q„o
S I , Si los circuios se tocan estenormente, resulta que el ángulo AMR

por medida la mitad del arco AZR: perA 
i  al vértice j luego AMR := AST ; y en vir-

lud dé lo demostrado (384), será RM paralela á ST.
•{ra.® Si por el punto E , dentro ó fuera de una circunferencia (f is

331 ) íc tiran dos líneas 4 B,CD perpendiculares entre sí hasta cortar d
la circunferencia, se tendrá CE^ ^  ED^ ^  EB^ +  Ed^  «  cuadrado 
del mametro,

iDem. Porque si se tira BF paralela á CD, y las AP,AD CB »
— CB , y DF® =  CE® =  CE® -+- EB®; el

triangulo AED también rectángulo en £ ,  dará AI)® =5 AF® Eh»
y sumando, se tendrá DF® AD» -  AE® -t- E D *^  CE® ^  EB® Pe-
ro siendo; BF paralda á CD, el ángulo ABF será recto, por̂  de£r
será recto ; por lo que el; triángulo ADF, dará  ̂ AD?
AF ® =  DF ® -F AD » s= AE ® -t- El) ® CE * -F EB ®
E. Q. D. 1), „ ’
f  \ 'harmónicamente una recta dada y  en una razón dada.

' recta que está cortada harmónicamente,
cuando consta de tres segmentos, tales, .que la líneá total guarde

la parteanedia , y asi, lo que se pide es dividir la recta AB (ñs 932V 
de manera que AB;BG:;AH:HG:;K:L*

por A lina recta cualquiera AC, que se prolongará
^ r  ambos lados , de modo que AC ssA D  =  K; tírese Gb " v • 
do, AE L y rirese la EF paralela con ; AB , y por F la’ F G ^ r ^  
éepedS.^^ ’ y tirando la F D , Quedará cortada la AB'del modo que

r <Dew. Por ser FG paralela con AC, se tiene AC:GF"AB-BG Pnr

¿ k á h S g  I

 ̂ Fm M» triángulo cualquiera, los paralelogramos descritos en
tieicriío en la base, y  limitado par para-

< <£?fí. s a »  AOEB ,  BGFC (fig. 333) jaraktogramo, desc,¡.«
y

\

•  ^

que espresí^

{
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___  ̂ T R A T A D O  E M M E N T A r .

SQbrei-ros >dbs’lados'AB^y BQ. del triángulo ABG; protó nguensé, D I  y 
F G  hasta que se encuentren en Hy únaSe estq'punio con el stériice 
tíréh'se A S , CL paralela® á: BH , únase K con Lq y se tendrá que A S 
y  .C L y  sTendo iguales y paralelas con BH , serán iguales y pa 
entre sí , y, lá figura AKLC será un paralelogramo, que voy á de--
ftioátrar es igtial con, A D E B  H-BGií C, ;

Si áe prolonga: HB hasta que encuentre á la base 
i V  ̂ AKHB que tienen una misma 
A S  y se hállárt entre unas mismas paralelas , son equiválerites.- 
A K gB  y B A D E  que tienen' la misma base AB , y  se hallan entre uu 
ñas mismas paralelas , son también equivalentes.. Luego KAIM  es e- 
quivalente á BA D E. Y  como del mismo modo se demostrará que 
L C IM  es-equivalente - á BGFG ,  resulta que el paralelogramo total 
K A C L  es equivalente á ios dos paraielogramos juntos A BED  y BGFGí
aiteAra^LvQ. D .'D .  ̂ ' -i',
!- ¡4 15.a : L a suma de los cuadrados de las rectas tiradas desde un pun  ̂
io iual'qijiera á dos ángulos opuestos: de un rectángulo', equivalen á Id
de los otros dos. ^
■: r^Espl. Si-desde el punto E  , (fig. 334) dentro o, fuera de un rec
tángulo: ,ise  tiran rectas á loŝ  cuatro ángulos, voy á demostrar que
A E “ -t-EC®=eBE®-t-ED®.

i  Détn. Uniendo B con F , intersección de las dos diagonales, co
mo estas se dividen (4Ó8) en partes iguales, se tiene (490.) A E  
E C ® ^ A F ®  -h 2EF^ B£^ +  ED® =  aBF® +  aEF® =  2AF® +  cEí®.
y  como 'los segundos miembros, son iguales , será AE®
.q,ED®, ique espresa-L. Q. D. D. - ^  . ; , . "

i  i6k'-í Los cuadradas de los lados de un cuadrilátero equivalen junq 
tos^á ios cuadrados de sus dos diagonales mas cuatro veces el
d e  la  r e f t a  que une los puntos medios detestas, y

r

• \  / 2

i  V

■■ lEspl. Sea ABCD ( hg. 335 ) «« cuadrilátero cualquiera , en que g  
las diá^nales A C  , BD estén divididas en dos partes iguales en E | |

a ^Pmnstrar aue  ̂AB® -h BC? h- CD® +  D A® = AC® h- BD*̂  1
/ ;

. '  t" iV /WV>5/'
y  F  j voy á demostrar que

'* ' ‘̂ fDem. Si se tiran las EF, D F, FB , tendrémos (490) AB® h-
rra* l  DA®'== ,2AF®-h zDE^;’ sumando se tiene M

a.  *.v

2 . 4AF® A- 2BF® -+. 2DF® =  AC® -t- 2 ( BF*
■ \ri
-Kfi

4B£^
Va’

€ 5  l

' '

-H CD®-4-D A ? -
DF® ) =  AC® -H 2 ( 2BE® 2EF® ) =  AC®

Bweespresa-L/QvD:D. \
¿ E l  diámetro del círculo inscrito en un triangulo. vectan~"'‘' 

al esceso de la suma de .losv vdtem sobre': la hipotenusa.
& m .  La ( fig: 33Ó ) da 2 triángulo ABC =  2 ( AOB +  B (^ < ^ í|| 
C1 =  OD (ÁB A- BC -H A C ); por otra parte , 2 triangulo ABCsai -̂p 

Xr BC - lueeo igualando los segundos miembros y duplicando, sera ri
’  ̂ ■ aAB.BC =  , AB -h BC)®

•H

a O a (  A B a < BG-k AB®
•' 5
BC»

>’c

\

lileI j  cS

i
- ^ •; 

. .;.v'

. ' í j
. y - 4 ^
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(?AB .225
AC) j que da

V, d e  g e o m e t u í a .

A b Í b C^^AC AC) (AB .

<18. _ La perpendicular, tirada desde m  puntó cualquiera dr In ri

proporcional, entre los segmentos B E  y B G  ^  ̂ ^^dta
. {Dem. Los triángulos ABC, GBD rectángulos el uno en C v el ^  

2 V r á ' t g u l o  D BGi lueg? el tercer ángulo U c - ^ '

pero AD. D B = D F -lu e g o  DE. D G = D h ,  de i í d e  DF~ DF- d S
que espresa Lí Q. D. D. j j p . ULr,
■ <19.® Hallar la mas corta distancia entre dós rectas na ,iu,ndn el mismo plano.. ; rectas no situadas en

A j
r <' c\*

.
i 'W

i>-V.
V.>* : - '

Í'V*'r‘.í ■'
h .  r V , ;I :'
•  4 '

i  - y f  • :
1» »

*
f • - V  - t. 
f ' 1  .

J * '  •

r¿> : . 

' ■ ■ i / - '

. i  ^  '  • .r¿ V'' i r

• ■'i.* < '

1 V

.  I  .  ■ -

«
>

j

encuStTeifáeD®D?r% lTV ‘^7 pl^nos perpendiculares, entre sí, que 
puntosX y D tírense CA y DB perpendicuíaLs á ABj en S  planolfiD®
I S üIV A B D F ^   ̂  ̂ AE perpendicular á B A , lo que formará e í S

dicular á CE 5 en fin , en el plano CDE, tírese IK paralela
que encuentre á CD e o K  háease AT—TE a D E hasta

ü ^ ecu  :KL e. Si'ácLVSját

plano de las otras dos (558 esc.), luego AB es perLndiculaí d AT

to , el ángulo AIK es teeto, usi como A lc” lu?gri?''recK T i  eŝ ’oeT
■ pendicular al plano KIC,;Ó CDE y luego su -paralela 
-cular al mismo plano BCE, y por cbnsiguienm lo es d C D

= "i" tiempo á las dos rectas AB CD - ̂  
■ rale^i^ DE ó á T B T a  M  de la CD , se tira .MN^pa-
.raieiaa ■‘-'lí'o a AB, la distancia del punto M  á la rppía atí • - f

T T ‘ BAN e, recto. Pero se.tiene I nTaS

‘ i! "I»«. lá ftilUad que re¿ui.u.Í
2^

i>i '  \aÍ4'
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2̂ íS > , tratado  ELEMENTAIS
proiD^ve^rrM científicos/y''mis eonstantes eí
para simplificar la esposicion de sus.princípiosj; han llámado-de tal nía-, 
do mí: atenciQ'n- éjailodas ocasiones, que no he omitido.diligencia algu-, 
na - para eoadyuvaí' á tan importantes objetos. Por esta causa , he. ana-̂  
didp emel testo:de ÓS13. edición, al tratar de la igualdad y semej’an^a de 
ÍQsIíjriánguios ,4nuC:hos casos ^ue he podido deducir de vaiiás indica-: 
ciones que se hallan diseminadas en las diíerentes obras tanto, antiguas 
conío mddernasjj> éiendó. por do , general inias las deinostraciones. Y  en 
cohse^iúeñciajde' :OtTos ̂ trabajos ñlfériores sobre -este, particular, he ha-s
llado otros' seis xasds de,Igualdad de.ítriángulos., y' cinco de semqahzay
qué juzgo dignos de atención f por lo que.terminaré este apéndice con
las once proposiciones que siguen. - r-

20.̂  Dos triángulos isósceles son iguales cuando tienen iguales un 
áwgwfo íy.'wn d.fldo-feumptógo.’’ '.- i. ■ . .. í'":  ̂ ^

{^Dem, De tener un ángulo homólogo igu al, se sigue (485 cor. 3.®) 
que-sbn :équiángüloS’ j'y'cómo, adéinas tienen, un lado: igual, resulta
(3Ó1) î tie dos^itriángulos sop -iguales. . Q. D. -D.. : 4

^21.a Dos triángulos son iguales , cuando tienen bases y alturas ig^a  ̂
leŝ  ̂ y ademas tienen: igual el[ ángulo opuesto a la base j es decir ,-que
s i /05 íridíigu^oí ABG,* uÍ7c _(fig. 3  ̂d a) tíííiew BC^/?c, ÁD—tó , y angí 

2^zi Áng. bac y dichos triángulos son iguales, ^
Circunscribiendo al triángulo. ABC un círculo , y superpon 

niendo . el iífcc , de modo que .he se éonfiíndd exactamente-con su igual 
E G , cayendo la perpendicular dcí por la parte superior dé BC, ten7 
ürémos , que por ser áng. B A C =  áng. hí2c,"d. punto a caerá precisa
mente ¡sobre algún punto del arcó BAC (§ 45^)i luego si el punto
no se . confunde .con A, al: hacer la superposición ,vcaerá en un punto 
tal como E4 y. la ad estará representada por E F ,yperpendicuiar á 
EG-y Y :p°̂ '̂ °̂̂ ®̂ éuiente (383;í parálelá con AJDf y cÓmO'AD==±ad porf| 
él supuesto , será ADí^EF 5 luego (§ 463) AÉ será parálela cofa D F g |  
iy el arco B A =  4rco EC (§ 446), añadiéndoles el AE, será BAE=:AECy #
luegb cuerda BA=^ cuerda EG , y la B E = A C j luego los triánguJe " 
BAC,BECjsbn.iguales (3 5̂ 9) j y como el BEC^representa al bacj se 4 ^ ^  
duce que los/ABC , y- son dgualés y que era lí; Q. D. D.

: ;̂ Ŝí la perpéndiculan^ialtura cay ese, fuera dé la  base, circunscri^ 
ló el círculo y hecha la superposición, estarán representados; los triátl  ̂f̂  
gulos .por los. A''B'C^,E^B"CV y se sacaría la misma consecuencia.

1 ^ ^ c a s o  ícn que una perpendicular ó' altura caiga dentro de uríf 
itfiáúguiar' Ylai otra'fuera, no' es compatible coii la circunstancia d e |f
ser jgtel<-el‘.árigulo opuesto.: á:la base.  ̂ ^ -  í l í
A^J^i^^ilDhsitriMgulosj^somigu^ás cuando tienen iguales lín ángulojy'^
su lado opesto^ y las rectas que se tiren homólogammte -á Us^esp^esd^^^ 
’ ' ' .A ■- ■ - ¿gt¿aííí; íes decir ,̂ que los trian

V  <

L-

^

' *'*

M

sean
-V

\ ' "ráiS
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.VDE; GgSOMETÎ ÍA, ,
vr̂ o- «i áxig, BAG =?=̂ á̂ g.v&acy BC-¿?c,:

y si -siefícÍQ:áâ í ainb, úm  /,̂ .i . . . íA-̂ e j
v̂E.̂ fDm.v Bajando las per|)eadiculares AD̂  ad  ̂ los irm^gyiQg/^^

5 rectángulos en i) y en serán iguales (37ó,gor} :3i<>),̂  luegot
A^D í̂í<i.f ôr,: lo. qug,, en, virtud, de la-prop.osicipn :antcrlorí, dos 'tóánrn

a&c \sonirigaaIeS j que era X. t  i  *.

< 2 3 ■ fna . son i tienen .un, <,árii
. .  . . .

>

au;4
5?:;¿y-

I ■ •

lasjreítíii q̂ ue des.dé íiicli'o .án se tíren.hoinóhgunimfsM’Aá^  ̂
l\,dmidan en partes respectivamente iguálese és dedx.y q_,HMos:!triángu-o 
los ,ABC y,abe (fig. 3ióe) serán iguales sí. áng.; BAC=?¡ áng.;.,l;^cj yi;isii; 
s|ef}dQiáng. AM Bss ang. amby se verifica,; que. BM  ==, Eb > i y íMC^sw.;:; 

ju,í.Pf?B,,; &^iíina«ips estas ecuaciones;j.,^rABCs^¿?cEy-¿oflicibieiidai:
cjrcunseriíoSsCÍi^ulós 4  estos'.triánguios, ;y>upiflps susiieenliíes;P.5 ;ot cóq)
los vértices y con los puntos M , toj tend.remós que^ .pu'essíos á 
los BAG, fide s,ofi iguales,;támbiénil0i;;serárt sus duplos 445.4 cor.'-, t.®) 
BO C ,:;boc 5 y por ser isósceles los, triángulos OBC 3 oóc /'serán iguá-" 
les (prop.; 2Q,V;):, y darán BO==bo , y á n g ,’OBM—  áng, oóm̂  .luego los '; 
triángulos B Q M , ;bów.son iguales (;3;do>yid QM==:Qm^.-áug,.fiM0==:ó 
áñgiEÓíuo,iiy como áng. AMB¡=;= áng.: muó,;;restando,,serúáng.!íOMA==i 
klígnom.) y-íCorno Iqs, puutos -My mí:3:se.rballaft;Aeutrpúde losicírcálos^i 
'será A O > O M  y ao'>om 5 por lo que los triángulos OM A ,, oTOa: tié-j 
neti; dos radp's: ¡guales, á saber AO =: ao; por .radios iguales á BG, y\bo, 
y. MO==too, é igual también el ángulo Opuesto, ál mayor de losdadosf 
luego (37d esc. i,°) serán iguales^y dufáp AfAerarfi 5 luego en virtud
de-jtei;proposic¡óu anterior ., los .triádguiós ABG í a k  áerán.iguales.
L. Q; D. D

*. 'J

triángulos son iguales si tienen.dos lados iguales:  ̂y cónsi  ̂
siderando el opro lado por base  ̂ las alturas  ̂ son iguales: es decir, que 
los triángulos ABC,; abe (fig. ^i6b) son iguales, si se tiene A B n a k  . 

■ AC— ¿tc;y AD:^ad, ^
 ̂ G Horque los-triángulos ABD,' aW rectángulos en D y d.sc~

rán iguales :(3f6 p0rv 2.°) y darán áng, A B D ~  áng, por la mis- 
i^á j^azpn el áng.cén C  igual al en;;q;y.(386e:cor, 2.̂ ): el B A C =  baê  ̂
luego los triángufos ABC,^ abe serán iguales (3Óo). L; Q. D. D,

{25.'^ Dos triángulos son. seínejantes cuando tienen un ángulo igualy 
y las rectas que desde dicho ángulo se tiren homólogamente á ios lados ■

y sean proporcion ales.d ichos lados: es decir , que los trian-'.
a A B C ,; fl¿7c (fig. 322a ) soni; semejantes , si se velifica.que. áng,i

:^AG'=ing. :&ac, y que siendo xajtnbicn áanĝ  AMB=s árigv aw k se teñ-'i
AU:BC::am:bc. • ~ ' ; v ‘ 7 .í-

t; <;Dm. Bajando las perpendiculares: A D , «á los triángulos AD M ,
adj» serán (485 cor, a.°) semejantes , y darán AM  ; AD : lam : adj y
como iesta proporción y la del supuesto tienen unos mismos antecedén^ .̂

, IN,
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¿28 Tflatado EtElViENTAt
tes;, resultan(267 teor. 2.'=* cor.) AD:BC;;¿ííí:í?c , que nos 
caso) que ios triángulos ABC, ¿íííc sori semejantes. L. Q- D. D- _ 

í<2Ó.  ̂ D o s  tr ia n g u lo s  son sem eja n tes s i tien en  u n  á n g u lo  ig u a l , y la s  

r e c ta s  (¡ue d esd e ^ ic h9 á n g u lo  sé t ir e n  h o m ó ío g a m en te  a l la d o  o p u e sto , le  
d iv id a n  , eh  pattes^ ^ proporcipnales ;: es decir j que los triangulos AiiC,
abe (ñe.' 322b . serán semejantes, si áng. BAC — áng. bac, y si siendo
áqg/iÁM Btr: áñg.; mndy se veriFica que BM  : MC:,: bw : wc, ^

Circunscríbanse círculos á dichos triángulos , y únanse sus 
centros con todós jos vértices y con los puntos m, donde la recta, 
dada de posiciónencuentra á la base j y tendremos que, pues los an- 
enlos b a c  , bac son iguales, también lo serán sus duplos (454 cor. i .  ) ■■

■ BOG ,bbúc ; duegó los triángulos BOG , boc que son isó^eks j seraq^
(485 cór. 3i°) semejantes, y  darán OB;BG::ob; be , áng. OBM—  ang.
obm , y  áng. GCB i= áng. ocb. ■ /  1}/-

Ahora, componiendo la prppOrciOn del supuesto, tendremos UC. 
.EM:.'bc:bm. Alternando esta proporción y la anterior, tendrán común 
la razón de, BG: be, y formando proporción con las otras , sera ÜB: 
ob;:BM;bm; y  como áng. (5BM—áng. obm, resulta (484) que los trian- ' , 
gnlos B D M , bojií serán semejantes, y darán OB:OM:mb;om;, y - ^ y -  |  
]\IOB= áng. TOOby y como BO =A O  , y  bosáío , yor radios sera  ̂AO:» «

■ {Siérído pót el supuesto áng. A M B =  áng. á m b , y 
do de demostrar , que áng. O M B =  áng. o m b , restando estas ecua
ciones, será áng. AMO== áng. am o 5 y como el punto M  se halla den- 
tro; del ckculoy la;O M < Q A q triángulos AO M  , nom son?

4.-° caso) semejantes, y darán áng. AOM=:: áng. aom
ir otra párte, siendo áng. BOG== áng; boc ,; y B0 1 Vi=i/u)», i«V  |l

__  -'será áng. M OG= áng. TOocj y como AOM==aom, restando de», si
esta ec’uacion , la anterior. Se tendrá áng. AOG=; áng. oocj por lo que ; 
los triángulos isósceles A O G 3 uoc serán (485 cor. 3.°) semejantes, y da-- 
rán áng. G G A =  áng.' oca j y como áng. GGB =  ang. ocb, sumando, 
se téndrá áng. A G B =  áng. acb} peto áng. B A C =  áng. b«c por el *u*

•. ̂  <>'Í2
m

G '

. V'

* Úl
•- -'-i

O C  L w l i v l l  d l i f c *  ' 7  r  C J  1 * * .

puesto j luego (48,5 cor. i.°) los triángulos ABG¿ >obc son semejantes,
que era L .iQ . D. D. 1 j  J t *.

¿21.^ Dos triángulos son semejantes, siempre que tengan dos lados det:^
uno proporcionales con dos lados del otro, y. las perpendiculares que deŝ ^̂
de el ángulo ¡que forman dichos lados se tiren al lado opuesto s^-pror¡ig

■ ,ales¡ coni’dicho lado y es decir , que los triángulos A :^  ,» abc|j: 
;s. 3áaG, 33aííy322e) son semejantesj'si se verifica que AB:AG::ab;ae,|j,

y ÁttB6::ad:bc. '
/Dem. Si los'lados AB , AG (fig. j22c)duesen iguales , los «b, tic

tamtóeni© serían (259) 3 y los triángulos ABG, abe serían isosceles, y|)|

É
-.1 y;

darípi BD=DG =  |B G , bd =  de =  |bc j y  como las mitades. tienem j |

. f

’ I ‘tV .i
,•
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'lal misma razón que los todos , la segunda proporción del supuesto 
■ se convertiría en AD;BD:;aíí;¿7¿í 5 y como los ángulos A D B , adb son 
iguales ppr rectos , los triángulos ABD  , abd serán semejantes (484), 
y  darán áng, D B A =  áng, dbá, ó áng. eBA== áng. cha y por lo que 
■ los triángulos -ABC^ abe serán (48.5 cor. i,°) semejantes,
- ' -{Si fuesen desiguales los lados AB, A C  y por ejemplo ÁB fuese 
el m ayor, formaríamos (fig» '322íi, 3220) áng, CAE==:ABC 3 y tenien
do'los triángnlos ABE 3 CAE 5 el ángulo común AEB 3 ^rán seme
jantes y darán AB:AC::BE;AE;;AE:CE3 y verificando lo mismo en el 
triangulo abê  se tendrá igualmente ab:ac::be:ae::ae:cey y en virtud de la 
primera proporción del supuesto, será BE: AB̂ i: AÉ:EC::be:aé; :ae:ce (m)̂  
y  por lo demostrado (289080.), será BE: EC:: BE^; AE^;; bê ; aê :: he: ce» 

^^Dividiendo laipropórcion que resulta/ de compararla príniera y  
tíltinianrazon, será BC: BEi: ba hej y como alternada la segunda pro
porción del supuesto,'^tendrá la razón BC: ¿c común con esta, será 
AD: ad:: BE: be, Pero de la serie de razones iguales (m) se sacá BE: 
be::EA: ea‘(n) jf luego será AD: ad:: EA: ea  ̂ y como los ángulos en D

5.® caso),

V.

m ’

f '

\

'

# ! : ' ■  • 
Sj ? 4 .* ,  •

.‘'- í i 'y

'  i  t f  ,

;í' ■ .
’ !

y  son rectos y los triángulos AHU, aea son 
y  darán Á
■ .{Ahórá^ en lá  {fig  ̂ 3;s2d) los ángulos AED, AEC, son unos mismos 

así comp los la ecuación anterior, se convertirá en
áng. AEC— a n g ; ;^  AEBrz áng, ueZ? 3 y  en virtud d é la  pro
porción (n) , los; triáíiglilos A B E , abe’ serán (484) semejantes, y  darán 
áng. ABE— ángv ó lo q̂ es lo; mismo áng, A B C =  áng, abcy 
pero siendo rectos los ángulos en D  y d, los ACD^ ucí¿ , ó lo que es 
lo m isino, los AGB, serán agudos 3 luego los tnángulos ABC,abe 
tienen dos lados proporcionales, igual el áng. opuesto al lado menor, 
y  de una misma especie el que en ambos triángulos se opone al lado 
mayor3 luego (485 6.® caso) serán semejantes,

ecuación áng. AEDii: áng, aed, nos da en la (fig. 322e) áng, 
ir átig. ó lo que es ib mism áng, A E B r: áng. aeb , y en 

víftnd dé la  proporción (»), resulta (484), que ios triángulos ABE,abe 
són.sémejantes, y darán áng. AB£=: áng, abe, 6 lo que es lo-mismoing-

'\y

w  t .
X .  '

*4 *
f i '

áñgv Í̂7c. Pero (§ 308) AEE>ADB3 luego será obtuso 3 y con 
mas razón será obtuso el áng. ACB y el ach: ^or  lo que los ángu- 

" los BAC, bac serán agudos 3 y en su consecuencia los triángulos ABC, 
É»&e que tienen un ángulo igual, á saber ABC—u fe , y proporcionales 
los lados que forman un ángulo agudo en ambos, serán semejantes 
envirtud del séptimo caso (§ 485).Xuego queda probada la proposi
ción en todos los casos que puedetl ocurrir, L, Q . D, D,
• ^28.^ Dos tnángulos son sémefantés cuando teniendo desiguales los 
lados que forman uh ángulo , són entre sí proporcionales, y se verifica 
ademas que la perpendiculcfr tirada aliado opuesto á^dicho ángulo  ̂ dii

.  i
V

i

 ̂ I
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.4.30 TRA-^ADO
al ‘espHsa d̂i íado:óM sú: pm (̂ing.acipn en.partes-frô ^̂ ^

Qiv, que ios triatiguios^ABC;qhc (ñg. 0^2d^y:^224spn seaiejijntes.-isieiiir 
pre que AB'5 'AC , siendo desiguales, asi como a??, fíc, se tengaABrACi:
-~ük aa, y siendo^AJ>5^  ̂ á' BC, î c , sea; BD:DC::£?d;dc. ;

,  ̂Bem. Sî  AB A0 , f5rmaréino:s el ̂  ángulo C^E±=ABC, y. procer, 
'dienÜoi eaaka toxlo como eñ̂ êl̂ éaso anterior ^rdedueirémos Já própor- 
cioiv BG; B E y j b c :  y cpavíftiendo,í se :íiene;BCv E b e : ,  ec y y-;ComV
pOñiéndG  ̂ la segunda.proporcipn/ dej supuesto para, la, (fíg. 333^), y 
dividiendo para la ( fig. 3220) , será ;BC; PC:; b e :  d e .  C o m o  estas dos 

"pprporciónes tieneivunos mismos' antecedentes, resuka EC: DC;: ee: dcy
' ' ' la :(fíg. 32 y dividida respecto de ia

li
\\

i

' \

''\i• :1.

/ A( figi! Í3̂ 2Sé) f  d a  ÍDffi; EíDv:deí^se jU ^r» de â .serié de razoftes (m) se 
^acá <ÉAíi EG:: ea::éc!Í(n>j, yr como; estajjropQrcion y  da anteric^ tienen

:vS

uáóá misinos cbnseeuentes , seráíDE; EA:: de,* e«j luego ,ijos,triá?l|:uloS,,
rectángulos en D, y d tienen la hipotenusa y un cáteto pra-

(:§:485....5.® caso) son semejantes  ̂y dan ádg.-AEID • *í

''íriat
i:»

. 'i?4''̂
'V;
!f.* ■ •: ím

' i . ’ «̂ 1

.^4  ?>v'-h'̂r

V

aeĉ  yea^virtiíd de la próporcíon (n);, resulta q;uc
.......... , -cue  ̂sou (484) sémíyaatés^, k egq  án^. ,AeÉ== -ángj,
ace, y ( 353 ) áng, ACB=: áng. aeb. Pero por el supuesto se, tíene:AS>
A C , ab'^  ac V tógó/lps tmaguips: A B C, r?l?e tieuep d¿s¡ lados, propor
tio n aiésc iguales: los ángulos; opuestos al mayorde los lad o sj, pordo 
que ( 48 5, 4.° caso) serán; semejantes,j que ora L- Q- U- p .

- >{¿9?. Bos triángvílas 'son :se7n̂  ̂ tienen, un ángmo i
y los':'proehiit(ísí.de;:‘ht. 'Lados-, que 'Le prman son proporcionales cort los
ÍuádrÁos de, tos-láMos'opuestqs al'ángulo igualy: ¿sdeeiry qug;los:,trián,f ^
gulos ’ABC , afee: (íiguras, 32'2d son seméjantes., >i' áng.,:BACd ’ A
áúg< haC'^--yAi  AG:-;B.G?.*; ha* aci./bc*  ̂ ,: .

 ̂De/«. En efecto , por lo demostrad.p (517): se tiene triáng. ABC: 
triáng. abe;; BA. AC: fea. oc. Por otra parte, bajando las perpendicu- 
larestAP:, od se*'tiene;-(4i 5.; ese.)
triáng. ABG; ; triáng.; ábe;; BC¿r,APn fe. ad)j¡¡y tomq estas propprcíot
nes, tJenen la primera razón comunj sqrá BA, AG: Zn?* acn BC. A P; hc. ad̂  
y  como,;alternada la propórcton .del supuesto, Aene común con esta^.;! 
la primera razón, 'será B<Ẑ ; bc ;̂;:BC; AD; be. ad ¿ dividiendo los any-;:£ 
tectólentes de esta 'p or'B G ,:y ,los consecuentes por be, se convierte 
en BC; fe:: AP: ad ; luego los triángulos A B C , abe tienen un ángulo 
igual ¿ y- las bases, són prtíporciónalss .cfe  alturas j. luego en vifs 
tüd d|f :(8.“ caso §.í'48s.) serán:seniejatites ; que era L. Q. P . P . ; 1
•-'{%é^\D()s:tnángulos ■ son 4guaÍe/,icuqndO: tienen, iguales ' un .úngula 
y ^  IqJo'opiúAo py iosproductos :deilos:}ados que forman el áoigulcrsOn.' ’ ^
también iguales i es decir, que sM os triángulos ABC. abe (% . ^asd, 
y 322¿)'üetien áng BAC== áng. bae, BA, ■ AC=ba. ac, y-BG=bc, se-,.
rán ‘
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lo menos que se-ha de veeificar es quedos triánguiosdlan M ^ s e r s e S
jantes  ̂ por lo qiie tendrán áng. ABC=: áng. abe-, y áng. A C B —  áncp.

Dá d^hos triángulos son igualS
'J • '  - S' • •

V . ^ -  - 0

vi
De las Prismas y y. medición de sus ' superficies:y

i

} ^
-  -  i í

 ̂ $¿7 , Pasamos ya a  considerar la estension con sus tres dimensío- 
Í?> latitud y profundidad p grueso, ó de la estension sir.

ninguna dimensión,-ó de' üna porción cualquiera del 'es
dstá estension se halla • ■ ' '

||« am aen 'gen eral:S ó ia;^ ^
|e|sahle _ para esto qUe los pianos testen todos rerftiinados por iÜieaS 

^porque de lo contrario no formarían sinó un ««g«la ¿ id a .  '

seis exüedroy cuando de ocho petaedrAj cuando de

< ♦ L
■A' -J

J  > , /v
I '   ̂ \
• \  ♦

I

1 '

' ■ ■ ¡

. - r porque es necesario-á- lo'menod tres planos
’ y  'es^ós tres planos dejan un t^acfo que 

I V t  ‘̂ '̂ ™̂ nado es idispensable á lo ménos otro' plano,  ̂ '
.ir caras adyacentes de uii poliedro
dlaqia/aí¿o o del poliédi'ó. °  o se
\ poliiÉídro tiene dos <̂ aras opuestas iffuáles v rtai-nioT

ü a l  prisma^J d o I X n ^
Jelos e Iguales sé llátnan k s  del prisidá'' vdos naraf̂ l̂n Jl ^

2  »«»■ «“  - í ' '  f « d S g ^ -
m = = C l É S ^ r  e P C I , Juego

 ̂^733^8n;®ara edndetór fbhhaddún sólido de esta ct.
. ‘•qué ABCDE^^ sea un polígono cualquiera • si en un
•íáldo á A B G & ci sd ¿ ra n ^ la sd fn L  F G  g S  P ano pa-

t a t í  4*¿ C D ^  r -  ® ;  t U á  uá pd¿„®„“  p ¿ £ i ;

'BGHg ' T ' s ” —  o t A F, B G ,C f I ,  & c , Jas c á ía f
’ y s ó l i d o  ABCDEFGHIK fot

FGHIK. ""í*”   ̂ » n  A k Í T
I  .  .  I * ' *  .  •  .  »

, - De otro modo podrémosí concebir originado el prisroav á sabéf
’ * 3

♦ k
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suponer que la base ABCDE se mueve paraieiamente á si misma ó á 
lo largo de una recta taí como: la BG, v

También se puede concebir origínado ei prisma del movimiento de 
una recta BG que se inueva paraielamente á sí misma  ̂ ó á una rec« 
ta dada de posición al rededor de una figura rectilínea cualquiera tal 
como la ABCDE.

Se llama a/íwr¿í del prisma á la perpéndicular tirada desde una de 
las bases á la opuesta ó á su proiongacion, y cuando las aristas del pris
ma son perpendiculares á la base, entóncésíse dice que el prisma es 
recto como, el ABCDHEFG (fig. aay), y: cuando esto no se verifica se 
dice que el prisma es oblicuo tal como eí ABGDEKFGHI (fig. 226).

-E l prisma se triangular y cuadrangular  ̂ peritagonal  ̂ exagO’-
nal, , según sea la báse triángulo cuadrilátero ̂  pentágono , exág%
nOy Como hay diferentes especies de tuadriláteros resulta que tam,- 
bien el prisma cuadrangular recibe diferentes nombres j así, cuando 
la base es un rectángulo sq paral.elepjpedó j cuando es romboid^
.prisma romboidal  ̂ cuando rombo , prisma roml?áí j cuando es un trar 
pezoide, se podría llamar frapezpída/ f cuándo un trapecio trapecial:- 
y  finalmente cuando la base es un cuadrado y la altura es igual al 
lado de este cuadrado, se le da el nómbre de cmIjo/ ■ ; ■

Se \\sim3. diagónql en un poliedro á la línea que une los vértÍGCS 
;de dos ángulos sólidos no adyacentes á una misma arista, j y se dice 

d̂ue un poliedro es simétrico , cuando se coiñpone de-otros d̂os qué, 
teniendo una base común , están construidos semejantemente el uno 
sobre esta base y el otro debajo ; pero con la condición de que 
tices de los ángulos sólidos homólogos esten situados á distancias igua, 
les del plano de la báse sobre una misma recta perpendicular á ,este plano;

Por ejemplo: sí la recta ST  (fig¿ 228) es perpendicular al plancí. 
A B C , y en el punto O donde éncúéritra á este, plano, está dividida 
en dos pa rtes iguales, los dos' cuerpos'SABC, TA B C  , que tienen co
m ú n  la base ABC , formarán un poliedro simétrico.

Se llaman vértices de un poliedro, los puntos situados^ en los vér
tices de sus diferentes ángulos sólidos. , ^

Entendido esto, pasemos á demostrar las propiedades de estos cuer
pos 5 pero ante todas cosas obseryarémos que lo que vamos á demos- 
trar es respecto de los poliedros de ángulos salientes , á que llama-

• -  *.

1, ,

mos convexos y designando con este nombre á aquellos cuya superficie' -.y'm
cortar por una recta smo en puntos. En estos cuer-
de una cara prolongada no puede cortar al cuerpo y lúe-

' I

va
go es4mpbsible que el poliedro se hallé parte sobre el plano de una. • %  ̂ • I 1 fi I I I  / . 1 1 ,■ •  >1

v->
' ■ ■ -im

cara y parte debajo, y )por lo mismo se hallará todo de un mismo la
do de plano.

5ÓP TQor, Dos poliedros no pueden tener̂  los mismos vértices y f

S'7

V .*
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aATDE/GEOMEÍTítfA.

^l¿.I>éínU<Porque;xsivísUpo^bos;icQnstrüi^o,'azno se quie
'■ iíeieGnstruirrGtro:qu'e teiiga: los misnips .vé ea.:.el.j.íifenQ.o; n¿tnerG|
cada plano efe ios qu^ formen ei segundo tendrá con su correspondicnn 
ter.en -el príinero íántos-^puntoí fconxunes como árigulos haya.^n;-la ca-
jM'etél:spídi^irqí^:y ^OPao. ^enícada^c^a há; d îharbef Jó m^ias' tres^iing^
los, resulta'( 543 cor, i . ” ) que todas las^cár^sicbiricicMfáti^>y pteiópns?
s|guíent¿ ioŝ . pediedros^o qúe.,erá ^
■ M57o‘: ■ Teor;¡ J)os frisinas son, tóales  ̂ éuando iHenm.íun: ángulo, 

igual comprendido por tres planos 5̂ iguales cada' uno al suyo ŷ  .semejanr̂  
temen$je:u:olojcpdysi - ..-ú x: x'x-, ..\

ABGDE (Jig,^ia6),v;iguaL‘á:¡a: bsLsê í ukddérynjQ-l
para|aíogta;mqííAB(JF iguaL af;a¿^ 4,y?oi pafáJelogramalBGKG^

dí¿0/q^e;^li|^isnia?ABGli;S€rá;dguaI%áliprtóm 
- ' ■ Pem.oPoT iser lásj ba&eswABGDE;, a&cd© %üáles >/sej vpdd rán 4 col^  ̂

de;, maneta q]ue rse confundan exactamente 3 . p;CrOíJoSí treá ánguios 
planos fqjte. forman re í ángulo sólido {B .^ tí igualeS'á los tres) ángiulds 
planos que fprman eî  áugulp sólido uno gLsuyo;^:U-^^^

0BG::;qg;ócBf :adcEnasJxsíosc^Ugplos J|u at
á^lidos^^yi ó. sqh % uaM ^y pot-cpusfe 

!Caená';í |̂5re igud;% i^ ®  mbieu)'Sp;^
mosdguátós ñJááJF fítbgf y é ld ááa '< ÍE ‘caetó%^ 

í̂sobre .gA jrlué^o ;la baseisuperior; FGHIK;coin¿
cidirál exactainentexcm teudguáf^í^ife^. y Jos' dpSrUóUdos con

leri mndsoio^^puesoque tendrán los naístnos Yét̂ íácesv Is/ QtP^:P*

r*

A  ■

mente 
guiento el: 
sa í

 ̂ • / .<su 1 y :

h ^  >■'X:? -.;
T  ♦

base

• i . .  ^ A_iprt$m^^^queaaimfefa7mmBi^^ cumaoxseí Conoce
, y se da ĉonoeida de magnitud y posición la ■ anist^f^

•I

Porque si poiT el aíigulo G  se tira GF; iguaii y  paralela á AB  ̂i GHiaiguaí 
y  :parálélat 'á. B C , y en él plano FGH^paraielo á ABQ se * describe _el 
pplíg'Qno/FGHlI( = iguál 1  ABGDE , quedarán detecrninados todóSjdols
ySMcés->del̂ ;pri&má̂ ;̂-.,=̂  ioí,. . Ju-:.:.:':!

prisiBasiGonstruidos cqníloslndámos; toos:n ó puedéní̂  ̂
desiguales, lo que confirma la proposición que acabamos dé déiuóSít^f.^Á

T Fundados en^eijteórema anteeédejn^e^iemostrarémpSvqut ií ite  'dn*
os héifiólogos opuestos dc: las bases de un par alele pipe do recto se, unen 

por niediolde las diagonales^BBy H F  (ñg, 229) ,, el plano JJBFH que 
pase por ellas y dividirá al paralelepipedOjABCDEFGH en dos prhniGks

^cmí^Por -la naturalezádel .p^ismá^résulta^queíABGD es igualíéon
~ j y por lo- mismo A B D . será igual con D B G x o n :E F M  y^oÓp 

F G H j liíego el ángulo sólido éñ E será igual al ángulo sólido en ¡(í, 
pues el ángulo BGGzrAEF por rectosel/G C D := A E H  por la misiúa 
razón, y el BCD— HEF-por Ja:ugualdad'de dichos triángulos.; Por 
otra parte E H = B G  por serambas iguales con F G  por lados ropuestos
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t^m

«d fji
ŝ n̂ jun’ mispro plr¡áL*ri

l é 7  .m í  ^  ^  .  7  l y -'s.éraru
, . i

eqmvais^t& snkHíSh\k-:l̂ óac¡ii$'í,M̂ ^̂  en¡pftlü}iúsní'
'aiSíp^-sAqutiiiued^niiOKúririr :;los, cüálé&das; están- re^e

píí^n^dos.-e® lal % w a;p  y  oél tei-cgcéi-oeu riir-k j cxikadp iE íi
d%<s$9aaM ifipecóiiia3d0i» ftía¿io^ ie| hCiinisttárpatáitod^ j>:y digan 
píirogBa^usc|eiijp®sat^-lfri4iíplír ^ÉIE)JaM;.es'3ÍgiíálIaJ^ pciáma- tniáa*,i 

'aBifKGGSafearya itífin oi feoá j ü: Uíá'apiv: i;| n l w  v-Uü féi.hí
■ te 4>p7f)rjEUi efecíojipngá que AE-fes ; paralela á BE^yy -HE á KG ía P

á0gu;lo;iAEB==BFK)j; H E fe G F R , y H E A = G F& ,, y-de estos seis áa-; 
galos tlos'píés^ píimeíoa fomian eUánguíosólido, Ey y los otros -treso 
Wman,PÍ,ántjÜc»SDlid;0>{R,,rg|üililajquo^ áhgaloa.;sátiáoffiíEiy'iF;:soa7

■ i,,\sÍ3,5é 7qáíipcaiH!prfematAEM';sól3rg-eFBRL^i;du;mM
qjieílai'basteAEFicaiga aobfóírJa base BFE^, estassdos basesieoincidFo 
rátt;fgobíseÉyguaíg§í}(ijó^)jup^és -también AF es Iparálela é. igual-con 
Bl-^.y puefcqiel elíáíngulúQ sÓlidofH eFi igual aliF/, el Jado EH caerá-
sobre su J g u a lF G i habiéndose-ConfundidaJosí tdoSiJadoaHA-, EH 'con-
con los dos ladoasFB, F ^ ;td d o ,e l paralelogramoHE|VD 'stf-habra comi
fundido con: el BFGC ; y podJai misniá razóte/seabábrán. confundido^I y*v A *— - ^  .* —- I aI  ̂  . .t*. _y»l • , .*'.,1, .'Af* t\ I ̂ . .*> X .  ̂ L.

>> :x

2 iSerání'K" SI
de una misináséabteládr^íqdií^nos'díóhOsíprismaJs¿s loa rééiduws' quédoa-
om^denisarán-igMalesj pBro-si délpoMédro-AEL-se-quita-el príSdia AEM

nePparalplepípedo-AlFy'y^5¡ -dél-,fflisiriO A EL Se quita eiprís-^
áiel'DaraleleDÍaedd^AEí^- ' ' •mA‘

iQ iv^oM ieii^F Cy , n i íd'Jiy (--‘■j Í3.Í -1 í3
, , . y -r . . .   ̂ / --Ti-;---- r — i/
le^Aen(Mlwmn  ̂M^sonie^ipakme.sA^ ROÍíó
-■ I?emaiEqrque:sirsnpdnemo« -que; ABGD -(-figr-ajii A'sea -la báse co^' 

mun de Jos, pos paralelepípedos-AG y A L , -resulta -quelpor tener una

> \ Yyj'ios, AfAMLy GBKLJiasl^ que sFíencuentreny ’íbrtóaráte-por
^tgorol^-^ersecciony(^7 P^máÍ!párálefep%edo^qüé-tendra--la^
base ABCD, y cuyá base opuesta éstará representada por él paralelo-
gramoVNQPQr Ahora, este tercer paralelepípedo será Igual en volumen
ai AG  (573), pues-que teniendo la misma base inferior , las bases su- 
peripres,están en un mismo plano y éntre las,paralelas-GQ y FN  Por 
la,; iiaiisma razón-este tercer- paualAeíiípedct -seráJgiaal: coii^ i : AL-Jue^-
go Jos dos paralelepípedos A G j A L  que tienen ja misma basé y:-altüfa-
sonunualés éb vóliímén, A,FGnH3'úiya|eiütés.HrQ.; J>.-D,- ^

, -sé, pueda congmir en
do rectángulo de igual mlúmen , que tenga la misma altura'y unahase

1 í ..

✓

\

i
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é;Si sípoi^ftias que  ̂ é  ̂páralele;pí-
'y y. dcí>ü% los puntos AVB, 'C, D  se tkap las A I , BKy i 

diculares ahplatio^He la baseptendréwios'íbrtnadoiel paA:̂
^  ^  ' A  > A  _  ^

ralelepíped'Q-AL igual en volumen ai paraMepí^edo A G , y cúyás 
ras. laterales AK, BL & e '^erán^rectángafeS; Buegcí si;̂ ia base ABCD 
esi uh rectángulo, A L  será el paralélepípedo rectángulo equivalente ai  ̂
propuesto AG. Bero si ABCD )cn(]&les én-rectángulo ;  se t̂L'>
rarán; das A Q iy  BM'r^erpénHicillárés dléspücs^iáé perpen^^
lares ÓQ y NP á la base A B C D , córi 16' cual se téndrlUél 
ABNOQPKI que será = un paralelepípedo r^ctángMlo efecto ¿ por 
CQiastruccion la* base ABNO y su opuesta  ̂IKPQ: son Ixctáng^
caras laterales Ip son también, pues que las alistas A I !
perpendiculares' ál plaño.íde la bas^>jdüegói el poliedro AP es^^n pa-^

plféctánguló, Pérddos^dos páralelepípedosi A p p A L  sepue^-
reputarí:qúd tieiíendai) misma base A B K Í^ y lá ñiistnálalMrá: ÁOj;> 
golson equiválentés íó iguales en-volámetíp^idégo epparald^

^ddü A G i( íigv 23t )  púe se; habla reducido á un parálelepipedo equi
valente. A L s e  encuentra de nuevo convertido en un paralelepípedo;, 
reotángullo A F   ̂ tiénê ílâ  trusm  ̂ ákura A Í p y  tíúya basé ABNO e»

u ádadLase^ABCD. D. f¡ 7 r ; L - - i v  7̂;  ̂ ;,
Uií^í^a^e-ociómlNOPQR^ (tig.’ ;rn̂ -ttn prismapdí?̂  

úñipláno  ̂ púráisí$ á lá ; .i;- ' —•
Dem.i;PbrqUedás partes AQ , BP, ;CO &c de p a líe la s  compréhdi^  ̂
entre los:; planos paralelos ABC^ Ñ OP son iguales^dy asi todas l̂asr- 

%nr^SHABPQv>BGOP í^ c sop paj^aíelogramos. De aqui se sigue  ̂que -
PQ es igual á ^  j OPfá^rfiC^íOÑ'.a CDÁcv^ademas^lós Üádosí)

uisonrv parakrlo^# luegéi^d el ̂ ángplO <

> k

v;4
■ -'- 'íí

s*. 7̂/

■ .- :-.H
' .  \

• s t

r :  .■:\:í
■■

.H

) fsV

•  \
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\  -
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•m

PON &c;
y

o lósI/ • V  k ,

' :s .

X
7  «*

\

oS "ABCD®V' ¿NOPQR ;denen- losvdáwli 
respecfívanientejíji duegó son-dguáles, V 

;s $7Ó.;;rComo'los están terminados;-pór planos, resültá queí
pá!ra¿^hallari>&üdsupectíéiej,5inD: tenemos( qué hacer-otra cosa que hallar-
sppáridantenterla,de^ada^mrid desusdptanos^ suma^aodas estás espfe-;
sionesiy: Séiterídrá^la superficie rotal  ̂ pero^^cüándódél poliediaJí esdô  
prislpái  ̂podéhiGS cifrar^el tpodO dejhallar su^snp^ficie^én lá réglá'̂ Cüñ-i
tenida.én: éhsiguiete-v^í'jvy. i-- r -7̂ 7 i '..-.7 "o jí> ^
r ; Teor.^Ld ' superficie )laP0al dé uH prisma es igual'á un _ 

mo qû  tenga pQV i base- ûna de del prisma  ̂ y; por altura eb'
róí deiu«tí--5éécíoñ^srpefifficM¿£ír ú̂ ûrm aristay ódo que es lo mis l̂

' BeWr SupOhgádios^qüié^se nosvddvel prfeiha> uí?cd^?iife (fig. 226), 
y t̂endrét^os; que su-superficie latéraf sépá igual á iá dé .todas las ca
ras agy bĥ  cíy dky e f f  p.QTo ú  por un punto ^cualquiera de una de laŝ '̂ 
aristas se hace pasar un plano mnopq perpendicular á dicha arista , ten-^

■ •y'Crb
■ 7

 ̂ ‘m

.7714
:.7é l

.íífet
k.

- ' ' ¡ m

' .-’í

-  - . y  V  ^

W0v,f5W:|̂ ' k A *\-t 
'S*.4i

..-;7'. 1 ;'1

\

/



• •

DE GEOMETRIA. 237
árétnos (^48)^^^ perpendiGular á todas las demas aristas^ luego el 
páralelbgrátno ag=gbxmq^ elbh±=:clixnmy d  ci=zdixno el dk— kexopy 
éli 5 y como todas las aristas íj/ 5 bgychy d i , efe son iguales y
ee tendrá que supérjicie lateral de prisma abcdefgliik=^ á los paraleto- 
gramos a g - ^ b h - ^ c i^ d k - ^ e f — h g xm ci-^ -ch xm n ^ d ixm ^ kexop  ' 
-̂ l- efe;Xp5== ( sustituyendo %  á las demas aristas, y sacándola fuera 
de. un paréntesis como factor común ) — bg {qm -^ mn -í- no-rh op ^pq) 

perímetro de sección mnopq. ,  ̂ :
‘ - W oómó lun- parálelogíamo que; tuvk el lado y por^
altura ^elVperímeu’o mñopq^ác la- sección, tendrá por superficie esta mis:- 
iná espresión j resulta L. Q . D. Di

Cor. De aquí se sigue que cuando el prisma sea recto , la sección
, y por lo mismo la. superficie de un 
una de ’las aristas por el perimetto/de

la suSi á
; t

b de una de 
prisma.
5c. 3^ Si suponemos que el' 

geá rectángulo  ̂ y concebimos-la linea

las dos bases , vó el
j sê  tendrá ¿ la í s uperficie: tor

/
( ^ 2 7 )

, que por ir desde un án-
^ulo-sólido- á su opuesto , sé -llama diagonal j: tendrémos que; comó el

• >trian Íserá’réCtángulG‘én D, nos:
perb^^í triángulo BCDf tátnbienf será rectángulo en &: y daî á

 ̂ : y comor>\

vB F ¿H Ü ¿ resultará BH»á=AB^4-BC®-t-BF®,y
. I

iT /  - /que nóŝ  dice que;¿¿í atagona î ctê  un para^eteptpeao rectángulo es,, igual 
'ádd rdi% cuadrada de ia suma de los cuadrados de las tres aristas que
f̂iir'marî  ̂ üm de los ángulos sólidós.y 

‘ '177  . Teor. Dos paralelepípedos jectángulos AGy^AL (fiig. 227),' que iie-r 
¡ñen da misma base ABCDy son entre si como sus ^alturas AÉy A I. 

Dem. Aquí pueden ocurrir dos casos, ó qué las alturas sean comen-
I A  L   ̂ \ ^

sürabies,' Ó qué ifo; lo sean* supongamos i,°  que las alturas AE, AI;sean 
entró'-síicGiÚo -dos números enteroSy á tales como 15 : 8 j si dividimos, la

_  ^  ------  •  ^   ̂ ^ m  P

\

AE en quince partes iguales , la A I contendrá 8 de estas partes; y 
tirando por los puntos dé d i v i s i ó n - y  % ^c,-pianQS. para elos .á la 
base 3 éstos planos dividirán a i poliédro A G  en 1 5 paralelepípedos

, que serán todos iguales entre sí por tener bases y^a turas 
bases iguales porque toda sección M IRL hecha eru un pris  ̂
la á su base ABGD ‘es igual á étta .base;; alturas iguales por-
•. u I  « ' J  • • _  • /1 ■ \ * L i  ' ■ J  -

ma
que estas-^bn las mismas divisiones: Axy-scy  ̂'y% pero de e&tbs ■ 1 5 
páralelepípédos iguales -ochó estáú incluidos en A L ; Luego el parale- 
lepípedo^G es a l  Â L como 15 es á 8 , ó en general como laFaltura 
AE es á la altura AL -

t
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■ 2 ° Supongamos ,ahora.?q,ue ;las .A E ,.A li sfajii jr
miie la relación no se .puédaves'pBesftS pjor ajiijiecp^
se verificaráiqueuoí; ÁG; •yoLiAEnAEíAÍ, parqpijsi esta pr,Gppt;cio  ̂no
se verinca,;siipongamos:-quq seítenga'tJol, AG;: ■ ô1;vAkE::AE:Ao. EnEste
caso dÍ7Ídiendo AE en partes igutles que cada una,sea menor que oí, 
habrá á do menos un punto de división iñ entre ,pié I. Sea P  el para- 

delepípedo que tiene por base .ABGp ,, iy , por altura i A to ; pues que 
las alturas AE , Aw son entre sí . por ,fionstruc.cio,o,como, dos números 
■ enteros, se .tendrá' iioh)^AG:;P:: A É rA to j;tpero.,‘e&ta^proporción ,y la 
■ del supuesto! tienen unos tnlsmos^aníecedenfesy, luego ,(:aó7 ;Cor. ;de_
teor. 2^) mi: ALiPnAoiAmj y.coiao Ao es..mayor que.Am,se.nece- 
sitaÁa para que se vérifiease la proporción, que el paralelepípedo A L 
fuese mayor que P ; pero A L  es, ad,contrarío .menor, ppfc-ser^parte' 
de .él 5 duego. esdaqibsible .que;el.cuart0,,términQ;.dftIa\pro,potcÍQnvqah 
A&-. m í, AL::ÁE:X. sea una línea mayor .qué-AL Potm n raaonamiCBr 
ko semejanteíse demostrariá.que-dicho. .Cuarto- término;no»podría ser- 
menor;riue:AI:íGuegb,si,mo puedeiser.,ffiayormi.menQnserádffuaI.,,,,ís 

578 Teor. Dos faralékpípedos rectángulos' AG, A K  ñ̂g,.
fisnen lé mísmá Altura :AU ,.[s,on entre sí como sus bases :ABQD,AMNO.
'■  Dem, Habiendo coloOadd.eí unú;al.dadoodel,Qtro.-cpnio,jrcpm
•la figura,;prolónguese el plano GNKL;hasta que enGuetitre aÍ! 
cúVa -EÓrnu u^etóoó aea PQ k yiendrémOS; wp.t^rQChpataíelepípftdm A %  
que'Se ípodrá comparar coa,cada unOide¡doS; paraielfipípfidoss AG,AI^
Los -AG, A t t i  temepdo da - miSmai base-AEHD, Son;,entre  ̂ sí como -Su§
alturas AB , AG .5.; igualmente los A Q , A.K qpe tienen la misma base 
A O LE  'son entre sí Como mh' alíurás Á Ü f  A M , lo cuál'nos, dará
lcstasd0s-pr0pórcion6STOohA0 r®PÍ«AQv‘Á.BíÁG5ibiO'f'ÁQtooi<AE:.¡AP‘AM-í̂ ^

' inuíti.plieaudo.-oMenadamfehte,v4 smprhnigndp ep el factof
comuLi voi. A Q  , se tendrá voL 'AGa'^;p|í^AKíABxAG:AGxAMú df
ÁBxAD''representE’dá''basm.ABép,,;,,y, A O xA M  .representa la .base :||

. 1«̂  
s i

■ W
'  J . ..

t

-M
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k •

• ... '■ 'í'f.

*Ví
k**'. 
>• V
d  '4 '

‘y/í

/1NQ j iiiego 'dos >p.ataleiepípedos lectáñgülQS.de la. misma altura feOi
éntre sí coma sus; basesí-L.;Q.^Drp.

é".t

• th

j; L Di ■ ŷ rcQtaxtm,
c o ín o ^  proíductos de sus qoéojmzp-pdftcm
dez.susíireS: dimensiones:,

¿ie?7í.. Porque habiendo
'• T * J  f  ^  * - . . . u  - A .j,:T .Í-.-4 t'At

A rir
_.. . . ..loa dpa,paralelepípedos

de dnalíéra; que sus superficies  ̂ tengan ep ángulo común BAE , prOi‘;i;g 
lónguensé dos planos necesarios . para, formar el tercer paralelepípedo . ||
A íñ 'de la -misma! aituraL quft^ch A G j :y..setendrá porda. proposición 
psecielqnter uohAG;:paí AE'tABeQíAM ÍSQ los, dos .paLalelepípeT |ís
do^jAEr AZ, queaie-nefidat miama son entrcoSÍscomo-sus , : t
a l t u t l i ,  A F -, ; ^ . ; d u e í j  -krá ::4;íP.^íto|>AZnAE:AX5 .mW!ldpirn 
ordenádaniente Jestas düs pimpordones^y omitiendaen la primera razoii 
el factor común uóh A K , se tendrá .
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se pueden sustituir sus va-

t

GEOMETRÍA,̂
v'olrM.Gi'üolr, AZ:;____

y. 'coíno en vez de las bases ABCD î*., 
lores ABxAD y AOxAM, tendréaios
ííoLAG;zío/.AZ;;ABxADxAE;
luego dos parMelépi^cdos recpáng,
- De at̂ ui ,;se deduce, que se puede tpinap'por medida de un pa ■ 
raklepípedo rectánfeuJo els producto de su base por su altura él 
producto de sus tres dunensioiies. f  de éStc modo es como se valúan
íodosvlos otros poliedros, >

É Í C .  Para comprender bien esta,medida, aeoemos tener presente 
que se entiende por productoide dos ó de muchas líneas , el Moduc- 
to de dós; números que representan ¡estas líneas , ,y , estos núm^ós dê
penden¡úieb^aIor de 'la únidadídíneal -que se ^puede domar .a arbitrio.
Esto supuejtó,, el producto de las tres dimensiones de un paralele'nípe' 
do es un número que no significa hada en sí mismo , y que sería dife
rente si se hubiese tomado\tra nnidad lineal. Pero si sé multiplican 
del mismo, modo las fres ¡dimensiones de otro paralelepípedo valuáti 
dolas t^ativamemeJá lamisma unidad-lineal, los dos productos serán 
¡Wire;sí^omq .ios: volúmenes de loŝ P̂ darán Ja; idea de su
m̂ gnitüd̂ ‘TelutiŶ ¿- - ^
, La magnitud de un sólido ó de un cuerpo geométrico ósuesíen- 

Siónj constituye lo que llama su esta palabra se emolea
paruculartnente para señalar la piedida de un sólido l asi se dice que 
^ ^volúmm ¡de un 'fa^mépi¡,edo- ^mánguló ̂ ŝi igual'al pródueto de su 
vaŝ poK̂  suyltura y_ó:al producto^^e^üs t̂¥es,/dimensÍQnesy i r '  

'SiendodgdUés las tres i dimensiones debCubo;, resulta .qiue ■ si
^os r á'únn lado y se tendrá pate volumen r x iV i ó fs — j 
d  lado es- 2 su volumen será a x a-X 2 d-8 5 si el lado es 3 su volumen
■seraj-x;3X:d^27, y. así en adelante 5 por lofque es tapido los la d e
en la razón do los números i,2 f3 fd ttlos masmos; cubos- ó Sus-volú
;m^nes;son comoios números ¡ii8v27(^fcDe aquí c provien¡
pl nombre de ew&s ,.qwe seda.:ab;prod‘uBtQ;qüó>esulta dd'ftés &ctore«
Iguales o de multiplicar un número dós veces por sí mismo
■- ;;f>óri W  }gtmles ks- tres dimensiones del mu bo , es el oúe se thm.
-por unidad-de medidaq y entónces el paralelepípedo 'se eorapone de 
: Wtosmubo  ̂igude -̂monml; que:mifde;mnidad v¡ comoíimidades'hay 
dn - el'producto Rde- sus -dimemtonels:., :-;que es;lo uque ̂ manifiesta da ■ I
-■£rüra'»3.m:;i. m s-q, oh f -o o -o , o .y

linaáHprópu-áiesemos-iíbrmán ún -cuborrduplo de otro dado

{*) - de ha mudo. parmcípreiúr el volúmen,, dé la palabra soüd(y¿ •
;ro como etí la rdea c¡ue nos: fom avm  >de:ia solide%.%tra la de ñríme-
.tM dad:.,: y los  ̂fuerps georntricoi son penetrables„ henmwrcida^as
oportuno usar de la palabra volumen que de Id otra.

s

r  •' *

i t i
*■ 1 :  >.
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sería preciso qué él lado del cubo bascado fuese al lado del cubo da- 
do, i o  la r L  cúfica de 2 a la unidad. Por una construcción geoine  ̂
trica se halla fácilmente la raíz cuadrada de -2 , pues es la hipóte
de un triángulo rectángulo en el cual̂  cada cateto sea igual con la u-
nidad; pero no se puede encontraf «iodo su

no suponen sino líneas rectas y circulares cuyos radios son derminado^

ámalo ó del arco que es sobre poCo mas) ó raénos del mismo, 01 den,
y f̂anto el uno eomo el otro quedaríán resueltps: completamente , j i

*k'

;í
•V’->

i
I .

v.-l

j i• í/41
rculares la congt

* í s>‘v> tallLU* UIAV/ ----  X • ¿
hallase-uní medio dé hacer fcoñ Hacas rectas ry- 

ttuccíon eñuneiada (508) , ¡como lo; hénios hecho en _la nota de dichq 
márrafô  En efecto , si iqüisiéramos formar; un, cubo dupdo de^otro cu-

v efectuando aquellmcónstruecidn, dethostra riamos quedas
TÚ V y  ’u g  Hi iBC'==X , erán Gondnuo proporciGnales geométrica?,

. S í d r S m i í í - p o n é r  :de eSteítoodO.^l^HIiHB^ , yim

S í £  2T^, Ittego el c^bo construido con HI como lado serm duplo 

- 5 81 S í  i í S  ir  t .  ̂ 'Llelepífedo , y en general

íVt :¡

. •:>

'•  *1

: i
*•. i

■si
i ' . l i

ir d

.y:-i
. i

• ' - y -

. i  •
r. '<ú

c;:'A
^rec^gulo^’lel^misma altura V y deiuna dase eqji^

iS Í s u :  a l? S v f ie g o  el volumen: del primero es del mismo^modo igual , 9 
al producto de su base por :su altura. _

. tníbncmlflr es lá trii

-M
3 « ñ oclo  pnsma cnaugui.. es la; mitad de un Paralelepípedo deda

?mániangl^r esdgual af «producto de su :base, mitad de la del .paralê  
'lepípedo, multiplicada por su altura,, ,>

n  ® Un prisma' cualquiera: se puede
eularés' de la misma altura como trian
® O t . o :  I» elrva dé báse.;Pero e l:

en tantos prismas triarty',i| 
;se pueden Armar en ,plí||

\

fYulíires de la misma auuiü V.UU1V r -  i , . .  ̂ ^
^  hú n n ód u ed e Sirve de báseúPero efiyolúmem de cac% prisma,trian-

es i u a l  ’á su^base muhipliftadavpod su jalturatyiy^uesnneda ,«||

¡ y É  ̂ Uíttfia: /  sur bases pesen«icoles: ó: eqmmlentes, serían ig u a les ,.. 
•volumen, ' , ‘

í.; '. d> •■■ ?•

-  '  V  ^

* . i  -

I *

• * í'1 * l>
• j í- Sd
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s

>;: i ta -pirámide y de la medición de su superficie y volmneH,
582 Se da el nombre de pirámide á un poliedro que tiene por ba«

se una figura cualquiera, y cuyas caras son triángulos que tienen un'
en un mismo ,punto llamado cúspide 6 vértice dé la pirámide

y, Aus-bases son los lados de la base de la, pirámide j tal es el SABCD¿
C fe » 3 S ) en que el polígono ABCDE es la base de"la pirámide, S

cú sp id e  ó  v é r t ic e , los, tr iá n g u lo s  ASB,BSC,CSD & c so n  la s  caras
de la pirámide, y,las líneas SA,SB,SC &c se llaman aristas de k  pi- 
rámide.  ̂ ■
.v̂  Toda linea que desde e'̂  vertiee se tire perpendicularmente á la 
base, tarcomo la SO ( fígs. 235 5 236), ó á su p.rolongacion, se iIa- 
fila de la pk̂  ̂ como la SK que desde eí'
yértice S se tira en y na de las 'caras perpeddicularmente al lado so-* 
bre que insiste, se l̂ama ¿poterna de la pirámide.’
 ̂ Las; pirámides tonian nombre del número de lados de su base por 

íp báseles un triángulo se llama triangu/ar, si un cuadriiáíc-
rp( caa.ííranga/aí", si un pentágono pefitagonal ^c.  ̂ ^

Cuandp eb polígono de la base es regular, y ademas la, línea que 
, !de el cuspide ya al centro, del polígono y se llama el eje de k  pirá-

• es nerp^jdícukr, á la base , k  pirámide se llama; regwkr f ̂  k 
y;CÚa;ndq If falta alguna de estas dos circunstancias se llama irregulari
> , cuando el eje .es perpendicukií 
a la base , como la SABCDE ( fig. 23 5 ) , y que es oblicua cpando no,
como k  de la ( fig, 23Ó). , , : ’

triángulos laterales^ASB.
•PbvyLSO &C (fig. 23,5 ) , son isósceles é iguales entre sii. ^

Dem. Por ser k- pirámide regular se verificará i.° que Ja-SO será 
perpMdicukr al plano 4 BCDE j 2 °  que los radios oblicuos GA, OB,

lo cual nos dará que los triángulos SAO, 
serán iguales, porque tienen común eMado SO , iguales los k- 

dos OA, OB , e Iguales los ángulos SOA, SOB por rectos ; lueeo se 
aerificara ( 360 ) qup las hipotenuks; SA.y SB serán; iguales ; del mis
mo modo- demostraríamos que SB =  SC &c, luego SA.=:SB =='SC &c 
íq que prueba que los triángulos ASB, BCE &c , son isósceles ; y co- 
nm ademas de_esto_ los kdos AB,BC,CD &c son iguales, ‘ resulta que
dicfios triángulos tienen los tres lados ?del uno iguales con los tres la-qos del otro,, luego son, iguales. ■

■¿¡!!! *'??ulta que concibiendo píanos que pasen por k  aí-
W  y por cada mía dejas,aristas, quedará diyididaSa pirámide,

, Develey advierte qiie á la pirámide re^ ári se debería ílamar 'maf.
« g o m o  hay mas pirámide; regular que-

to m o  i . p a r t e  IÍ. -a. S¡ 5
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en tantas pirámides triangulares como lados tiene la base ; y como aun- 
que la pirámide fuese irregular, podríamos dividir su base en tantos 
triángulos como lados tiene, si por cada arista y la linea que une 
dicho punto con e ry ertiee , se concibeíi planos , quedara dividida la
pirámide eivtahtás pirámides triangulares comovlados tiene.

. 1:84 Como' la pirámide es un. poliedro, resulta que su su_̂
se hallará encontrando separadamente la de cada triangulo , y anadien* 
do á la súma de todos,'la superficie de lâ  base vpero cuando la-pira- 
mide es regular, apodemos dar otra regla mas sencilla para hallar su

f " i  r  ■

[ •

/ . \

'A
' y  i  

• * -1

SU ■ V . / r

-■t-• ̂.v
, 1

y es la contenida en el siguiente .
____ ’ La supetficie lateral de toda prámide: regular es igual a la de

ttn triángulo cuya'base es- el perímepo de la-pirámide y  la altura-: es Í~ 
Ruál con la apotenia , ó se halla multiplicando el perímetro^ de iâ base 
por la mitad de la apotema, ó la apotema-por la mitad del perímetro
ae la base, , - ■ . /  , , ̂  ^

Dem, Por ser recular la pirámide , todos los triángulos laterales
serán iguales , y , por lo misnto la superficie lateral equivaldrá á lan
ías veces uno de ellos como caras tiene la pukmidey y como esta tie
ne tantas caras como lados la baáe , resulta que llamando n al nume
ro de lados de la base , será superficie laterál'de
guibs ; pero la superficie de un triángulo tal como el ASB ( fig.-235 J 
se. halla multiplicando la apotema SK que llamarémos up. por elladd 
AB que ilamarémos 'L , luego la superficie de uno de ios tnangulos ¡i

' - i

- 4

ií*

. V
laterales será . lo que dará

 ̂ f * ■-
■'s.;. -'ii

•>

superficie lat, de pirám '̂reg
> t <•

- j y coníio fiL es
' y ,\i>}

igual con el perímetro de la base  ̂ se tendrá
f  !■ \ • !

'JM ,•v'jV

y ' r • '
superficie de pirám, reg. == perím, de base X

ap. : Mpero esta espresion es’̂ |
í

•TÍÍ
• 1«

l a  de un triángulo que tuviese por base al perímetr'e, y cuya
r a  fuese igual eon la apotema,.luego &c. v v ^  ,  , ,

Esc, Si á 1̂  espresion de la superficie lateral añadimos la super* |  
ficie de la base, se tendrá la superficie total de la pirámide.

ysc Teof. 5 i wn« pirámide SABCD { ñg. 0 37) se corta con un paf-^q  
no kralelo á la base ABCD , re verificarán tres -cosas V este pan&rí^ 
e m a ^  á todas: Ids aristas SA, SB, SC &c, en partes proporctomd«,|| 
que tendrán unas, con otras' la misma ra%on que las de otra recta bü,v v | 
tirada^idesde el vértice de la pirámide al plano de su base d a m ^ a í:g  
razan también que dos lados homólogos cualesquiera AB,ab de la báse,g
f^de la kicctón: v . ^  -   ̂ .jyr^T\

2.a La sección abcd será semejante a la base
. i .I .

‘ m
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, 3 a La superficie de la base ABCD tendrá cm lq jihci deda sección, 
Í¿» misma ymon que los cuadrados ̂ de las Mneas SÉ̂ Se.

\Dem.  ̂ Si nos figuramos que por la recta SE y por las ansias 
de la pirámide pasan los planos SEA,SEB,SEC &c, estos planos cor
tarán á la sección abcd en las líneas ea^eb^ec &c. Sentado esto > cq« 
^ 0  las comunes secciones de los planos paralelos son líneas parale- 

( 5$i ) ,  los triángulos ASE, BSE, ASB, BSC &c, serán semejan- 
t̂es á sus GorreS|>ondientes aSe, ¿Se, aS¿, ¿Se &¿ ( 482 ) ,  luego los 

Jados'de estos trUngulos serán proporcionales y darán
SÉ:3 e:):SÁ;Sfl::SB;S¿::SC:Sc;:&c:&c::AB:a¿;:BC;¿c;;&c.

2. a Una vez.([ue los triángulos AEB,BEC,CED &c en que está 
dividido el piano ABCD de la base por los planos que pasan por 
la recta SE y por las aristas de la pirámide, tienen sus lados res
pectivamente paralelos á los dé los triángulos ae¿, ¿ec, ced 8iq , en que
está dividida la seccipn u¿cd por los, mismos planos , resulta que to
dos estos triángulos son semejantes unos á otros (485 cor. 4.®), lue
go las dos figuras ABCD5a¿et¿ que se componen de los tales trián
gulos'̂  serán .figuras seinéjantes ( 49Ó ), '

3. a y  por ser semejantes las figuras ABCD,a¿ci, tendrán unas
con otras la misma razón que los cuadrados de sus lineas hoinólo- 
gas x;®) y por. lo mismo ABCD:a¿cd;;AB̂ ;a¿̂ ;:S£̂ ;Se=̂ : por
ser AB;a¿:;SE;Se/

Cor. De aqüí se deduce, que si cortamos las dos pirámides SABCD^ 
SFGH ( fig« 238 ) , gwé tienen iguales sus alturas SE^SI y con un plano 
parakjo al.. de sus bases_y las secciones abeá^ígh y tendrán una con otra 
¡q razón de las bases ABQDyFGH y y si estay fuesen iguales también I0
serán las secciones, '

♦ * .  .   ̂ ♦

Porque por lo demostrado últimamente, será ABeD:afeíl:;AB®;a¿®;; 
SE®:Se=̂  i por la misma razón FGa/g/iñSP.-Si*^ i pero SE=:SI por ei 
supuesto , y cómo el plano es paraieio á las bases, cortará partes i- 
guales de las alturas; lue^ siendo Ee,B iguales, los residuos Se,Si 
SjCrán ignales  ̂ y por lo mismo'las,dos proporciones de arriba tendrán 
igual Ja última íazqn, y podremos formar proporción con las otras 
dpsq.io.que nos dará ABCl>;afccd::F0 e:}gfe AÉCDtFGUxtabcdifgh, ,y 
si'ABCD fuese ip a l con FGH que forman la primera razón , se ten- 

; dría que las secciones abcd , /g/t que forman Ja segunda , serían iguales.
Esc. Se dice de dos pirámides que son semejantes, cuando sus bâ  

ses son semejantes, y ademas tienen todas las líneas homologas pro-
porciogales 5 y como tocias las líneas de la pirámide SABCD son pro
porcionales • con las de la S ab ed y  ademas ABCD es semejame con, 
abcd , re,sqlta que la pirámide, quitada Sabedque-se llama dejíejeníe,
es semejante con la total SABCÉ. 1

586 La parte ABCDdabe que queda, se llama írenco é tro%g de 
pirámide , ó pirámide truncada j y para hallar su superficie no hay mas

' ' »  .
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244 . TRATADO ELEMENTAL - .
que eíicóntrar primero la de los trapecios laterales'A&,'Be, Cáj Sic, y 
añadiendo á esto iW superficie de las dos bases opuestas 5 ;se tendrá la 
áel trozo  ̂ perb'si la pirámide de que resulta ei trozó'es regular, el 
trozo tambieiU 16 será, y se puede su superficie lateral como sé
espresa en el siguiente

Téór. La su^^rfilie lateral de todo trozo de pirdmide regular se fia^ 
.̂.. -multiplicando la parte de la apotema compre^didú éntre las dos bases 

opuestas por la semisuma de los pérmétros dedas hasê  paralelas  ̂ ó por 
el perimetro de una sección hecha á distanciad igualed ae }as bases pá^ 
tálelas»

Dem» Porqué observando que todos los trapecios tendrán unajúis- 
ma altura Kfe (fig. 237), será Superficie lateral dd trozo de pirámide, re* 
guiar ABCDdacb "  Ab -H Be Cí? h-  Da =r (§ 5 i 6)

t
1 . N

• .■Ĉ.'

' ».

-  -'.Ó

♦ I/ (

.  t.

• '"O

hEx
AB-hal?

X kKX 'CDh-C£? m x
DA^dd :r: 4

■V
■

2 V
, í

'v -

i ' .

* v  '>•

}

perícn. ABGDh-  perím. a&cj
A t V X  -  •  .  ’  I -  I  1  f  r  -  1 -  -

; '̂ ~i¿. 

i>'

5 y como én virtud de lo dcuiostra'
/
>,• . r - : m

> ^ i ,  - i
' * - CJÍ

s

do (516 esc.), se tkne que
AB-4-a& BC-h&C CD-Hcá *

mn no
2 - -v̂f

/•

DA^ d̂a • vil
pm j resulta también que,

/
-  ♦

i'\'i
'-'h*

Sup» lat, de trozío de pir» reg, — kKxmn-4-.kKxno-f-kKxop-4-kKxpm; 
kKx(mn-4-no—Hop -H pm) ”  kKx perm. de seco» hecha á distancias i-- 
guales de las bases paralelas j  que era L. Q. D. D; .

^587 Teor. A toda pirámide se le puede inscribir y circunscHbir im";- 
«ttwero de prismas , de manera que la diferencia entre la: suma de los cir-; 
cunscriios y la de los inscritos sed menor que: cualquier cantidad dada 
por pequeña que sea. \

 ̂ Detd. Sea SABC (fig. 239 ) la pirámide propuesta : si se divide la 
altura en un numero cualquiera de partes iguales , por ejemplo en 4j 
y por̂ lóS puntos de división se conciben planos paralelos a su basey' 
tehdií^os dividida la pirámide en otra SQRT, y en tantos trpzos; 
QKTMNLjLMNHGFjFGHCBAVcomo ^ar tenía la áltüra ménosV' 
una;̂ GoriGÍbiendo ahora un prisma ZVgTRQ que tenga la misma b̂ase 
y aliufl que la pirámide, y en cada trozo dos prismas de la misma al
tura qUe é l , que el uno tenga por base la mayor del trozó y, el ofro
la menor/tendrémos el número de prismas circunscritos ZVSTRQí

\
/i

i-*
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DE
OPTNML;, IKNHGF, D É H g B A ^ ^ lr 'd e  fos inscritos 
X M N H gf, FGHCÍ7fl; pero el priiner prisma circunscrito ^^vpirrv 
és igual con d  primer inserito QRTNw/'por tener Ia 
tura ( 581 cor. ) 5 el 2.° circunscriío por la misma razón también es i- 
gual con el 2.° inscrito, y el 3.°:cQn eí 1 °  Juego Ja diferencia entre 
la suma de los circunscritos |.in^|fim^ representada;por el úl
timo circúfascritó DEHGJ5A j  ̂ si inscribiéram y circunscribiéramos
duplo tiúmero'de prismás, el último eircúnsefito qué éspresaría la ¿i- 

; feréncia , sería dos veces m é n p ^ p p ^ '|)E ^  y continuandió del 
iDisinó iTiodo j con̂ o llltinio pristii  ̂ Vci* ii^ci6ndos€ dos vcccs mcnof
al cabo de, cierto tiempo llegará á ser menor que cualquier cantidad
dada porqjequéñaiqüe-séa;, pero este: priáma espreéa Ja diferencia en- 
ti  ̂ la suda de los'circtmscnlbs,^^  ̂ Rs inscritos,,,luego ddoda

Jrárñide se lé\p'uéde inscribir,y^_'cir¿  ̂ ' ^
'' Cor, üe'aqto de laí pirámíde ma
yor que lá suma de los prismas tnscritos, y menor que Ja de los cir
cunscritos con mas tazón sé podra i^  circunscribir nn nume-
ío de ptisíhas ;;dé modo que la diférénciá entre la suma' de estos v
el yplúnmn dê  la/pirámide,, sea menor ,qiie. cualquier cantidad dada 
por', peqilcnâ  qtie sea. / ' -

_̂ 588 \ Téúi:JD()s f i r a n i iM ^ d ^  im ales en vo~
lumen: ^  \ p,

’.r  si se con-
cibeqividida su d  mismo, nüinero íde partes iguales , y por
los puntos de l y  ‘secciones q Je cau--
«eñ estos planos serán iguyes;"(585 Vo'r̂^̂^̂ ahora un pris-
ma^^pxünscruo á caday pna de das quedá dividid  ̂ k
pirámide, y llamando S la súma me los prkmas circunscritos á SABG 

y  S' á la de los circunscritos á S'A‘'B'C', tendremos S =  S' ó —•V g.
pues cada prisma de la SABC , por tener,igual base y altura que el

“  Wual c o A l ; p „ „  s^e paedi*,;,
«níee.) tamo como se quiera, y S' á 

S A B C } Juego tenemos aquí dos cantidades variables S,S', que se 
pueden atarear tanto como se quiera á diejaas dos constantes, y cuya 
relación es conriu^re, á saber, la unidad- luego en virtud de lo de-

• inferitpos que esta relación es la de las dos pirámides.
©A-oGpO A ü C , y por lo mismo tendremos

SABC
i;é;SABC ~  S'A'B'C'.

589 Teor. Todo grisma triangular se fuede  d i t id ir  en tres p irá m -  
m s Iguales en volumen  ¿  equivalentes^ '  —  ' ^

t* /) ♦
V' r

I" ^•V

kA

\
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^ D m . Sea ABCFDl^ 240y ei;,j)risma.propuesto; si por,las
¿onaíes ADjAF áe dos cáras contiguas del prísina, conceBiffios qiie 
pase un plano, quedará dividido el prisma en dos pirámides, una trian
gular ADEF (fig. 241), cuya-báse DBF y la altura AE , serán las mis- 
L s  que las del prisma i y, la otra cuadrangular ( ñg. 2 4 a ), q^e ten
drá por base á la btra cata:BCFp;,>  por^b'^a a  ̂ altura del man
ípulo BAC dé la base. Si'por las ahstas DA,AC de esta , concebimos 
uií plano D A C , su combn sééciOn'ccm d  M p : ,  ,
odrdo qlíé dieba pirárnide quedara diyidida en otras dos m an gi^ ^ s 
ABCD ACDF, que tendrán bases Iguales, porque la diagonal DC di- 
vide ai paraldogramd DBCF én dos partes iguales, y también una 
misma aUura por tener p  vérüce eomun en̂  A j p?r,lo 
pirámides serán iguales ea Volpmen. jA o ^ i la  ̂piramide J^AG  ŝ
puede'conáiderar también que pene por ba^  ̂ aUriangpb^ BAP quedes
L a  de las .basbs del prisma , por altdra la misma que ía,/el pnsmaj 
V como las dos bases- opuestas de un prisma son iguales , resulta que 
iás dos pirámides D B A C, y ÁDFE son iguales también en yolumen
( 588) i luegú las tres pirámides son iguale^, en yolnmen, que era 
L Q .D . D ,

.V

jl'

♦ :

í- ̂
-  I

; ^

Cor. 1.“’  De aquí se
L  -

que taan es el ter̂

. í

I ^

cío de m  prisma triangular d f i^ a l base y:altupî ŷ  porque  ̂
dA éPt^ í^ a'B A C D E F^ á trerpiráiiiides iguales con la A D ^ ,  cada 
una de estas será e l tercio del prisma; y como-podemos concebir a to
da Dirámide dividida en tantas pirámides triangulares_ como lados tiene
su L s e  f S83 cor.) ,  y cada tina será el tercio del prisma de igual ba
se V altL a , resulta que en general ípda pirámidr, de cualcm^r clase
m iseá-, es imal á íaáereéra ¿Urtá/de'ub

 ̂ Cor! 2.° De donde Se deduce que; siendo êl ypiumen del prisma
iéual á la Superficie de su base mültiplicada por su altura, Id de la 
idrámide que es su tercera parte,, será igual á lâ  ̂superficie de ÍU- baíe-
multiplicada por el tercio de la altura. _ ^

4Cor 3° Pm't» hallar.el volumen de m  trpzo,,de piramtd^je,]}^^
Ua primero eí de l a - f i r d r n i i k - m i r
de aue falta-, pero como no se conoce ñi lá pirípniae  ̂total m la;den?;;E#
cierne A eberéLs manifestár cónío Se hallan sus alturas , pues las b a ,;||i
ses son conocidas por ser las del tro^. esto observarémos qup ; | |' . . • / . a\ A13. CI4 • e/> cA tAnnríi

V r-'.

dividiendo la proporción (

AB É* ::SE — seiSE

I.») AB:aé;:SE;íe, se tendrá 
ABxEe

■- AB—«b
y cpm con el consecuen- ;̂if îC

. 'r <\ JV\

Vs '* ' ' - f

te , será AB — ahab::SE^^ Ŝ :Se =  --- j y llamando .¿í? á la
. v j  > * • * /ab

ra Ee del trozo, L  al lado ÁB de la báse; mayor, l Ú correspondiente
- ;Psf
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¿e  Ta'>bas6'menor, y  a la 'a l tu ia  to ta l S É ,y  a Ia deficiente Se,
, •, r /  ̂ 'i- -•- l ',;' —:--

■ - ^ , LxA<r . ilxk\- ■
sé tendrá A * L - l

y a L -.Í
a

f O
e á tres pirámides de igual altura

r dé^la'truncada y. otra la^úe ella 'y y  que la  una túrnese'por t
médor Py id'oira una Jupéfpcié’que pues^ 'media' propórcignal geométrica 
¿ntr^ id^basé' mayor^y la nos'dê ^̂  ̂ en dérnostraí-
lo I p o r q u e - n o e n  c[üe Hacer' â plicacion dé esta proposi' 
¿ion y por otra parte lo dicho basta' para naüár su volumen cuando
sea necesario.^

. fye los poliedros ■ regiilare-S y/Q̂̂  ̂ que se, conocen con él
o!) ’ /. A =

- En geríérár se ITámán pbíffedfd̂  í̂ ĝfttáfá/ 'aqüéllos% cuyas c
ras son pólígona's regulares igüálés', y cuyos ángulos sólidos son to- 
dbs iguales entré s í ; y Vamos á demostó^ solo hay cinco polie-

A i
N .  N  tdrps con estas circunstancias. ,  ̂ ^

Erf éféétó ¿ sf lás' cira^^on eqúilátérós , pódréiíios for-
lííár ün cuéi-pó en qué cáda' án̂ ulp- 'sólidó componga dé tres ángu- 

triángulo -VquiiáterÓ̂ ; *pües éhtré ios tres solo válén it ó dos
ángulos rectos, el ĉual se llama íetrdetíiro, porque está terminado (fig, 
243) por éüátfd"cá¥á‘sí Cuáírcr áng equilátero también

l  . 1

'  *..' 4 «•V
; 5 , i '

I

( íig. 244 '̂ )̂
tero táínbiéh‘'puédéri fóimai' ánguid-sólido , p6rqüe juntos no vaien̂ ŝi- 

nó 3oo®-Ó̂ ^̂  ̂ qué resulta se llama icosaedro porque es

ta terniinado‘(fí^^ a seis ángulos de trián
gulo ̂ éqüilátéró no' sé puede fórmar ángulo sólido, porque juntos va
len 3óo°-ó 2̂W-,' y hechos demostrado ( 563 ) qué la suma de los ángu
los planos, que han de fortxiar el ángulo sólido ho puede llegar á va- 
leV ó 2br?'Luego con ángulos de triángulo equilátero no se pue
den formar sihó tres cuerpos regulares.
' 5pi Valiendo el ángulb del cuadrado po® o , resulta qüe con 
tres ángulos de cuadrado sé podrá formar ún ángulo sólido j porque 
su suma vale sólo ayo® ó |9r |'el cuerpo qué se forma de este modo 
s’e llama éxaedro ó cubo, por'constar (fig. 246) de seis cuadrados i- 
guáles. Gon cuatro ángulos dé cuadrado no se pyede formar un án
gulo sólido, porque valéñ ya 3Ó0® ó 27T.
" 592 Valierido el ángulo del pentágono regular 108®, tres ángulos 

cbbpondrán 324®, ’V' pdf lo inl'smô  podrán formar ángulo sólido j él

- '•rsr
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cu|VpQ qu$ se origî naiiê  eHíé̂  mp;lq-'se llama ^̂ .oáecaeíro por estft 
tertónadó ( fig.‘347 ) carks/ Coq cuatro angulos
¿e pentágono no se puMe formar ángulo- sólido-yorque equivale^
á 432  ̂>* 29T. '■ ' ' ' .1 „

593 Valiendo el;,ángulo í®’5;ágono 120“ . tres ángulos ,de exá-

se- \  •*. « mar ,au> >\í
como

o
ésta suma á 360® o 2<?r:. na

3 7 comó con menos razón/s,e\ 
formar con tres ;ápgulbs; áe'pc^íge^o ríe ipás aunaenur eí
ralor de ios ángulps'cuando aumé̂  ̂ húmero ¿e los lados ,,,resut( 
ta que no hay sino ios ¿íheo cuerpos reguteres que hemos dicho, yV-' . .1 ■ -tu/; ■ " 'I  ̂ ■■ ■ .. *■que se atribuyen a

\  S í

V Para hallar su superfíde , se determina la de una ¿ara y se mui
ishî íVoiúÍTieh- observare¿iplicá pór̂  el> número üel'Átas^ '̂PáM^néoikrar ŝií^ é̂lúmeh ob^er^aféi 

mos que. siendo el ísíí̂ ítéiífO'mnáVpir'ámidé ĵ̂  ̂ conforme
hemos didio ;̂ f5:§o cof.  ̂ p̂ é̂drov,n0; viene^a. ser otra cosa
que dos pirámi<í¿s cuadrangulafes reüilî ^̂  por ,su base, y la regla, 
que acabamos de citar nos naVá su volúmen.v y siendo el e ía é S r o  un
cubo 'nos servirá la regía ( 579 esc. ). .=r:¡j;Q.;jujÍ!-. 1;. i : o'. í:j
, Ahorapara „íí̂ 1%î ; el^^ó^pgpA^^ y  ^el K os^ idrp; ^s,
coasideráréfcqs comQ̂ cprapâ tpSildgrĴ ntaSpjdrápiideŝ cpmp. carâ  tie-, 
neAi cuya alíase ;:&ea’ cada ̂ ,garâ ,;:y.
que hay entte dos caras opuestas. . 1 . J j i . r'

994. Ése. Los cuerpos jtegiflares qup.;aóíi pn.niimero dppinco los 
hemos presentado en perspécúya4 peyó aquii¡JoS[,yamoSj.A,prqstótar 
en las :dos âminas adjúnt^, aíelinPadosVen-u^ ^^cprtajks jup+ 
tamente con, algunos, ptros,, caerpos , . i  ÉPi # ii3^S:i^  ̂ í>CTSÍPÍapteá'
se acbstambren/á Sobíarlos ^-manara que,
conseguirán doblando los planos por las comunes interlsecciones que 
se hallen en el parage opuesto á aquel p.or.dp^e. está.lmgdio cor 
tádp* el grueso del cartón.

^Si pt?seibd̂ imos de qpe 
hállaráh' Otros , cuerpos
quimedes i' hé mquí como se
colecciones matemáticas. . ,

.{"Los filósofos .aseguran que Dios , el primerq y hacedor 
do, dió con razón y justicia al mundo la figuya esférica, habiendo, 
elegido la-5mejor y mas hermosa de todas jasi¡que. hay; en la misma es
fera para. Illicar los fenómenos íiaturajes.|, y, afiadeti que .dot
tbdáí ̂ 5 figuras sólidas de igual sqporfióie ,; ealá -̂tnayorda esfera. %
así otras éosas que dicen hay én .ella,,;sort; á la verdad claras y necer,
sitan de menor prueba j pero que sea .mayor que las otras figuras, no. 
lo prueban IbS mismos filósofos , sino qué^solainente lo afirman j ni.sé' 
puede persuadir fácilmente sin grandísima Contemplación, .Mas así |0-' 
mo. éh los tedremas antecedentes .heñios hallado, qpeoel uírc'ujo , es,'íí%

•  ̂  ̂ V .  '  'ri \
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> D£ GEOMETÍi/a. g.
mayor de todas las figuras regalares que tienen igual ámbito que ¡h 
del mismo- modo procuremos ahora manifestar Jo que viene á ser úna 
consecuencia , y es que' de todas Jas figuras regulares y sólidas de i- 
gual superficie , la mayor es Ja esTera. Pero hablemos antes aleo a- 
cerca de los mismos sólidos con que se debe comparar la esferâ  Se
pueden pues cómprender muchas figuras sólidas que tengan diversas
superficies i :pero cualquiera juzgará mas dignas de que sé hable dé 
ellas a aquéllas que-parecen ser regulares, y de ístas mucho mas ya 
míos conos, ya a los cilindros, ya á los que se llaman poliedros. 
Mas estos son ,̂ np solamente las cinco figuras, á saber el mtraédroi
exaedrm, octaedro , dodecaédro , y el icosaedro qué se atribuyen aí 
divinísimo Piatoii, sino también las trece que inventó ArquimedesY^V 
terminadas ^ r  polígonos ,mí equiláteros y equiángulos , pero nS 
seme,ames.t El i.-’ es el- octaédro que está tem inal por 4 triái  ̂
gulos y otros tantos exágonos. Despues, tres de 14 caras > de los 
cuales el i. esta terminado por 8 triángulos y 6 octógonos , el 2,'» 
por^ 6 cmdrados ŷ 8 exágonos y él 3.° por 8 triángulos y 6 cüá- 
drados. Despues d̂os de a6 caras y de los cuales el i.° está terminá- 
do por 8mianplos y i8 cuadrados  ̂ ef2i° por 12 cuadrados, 8 exá
gonos y ó octogonos i 'despuestres de ;g2 caras, de los cuales él i 
consta de 20 mangubs y raf decágonos ; el 2.̂  ̂ de da- pentógdiióá
y. 20 exágonos i el 3. de 20 triángulos y 12 cuadrados. Despues de 
estos hay uno de 38 caras, el cual consta de 32 triángulos y 6 cuá̂  
drados j a este siguen dos de 6a caras, de los cuales* el: i.^ está ter* ‘ 
mmado^por ao trránguios , 30 cuadrados y la pentágonos : er á.° por
30. cuadyadox, 20 exágonds y 12 decágonos. Finalmente el último éá
de 92 paras i el cual esya terminado por 80 triángulos v na déeánonos 
Mas ,̂.cmantos'ángulós '̂sófi y cuantos lados tenga cada una de esi 
tas figuras poliedraŝ , lo averiguaremos de este modo.,Cuando los áiii 
galos solidos deJas figuras simplemente poliedras constaq de .3 'ángui
los planos , ^se^determmarán Jos ángulos*^pianos qiie tienen t á a s  Jaé "

, oel poliedro , y la sAvparte;del número hallado será el númeib 
«  J“*®T®̂  ®«ddosy en las;%uras poliedras y cuyo ángulo sójidb cónsd

nen las bases del poliedro j tomando lá 4." parte de este número stí
tendrá,el numero de ángulos sólidos. Del mb poliedrdi
cuyo, anguloyohdo consta de ciiicof ángulos planos , la 5.* parte de lá 
^ulntud de angulos planos es el númeró de la muítítüd de ángulos soi

de las f̂iguras pdiedrasj ■
las mperficies que terminan al poliedro, su númcrq es igual á Ja mulí-

r

' y  * ^
y -

i*}
uimedes

TOMO I , J?AKTE H ,

r = f.
> llama poliedros semi-regülares »■/o í frece «̂e-'¿Múeaíf
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250 ■ ’  T R A T A D O  E X É M E N T A t
dtud *clc ángulos planos. Pero por cuanto cada lado común a dos 
planos, es claro que la mitad de dicho número es el número de lados 
del poliedro. A sí, como el i.° dedos 13 poliedros desemejantes esta 
terminado por 4 triángulos y otros, tantos exágono ,̂, nene a la verdad 
■I e ángulos sólidos, pero 18 lados; porque dedos 4  triangulos hay 
ja ángulos y ra lados, y de los 4 exágonos a4  ángulos y. 24dados; y 

' su suma 36 , es preciso que el núme/o d'e ángplos 'solidos - sea 
la 3.» parte del número predicho  ̂ porque también cada uno üe-dos án-'. 
gnlos sólidos del número está formado por 3̂ ángulos planos.'^ero la
maltitnd dedados esda mitad del mismo número, á saber 36 , de suer-,
te que los lados son 18. Pero de aquellos que constan de 14 bases, el 
j..° está terminado por 8 triángulqs..y 6 cuadrados, de suerte,i|ueaie- 
ne la ángulos sólidos, pues cada ángjtlo supuesto está comprendido 
por 4 ángnlps planos , perodados tiene 24. El 2.° que está terminado 
por (5 cuadrados y 8 exágonos, tendrá/34 ángulos sólidos; piles cada 
-uno consta de 3 ángulos planos, y lados tendrá 3Ú. I>e aquellos que 
tienen 26 caras , el i.° que. está terminado por 8 triángulos y 18 cuâ
dradoS jv tendrá 24 ángulos sólidos y 48 dados ; el a.° que esta. ter-f 
minado por i a cuadrados , 8 exágonos * y 6 ; octógonos , tendrá 48 ati? 
gciios sólídos'y yapados. De aquellos'que constan de sacaras , el 
mero que está terminado pof 20 triángulos y 12 pentágonos, tendrá 

áiiguíos sólidos y 60 lados; ,el está terminado por 13 pen-

■íA

i

■6. ÍAt

r
t

tácenos y 20 exágonps tendrá. ángulos solidos y 90 lados, el 3, >
 ̂ ' -d/__I__ ___ J +£.'nHrn

'4

a
. w

íOLd, por SO triángulos y  12 d ecágon os,
; sólidos y 90./lados. Pero aquel que consta de 38 caras , por 
„ <>r» trí^naiiIns-:V íí:ruadrados~v tendrá"; AO- an,'*

quanto está:tenpinaqô :pGr ,32 tnaii:
gulos sólidos y::,6p. iado.S. JDe.aqueiios 
que está terminado ,por 20 triángu’

y  ̂ cuadrados y tendrá' |.ô  an̂ - 
que constan de 62 caras-, eí i.? 
- 30 cuadrados y 12̂

\ m
.w m

• •

nos j tendrit 60 ángulos .félidos y 120 lados ; ef 2.° qüe está termina? j| 
do' por 30 cuadrados ,'So exágonos y laidecágonos, tendrá 120 ánc |  
guíos sólidos y j 80, jados. Pór ú h ^ o e l  «̂ ue consta de 92 caras por j  
ciiapto está terminado por 80 tnángulos/y43 pentágonos tendrá 60. ĉ| 
ángulos sólidos y t ;o lados, Y así, estási figuras que ó ya tienen; art? 
gulos desemejantes, ó ya estáií terininádas por polígonos desiguales y 4 
desemejames', omitámoslás por la perturbación y confusión. Pero aque^l 
jlas gúc se llaman las cinco figuras, es importante efcpmpafarlas 
la-esfera,, pues porque están terminadas;ipór planos iguales y Seme;j|í 
jantesj/’ellas,solas ;̂ tieneú ángulos; sólidos iguáles, yl-por lo miSráasOn .í| 
inas ategiilares qué las demás. Mas.el que ntí se ipueda hallar mas^que ;̂  
^tasyiiffc figuras .que estén terminadas^or pqlígonoá eqúiláterOsdVy 
guales-se;ha demostrado ya, tánfo^poí Euclldesy como también pop|

continúa con su objeto , demostrando uná multitud w  pro?D|
posicioneS/interesante?. j , o - '. /1̂

^En los cursos que esplique á mis discípulos en el Real bemina*- ,

rvJ
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\   ̂ DE'éEOMETáfA. j
rio de Nobles de Madrid , les préseme-estos cuerpos' delircádos eri 
un pJano,:y cortados coíno los que se vea ea las iáminas' dtad'as • y 
llamó de tal suerte su atención j que me los pidieron para deiiueVr  ̂
los ellos, y algunos se fórmaróa"hasta dos juegos coinpletos.J*""

De los tres cuerpoŝ  redondos.

• \

'595 general se llama cuerpo aquel que está teroií
nado por una superficie que no presenta esquinas ó ángulos sólidos^ 
La-Geometria elemental solo considera tres ;de estos cuerpos á los
cuales también se les da ej nombre de cuerpos de rwolt^don^ porgúe 
se puede considerar que resultan de girar una superficie al i^dedor 
de una línea , á la cual se le da el nombre de eje. \-

En general sé llama un cuerpo cuyas dos bases opuestas '
son dos circuios i g ^  y^paralelos, y cuya superficie lateral es con,- 
vexa ; tal es el^EFCD (fig. 248) f la iínea AB que une los dos centró^- 
i  ifs bases se llama su ejê , cuando el eje es perpendicular á las bases 

el cilindróos y su eje sirve de altura ; cuando no , oblicuo te í  
co^o el E FC D Yfig. 249) f en este caso la altura es la perpendicular 
D O , tirada desde un punto cualquiera de la base superior á la infe  ̂
ñ o r , o a su vprolongacion» ■

El ciiindro récto se puede concebir origiiíado de la revolución 
un rectángulo ABGD al rededor del lado imnóvii A B : 0 0 ^ 5 ^ 0 ^ !  
m^nto . los lados AD-, BC permaneciendo siempre perpendiculares á
h B  describen planos circi^^res, iguales DHP, CGQ que se llaman las

superficie convexa, y la línea AB es el eje del cilindTo ^
- E l cilindro oblicuo no es cuerpo de revoíücion j pero se le puede

q u , se ^ e v a  paralelameut^á sí mismo en la d irecci^  de 1¡

paralelaSracnte á ella misma. * «rcunrerencia HGGQ

fam lcía á las bases eŝ

Dem.̂  Porgue si cpHce&iraGs un numero cualquiera de planos EFCD 
•' f  ̂  348 y 249) que pasen por los dos centros , la común

sección-de todos estos planos será el eje AB. Las comunes secciones 
dn estos planos con los de los círculos que le sirven de base serán 
diametros^_ y poi: consiguiente las PA,HA,DA,FB,GB &c radios • aho*̂  
ra , como la sección es paralela á, las bases , tendrá MK parallela á '
F C  i y como por otra parfé las M F y CK lo son también por la L
neracion del cilindro, las'liguras MFBI,LGfiI,KCBI & c , serán pafa. 

BG, BC &c son iguales, también lo serán ^s íyll, IJ, K1 &c 4 luegpí

\

\ '
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4 Utando todos' los plantos de la. sección igualmente de I ,■ esta seccioti 
s r̂á un círculo., iv. Q. D. D.
. iS97. Teor. Si en el. circulo que sirve de base al cilindro 3 se inscribe., , 

y circunscribe un ■polígono , y se consideran dos prismas que tengan estas i 
bases y la misma altura que el cilindro , el primero se dice que está ins
crito en el cilindro y y el segundó que está circunscrito  ̂ y voy á demos- 
trar que i'a superficie del cilindro es mayor que la del prisma inscrito ¡ y 
ntenor que la del circunscrito, ■/ . ̂  ,

Dem. Porque si ilamamos p al perímetro de la base del prisma 1119?: 
crito^de un número de lados espresado , por n é inscribimos otro 
pr|sma de duplo, número de lados , la superficie de este será mayor ; 
que la del anterior , pues siempre será igual al perímetro de su-<bas,eS 
iQuitipiicado' por el lado del cilindro j y como hemos manifestado (459) 
que fie muchas figuras .inscritas, en una misma curva, cual es^aquí fia 
clrei^nferencia del círculo fie la base del .cilindro , :la que tiene mayor 
número fie |ados, es la que tiene mayor perímetro , jio hay: duda en que; 
aumentando uno de los factores ha de aumentar .el producto,, y por- 
lo. mismo la superficie de este último .prisma será mayor que la del pris-: 
fina-primitivo. / ^   ̂ ' '

Ademas , como un prisma tiene tantas aristas como lados el polí- 
gp'no fie .̂éqfiasefi y estas aristas :se hallan en la superficie, convexa del 
cilínfiro , pues tiene sus estr.emós .,cem.unes..con dicha'’:superficie ,., se si-,.; 
SMê .que por tener el prismâ  de n lados , w líneas en la superficie fiel 
cilindro 5̂ y el, de duplo número defiados 3w lineas en fia misma superé' 
ficie.convexa , la superficie lateral del prisma de duplo número de la-̂  
dos se acerca mas á;:la convexa del cilindro que la,del prisinaran-.; 
íerior de: n lados ; y Como si volviésemos; á inscribir otrú prisma de -

»!•/

, .  .. . V j

’"#l

duplo numero.de lados , demostraríaiiu  ̂ fiel ¡mismo modo q_uefia:su5̂  
pjrficie de este>¡sería mayor qû  ̂ del anterior, y que ŝe, iba apro-r;|a

-»
Xfmando mas á la superficie, del cilindro , y así sucesivamente , se . 
srgue que tenemos aquí dos, cantidades , una variable que es la su-: .;̂̂  ̂
pq/rficie del prisma que vampé inscribiendo j- j  otra constante que ^á ¡J 
la del cilindro , en que la variable al paso que crece se acerca áfia ? fi 
constante  ̂luego.eu¡-^irtüd de lo fiemostradó {323);  ̂ lâ  constante es 
mayor quería variable í y como la constante es }â  superficie conve^áí^ 
del cilindro , ŷ la variable la, superficie lateral de cualquier; pri$ma^¡|' 
inscrito en é l, inferimos , que fia superficie > convexa del cilindro 
mayqr que fia lateral del prisma inscrito. L. i.° Q. D. D. -

superficie convexa,del cilindro es menor que fia lateral 
pri^a^^circunscrito 5 en effecto, llamando P al perímetro de la basévv^l
dd-prisma¡ circmiscritG , y lado fiel ciliád.ro á que lo^está, la-

VV

sj^pérficiefiateral fie ; 
báse del cüipdroíun

prisma será PxL, si circunscribimos á laí 
polígono de/duplo númdo de lados , el perípie-lt

\
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t n c f j d e é i s  ,:tlíeno^ que e l  del ¡anterior j;!y ,^or' cWhsigüieiite
la superficie del prisma d rcu n scn to  qYie tenga esta b a se , ' lambieu sé-
f^^inenorT/queda deb prisma anterior .j; y'- por tener duplo número de

'líneas eii ía superficie convexa del -cilindro , y liailarse entre esta su-' 
pe'Hicié'y Via del-■prisma anterior  ̂ se aprd^timárá mas^á ella que ía su 
perficie .delespresado prisma anterior y .cir^uaSGribiendo así otros 
prismas de duplo número de lados , manifestaríamos del mismo ánodo 
que la superficie lateral iba disminuyendo al mismo tiempo que se a- 
pw xim aba;a la superfide'cdnvexa^dei ,oMmdrü:,s;dd'^-dbride se sigue que  
tenemos aquí dosv cantidades^ yariablenque' ■ es- la superficie del 
prisma que^se circunscribe,^y otra eof&tante^quc es.Ja superficie c o iP  
vexa del cilindro , en que la .v a r ia b le , al paso que m en gu a , seá cer--  
ca á;lá Constante y'por lo que ím cofisiánte' será menor (3 24) que cual- 
qtiier va lor  de; la variable-f -luego lâ  superíiciei convexa del cilindro es
meUór' q u e lai lateral > de cualquier'prism a .drcüñ é él V que era

5 9ja T eor. La superficie convexa dél cilindro recto es igual á la cir  ̂
cmfere'ncia^de\su- b4sé :mukipli0da^ por su la^o  ̂y el voluñén á la jw-
pérficie de la base por su lado ó altura.

X

/

• I

J  '  ^  W m W m w  •  w  ^  S

I)eOT., i.°,SiíConcebiinos circunscrito un pnstna.alfcilindro , Jlatnan- 
P al ptrímeirb'He.su 'ibasî  kilo'clel ¡eilindro . ¡sfera' -  ̂ ¡ ído F

Sitp. de prisma circunscrito rr PxL 5 y llamando X á Ío que P lleva á
k  clíciinféreñcia de la tíasq que?'llamarétnOs; <Gy será P —C¿í:-X y 
llamando 'Z ál esceso; que llei^a l̂a supetficieJ&P prisma, circunscrito i  
la del cilindro i será Sup. de di. h--‘Z “  PxLt- (C-4-X)L.
, = i En; está ecuación las catítidades Xy -X sfí'a variables , pues depén- 

del ndmero de lados del prisma eiáeunseritd py coind la superficie 
1 cilindro, es una¡ cantidad■ Gonstante y el ¡valor que resulte para ella

pOr;¡está ecuatíion en un¡ valor, particular, de¡ Xy.de Z , ese miVno ten
drá en todosi¡pero cua(idGXd:o/es también ZssOyy corao en este
caso la ecuación anterior se convierte en Sup. del cil.z=CxL resulta

J » f •
.P  S i  \L; t.* Q. D: D.

í;; 2.*’¡ £ 1  volumen delindSmoi prisma Circunscrito y llamando P-' á Ja 
superficie de’ su base%jserá (58r)<P'xA5 y llamando X̂ 'ál eséeso que lle
va P<',a la superficie del círculo de la base que espresarémos con C' 
yi€< al esceso dél voliimen dd prisma sobre el'dd cilindro , tendrémos 
®o¿, de d fi-I-Z '=  (C'H-V)A j de donde inferirémos por Ja misma
rkzó^ que ántes , q u e c ¿ 7 . G';¡cA, qué era L. 2*̂  Ó. D, D

■$€. Si el cilindro fuese oblicuo, se debería multiplicar' el Ja
do por el perímeiro-dé iinayseceion'perpendiculaíf^á dicho lado • y co'
mo/éSt^seéciün :séria; ün£Ú elipse qt ê/ann no ĥéfnbŝ maniíésfad̂  como 
Sé reetinca , se arrollará un Hiló al cilindro pérpehdicularmente al la- 
doŷ y, su longitud se multiplicará por dicho lado. '

ÍE sc. 2.° A pesar de-la sencillez y exactitud de la demostración que
•  ̂

[ .1 .

.,-V
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qiie . s igue  p o r
2 J 4. t r a t a d o  e l e m e n t a l

acabamos de dar ju.ígamos mas á proposito, el
ias razones es_puesta3-ai íin dei ( § “̂ TSa )■* ^ •
' .(598 Teor,; La-supérjlck hteral S ds todo cilindra recto  ̂: es igual 

á l i de un c i r c u l o  , ĉuyo radia es medio pfoparcioncik entre el IMo del 
cilindra--y el diámetro de. la base  ̂ es decir  ̂ si llamamos S a dicha 
superficie , L al lado y D al diámetro , será S =: círc. cuyo

'Am

i .

■nti!
. í  'I'

.* v<'.

será mayor
{ A - v L x D f i  _

^ ( D m .  P o rq u e  sí esto  no We verlfiGa , dicha su 
p m en o r; supongam os prim eroí q u e - S >  círc, A , y 
círculo  A  un polígono re g u la r  P , inscríbasele o tro  p , tales (519) que,
P ;p  <  S: círc. A. ' - , .  . , \c

/ A h o r a , concíbase circunscrita  á la base del dü ind ro  una rigura
P 'i sémejante á P^ cuyo perím etro  lo: señalarem os co a  a  j y por cuanto
p o r eí supuesto  0 =  zR:4::A:LiizAi2h/tená.cémQS y dividiendo por 
los antecedentes de la prim era y ultima razo ti , R :^ : : 4 :s L  j de donde

•_ .Lt/J

r.'ii!

(289) R ;̂4®;:K;2L:: — ;Ltar, y como.(fi8 cor.)R zt

.  ’ * *

se tendrá P':Pn
Rer

♦ V
. *4

L m »  luego siendo ( 5 1 8 ) P
R«r

♦ i» ^

to^P — Lw r y por lo misitio , sustituyendo este Valor de P en la 
porción de arriba , será Lot :p <  5  : círc. /í 5 pero L íí círc. 4 .~< 
por ser p < c ír .^ ;  luego con mayor razón se tendrá 
L«r: círc. .í <  5  : eírg. A j de, donde resulta que L ta <  S , esto es, : M 
que la stiperficie lateral: del prisma circunscrito es menor queda del, 
cilindro ; pero esto es un.absurdo ( también será absurdo;
el supuesto qite á él nos ha conducido ; este era que la superficie la
teral del cilindro era mayor que círc. yá , luego no se puede hacer es-
te Frampoco puede ser 5 <  cívc. A , porque en éste caso haciendo 
p • f) <! circ. 4  : 5 , y concibiendo inscrita en la- base del cilindromna
figura p', semejante á p , á  cuyo perím etro  llamarémos;CT^ :teñdrém̂ ^̂

■ Rra' y
á lo espuésto en el cáso anterior p';p::R®:4

' v'j

'I

m* «C '
Rxs' , porque el radio R del círculo es mayor que el : F -’-Fy

' ■■•mñ
y sien
recto ^ e l  polígono P 'in sc r ito  , tendrem os p  <  L ro , :
P a o  Píi, <  circ. .l is  <  P :5 , y por tamo S < f i .  luego con 
taion I t i  S <  W ,  esto es , la superficie del cilindro menor que 1» ,,j
del prisma inscrito , contra lo demostrado (597) i luego si S no puede 
ser mayor ni menor que el círculo^, tendremos «re. ■

- \

I
I  V .  f.* ’/i
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i sacaríamos

generai por w  ̂ los dos
trariamos, que

. r

. > _ ; / ^ 5 5
^or.'t.® I5e aquí se deduce^que como.-ia ŝuperficie dei circulo

trazado 'con ei radio -4 es T ^  ^
‘Xk sup^rf. de cilindros m  xB  es.igual
coii ia circunferencia de la base j iuego- si la ilamairios C , será 

.superf. dc-eikind. quiere decir que /a
del' 'GÍl>indro T̂ cto es iguala circuiiferencia de su hiise multij)Hcada
soor, éiî fldov - '  ; ■■

-(Si en vez de D substituyéramos su
de xUind, reca er 6,28 3:18 &c

{Cor, 2.*̂  Partiendo por a , por 4;., y en 
miembros de la ecuación sup, de cil. rec. =: C 

- pata ¡hdllar d̂ci /superfî ^̂  ̂ ^ei' sermcilindro , se, habid de multiplicar  ̂la se- 
mieíroünferencia'. por el lado, j ^pará hqllar da dej: cuadrante: de cilindro  ̂
multiplicar el cuadrante de circui^erencia por el en general pa-
>a hallar la superficie de un sector cilindrico^ multiplicar el .arco por el 
lado j de manera que si en vez del arco ponemos sus valores ( 506 ), 
tendrémos con relación ál diametro : 
fSupérficie del sector eilii^drico íŝ sdQO x ladp "  o 
£on. i'elacion al radío ' 3: . . /  ̂ ■
Sup, de sect. cî índr, =arco x ladox: 0;,oi7453292 
ŷ epn relación á la circunferencia ; ' " -

.5 ttp. de jecti ci/Mr. — arco X lado =  q,oo2 7 7 7 7 7 7 8 xGxCxI/.
Teor, I)ado wft cíiind̂  ̂ dos magt}itudes desiguales A  ̂  Byse 

puede inscribir y isircunscribir á dicho cilindro un prisma y tal. que el 'uo- 
lúmenrAel'C'ir'cî  ̂ ieffga con el del; inscrito una razón-menor que± la
de la mayor magnitud A á la méhor B, ■ ^

{jDíem- Porqué si éti et^rculo qtie ŝirve de base al cilindró se ínŝ  
cribé̂  y circunscribe (519) un polígono con esta circunstancia 5̂ como 
los prismas que rengan estas bases y una inisma altura, tal como la 
del cilindro j guardarán Ja misma razón que las bases, tendrían una
razón meriof dque la de A:B, que.era Li Q. D. D.

{600 Teor. Dado un cilindro y una magnitud cualquiera E, se pue
de ínscrihir en el cilindro un prisma tal: qae ia diferencia 'entre el voiú  ̂
tnen de dichó prisma y el del cUindrOy sea menor que ehvolúpien dado E*
 ̂ {Bém. Porque si en el circuló (fig. 2 5o)rque sirve de base al ci

lindro , inscribimos y circunscribimos un cuadrado, y consideramos un 
prisma inscrito y ptrp circunscrito que tengan estas bases, resultará 
que-el prisma inscrito será la mitad del prisma circunscrito , pues lá 
base esda mitad de la de este ($20) ; ŷ jcocno el cilindro es menor que 
el prisma circunscrito , resulta qué el prisma inscrito será mayor que 
la mitad dei cilindro j si ahora en los segmentos BEA, AND &c tira
mos lineaos BK, KA, AN, ND &c á los puntos medios de los argos, ten- 
dréoiGE que concibiendo prismas que tengan por bases estos triángu
los BKA, AI^D &c, la sutpaide estos prismas será mayor que la mitad

i i

\

/



.  V

1

•• /«

4e  ̂d'a suma dc' laŝ s■ íígmemos eiUndrieüs.,| por^-ue-cafe prisma eleva
do .sobre BSA. será\daumitad'dsi< Í̂2.Ya'do;-  ̂ Ja base BAPQ por 
Consiguiente’̂ sieodo este -prisma maybr  ̂que eí segmento cilindrico qu  ̂
tiene por; base al: 'segmento'.¿KA, resalía que .será- menor que- dicho
segmento.'f y Gomo'Continuando del .tnísmO.,modo iríamos ,á

ndo- mas. dfe'k ,  ̂ , ,
cierto tiempo llegara á ser (325) k suma .de los segmentos
mCnor ijueórvoiánisn dado E / 2. v;..

-(óoi Teor, A todo cUindró'G 'sáJt :pi.^dé:circunscribid 
cjue i d -  d i f e r e n c i a  entre e h  mi^men 'dek prisma ̂ circunscrito y el del cilin-̂

' dró ysea dnenor que un -mlumen cualquiera-' dado E; '  ̂  ̂ ^
fe Páraíprol3aid<̂ ‘>"Ŝ ipof̂ ĝ ôŝ drcunscrita al ctlindrduhpris^

.m ávP.é inscrito ibtrâ j[)V̂ bah4 ue;̂ 599) P:  ̂ "
cüróoTG>p;, se^é4p¿.G:<P;p̂ ry;;Gbn:.:mayô ^̂  ,

dpnde .̂ks í̂ítá,;Klividiendo:;es^  ̂ despropordony P^G;G <  E:G 
.por tanto P — G ?< Ey que era L. Q. D. D. 1 w; .

^óo2 Teor. El volumen de todo : cilindro G es igual ¡al de wn pnrrt-
:̂ ue - -tĵ nga par baéê Mp- cuadrado cuyo 'lado iX. sed\medip

p r o p o r c i o n a l  e n t r e  l a  c i r c u n f e r e n c i a  C  d e  l a  h a s e r y r . l a  > m i M d  d e l  r a ¿ ^ ^ ^  

l a  M t ú ^ ' ¡ A : : s e ( ^ d a  ' ^ l  ' ^ c i l í n d

em* Porque si esto no se verifiGa >iéliVolumen deli .cilindro; será

( ^ 7\ s ■ f
m

S s  *

• L 1

I  •*.

. « '» ••6 .LVií
-• r  <

I* . #  ' ’ 1

■-UiV'
iíU■.'7'̂v

. ’ i'■MU''<D
mayor ó dnenor qtie el de dicho
■ qué sea mkyory:dsto es, y  siendo.X di liado Re la-base de

■Mí*.* i
*t'T

íVc •

■ ,;fe
' " f

■ ' W f!•
M :AuX-VfV"

.  » 1 ,.

, tendrémos • j  como tanto el prisma- p .qpmo el ps

rr.r;:*

V

tienen u n a  misma altura y á ŝabet íía; del cilindro f  resuitará llamando
' • »  I * .  \ * «

' -Vytfr. :.

^•Xd

e  ̂ • t
ieíe déRa base del intrito que p ':x  A >

.V .•«, f
-  J

\ • 
•J

' \  ^  ^  ^ t*
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lo'que-es absurdo y pues teneidos]iV-** que la su-

critol^que .está rej

ono inscrito esmiienor
CxR

* s

. S
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que el cilindro- sea mayor, que el tal ,
' “  se iouede suponer qüe sea menor j _

ai ciiindroA('bpi) un prisma
> -------- <  - n i  y  I
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r- j'in
í
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tal que

X P.?4̂ G :<■ Sf̂ G>v tendrémos K, ió á la su
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base de P? sera P X A < —™~><A; Jô iĝ ue id4..,Pr^í5 ^ ^ j !o que tatx̂ -
"Ví'd  ̂ i\.. ;i’> i\ ': Í J. .-■ Í.: ■  >* .
bien es Uñ absurdoj luego si iio se puede suponer que ei v4kunen del ci- 
lÍ0droo.sea. : nî  iríeiJáiít qufpií.ebfi p̂r í̂td^^^  ̂ será
íg;Uyy:iL^:^4jD.,D¿;'t  ̂ (-:p ..> , of;-v;n aer:-:rh.n
-Xio^ r̂., Ke:aqMl; sQii^düQ  ̂qáé-cojtuóLeli^áme^^ p^alelepíped^
ge-^baUa, miiltipliMpdQ. laívf upgrfteié.^e, J|i;b^seypor 
del;^lindtOi será) igual .á la supe r̂fieierde esíe ^adradoí multiplicado 
por.5u alturay;y domo el cuadradq ea Igual á la superficie del circuló
de la base . del '.éUiudíO íí, ̂ tenejuQs ŝ ĵvolti'fítĉ ií j^é^ ŝ. igual
á^hJitp^jickid^^u¡basS}-multíplií:a4(ifQr i^^^^^ ■  ̂ *'■'
los valom  dejdiefet^sujierfici^
al r d̂iOí îE)/odá.já¿l¿ndv;zz;;3 î4r5p2d:f:3ó^

.ferencia vol de cilind.‘:::zo^'¡^^j'j^jij¡xC^xAi/ 
tjr lAGóiiiío Jas mistnai^píjopQsicíMs [qud áeabatnos de demos*

r̂ar res-peetío deleiljndro,> hubi4rani ¿emóM̂ a4:OAir;espe.cto de uá' sector 
p'Segrueiitp cilindrico j ¿resulta: i/que> ?1 d̂ kfytô i,)dQi iViiéTpos estd'̂ ^
rá representado por la superfim.d^íM Aam.^úkipkk^a.^r - ^

con
L

á’daxircun?»

TLiU í'%\0:>̂ Ûí. • • 0 . •: éV' 1. 1 .* ^

• /  r  t ? jcy. -3. V 1.0-,que acabamos, ̂ de demostrar ócnviene lanto ai cí% 
?rectO; como al pblicua.j : porque todo., eatá̂ - fundado en la regia

querhayapara hal^af .eívíTOluiueii

Se da e l  nombre;: dê  cono á: Un; .cuerpo qué.tieuc por- m
y- . estallermiuddo. po superficie curya ; que termina: en un

puUÍCbS;llamadQíbaí|ud^ á.üeríicí.delqono^; tal es;,SGDBE(fig, sciV 
la línea que desde él cúspide va. á parar,al centro del círculo déla 
^^e>wSe Ikmaa elilgridfilí éoqoí:$KíCtiapdole£íá din ea perpendicular 
a la base, elxono es rrcto , tal como e l (fig. 251)5 y cuando no. 
oMmd W 4  ei represerítadorpor da ffig. ^42) j .én.el eoho oblicúo se 
yama-altüraya^ la^perpezrdréularí^ desde el cúspide: á la base ó 
áxsu ;prol0ngdcio% emel'récW. la. aitúra: está representada por el eje/ 

Elíconó recto .es'tambi  ̂ dé revolución, y se origina de un
triangulo rectángulo tal como el SAB , que gira al rededori de un 
cateto SA que ypermapecd inmóvil, pues, en este movimiento: el cateto 
^  describe;'̂ 11̂ plapp;:> circu que ĉs la|ó^íéy y : la bipaíenUsa
ao.que recibe el nomht&ÚQ lado del cono 6 apotemay.ifátsí la superficie 
convexa del eonoi ; -ní v 0  - t   ̂  ̂ ^
; <B1 eolio:.tambreh se .puede concebir originado poí el moyimiento
de una recta SCM al rededor del punto S , pero sujeta á pasar por 
todos los ..puntos de la^circunferencip CDBE. Si suponemos  ̂la ;SCM 
indehtuda®ente.iprolc«tgadaJ^or íiaínba^y;:pQí.:abajo.:¿ trazará pon es»

TOMO í, í?ahte ií. 33 ’ ^

dij

•  / •ÍK y n



2 $8te movimiento, una superficie cpnica ,300110 tend^ limites m poo^a
parte superior ni.por ia iiifefior. , _ ^hedía en un cono ^faraLelaásu í?ó̂  

3t,pGéMoníi^uddarS probada , si den^tramooque

*am os q K , f o r _ < J 3 3 0  base y cén

IF F  s  Ssít<siD.ra
i,a)t.6<í i^,íS(Sí ídS :. s S t o  “

• - .• ,;

'' l ' i

V '•

i  ■-?

cuentes también lí'serán ,y tendremos G F _ G K _ t.H _ « c , ■" 6»

“ ‘ t ;  “ m  ,„ed a comprendida entre la ta s .
1 *  lla m a d  cono y ó cañó truncado y -.VkS.

,  t  -  i  '  ’

íoj^^X i'^ 'círcuío que de fiflie aí co^ le
fohgono,y secrtcunscnb ,j ¿gi cono , la primera se dtee ¡ ü;Fi:Í

í >t

i:̂>;
k - .  / •  '<k •'r .;í-

. '  \
t •

( 584 ) por j ahora , si» •
'  -Wc*

'•• ¿i';*'■:̂ :m
í .  > .1

/-de duplo :„ ¿ « o  d d ta ta^ ^ ^

mS°í iTor'lo que su
mide anterior. Y como êsta de eono, se acercó
pío número- de .aristas en >  s p ñc  ̂ de la. pirámide primitiva. .Si¿

íS l 'r n o d E  qne la superacíetta a„m„»ndo

•':.'* i  < 
v v - ' r - o ' t í ; .  '.y i'

' .  '<t r*'' 
-  * •

. v F c f ’' . -

; ?3. i.  

/ .  '

t

I >

I.

■•■ ■ .■■!: .

s  ♦ 
I  s  W I •t ♦

ría«iórdel:misiBO mono que ¿„i cono ; luego tenemos a
que,3_ aproximaba a  ̂ superficie lateral.de la pirámid
quldoitcantidades, una vana q . se aoroxima á la constante qu6
inscrita , que ai paso que va j Lperficie convexa del cono
■“  ^ ; S ' P * E a » S  SA ^de iperita en di, .  n.'

i

t' i I '. '.
t  . ' I*.. 1 / •’ i

i  • Lrt
\

u  *'̂
i < '' t\-z
'•.r V'

«>• .«Jj• Vd«]
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DE GEOMETllf .̂
..Si'ilIáwatnb^P 'al̂  Ia pirátBÍde:GÍrcunscrÍu

■*''' v ./íV.mÍíí
y A p .

f Í
a $u se■ J\. que

.*/•
. . .  . t

'  <•* .'i. c** '̂ 1 \ represemará su süperíicic^

y

y  si circunscribimos otra ::pirámide de duplo niímero dé lados del de
esta ultima, el perímetro de su base ( 459) será menor que el de 
|a>bas ,̂iíe;;la pírámid  ̂ píamfttv ĵyjjsqyap í̂e misma por sep
el lado del mismo cono j luego la superficie lateral de la de duplo nú
mero de lados es menor que la de la primitiva. Yf^onto en da de di^ 
p;lo' número de lados hay duplo númepio déiCaras, y-eada ¡cara es. tangente
á laauperficie,convexa,del epnp y  tieop,ppp lo mismo una línea en dicha
îiperficie jKíe,.dgye |^ue, la,si^perficieale la, dé duplq número 'de, lados 

'se apr95dbí̂ iĝ ^̂ c4dapdMf^búdj\GirGynspcibieiidd,í pirámides, de duplp 
número de lados, .(pabifestariamps ■ dgj|, i#tpú,fflodpi-^4 lav^uperficic 
■Iwehal iha;_dismiynŷ dp¿aigjwgpi¡qjU,e sp aytnppfal>amlp§)ládós,'y que 
'?! iíWS,WÚ dehipp!í?e IJiba;apppjcitnapdo;; su f ftpepfieje;*á;confundirse. opa 
Ja del cono:; luegp: inpaBenSQnt̂ amQ̂ j.a-quirtepnsdoa Pantidadeŝ  ̂
.yariable qye e,s laisppg.rdcie’,de la ipipámide clreunscrita  ̂ que al paso 
fliie ^ êú«wai .̂ âprPf^uS£d■J í̂i»W5tt««d^q^e,es îa,aupérficie;cp^
de cono 5 luego la súperfícip convexa del cono es menor que la lateral
de,cyaiqujeq pítmiSÍ̂ IfiW8P%sct̂ ta>d ^a d d d p ' ?dô ílv- T̂ QOrî /lja xülísrfiniii /̂ nn‘7 ií>v!/t rí̂  tivt a* i' >•'superficie convexa de un cono recto es igual d 
circunferencia de su basé v^uhw iicada por la m itad de su apotema el 
9^olúrn^n..fig:ual á s a p ^ c i i m  lachase tercia de su : altura f '

Dem. 1. V Si eonccbittios una pirámide regular circunscrita al cono 
tcndrémos que espresando con P su perímetro, y con L su apotema’
^ e^ §;el l^G:4 eippapdnacrÍJ9£í.jserá

1

crtta
K A

y llamando X al esceso de P sobreC circunferencia deis
• ' j -  ^   ̂ '  fe \ A  W.'’j*’ ' > ** • * '*•'*?» ****̂'’ V <• ** J'*-'*. *

base, ^  Z al esceso de' ia''superficie de la pkámide sobre la del cono.

7ap. latí, dff coñQ recto-H-Zzr(C f̂X)3fC*̂
•  •  'i*®' * ' ' .  'nO;gppo,nqdepende^d ;̂X ni de z

déla pirámide circunscrita resulta que, el valor que tenga en un caso par̂  
tteular de las variables.X y Z, lo tendrá en todos j y como cuando X=o, es

« * •  C  ' • « .  I

;i
que espres^■tambiep,;Z;í̂  se tendrá ,Süp. lat. de cono,recto 

L .  I.® Q .  D .  D .  3

p vEl volúmen de la misma/, pirámide circunscrita, llamando f ' á 
:Ia superfiicie de su base y A á su altura qué es la misma del cono,

y »

c o r#  2 .®) V o l ú m e n  d e  P i r á m t  c i r c u n s c r i t a  = =  P '  x  — *s e r á

u
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TR AI.
___J  al êsce&o-de-P̂  sbbrer la-sii^
COÍ1 C', '̂ - al fscesp del .^oi^Wn de la_ pirá

/  's, J o- • •*. r* <* 1 ^. t *-k i  .'.. U  )

A .
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consi-
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- ivU:;v• 1 i /i ; .i
■h;. ai ;¿v;íi r .

. r >. -

-  . . • 1  A  ' «

\ -
- r | .

.ii: -Ü •: \**! - L ' 
*5 } ■- «

* •■■-m

r .  _.. '5180) 5  jütl
á 'e sta ?>

i».

il'
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Jü é ; geometuíAé •
y w f  ^

?’ y supondrémos que ŝea ’d ab-(
/s r ' i

/  -35 ir..ten-
- \ /'• r:.

'drénios' para lá süpérfií̂ ie de dicho
A t  ^

r >*

Ogĵ y lá super*

'r^■' ■'

fide. de la pirámide inscrita que tenga por báse al espresado polígono.
 ̂ * '** * 'A T- í  r -* *será superficie de pin íníc

'  L i 2
Cg 5 comparanao «e téiidrá p'; 5 Mp."ííe

in5cr.‘^ ■; Y  '
«y‘ • r

í  V '  f

S paralela á la C(?, será Og:gti:OG:GC
..esto es:, r; R:L.;_/  . i . s ' . " . ’

.(Y como el singulo gtC és mayor X368) que él ítOg, que es recto 
serm'obtuso , 7  por cousiguiente áu lado ópuésttí éu el 'triángü- 
lo gtC será el maysr.de todos y se tendrá gC >  gt: por ■éonsiguiedte 

Pg:gC<G ^Íti'm gQ  Og;^C<R:G, : *; . Y ’ í .  , ^
i : ’-^ot-lo^qu^ f  i sup^ de < i{:L; y pues ^ue p';p::R:L, sé-

^rá tambien p'; iMp. dep¿r. ¿íwc. <p':pp luego (roó) sup. de pir.ípnscr.
■ ^ . í i -  perq como, antes teníamos p.-p <: círc. A:S, se verificará con mas
^ázoíi P;‘'íwp̂ de pin 3nser,:<f éírc. A:Si y'Como P círe. Aj con trias 
raaon será círe. A- sup. de pir, inscr. <: cuc. A :S , lo que da (toó) 
■S C  sup. df^pir. m cr esto 'ds  ̂ la' superficie defi cono mentír que h  
Qié'la'ípirám'idé inscrifa' éri él, contrallo demostrado anteriormente; lue- 
'go Si no se> puede suporiér que la superficie del cono sea ma^f rii 
■rnérior'̂ ué la'dePeíípüld Jí-será igual r y . s tendrá fccírc. A- arie
'cra Îj^^é*>D  ̂ I). (''-J 'i' ^
tilla'/jf7Ak ©oritO de-Já* rirnhHiirion T? - A-'-' A 'T.:

i  i  , 
i ' ' -  • .<

{Górv ©oi é̂ de-iá.̂  própdíGión R:AírrAiL ¿iá'sácá 
de de círculo cuyo radio es\4=3;,i4&cxváí^j ídndre^^

co>2.'recí.:^3,i4&xRxL  ̂ pero 3.14&xR~íi?
r ' i  . . . .  ” *

>y
:de

• • i:Ui. nü V *-• r I luego podré
. •  *

' b i o á  d é d r  qué / á ' í w p ^ ^  igual d í a  stm iQ ircm h^
d e  U  M s é ^  r f á ^ i m H Q m d ^ f Q ^ J s t ^ l a d o  ^  la  ^circm féfericiainJti^

*

r*

flicada por 4 q mitad del lado, " ' H n  T T
íLúe^o su^ í̂di:^^d^  ̂com y ccn

I .  . ■ —  ( .

/•

“áPídiáriietro se tendrá íup.' lat.'de 'cdní i“ecí=¿r,ii7ó‘963Í68>ííDx£í C

• r . ^

.fi

'Si 'por el • punto t í 'níedio .^^- 254.)
nemos tirada la.tíE paralela a BC., tendremos que eomô ŝe ve 
'lABV t̂í::Btí;tíG¿ será'Etí lá-imitM Mé̂  BF-' y >pof lo'mistriotó^^cu'r  ̂
;férén'cia' trabada con ebriadio' EG-̂ serâ  la'taitadi de: sia Oircunfereneia 
‘-d#-lámbase 5, luego-tambien podemos decir qué yú^^uperficie 'lateral del 
i dqtidfeclo^u iguül--dJa circikifereñbm'de m.eiriúld'ppué'¡pase ' mniel me- 

dio del lado multiplicada por dicha lado, y  ■

\

r

h.
♦ s

í  ■

' h  f .  -
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Et-EMENaCAE
6o j  T eo r. Si ü}t ,cflno recto yíBG(jSg. 2 5 4 )  , ic cortes eott üa 'plaj 

no I)QE paralelo á la base BPC, la superficie dei trozo de cono DBCB 
M^igual 'd un circulo cuyo radio Z es ,medw proporcional entre- la,-apOr 
tenia DB , y la suma FB -t~ GJP de los radios de los círculos de los 
■planos paralelos BPC.DQE-

Dem. P o r  ser D B :Z ::Z :B F-4-D G , será  Z® =D B x(B F -+- D G )= (A B
ADxBF-^ADxiJG-ABxJíF

'i.

Á D x D G (p u e s  siendo A B :A p ;:B F :D G , será  A B x D G = A D xB F )j lue

go  (529 cor,) c írcu lo  cuyo rad io  es Z il: d r tó lb ‘cuyp' Éadio:es

circ. cuyo radio es \ /A D x D G jp e ro  c írcu lo  cuyo radio
süp. ADEj íué

V.
:superf. A B C , círcu lo  cuyo radio  esV A D xD G

go círpuíp.:cuyp radio es Z== sup. ÁBC^sup. A % super^
Oficie íiiBGfi V gu e .Ggra'L.: D . v;

É5¿. Pero la süperlicie del círc^ulp^cuyo;r îo.,es Z es,.^
„  3,Í4&cxẐ ==S;>̂ i 4^cxíJBx 

po r medio de Í5 I); paralela  á B ^ , sej

9  '  t  *

concibiendo
que sera  i

una
có^
MÑ

-i
con y SU: duplo  s M Ñ

I .  5 '
^  4 V *.

1
-  ̂ < ..J

S I

B . V • • i  i

sustituim os es^e
'  > . 1  1 •••• í  •

,  ,  .  i ) • E- í> .1. ,
yaíbr en'ia espresion de ;arriba,'. se tendrá.

de cir. Z“ 3
,v«-

í y como

•(' .̂ 0
A '» í*

:-ílÍ ̂ «* 
d  »

-/■t3

} \it'
f.

I <-
:-Ví

■;. M:  "í. »1
.  S

<: v'j'i

•■■¿m
3 14.&C.XMNO es igu a l con l,a circunferencia de l círculo cuyo diám e- 
tro  e? M N Q ,;y  Bicho círculo ,Z e» á,:la; i^uperficie de j.tro ;ipdp
c o n o , resu lta  que la  superficie del trozo de cono es iguai a- su; ladp 
n tu ltip lic a (h -m -f^ -& c u ^  u^:,qírculo¡ 5«e ,,p» fgc4 :tíií^«éía í;
fiouciiesy de las -dos Fasés. paralelas'*. - \ - . (} .::■■ f - j  o'-r >

^óÓ 8 T eo r. Todo cono es la tercera parte de un cilindro de igual
base y altura cine él. ■ .s

■(Éspl. Supongam os que haya un  cono y un cilindro  que tengan 
p o r \ á s e  el círculo  A BCD  ( fig.'>2 5 9 ) »iT una, misma a k u ra  de; c u h k  

I q u ie r  m agnitud quc^ sea : vamoS; á  p y o b ir q;Ue,eL cono es ia^ tercíela
parte del cilindro. r. , i .. V

iD em . Si el cono rió:es lá,tqrcera parte  del cilindro:, p lo. q u p e s lo  mis
mo si el cilindro no es trip lo  del cono , re su lta rá  que el cilindro se
r á  mgypr Ó menor que el trip lo  de dicho; cono. Supongam os pritnepoí
qüe sea m ayor, y qne ,elí esceso , s e a e l  voliimetv E , y  .teudrém ps eilín-,

.ñ - .r  ‘ ;c>.-
____ , concibamos inscrito  en d  cilindro un  p rism ajp ,

ta l .q ú T %  S & re n c ia  en tre  ei volám en del^ cilindro y e l del .p rism % ^ea, 
m enor'fdo í^  qu e  É ^ 'y  si suponemos qué la  base de este prism a sea e l ; 
nolíaono ÁKBLCM DN , y la a ltu ra  la  misina pue el cono y d lin d rp í

■yVV>>M
's i

■ «*.* •.* f j B

y - yJm
V t '4'-•hO '•'*1 V ''

/  •
:

• V 7'vJ

X

%

■ -  >1 ;.

.4
• >- .'.'¿a’ i?

g;' ■ -  :-;á' *
:tei'-y

■ J
• *'}

.1 . ’/£•
» l i

I '• I /  <

K A
• -  l 's < ih'

• G i l

7

y-lVi. ■ -

> /.

/
k . . <‘ 4

r*:« K

\

 ̂♦ V

' »'

. J  Á  '• :n\
*r-A'

♦ M

-:'k 'Vli
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 ̂  ̂ geometría.
téidféttiGS c//mJró̂  cilirídroCf-hE ̂  y como suponíamos cilin^
dro^S^ono^E y será 3conc-HE<^^Ej lo que dá 3conó<j), por lo que

por 3 sera cont><_j pero la tercera^arte del prisma está
■ ^ /. ■ :■ 

■íépreseptáda por una pirámide de la mismas base y ; altura, luego ten-
'drétí̂ ps qiw cono<pirámid0 , cuya basé íseaí.AKBLCMDN , y cuya al- 
türa::sea la misma ijue la^del prisma , á saber la idel cilindro y cono- 
.y comó-la base de esta- pirámide- está inscrita en el círculo; que sirve 
de base al cono j la piĵ áixiíde estará inscrita en el cono y será,parte 
suyaj luego la desigualdad anterior nos dice que el todo es menor quo; 
éu parteado que es absürdoj luego también será absurdo el suponer 
que el cilindro es mayor que el triplo del conof , ,

íTampoco se puede suponer que sea menor;-, porque si 
mos É a la diferencia será cilindro ^ E  t= ^cono: esto supuesto 
circunscribamos al cilindró ün pr i s ma t a l  (6 oi) que

Ipí'que/dará e¿¿¿nííro;̂ E ; ::pÓr<k será P <  3cono y
cono

pirámide de la mismá base y altura, y como, la báse del prisma P está 
circunscrita á la del cqno, y ademas tienen/'una misma altura, resulta

í ' i   ̂ ,  i, . « ___

que |a pirámide que es la, tercera parte del prisma dreunscrito ó— es
* * •  d  , \  6  ■ '  w * .  •* . ; * .•  r; “  ; • (   ̂ ^  * 3  ^  * *

esto es ,' la tercera parte del prisma/P es igual á una

“I > t
^na pirámide éireuáscrita; al cono j luego la desigualdad anterior nos 
dice que la pirámide circunscrita al cono <  cono f pero el'cono es par,
te respecto de la, pirámide circunsGrita que es todo 5 luego esta desi
gualdad nos dice que el todo es menor que su parte , Jo cual, siendo 
absurdo, manifiesta que el cilindro no puede ser menor que el triplo del 
Conój y como lánipoco podía ser mayor, resulta que será igual j Juego

cilindro ■ ■  ■ rros= 3 cono y cono=— que era L. Q. D. D. /  -

 ̂̂ É ̂  ̂  ̂  ̂ que como para hallar el volumen del ci,
ro se ha de multiplicar la superficie de la base (602 cor.) por Ja al-

tpra , para hallar el del cono tendrémos .que multiplicar, la superficie de
cono y luego será con reJadon al' * * * V ' «

radio t;0/. de cono=superf. de ba'sex—=1,04719755 i 2X2¿®xA con reJa-
; ■ ' . /  '' ' ■ - 

Clon al diametro roí. de cono—o,26i7993878xD®xA y con relación á
íE'circüníereucia z;o/* /¿¿e cowozzo,o2ó j2 j8s38xC®xA.
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teEEMENf ai;
.. r:'' /iquiMtmil̂ îeii-se vetiíiciará  ̂ . . .

itoostrar C9nviene,vtantó al.cono 'í2«ó:cQmQ.al 9̂bliQ ô.>
2  ̂ Párá ( id  trozo clĉ  GonOr««»i^i--^iiiüüi\ií

ü/conototúlSCDBEyéideldeficienW^^^
Pero como en ei trozo no sé conoce ni la altu- 

deficieiua, las déteíininarémos por este prg-
' ^itroz0:^a

♦ / »  ¿
y  j e  restará éste dé aquél 
ra=tbtaluidel'Cono n|

/Sea

•>• *''íí
■ ■ . / í é i.■ i K.'

í d i o  'déf lachase infeftóf >>í* .el de ia-superidr , y.j 
•jantes

i  . > i.i
%Éf

V será R- r̂ií'iíA'+á— da a=
! \  -- . }  i - '  • J >

Á R

i /  '

• • i'ñ

. : % ¿i. rv1

■ k f

r/ / 5̂

r 4 -r^)=3 , i 4&C.X— X R® -í̂  s/i 4&cx
í  ^

y llamando X a una
rv .* 1.3  - L » ' )  í  í  '• 1 »-*

.tócl entré R y

ei'- ^olúrrtefi .dt>un trozo de ônOíSíp 
rñ-c[ué é l, y cuyú,̂  bases., uun ’

otfo un^ basé

- ,5 .......  . . .  'id'Dí.p i.i
Rr, se tendrá vol. de trozo

/  . . .  4 «

rK . * y  * ̂  ^  • #  < • ^ ^

d . de tres Conos ,dé igual. al$Uf
’O l a r .

i,m

í f ^ Z Ó i

o:¡6óú, Tepr. . .•
ce' l̂rar ál rededor de la línea rés2ectq d  ̂ la, cual es simemco j voy á de- 

■ -  .. .  5/zî  .íitüerfícíé;Jérd iŝ ual, a lá de: :Un::,ct:%

I>

. • - ' 4
.'5'

s

SS^I enado
./♦ -A irr ■ iÁvion. fd rededor: dé QUé ffira* . ; • > -

• un. ,d Ía áe::M,\CÍÍ:í

; i í

■•■r'-.4i '. -/ir
V
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••: V
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gMé gíffli
;c. (fig.; 25:5)-.? :wy:a,  

j tra z a rá  un .cuerpo , 
j en que el radío

.3'-*t i
4 / :

' >
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X

o altará;sea igual a la Itnea
“g-OÍlO

;si gira al r
iupérdbie iserái Igual á; la dê un 
basé séá Op,, y la altura ó lado lá AH. ^

.j&̂ mí óBará probarlo 5 concibamos que sé tiren „ , ̂
de dad* lado y desde el medio, perpendiculares a la AH, y los radios
reotos;.Gpí,‘0 5 ,<)r &c. Ahora, eldado.BA trazya^n co n o ,y a ^  
superficie tendtá ppí eSpresien (666 esc  ̂cirsunf:,;jpv>ABí.peBO;iasjtrwa>

 ̂ '• '■ V/'d

 ̂esti',etiiQ,a
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' BÍ5 GEÓJViEXn
gulos AB&, í>OA son rectángulos el primero en h, y el segundo en p, y tie
neilcoin^u' l̂.án&udo; en Ai, luego bsíangulospQAj ABfcsannguiles, nr
por lo mismo los triángulos rectángulos ABfi, pOp' serán semejantes (48 « 
cqr.3 y darán AR:Aír:;Op^<;; circunFĴ Op: eiCcuuf. p^jále dond^miít 
tiplieandb estreñios y medios, será AB. circunf.pp'=Ali. circung'Op; lue
go la superficie del cdno originado por AB tendcánpor.éspresión â
Aá . eircunf. Op. Ahora, cada lado BC, CD &c trazara un trozo de 
cl^nojüy te  espresijoív de sU sdperdcteséráp®r:-éjempló^nieI:i3teYÓ07 
esc.); circ£ín..rt̂  DGj y;como los triángüíosí GDS:,: Orí son semejahtes, por 
térler los lados.perpcndiculaíes, < seráiCD-GS: fOnrt: :ci rfiunf. Qr: circ uh¿ 
rfí 'de. donde GD .circunfi rt=CS. circunfi Gr=circunfi Or„ í -  i
; : Del, ̂ mismo .modo idemostraríamós ,(jue>5laisáperficieí; originada upr
atn cii;cá«|eren¿í» ■qufi.fppi'giCk ?!¡ racimrmm
multiplicada por la p¡art^^e la A H , comprendida par ías perpeñdicula-.
tres tiradas desde los, estiremos de cadadadoi hit̂ o,'st ŝ\iltn]C;a •

Sup. de cuerpo ori^siado por ABCDEFGH-circunf/OhdAh-t-^ 
.̂ Oci. hcĤ circiíntúQt: ccd-d̂ éirfiuufVGuy de^du-curifeD 

- . • gH ; y Como todos los radios rectos Op, Oo
&csson uguate,, las^cunferenciasiquediaeeprdandjift^
lo mismo susutuyendo'arriba circunf. Op,̂ en vez de las.Afmas cfrcunfe- 
reiicias dé Oí; &c en t̂odos los, términos habrá un factoi: c.atfjun.aurc se, 
ra circunf. Op, y sacándolo fuera de un paréntesis nos-i dará

‘‘i' ‘S?ttp,;decuerpo&ar¿gf«ado por¡ ABC^^
circunf. On.fAhrirfte ĉd*;fe^Bf.n,f'o-j.rtHWci ĝunf,. ̂  Cirĝ P̂j,
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A  ,Cor. Qe aquí se deduce qiie' si solo .̂ û .c.̂ mos consiuerauo ima
cualquiera del polígono , tal como ABCÍ) , su superficie hubiera

Sido ar^unf. Op. Ad. -  ̂  ̂  ̂ -
>̂vi,Ek. BlMpolígon(vque girase estüyieseicipcuhscrjto-̂  delipual.g^

^presan en la ^ g . 2 5 ;) los doá últimos lados , se'áei£strai£ 
S S S v S f ! Q bT  o r i^ n a d o  p o r  p oH g m P iM ircm scid tp

m í  Teor;- S i  4 fo lÍ g o n o :  A ^ é m m m g i r d , a Í M d e d ó r M  A ^  
x a ra  un cuerpo cuyo v o lú é e n  sera  ig u a l a l de un cono que tenga pór ba- 
se U j u p e r ficte  d e  d tch o  cuerpo y  p o r  a ltu ra  A ,  ra d io  recto  d e  d ich a
polígona.;v;4 >í -ií . :íff3 ínr. í í í í : - l i i m r r  ......: -,d , ,

pem.  ̂Para probarlo , averiguarémos primero el volumen que tra
zara el triangulo ABO; y tendrémos ibaJanddílaBfi4»erpepdieHlarteÓA. 
que el twangulo rectángulo ABh trazará un cono cuyo volúmen sera

circ. ong. ppy Bí>. — , y el BhO 

tomo i . PAR TK lii  ̂  ̂ V

otro, cuyo volómen sef^•' . .
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/ '  .

* % * % iC
y

\

\



V.

26€ tratado ElEMENTAI»

■i

•i i . >»

sup. de /drcr oM¿
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que cl 'oíiginádo  ̂ por ¡todo
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. A ;

di i liriángulo AíB0,- ̂ será sup¿ 'de cire, 
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tOljQ-Oi*ig. 'pOT:̂  ÁB^3^Í4í&evBb j ABi, será\sup; de <̂ ire. Bb:sup. de
éófo AB::3j [4&Bb“:3jr4&ci Bb. AB::Bb:ABi y cómalos triángulos AEb̂  
ÁpO sod seméjaátés-po ser ambos rectángulos tener eomun eldñí- 
guío' en-̂  A,> será/Bb;ABí;0 J):OÂ  luego como estas proporciones ̂ tienen 
licta rázon comun̂  ̂será i sup. de círc.VBb;supi de epno ̂ ABoGpiQA de

donde sup. de "tír/ Bbrzsup. de cono AB .'
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TCííedbf cié uno dé/oi laífoi ci íg&al? iá siipé f̂iei  ̂ qü  ■ 
:̂î %§-"uWÜádií̂ multipíî  tenció 3 e ¿a ■péípén4¿eu/¿ír̂ A'd¿o

disdS ú  ^ólkü-^tfkpi(ífdelMdo que sirve de éjê  á dichoscuerpqi;^ 
P o r la  misiíia razón  se verificará c '

'  cbuíl-, i ,  í - . -
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se yerifi-i

rec táng ü Ip =yol. oríg. por,
^ ^ ( p o r  ser iguale? los 
pdéK^^voL orig. por. DJQ.f ^

Peror el volumen originado o
es>el /de iun eono ert .que el radio de la base es

.Jiginade por el,rectángulo:J3deE sea unreilindrQ enae ia base es Dd j por consiguiente será
orig. por rectf  ,
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radio recto de dicho foHgono, que,aquí es el radio OP dei circulo, Ó: ,

lo Ihismb*y giie dicfeo ¡volúmed «era iguala kw'iáipérfciei'md^

tipUcada: for—— j - ■,■■ ./■ ■■■  ̂^

■ l'm>i E i tercer tedond^^ue ĵufiÉO ecrti elo ^ cono
considera ia Géotñette\etefnen;Éalî  eŝ dâ  ; yr;sê —

•. . l ’  r
I • • «■*•

'.r.*' d«! -

■ ■' '-'f
y  i>

ra;; uci îftor una curvaA J es-
taa,íodos á igual: distancia de uu punro ccimunrque-seilatiia ceiiiro*;-i

Laiesfera t̂aitíbienHe¿ un̂ 'Cuetpo déírevoluciori;,5 porque se puede' • • •• «y 1* -r-v A -1'

■'■ :vi-té
- ' >3?

. > J . -y:4 f
concebir originada por el movimiento de un semicítcuio
ál Agitar ial'^ededdfe:idéi 4̂ iíametroíDRi;̂  pites'cntónces; cada) putiíá de 
laisupéríície de 'estóífclterpo: se ‘habrá originado de uno é
t ' . - JÍÁ̂« ApI 'ppnfl̂ n. á

•" í':>;
S,'

- . - r  t»

centro, a i una
-  ./t 

' ! '>
V.  'é < iy .'i

magnitud igual al radio de dicho semicírculo.-' . :
Éiidiámetro pK'í^al ícdedor Jdbl,: cual ha girado el

ra engendrar ía esfera , se llaríiá eje de l,a 
fcidéf éie se-iíamati f̂o^V^Sé ?daiel nombre

pa- j  I

esfera , y . los estremos D y o:ví|
1 7*- 1 .̂ '.1.̂  Á> ''*Adjadê rdáiô de la

línea que desde e ĉentrb;:va á terminar'ái ŝu superficie. ; >
cuerpo DABG que se origina de la’ revolución; deUector del

i *  . .  r *  • ' * ^ v  . •  . - . V  - o  .. - > y v ; -  • ;  /  • 1  O _________1  * v _  _1 ^ .• .̂

>. '''/'.'vy.
\  * y' '  ' ''

-:;í#
'  v/,.3.

„.^y:..u..v.«..rse*ilahifeeclorfeíjfír^íeuj-ei:huah la parte diSi
DAFBM, que se llama casquete esférico, y del cono APBlVie. Se lia.
má «únu B^ríÉU'&la' parte de la? superficie de; la esíeraicom
'portdQSiplanoSioliarialelQS y cuyos planos ¡se llaman) «las; fitweí ;de '^ o t íd i ;; «I 
cuando uno cie los planos es tangente á la esfera,  esto es, cuando no ' . i  
tienéi cbiúii‘ con: süí «upftficie 'sinó' um-punto no; tiene la zpna mas ; | |
de una-base '̂’ ; - -A- î   ̂ ;'';
, fÍ6Í2* ''iTedryrb^ seccion;<fe la esfera causada par un ■plono erm  ctrma.i: | |
'.) Dem. Sea AS®M la Sección causada por un plano en la esfera ci^Í;|Í 

wp-)heníÁ es* )C. í)esde el ~ punto C Iconcíbase-la -perpehdieular; CO al ;f*' 
plano AMB  ̂y diferentes rectas CM, CM' &c a 'diferentes puntos ¡de
Id cUrva AMB'en que terminada sección. ? - '
.AuiLsté, oblicuas GM ¿«GM/ A^B- son Sguales:, :pues «que son radies de ' " 
la esfera , y por lo mismo (j4<S C9r.) ja;curva AFBM en que termipanj:,|  ̂
seiá un-círculo. ■ v- ’-l i ;■ *«1#'ri
:.;Uiiow í̂A.° Oé aqut'ie;‘deduee;<|ue-ií';iá sección pasa por el centró de >| 

Mem',>Sé radio‘serd - :̂  ̂de4 a e ppr louhismo todos los c te  ’| |J . 1 1 _ inriiolfic*

. \

culdtKq^e fe^ultáu de planos^üe’pásen;por^
llama- i, loá rquerno pasan por, el cen

tr -̂ák le¿ bal dado el riomb círculúi  ̂ -
Gor. Dos círculos máximos se dividen siempre en dos partes igüa

éZ-.rm

'■vdíéíAphíqti'e 'su comun interseceion pasando.por el-centro es un diámettoi 
^  C o rr  s t ' M d ó 'c ireu lo  rnáximo diaide á la e s j ^ a y  á  su supet$cie‘; ^ ; J ^
dos:pétes iguales¡d qmSQfiA'áa.áo^^e^^^ • •>.>
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■ -.'^BH-^GEÓMEgmÍA;' /r '
«i,; déspúes dé ¡hab^r separado dichas dos partes, ge las, .áplica sobré la 
base cotpunvolviendo su convexidad hácia un mismo lado, las dos íu -  
-perdcies-^óiacidirán la uná con la otra sin que haya puntos mas cer
ca del centro lQseuno^:que Ips .otros, . .
' : Cor;.v4.*> Toda sección que-nó pase por eh centro será un círculo
que: se dlama-wínor., todos iós^^círculosvmenores tiemen su-centro-en 
lá-líuea qucÁ desde eh centro díe vía esfera ^se'tira perpcndicularmente
■ ¿:dÍ0ho‘ círculo.-'/ -Í-Pv : í.AvVjv -
Pvi Cor. '5.P La^r^reulas, menoresiban sieúdó mas pequeños á proporción 
que se alejan mas deLmmrOy porx^t m^ mayor es lá distancia CO 
mas pequeña es la cuerda AB , diámetro del 'círculo menor AMB. '

KiCor, ói  ̂-Poíri dos puntos dados súMe 4a superficierde4  ̂ se pue
de Jvácer pasar un̂  arco de círculo: Máximo y porque dados los doŝ  pun
tos y Releer tro de la. esfera; se tienen vyá tres puntosvque
la posición:de un plano. . : ■ _ / P

Sin.étnbar^ puntos .dados estuviesen en los estremos
Ge üntdiámetrovdé la esfera, entónées ■ ésfos dos púntos y el centro 

 ̂<^Éafáaieirdíneá-r^ta y y habida tantos/circtilGsv:máximosicomo- se qui- 
d e s e h ,;^ e  cumpliesenvcoddaíCbndieion:de:pasar por

 ̂a a d o S ; r ■ OiiiV'nj-'fr.r; - .. ó ' : - i •; .nív>''''"v-í, V'
•* * • * * '  N.' 1 í i , >■

{ 6 i 3f rTéOrn^a cñmwn ffítsrjw/oñ de dos áferas eŝ  un círculo,.
{ -{Síp/. Sean jABCj GBD (fig, 257). las dos5 esferas ; voy á der

eomun intérseceion es un eírcuio, ■ \ ■
 ̂ « <DámniJnÍendoaGS centros de idichas^Esíetás con d̂os puntos cua- 

tesqutera de>J)a.icoftí^uintE®seGéiOH/que,supondrémos sean C v B ten- 
*ém o s que. lósofriángufe -EGOt^ :EBO.^er ,  p o rq 4  denen
los tres lados-del uno iguales aulos-otros tres.lados del. otro • íueeo 
^ u r a s  serán iguales, esto es, C M = M B rluego los triángulos EGM, 
EMB tienen iguales las ihipotenusas EC,. EB por radios, y GM, MB
ppr lo que aqábatnós de decriostrar,y y  como-dos triángulos son iguales 
en.esteíeasp :(37dicor:  ̂aJ),. resultará^ quedas GM y BM irán á parar

(Ja ;EO j duego; las, dos líneas G M ;y, MB se 
natláíair;en^,un ,y cotifo demostraríamos del mismo modo
que^ todasdas perpendiculares que se iirasen desde un punto cualquie- 
ra dd la^gomun intersección á la línea que une los dos centros se- 
rianuguales y ŝeEáU^  ̂ en un mismo, pJauo, resulta que todos’ dos 
juntos de dicha intersecciónse hallan«n un plano que pasa por to-
das^estas,..perpendieulares ,^ u e  .distan dguáliioente del punto ¿ í. que 
dicho plano corta, a la díneáí qde une dds centros; luego la común in-
lersección de dos esferas es un cíireulo. E;-Qá;D. D.: ̂  ,
, ói^y fe o T . Si en eh semicirculo de que se origina la esfera , se ins

cribe un semipolígoño regular , se te circunscribe otro , vy se concibe aue 
giren estos semi^oligonos al misino-tiempojque el semicírculo, se tendrá un 
cmrpo tnscrito y . otroxwcmseñto y vo  ̂ a demostrar que la supeifcie de ¡a
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a t a 3>q«<:í :wívientaií
es^r.a mayor ¡ que mcr^o í ŝcrito  ̂ menor'̂ qué ía ^ei-dr^
CÛ scrítQ>r ' k: -?’ ■ :■ ' - ■'■ ■- ;< -- .■■■-i.

Í?em. i SI llamathos r (figr 258) al radiu rccto deí polígono ins  ̂
crito^ y j i  al diámetro ¿o la esfera, tendrimos-queei?^^^ r i D se- 
r4 (6o9)la espresioti, de la superficie de dictío cuerpo / s i  ahora inserid 
bimps otro;■ polígono deduploí aiúmerQ;4  ̂ lados su radióí recco^y au» 
mentatóV'y'por lo mUiiiodá espresldayle que es^ij^upf;
r' . D aumentara j y  como ai cuerpo que este . origina *>tendrá .̂ un d&/ 
pió-número GÍrcunfeFedcias;en ĵ  j '̂jaderaaa  ̂su’ ŝqperficie^
está entre la de la esfera ;y: la del cuerpo .originado por G^/íOlígono 
aptérior, resulta que la^s^perficie íde este cuerpo és: . r̂aayor q u e; la 
dei anterior, y ŝe^apro/ima  ̂niás ^<dá4e la csfera^rsátohúéfáhips^^ins«'
erihiiv polígonos: de ;duplo nuwrQ.dc lados de f̂iste  ̂último, ;seríâ dâ su/̂
perfide del cuerpo quê . originas:frf,i:mayor; qúcv lai.del aBteríof ,,,̂ y -sd 
acercaría mas *á iá dé la esfera^ luego t̂enémos aquí uná^antídád^Jyai 
nabie, que es la superficie deL ddorpo inscrito'^
ce se acerca á la constante í luego la  constante seráunayor que; cual-*, 
quier ; valor, de la .variable , y  por lo  mismoja^ .superficié^de l a í  ê ^̂

juiér cuérpo irtsmto-en etlál ĵiiv
^ la esfera ó d^ ^emidrculo de que se 

radio reétp del scmipollgdno circuns -
.superficie del cuerpo circimseríto será

d^^aumentamos el número vde lados ider polígono¿ GJj 
y volviendo á -ápmentar: los ládoá vólverá á dism̂  ̂

mar /luégd la^iespresión rrifcu?^ disnaimiye cuando; d  núfne-
ro. de: lados sé,, aumenta / perP.ícuando.^el númproi dedádos crece é l
polígono. trazai'unnuérpo/que^cseapEoxito
ya- teniendo imasVircúnferénciás comunes con:- ella /  y  ademas se 
éntrela esfera j  el de mé  ̂ lados 5 luegó itenemoé aquí una canti
dad variable, que es el cuerpo;Drígiuadppoh e l polígono dreuns-? 
crito, qucial paso que disminuye í.seaceréa:(ávlá:ísuperíicie: de laLes^f 
fe ^  / luego en virtud de lo^dempstÉadol^a/.) Ja superficie de la:esH  ̂
féra será menor que la de: diehodierpp drouhscritoí=Lv a.®

^Cor; ü e  aquí se deduce qúé'la  5Mpffr̂ ci? de/ CMéipo Merino ái ;
ñor qué el cuádruplo de la supéi^cie Be: m  cihuio mádmo, y  del /kí^  
circmscrho inayor. Porque como la: superficie de un círculo máximo es ' 
igual áda circunferencia naultipücáda por radío ó cuartá

Icí^^el diámetro , la. dél=cuádrup}o 'será igual.á  la círcunferericiá^^ ,̂,;;*
idpiicada por el diámetro ó á^^ vlI>4 Ahoi^, la; superfide: del cuer/

' ) es r i D; y có r  d  radié ^
ppUgpno inscrito > es menor que el radio R  del oireulo j la

_______ncia trazada con r será menor qué la trazada con R, y ;§̂ ra
d r c ií¿ l- lD < d r c « í^ 'R  , B = C . luego la Superficie del cuerpqlnS|

' i'f4í

po 
recto

■ '■■‘.'■¿■i
■

crito es menor que ePeuádruplo dé la dc^un ^círculo máx  ̂ LaVo Ádl
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0üerpo ‘jdircuñsGrito es
f^ sü k^ ^ ^  circunf. R .rGL > G  Ííiego; la del cuerpo'drcímscrhó

■ CTl̂  ̂oí OCC.*  ̂ * •: * f,.  ̂f . y  ' ,
..: 6r^} : iT ep u X á  mp8rficiey^  ̂ ¿ Ja circunferencia de

■ ,̂ n Círmh,niui^im:multi2l^^ ieh diáméíro p^ îé  ̂ vqlMen i
4 í^,superflm d@M rhisma esferâ rmitipmudalytyoT.̂ ^̂ ^

á '

di^em,;>;};/.?iLonci^iendp C}tcumcráo,ldaadleraün cuerpo ioriginado
p # > la*t^ ^ cÍo n  :de uh^seraipdí^ al seudcírculo sé.

f  |^¿íamaado ( ¿ d A ,&  .ciceuflíexeacia dei circula 
xunp traz|ido |dr,^aP, se tendrá;(áóp: feb) u V; , , í'

y Póí-Xi/el esceso dé
que <fcepresentarp(noá)>o¿; D, y  por Z eli es  ̂

íde lá su^rfe^del.cuerpps,ctrcanseritoasohiSei^ de^la esfera,; se 
* -i- Z é= C . 4Bc^X ),y couíó la superficie de Ja
. ^ r a  esaindepeHdiente del valor :qaeípuedáñ , tener las cantidades X  y 
jRiiei-wan^reon d  humero deJac^i^dehsémipoíígono que se circuris.

®™*''^^®‘Ífhe^dte^^ s âlor qute íengaed un

te m b ^ r fc o , y.r^p,£mdie<pagó Id ecuación anterior se. eon ^ rte  en 
„ ^ S u p . ^ , E f r a  =  Q . D ,  resulta <^bDb:a(r:^ r;;;; ^

^|:^..dSlaespresamos por .^^elaToMmen del:cuerpo circun  ̂ la

4 pr del:^e^S:,;a la ^uper6fie;^e'dicho> euerpo,,ayííR^ jaf radi^ de la
, yM , 'X-U:;,uri ■ átí- 5 ífc«,nÉjr;3 í'ÜÍK'ü aav ■; >í ':, .■  . ■ ,

7 “ («■ » ?5S- »■ •) y ' = S ' x ~ .  Y  .iffldo lia aapirttíe y  w

Jumen en él cuerpo circunscrito mayor que en la esfera si liamam ô
5  ' í  X ' u i r c u n s c r i t o d  dé la esíU- 

a, y  X al esceso qne Ja superficie del cuerpo circunscrito lleva á la de la
L ^ \  V-* ■

R

r  . i  ’ f

^ ' ^ a  él volúmen d e d a i e t o  dedos valores de X '
^ Z  que vanan con el.número de lados del polígono circu n sSiS  él 
yalor que tenga en un valor particular. de X ' y de Z', ése mismo ten 
dra en todos j pero cuando X '= o, es también Z '^ o  , ’
'  '  í  i  ' * . * . •   ̂ t*". -i i *í- ' • •  *' ~‘ '̂ 5< V * í  !̂í Vi V

de EsferatzS . .  L. 2.? Q. D. D.
' ■ ' ■ ;,- "■  di7 ■ -•?
Ig^aJnieñte juzgamos mas á

ycrdad¿s Jorque sigue;
^X*^í'S oTeor. volumen délmerpo inscrito es 4^

se i t  '  i
i  . :  ■ w

t í .

•'M'

> • y-

i  y

1 ’ f  ’

para tieaucir cstag
W .;;v : j|; -  ̂ ;■

o

F .•

i'
/  . /
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cútepG^insÉÍito esüi 

este cuerpo,

j ■ M

n o  y  -
peró la superficie dei cuerpo es menor (614 cor.^) que el,
del cireitlp ínái'itno ̂  y isu  'altura ir esi í¿enor radió %

ia i. af¿rai,daegQ 4vQlumeh deí eé|e ¿uerpp inscritu^menotí^^
^ d::.válitoem¿del-mcürtseritovés igual, á^ua coní^

, r V • ; ^1  .1« ; va la ál mr a . ek radír
♦ ̂

iffu k  en'sueeBficíe:;á,|at’dé este;'GÜerpo:, 'y--̂ l̂  áltSra .els t^^ip 
“rá ’í y cómo dicha BuperfiGiéí ceŝ iíiâ  ! í̂ái4i;cor.) ;quevelicu:adru¿
r / 1* y -íririiiim'pn del'circpíoi 'd^ dicho círculo max«no>, resulta (yUei'^LAsolúoíeti del';:(^Gunscrx* 

rito será mayor que el cpádrupló) de dicho coqdÁX. % ;D .:p .
' - . _— , ^ ̂  2'1a ̂  y A% . r%ÍA/*r*a§Â  '4L1A f l̂Ai

\yA

¿í

■ K1 0 ;

ó n í o
y  io s  v6lá'me^_^í'ew m % on tu

:  r y.' * *.' < '*

;1 rcircühsericó á;que 
, '2 58) , y la del inscrito á

r .̂ suaí: Y'
•év̂'ii Mp ̂ ^ í  J f •Y ? irn n  ní̂  4*??:í2>r>!57.

A'eŝ't•■ '-M
f» ,

r ,  • . ^ \ í
. , 'A‘i'
• V /;'ÍÍ

■.".íiáíl

OMOj y
nos (Ji :̂BE):t

. cti vez d,e la razón GL^;BD® sud
'■ era h> j'

y Llamando P' '

será
A'- - ' AVr "«ViJ

i. ,  de dbade
20 ZP'• -̂1

•* •

1 '•iV'U' ‘-' L ir .Í;«‘»S
■ m

i  i ' l ^ k
« . ' . . i iW

uk-
ti plicando estas dos j-roporclonés > se tendíá J A
P ZO'p ZP: :G&®.FG:BN*.BNnFG3;BN 3, luego sera P " 
qúe.e¿L.;á.° Q. D. D.

^ N

. . a;,
"  ¡l'sl

V
v V

■ • ' Á „ -  ■>

Í 6 I 7  Teoi^La*íMprr/ície í  áe ín í?í c«ddrtq./o de ^
v;  . . J- A f» /4.Í Aíiíi? • ' > ’  ̂ ^

<X’Í%

d i  de sus circuios máximóiál^qae ........ . .  ̂ ¿i
. ¿ ¡D m . Porque si esto no se verifica, sera mayor o menor . sea el 
íiV „  . r- _ -1— Jo r̂ / « cmioniendo DÍimerO que

'•'í' ,4Í't/i/S*'-

de C ', y su_
L ^ ) hallando dos n _

’ - é inscrito á la es,,

' • • ' ^ i í

r y/lVsV
' '  i'A',
.“s

íerá'lín cueíji6 tal

v _ -
* r ¡ '  ^

i  r , ¡-Vse •' ;v7>
i

' » fc

A'fí
*•».
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toE geom etuía .
GF^.1N ;^<.G-íG xH ;:G :H < S :X :, y Jlainando ¿:'sus s u o é ñ c i^  
S é  tendrá Dóí 3e r 6 í a  Y S-r-;P'C.^ ^-D.>: __  f  , . _s f  teddrá p&t ier (.§ 614:^ S <  P;SiP < P ;p  ., y cómo; « 1 6 'l P^o- 
BN% se tendrá S;p <  FG^:BN* <  £ & ,  didonde
superficie d e ip e rp o  inscrito mayor que el cuádru^tó de/ c ír S l? ¿ i? ^  
ximo.^contra lo demostrado ,(614 cor.) , luego no se 
que^S:>X.: . ;

.¡(TampQCoqjqede ser S ^ X  ,;^ues

• ' S í .  - ' }  • > G;H
eatoñces : G;

•  I  • *

m .

n
t  }

superficie del cuerpo; eircunscrxtd meno¿<¡
lu e  el . cuadruplo del circulo máximo, contra lo demóstradoícn e i mis- 
q ü e ^ e r í^ '^  lu e g  tampoco púedo seí S ; < X y  luego se tendrá S=5X,;>

I iX'.C r̂. I>, Musgo püra::háUdr l:a süperficie,,de la esfera no
rm^cjne^ad^ la de; mo de círculos «i&iworóóy tenUrém

. re a^iqp al, diámetro sup. de esfera ír: 4 círc. ¡ínáx. s  4x0,78 §8tex^® 
5 ^ 5 5 3 .^ ^  con; relácioa ál radio saldrá:

i% S ^ J 79^ i44xR^;yCQnrelaciQíiá:daGÍrcuníerenciaí^s¿á
^ m ^ s d e e s f . = o , i i Z ¡ o p m 9> < P '.j!y  ,
A aquí.se dédúce;ique iu itqwf^éigí e s f m í

^ n d o  e lim m o ^  de da csíerá«uádruplo.idcda mitad d ir a d ió  v S ;
^ cu o  sera cuádrupló de uno ¡de.los májsimds^de &  esíóíky v , . ,

<Cor. 3̂ Tamfiiensresultá^que ü: superficie de la esfera ts ipucd -m

c í S f i ^  eircuníerenciaJie la Itóse,' que;;

t a b  .de la de un círculo níaximo ,' y  por do mismo igufTá S  S  ;

i dPpr el mismo_

gu^l a Ja^p^rte 4^1 cilindro circunscrito correspondiente : de manera

5  ^  ^̂ . euádruplo del de itn cono
Circuló tóxiuio dg Ju ó ^ ru  / y  por altura el r̂or

Seáda esfÓra GFM
S a i S m ' " ! -  ’ " '  , ' ‘■ ««pío ' delmos

éuibs E ; vamos
cono

\  /•
!gp. Porque si esto no Sé verifica, ^erá mayor ó menor - su

pongamos prrmero^que ‘5eá F > 4 e d  y tehdrémosque '
T O M O  I , 1>AEXE n .  25 ^

1

.i*'

i *  ♦ 

>

1
1.'.
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é inga 
K;N,

3174 THATdiLpO EtEMENTAr,
esc. I .*̂ ) E:4C >  K: E '>  j si .cu^uscribimos 5 )̂ ,
cribimos i  ia esfera dos cuerpos tales (499) que GFtB Ĵ ;
sé i verificará'por^iser E <;,P'} qUCr ; : ,   ̂ ¡
E :/ < iP '; | í '; :%  áj6 ) FG®;BN® <  K3:N® <K:L <  E:4G4 luego -  
i/,f:t4G  eoqtrar io demosiratto (615) , luegoono puede ser E <  4C. -  

rampoc& se puede suponer menor j porque si fuese £  <í 4C,
nio$:4e:E <  K;L <K3;N3 ;:yi.FG:BN-< R=N, convJo cual ^ r á  

P';B <  P^P^üGFSiBN'S^ K3;N3 .^  K : £ ^ ^  poj Jo que res

• • V í i■ *-'ÍÍ-  '• f i'■y<̂

;;-4l

' ■«’ >vi h *> Ay.̂
V . S'

i

• ) i

\ < .  * ’.i’rf
.  .  ' . ' - a í S

ríá B'-sé W ¿tíñtó1;ó dembsttádotSÍ^)}^ ^ > 4Q
• 1

' N

c .
N  f t  * > .nii®;<i4® eísê át forzosametiteíE .  ̂  ̂ , j  , t

^Cor. l)e aqut'seideduce queyí h m tsfirm esí^ h l al duplo del cor:
ñpí:^e^tiene. Id mtsma. basé y attura y -á al como que tiene /4 wisma base
y diíplá cdíura. - ■ ;̂■ V  ̂ ^v-. •■ ^

. <619. Teor. Eliéblámen de:la:es^ra:es, los dos temos del cilindro
circunscrita á- eila.i ; b.:: .r: :«■ WV; v

b b . f v E o r q u e  ,si por el centrxii.E de la esfera { fig. 2 59 ) se tira 
lii -FH paralelábáí A E y y  las E A ^ B  , séfá f  cilindro ABCD  == f  cilin
dro Á B H F := ,con o,A E B í= í § 6:18 ) |  esfera FGHK j luego pues que

I  esfera FGHR , será esfera EGHK =  I  ciliúdrdi

' V I -

» J /
J cilindro ABCD

- X ‘ 1 ; De aquí resulta q u p volmmp. d^M.esferaj^i
m M y  :nías,4iéi multiplibar^xla, ^ érjle^ .de «» .eir-c ê  ̂
dos; tereitó 4 e||-áidpt*o i  el JélretUitdro; ABCD se/
dfebfe-iiiültiplicar por todo el diáliietrojj' Cle maqer^ _q

j i K .  •iJu * j
vol. de esf. =  sup. de círc. máx. X f  D sup; de círc. máxi x

4R

^ 1 ,  , : v  . 1 -  y  ^

sup. de círc. máx. ix

• , í .. i  '  i  ^ n'' S  X R ü i ;j-/
»

n ' ■ ■ ■ ■ . :  í.'
(§  617)  sup. de esfera x  lo que quiere

. K .  ̂  ̂  ̂ 3t  .1X ^ ^  O I  - •
V\\j¿ i ) ^ i v . - .  1 / .  > v  »

decir , que el volumen de la esfera también es igual _ á su, superficiemul
tip lica d a ., por el tercio del radio , Ó es igual al vplfimen ¡de im cono que
ten¿a por base un 'cir̂ ^̂  cuya superficie ¡̂ ea la^d  ̂ ¿a Cífera  ̂y\la ahural
el radio dei la misma, esfera. ¿ ,y ' ■ > - b /•

/Cor. 2.  ̂ Luego con relación al diámetro, sera :
• /

1 j
• I

voL de esf, =  sup. x
v . - v . r V , - --C. A » i i  V : -bíii bbjíli

coni ;• -í;||
•/■ 'Vbbi

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . .  .  ,  , b  • a  ■ "  "  " ■  '

relación al radio, strá  volwn, de esfera ,< y con re^
lacion S la circunferencia 5 será volúmr de esferax^ p,ô ^̂

Esc. Pue^iqiue^a esfera ei&if ¿^ind^Q .eireunscrito y 
!inscrito —  |Í jciliadro;tendrémos CcinQ ;GALBM : Esf. GFK|I:

I *• 3:
círc. máx. X | D o,:5 a

/ /  -  ? '  í  5  . .  ...

'•r; ‘\‘)p
• .1 .*

cilindr O 'O A B G :: i  eñindro DABG : |  eilíndro D A B C : cilindr o i ABOJ,:
-  •'' ■ .\«vi■••'.Oív'í

¿ ycilindro ABGDüi’í2¡3*  ̂ ' '■  , , » .i. 3 •
¿Cor. I.® De donde se deduce que iL  ?ó/ttmen del ctlmdro ctrcî n$%

/'iá• u ; . ’ > ,■ «aN;

'Id

\ ij./i
- "M■■'bbSbbíi

• f'h
-■ '-'I

;  . . m.V
.

f ;
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»E GEOMETaÍA,
■ m to á la esfera es igual al volúmen de la esfera junto con el del cor^
inscrito. V _

iCor. 2,  ̂ Luego el volumen del {conó inscrito es igual: al volumen
que trazan los dos segmentos G D F,FA K  .al girar al rededor de GK-

.porque el ciiiiidrp se originá de todo el rectángulo DAKG , v Ja esf'é!
ra del semicirculaGFK: . x, _ , - l ' ’

r *• i  '  /-• 'X

de las superficie  ̂y 
en harii'nillav'' /̂

V

\ ^
r

-  t r

• J  .

t .

son
en

i

i  -

í y

/ *

c': -

jlice de dos ó mas cuerpos que son semejantes cuando 
^stan ,ter.mnados _por un mismo; número, de superficies iemijantes y
^uyos angulo^solidos.homologos son iguales entnúraero y  en cantidád 
le^q^es irque haya en ambos cuerpüs mn níiSmo númerio de ábgulüsfaú^ 
“ dos;, y  que cada upo do estos se .componga respectivaniente de un 
mismo numero de angulos plátios iguales. , -

la rmon
CÛ CifdTüdOS Q6 los /̂íÍí/q̂ í AoWO/ô Qyi I

a .superficies sean ' '  ' •
se-tendrá *íuF-í^-Gberpo ==

sup de d & > f y  comparando, de dos en dos
Jasupplrncies^era cqmparahdo la  s u iS
de antecedentes y qonsecuéntes sefá  ̂ /̂̂ ;
M G ^  luego-Sup. de

esfera^, son como los
cias'Mtám^osy radtos: y circunferehciaside .sus circuios máximas

aw., Comparando dos esferas , se* tendrá
„ ®̂ ‘̂^ 3>i4 iS9Xd®rformando pro-

^  3, i 4 i& c x iJ * ;3, t 4 i & cx d *;t

^U <© e.ot^fm odo.^or íser da:̂ ŝ ^̂  ̂ cuádrupla de
á í á ' ^ í T  1  ' será .A«p. de E s f .~  4 c ír jM á x ,

m ax.t:m d-::R -:r\  poi^aer los círculos como los cuadrados de Iu¡
«c. .X .■ - ■ . . X

tíe í«f ariAof por el perímetro de mna seccionmet^
PenMteuiar /dy t̂chasr i  ̂ - /

m.>.^omparañdo dos--prismas,; el ;uno, denominado gVande v  él 
otro pequeño, se «ene Sup. Lat. de E ñ sm .~  Eerim.de
S  £  X nriító,, y formando proporción;
«era ¿>up. Lat.de Prtsm.tsup. lat. de prism,- Perim. de Sección x  Arista:
^erm, de. sección x  artsta:y¡squo !áic(¡ >qû  k s , superficies: de los . prismas

• /»

/

. r*

¿ .  ‘ \



•"•a tratado;
, en. fá%Qp. 

aristas»
losyperiinctros ds las sQcciohss y ds

i=' x-

. 1**.

'4
Í S

cT.

I

•/

_______ arista , sera.̂
' Sup LaUi dê  Prism. ’: sup., laú de prism. :iFerím. de Sec. iperm. 

4e:^eciÍ  queldide qqé á igualdad de aristas , /ai sui ê.ñn,.e, están.en ro. 
%an 'direct.a de los perímetros de. las secciones. . ^

‘enda que Per, ¿? 5 ffc, =per.; 4? .isc* sê  ^ _
IM . de Pris. úup. iat,: de. pris. :¡ 4 fista : arista , que di 

que á igualdad dé perítnétros^oí superficies son como las firistas _
«r Sí la primera razón: el, de igualdad, esto es , si :Sup. Lat. de Pris-

de nrisrha. ía, - — a, «n^Ki^n Ir. cprá .. v resultara

' » í-í f
■5!É

. . m■ m

ma, z
• a

^e í̂m>:de
QÍOÍI

• t

’ j  '  
" «

{< V í

tambiea lo será , y resultará
5ec. xían , sacárido de esta ĉua -̂

5 será

JPeiiím.. íffG. ;
: p̂e í̂w  ̂ de íce. :

^uyásr dos propordoaes quieren dedr q̂ ue á̂  igualdad de superficies  ̂
íox perímetros, de las. secciones estáp en-ra%  ̂ inversa de Jas aristas y y 
tas aristas en ra%oniinversa: de los perímetros deJas secciones.- 
/ A  <Si;ÍQ ^ponetuoa todavdesigua^ nHo. estiremos
e a  lá propordoaípriuíiuva'iSeráiO^^^^ , -« 7 o

%atr de FrisXper, de sec.^^air.^snp. lM i:depris^ er,^ e Sec.xAr. 
Sacando dé aquí: la  relación % - los:; períimetros y ;de

6er. de sec.ii Sup. Lat. dePris.x ar.i sû
v,,v.w ,1», á dcsíi^qldadl detodo i Í0S‘ p éri^  en razón,com

puesta . directct de. laŝ  superficies ^inversa:de las,aristas.
' dnáiSup. Lat..4e Pñs;Xper. de sec.s supj^at., d̂

-■ ‘̂ 5
J-M

I

*  ' •  .Ñ

. ■  ' . ' - t í■ -Uí'ií
.1 ' i -

• » .aristas se tiene (-H 
ri's»

k V

i
i ~ - -S

VJUW que 5  U V -  % .  , , ,  -  j  Íií
^mpuesta ̂  directa, de das, superficies- ^  ^

■ sé'tendrá..-

de aristas '.'“i

... M

■ ; áe iSec.; r per.: de sec .d iA r .'im  J y i éoffio í̂en vez - de una 
rüz,uiitc eomponéntes de una: compuesta^ ®e p̂uede sustituir^otra rgüal
con eUa^'éiíla proporción primitiva^en ve¿,M,:Perpm de'Se&. vperm
<Í6:.í;ec, modrémos sustituir |át'. i «Pi-Sue le-ser^ igu^ ten  este caso, y
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se tendrá, ¿ '
-
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7

S»*; L at, de Prism.: SMp, /af. de: prism. :iAr.xAr.i,ar.Xar.::: 
que.dice quedai^ superfieies tk ImpHsrnas semejamísm -coma

4 rafî :déiiM í .«rLtas,.-‘^-'i":-1- "  ' ■ ‘i   ̂ ' y í S - r  '■  j ‘''‘ r  J  J  ^
tavi^semos, dbs - s e r i a l'=^-=̂ .ry

i;

: <Ó2$ T ep r.-IíO j --------------------  ,

ñué los prodMctos dê  ̂ dh las: bases:por sus alturas.
 ̂ C^nmñarando dos oristna^ -̂anáJpgps: ái los: anteriores , 1
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33E' :̂Eóra¿TRÍA._:  ̂ '
r^r^l¡^'dé^Frism .:=Suf^€BxAyVoL;^:d^ dehxá ^
, ■ . VóL de- Prism.: voL de pn̂ iT̂ . ;; de B x A  :,sup, de bxa

r {S i las alturas soii igiiaies 5 se tendrá; "
Ĵ oL de Prismi-ivoK de frism..:: Sup,: de: B : sû * de bf

si fuesea i g u a l e s b á s e n  se tendría A

{Ahc^^ j si ifuesen sem^aiites se tendría ^
P  -  . ^  j 4 • J  ^  . - O  . 7  •. •• J .* y*ñíSi^f' dé B^süp. de b ::A^: a

por lo. que sería susütuyéndó la s 
V qI* dei Prism*. i-vok de prism..;

râ LGii lea vez de la primera,
la ^x a n  A^ :_ ai LS -.13 ea

••r '  . /•• i tüviéseíiios
*íy i,* - f  }  : i  -   ̂ 7  ̂ i  -i /  h ■ - V r '  *' V ...

VoL: de Com =_ Süp> de M x  *— , voL de cono. =r sMp,̂  de b x __ y  se efe-
/  * .  . . • . v '  • *•

cutáría del mismo mpdp laicbniparadbn*  ̂^
TcoryLos. yol(úmenes/de. dos esjh-asf^onrcomo  ̂ los cuhos de los 

diámetros , radios, y  circunferencias: de sus circuios, máximos.
< F>em. Porque comparando dos esferas se. tiene 

■ Vol: dre: P sf.:^
|r f̂drmand(^própbi;cídí:i^¿'^6€á  ̂ ■ i.
Vok^de E^:':m lv  d eé^  t;:b,5í235;& c ;x l)3r 0,5^35 &c Xd^;: l)3 - ¿3̂ .:

de dos esferas son co-
modos cubor de> hs-dtám̂ ró̂ ^̂ ^̂  ̂ ^  circunferencias ‘ de suŝ  círculos:

hy,,̂ -ía:r'\:Z

^B :̂pB.HbrkTHgónométria yCiuieTQ 
iíói y ptírque 'este'fue sin duda su primer 
corré'spénde: á la: p/aniíHétrm  ̂ p parte de la
'tnedieiüii de las supcrlidcs planas, y 
■ Í#e|fete^é;ffaíar^^ de ios 4r¡
>giMo>ifué'8fe lia; dé resolyer es: reetitíneo; lá 1
‘6: fm ^ tíér^ ^  cuandQ ésta. ÍQrmadoísóhre la superficie de iiha áftp a 
póí áteos de círeulosi máximbs se llama rr/goñotnfetría esférica' ' '

. ^e^dice que se re s u e lv e n  triangulo,  euandp, por mediq d e  aque- 
alas; cbsas;. que le. determinan-, sê  ylenn en: eonGcimientO' de iafei d.etnás: JLas

Sbn,  ̂ó
o - unr

¡; conoa serta.;
- í '  V ' • i  *  . 1  N » V  1 , ^

<¿U •••.
a

f ■

de triañgu-- 
r pero en el dia esto

que trata de la
nomeiría, se entiende

do. el. triárí- 
nomeiria se llama plana.

ocpsas?;que
#<dng«fe? caitf

ee«t«q^pqes/heftms;.YÍstü '(3í5p̂  friángolos en
se reut^n;est3scireuitótanéias tienen4 gtialeg! todas tós otras partes • lue
go la Trigonometría ños debe summfetrae medios para resoíwrlos en ca-
m  uñó de estos tres^eásos j. Jo rque'60;efeeto ,se verifica.,

Pero como en todo triángulo hay seis, cosas que considerar, á saber
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\ , tres lados y tres

/•

TEAÍADOjEILÉMENTAIÍ
__^ ___— __ ’j y ̂ eA G^da^ídoíde UoS, casQS dé

tres cosas conocidas i,.y:se. iiídaga eatón.ees ei valor de las otras tres, 
se ha geñéralizádo tnas > el objeto de ia/Trigdiiocnetría, y se dice 
es îa ciencia, que trata de resolver este-problema general-

Dadas m s  délas Ms cosas de que consta m irián^o^JiS^ o tm  
tres'y y como seis, COsas sev pneden cotnbinaf, de tres de veinte inO"
dos diferentes, vamos á ver ávenante reduéeníj .para lo. cual
«upondremos que erí ̂ cada; ángulordel, triángulo se cóloqüe una dé las 
.letras tnayúsenlas A>B,G¿ ;com0 so ejecuta casástempre^por ser las pw- 
méras deí alfabeto^ y dlamáremeapará mayor claridad Oyb.c, a los la  ̂
'dos otíueátos á estos ángulos f  de manera que a sea el lado opuesta al 
ángulo A ,2» á Bí y c á Cj si formámpS das-;yeinte 
se pueden  ̂ejeeutár c á i estas seis detra^ y  las trocam os  ̂del modo

i'.-' * /  \

.-'t-

Siguientes r
*. Y

j«. ^  r  . •■> iV'V r  - ií* »  V V -  \ - Y \
/  V  -  -

> >

. \

abe, afeA, abC y aAB r ííBC, ABC
obB^ neB:̂  í/AC^::bAC, ; ; ' íí

bcA f ¿?ABj . cAB ■ j
J i • V  >-•

A . . . . j  •.« r 5 l  Y -  # - • - - x -

. . 4  \  í  ^  '
4  ■

* * •-. I * - ’ r : 'r i r

/-V. 
1 K,.*

fecfí ú i T cBC
t  •• i. ,,.í*

t ' . ' i

UJ ,.í • ̂  j • >

r '  f  . '.O •A'-»  > J ¿.;AI
í.>

i» i-

1 / r ’

' V̂♦ ?i

ÓbsefvarétrioSj que K  primera no
conduce d^ste casoM ad of^ ío .:^  d ^ íW ,^ u e ,w io f

r tres ángulos.,Uks^s qué.e^táh en 1̂ : sepfldaíCQlumtia , íque_^onst^j
de dqs letra5.,rninnseul?<s,y,una oiayn^cula. 1^>W

- que es lo mismo, de'dos lados y el angulo Opuesto a unó de .eliftSresiftn 
comprendidos en'ésíe.sqlo.Sasa: dldMñlém^oápá f  uiJ' jinguio opuerío á 
uno de ellos , m iarlodérrns. Las tres q̂ue están^en la

pede , ^ io que es lo mismo de desdados y el angu^ couaprendidp, ^
■’ 'duce á esie solo ooso  ̂ ^ádoS dos dadds'y f^dngula :co«^reud^Q^

.lo^demos. Xas seis q̂ ue esi^-em lá (uiartá;eoluan^condudenu e§Â  
éasot iadoí dos dugidos^^m M á
muí LasXres >que están en la; quinta eoluranaíí/.quefcqnstan d e . - ^
ktrás rnayúscutoy mna minúsenla de. diíerenie,espefije., q  .q u ^ ^ ;^ |||
tósmo de un lado y de losados ánguloa,adyacentes , condnce^a^e§tóp|| 
solo caso: dudo un Iddó y los‘dos^gulOs, adyacentes y m
demas. Finalmentedá se$.ta j que no ttene.sem^|an%jr;éondiicy al c a s q .^  .iss
qjífe^e dan los-tres ángulos  ̂jXuego en un triángulo eualqaiera , sea rf

- S £ ;  “ se. esftrico, e l problema :geoe«l,,»e,ss.propone re so l^ sU ;|||
ifigonom etria na conduce ysinó á l(^ scis^^sqS; q u e ; aeabam^^
■ ürélar y ^ue podrémos ordenar del modo siguiente:; - ^

 ̂ I '-D ados los tres lados, hálUr los tres-ángulos._ ' r  ' ' '
’ n .  Dados dos lados y el ángulo comprendido, hallar el otro dadq

y ios dos Sríi

• 4 .•s¿
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DE TRIGONOMETBÍA. 2^P
i; Dadio un lado y  los ángulos adyacentes j hdiar el otro ángulo

y los dos lados.  ̂ i ' ,; ' ' .
IV. Dados dos ángálos y un lado opuesto á uno de ellos , 

otros dos‘ lados y  el-ángulo. ;/ i ' /
V. Dados dos lados y el ángulo opuesto al uno de ellos, hallar el

' Otro lado y los dos ángulos. , ;
V L  Dados los tres ángulos, hallar los tres lados.

» i SifSupbnemos que los triángulos; son rectilíneos y que son de los 
que nóis ŷáinos á ocupar por ahora, teudrémos que i los tres primeros 
éasbs son los de la igualdad de dos triángulos j y icomo el cuarto es 
lo' tnisínp^quelel tercero, porque dados dos ángulos cualesquiera en 
un triángulo rectilíneo-, se-sabé el tercero, que es el supleinento de la 
íuipá de loá otros dos , resulta queden los cuatro primeros casos siem
pre se puede resolver ei triánguloi ' '

627 En el quinto se pueden dar dos resoluciones cuando el ángulo 
conocido es el opiiesto al-lado indnor , porque los datos pueden cor- 
-"Spoiáier á; dor triáhgulpsíí Én -efectó supongamos que en el ABC 
, g. 2<5o) > se nos den .conocidos Jos dos lados B A ,B C , y el ángulo 
í̂i C  opuesto al menorsde ellos ÁB. : Si haciendo céntro en B con un 

radió'BAítrazamQS-el arco AD í^píunimos el puntodB con el D resul- 
talrá quc Sifiido BD:=:.BA p o r rádios de uh mismo círeblo, el trián-

' guloí BD C tienedds'Msmos-datos que el ¡propuesto, Como el triangulo 
B A D  es iáóséeles el angula BAD-iNiBDA, y  como este es suplenmnto 
del.^D<3 ,; tesulta que tadíbien lo^erá el BAD pluego si en esm caso se 
supiese ademas si el ángulo opuesto ah/blro iado era agudo ú obtuso 
eritoúces m p habría \dudáJnmguha,¥ i; '/̂ ^̂ v - M ’
'! Cuatido el áugalo que se dárcónocidójes el Opuesto al lado mayor 

entÓnces: ínp.ca^duda ,.puesi que;el opuesto al otro lado es por piáci’ 
siqn agddo t poique si el dado eS recto u águdo^ debiendo ser el otro 
menor, porque al menor lado, se- oppne el menor ángulo, lo será igual- 
m ^ teóSrel dado^fue^ oluuso , el ntro sería agudo j porque en un
triatlgnlb uapuedé haber mas demn ángulo recto ú obtuso , y han de
aer Ipr oiroá dos agudoá por precisión. Por ésta misma rááon tampoco 
habiía;dnda;ícuando.sin saber si el ángulo dado es el opuesto aljadom a- 
yor o a! aicuor, sea recto ú obtuso j porque los otros dos serán indis-

1  1  ♦  V v  i  I  ̂ r% I  ^  1  m

en los/triángulos 
á cuantos triángulos

^28 ;É1 sesto casó es de todo puntó i 
rectiiínéos j porqué los
se quieran. >■

^  ABC (fig. 261), su nos dan conocidos los, tres
resulta que, .si por un punto cualquiera b de uno de

sus lados tiramos la be paralela á B G , el triángulo Abe tendrá los mis
mos angulos (482) que el triángulp ABC j^y como lo mismo se verifi-
cana respecto de otro punto.cualquiera domado en la A B , indefíai-
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280 TRATADO Et-ElVIENTAr.
damente prolongááiipor: arriba .y .pfaJvabajO‘,;y;íesulta q¡u!eíie  ̂ gaíso 
conviene á cuantos ífíángalos se quiera; luego pbr el Goopfcinriento¡dé 
los ángulos uo;selpúed6:deteriqinariiaÍ TOagBÍtrtdj#teQÍutai,áeí los'l^ 
sin embargo, la Trigonometría-manifiesta da rel^don qUe itienen en■5
tr e  SI. V . i1 - • :  . : " k  5 , . fí  V .  .  • í >  . -  , ' : /

m

-  f

óajj SM osJngulos de doa¡ triángulos * fuesen próporcipnales coní
los lados opuestos; me ■ presentiría idifigultad* Ig r^ lu c io n  dedos: frián-
gütós ;* pero -como c’hemos. yistov(47®)^3^ divide >en dos
iguales: el ángulo’ de mn triángulo eb ladoiopuesto t queda dividido) en 
partes proporcionales A los dadog de dicbo íángulo ,> se deduce q u e: si’ ef
wiángidotra es equíláteroí¡d; ln mitad dplosdngulosinb .correspondeEá 
la Uihad de los lados, y  p ord o  mismo éntmnstriárigubídualquiera, 
tóarazOn-qne)guardanlosdngulos nb;es: la tnismaqueda de; losdad;oa?d 
opuestos. Pqr dsta causa se badece8Ítadbí,eehar'*ttianor;de un sistema 
drdíñeas^aüsiliátes ¡quei sÍrViendoi^radetSrroi«ardqs ángulos-ddos
arcos .que los-mideny Seán abmismoí trémpb-propbrcionales non lo&:la*» -yM
dos dedos triángulos : es muy importante el,percibir con exactitud ¡yd
náturalíáa d^estas líneas ausiiíares ;.qüe :se conoefin con el nóutbre d f  |
líneas trigommétñcas , y vamos á dar a  co ibeer.'-yy  . ;  ̂ y

650 - Como hemos^ylstQ4[45^¿e8c.:ds?:T§lb{un)áhguI0;í^
ateb <iet cif ¿ülo- é-htrp. fiírs íádcííí:i \sé TdedüG dQiie iodo;
que determine á ------ , . . . ,  ̂ *
tíaédid£i4''póf^ ŝt  ̂ eáiisá^ánicís á::de^Faíin^‘ 
dé los arebs, y lo q u e’se<digádéspectb;de¡.estosy -
dichcd'de los  ̂ángulos que nfiden.̂ *;̂  - S ' T  'v , ' • T '

Estoisupuestq, se llamá en generaTísnoírecíodLa da
un arco i  la perpeMicUlar‘itirMádésde: e diebndreo al
radio ó; diámetro 'que'pusa poríel otro e?tremo:j,asííB|)j(fig.; esíeb

■ seno del ár¿O.ABiW y^:/¡;>i¡d):' >:-.y-;^dSrDfc’)b;i,
A  la parte del diámetro interceptada entre él sento y  el ^stretno ■ delfí;

■ arco se In llama seno veho , por lo que A & é S é l seno yetsod^
/ da eldombre; de toíjgente trigpnótUámca ó simpí -   ̂ .- .«ir

daunarco á  la parte deda tn%entaJeom6íríen (%tirada a l .estremq;|eí;ífp
dicho arco, ínterceptadá entre el punto de contacto * y  e l punto dbnfte|f|fe 
la encuentra él radio prolongado que pasa por el otro estremo
que se da el nombré de secaute; de manera que,la naturaleza de
tangente y secante és3que sé bán d é  íbrndnafetftdtHamente, o queda; 
una se ha de prolongar hasta que encuentre á la otra; y a s í, la ;í|  
tangente del arco AB es AE:; y la  secárite CE. T iu^ ú a todo arco cor-^^

l^ír

Ait

n % \ ~'£0 la. Geometría serepnslderaiMtangerite., como una linea repm ¡,;;m 
k M n id a  , que' Mene un Isolo punta rporntín; con dtt. circunferencia ^

-iifin m.á&nitud dststfi‘iinü>dú y y \̂ Qir esó ÍÍ05 lid' yéj'i'áilui tiéne. siempre una. inagmt
cido conveniente ydisiin '"" '

; 1>
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HE TRIGOiíOMSTRfA. ggj
respohden cuatro líneas trigonométricas: un seno, m  seno verso , una

íi tangenté y una sscánte.
631 Si consideramos ahora d  arco BF , tendremos que BH será su 

seno, FH su seno verso, G F  su tangente, y CG su secante; y  supo- 
niendo que ABh sea un cuadrante, resultará que BF será complemen- 
to de AB y las lineas BH ,FH ,GF,GC serán las líneas del CDm¿feÍBento 
de AB. En muchas ocasiones es indispensable hacer uso de las Fneas 
del complemento j y-como hubo un tiempo en que los libros de las cien
cias se escribían todos en latin, y  en esta lengua era elegancia el po
ner lo regido .antes de lo regente, al introducirlas en el cálculo Es
cribían abreviadamente co. sinus , co. tangens, co. secans, con lo, 
cual querían dar a entender complementi sinus , ó seno del complemento, 
complementi tangens o tangente del - complemento to-c, de donde omitiendo
el punto y casteUanizando estas voces, se han convertido en coseno
cotangente, cosecante y cojeno verso i por lo cual podemos decir ahora’
que a todo-arco corresponden ocho líneas trigonométricas; cuatro su! 
yas propiamente , y.otras cuatro de su complemento.

Como siendo ABF un cua4rante, la FC  es perpendicular á AC 
resulta^que la figura BDCH es un paraielógramo; pues por ser B í l  
perpendicular á C F , sera paralela á A C , y BD y F C  también lo son
por perpendiculares^ a una tercera que es A C j luego BH que es el

’ y P®*" mismo se dice también, que 
e coseno de un arco «  la parte del radio interceptada entre el centro,
í  entran con mucha frecuencia en los cálculos,
y por lo mismo, se esenhen abreviadamente de este modo: en vez de
seno, coseno, tangénte, cotangente  ̂ secante, cosecante, seno verso, 
Z ! Z e T ' "  ’ <̂ 0̂ -> tm g ., cot. , sec., cosec., sen, vers!,

I  ,

duplo. > í««o arco es la mitad de. la cuerda del arco

Dem. Porque si prolongamos el seno BD basta que vueívá a eirJ 
contrar a la circunferencia por abajo en un punto tal como S tendré- 
m ^.qué por ser CDA perpendicular á BDS , la dividirá en dos panes 
Iguales en D , y también al arco BAS-q luego, 0̂«. / I B ~ B D =   ̂
..^-^cuerda B A S ~  f  cuerda 2 AB , que era L. Q. D, D.

.Cor. I.  ̂ Como la mayor cuerda de un círculo es el diámetro re
ce n ' ° su mitad el sebo, de un fiuadrante , el snayw sena que
se ^ ed e considerar es el radio que sirve de seno al cuadrantZ á i  w ^

Cor. a. ^Igualmente se deduce que ef jcíio de 3o»=4R , porque es 
^  mitad de la cuerda de 60° que es el lado del exágono. TaSbini tie-

el ángulo ACB =  45 or, también valdrá otros 45° ó í  w êl A^EC'
L í  f  ̂  ’ pprlo qne;se tendrá A B = A C  qué

n i t S "  radio:

/
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’ t r a t a d o  E L E M E N T A t ,

633 Teor. Dado el ssno de uti arcQ y el radio  ̂ se ûedein deferminar 
en valores swjos todas las demas lineas trigonométricas *

Dem. En efecto, el triangulo BDC (fig. 262) será rectángulo en D 
por ser el seno BD perpendicular^al radio-CA , y nos dará (487 cor.>

BD=*'^DC^ =
■ 2̂í?BG^ (a) Ó D C

de estas líneas sus valores, tendrémos
-  - ^  •  i ' '  1

(¿̂ )-> y poniendo en vez

eos sen.2.(c>
y Ü l c t D  1 1 U 9 C V O  s ) U O  y « A V * v o ,  ------------------ ^  . .  . '  1 *  1  I

Como el radio es una cantidad constante que entra, indispensable^ 
mente en todos los cálculos donde se hace uso de lineas tngonométri^ 
cas , se toma por unidad, y en este caso las ecuaciones de arriba se
convierten en ■  ̂ .

s e n . - ^ C O S f  ---  ̂ 1  -  i  7  -----T - v'V V  '  ” 1 ' ^ 4 1
También nos daría el triángulo rectángitlo'el seno en valores aef

coseno j pues la ecuadoíi (a) da

J3D»=BG®-DC», ó BD
ó poniendo sus v a lo re sse rá

ojj_T) á

Para

(á), eos. sen. V sen. (e).

. - f  - -

C0í,^=I*^C0J.^ \/R' coŝ ces,'̂
^ D Q , 6

'  (^). (

el seno verso, obsef yarétnos que AD
:  ; ' • • : * • 5 '  V '  *

i sen. w ri.sssR -^ coí'—  [(«)] I r ...........  \ _
Ahora , como AE es también perpendicular á A C , resulta que BD 

t Á E  son.paralelas, y por lo mismo los triángulos A E G , BDC se-
. __ ■ C A x B D  '

rán (482) semejantes., y darán D C :B D ::C A ;A E
DC

o pomcmiy eñ vez de estas líneas sus valores, y observando que en el 
Bltimo resultado siempre, se supondrá el radio igual con la unidad,

'‘'"' '7 ' 'Sixsen'.' txsen, ' sen,' ' , "̂'",
tendrémos taixg. s=;̂ — ^ ^ d e s p e j a n d o  el seno

,, ,  ̂ coSf cos\ eos*
v ;el coseno en esta ecuación, tendremosV'/

• s

•, :i

sen.=ztang,xcos. (fe), cosí
sen.

(0
♦ 4 C ♦ ♦

mismos triángulos nos darán DC:A.G;: BC: CE —

11“ I / V
eos, eos, eos,

X

ACxBC,
t • r '

/
los valores será sec.

DC

también cosí
sec.

eos,

(«)•
/  é

G-

' í . . G olo el triá,ngulo k C E  es rectángulo en A , tenemos también
----- ' " =.Ra4.ío«g.® («''),Ó s-ée.̂

.  1

‘i'
' k  ̂
• •. I\'í
1

I'

%

'? j ?

4 .
*1

1
' : 4*

f

»
•y•a
•-I

I -

. i

•* i
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lo que da

28«
sec.

* '  ’

Los triángulos B D C , G FC  también son semejantes por ser ambos 
rectáñgtilós, el uno en D y el otro en E ,; y  ademas ser el ángulo DBG 
= :F C G  por alternos internos entre las paralelas B D , F C  siendo ia se
cante CG 5 luego nos darán estas dós'proporciones

BD:DC.-:CF;GF , BD;Be;:eF.-GG .
BD

,  /  é

. de donde poniendo ¡os valores, será coi.”
* •

COSé
que da también — ~ ( p )  ycos

coi.

BD

Rxco^. ixcoj.
sen, sen,

>~cot,xsen,‘ (q)^

eos.
1

sen.
(o)

cosec.
R xR
sen.

R
%̂

sen ,'^  sen.
t t
—  (r), que da también (si

sen, cosec,
. S i  dividimos losados términos del valor de la' cot. por eos, no se ai- 

terara SU valor, y nos resultará -
^  .  reos.

cot
■ir

sen. sen m i
I

tang.

%  ̂ ^

(í), de donde ímíg.
l? coi, (O

' eos, eos, '
5 valor que también hubiéramos sacado de Comparar los lados de los
2 triángulos semejantes CGjF, CEA j que nos hubieran dado 

'EA ;A C;:CF;G F==-:^^5 £ .. - ^
. tang, tang.

verso ■ casi no se hace usó j mas no obstante pondre
mos aquí su espresion que es F H = F C  — CH j y como C H = B D

r ;  I r  “  '* r v ̂ n' 1 ; ■ eos, v e r s .^ i^ ^  sen, (u\ \
Si en las espresiones (i), (o>, (,«) de ia tangente/cotangente; y

secante, ponemos en vez del coseno su valor \/i

/'A '
)? y ■

, tendrémos
t

\/ í-5cn.̂ sen. y '  I-
(m')j

eri trigonométricas
7 , .   ̂ ’ intentábamos ejecutar,

«lo e í  <=l/rco AB crece, y se convierte por ejem-
pío en ABh, como el punto B se irá acercando á F ,  reSult^que su

/i
* .  .  • '  .
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284. tratabo  elemental
seno BD crecerá y se habrá convenido en bd  ̂ y también crecerá su seno 
verso AD que será ahora Ad^ y convirtiéndose el ángulo ACB en ACÍi 
que es mayor que ACB , resulta que las dos líneas A E , Cb se encon
trarán á mayor distancia j de manera que cuando crece el arco AB, 
crece tambiéú su tangente y su secante j por el contrario el coseno es a- 
hora d C , que ha menguado  ̂ el coseno verso que es Ffeaambien es me
nor que FH j la cotangente Fg y la cosecante Gg también han mengua
do  ̂ luego en general cuando crece el arco  ̂ sin llegar á ser un cua
drante 3 crecen todas sus líneas, y menguan todas sus colíneas 6 lineas 
de su co'^nflemento.

^Esto mismo nos lo dicen las fórínulasq pues la del seno, siendo 
igual á la mitad de la cuerda dei arco duplo, y creciendo la cuerda 
cuando el arco, crece, resulta que debe crecer también el seno,.

^E1 coseno siendo igual con \ / 1— sen.  ̂ debe resultar menor cuan
do el seno crezca, Ei seno verso siendo r : i —  coí. debe crecer cuando
líiengúa el coseno, que es cuando crece el,arcoi

P
<La tangente siendo

ŝ n.
debe crecer cuando crezca el seno 6

eos.

porque crece la tangente
tan .̂

W-’

^La secante siendo
eos»

-debe crecer, porque mengua el coseno.

• r

t

^  La cosecante siendo
sen.

debe menguar, porque crece su seno, J

635 / Si suponemos que el arco^^ABb continua creciendo, y que scj 
convierta por ejemplo en ei cuadrante AB¿;F j entonces de las ocho 

-lineas trigonométricas^ tres son iguales con cero, á saber̂  el coseno  ̂ ef 
coseno-verso y la cotangente 5 tres coni el radio , á saber , el senoy el seno 
verso y la cosecanié j y dos infinitas, d saber, la-tangente y la secante. 

En G Í e h o , el coseno’ se reduce á cero, porque eptonces habiéndose 
confundido el estremo del, arco con el radio CE" no hay distoncia nin-' 
guna entre ellos , ei cdseno Ve,rso AF, lo hace > porque habiéndose re
ducido eEco^eno ai punto F  , no hay distancia entre él y dicho pun
to  ̂ la cotangeníé lo hace igualmente, porque ha de ser la pane de-la 
tángente geométrica en F , comprendida entre dicho punto.y el parage.

-41

mengüe el coseno, y comó cuando el arco crece se verifican las dos . 
circunstancias 3 resulta que la tangente crece en razón de lo que crece 
d  seno , y de lo que méngua ei coseno.

■ I ■ - • • '
•(La cotangente siendorr:----- d̂ebe menguar cuando el arco crece,

«

* s .
l . - .  -

■ vi

I . . .

• • f .

,  /.

O
V.

\
y*

 ̂ . í .; . ''
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»E tuigonometuía, - 235
én que la enducntre el radió que pas^ por F ; luego para encontrar á 

/dicho radio no necesita salir del punto F , y por lo mismo es cero  ̂ el 
que estas líaeas se hayan convertido en cero, nada tiene de particular, 
porque cuando el arco es igual á un cuadrante, su complemento es 
cero , y por lo mismo no habiendo arco , tampoco debe haber iíneasj 
solo resulta finita la; cosecante, y es porque siendo el radio prolon
gad o, no puede reducirse á cero nada mas que la prolongación, y 
por eso en este caso queda igual con el radio.

Siendo el seno entonces la mitad de la cuerda de 180° ó v  que es el 
diámetro, se convierte en el radio j el seno verso es igual con el ra
dio en este casó , porque el Seno va á parar al centro j y finalmente la 

 ̂cosecame lo es también , por cuanto la cosecante es el radio prolongado 
hasta que encuentre á la . cotangente, que se ha reducido ai punto F- 
luego no se debe prolongar nada dicho radio para encontrar á la 
cotangente. •

Fiualínente Ja secante y tangente son infinitas , porque siendo ABbF 
dn cuadrante , la F C  es perpendicular á A C , y siéndoío también la AE, 
resulta que estas.dos líneas son paralelas j y como dos paralelas jamas 
se pueden encontrar,, y por la naturaleza de la tangente y secante la 

; Unase debe prolongar hasta que. a l a  otra, resulta que no
tendrán fin; ó serán infinitas. ' ' " ■.. ■ - ^

^Todo esto nos lo dan á conocer también Jas fórmulas; halladas 
 ̂ pues en este cáso de ser el arco de 90® ó se convierten en

sen Ícuerda7T:z: í D =  R IpCOS \/i •sen. i \/  o

sen. vejis. — R — cos. =  i tang. sen.

cós.
I 00

cot.
eos.
sen,

2 = 0  6 cot.
tang 00

o

r
sec.

eos.
I . 00 cosec.

sen.
f = i . >

concebimos que el. arco ABbF crece aun y se convierte 
w  A FM  , tendrémos que su seno M N , habrá menguado  ̂ su coseno 
M i  su cotangente F V , y su coseno verso F T  habrán vuelto á apa-

' recer y teniendo la cotangente y el coseno una posición inversa á la
que teman ántes  ̂ pues ahora se cuentan desde F  y T  hácia Ja de- 
recha del radio CF. cuando antes se contaban desde F  v H háda Ja 
azquierda de dicho radip. La tangente será ahora la A L , y Ja secante 
Ja y ha bran disminuido porque ántes eran infinitas; caen ahora 
por la parte de abajo porque eJ radio ó diámetro , que pasa por el es- 
tremo M  no puede encontrar á la tangente en A  por la parte su-

/ •

/
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2 8 5  ,  t r a t a d o  e l e m e n t a d

perior por ser divergentes: el seno verso AN ha'Continuado creciendo, 
* 6 3 7  Teor. Las limas de un arco son las.mismas en snagnitud que 
tas de s u  suplemento,  escepto el seno versan pero se diferencian en po
sición, escepto el seno , el coseno verso y la cosecante que convienen en̂
un todo á ámbos arcos, t  1

' Dem, En efecto , por la naturaleza del seno que hemos eiirado en su
deBnicioti se echa, de ver que M N conviene tanto al arco A F M  como
a lM P  que le sirve de suplemento, y guarda la, misma posición por
cuanto cae sobre el diámetro AP. El coseno verso F T  eŝ  en un t^ o
el m i s m o  también para ámbos arcos. El coseno del arco A fM  es M i  .
V el de lídP también es MT^ luego en magnitud cont^ienenj pero, se
diferencian en posición; pues respecto del A FM  se cuenta ¿£sde M
há'úa el estremo A del arco, y respecto del M P ae cu en »  desde/M-
hácia la parte'^opuestaí al otro estremo P del arco. La F V  es tam -,
bien cotangente del arco A FM  , y del PM  ; pero la posición respecto
de este es opuesta á la que guarda respecto de aquel 3 esta diteren-,
cia se señala en el cálculo por medio del signo-.que corresponde al r
coseno Y cotangente del arco obtuso. La tangente PQ  y la secante: 
CO del M P sonJguales con las A L y CL del A FM  j porque los trián» 
Bulos CPQ CA L son iguales (361) por tener AG == CP por radios de 
un mismo círculo, igúales los ángulos en C p o r  opuestos al vértice, 
los en A y P 'pdr rectos 5 luego será PQ  — A L y CQ — C L  j pero se 
diferencian en posición, por cuanto las P Q , CQ caen sobre el diame
tro AP y las A L , CL debajo. La cosecante CV permanece igual en
tnavnitud porque és la misma para ámbos arcos, y en^osicion porque. 
en ámbos se halla sobre el diámetro que es sobre el que se han em-

f e s  AN , ,  d  de MP es NP
no convienen ni en posición ni en magnitud, ^

/Esc Si continuáramos mas adelante , hallaríamos que en el.- arco 
' isual á 1¡ semicircunferencia, el seno y la tangente eran cero 5 la co- 

tariBente y la cosecante infinitas 5 el coseno , el coseno verso y la &e- 
cante igual con el radio j y finalmente el seno verso , igual con el diá
metro pero siendo esto suficiente para entender la Trigonometría
rectilínea ' "dejarémos las demas consideraciones para mas adelante '

Sifí embargo , fara ■ dar á conocer la nueva notación con .c¡i 
Cauchy ha tratado de dar precisión á varias fórmulas, hai

rémos'iasiguienfe observación, ; , : L  . '
■ Wn’^arco'no puede, tener sino un solo seno , pofqtte este queda de to f 

do punto determinado-por su misma definición .(6so) i pero un mismo se-;
. n o  vueds, corresponder á varios arcos : así. es, por ejemplo que el seno . 

M N (fí¿  262} corresponde tanto al arco AFM  como al PM-, y aun st ■ 
■ consideramos u n '  arco, compuesto, de toda la, circunferencia AFMPKA
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638 Ppr medio dé estas líneas se sujetan los arcos y por consi- 

gniente los,ángulos de;que son medida; pues á cada uno wrrespon- 
de una linea de diferente magnitud; ademas, estas líneas tienen una 
relación.determinada con los lados de los triángulos, porque denen

. diendo todas del seno. (Ó33) vamos á demostrar -que en m  triángulo 
■■ los senos de los ángulos son como los lados opuestos. ^

/Porque sea el triá iip lo  A B a(fig ..3á3): si lé circunscribimos un 
circulo.^:résul^ra^tm ^ duplo del que mide
al ángulo en Cq el ANC duplo del que mide al en B ; y el BOC du 
plo dél qüe mide al en A  y lue^^ del triángulo es la cuerda"
del. arco duplo, del qgé.mide al_angulo opuesto, y por lo mismo (63 
la mitad de cada lado sera el seno de su ángulo opuesto - lucírri

Clon sera sen, C : sen. B ; sen̂  A  s; ¿B A  : f A C  ; iBC<; BA,: (Lí
go los senos'de los ángulos ’de m  triángulo son exúctaniente proporciona
ks.con los lados optestos i luego'hs líneas ausiliareg, que hemos eJeai
do. tienen; las dos circunstancias'indispensables pgra la resolución de d i''
dios ./triángulos, ,

p 9:̂  Toor.Todas los líneas con'/oí
r a d to r d ^ iÍ Q ^ .e n c u lp s > c o ^  tr'a%ados lo s  a r c o l, '

.p D m . En efecto, si suponemoá^ue liá¿re'odo c'éhtro én^  ̂
yertice del angulo DCG j se trazan, cón ids radios CA CD d o fa r n -  
aed rcu lo  A B ,C G ,y  b aj™ „, a d ía  A  ,  D  l.s  A P, DE p S

da del angulo B C G  : las líneas CP, CE serán átfs cosenos PB v E G  

;G M  a iá CG serán las^tangentes , .y G N ,CM  las secantes. Ahora, los

ly del - arcQ AFM>, . tendría el mismo -seno M~N; y en ~~~
(taM W w a  ¿.te 4 W ? pím! s ¿ t r z
áe^ems aji^^,-:ammteido en ,m  rtúmero enaltiuiem de circunferencias

T E n te n d id o  e s t f í . st a _r  ̂ n eta s.

€1
una.. ; . ' , o negativa

 ̂ -  eu,/u .nqtffao» are. sen. ((a)) ó are. tang. ((a)) para
espresar uno cualqutera de -los, áreos, que tienín la cantidad o p o r c ia  

espresar aquel arco, q^e,ttene,,el mnor  ̂ Pahr numérico,: entre^todos los
^cos_^ue tienen el rnismo seno Ó la mis77ia tangente ^

, ; en-general ^nkndo presme m .  Canchy,, q ú e,J  resultado de una

feremes los -mos de, los otros empkapjra designar indistintamZ: ^

temple  ̂ >,o, el ,qug,parexc(f,piemér .mejor-ser, notado; ^ /

r i

/

v̂.

•  .  - *  .  •  r ,  .  ,  .

• •  '  * '
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2SB TRATADO IRLEMENTAE
triáiieculos semejantes CA-P̂ CDic-j nos darán CD:CA::T)E:AP::CE:CP5 ó 
poniendo en vez de estas líneas sus valores y y acentuando las lineas 
correspondientes al radío C A , que también señalaremos coa la i^'aceu- 
tuada, tendremos K:R'i:senr.sen/::cos.:cos' {ci) y y los triángulos seme
jantes C B N , CG M  también nos darán CG;CB;;GM :BN::CM :CN, ó 
R:R^::pang,:tang/::sec*:sec/ (b),

^Comparando en la proporción ( d ) la diferencia de antecedentes 
con la de consecuentes respecto de las des primeras razones , será .
R  —  sen.rR  ̂—  sen/::R:R% y como Zí. —  sen, =  eos. vers, será 
eos, vers.: eos, versan K:R  ̂j ejecutando lo mismo con la primera y últi
ma razón, serk R  — eos,: K '—  eos/:: R:R' 6 (Ó33 ( h) ) sen. vers,:.sen.

-Af' A  .-ysj/J'•a
,1

■j *>

A

vers, :̂: RiRf*

Ahora
R^

R*
cot.: cot/ : :— -¡ tang.

tang.

R'^

, C O U

2̂ /2

tang,
r  -

s'

tang
- •.■ .R’̂  x  tang/: R'® X tang., y sustituyendo en es-

I• t

ta última razón compuesta en vez de la razón componente tang.': tang., 
su i'^ual (b)R/:K, será cot: cot.';: R* x  R': R'® X R ::R ;R '} del mismo

R®
modo cosec. eosec,!

cosco,: cosec. f . .

sen.

R^
sen.

sen.
luego

R'®
sen.

- ::R x̂s€n. :̂R'^Xsen::: (a) R*xR^Ü'®xR::R:R';

y cómo estas proporciones tienen cotnun la razón R:R^, se deduce que 
R:R î: sen,: sen/:: eos, : eos.':: tang,: tang/:: sec,: sec/:: cot.: cot/:: cosec.l
cosec/:: sen. vers.: sen. vers/:: eos, vers.: eos. vers/ . /-

^Cor. Luego sí respecto de un radio cualquiera calculamos estas 
líneas para todos los arcos comprendidos en el cuadrante , y ponemos
al lado de cada arco .el valor de las líneas trigonomét̂ ^̂ ^̂  le cor,
responden , estas tablas nos servirán para hallar e/tas mismas línea», 
cuando correspondan á otro radio > y además por medio de ellas cuan
do se nos dé un arco podremos déterminarda magnitud de sus líneas 
trigonométricas, y también dada la magnitud de una, línea trigono
métrica podrétnps hallar el valor del arco á que corresponde.^ .

Las tablas qué' se han calculado es suponiendo el radio igual coa 
la ítedad ; luego si supofíémos que L  sea la línea trigonométrica cor- 
re^ondiente al radio R =  i ,  y espresamos por L ' la línea trigon^
■ metrica correspondiente á otro radio cualquiera R ', téndrémos eh gc-
necal jio r  la proposición anterior , t:L::R ';L ', de dondo L ' =  R'. L» 
que hhs dice cuando tengamos el válor de una linea trigonométri'  ̂
ca cualquiera calculada en\l su¡fuesto de ser el radio i^al-con la anidad^

\ .

\

\  V

> 'i
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' :de i-rigonometr/a. aSd
y Ia deseemos tener cuando, el radio tenga un valof cualquiera, no hay
.mâ s que multtphcar e¡l.mlor c.alcidado en̂  el. su^üesio. de ser i el radio por 
el valor del nuevo radio.y

í; :'
D e  la foxinacion. de las tahlas de las lineas trigonométricas,

/  ■ -

640 NoAhaii:-sido.«íi todos tiempos unas mismas las lineas de que 
se ha hecho mso. para íijac los áflgulos píos antiguos se valían para esto
de.ks;cuerdas;de Jos areos.uTolomeo ya^hacemso de las muerdas en la
resolueionde sus triángulos ,ly.pqrtemn ei;primer libro de su Almagesto 
una tabla en que estáii calculadas Jas cuerdas de los arcos de medio en 
medio grado, considerando al radio dividido en .60 partes , y al diá- 
metr-o .por, consiguiente, en 120 : despues los Árabes usaron de las mi- 
ía. Q5 -.d̂ iiâ s cuerdas ,de los. áreos duplosrGomo 'se ve ya-:eo -las tablas al- 
Jonsniasíiyiá Joí-números:que;espresaban las partes.del radío- que cor- 
respondí^ ;á cada media cuerda , les dieron aje-górieamente; el:nombré 
de También se ven en Copérnico calculadas las mitades dé estas 
cuerdas o los senos 5 Regio Montano introdujo las tangentes , á cuyo 

, ^ n p n  J e jla u ,p :^ p ^ ^  en Jas  ̂obras de Vieta se htdlan c^lculadl^ 
las secantes a. q u e d - ■ llama, cinon feeundismos Después; :qne:rel;-Baron 
de Neper descubrió los logaritmos , se sustituyeron estos á los números

 ̂-^adai Jíneat T osd étotlos con 
q d ed to s. Geoinetras calcúlaton todas sufe tablas- eran mUy penosos- 
pero despnes de lafmyeMcitínOdel cálculo diferencial, se han enonuradj
muy sencillos como manifestarémos á su tiempo.

_  ,< S in  embargo iió ,podemos medos-deimanifes como se pueden

eran los que tenmm.Jopptiguos, por dos razones: la x.̂  porqu’e V  
este modo se podran comparar; ambos métodos , y  la 2.* pordueJós fó 
venes acostumbrados ahespíritu geométrico, m L n  c o n S e c t o
S s  f í f y í n ’ s^“ AÁ.ÍAr-nacion ignoran, lo que les abate al mane-

nemos suficiente con las tres proposiciones siguientes! ^

í s í á  RD " I  v T  ^ de.su mitad. , .
■ í l r a i d f á a ^ i ^  .̂ «̂ eo AHB, y tendremos que

pero suponiendo el radio igual con la unidad ,  se tiene ^ '

A E = |A B = (488 esc. 2,° )|v/2AC x  AD=fV^aAC(ACAlD Cj—

iVa x,i()i--coí. AHBj^lv'a'^a cor. AHB I# I «r
1

2 2\/i ícn.^AHB j luego si llamamos A al arco AHB , será
XOM O I. P A U T E  I I ,  /
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doj V e o s  , I m M m  l o s  s e n o s  y  c Q s e < i m  d e  l a  s u m a -  y  d e  U  d i f e r e n c i a  d e  

d i c h o s  a r c o s .:<f:Sean A B =  A  y B D .:^  B (fig, .266) lós Rreos que. se nób dan : y
'  ̂ ‘ Pcolocadó el; uncí á d̂oníimpacion  ̂del otro,

seia A üiJ ■ 4 iA M = á A B ^ B M = = A B ^ B D s= ií^ B í iueeo SI ba-
s  í f = . » .  (a * . b , y m ?

j  ̂ -n.v __ lactriC T/ÍÍ nrpc .. 11 n^sen (A-^BU  para encontrar estos valores, unirémos el pu^to ^  coa
D tiraremos e l i d i ó  CB q u e  s e r á  perpendicular (436) a M D ,,bajaic-
mós desde B la BE perpendicular.á: AG y/tirandoda aK- p'erpendicular, 
Y la HE paralela: A'AG ,'; losl triángulos .BCEíHGRi-seraii,semejantes y 
L á n  BG:GHt:BM;HIÍ-G G ;vid

\ ...  ̂ _ .* ,M * r  I ' t  •  ̂ * 1 * . i  • ► * .« j  ' .* í ¿ . I  i > '

- ■ ■•' ' ' •  ' '  ' '  'seH A>(c6LB ■'

ó R:co5.B::5en .A R H =  • — -
cós^Amcos.B1. AüC- G

•/) n 7

V i

.K ; \ r

V  *

' ■ ■ -4 7
; i

I

y Be:GH::GE:GK i/OA R:cos.iB!:coí.£A:GK. ^  .1J i j

•S S 1
‘ i í  » í r ‘ > d( '** Jn : 5 CC' /'

s t

^ t> \

r  í Vi
íl cr\'> . íL o s  triáMedlos UHad.j;A_iíB/is®a.s'^aut6«'por:%er r- ŝ .

dicudar á B G , l Í  prolongada á £ E  j  y . E í l t ^ i e n  ; F ó t o ^ a  seria 
perpendicular á B E , por serlo a su paralela D F ; luego ¿aran^

sen Bxcos,A
CB:DH:ceE;DL ó E=:scn3 ::cas;A:DL =

1
• i  :*•

R V.'  * 7  .-»>«• J  ^

} '

*é . y

. v r , .  . .  .. .
CB:DH;:BE:EH, ó R: íeá. B :: íen..A:IiB^ ' ' ' -  -

A

R
*. - ? \

pero DE E IK ^ D L

• * M

sen,Axcos,B sen,B'kcos.A
• .  '  m  '  A .  .  __ _ _

> < * ! R R

y cómo i
f

. f • I ’<

spi. (A,-t-B)

jen. .(A h -B )  ,;-se
s e n  A x c o s . B ^ s e H . B ' : < c 6 s ' A

\ k

y tos, (A* • ■ .*
/  .- ■■ - , 

cúi,-Axcos,B

B) cor. A B D = G F. CK— K F=G K— HL: • «••• t

sen.Axsen.B. cos.Axcos.B— senAxsen.B
/• f '

R R R
(i>

.̂ /

‘ A. vrí - *■

<Para hallar el seno M P y el coseno PC de , la diferencia de éstos

i

> •

-i

X

T- .

Al* ♦ /
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a reos, ^tírarém^ desde A C , y tendréinos
loa triangulos MHN y DLH son Í3Ó1) iguales, por ser DH — MH
ei= ángulo DHL =  NMH y L D H izN H M  por correspondientes* lueeo

(AMB— BM) n  sen, A M  := M P =:_;NK r=HK— HK ~  DL  —  

sen.Axcos.B sen.Bxcos.Á sen.Axcos-B~sen.Bxcos,A
(y)-5 - - 1 •R

4

ypQí.(A-—B)
cos^Axcos-B

, :R  , ;  ■ ' R
COÍ.  A M  == CP =  CKh -  PK= CK
sen.Axsen.B cos.Axcos.

S X

M N

í
^ . v  X - v  . • ?  '  \ t  > f \  ¡ \ t  . ̂ -A . .  w .  - x } ) .  '  }  -  A 4 .  ; 4 ,  j• • -T. - . . - .  ̂ V. ..i  ̂ i 'i . s  , ‘ : •» ; • V ; i . _  ’

<$^3 ■ Cor. De aquí se deduce que la suma de Jos.^enQs de dos ar- 
c6s.y^smsw difexmáa'yXo’inOila tan de la mitad':de la suma de dC 
ellos arcos és á la tangente de da m tad de su diferencia, '

<Pqrque si suponemos el radio igual con la unidad y sumamos las 
ecuaciones (w), (y)̂  tendremos

n-,áxsen,B
—  (O- i .

*. >

\  -
p. sen,(A^B)~^sen.{A~-^\ 2sen,A,cos,Br,
táíños.’ tendremos

• /

.'y si la,f; restámos;,^ te.
p •

senfA^B)-^sen-.(A— B)t±2Cds,A.sen,B 5

É

V

que haciendo A-{^B ~  A'^y A

- :̂A
< .*  V  -
B

V t  '
j

. 2 ,  _ .  a
"  '  J  -  •  .  .  .  '  : '

estas sustituciones, tendrémos
A '- t - .m  A '— B '

B ', nos resultará (§ 239)
B ' : 'r - L s . .y

* ̂

«  *\~ 7

sen,A^-^sen*B- 2íe«. j -
X cô .

sen» A'-^semB' ==: 2coíé •  -
V xsem rx ».  k

V................................. ....................................................... -  k  ?  :  .  ■ ;  '  ■■
que dividida la primera por la segunda , nos dará

1

sen,A  ̂-h.sen,B
2 sen.

A B ' :
— Xcoiy. - -

B Â  '^B
sen.

. f
y * ' i

seúiA-'^sen.B y Â  -^Bf A A ' 
2C05,------- x s e n , ~

B ' /X
eos.

1 »

A ' — B
eos.

, (iy, (ó)] tang. '  A'
-  xcot. y B f

/  -
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&p2 TRAT AÍ>Ó ■ EX-EMENTAi.
i  I

l  ■

l •
• V

tang, ■

A ' ^  B‘
f  \ . tmg

•(
. \

que 5 puesta ei^proporcion;, da
I. . . . .

sen,:A' +  sen.B'-.sen.A' -^  sen.B'iitáng.
: a ' B' A'

— ; png.
B'

w  • V, j que tra-
2 . ' 2

^ s e é y  p r  co n sip iite  el c<>senô de m  arco^Ba.'

A  en lasifórmúlas de la

,cn:As('cos.A^sen.Axcps.4  2sen.Axcos.A
\  • / .  f SeniA '^ R k •' i.:

(aa)
j ' ' < ‘V  s _» 'A

.0 .^  X ^ c o i : £ ^ . ^ S x  Í
y Cos. 2^ = — — — ^ —  :

/Haciendo ahora, 2 A = A ', estas formulas se nos convertirán en
>. , - ■> ■ «,_• •>// .........—jen.

'V •

■» i•*:-i

¿sen.iA' X „cy^

R - * V V . ..». •>R
(bb')

ffiAc Ahora para manifestar como con el ausilio de estas.propo- 

, id i .= f s e  puede„ S S

u„?dad ^ :d 7 éá a ‘  hailSr ^0,' L d i I  de la M .  (w

oiodo f* ^ ^ f '^ ^ ‘ f _ ° S d é n ”do1o
p a -  dd .a-

Air\ «inmiesto isuAl coii la unidad. , .
/ iT a P c l is  no son proporcm^^^  ̂ con los senos, porque si esto

 ̂ ' ocp á un arco triplo correspondería ua seno ti;iplo y por 
se vermcase a un arco el de oo  ̂ debería ser |  cuando
lo mismo . Vplrócno^obstanteí cuando íosvarco "
solo ,̂ S Igual con i — .̂V ) ? pcm / v ___ _

relacíoTde los drcbs es mayor que la de sus cuerdas y que

^ ¿ i : : % u p o n e n i o s  ,ue cl areo AEC sea igual con el CB (fe.
¿67) y que dichos dos arcos juntos

tr á  AB^ ̂  AC^~i-CB^-i-2CBxCD y como C/ás= BC por el supuesto y

^ I

* ••' * -
I,

. «
/  *'* f .<55̂ .•

'1 .*

'  4 *

}

f

/•\
. 1/

\ 4 • I • •  ♦ . • f
^  .  r r  ♦ 4

{

N  • ^ ♦ •. • • *;. *í » .* *• •' j
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pequeños podemos suponerlos proporcionales con los senos. JParz condent 
cernes de esto, observáréinos que siendo el seno deíarcodeo' 87890Ó2cr3 
OJ00025 56634Ó1867 , la longitud del mismo arqo , en el ^supuesto de 

' ser el radior= i,. iérá
**  ̂ I *

arco ¿e3^°_^^^^code 3o9_‘arco'de i8 q °_  —. :
2̂  ̂ 6 x  3.̂  ̂ . 6x2^^

3, t 4 i ; 92(S;3;8979324
I2;288,

s  .
I

" OjOqo2 5 5663454<5476 $ donde vemos que

qotno el seno ,en los ir  primeros guarismos 
í ' í h a l l a r  los senos con diez guarismos ,exactos- -p^

! dreinq¿^^pGnérlos proporcionales con los arcos hasta de ua^arco i ¡ 
Onadruplp de; este 5 pues multiplicando tanto el seno como el arco 
P9r ,4, aun Convienen en los diez primeros guarismos 4  luego pd- 

 ̂ drémos hallar el seno de i 'p o r  esta proporción; o''58789o63 5/ r ' : ; sen-̂  í

062 5 — o>ooo2 556434018(5.7: sen. .'1 O5DÓÓ25 I
/

'i  ‘
t

~ »■ í '} iT

:U

r  r

: 0,000^908882054 duplicándolo ,tendremos íín . 2 ';=  o,ooQ58t77<S4i • v

’ >'9"  =0,0,000484813675Vdu^
plicapdo y triplicando este valor tendríamos el de 20' .̂ de &c. ' ■

coseno, y por medio de. ¿  fórtbük
- hanayiatpos el ,de-4;, y lueio.yl .de 8' &c y pror bedio  de Ja;s

? (^ ) > § '^42 ) i» lasj de la suma | y,diferencia de esfps arcos. Te- 
mendo .ya los seíips,í podremos; determinar por: su rfledip ! b  eternas 1¿

f  $

■I
■ t» l •[ i

Í«t i, - 5  

J

i  . S

»< •
AB^==2AC^ sCD X AC^2AC^  4- 2ÍC® =44c® • {}

í  1 í •f» ».•

ni ■}- ¡ '3
I

'■ 'jl
1

y estr^emío la raíz xuadrada^será ^ ^ s A C  ,  lo que: d J ^ E ^  i t j  ̂̂
'  ,  :: ■ ; '  '  -  '  fá c T  •  r M |

‘I i

i
•• j

*»

:T como la relación de los arcos ACB  7 AF.C:ec’'^ .R — -
{ I

f *íl $er¿f .1

ñ

í i 
,]■  í

AC.

j  i ' I
} ó A €B iA JE lC > B ¡t:A C ynos, dice]que^^h^:ré^ ^

tíon^de los arcos es mayor que la de sus ^w^̂ uas.
2 dividiendo por 2 esto desproporción, tendrémos 

ACB A EC B A  A C  ' '

♦ ♦’
' 1  ''a  V

t '  f
' ■ 3 :ÍS

f'

I*.

I s  f  • 2
I «

í ^i y
líi

sen X.* a
c  > 

£ ¡

.  2  ,  "  ,  ■  . 3  .  .  ■  :  ,  2  .  '  2

* *■ I X  • -  ' / * ' ' ' •  r  ^

** \  ̂  ̂ ês mayor que la de los senos;

que ■ nos
, í '/OifS t 1

. . .
\ I

X

\

• , * '  *» '• . t f  1 . 1  . . . .  . '

'  ■ t  * 
< *»

« 4 ‘ '
. u : ,
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tratad o  íiLE;]yiENTAr. 
neas trígonométricas ,■ de manera que disponiéndolas luego convéniea' 
temente ál lado de sus arcos respectivos , tendríamos las.tabias: que sé’ 
piden, y  qué tienen el nombre de. tablas naturales  ̂ porque están las 
líneas trigonométricas espresadas en partes del radio,

^He aquí una
• ¿  I  i

» i

Tabla de tos senos, tangentes y secantes, para cada grado

/

t

l
o

¿  1

f  '  9  %

i e i i o
t 

4 K

•

Coseno Tangente Cótangeñte ^♦ * r f
(

’ Secante' \ \

A í f ' i
 ̂ 1/

Cosecante

> . ; ' ' s

■i ■'
0

.
Q

0  ■

I 0 1 7 4 5 2 4 9 9 9 8 4 7 7 OI 7 4 5 5 1
%

5 7 ^ 2 8 9 9 6 2 I . O O O I 523 5 7 . 2 9 8 6 8 8 89

2 0 3 4 S p 9 f , 9 9 9 3 9 0 8 . 0 3 4 9 2 0 8 , 2 8 . 6 3 6 2 5 3 1 . 0 0 0 6 0 9 5 2 8 , 6 5 3 7 0 8 88

3 0 5 2 3 3 ^ 0 9 9 8 6 2 9 5 0 5 2 4 0 7 8 1 9 . 0 8 1  137:^ u > o o .i 3 7 ^ 3 : i;9 . i 0 7 ^ 3  3 -87

4 o ó 9 7 5 <$5-; 9 9 7 5 6 4 1 0 6 9 9 2 6 8 I4.3OOÓ 6Ó 1 . 0 0 2 4 4 1 9  ^ 1 4 - 3 3 5 5 8 7 8 6

5 : 0 8 7 1 5 . 5 7V
9 9 6 1 9 4 7 ,T

0 8 7 4 8 8 7 I I . 4 3 0 0 5 2 1 . 0 0 3 8 1 9 8 í  i  ■ 4 7 3  7 1 3::
i

85
1•i

6
V

1 0 4 5  28;5 9 9 4 5 3 1 9

1, *

L 0 5 1 0 4 2 9 . 5 1 4 3 6 4 5 ' 1 . 0 0 5  50 83 9.  5 6 6 7 7 2 2 . - 8 4
í 1 2 1 8 6 9 3 - 9 9 2 5 4 6 2 1 2  27846 ' ; 8 . 1 4 4 3 4 9 4 , r . 0 6 7 5 0 9 8 ^ 8 , 2 0 5  5090 83

1 3 9̂ -1 7)3-1 i 9 9 0 2 Ó 8 1 1 4 0 5 4 0 8 : . 7 . 1 1 5  3 -6 9 7 : . X í O g : 9 8 2 7 6  ' 7 . 1 8 5 2 9 6 5 8 2

^ ' 1 0 4 3 4 5
9 8 7 6 8 8 3 ' 1 5 8 3 8 4 4 6 . 3 1 3 7 5 1 5  ; 1 , 0 1 2 4 6 5 1 . < ^ - 3 9 H 5  3 2 ‘ S i

s •
I d ' 1 7 . 3 6 4 8 2 9 8 4 8 0 7 8 1 7 Ó 3 2 7 0 5 . 6 7 1 2 8 1 8 - x . - o  1 5 4 2 6 6 :

. .y .......... t

5 ^ 7 5 8 7 7 0 5 ^
8 0

-j .V.
i < i -  ^ ‘ Í 9 0 8 0 9 0 ' 9 8 i 6 2 7 2 '

$

1 9 4 3 8 0 3 5 . 1 4 4 5 5 4 0 1 . 0 1 8 7 1 6 7 ; , 5 - ' 3 4 0 8 4 3 1 7 9

1 3 .2 0 7 9 1 1 7 ^ 9 7 8 1 4 7 6 2 1 2 5 5 6 6 4 . 7 0 4 6 3 0 1 1 . 0 2 2 3 4 0 6 4 . 8 0 9 7 3 4 3  ■ 7 8
\

1 3
■2 2 4 9 5 I I . :9 7 4 3 7 o  i : 2 3 0 8 6 8 2 ^

4 - 3 3 1 4 7 5 9 '
1 , 0 2 6 3 0 4 1 ' 4 . 4 4 5 4 1 1 5

7 7

1 4 2 4 1 9 2 1 9 9 7 0 2 9 5 7 : 2 4 9 3 2 8 0 4 . 0 1 0 7 8 0 9 1 . 0 3 0 6 1  3 6
4 - 1 3 3 5 * 5 5 5

7 6

í  5
,2 ^ ’ 8 8 i 9 o

 ̂ . r
9 6  5 9 2 5 8 2 6 7 9 4 9 2  ^ 3 . 7 3 2 0 5 0 8 1 . 0 3 5 2 7 6 2

>
3 . 8 6 3 7 0 3 3 : 7 5

i 6 2 7 5 6 3 7 4 9 6 1 2 6 1 7

4 * \
2 8 6 7 4 5 4 3 . 4 8 7 4 1 4 4

4
1 . 0 4 0 2 9 9 4 ■ 3 - < 5 2 7 9 5 5 3 7 4

I ?
2 9 2 3 7 1 7 9 5 6 3 0 4 8 : 3 0 3 7 3 0 7 3 . 2 7 0 8 5 2 6 J . O 4 5 Ó 9 1 8 3 . 4 2 0 3 0 3 6 7 3

i 8 3 0 9 0 1 7 0 9 5 1 0 5 6 5 3 2 4 9 1 9 7 3 . 0 7 7 0 8 3 5 1 . 0 5 1 4 6 2 2 3 . 2 3 6 0 6 8 0 7 2
r

r p ; : 3 2 5 5 6 8 2 9 4 5 5 1 8 6 3 4 4 3 2 7 6 , 2 . 9 0 4 2 1 0 9 1 . 0 5 7 6 2 0 7 ■3 - 0 7 1  5  5 3 5 ’ 7 1

2 0 3 4 2 a 2 '’’6 r 9 3 9 6 9 2 6
/1

3 6 3 9 7 0 2

¿ •
2 . 7 4 7 4 7 7 4 1 . 0 6 4 1 7 7 8 ', 2 . 9 2 3 8 0 4 4 7 0

2 1 3 5 8 3 ^ 7 9 .

f

9 3 3 5 8 0 4

, } 

3 8 3 8 6 4 0

V S ♦  ̂ ,

2 . 6 0 5 0 8 9 1

V

I . 0 7 I 1 4 5 0 2 . 7 9 0 4 2 8 1 6 9

1 2 2 3 7 4 6 0 6 6 ,,I 9 2 7 1 8 3 9 4 0 4 0 2 6 2 ' 2 . 4 7 5 0 8 6 9 1 . 0 7 8 5 3 4 7 . 2 . Ó 6 9 4 6 7 2 6 8♦ 4
2 3 . 3 9 0 7 3 1 I 1  9 2 0 5 0 4 9 4 2 4 4 7 4 8 ' 2 . 3 5 5 8 5 2 4 : I . 0 8 6 3 Ó 0 4 3 - 5 5 9 3 0 4 7

Ó 7

2 4 4 0 6 7 3 6 6 9 1 3 5 4 5 $ , 4 4 5 2 2 8 7 2 . 2 4 6 0 3 6 8 1 . 0 9 4 6 3 6 3 2 - 4 5 8 5 9 3 3
6 0

« 5
4 2 2 Ó 1 8 3 !  9 0 0 3 0 7 8 ’ 4 6 6 3 0 7 7 2 . 1 4 4 5 0 6 9 1 . 1 0 3 3 7 7 9 2 . 3 6 6 2 0 1 6

V
1 6 5

4

\

/

{

\

\

-I '«

' i .  •

( l • \

• \  ■

• í
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DE trigonometría.
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>

2(5 ■ 4383711 8 9 8 7 9 4 0 4 8 7 7 3 2 6 2 .0 5 0 3 0 3 8 1 . 1 1 2 6 0 1 9  1 2 . 2 8 1 1 7 2 0 64 1
.27 4 5 3 9 9 0 5 8 9 Í 0 0 6 5 5 0 9 5 2 5 4 1.902:6105 1 .1 2 : 2 3 2 6 2  1 2 . 2 0 2 6 8 9 3 63
28

A

4 6 9 4 7 1 ó 8 8 2 9 4 7 6 5 3 1 7 0 9 4
A

1 . 8 8 0 7 2 6 5 1 . 1 3 2  5 7 0 1 2 . 1 3 0 0 5 4 5 62
29' 4 8 4 8 0 9 6 8 74 6 1,9 7 5 5 4 3 9 9 Í... 1 . 8 0 4 0 4 7 8 I - 1 4 3 3 5 4 1 2 . 0 6 2 6 6 5 3  1 ó i

: :3o. 5000000 8 6 6 0 2 5 4 5 7 7 3 5 0 3 1 . 7 3 2 0 5 0 8 1 . 1 5 4 7 0 0 5 2 .0 0 0 0 0 0 0 60

'3 1 5150381■ 8 5 7 1 ^ 7 3 : 60 08606 1,6(^42795 1 . 1 6 6 6 3 3 4 i . 9 4 i 6« 4 q 5 9
32 5 2 9 9 1 9 3 8 4 8 0 4 8 1 (5248694 1 . 6 0 0 3 3 4 5 1 . 1 7 9 1 7 8 4 ' 1 , 8 8 7 0 7 9 9 58

■ 33
1

5 4 4 6 3 9 0 838Ó7Ó6 Ó 4 9 4 0 7 6 1 . 5 3 9 8 6 1 9 1 ,1 9 2 .3 6 3 3 1 . 8 3 6 0 7 8 5 57
34 5591-929 -8290376 6 7 4 5 0 8 5 1 . 4 8 2 5 6 1 0 1 . 2 0 6 2 1 7 9 i ‘. 7 8 8 2 9 i 6. 56

■ 3:5. .  S7 Í 'S7 ^4 :
« *

 ̂ •  V

8 1 9 1 5 2 0 7 0 0 2 9 7 5 1 . 4 2 8 1 4 8 0 1 4 2 2 0 7 7 4 6 . 1 . 7 4 3 4 4 6 8 5 5

5 8 7 7 8 5 3 8 0 9 0 1 7 0 -.720,5425: i -3 7 <5 3 8 i 9 1 . 2 3 6 0 6 8 0

1 ♦  ♦  ♦  ^ ♦

(

1 , 7 0 1 3 0 1 6 :
g

54
■37 6 0 1 8  ¥50 7 9 8 6 3  5 5 75:35 ^'41 1 . 3 2 7 0 4 4 8 1 . 2 5 2 1 3 5 7 1 . 6:ói 6 4 0 1 ; .5 3 '
38 6 1 5 6 6 1 5 7 8 8 0 1 0 8 7 8 1 2 8 5 6 1 . 2 7 9 9 4 1 6 1 . 2 6 9 0 1 8 2 ; 1 , 6 2 4 2 6 9 2 : 5 '  ̂I
39 6 2 9 3 2 0 4 7 7 7 1 4 6 0 8 0 9 7 8 4 0 1 . 2 3 4 8 9 7 2 1 . 2 8 6 7 5 9 6 1 . 5 8 9 0 1 5 7 , 5 1 :

, 4 0 6 4 2 7 8 7 6 7 Ó 6 0 4 4 4 ^ 3909^6
$

1 . 1 9 1 7 5 3 6
i

1 . 3 0 5 4 0 7 3 1-5 5 5 7 2 3 8 '
t  «

.50.

4 í
•

6 5 6 0 5 9 0
k

7 5 4 7 0 9 6 8 6 9 2 8 6 7
\

i . i  5 0 3 6 8 4 ' 1 . 3 25 0130:,
« i

^ 5 2 4 2 5 3 ^

t

4 9  í
4 3 .

^  N

6 6 9 1 3 0 6 7 4 3 1 4 4 8 9 0 0 4 0 4 0 I . I I Ó 6 I 2 5 1,3456327.;: 1 .4 .^44765 .48'!
43 6 8 7 9 6 8 4

•  ’s  N  '
7 3 1 3 5 3 7 9 3 2 5 k 5 í í  . 0 7 2 3 6 8 7 ■ i-3Ó732 i7 5 ' I •4 6 6 % rj.g 2 ' 47^

4 4 : •6 9 4 6 5 8 4 7 1 9 3 3 9 S 9 6 5 6 8 8 8 1 - 0 3 5 5 3 0 3
\

1 . 3 9 0 1 6 8 6 1*4 3 9 5 565 4 6 ^
4 5

1

7 0 7 1 0 6 8 7 0 7 1 0 6 8 lOOOOOO' I.OOÓOOOÓ 1 .4 1 4 2 1 3 - 6 r .4 1 4 2 . 1 3 6 ■ 4 5 '

1

1 •  ̂
1
1  • .  X . .
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'  *  < '  •  •  »•

r  , .  r  •

> Seno
\  .

k * 4

Cotangente
7

., Tangente]
'  .  .  * '  

Cosecante
S **  •

Secante ̂
 %

A  9
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CoEtio Ia circunferencia  ̂ dei circulo se ha dividido en estos últi- 
'mos aietnpos, en ,400 ĝrados 5 'corresponden 106 al, cuadrante j y no -; -:l
creeoios: inoportuno-ef poner .aquí ia adjunta ; . ; \ ;

■  ■  i  .*

'•'i,
« 4

Í.
t -•

'• Í U

* »  \Tabla de los senos para cada grado de la ■ división centesimat
j  . . .

\ *  .

4  ̂ *

w

'  0  
0a

V ; Y '  \ -í' -' ' ' ^

' Senos'/'

í í'v;
\ ^í 0  •:
’ O -

, ' 1 - i i ̂ 1 * *

s

Senos\ ’

\ '
* •

} 0.*: 
0

- L.

• v / * ; . • X •

Senos. ’

•  ̂♦
0

‘  *. 
0  
0

1 «
4

Senos.

•

0 -
0

I *' ' * 'V ̂  ̂í
1 ^

Senos.
;

• ♦ ♦ • i ♦
•

A : .  ;

I 0 1 5 7 0 7 3 2 1
%

 ̂ j

3 2 3 9 1 7 4 4 4
Ó 0 0 4 2 0 2 6 1 ( 8 1 8 1 4 9 7 8 í 9 5 5 7 9 3 0

2  . j o =3 'i 4 i ó 8 2  2 3  ¿ ' 8 7 3 7 9 ' 4 2 : 6 1 5 9 0 7 1 6 2 : 8 2 7 d 8 o ó ' 8 2 9 6 0 2 9 i j
SÁ o ' ' 4 7 1 ^ 0 6 5 ^ 2 3 3 4 3 4 7 4 8 4 3 6 2  5 2 4 2 7 8 3 5 8 0 7 4 ' 8 3 9 6 4 7 5 7 4

. 4 : ‘ '0 :5 :2 7 .9 ^ 5 ' ■ 2 4 i j ó 8 ' í  2 4 5 ' 4 4 6 3 7 4 2 4 0 6 4 8 4 4 3 2 7 9 8 4 9 6 8 5 8 3 2

' 5  ■ 0 : 7 8 4 : 5 9 1 2 5 - 3 8 2 6 8 3 4 4 5 . '
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645 Como los senos de los ángulos son proporcionakí con los la
dos opuestos de los triángulos ( 638 ) ,  la resolución de estos se ejecu
ta por medio de proporciones , en las que para sacar un cuarto térmi
no siempre l'e»,necesita hacer una multiplicación y una división j lo cual 
es muy en^rroso cuando los términos tienen muchos guarismos, y por 
lo misino áütes que el Barón de Neper descubriese los logaritmos, los 
cálculos trigonométricos eran muy complicados..Pero despues de esta 
maravillosa iiirencion , calculó este sabio îlos logaritmos de las líneas 
trigonométricas, y dispuso unas tablas en que al lado de cada arco
está calculado el logaritmo de las partes del radio que corresponden
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á- su línea ttigonptnétrica , y. á estas tablas que son las que en el día
se manejan 3 se les ha dado el nombre de tMas trigonométricas arti* 
ficiaks.

, ^Con el fin de que los principiantes entiendan bien su construc
ción , rio hay cosa mas á proposito que hacerles encontrar por sí mis™ 
tilos varios de los valores que en-ellas, se contienen. Por lo que halla- 
rémos en primer lugar el seno artificial de 30*̂  j para lo cual observa- 
rétnps que su seno natural siendo =; f  =  0,5 3 el seno artificial será 
Log. f  =  Log. O35 ~  (§ 309 ) 936989700 3 luego deberemos tener en 
las tablas log* sen. 30*̂  rz 936989700 como en efecto se verifica,

•(Si queremos hallar, por ejemplo , el seno, de .2̂ 3 buscaremos ei 
logaritmo ;de 0:3000581770413 que en virtud de lo dicho ( 309 )
■remos ŝ.ê >63,7ó4756;i que es el mismo valor que se halla en las ta 
para el.:lóg&Ítmo del seno de 2̂  Del mismo modo se hallarían los 
demás.}- . '

. Ahora solo falta el que manifestemos la disposición de las tablas, 
refiriéndonos siempre á las. de nuestro antecesor don Tadeo Lope , ín- 
térin publicamos otras mas completas. '
i Lo primero que observarémos es que solo se necesitan los valores 

„de las iííneas hasta 45°f lo -cual está fundado en que siendo una colí-̂  
nea igû al á la línea de su complemento, la eolínea del arco A será 
igual á la línea de ( f  9 r / í  ) 5 por esta causa se presenta una Uaná 
que fuera de todo tiene por la parte superior el numero de grados 
empezando por cero, y que está dividida en once columnas 3 escepto 
la primera diana que solo está dividida en nueve, y desde la segun
da hasta k  octava se hallan en diez.

La primera es arigostita y tiene en la parte superior la señal de 
minutos 3 porque de arriba , abajo se cuentan en ella los minutos 4 la se
gunda tiérie la señal de segundos , porque.se cuentan ella 3 y se ve 
que vamde diéz en diez , porque las tablas-están calculadas de diez 
en diez segundos 5 la tercera tiene la palabra/og. jetí. porque en ella
están los logaritmos de los senos de Igs arcos que :espresan los gra
dos, minutos y segundos que hay superiores al renglón correspon
diente; la cuarta está señalada con dif. (en la primera llana falta.es- 
tá columna ) 3 qne indica diferencia 3: porque cada niirnero que se ha
lla en ella espresa la diferencia entre los logaritmos de los set^s en
tre que se halla colocado; Ja quinta condene los logaritmos de los 
cosenos como indica log. cos.j la sesta señalada con ri ( esta columna 
falta en las ocho primeras llanas ) contiene las diferencias de dos co
senos consecutivos ; la séptima contiene ios logaritmos de las tangen
tes como indica log. tang. y la octava que está señalada con dif. com, 
espresa la diferencia de dos tangentes consecutivas, y dice que la di
ferencia es común y porque la misma diferencia lo es también de Jos lo
garitmos.de ks cotangentes que. se hálkn en k  novena columna seña-

TOM O I. P A R T E  H . $ 3  -
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/lada Con log* coi. j Ia décima tiene también la iseñal de segundos, pe*- 
ro se debe empezar á contar por abajo j y la undécima , la de minu
tos que también se deben contar por abajo. '

{En estas tablas no se hallan los senos versos, cosenos versos ni 
cosecantes, porque estas líneas se deducen inmediatamente de los se
nos y .cosenos por las fórmulas del (§ 633 ) , y porque por otra par
te no sonündispensables 3 sin embargo, como solo es el seno verso el 
que no es común para un arco y para el que le sirve de suplemento, 
U. José Mendoza y Ríos , capitán de navio de S. M. C. ha calculado 
los logaritmos de los senos versos, cosenos versos y susenos versos 
en sus apreciables tablas para el uso de la navegación: en las cüales 
\hnid. suseno vmo  de un ángulo al seno verso de su . suplemento 3 y 
dice que ha añadido esto, porque de su. uso en Jos  ̂cálculos trigó? 
nométricos podrán sacarse muchas utilidadesj cuya especificación se re
serva este Sábio Español para otra ocasión.}

Las tablas trigonométricas tienen por la parte de abajo fuera del 
cuadro un número que es el complemento del que hay fuera por arri
ba , menos uña unidad 3 y hay en cada columna por^abajo también su 
letrero , pero poniendo coseno donde correspoade 5eno por arriba , co- 
tcmgente donde arriba tangente, 8íCj lo cual está fundado en que una 
cplínea no es mas que la línea de su complemento,
. , 647 Hasta aquí . hemos considerado que el radio con que se han 
formado las tablas era igual con la unidad, y como en este caso los 
valores de los senos, cosenos, tangentes de menos de 4$® y co-

^  v i  «  A  . r *  ' •tangentes de mas. de 45°, son quebrados, sus logaritmos son defecti-
“ • ' ■ j  ^  jt< »

vos y para evitarlos se han puesto los complementos logarítmicos, por 
cüya causa en los resuliados'de los cálculos se deberá tener cuidado con 
rebajar la decena por causa del complemento 3 mas para evitar esto 
se supone el r^diq igual con diez mil millones de partes, cuyo loga-̂  
ritmo es 10,0000000, y considerando las tablas formadas bajo .este ,aŝ  
’pécto solo hay que aumentar una peceña al logaritmo de las tangen
tes yde mas dê qy®-, y á los de las cotángentes de menos de 45*̂ , 
Siendo esta consideración mas sencilla en la práctica , la preferirémos
siempre. :■ . .

Dos usos tienen estas tablas : i.® Hallar en ellas el logaritmo de u-̂  
na línea trigonométrica de un arco dado3"y 2.° dado el logaritmo de u- 
aa línea, determinar el número de grados, minutos, &cque correspon? 
den á:su arco, .  ̂ ; ^ ^

RáH lo primero , se debe advertir en primer, lugar ri el arco qué 
se dáv,' llega ó. pasa de 45̂ 3 si no llega á 45” se deberá buscar el núme--. 
ro de grados por la parte de arriba.̂  despues en la columna de los minu  ̂
tos se buscarán los que tenga el arco propuesto ̂  y luego en la columna de 
los segunííos se buscarán las decenas cpae jlay en el arco propuesto inferiores
alnúmero ' de minutos halladoy -y se verá que logaritmo hay enfrente de eŝ

^  e

■ V
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tcts' sc^úfido cu la coluiTind de la linca tTÍ^oñóiuétTica^uc se
‘huscâ  despues si el arco tiene ademas unidades de segundo , se verá la dî  
prenda que tenga á su lado este logaritmo^ sé multiplicará por las- uni  ̂
dade's de segjindo que haya  ̂ y el producto despues de separado un gua
rismô  :se deberá añadir al logaritnio hallado si es línea  ̂ y si es colinea 
se deberá restar  ̂si adeinas.de unidades de segundo hubiese décimas  ̂y aun 
centésimas/^Cy se multiplicará la diferencia de las tablas por las unida
des y decimales de segundo , en. cuyo producto sé separará un guarismo mas 
de los qué correspondan por las decimales que haya.

Si. el número de grados pasa de 45 se deberá buscar por la parte dé 
'abajo, f  y entonces los minutos y segundos 'se cuentan hacia arriba en las 
columnas de la derecha. Propongámonos , por ejemplo, hallar el loga^ 
ritmb^|í la tangente de 27'̂  43̂  5?'^ 3- Para esto buscarémos prime
ro eí logaritmo que en la columna de la tangente en el cuadro don- 
dé dice; por arriba 27, se halla enfrente def 50'̂  que está in
ferior al 43̂ > y se hallará que es log. tang, 2'i° 43' 50“
A  esto añadiré el producto de 7 '̂, 3 por 512 diferencia dé las 
tablas, qué .............. ..................... ......... ............. ..........

y tendre; /pg. íflwg. 27<> 43'.57'^ 3

9,72073t<í374
Sea ahora el logaritmo qiíe sé quiere buscar, el correspondiente aí 

coseno de 53°37^2ó '̂,3 5. Primero buscaré el logaritmo coseno 53°37'̂ 2̂0̂ ' 
cóntándb por abajo , y en las columnas de la derecha^ y

53° 37  ̂2to '̂'=..................... ...................... . 937731328
De esto restáfé él produejó dé 6' ,̂ 3̂  por 286 diferencia de
las tablas , óne da......... ......V.............. .......... .........................  t

y  téndrémos log, eos, 53°37'26^^,35:=.................V.— .V. 9,7731\^6
648 Para hallar el valor del arco cuando se da el logaritmo de iiiia 

línea trigonométrica, se procederá del modo siguiente ; sé busca en la 
columna de ia linea trigonométrica que se da , tanto por arriba como por 
abajo , la característica del logaritmo conocido j después se van buscando 
los primeros guarismos  ̂ y asi se continúa hasta que sé halle el logaritmo 
exactamente ó se encuentre éntre dos 3 si se halla exactamente no hay 
mas ̂ qnê  ver e l. número de grados que hay fuera del cuadró arri
ba ó aímjô  según en donde esté el nombre de la línea que se conocê  
después si es por  ̂arriba se tomarán en las columnas de los minutos y se 
gundos de la izquierda , los que haya hasta la decena de segundos de 
enfrente del logaritmo hallado  ̂ y sí es por abajo, se to?narán los minu
tos y segundos en las columnas de la derecha.̂

Si no se encuentra exactamente se restará del propuesto el menor de 
los dos _ entre que se halle, y esta diferencia después de añadido un ,cero 
se dividirá por la diferencia délas tablas, y él cociente será el número 
de unidades y decimales de segundo que se lian de añadir á los grados, snu 
ñutos y decenas de segundos hallados antes, jí el arco que se busca cor-
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responde'd línea y y se deberá restar si corresponde . d colinea, t

^Propongámonos, por ejemplo , hallar ei arco en que el logaritmo 
de su seno es 959339523-,

-(Lo primero que harémos es buscar en la columna de los senos entre 
cuales se halla . y eacoíUramos que se halla en la graduación de abajo 
entre el del seno 59° i i '  40*' y^el de 59® 11  ̂ por
lo que del propuesto.^...,.............................. i.;........................... 959339523
restaré el log. sen, 59“ n '  4 0 "= ........................ ..................9:9339478

á la diíérencia.......... .......... .................. ............. ................ .. 9^45
I . .  .   ̂ -i *. .

Je añadiré un cero y  la disidiré por la diferencia que se halla en las

tablas que es 125 , y el cociente----- =  3' ,̂ 6, me dará los segundos
12 5

S '  I ,  * *

y  decimales de segundo 5 por lo cual infiero que 959339523 es el lór 
garitmo del seno d e -59° 11,'' 43̂ ,̂6.̂  ' ■ -

^Supongamos ahora que se quiera hallar el arco cuya cotangente 
tiene.por logaritmo 10,4753632. ¿ o  primero que harémos será buscar 
en la columna de las cotangentes, entre cuales se halla este loga
ritmo  ̂ sin atender á la decena , porque no se halla en las tablas , y  
encontramos contando en Ja graduación de arriba que se halláéntre las 
cotangentes de 18° 30' ro''' y 18  ̂ 30' 20''', siendo el menor el de este
último. ^  V . , ; ■  ■ ’ ; '

Por consiguiente de íóg. p r o p u e s t o . . . . . ........ 10,475363;?
restaré/og. coi.-18° 3 0 '2o'''=±..... ............. ........................... 10,475340^

.   ̂ ^ ^  i  I I  I

A  la resta.............. ........................... ......................................  230

Je^anádiré un ce ro , y dividiéndola por 700, q ü e é s  la diferencia de
■ . . . .  ' ' i  • -

las tablas , resulta =  — “ 3,28 59“ 3^', 3 que serán los segun^
‘ 700- - y  . - , '

dos y^décimas que se habrán de restar dei8° 30' 20'' para tener el arco 
correspondiente al log.̂  de Ja cotangente dada, y se tendrá por ultimo 

,;r,  .) ■ , 10,4753632—iog. cot.i8^3o'u6'<,7 r.
. . ^;Estas reglas hasta hallar las decenas de segundo no tienen hada 
de pvarticuiar , porque dependen de la disposición; que se ha, dado á 
las tablas j y así soló manifestaremos, por qué se ha de ejecutar lo de
mas.: y :es porque ia diferencia que se halla en las táblas es la que 
proyienévde 10̂ ^̂  luego para hallar la que proviene de otro mimero 
cualquiera-de segundos, formaremos esta proporción 10^': » número

- ■  ̂ , ííxD
de segundos que se dan;:D, diferencia de tablas ; ------

'->• , ^ ■ 10

‘{A h o ra , si el arco dado corresponde á una lín ea, como á mayor

f

N ■ .
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arco corresponde'imyor línea, y por consiguiente mayor logaritcno, 
r̂esulta que se deberá añadir la diferencia d al logaritmo correspon- 

■ diente al menor arco. Por el contrario , si el^arco es de colínea como 
ál mayor arco corresponde menor colínea y por consiguiente menor lo
garitmo , se deberá restar dicha diferencia del logaritmo correspon
diente al arco menor. Y como-esta diferencia d viene espresada por

• \  • •
V ' f —y '  ̂ _

íiL_¿.qüe quiere decir que el producto del número de segundos por
I O V í. '

- ía. diferenciá tabular, se ha de dividir por lo, lo que se consigue cor- 
. Mendo la'ícoma un lugar hacia la izquierdaj resulta demostrada la re- 
ígla ‘Cii.los términos que. se enunció* dxio^'

esta proporción , será D:d::io^^:n=- — j luego la
i»  .*  V i

D
diferencia entre el menor de los que se hallan en la tabla y  el pro- 
pue'stoyse deberá multiplicar por io, lo que se consigue añadiéndole 
'ühleero j y déspues se deberá dividir el producto por la diferencia que 
se hallá en las tablas. Este número lie segundos se deberá añadir si él 
arco que ;sei; pide corresponde á línea y pues á mayor logaritmo cor- 
‘f̂ ŝ 'Ólide.rá mayor línea. 5 y por consiguiente mayor arco , y se deberá 
■iíéíStar SI corresponde á colínea; pues á mayor logaritmo corresponde 

colínéa/ y de consiguiente menor arco, y  ^
 ̂ r  . .  .1 ^  V.i V  f

t  i
t>e la resolución de los triángulos rectángulos.

. J

649 Para la resolución de los triángulos rectángulos solo se ne
cesitan dos proporciones generales que se conoceli con el nombre de 
analogias.
' El radio de las tablas es al seiio de uno de los ángulos agudos 

como.la hipotenusa es al lado opuesto a dicho ángulo agudo.
■ 'En efecto 5 sea CDE (ifig. 264)'un triángulo rectángulo cualquiera: 

si siípotiemos que con uña parte CA igual con el radio de las tablas se 
■ttaza el arco ABj resultará que AP. será el seno que se halle en las 
tablas, y CP su coseno; y como los triángulos CAP, CDE son seme
jantes por ser las AP, DE paralelas ,, tendremos CA:AP;;CD;DE, 
ó R. de T: sen, áng. ág. ;; hip.: lad, opuesto.
■ Si comparámos cón el lado GP, teadrémos CA:CPí:CD:GE, ó R 

■de, T: eos..áng. ag.̂ M hip.: lad. ady. á dicho, áng. agudo 'por lo que esta 
primera analogía se enuncia también: el radio, de las tablas es al cosê  
no de uno de los ángulos agados como la hipotenusa es al lado adya* 
cente á dicho ángulo agudo,

{Como el radio.de las tablas se considera igual con la unidad, re
sulta, que, hallando' el cuarto término en las dos prop̂ orciones de arri
ba, será DE“ CDxAP“ iííp-X5en.áng.op.¿iDE,;yCE~CDxCP~/iíp.xcoí, 
áng, ady, á CE, cuyas espjresiones nos manifiestan que en vez deunca--

-
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teto de un triángulo rectángulo se-puede siempre sustituir la hipotenusa 
maltiplicada púr el seno del ángulo 'opuesto  ̂ ó por el coseno del ángulo 
adyacente  ̂ tornados en las tablas,y ^

Ó50 La 2.̂  analogía se enuncia ; el radio de las tablas ,es á Ijatan?* 
gente de uno de los ángulos agudos  ̂ como el cateto adyacente á dicho án~ 
guio agudo es al cateto opuesto.

En efectOj sea el triángulo CDE (fig. 264) rectángulo en E : si 
suponeiTiGS que con el radio CB=:? al fadio de las tablas ,: seai;a2a uh 
arco BA^ y ievantainos la BN tangente en Bj que será por consiguién- 
‘te perpendicular á CE , los triángulos CBN, CDE serán sémejantes/y 
darán C B rrR . deT : BN íntangi ang. a g . C Esi caté adyacente : á ¡dicho 
áng, ag, : D E : : z .  cateto opuesto^ y como la tangente de un ángulo es

i'' / ///og. sen, 30°$7''o •  4  •//
' VLogf ; BC

•

part, corresp. a 5 ,7 
iog, 25S. . . . 
compL log, jR

4 » • • 4 « •
4 é • á « 4

9,71 i '2080 
200 

2,4116197
Ó,

L. 132,693.

•Í2,1238477

'  •?

9

•\

' ' '  ̂
• »

'  C - l

N • f
• .* i

0  - 0  < ^  ^  .  i

la misma que la contángente de su complemento , y en un triángulo 
rectángulo un ángulo agudo es complemento del otro, resulta que 
tang, áng, C será lo mismo que cotang, dng, CNB — CDRf. pQr;;;|pi 
que esta analogía , también-.se puede enunciar .así: CB” R. ¿e

cot, ángi ag, :: CE- — cat, op* áMicho áng,. : DE — cateto adyacente* ' 
«(Dejionde resulta, tomando él radio por unidad, DE=s=CExBN, qué 

quiere decir que en todo triángulo rectángulo un cateto, es igual ala f0íi 
gente trigonométrica de su ángulo opuesto multiplicada por el otro caPAfp  ̂

6$i En la resolución de los triángulos rectángulos pueden íGcm- 
rír dos casos , á saber: el que se dé un lado , y el que.se den 
cada uno de estos se divide en otros dos, a saber, cuando uno de ios 
lados dados es la hipotenusa , y cuándo do Jo ésf dé donde resultan 
cuatro casos: í.° cuando se dá la hipotenusa y un ángulo j 2,^ cuando 
un cateto y un ángulo j 3.  ̂ cuando la hipotenusa y un cateto; y 4.?. 
cuando se dan los dos catetos; todos ellos se resuelven con el áusi- 
lio de estas analogías , advirtieado:que se usa de la t,“ siempre, que 
se dé ó se .busque la hipotenusa , y de, la ,2,^.cuando.no. .. - . y .

^Propongámonos, por, ejemplo, resolver el triángulo ABC (fig*;.268)
" rectángulo en C, en que .se conoee la hipotenusa ÂB qué es de 258 

vâ -ás', y él ángulo A de 30” $7' y 5̂  ̂ 7 ; para esto se escriben los da- 
toé en el mismo triángulo del modo que se ye en la figura; no Se.es-- 
pecifica el ángulo en C, porque se dá conocido, que ha de ser rect(). 
por la naturaleza dei triángulo. ■ , ; .

^Para haíiar el lado BG opuesto al ángulo dado A , usarétnos de 
la primera analogía diciendo, R:5.en.3o"57'5̂ ,̂7;;358;BC que hallaré- 
naos por logaritmos del modo siguiente
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■^Despues para hallar el otro lado AC. nos podríamos valer de la 
mismá analogía 5 despues de hallar el ángulo en
■B=90°-^3o°57'5'''r7=59°2'54"53, pero es mas elegante el encontrar lo 
que se buscíf directamente por lo que se dá; y así usarémos de la mis
ma analogia, pero transformada de este modo 
3j8 vára's.:AC, qüe hallarérnós-por Jogaritmos del modo siguiente

log. eos, 30°$7V<=='. .  . pjpssspsi^ 
par te córrespondiente á 5 ̂ ',7, 

que Se deberá restar por 
■ ir disminuyendo los cosenos
ai crecer el arcor::. , , , . -^72 == L, 221,26,

•..2 5 8 = .... . 254116197
comp/, log, Rzi: ,1 . . , , , o.

/

i

mJ *2,3449056
992 Aunque la aplicación de esta analogías no presenta dificul

tad, no obstante en la práctica suele ofrecer alguna, particularmente 
sinose tiene costumbre dé resolver cuestiones de esta especie j por
que en este caso es necesario repasarlas. Con la mira de dar á los prin
cipiantes todos los ausilios posibles 5 les vamos á poner aquí, una tabla 
en que están Galcúladas las partes, de cada triángulo, de tal modo que 
conservando únicamente ca da memória el mánejo de las tablas no pue
dan equivocarse, ' -

^Para esuô  supondrémps que êl triángulo sea el ABC (fig, 2^p) 
rectángulo eu= eniel cual señalaremos cado angulo constantemente 
por la l¿tra maĵ úsgüra que hay en :su vértice, y el lado opuesto por la 
minuscula coríespondientej de manera que los ángulos los supondremos 
Av B, C, y los lados c, y la solución; general de los diferentes
ca'sols dará ¡a siguiente

*

.4 /• .

li

{ ,

í

• í  *.

. f  

V '
t 7 '

*9* ^  \
*  « W *

i

■» .•>
>• ^ . * 1 «  V -  —

V '
v e  •*,

í a
/  'I 'yA

'Z -
~w

/ .



y

304

<¡

PQ
< ¡

H

•N
O

•
cu

5S
I 'Ví3• » s *
•fok
a55
ÍO

OwQo u
oO55

SCi>

O
Cli

O
O
;s
o<r>

Q

• *>* 4-AS5OO

<3̂
i •

\.*v
'̂ •ñ'v>'

|0
V Q4aCoCU

s

coo<0CTÍ
U

DE
( •. '

? I > . • í. •.
•• ; es

GQJ
be bJD 1 O o I“TH o

be bó
O...

<0 .̂
^  bO ’ T o

bo'bé
S '  ^

o _3
•H,be S
^  3  
+  +

{IQ
O o

ó o -j-

Cl« O-i tjn
s a o
o q0 0

+ +Q ^ 4^ be JO ' . O

' Oh ¡-1 G..& . g iQ
8 ^ k

ci

^  1 
+

IIII “

Ú) ^  +

II II

Q O
ti) tú)O O

obb bb 
o o

o
. ® ^

g .S: II-co a ^

^  S 3 o
bD be C- tíC3 Cd

/-

be be be 0 0 0 be bo be 0 0 0

\'.

Q

: ' ■ j /V
' f. • l . ••■ .'• .’•- * .

0>c/> / - ; ' ' . ? -> . -• , í . j
•I >

II.ÍO-
•  CN

■ •* wo
. "V13 f

\  - <J
X
íS

>11 I

?s
io
'Q'
+o

-Jb I ^
i r ‘ ' f

I  ./' •
.Jb

I

<n 
.  O

ÍN
Q i| O

0
w0 00CN

il
CN
II

o\
ri11 

rci
11

K)
II

« í

II

.bO'cj-Ĉv •W '
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3&É'l̂ áÍ̂ <>ÑÓJVIETBÍA.'v '505
: <Ea ella se ve que ei 3.° y 3er,caso, correspondea al 2.  ̂enuucia-
'á'é'(5$-i):- 'aqLií -para- distinguir cuando ¿el' lado dar
do es el opuesto ó el adyacente al ángulo que se cóaoce.
- . - XP^ra eriteadcr el máiiejó' de esta tabla  ̂ .re&olveréinos por médí.ó 
d'e ella iiri caso /terúeado presenté que si resulta alguna , decena ¡en la 
característica de los logaritmos . qne obtengamos-, se debe borrar» pues 
provendrá del compieméntoifuy's'ea por/ejempíp de un triángulo 
en que se conozca un .cateto de 827̂  varaa,,.y,cl ángulo adyateute de

psÉrâ  e veiriós que eg. el caso. IJ , y si .queremos pa
ra, ¿nayór. claridad ib escribírérnps poniendo C en el ángulo recto , A
, '■ I /  • . 1 ^ J ^ . J ^  X > ___i 1 : . ^ ^  i . .  I_ / i ? . _  \

/  •

'ÍC'I. V'-' í;;1 / éui^./V /- V:

; Xíaríecor/-es.dó/'34=^ _ ^ 7 6 r
i 4

:/og.Ó4o,44.
,  ► .1

- .T ' f \ _ 

-- . *  « »  '  A .  1.  -  ,  . •. .V
%• .*3

’ t •'iOi'i,
y

•  • »  *

i  ^
N

3,0195261 « .  ♦<

luego quedaiá resuelto el triángulo ?7°4s'i<5''',34,
ot& de. 53°i4'43^ ,̂66 , lalh¡pptenasá;,¿e 1045,98 varas, bl lado opueŝ .

:̂ lb̂ ■̂dé-57^&d-ídí̂ >6 4 o/4 4 l̂y elJbtro::̂ de-’̂  ■
y.p ■ t o i ' 'U--I/ ■;■ .■,/Lwir'í u;' í¡;’
^Dc'lóŝ
' ■ ■  ■■' ,-v -'y í-' U  . 7 . ■, ..I

65 3^"Gaáado^utí-triáagklpi no tiene ningún ánguIa^^ecto, se tllamaí 
6KicM îl;Jtí4 í̂ 'ŷ p̂iór-CíiyasígüÍ3ír£2(yi»c®ihó.*ĉ  ̂ ios tresjángulósLcid.s^

1„
' - 'A

n

>ri r. '

>

♦ ^  ^  « j  i  »  ■

los eméo p̂̂ iiiiérM eriuneUdos .(62'6).^Pafá resolver, el primero  ̂ sé. ne-* 
cesUa hacer una p.eqhena construgpipn , que es el bajar una perpen- 
dicuíáî cUésdeí¡él ángulo- ipybr ai'iado ,̂opueko  ̂f  coh loX^^kq^pámáx 
dividido, ea dos triángulos rectángulos, en los que sé coaocé ía hí- 
potequsá , el ángulo recto, y g¿p.Q.,4e loa catetos, en cada uno, á 
ld̂ . ;&é̂ itfenÉós 'déli iá'drf-̂ dbt'e -que capííjâ  perpendieplari; que- eá 
rémos del modo*espuesto (494 ek .), y podrétiíos de este modô  hallar 
unánguiq, y luego por medio de él los otros dos. ( '

{Sea; por -ejemplo -él-triángulo el cual supo-
títóiü̂ íqÜê áéi bbnoéén loséladpŝ  AG >dé- -̂ vatasj AB4e^6otí, )de 
45o?y se tendrá que-será él segmento ü i a y o r a o bo ^r . u^un  uv?

TOiMO I- P A H T E  U .



T R A T A D O  35LEMIENTA]^

B t)

2AC
alígalo A diríamos

rnada de los

\ .
transfor-

i : i

I4. qqsyA

f J

ívi'.
.̂ X'ÍAhorá^^para; H á l l a í ^ - - e l - ^  j At> ^
guio BDC ; í pero; .cpmp ya tenemos hallada j l  Iqgarump de , nos
ahorraréinoa eUqM^^solvediba él ÁBC'pbf (6 z^ \

' ' ' " * ' leer ias ápiicacibhes , que• - C í * -X / • X • i - ' « ; T  - ___ _ _ I_ ^do , debemos empezar por seno, y  si seno,  ̂ ^
do, y así dir|mó^BCF=-4 ô:3^==6oQ;:íe«,A::=5^w.32' 3̂o'3'',H-í «̂-<-j
por logaritmos baUarémoa

/ /  l é » • J. V » - - ̂ » % . > ’ S • > « 4 « ̂ V.
p.cor. a 3 ,1 4

•' 6  O O • • * * * * *

r h A m

3Log. sen. Q 8,7781513

*’b> 5-‘ 'J O <> Ví-'V ̂
P a ra

r̂ .o . vvA—-í'.'í:Oi  ̂.
V .  ' fc.? •

\

f
iV '

L; sen. 45° 4 f  33", §

sumaremos.
la restarem os de i 8 o°, lo que nos dará  ,B = ^ io i  44 22 ,9(5. J

^  ____ eása .net’ésitto tíé  de esta analogía.
La suma dô  ladQs de un triángulo es á su diferencia como ía

^  -m 4  9  J  ^  ^  ^  i  ^  ^  ^  jm

654

í ' i  r*  • , * • ' * ■ » *  • • « , • • ' .
• . >  \  e . 4 i / *  í  V ,

uf' V . '-v-'í U  1 ■ ■ ■ I / ^
-^ .̂i:iquQ)iespi-é§a. ̂  ! .amlpgi^
i  . .- * ~r .

dicha. ( * }
[-■'t

fict. construcción r 'i ■
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CE TRÍGONÓMÉTRfA.
Ahora., por medio de ella resolveréinós el caso enunciadó; porqué 

cuando se nos dé utl ángulo hallaremos la suma de los dírps dos res
tándole de i 8o® j y tomando la mitad tendremos conocidos los tres 
primeros términos de la proporcion a la cual nos dará el cuarto que 
éspresará la Semidíferencia, cotí lo cual se obtendrá el ángulo ma
yor sumando la mitad de la suma con la mitad de la diferencia, y el 
menor restando de la mitad dé la suma la mitad de la diferencia y
eh tercer dado se hallará por lo espuestb (Ó38)/ ■ - ■ ’

' ^Supongamos para dar ün ejemplo de este caso que en el triángü* 
lo ABC (fig. ^72) se dan AB de 120 varasj AC de 340 j y el ángulo 
en A de 30® 40̂  2 $", por lo cual tendrémos

i8o°-B-hC 3P°4 o'2  5''
• V

• i  .-V

74® 39  ̂ 47^  'it
t - . '

f  .r
lo que nos daíá AC-4-AB:AC~AB::íong; B

ta n g .
B—C

C k

o: a 2 ó; i f ang. 74** 3 9/47̂ ,̂ 5: taijg, B—C y

que hallaremos por logarit<
mos del modor-* r-xa i . . *  T* *.-• • • • # »

L ^ ta n g ,

•  ^ t  9 t  > >

i;• • • «r « é •íong, 74** 3 9'4o 
p a r té  corresp .rá  lo s

fCQ77»J)í.iÍQg.4 6 Q.,t...'.n V'

* '  • ;  V  I

f   ̂r r

lój.
Ó20 

2,3424227 
' 7>3372422

^0,2415031
>t

i±=L. t. 6o* 
io V 't .

-  * 2 .

<Para hallaf loS ángulos en B y C, tendremos que B ^ 7 a° ioW '
l l í í i . " ,  í  y c=7t»* =  14® 29 43", 4 v-r»
..... -< » .eA S :i„ » ^ ,B C Íó ,« .4 9 . 5 '43

. : I ‘A  '* r.» 
^  ^  í  ' i  '

*• .

m i í J i M § u l o  ̂  ^ C i f i g .  340 y  ■ h a c ie n d o  cen tro  I n T J l o ^

t a d io  .ig u a l a l  la d o  m a y or AB  ̂ trá ce se  la  sé m ic ir c u n fé r é n c ia  FBD que  
c o r ta  a l la d o  AC p r o lo n g a d o  en F DB y  FB, laáuésépro.^
lo n g a r a  h a s ta  que en cu en tre á  la DE que se t ir a r á  p o r  D paralelamente 
á BC i con  lo  c u a l , é l tr iá n g u lo  FDÉ  j nos d a r á  CF: C D ;; BF -BE- á

• “  ‘̂ «««*™í7íóí él eá této  É D  dom ó r a d ió , é k  íó s  ir iá n g u lo l  Í^ b Á
DBE ré m á n g u lo s  en B, lo s la d o i  BFy BE sérá n  la s  ta n g en tes  d e  ló s  

g u lo s  FDB y BDE  5 p e ro  s ien d o  isó sce les  e l tr iá n g u lo  DAB ,  y  ten iék d ó  

co m ú n  el á n g u lo  BAC coñ e l p r o p u e sto , sé tien e  2ADB==óABD±zit — BAC,
■ por a tr a p a r te  A C B - t ^ C B A s ^ i t - ^ B A C j  lu eg o  sérá  2 A D B 'i± :A C B -i* C B A y

«m ‘:,J> . ;  ,r

\

* / N
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T R A T A D O  E I íE M É N T 'A ^

4; L30::jen.3p'=̂ 40 ;que por Ipgarkin'os, ŝerá* ■
40' j3o'V...u'^'

* »
. '

..  ( ■ 1

ríe cor. a, 5 t > i - í í

. vr«3ó.... • • • • •
co?;jp/. /. í* i 4^^9' o. Log-H^xÍ 7 S>

• >

s ! •f 2
'. 44 • 3

. /

caso,no
ia-analogia general (638) de qup /oí .sctípí de ,los 4 nguh^ los
l0^s iomesm^nes_como dados, (los ;ángulos sfi.¡conoce el terCeíoí t̂es  ̂
tando’su suma de i8o”, la sinaple .prpporcioft nos dará los ladds-

<Sea, por ejemplo, el triángaio ABC (íig. 271) enque supondrémos 
el ángulo,en:G'de ^°27'57'^,;elA:^e.d5°'so^j;eUadd BC.de 533 
vâ as • hal'laréiTios primero el ángulo en B sumando 70° 27 57 con 
65° 20', y restando ê ca suma de 180°, lo quenos dará áng.B=44°i2''3''j

dallar los ladósltÍG,ABj.diréniQsVícniA:íenB;:BCAC;c;i .1 -I
ó sen 63°2o':se».44° i 2' 3"::5 33:AG, íen.A:íen.C:;BC:BA

órcij.d5°2o':íen.70°27'57""533:BA,.<lue por logaritmos nos darán.
M . . .

%  4* . .

JyOg.AC
1̂2 0̂^ ;̂....//.íCrt.

par. corrcíp. á 3 
/og. 3̂ 3**’*‘*******

h

, COW .ícn»
3 t

. ,^5 
2,7267^72
0̂ 0415550 f i

í\ l . i  .  . . 9

; \ 5 
5 >

Log. 408, 91.

•f 2,611 . . . . ; A,

*  V

 ̂.
Log.BÁ

^  3sen-̂ Q'
, part.Gorrcíp.íi 7

'3-" // #•«5 *  * » V

V
a. 533 *̂****'................
l̂ cowp/. log.'senó^Fzo,,.

i 1

9,97424957

2,7267272 c 
0,0415550 í

Log. 552, 75. >

42 r
I  • V

6 56̂  para da resolución del 5.? c ŝo también usaremos d? la misma
• í /•

, y

s r ?

* .i

Iq í/íí Ĵ Fsss tarig, A ^ 3 ^~. f isng >'n > **» •> ¿ J 'S*

V .
■"2 ■; i. r.

'  <

i

a b b ^ a c b
A C B - ^ C B A  a c b — á b c  ,, se tendrá BE'.'̂ 5 '  í . 5

/ (

i  * ^  A ; • * • s  V ^i .

'_— ; y sustituyendo  ̂.sefá AB ACiAB
- ^ /

 ̂ . » V f

■ AC litang.
<í r \ -  

. > *• . \

< *

: tdng
ACB—ABC 'I

L. g. D. D. /
í . t , -

O

’ i
. * ‘ *í

(

r
’ A

I  •

♦ • /

gi; • •
. ,1»

■ , 1.  ,

,í’í
•  ̂̂

' v <

■ . / t ’ t« 4». ♦

. >

> ■ ,'V'

; . v f

*  )*: /:
1' /'5 ' '**C i.

i *

¿ ' , r  4

' r ♦
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V • /

' v f j .
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:TH.tCTONOíWET;R:.fA>-
íknabgsáj/solo que aquí se piieden dar. d̂ ps resolucÍGuesí c ândP 3*i;g'uió 
conocido es el opuesto al lado menor, las que vamos á dar̂  C;n el.sp- 
puesto de que £A Íos Ja
dos AC de 500 varas j, ÁH de 400 , y ángulo eii C opu'esto al menor
de iAB-deu3o°!4 o', 7  . 1

•> ' i
: > . M‘a

,:Se; tendrá; pqés . para determinar el ángulp B por analogía gene
ral AB: sen. C:: AC: ien B, ó 400: sen. 3o°4o';:5oo: sen. B, que haJlárcmos
,p0í %arifgi9  ̂da, modo , -  •• / -  ̂ *. A** '

'I ¿ K  ••

O. ;0
V.

\  J

4

l

» V  i  i i l  3

. sen. 30v4o\^
j / . ' ‘  '1  « • J  •>' * * - 'S  > '  *. .  '  C ;  i  i  /  .' • ^;̂ ,,397?4op j L í 'sen.

39® 3Ó' 34" .  6
"Ó-! / rfij:.

140° 23^2
'ií' :h... -L- fí9j:8o45-i-64" - ‘ , o.' ■ : " A.di;>

®SHdedr4v que el ángulo ed B pueden tener .uno de eatos -dos valo- 
;̂ ;coiíib feo podehlOs■̂ d■étermmár̂ euál̂ :de los.̂ dos:ile conviene, defeé- 
 ̂ este caso resolvet̂  ei t̂riángulo epdos dos supuestos; ^

Rfesolvátiiosléspriiiiero en. ehsupuestoi^de: ser dicho ángulo obtuso
ot : í-4 o!’2 3'2 3'<í 4 .í •c'V ^ 4 -

• \

u-̂ 'íEít: éste caso ji para hallar éh ángulo en̂  A procederemos del modo 
siguiente: sumarémos los ángulos/conocidos j y Será « 3

t^o 9 2 l¿2 ^ / or A_

/;j.a:íBeata4i4o-áhüraieste-■̂ alor./d̂  ̂ i;8o ĵ.oos:.vendrá el valor del tercér 
■ ' BAC^-r8Ó*-̂ .rV7Í̂ 9l3^ 5fA4f e 8 ^ 6  ^
lo/fésta determinar éh lado BGj, para / lo cual tendremos por la 
i;» ;■ fTPnpral jg/j. B A' •̂

// -

lao •  ’ • . A : DC>, o

. ’ V**'

v’ < . . U U ;  M * ; / .  •• 1

sí shm'rn
1 '  1 i

:je»a 140-23:25 ,4;;5oo::̂ en.8'̂ 56í34'̂ ;<í:BC, que por logaritmos será
fe'I; oftíî U ¡̂ ¡J- zh h'r̂ h 6 . -Ad-'.'-r ./I "d* .r-i- :a„  ̂'-̂ Á-.r " ; • ,
«in, 5=.ííH 2,698^ _  , V.

i ) : í ^ h 9 P"^^í « 4  ,d--== - - . , . .  ó i5 )=i.og.i.2 t,9 i.

Í2,0860466
-?,ojniK|ra;rescii!Kério ,ea' ’el 3 .°;casó,i!detéímiriarémos’;an(!e. tridas .cosas el
á«¡giáfo. A«eo etJsúpuristo dei sef agudo «el já9 îoíopuesto*ali;lado.!A©:
et!:;¿uyo.i üa»oriao tríánígülo estará represetítado por iAepAsíendoi,e| áo:

&39°35'34m6,' y obteridrémos el ángulo CABí de r 6'o®43<2:t/6*• 
^̂ ipaíaíihallaií et lado:B'C dirémos C;ABtrAB;;se».A:Bit:y;« i
^Mpe«.,3o®4pA4oo;:ípi. .to9°43'2s'',4;B'C, ^ue por logaritmos será ='

ip9°4 3 '2 s" 4 p;:/pg, , , , | A ,. .A A t ■;
7 0 ° ji ¿\|4 ' ' ) —  9 ,P7 3 7 4 2 3' f  
4 ^ ^ , 2, óq2oóoo > 

cowpfe Í0̂ .JCÍ1.30*̂ 40'....— 0,392393(5 /
-*2,8681959/

t k4  _ *  .  »  .  * .  f

’ * o j  <1 
i  '

JiOg. B'C
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TÍi'aT^O JálíBMKNTAE
K* feudtos t^dos los casos 'de laj * Trigonptnetría

' % • . /
. , r  •• « *'

o aplicación de la Geometría elemental a la medición de lasdméas >y 
dníidúf en el terreno y  di íévMtámiento de planos topógráficós.

: v ( ,

uuo
• ■ i

.X.

~ ' - . » •  •  •  •  -  •  .  

Dé ía míJé/¿ícíórt> ííííáídort dá hti lincas \¡̂ dé foií'imífwnĥ ^̂
A < 9 / 9 y * i . í i T V / f ' I t  ^ C T * / ? .  C  A 4 l £ 7  C .  ' ' ' •  > i ' í *

0 .. ■ 4-> I-*»
\rí ..

A
i' P . 'i

.t¿57 Ya hemos ; visto (;33'6) que el' brtgéri de la Ceo°^etíia; M fdé 
iOt;rbqü,e la. medición de los terrehofj y que'despües sh se ha
elevado y estendido , de manera que;para dicha medición y sus opeía'* 

-clones análogas se ha consetvado eorii el notnbrê  de GspmetHâ cpréjCtka. 
-Una parte detesta ciencia eslía dmision de!'lasf tiertas )̂á la cual ?e;te 
dado el nombte;de gc&déííd;̂  péro'ebasütito de esta. pan  ̂ de la geo- 

dneírla!s|)ráctáGa se: ha:esiehdido,=y;tiene por objetó./#^̂ hédíd« de Iff neí- 
ra,'ó de una parte de su superficiê  por lo que se llatnatt̂  operaeiones gec* 

i déí/cús l á todas aquellasr'que Sé; ejecutan con el objeto de determinar 
los principales puntos de jos estados* .uíí .íiíí

La figura de la tierra.^üe Hasáa-eatQarúlumoS íietqpóS í^
•do-íseriuto-;esferaisé ha enoonarado qiueieSnSemejante.áilai<lde ipr&enta 
una naránja; esto es, aplanada por;ldS:pdlbS:A-y B en la>,:fdím.a!;que 

íise yé (fig*: 274>; la linda ¡AB; quéi une dofe dos-polos sé llama él eje 
de ia ' tierra, y la CD el didmetro ; la relación que tiene AB con Cíi) 
íCá según nuestro Sabio pon.Jorgé: jüan ia,;dé;á55  já ' aódj. toda línea 
que es parálela á la superficie de ía tierra ó á lâ d̂ê â;̂  ̂ aguas del
mar cuando están en calmay;séljartiadinga 7ñ ^ ^ .......... ...

ofiíO'TrniJ:- :

1u

e $  perpeiiciis-uxo.A « ^  . y  "  '

ra del'fcMl'íüélgüé urí cüérpecillo /Cuando sé le'ábarido^  ̂ itiamfies- 
"w la dirección .»emcaí y y toda perpendicular'd esíddíhea» presenta la

j . ¡ Yodos' los ¡puntos de' la superficie deda tierra, ró ;lodosyloS pfintoá 
'déda.Superfig}eidé los líquidosse:;dice qué -eatán¡águn 
îin puntouuatpiera. A de la superficie ¡terrestre;coucébimos) unadinea 
tan^jlte MM, sé¡ dice.qüé dos puntos taks comp; A-y'Ñ'éStánien;.el 
‘nivel aparente. Dos puntos P y Q de esta línea que distasen igual
mente, del ¡punto de contaéto estarán en el nivel »ertíádcroi.porq.ue p0“ 
demos Concebir que por ellos pase una superfiele seniejante á la¡de ia 
tierr% Dé modo qiie dos piintoá; estarán tüy l ntríel verdadero siempre 
que como P y Q, ó ¿ómo' Ay R esleít'á iguaráistancia de O ceutrd 
dé'dáitSf'rá' j y  estarán é mvet .aparenfc' cuando , como A y Q, 
ó como A y N, ó como A y M, ó cómo P y N disten desigualmente
de dicho centro.
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ío que será de 8431574,625 vara? esjpanolásV ĵ. i -  .
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/•La tabla que acabamos de pbner es acaso la mas exacta de cuantas 
sekki publicado; pues las, de otros autores no se han calculado con 
!odo rigor matemádeo. En efecto, la fórmula de que se han valido

I _ _ _ ._̂ . - 1  .̂. M -  í - 1 .  í * »  « cutre la se- 
5 de donde re-es la siguiente. Como la tangente es media 

cante y su parte esterna (493), ®*' tiene
' 4 Q" > '

QS"
ra, como QR que es la diferencia entre w .

apatente es siempre mny pequeña en comparación del diametro ROb
S n i e r r a ,  en vez dekda la secante QRS ponen en el denomma-

' * AQ®
se valen de la espresion QR =  -j^P^*'*
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fortnar dichas tiablas. Aunque el error que de esto pueda resultar no 
sea de mucha ■trascendencia 5 causa sin embargo mucha estrañeza á los 
principiantes el que para determinar, porque se necesita atender, á ella, 
la diferencia QR, se desprecie y se repute por nula la misma Qll.

^Esta tabla basta para los usos comunes dé la nivelación: mas cuan-; 
do iritefésa ínüchoí que dicha operación sea rigorosamente exacta , co
mô  por̂ ejemplo/̂ ĉuandp se hace con el objeto de asegurarse de la po- 
¿Lbilidad-̂ deVreálizar alguna - empresa hidráulica ,, coma eh sangrar un 
fio, abrir un canal y desecar unâ  laguna; &c ,'^s indispensable atender, 
ademas de la diferencia entre el nivel verdadero y aparente, á corregir 
l̂ s alturas yde.nivel: ;obseryad̂  ̂ la refracción-ter
res trév:'Fot;'̂ sta éaúsa,. ha comlsipnadp .el Gobierno para qué
|icíese;;Uha,?niyejacion;leaü'el dtpportanteio.^éío -de.exaihinar ŝi era poi -
íible el proyecté de conducir a Madrid jlas aguaá de los riós Jaramá|

deseando;yo;lío-otmtir hinguna düigencia ;que pudiesé
Gondû ir para.qUe, la. operación se v̂efiíicase pon la exactitud que exÛ

, ^cl í a---  A n|::jpales,;, borque los traj
írjaa cdtóián&/iio‘tieríéü íoda la exáctitud poMbleV'pués'estáa'taiculál

ájos porrláí foraíula inexacía QR
i  í -  '  > *  . f «  ! ' • .

- • t  ^ r

ÍAQ

ÍKS ?2. porque es en medí-i
*• -■> Vt v : J ¿

i?
■vif?® , Ijutóera, una ccimplicací̂ nj ̂ fistra_orBinarî  hacéi?

l4s re^pciones^ y 3.®,, ?pprque vaHando lu^eieptos'dé'Ta re^acdqii 
|)0r la,;pr^áón‘)p tempetat^ra de la attnósfer|.;y;'|^r“btras’niúe^ dííl 
|únstafacias’Oas :tablas;fbrinadas para hacer islaí'dorreécioneá én Fratii| 
¿íá no püddda servir díníla-misma exactitud, hh=Es|)añai • . ' ‘ í |
í í <P&íaíproceder coii'abierto , principié poh tdtaar, iin. término mei 

entre dps.prindpaJíQS!resultados pbteuidosrfpprpnis^nt,,.DeÍambr^
,^c,;^p,:j;jí;ipbtiye coefide|ite de J ,̂j-0fraccipn cua.nd¡o la ail|
tura debbn^ométro eŝ Q̂,,.;Íó la temperaturaUd,° dê  ten^^
rrfetro pop^radp es Q,.Q7ap3j y batiendo las cdnveaiénfésFeducciouaá 
be obte|jldb.(iub Id‘refracción en Madrid, i&bnde la altura:média d'| 
barómétro;éi-de;3©'-pu%adM 6,5 lídeas espampiás'] que hacen si'jaírjp

“"''̂ '■"'"i“-ó;0,709’inétros, y la temperatura'mediia ,es‘de '15“ deil
migradoBst.a espresáda por 0,071:89, Con este dato:hp 

fcálculadoda; adjunta tabla,;  ̂ la cial, al lado deda distanciaba que ;se 
jsuponpque estájde la núrav el nivei, se halJ|t ia corrección que se deíjé 
hacer y teniendo] én'consideración la diferencia entré é f  nivel ycrdadi
ró y ppai'ente y la refracción ; es decir,‘qué á la áltura‘ observada'̂
se débé rebajar la cantidad que está enfrenté del núniero que nías sé 
áproxima á la djistanciá del nivel a la mira-'f por lo Ique,'sí áUa diá' 
taneia.„;de agjo jpies,,la altura de la, línea de;ni.yelr ps 7! pies-,- ppr éjebí-
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pío , se debe rebajVr la cahudad de Oji-33 que está enfrenté de a8oô
que es el nútnerG 'mas. próximo de la tabla

es'

{Tabla en que se contiene la corrección quê  se aeoe nacer ̂ por la aiferen- 
0Ía entre.jcl niveTverdadero y aparente y por la reĵ raccion*' Ms decir^

- .que .á la altara de-'inira de cada estación se le dehe. quitariia.\cantidad 
■ corresponde en lasolumna de da corrección '̂ según la diétahcMl dáh

mira  ̂para que se tenga ia verdadera altura,. ^
i que
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658 Aunque las desigualdades de la superficie terrestre son muv 
cortas -en comparación de toda la-gran mÍsa-de nue.stro g dio n i

to esta .mas alto que otro, y la operación por cuyo medio^se averigua
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se llama nivelación. Los instrumentos para nivelar se conocen con el 
pómbre de, , J Se pueden reducir á tres, que son el m êl de ut-.

, el de .aireiy el ,dejí(g«»' . . ,' v—  ̂ ■ 4  a -tír-/n r.^\El nivel de albañil se compone de dos reglas iguales BA,BC (fig., 27$,)»
qde formkn un ángulo ABC, de cuyo vértice cuelga un hilo que en su
4 tremb tiene un plomito, y que el otro estrémo esta Unido a una c ^
vija q ue tiene por la parte opuesta; en el medio de loa lados tiene un
tiavesáño GH.ó un arcó de círculo KL, que esta® divididos Por_el me
dio ; V si colocado este instrumento .sobre Un plano, el > lo  Bll ocui. 
id la línea de división:,, que hay en el medio del travesano o del arco, 
es señal de que la línea .sobre que insiste es una linea horizontal  ̂ porr 
due en este caso el hilo BD es perpendicular á GH, y a la linea que 
une lofe puntos A y C que es paralela con GH Ahora, si se quisiera a- 
veriguar^si un plano era horizontal, se colocara el nivel en otra posi
ción cualquiera RS , y sí la línea RS lo estuviese , estañamos seguros 
de que todo el plano lo estaba; pues la posición de un plano queda de
terminada por dos líneas que se hallen en él y que se

El nivel de aire (fig. 276) es un tubiio ^e vidrio que esta l̂leno
por lo regular de espíritu de vino,; dejando vacio un poquito donde 
se halla úna burbuja de aire; él principio en que estriba ,su cons
trucción esta tomado de la Hidrostática, y es : c¡ue st 
líquidos, 6. un fluido. U un liquido incapaces

suprior y como el fire pesa menos que el espíritu de vino deberá 

mento sobre un plLo, la ampollka de aire ,
0ue es el espacio que hay éntre las dos argpllitas KjL, sera sehal 
qiae no está el punto A mas alto ni mas bajo que el punto B ; luegct

v 4 “ d . r i l “ 'ñ « a  «  «n tubo de la tee  heja de l,A . t e  .  ? »  »  » »
estremps A y B (fig- 277) tiene otros dos de t̂ r̂ tal M , ^  smeons 
truccidn'estriba también en el siguiente principio hidrostatico,, a saber, 
que sien un tubo dehraaos comunicantes se echa un liquido epaj, quiera  ̂
Subirá en ambos braT.os á' úna niisma[altusrai. porlo quedos estremos de
dicha ftUDerlicie estarán a nivel. i

l í o  Comeste nivel se ejecutan las nivelaciones entre puntos qnq 
no distan demasiado. Abora, para nivelaciones entre puntos demasiadp 
remotos ,Me'usa de niveles con anteojo. Guando para averiguar la dp

m r^ ar#  ,-se llama nivelaln simple y cuando en dos o mas , nive-

s"up3lmos qpe se intente hallar la diferencia del nivel éntre los 
- dos- puntos C y D' (fig. 278), yAettité” os que^smcoloca d^n^vel 

en B sobje. poco mas a meaos a igaal distancia de y >

I
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;DE G E O M E T í l Í A .  p r á c t i c a .

aguá di él nivela clavamos vemcalínente en-G yrD dos miras, como
das'rcpreseíitadas (fig.; 2-79)y y .  miramos .-por los: puntos M>N d é la  
süperíiciei dél agua V y; hacemos ;que' otro suba la tablilla de la mira 
ihasta que la'visual tirada^ppr'M y. N  ̂ yaya á parar á la línea que se
para ;lo blanco'de lo negro , téndrémos quedos puntos E , :F serán dds 
puntos de nivel verdadero, porque si Goncebimos en el punto m uña' 
■ circunferencia eoncéntrica: con iá de la tierra de que sera fangénte la 3 MNE; los.'.puhtGs E,F distarán igualmente del punto de cpnracto.lm.
íAhora j midiendo con-uñar vara; dividida en pulgadas. y líneas;, o  ipe-
,qpr en- pies, décimasí  ̂ centésimas y milesimas de- pie , las alturas- CEyDF, 
prestándolas , él residuo  ̂ será .da/diferenéia .de . nivel :, entre ,G- y I), 
íy para saber qué punto es el mas alto, observaremos que es él mas 
^próximo á la línea de nivel ,jporque si ios dos puntos E y F  están
á niveí , : distan igualmente del' centro >de la .tierra, y si eb punto 

-dista:..'menos de F . que el C- de .E.,. manifiesta que © distaímas'del cetX- 
itro de la tierra'6 está masialto que u   ̂  ̂ . U 1 , ^

' ':Si por la.-naturaleza déltenreno la .visual fuese ja,; terminar en unb
4é los. puntos tal como la. diferencia de nivel estaría representada por
;.CEj y si terminase mas abajó del obgetoVeomo’si supusiéramos que el se- 
,.gundopunto estaLm en'B^'íy queda yisualterminase en D ' la diferencia 

nivel estaría representada: par lá sumaí-déGE- CQndE)/!̂ ;̂ ;̂ porque en- 
aóncés ehándo ,E y B'-etiíel Verdadero mvel ,yestár,ia D ' mas aito que C, 
Ja- maghifúd C E j y: como ü'bí^tá mas alto qaé .D^dá ma^itud. se
tendrá qué estará mas;alto'que'G d magnitud . CEH-^B'D'b 
o : Hemos diGho’ que : se> coloque ;e| niveii sobre poco- mas ó menos á 
igual distancia dé, G y B , porque  ̂si la diferencia entre estas- distancias ' 
¿fuese- considerable :se déberlá'aténder áí la;diferencia entre el nivel ver- 
dadero  ̂ aparente. ■̂ ¡. :■ ’  ̂ - --'' :- ¡ - '

Cuando el terreno es demasiado desigual, las miras son de unos 12. 
píes . emóncés se sueleií^dlamáry estadaiés: dé á^rimensores cowq se. re
presentan en la ;28o)t En este-caso lá variila fn sirve para ba
jar y subir la tabla A  ,, lo que se necesite. Pero como en muchas oca
siones-^uo ; -básta ; esto , '  ÍO’ que se ejecuta es dirigir la puntería* por 
mas arriba ó-por mas abajo de la líhea de .nivel. Y  a s í, pues que se
gún tenemos'colocadb nuestro mivei(fig, 278), el punto lío se pue
de; ver en la línea de nivel', inirarémos desde M  al punto !>■ '' y ve- 
rémos en que punto encuentra este ray9 viíual al tubo QN , y averi
guando la distancia NQ y IVID̂ , los triángulos semejantes M N Q .

nos darán MN , longitud del nivel ;]SQ, lo que sube la pun
tería :.:MB'j distancia del nivel al punto diferencia de nivel..
Eiü.los niveles de otras construcciones se ponen las piezas competen
tes para averiguar lo que sube ó bája la puntería..

660 Cuando la distancia entre los dos puntos es muy considera
ble, no se puede hacer solo por una nivelación sünple,. y se necesitan

/

\
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' TRATADO eí;emental^
= dos ó Eíias: en cuyo icasô se liaiiaa esmtion á¡ cadâ  xiria 'de las -nivela-
■ clones simples (jue se ejecutan.'^FaTailo cual, áe-prpcede¿dcl modo -siguieriv 
■té. ■ Sdpougítmüs c|ue' sCÍquiCFa' hallar. la diferencia: nivel centre dos
-puntos taks''Como  ̂ A-y D (hg- primero':se::GÍaiva una en

Â'y y se cdloea E;, y' ádguah distancia.isohre'poco mas ó
ímenos si se] puede ,  porkjempio ea B j  se clava otra mira ó estadal, 
¿Sê senadaín los' piiiuos --a y ’h 'de nivel , /se averiguan-ias;adturas A'â ' y 
■ Bhoy. .se-apuntan en un papel.f.despues se;pásakhnivel'4-;Otro punto F , 
dejando’ ciavada da m ira. en B, yv: á 4guaf íiistanoia:. ŝobre ̂ poco= mas ̂  d 
;’thehós^c coloca otra iñira euíGy' ŝe: señalan-los ppntos' - d e . nivel e ,. rc, 
y/se ápuntandás alturas Bey se pasa-ol nivel á G , 7  con ias/mis- 

-mas cireunstancias que ántés se:averigLlá^e^.valor de C/, se suman 
.Ids'váiores de Au, B é ,‘C/’ qne representan las alturas de los primeros'
<térmiiiós 5'se suman igualmente los valores de Bh , €c, Dd.qué reprC' 
■semandás d̂e  ̂ios'-seguddosy ŝe- restan éstas idos suinas y el esGesp/és-
presará la diferencia dé nivel:' estanddunasi alto el-primer término'ísi

>la::sumadedostpiimerds4térthinos es menohy y; e l :segundo, si'la Ide es-
'.tos loes, r : ’-vj IvV!, ■ I/ M,'- ::i •./■'li

* * * * *

:Xa razón detestan'égla.es fácihdé percibirq porque sean a^y b las 
áíturas del primer termino Ad y /segundo/Bd.ide. la,''primera, estación  ̂

-fl', dy las; mismás /canudades rBiejyGc ire|aüvas;. á ':tó segunda msmeion  ̂
así ‘SuCesivarn'éátcy diféteheia dé ;mv.el éntre'^A y B seráj

‘de/ló&\puhtos seivá,h/̂ rH<3í̂ 'V'&G -i&c,
Ahorm̂ Kécwudieh Jpunto = A káíá-Kmas.altQ: qiie :gi: B ,/ la ícantidad 

B—a-:̂  y êl: punto. B' mâ  altô que* el G la. cantidad . resulta que
el punco A-estará mas -alto que. él puníO'.C la sumatde: las dos dife- 

.reucias-halladas y. contíriuando.;deL:miamoimo,do} estas coasideraeipneá, 
se hallará por último para la diferencia dé nivel.:entre ios):puií  ̂
,tOS>-A* y/-I>.:-.  ̂ ;-:r. .é.M I '•

i  A * - ,¿ i  f

. e -M' f t l /a Q¡ “I- U
cuyo-resultado maaiíiestá la régla-que sema:enunciado, . ^

Ése, Cuando' el terreno, no : permite coíoéar velmivel en medio de
cada estación, ise áveHgUandas: r»

s, .

,tar con-la diferencia matremi nivel apáreáte yi’ ei/ verdadero . según la 
primera tabla del §. 657 y y también.-coatar, cotí;-la . refracción por la seK 
.ganda tabla,si ia operación debiese ser de mucha trascendencia;

Pai*a hacer las apuntaciones con orden sin: que resulte confusión, 
se pnedéí̂ ûsar de uno de estos dos medios : ó en una cuartilla de pa
pel seseoalan^seia columnas , y se ponen en la primera IpvS hombres-que 
tienen3ps parages que sirven de primer término -̂en. ia próxima 4  sú 
derecha/iá akúra de la línea de-nivel pea la rsiguienie iá distanda dé 
.dicÍTos primeros, tc-rmiaos. ai para ge donde se coloca eí nivel, y en-Jas 
otras tres se escribe lo mismo respecto de ios segundos y o se va for

ias ai 'mismo; tiempo ypara con

\

s

•3

‘ !
•)

/  I' I

I:• ti1
■ ' 5

:.v

.* *‘ .A
, . /

I
¡'

•  «  » 
1 •

, > 1■f

. ' .

f

■ r

i
• i-

'

>'

* ^

■ •' V

•" ;i*.

'r
«. i - .»



mando un I borradoD en -(jué vse;.señalen todas las estaciones apuntan̂ - 
do allí las dimensiones que se tomán como se señala en la figura 281

- dondf el.4vi.15 quiere decir que la altura de la línea, de nivel respecto
al jiuntoi.A ,!¿síaba mas alta 4 .pies y, 5vipulgad ŝ.j.el i8 6 ique la ,dis»- 
tanciáf que hay,, desde A á'E: esvde- 180 piegi&e,; todo lo;'cualf se conu- 
Jtrendiejmucho meqür ívieudp practiear unac nivelación (í̂ ). . - .
■ ■r)] ^HarrtO'laa<piifas.: re.preseníadaB'por la figura 1279, comp: los esí. 
•tadalesrdéi agrimensor:,- figurados en la 280 .son defectuosos por laaral
■zones-'siguieiites : nA,-Pata clavarlos-en el terrenoi-.íi es. la mira {fig. -37«)
se tienq que golpear conmn,mazo en larparte-suípemor j y aunque-la 
’puntai.die -apajasea de:hierrq;,.:;seiuele mncoritrar !mucha:dificultadipai- 
a-duciavarlav iy-dnnsrse abolla dai-punta ó,íse..rompe-con tnúeha .íre. .-cir; - í>-,v.!yVv •'s-¡ , /:  ̂ , • _

(i)...-Bim-.persuadid» de estaMeicdadla Real Academia de. San Fernan
do î e Madridlme common&en- »,de mayo, de Hoz: par a cpie en los meses
de:vpcaQÍúnes diese^n curmde:‘Ge{)desia\pará el ap̂ rovecúanneMo de los

4  J  /  > V  '1 «  < «  '  • y *  n 4 * J t  j  I J  .  1 * '  T  * . .  * -discipdlqs iquê  psludianlaŝ ^̂  ̂Matémdtkas m  las. cátedras déla  Academia 
^dlénUomo^dráellpidélpsmst^^ :c¡ue esPalpMeiâ  Xfesde este tieml
po hemos '¿ieeutmoi^imas 'operactonesíicmidsaS é importantes: y yunure-
mos'aciul elsresultada de la nivelación,, de Madrid, practicada en el mes 
de Setiembre',del&dq-,. f) ¡
si 'El-punto-mas'althde¡Madtíd. esldpuerta dé Santa Bárbara. El quil- 
cid, 4 eAa ihojaii%c¡merdaádesdicha puertalaí salir^dáMadAd está mal
ako^cjüeidsdeAa^ipumade los Pozos piesy.7¡pulgMas:,y.y líneas i'̂ ciue
el: dei lm de mencarral qeivpies^H p iilgácM 6 Aineas {me, eí\ ddla del 
G onde-pu^e-^^m ^, i6yp^ y 4í lineas^ y que la losa donde éné 
Cú.]a el pestillo: -aeila/puévtft de rSan Bernardino pies 11 pulsiodás

y's _ Comolenía .ya::, nivelado con mis. .discípulos dél Seminario-el punto 
mas alta del guardacantón déla :pla%uelu del Seminario y: .^e. está i pie 
•  ̂pulgadas y ólinps mas alto que dicha losa p.ysel ’eseém de la Real
Gaptlla paproqumMe San'Antonia de, la.MoHda,. noMeguimo^pon áste
parage lá nivelación, sino que continuamos por la, puerta de.' Recoletos- 
estupor las operaciones hechos eáiSait se haltábaB^ pies, Tpukadas v 
$ lineas mas .bala, que el quicio áe dicha puerta'de Santa Bárbara]com  
tinuandolainivelmwn: desde la puerta.de Recoletos hallamos que iu ciuh 
CIO estaba ' mas alto que " el punto nías alto del última banco, de piedramue 
hay, en el salan del Prado .i mFbalar háciu la izquierda -̂ 0, pRs ■ i pU-
goda y Alineas i por consiguiente este'punto se halla mas bajo que,el áui- ' 
Cto de la puerta de Santa Bárbara 13 3'piet, 9 pulgadas y s líneas. ' ' 

■La puerta de Atocha está'mas baja que la de Recoletos oz pies .? 
pulgadas, y líneas  ̂ y que la de Santa Bárbara ij6  pies, 11- pulradM 
y<^Ainea. El piso inferior del portillo de Falencia'estaba maslaio que 
el dé la puerta de Recoletos ,120 pies , 6, pulgadas y  8 líneas, y por eon*



t f

hacer iamá&̂ sin mover-;©! terreno ,-:y Gasi nunca. se puede.colocar-coB
■ v- *. I

I—Í
■ ■ situ ien te -m a s b a io . q u e  e l q u ic io  d e  ia ,p u e m a < jd e  S m P a - B a r b a r a  2 o 4 .q ^ ie ^  
■â .puyad̂ as y- irlinecis. Ehporpllo.^de-Embajadas estigmas ha^o.^^e ht 
i)it«-tv? d e  « e c o f e to i- r s o i  f i é s  y s  f ’̂ g a d a s ,.^ ^  ¡ f Í i n e a í ^ y : j , .q u e : .p ^ { ] ^ i o .M  
im -p u e r ta  d e  S d n m E á r b a m  2^3 p ¿ ej,^ .a ctu p « ¿ g to ^ i< y .íp /
á/acm  árm^de^qmm d UEojaMeiU dereP,a.udel.Mlhy^r^ho^ ât

M  Enkdé, cstciká, masiiia]a -.qu,eHañ¿̂ erta de .Reca*

,Í

; j

.,/.T-KATA'DÔ 'EXBMENTAt̂ í  ̂ ,
<íU0iida vará| ;si es' el ^madal-̂ (̂tigi> ^ 2 8 0 ) - ^olpeaí^eníJa-prnta,
nQstiz'a ; pero ea muy pocaS;,ocasiones se consigue clavar córnô CQr=- 
«sponde p 2-: porque ao hay; ningún; medio _de aseggrarse de qne-ste 
clavan ..verticálinente,-y >si<aas ahnrajs ,se,;miden^estandp eoloea^a la ,
mka oblicuandmé y; seó'puedpmxometer; errores aesmuchá considera
ción • V porqae,.; Como;;en todosaQS puntos dqnde .se :xoioqne’la 
mira es^pw en el primCrd y mltimo ha de servirpor . segundo tér- 
tnino^de una estación y por primero de. la estación SJguiénte, re- 
iísuka a ue para que ;sirva de . primer, té rmino' de lesta: se necesita vol- 
Í¿er cr desclavar ,para;voiverla.á colocar;, de modo,que se; presente 
da tabla, que separa lo.¡blanco de; lo; negroiahaciá ed paraje donde se . 
eoioca.el mível en la. estación siguiente ,¡cuya ffiperqciqn nd.se

- . 7

' I

.- • .1

I ̂ 1

.■‘i
♦>. -1̂

. i- ,  li' n  •

-I

\  .  -• 1 ;

'Súliv ds ^ w j .' - w j í*̂ ĈA 4-̂  7?/4vvpietos 68 Pies, 7 pulgadas y a lineas, y que el q^ta . deAa, j e  Santa 

S m o v í  íá^^dds%ÍAque^el M q  dlMeaálem. x^^tes^pq  ^utgadas
y . f ; Hnea > yy i q u i e n  ideylqi fueKtaide Ranta^ Ba^a^^
U  la$uena^jeyfan.t^aoenmesUrmas ,

pJermyde Sm ta‘ SÓrbarw zjq fies , Pi migadas y> .<^Amm^yPor Monst- 

L r .  lasy o í f  apones kP hasm tU $yel pm  de.la^uerta de .San Ficen- 

Z £  ., p k¡g Jm ^ .^'Hneasn #rgo el punta mps aha.Re dicfui.bqlausr

? y Cama-vl: misnioy fiémpo que: nivelábamos j e  i j n  apuntando, las dis-
taneiasi entre las estaciones , fondrémos aquí el pminjra ^e Madrid. Des
de q»'puerta de' San Remar diño- ■ áda jeS im a  ^E a y jó i^  ptesp
desde ista  sálade  «geofetos.^sryóq *fde.:ín;da ftecoktos m^UMeMt^ 
cha yendo por el Prado^<iii pies i de la de.Atocha a

gr4d«?4o¿«y2««doio ;fdkapar« doí leguas 3060 pies, „ ■ -
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DE CECMETHIA Ell^CTrCA. £21
fxnneza sin yariar ó tnover el punto que sirvió de secundo termino da
Ia niveJacion precedente; y como es esencial el que la altura de la 
línea de nivel dei primer término de toda estación se tome con rê  
lacion al mismo pumo cbn que se tomó la altura del segundo término 
de la estación anterior, pueden .resultar de aquí unos errores de mu
cha consideración. / . ; , i

< P o r  esta causa , convencido de la necesidad que había de no
omuir ninguna diligencia para qué la nivelación que ejecuté en H añô  
de iS íp  con el objeiq^tle^averiguar la posibilidad de realizar eí pro
yecto de traer aguas á Maarid, resultase con la mayor exaetitud posi- 

e, me vi precisado á escogitar un medio por el cual se evitasen los 
citados inconvenientes t y no viendo en los autores mas-célebres; que 
tratan está materia ninguna cosa satisfactoria, despues de varias ten
tativas, ideé ia liiira que se ve representada en la (fígí 380"'̂ ). ;

<La parte á donde se ha de dirigir la visual no es plana como eh 
en las figuras 279 y 280,, sitió convexa y semejante ¿ una lenteja 
con el. fin de q'ue el choque dei aire no la haga mover demasiado, fin 
vez de estar toda la parte superior pintada de blanco'y la inferior d¿ 
negro, do estában como se representa en la figura, que por ambas par
tes era: igual, y solo se diferenciaba en >qüe el cuadrante que por un 
lado era,blanco., por el opuesto era negro j y  de este modo se conse-
guia no solo presentar un punto único bien marcado donde hacer coin  ̂
cidir das cerdas del anteojo , sinó que como por, esta disposición se pre- . 
sentaban cuatro pumos en, que los dos cuadrantes opuestos eran blan
cos , y  los otros dos:= negros, no había ,que. ciar vuelta ninguna, á la
m i r a ,  pues cualquiera:.posición que tuviese el niVei en una estácion
respecto de su, anterior, .siempre se verá por el anteojo alguno de los 
cuatro punios del concurso de los euadraijtcs de diferente color ■

<Comoes de la mayor importaneia.el que la mira tenga lim ayor
altura j smdio a la vara la longitud de 20 pies españoles, y ¡se di-

-cada siempre, v ertica lca ía  Ja plomada, d  , y, se: conseguia-nue to ii£ .' 
se .dicha, posición con el ausilio de los cuatro tornilJós deí óie que‘ re
posaban sóbrennos zoquetes de madera;.La lenteja se bajaba y se su
bía por medio de unas poleas b i colocadas á los estremos de la-vara 
De manera que hice la ¡ operación de un modo tan satisfactorio t  qué 

^rrespondio 4 e tai miodo. á la exaetitud cpa que me propuse p b c -  ' 
ticatla, que no puedo. ifieños de recomendar el, uso de estas miras é¿
nivelaciones de impQrtRncia.J i : ,
^ j  pasemos 4 Ja medición de las líneas,

6oi odas las operaciones g êodésicas estriban sobre una prelímí-
m r  que es Ja medición de una linea ausiiiar que se llama base Los

una base que ha de servir peía
' 4 * ■ ■
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■ TBA^ADO E L E M S N T A X  .

s de poco momento son una ~cqdena-6 cuerda ̂  jalones ̂  piquet.es\ ,
y mrma%o.  ̂  ̂ — i - j i
' La cadena qué regularmente se usa sude tener cien pies de largo,
qué conviene engarganten los eslabones los unos con los otros en la
forma que se ve eh la (fig. 282). Cada eslabón debe ser de un pie, y 
de diez en diez pies hay una medalla donde están señalados los pies que 
hay hasta áiií. Eli sus estremos termina cOn unas grandes argollas , .que 
ííintaS con el último eslabón deben-formar la longitud de un pie, y 
ademas el radio del piquete ó estaca (fig. 283), con el íWde que cuan
do esté la-argolla puesta en el piquete corresponda elyprincipio de la
¿adena con el centro ó punta del piquete.  ̂  ̂ .

Lo primero que se necesita es alinear la base ó línea recta que se 
se quiere medir 5 y asi, si se quiere tirar una,línea en la dirección dé

. A á B (fig. 284), se plantan en A.yíen B dos jalones que son Tos re-
, 284'''), bien-sea con la tablilla a ó sin ella j y despues

se' van colocando'detrás oíros , de manera que mirando desde el pri
mero A quedéri ocultos por el segundo; y para medirla se van cla- 
váiidd con el mazo (fig.-283) loSipiquetes á les estremos de la cadena; 
eV'áugéfo que va delante lleva una- porción de piquetes debajo’del bra
zo lós cüalestlos';va cogiéhdo el qúe viene detrás, y tamos como 
•sédn los' piquetes 'qué lévante tamas serán las cadenas que se hat
yán'medido.' 1 , , , , ,.
' " E sc . E li esta' operación conviene muchos el que la ca^na este bien
tibánté j y  por lo mismo hemos aéonsejado la construcción de ia repre- 
sbiitadderi la figura, pues aquellas emque losi eslabones =se unen por 
medio'de-átiiiltís, 'páhdéántniucho mas", cuándo'es"menester saltarmE 
''g'útt hoyó."A la cadena podría- suplir una-cuerda! con ciertas prepara
ciones, ó un compás de varas; pero no con tama exactitud.

La¿ ’cádéXias' que yo use en la citada nivelación eran dê alambre 
imuy delgaclito , á manera de rosario; y en'vez de piquetes usé demnas 
mgújas"de''hierro que- séj clavaban Gcin mucha dadlidad sin nécesidad de 
ttoitó !y qWé' -senpodíam llévar! en lá mano Üasíá’ diezr sin gran inco-
■rribdídádd'' ■' E , "
■ 662 ' Si fuese nécesário tirar ' ó'medir una recta entre dos objetos
.fémótós A y D (fig. 285); que desde el uno no se’pueda ver el otro, 
's'éi'plantaríamn jalón D hácia el medió de pstos objetos, y de modo 
•qüé i sé descubran átabos -desdé allí; se'pondría otro E eii el alinea- 
iffliéhtckílD; despues-Sé-vcíveríá al jaiomíD para' examinar ■ si el rayo 
visual íiE va á parar al punto A ; si se-sépara de él, se-mudará él ja
lón Í§ hácia la derecha ó hácia la' izquierda , y se volverá; á poner el 

■jalón E 'en el nuevo alineamiento DB. Se probará aun si este alinea- 
■luíentó ^olohgadoyasa por eí punto A ; si se-separa de él, se vol- 
ívétá á ejecutar lo mismo-hasta que-el alineamiento DB corresponda

'X

exactamente al medio del punto A. Establecidos ya bíetí’-'dos jalones E

?
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. , , GEOMETbÍa PRiicTrCA
y: D se continuara el aiineainiento comn pn Ia
de„d« colocar loa j . W  I , K &cl La 11» .ia misma manera. se mean a de

Operación se hace con mucha prontitud por Hn*
tos diestros y es d medio de que se hace uL en los ?hrcloValinearse en la línea (fata lia . o en ios ejcrcuos para

vcí lo f '* “ "“ ' r  I»s i.loncs podeoor rccol-
dad?''" ‘ángulo recto, ó tirar una perpendicular á una línea

N  é  ~  ♦

iRes. Tómense ta pies ó unidades en la cadena j con los lados ? a
y 5. en que se descompone el la , fórmese un triángulo, y el áiisuJo
comjirendido por los lados, 3 y 4 será el ángulo rfcto pedido, y por 
consiguiente el un lado perpendicular al otro,  ̂ P

^<Dew, Porque valiendo los lados del triángulo a a v í «ío tí»
luego el triángulo construido es rectángulo (489 cor >

■̂2. IMsdir uucí Itnsct itictccss ihle,
c, r í f -  AB (fig. 286) la línea inaccesible á cau-
sa del no queda atraviesa j levántese en su estrémo B una perpendi
cular BL j divídase en dos partes, iguales en H, y clávese en e L  punto

el punto D , desde el cual tirando una visual por H yaya á parar al 
S í a .   ̂ lííiea LD ea igual á la distancia AB%ue se

iDem. Poique los triángulos ABH,HLD son rectángulos en B v L 
por construcción ^ademas tienen BH =  HL también por construcción  ̂
y los angulos en H iguales por opuestos al vértice  ̂ luego «on igua’ 
les (361) y darán AB=LD, que era L. Q. D. H. y D ®

{_Res. aA Tiradas las perpendiculares BL y LD desde nn 
cualquiera D de esta ultima, tírese una visual al punto A ; póngase un
da'i^rH LD Bh T i? i f ^  ’ mídanse las distan-

Ía L fc B H :A Í  ’  P“  P^poKion
_ <Dem. Porque cueste casólos triángulos ABH,HLD son seme 
jantes, pues ademas del ángulo recto en B y en L tienen los ángulos
o s f s T e t T á  flT L T /d A t™  í  i.d„, hom“Jogosj ŝe tendía HL.LD.;BH:AB, que era L. Q. D. H. y-D.

iRes. 3. Prolongúese á arbitrio la línea AB hácia C; desde este 
punto C tírese unadmea CE que forme con AC un ángulo de una mag

a D que se colocará también de D á E. ^yuitra ae.^t.

■CE

.  «

I •

' \
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. , / Desde el; punto. ai: A tírese una línea , y póngase un: piqúéte 
en ei punto F donde encuentre á ia BE que seAomiará también con 
ialones. Mídase bien exactamente la distancia BF que se llevará de F 
á G . Y se hallará la linea AB por esta proporción 

■ ■ , EG:FG=^BF:;BC:AB, .  ̂ ;
{Dem. Porque si se concibe BH paralela á GE, los triángulos EFH, 

FED serán semejantes, y darán EF:BF;:DE;BH; los .mángulos ACD, 
ABH son también semejantes y dan AC:AB;:CD:BH ; y cüino .DE_CD, 
estas dos proporciones tienen eomun la segunda razón , y P^^o^mismo 
darán EF:BF;;AC:AB, que dividiéndola se convierte eriEÍ —-BF :BF ::AC
—AB;AB;"y como BF—FG, se tiene EG;FG::BC:AB.

.<Tainbien se puede resolver esta, cuestión del modo siguiente: ; ^
/Plántese verticalinente un piquete BC (íig. 287), á poca distancia 

en el alineamiento de AB , plántese otro piquete DE , cuya altura sea 
tal que el vértice se halle en-el rayo visual AC: despues mídase exacta
mente BD la altara de los piquetes BC,DE, y se obtendrá la línea AB 
por esfa prit-rcion DE:Bd::AD:AB , 6 dividiendo DE-BC:BC::AD 
_-AB=BD:AB , que traducida nos dará esta regla. La diferencia 
los jalones es al menor cojno h  distancia de estos es á la distancia ^

^  V  t  •  ♦  ♦ .  •

¿Esc. Sabiendo formar un' ángulo recto y de 60 (probl. i. y esc.) 
Y dividir un ángulo en dos partes iguales (363 probl. 2, ), resulta que 
haciendo el uso conveniente de dichas ccmstrucaones, se podran íor-
mar con la mayor facilidad sobre eFterreno ̂ loŝ  ángulos de
4 5 °,2 2°3oSii°i'V,5°37'3o"&cy 67 30 ,78*45 - . ;
230^5/^2P<?22'3o'' & c , & c . L o cual es de mucha utilidad en la fortifi-
cacion de campaña, '  ̂  ̂ j ___

/664 Con solo el ausilio de la cadena y piquetes se pueden me
dir también las alturas accesibles é inaccesibles por su pie  ̂ porque 
s i  n o s  proponemos medir la torre AB (fig. 288), plantaremos .bien 
veí-ticalmerne un jalón EC, nos alejaremos alguna distancia deteste 
jalón y plántarémos otro DF, de manera ijue se pueda ver el es,’, 
tremo A de la torre por un payo visual FEA que entrase con el es-, 
t r e m o  del piquete. Mírese también un piintp de la torre talcwnoG 
por un rayo visual EG que pase por H , de manera que CH— DF.
Ejecutado esto, si eoncebimos la T G , sera paraMa 
DB ■ V se tendrán los dos triángulos semejantes AGF,EHF qut dan 
FH-HE'-FG-AG, y como los tres primeros términos de esta propor- 
LiP* sái conocidos por lá medida que se puede hacer ellos se 
sigue nue si al cuarto AG se añade la parte que esja^debajo de la 
línea' GW que se puede medir , se tendrá la ¿tura AB de la orre
b de cuálquiera otro objeto. .

/S e  puede omitir el tirar la visual FG , pero emónces despues
de haber ̂ plantado el jalón C E  se buscará el punto I del terreno de-
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De GEOMETRÍÂ  PeAcTICa,
térmlnado por el rayo visual AI 5 despues se medirá la base I B  k

del jalón C E ; y los triángulos, semejantes 
A B ljb y i daian la altura pedida por esta proporción IG;EG:;IB'AB

■ {Si la torre fgese inaccesible por su p ie , se mediría primero oor 
■ el método anterior la distancia inaccesible BC ó BD , y ■ se ejecutaría 
loídémas ..como se aca|ja de manifestar. . 1

- {Esta cuestión se puede también resolver cuando hay.solppór me 
dio de la,sombra. Para esto plántese, un piquete DE ( fig. 289) que 
esté bien vertical.; despues mídase la sombra EF del piquete, tomada 
sobre un plano horizontal, la altura,ED de este piquete sin compren
der en ella la parte sumergida en tierra, y la sombra BC de- la tor
re.,-que deberá tomarse también sobre un plano horizontal; despues 
para hallar la AB formaremos esta proporción. ^
f  .{Lá sombra EF deh piquete ; á su altura; DE , la sombra BC 
dé la torre : á su'altura AB. : ,,
^̂  {Cuyo procedimiento está fundado en que los dos triángulos 

ABC , DEF teniendo iguales sus tres ángulos homólogos son seme
jantes. En efecto,; el ángulo B rr al en E por ser AB y DE ner 
pendiculares al horizonte ó verticales; .el ángulo A formado sobre' 
d  yeruce.de'la torre es igual al ángulo D formado sobre el vér 
tice dd piquete por el , rayo;, solar DF, que se puede considerar na-
raldo al' rayo A C , de dónde se deduce que el tercer ángulo ieual 
ai tercero. ^
: {También se puede resolver la misma cuestión del modo siguien- 
tet pongase n arhitno, como eu C (fig.¡ 290) un espejo bien horizon
tal ;,coioqueseverticalmente mn piquete E D , de manera que están 
do .um ojopen su vértice D perciba d  de la torre en medio del es' 
pejo C ,  mídanse despues exaetamente las distancias B C , CE v la al
tura del piquete D E , con lo cual se tendrá AB por esta nro4 rm,us
.CE:ED;:BC:AB;. porque los triángulos ABC,CED L n  semejarme?, pues 
el â ngulo en_B es igual .con el E por. rectos , y los en C pdr una pro 
piedad que .tiepedn luz, de formar d. ángulo, dé incidencia ACB igual 
al de reflexión DCE ;. duefo los dos triángulos sop semejantes  ̂

;{665 iCuaudo lasmperaciones son de grande importancia como las 
de levantar el plano de una provincia ó reyno, medir un arco de me 
rrdiano & c , es necesario recurrir á otra clase de instrumentos rhas de 
licados para medir la base  ̂ y conviene que se mida lo menos dos ve
ces para: comparar los r_̂ esultados. .Por esta causa en aquella famosa 
espedicion, que en compañía de los Académicos franeeses hicieron núes 
tros sabios Don Jorge Juan y Don .'Antonio UHoa en 1 7 «  ,
dir un arco de meridiano inmediato al ecuador, se dividieron en dos 
compamas; y cada una principió por su lado á medir Ja base que én

IJlloa,,Bouguer y  la Condamine empezaron Ja medida desde Caraba-

N ■
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TU - Don Jorge Juan y Mr. Godin desde Oyámbaro; en cuyo princi-s 
pio’ se hizo una'gran señal semejante á las que se fueron colocando 
despues en toda la estension de la meridiana, y á la que se ve en lo 
(fig. 291), debajo de la cual se puso una gran piedra de molino , y so
bre esta se hizo justaiBente en el parage donde caía la vertical del- 
vertice de la señal, un pequeño punto que sirvió dé^rineipio á lá me- 
d S  la to e  y diiigeLu que 4  practicó igualmente en -el otro es-
tremó./N o era menos importante para la exactitud de la medida de la 
base , el método con que se debía hacer esta p pues el corto error de 
una línea en cada iq toesas produciría piro considerable de casi 61 
de estas en el grado. Esta consideración los obligó á- tomar todas las
precauciones siguientes. V - j • j' '

¿Hicieron tres perchas de tres pulgadas de grueso en cuadro- , de
veinte pies franceses de largo cada una , de madera bien seca , paia- 
qué fuesen poco sensibles en las intemperies, y no tomasen con faci
lidad otra figura que la recta; y en sus estremos clavaron planchas de 
cobre de línea y media de grueso, para que estuviesen bien termina-,
das como se ve en la (fig. ajpaj: ' - - . -

¿Para el gobierno y manejo de estas perchas al colocarlas en la 
direceion de la base y horizontalmente;,)'hicieroiuunos eabalíete's-seraé- 
jantes con corta -diferencia/á .los' que- describe Mr, Gassini en su me- 
dida de la tierra pág. too , sobre los cuales se situaban , y daban to
dos los movimientos necesarios j pero con tanta lentitud y trabajo , que 

' les fué preciso abandonarlos. Desde que tomaron esta resolución fue
ron varias las ideas que se les presentaron para su construcción , las 
cuales ponían prontamente en prácíicá-é iban secésívamente reíoiman
do hasta que usaron de lás caballetes de-Pintor que se veri eu la (fig. 
203I) los cuales no solo se manejaban con prontitud ,' smó qpe corl- 
ser^ban firmemente ¡as perchas en la situación que se ponían. Gonsis- 
tían en/tres palos, taladrados en - sus estremos y por dottde papba' una 

' clavija a que servía de eje , tanto para mantenerles, juntos , Cuánto 
para poner el pie del medio afras, y los otilós dos delante en h ha-  ̂
bía clavada una sortija por donde pasaba un cordel colgado , con cu- 
vo estremo se ataba la percha prontamente por medio de un hojal y 
un boton, quedando el otro estremo firme en la clavija d , y voltean
do esta subía y bajaba con suavidad la percha lo necesario.

¿El’ cattto ó estremo de la prijnera. percha se ponía perpehdicular- 
mente so|>ré"-el punto desde dónde se empezaba á medir por medio de - 
una plomada que se dejaba caer de un hilo muy delgado A (fig. 294)̂  
que tocaba'uj piquete donde se había dejado la otra el dia anteceden
te y se empezaba aquel dia á proseguir ̂  la percha -se colocaba en la 
dirección'de-da base por medio de otra plomada que se tenía en la 
mano , de lo cual se había encargado Mr. Godin, mientras Dop: Jor»
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ge Juan procuraba situarla horizoataluienie, por medio de un n iS  

gibada y exacta, para evitar con ella las tenues desigualdaderS k

; <Puesta la.pnmera percha se: colocaba la segunda y tercera
ciendo se tocasen con prolijidad por, sus estreñios para que no se mo'
vi^n^de la situación en que, estaban,, y se disponían como se v ím
la (fig. 294) í despues d ^ c u a l , se pasaba la mas atrasada adelante 
y se iba ganando terreñbTTde suerte que siempre sé veían dos perchas
ir avanzando en la medida.. ■ . ¿i) í] . n mea 1 teta para

íL u  toesa de -hierro que llevd.jVír. Godin:'de París Íba<
con ellos , l̂a.cual .estaba: mafcada .con: gran drolmdad , y se nenia 
Siempre a la sombra donde ni el sol ni él agua la máliratafen, y con

obtenía, .y se.Je,pudiesen, hacer las correcciones esenciales sobre este punto. - V, wotw

ias. .perchas-éstando^^unalinea recta, tomandb con, un, compás;de.^araa la, longitud dé la

en las,euales=se iban clavando, tachuelas en los puntos<donde^aií ía 
punta del compás, para señalar s.qbre las: cabezas exáctámeníe cada 
toes^,:,j.,siempre ,que se encontraba -diferencia pn la lopgitud dedS  
-perchasy(que aeman toda? tres juntas eni,línea, i,q ,teesás),, ŝe bacía la 
co^etttonde anadiir p,sustraér do.q^ue sélhabía Jioiado , aeniéndo cui

estaban mas Bajasaque la superficiede las: perchas , las dos nhimas toe-
sas se median indinadas , y,reducidas al plano en que se medían las o’

J * i .

. «• i'\ ‘ ' ‘

*  * • >
V  ^  \  ^  •

t ííneAí de ccrrecciort. m
w < • ^

. • J  L .  , ./ i d
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■ '  . - / J a

y" ^ÍSiempré que el- terreno ibadeclinando : y que ks perchas ha
.-ber as de llevar horizontales, se balkbaí, m^y^ltas ó ,£jas en^Z  c í
■ bailetes , se, restituían a su lugar por medio de una plomada dejando
.todas las noches un piquete bien clavado, en,el cual tenían’marcado
,.con un punto ebsinq donde^había-,quedado k  medida. '
- , . <La obra se fué haciendo con cuanta delicadeza se pudo emnlear

N '  dey,73d , y estuyierotí o c u f S r ^

los^Ultimos midieron 52a, habilitados ya con la continuación deitra- 
b a jo ,j  quitados en los primeros dias los impedimentos.

u iPrnn --u es k  pequeña quebrada por Geoinetría tomando
*" j  - V. . . . y

\
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ioS' áufíulos con uha-plancheta , su anchura era solo, d^p, toesas, y 
agregada á la medida de las perchas , y, hechas todas l4s corrección 
nes precisas , hallaron la base ea línea horizontal de 6272 toesas , 4

'̂^^<Don AmmtiV ¿loa  con: Mr. Bougher y; la. Condamine ,1a conclu-

Interior: det¿minacion- de*Don, Jorgeq}uan masi.que.'en 2 pulgadas
V 10 llneás* c ^/T a diferencia de las dos determinaciones aunque corta, tue pre-
cisoXlividirla y tomar un anedio entre las, dos.

moína colocada, en Oyimbaro; hasta la* señal en la piedra Ae .molí-
no colocada en Garaburu. , , ' * * niioa v de M r

V L a  otra compañía compuesta de don Antonio Ujioa y .d e  ivir-
Bouguer y la Condamine , también, usaron, para el manejo de las tres 

tes que describe MrJ CassAuPí:env sü:medidaXe da*.u^ra.*iiag. 4 ^
pero á corto tiém po-los. chcontraroni oon'e|bprqpío detm^

el suelo de la misma manera qííe dos Otros Ip hicieron sobre^ los 
caballetes de Pintor , .y- solo se diferenciaron en; el método.,de. coa  ̂
ducic la medida en'la; dirección de-la, base j'jorque *en 
krse de la plomadaAe que los otrps se s irv k ro rtv e le t^ n -^ ^ ^ b ^

Rezaba a m U d a , y poniéndose un Pbse con su auteojo detras

E S  ¿  o . la P -.a c io a  di da«r.-l.. varas larsas,

ara horirontal

éSwiSfiveniaot' aa valicro.i di ' “•** J  P‘P ' “'V “ " d f  . “ I r o S  vabao tas pirobaa lo necesario, ,  echaban las plomadas que se oiré,
cían Gom̂  se ve en la (figs 296) . oerchas por medioxEkaminabán diariamente la longitud de sus P . . .
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DE GEOMETHÍa
Iqí ks:cot^abí,n'^coa;Í3 toesa:dé, híerjro de âw^ke IPtraiCampania, , , j,,:,. ,; ,■ ^  , : ,'

^La medida de las bases es una de las operáciouiesjrnas 
é împdCtanfes dc" ía^Geódésia j  ̂ ,de su exactitud, y de la medi
ción ,de; los, angulus, es de lo ijiae depeydc la , determinación rigoro* -̂
Sai,dp:MdlStantias>p , o /  - ■ : ' V

.a^BflFj esta eaüsa;dQs^ ŝtr.ónotnos franceses, que sé encargaron' 
l̂ 'jgrftndei:.Qperaeion,,píífa;;íijarí.el .metro' difinitivo ̂  emplearon' 
de, platina ;y, ¡de cobre qpe.,formasen; termómetros metálicos. ■

Es tas .regias emn cuatro, que señalaron fondos númeroŝ  t,2 a '
y.^,psrs,mayor claridad „y tefiían;de .largo 12 ,pies'franceses, con ce '̂:
ca de 6 ,líneas ^m ancho youna.de grueso.'Cada, una ffeneoyl, 0513-;̂ '
^a fiUbtewsudefmns xeglaode.'Cpbre ó: líneas mas corta, queídm regla ' 
d|j¡platmay,,wna, yíot̂ ^̂  estaban fyas ¡solo ,por .«no de;SUS estremos á̂í.
hpdóqge,la¡>d#uciqn de dos, metales: no se nranifestase , sinó por el' 
lado del otro estre.no que estaba¡ libre. ¡Eniónpes se apreciaba á cada' 
momento el efecto dé^lrtémperatura por da cantidad, en que se dilata-' 
^Táa C,ĉ í>ieismaá gue ̂ jaMplatinii c ̂  .esia-Gantídad óí difeceacia de-te' dos 
^im onesose ,estañaba non.qlmusüio de las divisiones a,b trasladadas
lipmf; ef^estrei^ de, la, reglaje cdbFé. ’'' -'"- ■ -.l n.  ̂ , ■, ;
i,,, íCadg,;diyision ¡era de-la,longitud, de da' regla, dé pobre y'- 

l^^e^áun.que se llama el..nuñez poplo ¡quediré,tos muy;en b rev /‘
dí^a^partes dtez,veces menores ó 2dq„milésimas de la, inisma:longitud! -
Las.^yi^iones,se,dmam fácUmepte,por;>med;ioi deilas¡lentós¡¿L^.,. ¡¡n;: ^
s! ;^M:íéPgueta pd cra. una pequeñaregla de platiúa<:diyidida tambiem, 

en 200 'mlesimas deja pvtstoiflegda de,metal > ¡siijeta á correr entre doS' 
ranuras del lado, del,,teFmóinetro metá̂ ^̂  ser vía para,medir' el pe- 
qdmmubter̂ yalo, que se,dexab entre las reglas cuando se, medía la ba
se, y su nunez eran. Para preservar estas reglas, dé los, accidentes
qnp,^oclramsobrevenirles_ en-el transporte,,,yodiacerlas. aun mas
^ ^ £ d  ,^0¡a¡que sê dt̂ maaban ,„estaba;cada una encajadaden/una .pie- ¡
za ;(k',madep ,¡:de:mpd0, que,ípermaneqía, constantemente  ̂en línea rec-- 
U^Spbre;.eljpe^eno m h o _ m  (dg.'apS) q̂ue lo cubría, todo:, había t 
do$, puntas, de hierro en los estremos de,cada regia que, se ¿olo-:
cabaii en, la ;direccion;de la base cuándo se ¡operaba. d,

: <los trípodes sobre qupse colocaban das reglas, tenían cada ,Uno, 
tormUos,.p,stts angudqs; ¡concuyo ¡ausilin̂ se podían levantar ó balar ■’ 
estas¡ceglas, para FGder,haceF.,nso¡de .la? Jengíietas. , . d

Cf 1- wstrmnento AC*. es, ,una especie ale escundracompuesta de uta' 
_ico„d6 ci.r,culp,gr<aduadci „,y.de ¡una, pieza,de cobre ,;áda que está,fi
jo hacia su medio un nivel de aire ef. Este instrumento, se eolocába sô .
bpe cadacegta al- modo que lo baten los albainles i y cUandocel'hiVéí'

ve„¡s.l¡d,d,de;,I. p¡„a *

S l f  d T „ 'S d ,*  "^'*“ '* * 42
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330 TRATADO ErEMENTAl ' ■
vía él instrumento y se colocaba la pieza de cobre eñ la situacioñ *vcf- 
tical^ entonces el arco que había corrjdo era el duplo de lamcíma-
cion déla regla de platina. ,

<Se reconoció por esperimentos muy delicados y repetidos con tnu-
cho cuidadoque el termómetro metálico de la regla número i seña
laba 38«,3 partes á la temperatura del hielo, y que la dilatación de . V . r _ ____ _ __^ Hp Inc termométros.

- s

laoa 355,3 paricí> A ^   ̂ .
cada k ^ a  era de 0,9245 partes por una parte de os termómetros.  ̂
Esto suDUesto, si t'es el término medio de todgs las-observaciones ■

mT  ’ yi. %. 1 . - _t s A r ^ U ^ í >  rtnrantP líl •jiiSto supuesiü, 01 I' vo vx
del termómetro metálico de la regla numero i ,  hechas du^te la me- 
dida de la base, tendrémOs que (t'—385,3 parteí)xo,924^era la cor
rección media de temperatura relativa á esta regla tomáda por modu
lo al grado de hielo; módulo que desigharémos por M. ¿  ̂ .

4L0S mismos esperimentos han hecho conocer que-la regla num; a
espuesta á la misma temperatura , era mas corta que lá pnmera en o,a>’
y que sü termómetro señalaba eptónces 385,5 parí«: poí consiguiente 
la corrección que conviene á esta regla es -

( t " - 385,5) Xo>9245— 0,2 parter. ;;
se vió que las correcciones respectivas de las reglas num.

: = : . 38o,3)xo,9 2 4 5—o,4 p>
3 y 4, sou en las mismas circunstancias —o,4p}
ahora , multiplicando cada una de estas correcciones por el número de
veces que las reglas correspondientes se han colocado sobre la bascj 
se tendrá la corrección para las cuatro reglas 5 pem este resultado se
puede encontrar mas simplemente, porque si t señala el termino me
dio de las observaciones de los cuatro termómetros , hechas durante la 
medida de la base, la corrección media buscada serâ

(í—383,85)X0,9245 ~  0,2 5 parteí =
{Las partes de esta espresion representarán doscientas

-<ETf784empl̂ ^̂ ^̂  éxito los sabios ingleses para
medii- la tóse de^Hounslowheao tubos de vidrio , cuya dilatación ̂ es i 
ménor que la del acero, del hierro fundido y de toda especie de co
bre Los ésperimentos que sé hicieron sobre este punto dieron a cO- 
neSer ^ue ína vara maciza de vidrio es mas dilatable que un ?ubo
de la misma materia. Pero despues estos sábios juzgaron a proposito 
Ldir una base de verificación con una cadena de acero perfectamen- 
té construida, tan exacta y mas sólida que la de tubos de vidiio. Las 
dos Lases situadas á 60 millas de distancia la una de la otra, habien

sini 4Í pülgadas de diferencia  ̂entre la medida directa de una de
v el resultado del cálculo*'̂  , ,

: i^ m o  la medida de una base es un asunto de tanta importancia^
sé : i b í  imponer á los jóvenes en el manejo^de las _ perchas 5 jas que
tóbíá con «te objeto en el Seminario eran de>la pies de largo^ y
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DE geometría ehXctica. , , ,
sosteman en unas mesillas de la forma que se presentan en la JoV
en las cuales el tornillo servía para sujeJr
cuando estaba ya. la meseta, A en la posición conveniente. > . '

De los instrumentóí que sirven para medir los ángulos.

 ̂^  Para la adición  de los ángulos sirven muchos instrumentos

drmtes de arcuh, los circ«/or repaídom y los rscipi«»g«/o 5 siendo
t k í w  "  acomodado que otros en cLtos casos pa>!

.. f

( Antes de pasar mas adelante, vamos á esplicar separadamente una 
parte que es común casi á todos los instrumentos , y de que general- 

en emo se adquiere una idea bastante exacta por no esplicarla aisla-
E„ pri»er lugar, ob.urvaréo.0, W p a E f  M

lo y sobre uno de l ŝ lados el diámetro del mismo círculos De *a-
el ángulo BOD hallamos que OD cae so

.^ r  ijncdioír^ados, se necesitaría qiíe fueSe de un' rLio

-A '"“y embarazoso el instrumento. Por es-
^ibb s^ ^ b in ¿ ^ í°  -  ’ la menor magnitud po-■ V  !• loS/ íMigak» ton la división mas pequeña posibld
 ̂  ̂Antiguamente se trazaban varias circunferencias concéntrica.* c

2 «  ,0. g „ f c  d c d ¡ .r

r ; t g “ „ : r í x > . e “ ¿  * r  x í d f t y ” ! '  -
«  ««Ibuye á, Ped„ N„5 . . ; i„. " T i t a V S r
y  m  ĉónstruccioQ ês la siguiente W  f^ernier,

p ... . .  que se dt,d.ga„ bto,, ,odo eU ,.lfcio “ p lfc 'ó b í:

V

_^
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este borde otra pieza graduada, de este modo :'ae‘ elige un: numero cual- 
quiera:;det panes deb borde del ámtriraientopiesAíe.espacro ee divide 
¿i'la pieza.,aue.hande servir de nuñez enitantas.partes masmnavmomo 
se tomaron en el limbo del instrumento; por ejemplo, sr el arco to
mado sobré el limbo es. de áp partestÓ grados.;.se dividirá ;en el nunez 

■ en 20 partes iguales ; por consiguiente cada espacio del nunez sera igual
á del e s p a c i o  , d e l  t l i m b o  , y  .  la;,diferencianentreiel espacio del Jimbo

'y  eí del nunez.será que estárailí repcpsentadopomaib; luego.ya
ífc valdrá A  , porqwe hay do&.eapacÍDSv,: ê/ii  ̂ &cí. ; ;
.é .,Por c0nsi.guienteopai;a..averiguar.;;eual.es;laí,gradua,Gion en.que di
vide el niulez al limbo de un instrumento, no hay mas que ver .el es
pado que éstádividjdo en, el nupez, áo cuántas divisiones del limbo
e q u i v a l e . y  t e n d r e m o s  q u e , e l o v a l o r , d e  u n ,  e s p a c i o ; d e b D u a e ^ ; . s e r a . p U J i

qld3rad4 ue.tenga,pm.nameradGr:.á,diehonúmem,_y;^^ ,

dor.':á. dicte ;númiro'^mas, Ja :unidad , ,que Ses;, ds nútero;.:de drvisio.
n e s . J e i t e U Í i u z o ' t o e g O '  s r l f e m a m o s  a b , n u m e r o t e e  f í ’ ^ ' s m n e s  , a u e .  s e

I, '
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J
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toman del limbo j representará valor del - espacio del nû
nH-i \  I

i  '• -i
j  i • V 

•A

f  I

nez, y
n-.

ehtre'el vdor der'espacio,idebmutezby.íb;deb ipstrdmentoiiê ^̂ ^
S i m a d a  qior:.un;q^tebrad0..debiespaete>deb Hmbo,,euyte '
sea la unidal; Y■ d  denominador,, el .número ,de,divisiones,deb nunez. ,
' El' nuirez. nos; sirve parai,apreciar lós ángwlosmon menos; erro.û  
el de dicha diferencia. SupoBigamos,!queílS%iqMi^sésdiavenguar; e 
lor deb ángúlo: AbG;y,aquí ,se,ye qúe;estftí#ígBl0 «qaraaIei,ab.,'v¡alor de 
las. seis Ivisionea, que eq elldmljo,hay¿dssdénAi .ademas^l ^ lo r ,
de 'wm - para apreciar .est.e!yalpii,.no hay mas .que,ejeeutarlo siguieate. áe 

esílítcios dei nuñe%/que hfly .gnt-ra hdm m  0 <3d|«?:;po.iO;p.áf mví/dfl\c¡Meimm

w S i a í ¿ r  mn « U  L e s  Í0 difm nm ^nt,e

’ ■ ' E 4 'oráciica, está,j;undada:eü,qu§:,si eluangulo.iuesael ,válr
dría a o d ilá s  divisiones, del, liwfeo ; ,perp, como, nô  f  f

c o m o  salamos por Ja Teglaw.\„í: te, o;-;-;...; ,;c
3, se »reabajcdná

la diferencia,lentre-^íDí dd^: ,d.e oiodó: quft k-idifereacm '  '.í

lr í O j U < J i 6
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inos'^1 caso en t̂ ue cada división.

✓nos ^contraeré-
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• 1 éstoV pai-aK f̂nedirotos, ángulos ■ «jue ofbrmannteritre
si-iios .planos j-se. usa toe -los' iiisfruinentos A y B (fig, ^oaV qye jg ii„

I ' euai i do e l-ángutooeso entrame se -mide ^ o ii'  el b '
toouüfalido- iláásÜos yé-glasívTíiyijíodéómanera.'q ajusten bien ctín tos 
'p tó tos ^)3éritoTináaKeioángtíí3;^:j5.iváeud0,oporfla p  opuesta de'«toa¿
tos grados es .el arco iniercepiado entrefitH^yiehpunto ¿l.rtédibdtela

í J)te^ode. toetal^  ̂t p í e ^ y  I en; / lai i pegiau m-Ty o k  r jedaP i coádenbton
■ queden. tos-.qu:b p0^ .el:Sem inarió .d iy ideu  limbo del Instnumetao 
"deto^.en ^paninutos.^:íeuando<.eli.ángulo .es salieme'seuhace uso deBA 
<'que.sola;s^,diferañcíaodelo.ankíi©to;®a queoademas de das. dos; xeelas 
; iguaifesHk jüu d-hay^totrási dpgip-j f ,  .que ’onídas:íé.ntre.si; por>Piedíó'toe
¡tokola^dotofoftimodüu .rambá pr4 ik  se.eotoca.,deK m odcí^úíSs dos
■ fegias.|>.  ̂í^.seyytosiérttoienogolosípipnos euyaoindtoadon: jseMnide - v
-deosre modo resultaoeer'ei.á/iguto medido;el e:.que(peñalan4estas d¿s, ^ - - -  - - -  l i J i

■reglast c* e5'igt:tal-eoH--í¿---p0r-angulos^ opuestos^Hle-^i^c
^é^n s p0ií= '<ypueátd'áJ '^é-rtiee , ;ei x u a l esmeré represen

y j  d. es j

^a.,cmdad.¿ih-Sámago efi^iíco for íosx-dos .apredMes instrumemisth,
Bommgo.Larní. La ^freiadu^iuncheta-mdti disp^a

^  ‘̂í« ^ F o n t m y  >.tuvo.mAkmenml

^ _ ’Lmsta,-este- instrumento de un trípode .en'foma^de^bastoniv^'m^
capta circula,  ̂ de madera de diez pulgadas de diámetro y dds de espesar
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334- ; TRA»TADO E L E M E N T A S
'Por Io regüiár lo que seiintenta buscar es e l ángulo que fórniati 

¡dichos objetos , suponiéudGlos -proyectados ea un . piano ¡ horizontal; 
que pase por ei vértice , ¡y etítónecs es esenciai el que¡ se colo^ue el 
tabiero en una situación horizontal por medio  ̂de ios niveles ̂  y como
en este caso, piieáe ocurwfc -̂eKque, los objetos B y G no se vean por 
el espacio que ocupan las cerdas , es preferible á la alidada un. anteo
jo A (fig, 304.), el cual, ademas de tener=;la circunstancia, de poder 
bajar .y subir la puntería cuanto se necesite ,lireune,laaventaja de ver 

itofi  ̂ iiiayor: dístanGia.,  ̂ ; >.( o ;  ̂ ¡
V ¡ m6<59 ¡ Otra de los instrumentos que sirven .para medir los ángulos 
es la brújula 1 estaos una caja de cuatro á seis pulgadas en cuadro 
(fig. 305) que tiene en su ¡medio un estilete sobre el cual hay una. agu- 

î ja de acero bien .equilibrada, tocada á .la piedra ¡imán.j el pie de dicho 
•estilete es el centro de un círculo que hay señalado en el fondo con
sus divisiones correspondientes, y . todo está cubierto con un ¡ cristal 
para que e i aíre no ¡ mueva la aguja. Fuera ¡dei Ja caja hay una pieza 

; EF¡ de forma prismática paralela á uno de; los idiámetros AB de la

E i  trípode, es de um construcción igual á la de dos de , que
nos servimos para sentarnos i est.á , armado inferiormem de tres purtt§s 

■aparanfiiavloi: sobre eiiterrem supriorrner^e de tres ^tornilbs ¿en los
■ cuales se asegura la mesa que ha de jírvim para írázar Jar ¡xíííuUÍrí. Unos 
y otros quedan  ̂defendidos, por medio dc la, empuñadura, y del regatón,

, Ea cajita contiene ja  alidada con su nivel de aíre , el declinatorio
■ y un¡ rayador que también. sirve de lapicero: se divide, en dos, partes i y
. ademas de resguardar estos .aparatos^ .está destinada una de¿ellas ai uso 
. principahdehdnstrmnentói: se. Compone deldos piesm f¡h? sOî o0 an -^r 
tneko de m  tornillo i la una es de jj)rma. triangular , ;» cavida-

rdes y se coloca sobre los tornillos del trípode j ía otra presenta una su
perficie circular,inuy plana para .que se estienda sobre ella el .papel^ asf- 
'eurándole y manteniéndole sin abrugas por medio de un anillo de latón. 
Mn iu .centro hay una pieza deUfiismo metal, cms.unMptjero cmdrtco en 
■ donde entra elsegje.de la alidada. Antes,. de¡ operar, con .esta  ̂ se; traza 
- un circulo por medió de una punta, fija ú  fin de que, s^ puedan,,transportar 
' ios ángulos describiendo otro de igual radio, en eh borrador del plano.
• Armada la plancheta se nivela en todas direcciones por medio, de 
los tornillos r se elevan las pínulas en una posición triangular sujetan-,

. do sus estremos pon medio de un pasador , se enfilan cualesquiera objptos 
-■ en todo^l giro delrharizante, se trazan, y numeran las visuales y:se,^- 

cribMlós nombres, ó bien sobre ellas mismas ó en un cuaderno separado, 
y ipór . último se orienta, h  estación con el áusilio. del declinatorio, ̂  _

Ctíanés se quiera nivelar un terreno debe tenerse presente que da v}- 
, sual correspondiente á la intersección de los hilos es paralela al ege del
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 ̂ La eoiistruccton de este instrumenfó estriba en que una rT j
S  d  Jas^gujas itocadasV la
es el dirrgirse'hacia d-ft©rte p  colocada en nn

s r a j„ tS ’ s “5  m

ei iriismo aridulo ® otro objeto y déterminamos

1 » ‘  “ » ™ « » » w .  . *  i i / , ¿  " á B  “s , t  í ñ r „ L i “

S i í ^ s : ? í  -'-'SS
4ngúlos-obs»vaabi soto depcndMi i l  que fó r a l™ “ m T t o ' “ Í “

,  ; = l j J ___ L ;   ̂ . ■ i  1 .  .

«

^^nto a/ plano del instru.

W e ^ r c ^ d o  ee haya suspendido u L

d multiplicar iun ásiEúlo JDehe et h mismo artificio para repetir
wa o d ^ o  . * - “ ' - « « í  í í ,-.

« • '«  * ” ó P r « » Ó ?  gíodSt»^ oóT o“ « *  f™ !" '" * "  “  “ •■ « «
wentoí suyos de la rnaybr p%feci:ion \  ̂ con otros instruí
levantar á su costa, y  ̂contando tan 7^^ la ,ardua empresa de

Imtada estando 'casi cL lu id a  la'^arte o cciim ih  T e ' T

embrea d. r „ t i „ , r r  l  ' '  ? '“ « *  '»
*  I» ,«pet-/iii< *  Goí/rio. ’  ”  *  5“'  " ‘ ““<í» /il BiiMd

v ; ’ “ "p a r . *  o .r i¿ / :
tancídí, como «« e/ /«gar, e/1 e m í ¿ T T r i * ’ f " '
<í W  ií/í í/e /á tarde h a iU ^  / 7, ^ d t a  ^̂  de setiembre de 1804.

■ de Velasco tenía á la salida de Upuertu
dechndeiott. era de zi<> y  ,30̂  á/ o E  Barbara, que dicha



llegar á ia:.tíngajÁ î,rSÍnpiwtóe[ ,̂i;Qdo  ̂ habia^eparadp
de esta 5 pasaadQ./al .ótro,ladov  ̂ / l -■'..* '■. '̂•/•ir,..;n .-'.■ n .

■•u * ■. É « •  ^  ^  ^  L^ A  « A  a  ^  ^  A  - J  ^  A  i *  ^  I ^  ___
M  W  O  ^ 5  1 . J p  V  ^  ‘v * * ^  V “/ ^ ^ 4  . /  V  V  *• V . '  % T • • . A  . .' \  .' 1 ^ v '„ .  -‘ * •■ t  V A * /  ' /  : '  '^ • ;•

670 De todos los iastrumentos que se han inventado/para,.l%s 
rapiones geodéaieas a: losipias gMjPAPppsilP-̂ PP ©licir:-

, '  * .  ,  ,  /  ^  I ,  T T 1  I  .  _  . 1 í  f  .  .  .  •  '   ^  ^  .  í  I ^ l - l  ^ t ^ r v  _

cu/.
^ . .  i -

r-t. \ J . A  i  V  w   ̂^  V> V /  V¿4 y  ^  l A  ^  ;, .. *• ^  v< T í   > íf..* > » . • ¿^ - ■  . 5 5 /- «~- í  •« w  > - í  i  »r ,  .f . r *. < • '  • '  . .

Oí^reM^dfitf .dciBordáí^fil
.1 ̂ -V A /(z^ emí!\rAipI Á,Mí?l. wa,v-vpii'lifiaUnente-v-udí ai’cp d€íi^ d p  306). , a®ter,^lsli'áp^ ,se;:«|^%j.YeKig?U #

etíG,:círculQrBlíamh%H-gR#d^§do.Í!Spb.pe^Sayp,^fiiy50ohaĵ
e  j''9;tie ' tiptíe :,por;1a, paite mterjftF.íJ'' 'ea'>WPa</ sifptu;ipnppa¡salei£t .«i?
m v4  d̂e .aire;-,b. Este' instrupíenta;Se coloca-, apbrp̂  vin- í̂ApQde^E  ̂ ry
sirve para roinar -̂'á .pn mismqmgmpos^^ hpiiMOtai,, q̂tieHtpr-;
iitaaqeatt»nSÍ,4 Q6:;dtófíQ&5' ya^ ,& r|iqí|l ífclapipn,^
pm to dQnde.ií?efxafl9teaf.;eJ.im ĵriM .feiDi;i‘íroLb:¿ry04^nb:  ̂t m

prhner% .QiíHírafiiQf i
pierio A , io qiie se^eoneigtie, pqrt iqedáp)
está en direccipri. pppaata: alIP,pY pftt-JP mismo, ,,̂ pai
tar esto con, mayor;senciUfz,„í:pavigpe, cplpc î; eEaflte(MP ;̂C ,en_qa.-di:- 
geccipo de lQ$.4 ps,,tQrniilqs,%P> yqeyiaqdffu9QÍPP^P^toéqv.’s í̂tií;a  ̂
la'...byisi-oa,c-crk -̂-se-.apde-ta,Jun-Jg£niU.o,.aÜBkíUfi„:uemps.-q-U?- ,̂s,e-ao^^^^
ei;fi®úq&t!0 pEasia.¡qUe'laEu)tl*djaíEa¡«r%aqWPditefe qlj mpdtft;EM pi-
yel'Htón cUyb eásovqueda:;nfeeiádoivel;! pUuofAiire«pdStotdftda>di-reec}Q«,
«e ren otros teodolitos hay, otroimwel,que siempre,gUárda,upa posieapn
perpendicular ái n ,  y.por; medio dei eualise>nivela todo, el,plauo<poc 
medio de: los ,otTQS:do5.tDraillosE;^<lí perpicprno eh^ue ,^seííbunoSY
que es el, que- posee el S'eminaríps^bd iene,.§rn6,vel,:iuvil .D l ,p w  
velar:áodorel plano A lsedeída vuelw  pprruíedicx^del tpruiHo ,«»ibastat
que :se vcoloque.cl.anteojo:.eri:da,sddEqccÍ0nideído-S,4oiRosádQ5,,tornníoSji
por cmyo anedioise:nivfila,el:plánQ .en^estadiré5cLeiní y:estándólA^a:res4
'pecto de dos líneas, lo estará-todo el plano..: í̂ :- l  ‘ ': E ‘

4 ' Tanto en la graduación del,GÍrcul^ íCoi|np en 1̂ ,, gelí apep yeru- 
eal-lmy >un.nuñez-i e l  del plana, bopiiont^al;, fiu;;éldel;Se®inário ,:.ida,

: los úngulas de.3-,eH;3amnutosY:y,eE;vertiea^ , #  i „  vo-r,
• :■- 67.1 Cuando. -iSe fquiefe., que’- las hdi:yi:Sipnes,xde ■ .dQSutns.trüuiantos.v&ean,
listante pequeñas,jes ueeesári* abnerrtaft,,eQav6HÍeutemente;eldwme^.
tra - del instr umento , y para que np s,ea-, tan . incómodo; .̂ u tnanejo . .se- 
toma solo un arco  ̂ cuando el arco es un se.micirculo se llama gra/otn^ 
íroilicuando..: de 90° , ó ,?««*««« ! cuandO';de 60? sestmt^,i cuanda
de- 4<í°, octante &c. cv 'V--'' ji'-; /''’
. :, ^pefei-r de toda la::destreza -de,loS:dnstrum8nttstas;y siempre/  ̂

be sosMecbaruelque haya: algún épror en ja  jlki§ióntíedo.s, lnstrumen-  ̂
tos•'Xn-esta--causa se: ha ■ ideado un medio, de hacer, que,^este error
seadmtpsqueña comp nos acomode p e í cual consiste en methr.mn an.,
eulo .-muefiasA veces , y-i el.arGOi.qu.e .- resulta de ,1a ,medida =^£7  ̂
el ángulo, dividirlo por «3 coa lpvduál M.ei erborj^qúe se. kVivvVvyyá
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DE geom etr/a erXcxica
pechar . l  ayeriguar el valot del arco ,OBI, es á ,  el que podrá h a S  

en el ángulo observado solo s e r á i ;  luego eslá en 'nuestra mano Iia-

cer|e que sea tan pequelio como se desee. Este apredable in8(rumen.o
es el que \\b.íxísí círculo repetidor, nto

Al teodolito también se le puede dar la fbrma conveniente para re^ 
^eur los angulos, y con esta modificación lo consideío mucho rhas ven 
tajoso que el circulo repetidor (^)rhe visto con esta circunstaíi^cl un:
que conservaba Don Agustin de Betancourt, Inspector general que^ra

P»' * - » » • - , . , «  parece „ 0 dejar nada q"*

' d7¿i: .Entendido esto, paspmos á hacer algunas operaciones v nn,
muiremos dde^rminar ^ s , distancias inaccesibL
todo ly a,manifestar como se levanta un plano de corta estension
én P^ede uno acercar al pie de la altura AB (fig. 3Ó7) „
en su  ̂plano se puede medir una base, se elige esta de manera 
sea sobre poco mas ó menos igual con la altura por medir • se co

y con el se mide el ángulj d e ^ ^  

y la paue AGr de la altura, íormarau.un triángulo rectángulo en n,Z

T ercÍíe to ^ F r Jos ángulos agudosy  el cateto F G  que es igual con la base medida B D ; lueno h^ ílJ  '

to la parte B G , se tendrá to d f i f  a w l f i  "  ^

m o'In  Ia^rfi"í°,^8^ algnn obstáculo que impida el acercarse al pie co-

ei plano de pie, ee procede del ,„od„ s i g o le .u c f c o W o C  í , ! , r “

p . (^) Ta se van convenciendo muchos de esta verdad nuo l  ^ 7. ,
fm- fmmra vez-, y hasta él mismo Puissant no puedtmenos 2  “
en la'.segunda ediciou de-su Geodésia '  ̂  ̂ confesarlo

«nos «o .«.-tromroto d  , , r  ‘ l« m d o ’fr e c h íZ ‘ \ l / d e % l M

r  S tn ñ i, n  mmbr, *  la > » W  Academia, ’ U a ° L e J " ¡ ,^ " d T m " “ ’
truniento en los remlt/idn  ̂ r¡e> ’ ¡necision ele este tnŝU ipn . ü.s resultados de las observaciones para la mediciofi d̂> i

“ ! £ ¿  íS :  ' r c . r : , r ; : i , r  : r . f  r ” '“  -
que conocemos en el d i a / Don CayeLio
de snaquinas de la Junta de Comercio de Barcelona ha con
mtrusnento. segan las ideas del autor. da construido este

TOMO!. PARTE II. "



«^3 TRATADO EXEMENTAI. , , j  u
mento en A ,.s e  torna el ángulo de elevación C A D f i j  eolGeado en^B,| 

c c o c e i o ,  d: ángulo 0,1 B ,  .1 lado AB por,,oa loa tonos « o . 

tud de lo dicho (638) hallarémos el lado LA. Lonoado este, queda,.
ya determinado en el triángulo ‘■ ^ t̂ángulo CAD ia^Bipotenusa
ángulo, y por lo mismo podrémos hallar el cateto L D , que es la al-
tura que deseamos. o- -   ̂ . 1 _  • 1̂

¿ 6 n í  Ocurre con mucha frecuencia en esta operapon el no saber si la
basVeístá ó no en el mismo plano del pie de la altura , y aun el que na 
vea el pie de la altura por medir: en cuyo caso es ya mas engor
rosa la operación. Para 6jar bien laá ideas, esplicarémos lâ que  ̂egecute 
con mis discípulos del Seminario el día 13 de Noviembre de 1806 para
medir la altura del punto mas alto de la: veleta de la Real Lap^^^

parroquia de San- Antoni^de la Florida.^ En ."«^Y/Ta’ialeTa Ifec-

tuamos la operación del -m^do siguiente. Mediatos una base .AB de
100 so, pies cuyos estremos A y  B se hallaban en las .
sumiíi?ro%ara V e  el agua llovediza pase á la f  *
estremo A  se dirigió lá visual AG al punto mas alto de la veleta d é la
media'naranja, y hallamos que el ángulo

nuntós A ,C , era como se señala en la figura de 38 8 , y ei anguio que 
dicha visual, cuya proyección sobre el plano horizontal que pasa,por 
I  es A ¿  fórnilba con la base AB era de 59 r^Colocado e l instru
mento en B ,  hallamos que el ángulo vertical CBD era de 38 30 .í y

' '  U  horl.on..lA D B  conocemos látose
V los ángulos adyacentes i luego encontrarémos uno
hallando^ el valor del tercer ángulo A D B , que resulta de 64 a ? »

A B = .o o ,„ ,:s e » .D B A = s » . ,6"3S'iAD que por

es rec.íogulo en D , p o ^ é

le c t ^  el lado AD y el ángulo C A D ; luego por la segunda analo-
tría'de los triángulos rectángulos, dirémos .
I V n t  CAD =  L g .  38°8fi:AD =93,ozó:CD , que por logaritmos ha-;

i t e  éM Ue 5,a8 pies, resulta V k \ a " s e
estaba Í7J8,309 pies mas alto que el estremo A de la base. ®
ge quisieSf averiguar cuanto estabáqnas alto el punto e ic ^
V e  otro punto f  uaiquiera, averiguaMamos por el mismo método lo
V e  este n ^ vo  punto estaba mas alto ó mas bajo que el punto A  de

* s.
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DE GEOMÉTr /a  PHÁCTlíl^A.
basey y la diferencia catre dichas alturas seriada que espresas<rcuanto 
mas alto o bajo estaba el punto C que el otro que hemos considerado^ 

675 lin la esplicadon que acabamos de haber sobre la medición 
de las alturas, hemos prescindido de la refracción y diferencia de ho  ̂
rizontes , porque cuando no media mucha distancia no influye casi 
nadaj pero advertimos que en operaciones de grande importancia se 
deben hacer ciertas correcciones j que no nos podemos detener á mâ . 
nifestar por ahora y reservamos para mas adelante (^) 5 pero, sobre lo
que sí indicaremos algo es sobre el método de medir las alturas por mê  
dio del barómetro.

♦ /

En este instrumento que está representado en la (fig. 310), k  al
tura dé-la! columna de azogue ab respecto del nivel mu, señalado en la 
cubeta  ̂ indica que el peso de una columna de aire de igual diámetro

L qs acontecimientoi^^e han sobrevenido en España, desde el 
«ño de 1807 en que yo concluí este tratado, son de tal naturaleza, que 
párece están fuera del alcance de cuantos métodos se han discurrido para 
conjeturar  ̂ y por Consiguiente no se debe estráñar el que hasta ahora 
nâ  haya  ̂cumplido la promesa del testo  ̂ pues las circunstancias han 
stdo[ytaks\̂ q̂ue>̂  ser por mi asiduo y continuo trabajo , y por el 
ceh he tenido para promover los pro^
g w o í de este ramo tan importante de los conocimienpos humanos, ,no 
hubiera podido llegar á superar los enormes y poderosos obstáculos que 
a cada pasp he encontrado para publicar lo que hasta ahora ha salido 
nJuz^^^Or esta irazoh -creo no será inútil el dar á conocer en qué- con
siste el Jenómeno dé la Tcít^QQion, y el manifestar 'el modo de calcu
larla, dediwiendo la regla práctica que con mas exactitud se nuede se
guir para hacer las correcciones convenientes en España,

_ Coíi cuyo motivo , observaré que el globo terrestre se halla rodeado por 
ias, partes de un fluido elástico, ralo y transparente, qué se, llama 

îTQ. Todo este fluido, eminentemente necesario para nuestra existencia. 
for7na la atmósfera  ̂ la propiedad de condensarse por el frió y d k  
iatarse poT el c a lo r á  añedida que uno se transporta á lás regiones ele
vadas de la atmósfera, el aire.se hace mas ralo, esto es, en un mismo 
volumen contiene menos cantidad de aire en peso; y á causa de su com
presibilidad, sus capas inferiores son mas densas que las superiores que 
pesan sobre ellas,  ̂A  una temperatura constante, su- densidad es proporcio
nal al peso que ie compmne  ̂y como nosotros vemos ios objetos por los ra
yos de luz que, ó emanan ó se reflejan de ellos, resulta que estos rayos; de 
iuz-pasan por ia porción de aire que hay entre el objeto y nuestra vista 
y por consiguiente no los vemos sinó á través de este fluido. Cuando él 
objeto es un astro, no se ve sinó á través de toda la atmósfera ', cuya alturá
■ maíces de unas noventa mil v a r a s y  cómo es un hecho constantemeúé

la luz,-pasando ^oblicuamente de un medio á otro cüyá



tr an abo  ErEMEN;TArf '
y que termine én la parte mas alta de la atmósfera , es igüá'l con el pe
so de dicha columna de azogue^ luego si pn mismo barómetro lo co
locamos en un parage cualquiera, y luego en otro que esté mas eleva
do, la- columna de azogue en este será menor que en el anterior, por 
cuanto sobre este parage no cargará tanto aire como sobre el otro; 
lue^o si se tuviese bien conocida la relación que guarda el peso del 
airemon la altura vertical de los parages , por medio de la diferen
cia de las columnas de azogue en el barómetro, podríamos hallar la al
tura vertical. .

Esta relación, así como todas las demas leyes de la naturaleza no 
la podemos conocer á priori; pero fundándose en la teoría del aire, 
sedlega á obtener: una fórmula eon una cantidad indeterminada , que 
se determina á posteriori, haciendo que los resultados de la fórmula

densidad es diferente, muda de dirección aproximándose á la línea per
pendicular á su superficte común en el punto en que entra en el me
dio mas denso, resulta cpe\este desvío es el que se conoce con el nombre 
de refracción.. El rayo direc^ y el rayo reflejado forman con esta.per^ 
pendicular, dos ángulos , de los cuales el uno rí r f ; ángulo .de . incidencia 
y el otro eí ángulo de refracción; y los senos de estos dos .ángplo.sí están 
siempre en una relación constante. La esperiencia prueba también que la 
.refracción, délos rayos sobre una misma, superficie crece con la. M icu fl 
dad y que la fuerza refringente del aire es proporcional á su densidad ó
a la. presión que sufre, _
.r.,.sLa densidad. de las capas de aire aumentando progresivamente, desde 
los límites .deja atmósfera hasta, la superficie, de la tierra. ,use sigue, que 
■ un rayo de. luz que atraviesa oblicuamente todas estas capas, supuestas ej- 
féricas, concéntricas, en equilibrio y de un pequeño jspesor , llega d.no.r- 
■ sotro’s siguiendo una curva cóncava hacia la. superficie .terrestre j pero co
mo suponemos siempre los. objetos, sobre la misma dirección de los rayos, de 
'luz que recibimos, de ellos, hs refermós. al punto que se halla:sobre la 
.tangente á.la curva, ó trayectoria descritp por el rayo luminoso al punta 
en que nosotros, estamos. .De doríde resulta que la reíra.ccÍQíi es. el áa-
gulo. qne esta tangente forma con la recta tirada desde nuestro ojo
al lugar real del objeto. _  ̂ - d

Se. concibe , por la esplicacipn suciuta cĵ ue _acabamos ds hacer de £st.€
.fenómeno que parece ser debido á. la acción ,que .los, cuerpo,s ejetxen sot 
bre la luz  ̂ q u e  .la refracción astronómica ó 7 nas atmosíérka es ia  
mmyor-pasible cuando.los astros se hallan en [el horizonte j que ella.dis '̂ 
minuy^ á'^medida. que se elevan sobre este plano ̂  y que es nula cuando
los astros, pasan por el zenit, . . - . ,

 ̂ El .efecto de la- refracción es, pues j hacer aparecer los objetos .nm  
elevados de,lo que están efectivamente.;  ̂Así  ̂ altura angular de un obr 
jeto observado d ŝde la superficie ,de ila . tierra et ana aítara. apatente}
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de; AGEO'MTkT-Éf a :M:ÁCT1CA.
Goávéngan.^eon cierto nuíiiei’ü de alturas que se aiideri.geométrícainentá. 
Pero como todas 'estas. íoniLuias dependen de. la latitud del lugar  ̂ pof 
una. observación á que me parece no han atendido, bastante los Físi- 
bos, resulta que las^-'fórmulas'.sacadas en un pais no sirven para
Otrô  ;■  . . . . .  ^
' - . .Gon Ja miraide; determinari mna que convenga á nuestro país -̂ b© 
procurado medir algunas alturas geométricas  ̂ y compararlas ;eori : las 
■ Barométricas  ̂ y apondré aquí el resultado de ia siguiente. ■ . .
' ' El  dia 15 de Diciembre de 1806 salí á las diez de la mañana xon 
los caballeros .Seminaristas que asistían á mi ciase, á colocar un bá- 
TÓmetro' a l  n ivel:del primer, escalón de la Real Capilla de San; An- 
■ tonio ;de)'laYFioridaq eî  c.aballero,;Doíi Franciscq L a-T orre, que fué 
'“̂ dtré'ímis discípulof á qüieahtocó da suerte subió icón Don Celedonio

yy por consiguiente  ̂es - necesari^ disminuirla de la refracción para tener 
ia  alt.üra verdadera. • ;
■ . Lfl- TÉ'/raccxo'f̂  ̂ sobre die% grudos de altura  ̂ 4 igualdad de circwaŝ
'Sunciaŝ y no depende sensiblemente sino del. estado del .barómetro.^y del 
■ termésñétfrO ' én /ek iugar de-da \ observación, , Los Greámetras y particular.>r 
imeWe?Mr, y:Ĝ  ̂ designado sus ieyesy. pero: á. una altura mas pe:̂ ^
i ûeñ'a d  :hori%Oíite. sobre todo  ̂ ,sufre 7)aríaciones muy irregulares y
'-dei todolpunto inesplicablfs,

y'para: aclarar cuanto acabamos de espóner y supongamos que TPQ sed 
dá\tierra'.(fig, 2g4.̂ )̂ y S 'el sol ó, cualquiera'otm astro que :se observe;
yiqüe ñ E  sea la capa superior de l.a at%iósfera, la, que:./siipondrémosrpdrT
imv.mayor claridad  ̂ dividida en-, tres capas por los.,arcos Sea
fiSpii.uíí rayó de lu% ; al llegar d: ia .atmósfera^^reSultay . que. y a . sea.por
da atracción .que las capas aUnosféricas egerzan sobre la luz  ̂ ó ya sea 
por cualquiera otra causa desconocida y ̂ ,el hecho es , que el rayo Sm en 
vez de seguir la linea, recta rSms se separa, de esta dirección y roma lâ

á la -óert)éndicuhr mlu y que se concibe en mí. á la

/

capa AEr Si suponemos ■ que. la. densidad:de la capa ABI}Q sea .unifor^
f > .

(*) El Señor Don Juan dé Penal ver. tiene. ideado' un método muy 
ingenioso para determinar, una fórmula que .s.irva en todos los países; y 
solo le falta un dato que es. el tener observaciones de dos parages que ss^ 
diferencien:, basúinte en altura vertieal ymc. lo.dia  ̂dicho repetidas, veces- 
y.- tengo. ánimo Ae,̂  emprender esta: série de ..observaciones en lo sticesivo»' 

:Mn mi Compendio dé Mecánica prácúcóyserjmlla la fúrim̂ ^̂  de~
. ducid.a posteriormente por Laplacepara. una latitud cualquiera* T en.muesl 
tro tomo 3.° parte 1,  ̂ la deducimos nosotros con toda exactitud refi
riéndonos á medidas españolas; y deterv̂ i.namps por medio de ■ ellaiy la
.altura de Madrid sobre el nivel, del mar y que. resulta, ser de pies 
Á ióZ. varas ' i)



 ̂ ;Tft AT\iVÍ>0 EtEMENiTAX
Rostriaga , maquiiiisla dei Seminario,,al desván,que está'sobre la ha
bitación del Señor Director, general, y por medio de cuatro obseryá-
ciones se sacó este resultado medio.

La altura del barómetro colocado 14 pulgadas mas bajo que el 
marco inferior de la ventana de dicho desván, y puesto por la parte 
de afuera ■ ,. despues de hechas las;,correcciones : necesarias , era de
■369,3213Ó4 líneas españolas. , u ,  ̂ . . 1 .

La altura del barómetro colocado ála misma hora al nivel del prî  
mer escalón de dicha Real Capilla , despues de hechas las correccio
nes era de 373,62893 líneas españolas.
, Restando ahora estas dos alturas , resulta 4,307,566 líneas 5 y esta
diferencia manifiesta. que el peso de’una columna de azog.uede esta 
altura es î ual al de la columnafveí̂ ícal de,,áire, que,l]ay entre; el plk-

me. entonces eí rayo de luz .seguirá en la .línea .recta-' mn hasta que 
llegue á CD 5 en cuyo caso, suponiendo que la capa CD FE tenga ma~ 
yor densidad que Iq A B B C, el rayo de lu z , en vez de seguir la direc- 
tíon M  mnin', tomárá da de nr aproximándose á la' perpendicular, que 
■ se concibiese en a w Sa GM, y . suponiendo : que la. densidad' de.dicha, ca-̂
pa sea 'uniforme en toda, su' estension y correrá el fay-o deMz.£nJaM  
recta hr hasta'llegar donde si sup'ohemos . que..principie dajcapa de
mayor densidad, sufrirá la luz otro desvío , y e» vez de continuar por 
■ la red, seguirá la dirección .rO y suponiendo que en O je  halle'el. ojo de 
un espectador, tendrémos que. como • el fenómeno de la visión, se verifica 
siempre enlínea recta {■ el espectador verá el objeto en. la dirección de O rSíj 
y como si nó'-hubiese habido atmósfera , rel espectador vería .el ■. objeto ̂ .en 
la dirección, de la recta OS, que va- de su ojo al objeto S, jesuíta, que 
al medir por egemplo el ángulo HOS que espresa la elevación del astro 
sobre el hprizonte O H , aparezca el ángulo ser el H Q S'5 y resultando
por consiguiente el 'error -que' espresa el ángulo SOS . i-; , f  ‘‘
^ DeAnanCra que el efecto de ‘lairefraecion es hacer aparacer los objetó^
masí altos deiid'lque están en efedto f  iy para que resulten con su altura:ver .̂
dadera HOS , es necesario restar de la altura observada HOS', el valor
de SOSl que es el error que causa la refracción. ■ ;; j"?

Vara que los jóvenes se convenzan por sí mismos de este ftnómeno 
de la refracción, les indicarémos que observen por egemplo un palo dere. 
cho que esté en parte smnergida en el agua y verán, que .el pálo -parece :eí- 
tar tronchado por el paragé-en que: entra ben el. agua  ̂ y-este . fenómenp 
provien^de la refracción 5 la cual; se verifica en general siempre ^ue la 
luz de un medio á otro de diferente densidad, como sucede envestí
caso qon el aire y el agua. , 7

Petra se concibiese con clatidad el jcfiottieno y hCTnos supuesto la 
atmósfera dividida en capas de aire: de igual densidad.  ̂ pero como, esto 
no se: verifica, pues que 'la  densidad va creciendo'’desde lo mas alto .de la
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DE GEOMETRÍA TRÁCTICa .
no horizontal del primer escalón de dicha Reai papilla y el plano imV
rizontal que pasa por el parage dónde se hallaba el otro, barómetro/*
V : Ahora , la regia mas sencilla, y al mismo tiempo daanenos exacta 
en otros países , es el que una línea española de diferencia de altura 
en el barómetro corresponde á 7-5 pies españoles de altura vertieai en
tre los dos puntos  ̂ luego por esta regia la diferencia de altura entre 
iGS'dds puntos donde se co ocáron los barómetros , será 75x4,3075(56 
^'3í23íOÓ745 pies :éspañoles 5 pero el puáto donde se hallaba el baró
metro superior estaba 14 pulgadas mas bajo que el marco inferior de 
lá ventana del desván, luego-qiQr el barómetro sacamos que el marco 
inferior de la ventana del desván estaba 334,1341 pies'españoles mas 
alta que el piso del primer escalón de la espresada iglesia de san 
Antonio. ,

atmósfera donde es la menor hasta la superficie terrestre donde es Id ma*
(%.'- 39Ó' )̂ por el espesor de Ios-puntos y rê

suita que en vez de seguir la luz él polígono mnro de la ( 3 9 4 ' ' ^ ) ,  corre
efcctivameute unu curva abáo (figí 296^) y el espectador ve el objeto en
la dirección de la tangente OS' d dicha curva: apareciendo la altura del 
mtro 'mayor de lo que efectivamente eŝ  todo el valor del ángulo SOS''. ■ 
y  Cuando -effúbjetd que Se observa  ̂es uh astro  ̂ la refracción se lla
ma astronómica , efe:ctó se: debe atmósfera  ̂ porque mg-̂
diá toda ella entre el astro y el observador, y mientras menor sea el án
gulo de elevación sobre el horizonte y el efecto dala refracción será ma~ 
yor y porque tiene que atravesar mayor parte de la atmósfera y á pro
porción que él ángulo ¿le elevación es mayor y va disminuyendo el efecto 
de ja refracción Y él cuM^jerú enteramente  ̂m  el astro se halle
ett él zenít y ésto es perpeñdicularmente sobre el mismo observador* .

\ , Gíiando el objeto' se halla dentro de la atmósfera y la refracción se lla
ma terrestre j a il, cuando el objeto sea el punto c y el . efecto de la re
fracción es que el rayo visual en vez de dirigirse desde c á m por la linea 
ipécrn cm'y 'camina por La curva cnm.5 y h' vemos en la dirección de la
tangente mt y espresando'el ángulo tmt ■ el error que causa la refrac
ción*

Entendido esto y jasemos á manifestar como se mide la refracción ter
restre* Supongamos qué desde el punto d  se observa un objeto terres
tre B  {fg . 297^)5 el rayo luminoso que transmite su imágen y seguirá
en virtud de lo que precede y la curva B B d  y y-el objeto B  se verá en
la dirección de l,a mugente A B ' á - esta curva y es decir en siendo
el ángulo B A B' -el-que mide el efecto-de la refracción sobre la posición
del objeto observado* tr

Afortunadamente en la práctica de la Geodésia y la trayectoria B D A  
cuya naturaleza es imposible conocer y es siempre bastante pequeña para 
poderse reputar como un arco de círculo ó que se confunde con su cír-

< / \ i _ -
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T R A T A D O  E L E M E N T A L
Mas pOT las operadoaes hechas coa mis discípulos del SefnlnarÍQ 

en los años de ;i8o4 y 1806:j  resulta que.ei marco inferior de.la:ve.rlt 
tana de dicho-desván está 331 pies mas, alto que dicho primer
escalón, luego solo resulta una diferencia de tóenos de 7 pies; Las 
demas regias ó .fórmulas que son mas exactas en otros países nos dan
una diferencia mayor
- De-Luc ha' llegado - a una - determinación muy sencilla para la mer 
dicitín de das alturas por el barómetro:, que,consiste -én tomar, en las 
íablas de logaritmos , los iogarlcmQ&;de los., números:de líneas francer 
«as qué -espresafar-aitura^deh barómetro ;.'a,e halla ía diferencia y eñ 
esta diferencia se corre, la coma ,cuatro lugares hacia .la derecha , y  lo 
que resulta espresará en toesas^Lramcesas-la distancia vertical entre las
dos estaciones. J  ' !

. . . .  . . í  t  '  r-' •-* o. « • '•
'  '  • s  V. oi -  V

' \ V  I  . .  I.
5 -  •

culo, osculudor'i .y. en este caso, el á̂ngulo -áe; refmcctórí^4 B,, se halla 
formado por uña cuerda AB y una tangente A B ', for lo que tiene por 
medida . la mitad del arco 4 B B  que la'cuerda AB subtende. Respecto 
de un objetó 3 .: intermedia Jcrre¡rdccio^ repre^sentada.^.mrtud
de lo .que acabamos de: deeir: ,. jpor elrángido .MAQ.^ que: m dría ja m r  
bien 'por. medida .la. mitad .dd\iarroi.'A3 r dond? se^igiie qUe iá re
fracción. ' terrestre en Ay . es .proporcional.: á h t .  arcos A3 yABi .^ r , ^

Ahora si por los puntos A,DfB: se. Conciben las verticales AL,DL,B^  
pasarán próximamente., por. el centro C.de la tierra , y los arcos ad, ab, 
L e  inteiceptarán en un circulo máximo , estarán aproximadamente en 
la misma relación : que .los arcos, correspondientes A 3 , .AB. Por lo. que 
se puede decir . qáe la .refracción, terrestre eS: .proporcional, .al.angmo.forr.
mado por las verticales de h s  estreims . de la. curva de refracción. Luep 
ffo si espresamos por r la Tef.raccionyBAB' coTr.espondieme q
tud C de tín arco terrestre ab ■, se tendrá en general r_nC 5 siendo, a 
m  coeficiente , que la aferienctadebe hacer conocer, 3) que es co.nst ante, pa
ra el ¡mismo estado déla atmósferaypero en general n vana .de un modo 
tamirregalar, que parece, imposible llegar :á señalar, la ley de estas, va- 
riacionJ^eñ v in u d L  las indicaciones del barómetro y del higrome.tro. 
Mr. Delambre ha notado en-.Francia.que n- .úene .aproximadamente por 
valor medio 0,07876, ó simplemente 0,08. .Ha encontrado algunas veces 
para tiempos lluviosos del invierno y, pero pogh .regulf en estío es de 
í  06 á ,oo8, y en el. invierno de 0,08 :á o,io.. Otros observadores han 
'eneanürTféo.a m . o-,f para los tiempos,.de lluvia. b\ .n:fuese.negativo la 
refrqc^ómbajaría las imágenes de. los objetos, en lugarRe elevarlos7 pero

\  .  *

(•'<'') tUebemos advertir que en la medida geométrica se debe sospechar 
(dgnn 'erfór , parque, la altura de la cuesta de Aríneros la medirnos con 
el teodolito , y el ángulo de elevación era demasiado agudo. . .

*N
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DE geometría I»RlctTCA.
{E s  de la mayor importancia el hacer las correcciones en Jas aítii- 

r^s otóerVadas^j.ipoíque causa-de -este descuido., y de-otros que se 
han padecido en las, observaciones meteorológicas , resulta oue no se 
puede hacer uso de laS: que' se tienen de hace mas de un siglo. ^

, -{Lás corrécciories que nosqU‘os hemos hecho las hemos efectuado 
por la siguiente fórmula que se o ^ e  á D. de Peñalver

g — g 
■ Mm

[n ^ r ^ (A '— A ) } K ~ A
Mm

/o

a:$:A<(^i g
2T

Mm
«- 1 • g ' ( f

I =-H2í' 21' n
Mm.

> I « ̂ «r

\

"tfjíe ĵ no77zeno4 raro 5 j  se verifica en. circunstancias cjue jio son adecúa^
'das f  ara\ ninguna operación geodésica, . /, ■ , ■ '
■ Gamo lo que á . nosotros nos interesa ĉonocer., no es la refracción de
Otros :,fiaisesy sinóla cpiê  sc ver en. eknuestro -̂¡cuando-me propuse fiacer
ikt'Miveláoion'.citadú'i con el  ̂fin\de.-\traér\:aguas .á Madrid y de dê  
terminar el coeficiente de la refracción que ' corresponde Mía^^datitud .fde 
MudHd(Á‘̂ ‘̂ casi\se hhlla wn de España}..^ dfalsa ¡de observa^
'ciones-Airectas , elimedio .más. espedito era el hacer re funciones
venientes .tomando, el dato de la refracción media ,en Francia* Pero esta 
no la tomé y coma generalmente se supone-,de :OyÔ :y sino de fr \̂datQS ¡̂mas 
eocactosi cpie pqneÁMr:,i I)eiambre -enrsu.Â  ̂ Este mbio^fia por tér~
'.minoz de la réfracciorí'. OyÔ Z já  y ̂  teniendo presente: que ¡por :diez:. y ŝiesc 
•observaciones qfpmerecenyimucha cónfian%.a yjiechas p;or. e l vwxjiwo; .eir, es
tío y en otoño y resulta el coeficiente 11=0,0783 5 juzgué conveniente ektOr 
smar̂ un.término..-7ñedio'entré\fstos dositérminós y y resulta por término me-' 
dio para, ekvoéficie.nte de la refracción en Francia\ el valor de n—0,0735 3:̂  
'Siendo .alU la rtémperatura:^ .10 grados del termómetro centígrado , y 
0,76 metros la altura media.del. hárómetrbr.T^como en Madrid..la tê nper̂  

d S í   ̂ dek.termómetro.\Centigra:do y 'y Só'pidgadas y ,0,5 lí- 
‘.̂ eas españólasela ̂ altura media del ■ barómetrodespues \de hacer las reduc- 
-ciones -Convenientes y.Eallé̂ . ,que se puedeAornarifior valor medio de la reffac- 
cion en̂  España el de n-::ezOyÔ \%f̂  que. es..próximamente del arco ter
restre interceptado entre el objeto y el observador, . V

\ iQuierê  decir esto y queicua.nfiol.al medir.uná̂  ̂ ■ encontravws. pî f
ejemplo \eV Ángulo, de ekvación;CAJ>. (fig, 38° y 8', :si -queremos
o-orrepr este ángulo del. efecto..de Ja refracción ŷ deberé7vóŝ -r̂  ̂ de .éf 
dek.ángulo, que: en el centro de .la. tierra formarían dos- líneas- verticales ' 
-que se concibiesen en A   ̂ en D, ' . . . ’ '
,. . .Para esto.yiobservarémos que uní grado-terrestre contiene i 330I9, í 8í;zĵ  
ras españolas y po.Kconsigaieñt€..áM' -minuto:, le .corrê p̂ ^

TOMO X. I 'A R T E  II .  44. '



T R A T A D O  ELEM EN TAD' - f

n
g Min

I  <

r^A ; en qué n espresa, la, altura corregida , A- la altu

ra observada en el barómetro; r  espresa la relación entre el diámetro 
>dei tubo y el de la cubeta y g" es_ el grado de calor observado ; g es 
el erado ile calor que f i l a b a  el termómetro.cuando se c a c p  el ba- 
íóiuetro, A, la altura dc^^olum na de azogue al cargarse a la tempe-

jratura g j
i
m

espresa la dilaiaeion del mercurio desde la fundición del

hielo hasta el agua hirbiendo  ̂ M  el número de partes en que está di
vidido él espacio comprendido entre el Hielo y el agua hirbiendo , y  n
é s ja  altura dei mercurio en la cubeta.

-V d  segundo varas -, y ,pues;-que In ú iíta n c ia  feow zantuí 

mos obtenido de gy pies, que hacen ¿i varas, resulta que el angulo que 
formarían en el centro de ia tierra-dos perpeñáiculares á su superpcK ti- 
^adás'eH los .pmtoí. A y, I) /orinarán; un ángulo espresado popo-,84, y 
■immndo áhovi f f t ie  esya cantidad>resulta o",06, esto es., seis ceniesjr
4nas'tí? segiúídb. ' --y '""'.' - y p  ‘ . p y  yy ■ ’ “  '- ' i ' .

conio póv'da naturaleza de lauopermian y del instrumento^de que 
diemoe^usad í̂- solo -se. han apreciado ios-, minutos primeros, se echara de
%cr con'cuanto fundamento hemos asegurado eru-eí testo , que cuando no
media ̂ mnchá distancia , no ánñuye casi nada la,refracciom,_Pp- - ;  ̂ n
-■ istpóK-óka partei-io qué’acabamos de^mamfestar- será 
priñciviáMtes ,̂ püesj (pse timen y a bien 'especijiqadQ lo.ique 
'eh Sásd'de HpiCpoPda ndtUrhleza- de la operación,- convenga 

QCiOfl* ''

•-

i  s

en
-.1 a

> r>  •«'

ye
V* <é

• .  *. f^eminaré- esta, nota, ^anifestanda, vcomo influye la: refríwcion. en i^
^nielúcion, y cómo formeda tablá de corrección se debe hacer a lasyah-
i^myohservadás yor Id difereneicisentye -él mveh Veráqdero-y aparente ,y

' L  ,f  V.  ̂ * \  I.i d f é h a c c i o n : M e  ós id 2A tabia- d e l %,■  ^
- A  Wuandó:po/medió debnivehse^dirigfixvnual 0E:{Pg. 2g ^ ' ^  esta
■ tíned. eshonzontd fTsérátm gefm  d ia. curva óe-refracción..-D-tO, de
■ nriahera. crac estandñ iá  lenteja-ó} tabla de la mira reamente en-D,-noso.
tros por el efecto dé: la refracckn le. - suponemos ên el- punto.. E t  ŷ  para -re. 
V- í : I ; jj ŝ efhi>*t̂ 'imrí-̂ -fre¡miar- de..ta . altura

9.ferir el punto, D  al nivel. - ‘ 4̂. j
k e W a á A l  údíor de BEmm:^T>mp^^O;EE,es.lddifereneta em^ el
m^fimrdádero y dparenie, y  m  es ef f e t o  que produce la re r acción,
■ Éué̂ : euándó.*se} dm-Menderyah electa áic-la^ ee dcbep,est.ar
de l^.;Alturas dé-nuiel.' observadas ■ no,, ia- .diferencia ME enti e el nivel

‘J

N*



^Ahora
DE G EO M ETRÍA R E ÍC T IC A . 3 4 7

haciendo aplicación á nuestros barómetros del Semina-
* ' ■ 2' ' ' ' i- ' '

rio , tendrémós que •' =:•— > A  — 30 pulgadas Ó líneas y t t  puntos ó

I33
30,57638 pulgadas

♦ I

I
366,91656 líneas; g

m
0,015398

próximamente } M == 8o*̂  j  n— 7,9 lín eaií%  haciendo- estas sustitu*-
65*  • í  t  .

cioíies; ícrj la última 
n x 1,0656 g

se convertirá ea
X 0 ,00019 —  ̂0,002037)

! -{676. Antes de concluir este punto no puedo menos de observar,' 
que cuando se hayan, propagado las fórmulas de corrección, y se ten- 
gan un,: gran número de observaciones exactas , hechas en diferentes 
parages.y de modo que sean comparables, se podrán calcular las tem
pestades, las nevadas , las lluvias, los años secos .&c con mucha an- 
tieipadon, y: Con la misma exactitud y precisión que ahora se caicu-' 
lan íos eclipses. Esta proposición parecerá escandalosa , así como lo 
parecía en otro tiempo é l pensar que se podrían predecir lós eclipses; 
pero.ja mi se me representa. con tanta viveza la utilidad que traerá ai
genéro humano el saber con anticipación los años escasos, los abunv 
dantes , : aquellos .en que fructificará mejor una semilla que otra &c,.

Pero hasta ahora nosotros ¡o que tenemos determinado es qué el eféc  ̂
to de ía. refracción] es el ángulo EODy que en nuestro pais ¿5 o,'07187 ó -’U 
del ángulo OCB que se forma en el centvo.de la tierra por las verticales, 
tiradas en O y en .B, Este resultado ’ nos-:es útil para cuando, se trata.,de: 
medir alturas *̂ pe<ro aquí lol que nos acom:Oda es tenerlo espresado. en. línea: 
recta  ̂ esto esf tener .et .valor de j a  DE./Para hallarle  ̂.observaremos que 
tirando la cuerda OB  ̂ el ángulo EOB formado.por la tangente OE y da, 
cperd  ̂ OB tiene por medida la mitad del arco .OaB-que la cuerda sub-̂  
tepd  ̂  ̂y co77iO;íodo el arco OnB es la medida-del ángulo en C, resulta-que. 
ángulo EOB'::^^ángulo .

Ahorad tanto EOB f como el EQD son siempre tan pequeños que sin. 
error .sensible_ se pueden suponer proporciónaks con ¡os lados EB^ E D  que 
se les oponen en los triángulos EOB^ EOD5 luego, podrémos poner :án~: 
guio E O B : ángulo EOD : : B E : D E  y como EOB“ |-C, EOD=ro,o7 í 87XC; 
st espH.samos por d la BE , que es la diferencia, éntre el nivel verdadero 
y aparente  ̂ correspondiente á, la distancia O E , resultará

V  ^

T/̂  ÍV j  XXr. 0,07187.0. á
■ 10:0̂ 071,87. C ::d í D E — f----- :=:2.o^ó7i87.í¿tro,t4374.dt=(pr6-.

\

mmamente)  ̂ d. . ^
De aquí resulta en general, ,, que én España podemos suponer siú temor 

de incurrir en error , que el efecto de la refraedon espresado en/línea
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ipuedo raenos'de decirlo V por si- áéSSí^uedo'''contriouip 
celérar esta época feliz. Mas ,para que no s.e repute por _ paradoja lo 
quered tiempo coiúprobari , pondré'aquí algunas ppediccioiie'&iaiiál'o-' 
gas á esta, que se tuvieron al principio' por sueños, y que luego se
lian vciliicado. ■ ' i. " .i 'i

<1.^ Los Franceses habían estado haciendo operaciones geodesiy
casq.i ¡por^espacia de tre in ta se iso u fia s  ;’ y'<t0dasféila&des'dabá.fr.qq^
la tierra era prolongada por los polos. Neuton y Huygens , sm ha
cer ninguna , sostenían desdé sü-gabinete ítodoLfo‘Ctífltráííioiŝ Eldi-rî  ̂
mero-se fundaba en su ' teoría- d*) la grávitaéionryf elootro 'en la de 
los . péndulos. Como en las operadones-de los Franéeses-se ¡habían eín- 
pleado los mejores Astrónomos , y los mejórBsidnstrumentoS j no qué-’- 
ríaniconeeder lo que .Neuton y .Huygens sosteníanq .p¿rO¡ estos¡̂  fir-¡ 
níes eirisus teorías , dijeron en que estribaba el errorq ptoptisieroñ: 
el..método con que se debían hacer k s operaciortes.j se ejecutaron y;, 
hallaron el-mismo resultado:t^ue Huygens y Neuton tenían determina-;
do de antemano. ' i ‘ ' ' i''

Neuton, por las leyes de ¡la refracción , dijo , que en el a-
gua y. en el diamante había un principio combustible , ;y- en éstos *nl-
t-iinos''tiempos ha hecho conocer'■ la ¡ Química- ser iverdade.rai la - pr¡Opó-i
sicion de Neuton ; pues- el Uno de lo s  .¡factores¡dd- nguá-e

. J.
' recta para el uso de la nivelación, equivale á¡ f  de la diféréncia entre 

el nivel'verdadero y 'aparente : -pgr ¿o que, la corteceion quê se debe ha
cer á una-altura', atendiendo á la diferencia entre él nivel verddckro.y apa-' 
rente á la refracción , se reduce á-restár¡ de. la altura ■ de- tníra Obser
vada,-ks seis séptimas partes de .k-diferenck: entre c l hiveLv^dadéro 
y aparente , qué por la 'tabla del §. óyy correspondí'á: la dtstanctd'̂
qúe'haya del nivel á la mira. . - ! , L:"* , ,

Por último, debo inUnifestar que á iguales distancias las refracciones
son iguales a s í 'como la diferencia entre el nivel verdadera^y a^arentéf
lo ade confirma la conveniencia que resulta de'colócur cfmivzl émúpré qUé' 
s e .  iueda á igual distancia súbreypocó ma's los dos térmnnos de
cada-estación, porque.'entónces no hay que hacer,ninguna corrección -, igual
mente indicaré que para no Omitir ninguna diligeneia que pudiese corulm 
cir - al feii-a resultado de la nivelación que practiqué en 1^19, 'trate' de\ 
calcular las diferencias entre el nivel verdadero y aparente, considerando 
á la tierra con su propia figura de tm esferoide • aplanado por los polos,..
Tengo vencida ya la mayor parte de las, dificultades ; y habiéndome cer-
cioraM:¿elque:,dichas diferencias' se aproximaban.’thucho 'á las 'do ia -i..
tabla dél -espresado §. 657, suspendí por entonces dicho trabajo , que estoy- 
procuranm continuar ahora para proporcionar á los que se deaiquen a 
este' ramo cuantos datos puedan necesitar en tan importante y delicado
asunto. \
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geno, él dlamáñte ̂ viene á keî  él cárbon püro ; él primero qué Jlai 
nld-la-^aterifeidn ■ dé'̂ 'lóŝ /s’áBios' ŝdbre' dé í la última proposii.
éioíî l'̂ fúé'̂ bü̂ ^̂ ró’ F̂egyo"̂  'al r̂efdiir-^ q̂ue' eú-i-'el' incendio :dé-la-
Ha lleal se habían quemado los diamantes del ,copon. -  ’

' ’FÚlér cdúeibid lá'adéá*  ̂dé bácer '^desaparééer la aberración 
db* ¥éfrahgib|lid'ád 'eh - los' telbseopios.- Dolidnd y  fundándose 'en'"un eŝ  
perrméíifb̂ dé̂ '̂NbÜtGn -̂̂ sé lé'bpuáo- teffibleménté  ̂ Otro-s , '.si-n
•piiépjít-dr ■ .̂íál;ií̂ e.sa.KfiHníS‘h P frflsnd/'sé vio„ nt*pf'ifiar}<i'ejéeútdr -él^éspéfítófitb l^Wstt îérén'^qÚé-^€f^4iais,a  ̂ /vio
©éílóhd^áW'epétiBld^l^y éncÚnti^^M-quévdecíanEu-k conti-
nüáéidil * dé éS'íaff‘ iúvbs'tlgácÍGnesy fesültó -la invención‘dé-los tclescó^
'pios ■■acrdmáticbs:' 4̂' '̂'n~>n’r - .j . ■: .̂ v; , í

■ ^-Réfíexionaúdónsóbrék'stós^: h e ch o s;,co n ce b irá  la posibilidad de 
ló  que^'aségüfd^ y  ¥i ya- naéldn'éspáfe primera que  ̂die-
écrél ejemplüíéif ífacér*: Óbsééváéiones^k'Xáctá^ '̂' cóh ia miraiRe contri
b u ía á 'ü ú f f i  " to  élevád-o 5"%ib désinéTééérlá" esta’' acción de las otras 
■ q^ué l̂á-diBtíyguéú'''éntf é'do Rétóak^-Espáí%- -parece -̂e reser
vada para aquellas acciones gloriosas , que-^Soió ceden en̂  beneficio 
dcH^^gdael-o-Rnihln l̂ E l 'descubrimiento ídeí- nuevo mundo que en nin-

'íádHá^prüébá-‘aüíéndóá^>déíió‘-mUGho'-qúe- se^dé debe f y- serie-de 
obséi^vaéibñés' éí'ácí-ás dícéháfe' éll-lbs^diférentes dominios de S. M . C. 
pOrññédio-''dé las éüalé-á’ sé''-'pérfeGcidná r̂ia -̂-laia^gríeültura:,' se evitarían

ácarrean, no desmerecería
ei ii-Gobiernov' '̂

k A-*

I A • J,:

^ '

' ^ d í H inû césibles , j  del
')j'/■ /'■ 'q ■ ''̂ >PévdhMfbieúfú ‘'dé'^^  ̂ h;; v: ■■ ■ !,.■ >{

• '  r . t íîJp 'UjVi:-j }‘j  iu' • .:

m’dnb-dé (éú-á̂  és
r/-t̂  éu'pbñ^áibos/qdé-^éádá'B(S línea que se= quiera medir;
endá'é'éa-sb'-^é' inediíá-Úna d áséG A - dbsd'o el estremó a ccé sib leG , y  en 
sü's’ ésírembs' únédlréiábs Uóŝ  ̂ ángulG'é-^'B,GAí,CAB.y y  la Trigonom etría 
nos dará el lado BGJ'Pára'dacer^dsta óperacibn /con la plancheta, se
éoloca éste instrúrnéntO'^  ̂ qUe; su: centro- corresponda sobre
e l p̂úlltó'G'■ d;el terrebo^después sé'titk én'élTapel'una línea -cn en la 
direécibh dé la base dé una iliagnitud■ ral-̂ que c'óiít’énga ̂ tantas partes 

una ■éscalaéualqúiera  ̂’; coÉndrvééés éstá- coht'enida k  unidad de ine- 
ida eíi- la base débpüeá^é dirige-dá viáúal' por C al punto B /y  

se tira la c¿? iadéfinida‘f despues se‘pone el instrumento en A, y colo- 
cado él tábléro de modb que la basé ca se haHe en la dirección AC

ft

/ i .
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ijjQ TRATADO AS :,r
de la-base medidá , se,dirige ia visi^l ai punto, B j,se ^ra , y el
liitinero de partes que, ci? contenga.¡epdaimi^ipajescal^ ndraero
de unidades ,que; contenga la^B^ de day/ni^dida,coq,qHei^sq  ̂ > ,
base CA. '  ̂ ,i r̂:'. ''i..̂  -l' . '■
r 678 . Si suponemos ahpra que Ia distapcia ep:(fig. 31^) sea d̂ 
do punto inaccesible ; mcdircmos.una bas^^AB que se  ̂ iprpxipi^ment  ̂
paraleiaid igual conUarcdistanciavpar: medix QB, ^n A  ̂io,maréinQS ios 
ángulos CAB>DAR.,-y;tpasandp.el;i^^t^^^ .ípmarmpps :.iqs .ánr 
■ guios GBA^DBA:, y.teadréuioB.GonpcIdo^^pa.el ^triápgulPcPAP ;ei pdo 
AB v los^inguios adyacentes.^Jpego fe; PrigQnqm^^fía.aos ^ r á  el va
lor del lado AC. Eiv el triángulo DAB tenemos conocidos  ̂igualmente 
el lado AB y los ángulos, adyacentes ^r.feegp.po^rémp el va
lor dej lado.AD. Ahora , en el triángulo.CAP rtepemQS coaoddp^ los 
lados ÜAyAD por rlo:,qpe,;acabamos de: dcpir ^ .y^ i.ánguloX A n qup 
forman: pot ser fe. difercnda entre .Ips 4 ps fepgulps ,p^sei:ya4os CA®,
Í>AB  ̂ laego.fe Trigípaomptrfemcjs fe4í> Aera fe
distancia que buscábamos. . , ■ :í ^

P a r a  hacer esta operación con la plancheta , se .coloca el mstrur
mento en uno de los estreraos, de fe báse , td j Qofpo A  í y_ despues d?
estar tiradada ai? en fa' direociom.de elfe., se %igep:fe$;y^sMales;¿á^lp^ 
puntQS'Cs'^Dy j-s e  tiran,en tel,,;páipehlas r'despues se ipa á̂, pl ipa- ,
trumento > á B  y se. Uiráiv: iasí ¡ he[bd;iQ% i feb dirección r: de, feSt r visuales 
dirigidas á los :,puntos :G y d>V^ydPmándM:cpn pn compásala .distan- . 
efe cd  ̂ Y averiguando SU; valor en' la_;iii.i:Sfe3i escala en que se tpinar 
 ̂ron las. pactes. de uh., que espresabanrfes>:ynidades,.de pied^^ de AB^
se tendrá el númerj3ride’'mnidades:.,;<l:\»̂ §;;'̂ P̂h}-i4*̂ ?̂ ' ■ ’■

/670 Hemos dicho (673) que se elija la base próximamente
Con fe
mente'igual y parálefe.fcfe(:líneá;fe.dUtaiieia,pp^^^^  ̂ porque de es- 
teanodo se disminuye el error que por cauSa del instrumento o del que 
ejecuta la operación -se debe ;SPs;pechar. Para./cpnveiicernos de esto
olDservarémos que como para halfer 
Trigonometría j un mismo; esrnseniel .angulp á̂ndMy 
do el ángulo es muy pequpfíp^ ipuessi suppuerppsq.ag>;in)-qdf; A ^  
ab sea el error pomeildo eu fe^pteeryadon, esie^eijrqr causu en e l  se
no del ángulo , cuando e s  pequeño , un error ñp,, que,es^m^ ma
yor que el AG originado cuando dfengülo es grande.

CBouguer. demuesir.a .que p ^  im^ir ma d i s t a n c i a v e c e j j n a ^  
ventaió^o '̂ î ĉ l̂ rse d e d e : 6 c ñ  qû r de mo de siesde^.^o
es 7nucf  ̂ mejor. Quedos erroñesi que. ŝ  .cometen en eUálcido Je l̂^^
de hs mdngídos , cuando uno .se
los son^pmorcionaks d ías cotangentesJedidios ángulos. o„ á las dijcr 
renaas logarítmicas de sus senos, (¿ue cuando, sujeto-ddar una
cierta magnitud al ángulo comp'cndido entre dos lados, m â̂  n m m
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se trata, de. descubrir , es. necesi^ii^mrmosceles; el triángulo le mas que 
sea -posible , ó hacer la base que se debe medir de la misma magnitud que 
la otra iiñe.d*. Si se da la disposición-de la base sino .sq longitud^ la 
dispMcion -que se- debe ■ preferir- es domar un triángulo rectángulo- que den- 
ga por Mpotenu^ajórJ.aid^se á el ^  se. buscâ  Cuando p̂or el cono-
cimíento.fd ¡̂uu Ifld/Ô .ŝ îlT̂ . ■ n'̂ upJj'O.̂ ijTias.
hacer por muchos d̂ tangul/os , es menester haferlo por. triángulos, rectán- 
gulos. íeweja«tes,,íáííí»i¿b pqr_/fldoí _£ue;wez¿^
cay la retacion en que deben crecer lo. íiienos hâ  de ser en la de i : ^ 2  
ó 100 : 173. V' - . 'Mv'';

680 ' Se da elnoipb^o áe mqpa á plandrtpp dibujo, en que
están representados noidoa Íps^^q^etüs,dg,_u  ̂ pais dê  ̂ estensipn. 
Para nianifesiar copsigu9^es^a^U:pp^  ̂ 34?, nos^M m '
t^Efeii'p.:de;enru e3,tei:#An ,.m>e^.qn^sqib:a%a4t)^ o% tos ■
H,K,1 (íig,,3.i;4)., .̂yo9Lie ŝe quiere ^^ âsa .̂-un.̂ i ûjn en,que:ios/otyet,o&
guarden la utisma,.ppsidon^qu^qienen ê ^̂  ...

Para esto , iu prunero que se ejecuta es. medir una: base AB /des
de cuyos estreinos se yea el mayor número de objetos posible, se co- 

ara el insiruineuto en A  , y se dirigirán visuales a ios puntos C D, 
EjK,G, que se ven desde ambos estremps de la base se pasará el 
instruineino á B , y se dirigirán las, visuales á los mismos objetos j y 
tendremos que si el instrumento era la piaucheia , el concurso de Jas 
visuales en el papel determinará los objetos j y si no lo. es ,, se forman 

' en los estremos a y b de una línea ab , que se tira, en el papel de la 
magnitud que espresa 1.a. base medjda , con el ausiiio de un. stmicírcu- 
lo , los ángulos cafo, dab ŷ tíiisiua mmcro de grados, que Jos
ángulos observados CAB , |DAB dtc;, con lo cual Jos Jados de. estos
^  t  I 1 * 1  ' ' ' V ' *  y  * * ■

a.ngalos proiougados deteriníaaráa pox- su cóhcursó, los pumos c d &c 
Tambiea se pudieran calcular por Trigonometría los lados « c,ad& c':
pero esto es mas com

Para fijar la posición de los puntos Kj H >I, que no, se ven desde 
ambos estremos de la base AB medida, sé elige una niieva, base qüet 
se procura tenga sus. e.stremos, en dos pumos fijos ya j y con rela
ción á esta base se fijan los demas.. Aquí para fijar el K elegirémos 
por nueva base la distancia T G , y colocando en sus estremos el ins
trumento , medirémos los ángulos K í G , KGF, que ños fijarán la po- 
sicipn d d j)u m o K. Para fijar la de los puntos H , I elegirémos por
base la E F , y así se. eontinuaría sTq^uedasen mas puntos por de
terminar., r  '

\
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