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PROLOGO

PN UVRV VYV

Esta Seaunpa PARTE es la mds intrincada (no la mds difieil)
-de la Aritmética, y en ella acaso es mds necesaria adn que
en la Privera la fijeza en los principios, asi como la sanidad
de criterio para la recta interpretacion de los resultados.

La confusidn causada por el impropio uso de la llamada
«ynidad concreta» apenas es concebible por quienes no hayan
mirado como profesion la ensefianza, ¢ no hayan tenido que
habérselas con las rutinas, hasta de maestros muy eruditos.

-El enjambre de inadecuadas expresiones, de conceptos fala-
ces y de nociones mal definidas que se encuentra en los li-
bros (1), y que sin criterio fijo prohijanr muchos y buenos pro-

e ————

(1) Leoen una obra muy estimable, dende, por lo mismo, es més de
extrafiar la inexactitud: ]
Parareducir ¢ pesclas el coste de 24 varas de pafio & 83 reales una, se mul-
“tiplican los veales por las varas y se parten por los reales gue tiene la pesela.
Pero jedémo se multiplican reales por varas? ;Qué quiere decir repetir
83 reales 21 varas de veces? jqué sentido tieae partic varas por reales?
Otro texto del mismo libro:
La raiz cucdrada de 2 (/3) aproximade haste lag diczmillonésimas es
1,4142135. '
Pero si 6l 2 carece de {/~ jcdmo la tiene aproximada? jedmo no ver que
1,4142185 es la raiz exacta de 1,93090982358225, ¥ no la raiz aproximada
de 2? ' .
Ciertanmente que el nimero frascionario 14142135 distaria poco dey'2
si 2 tuviese rafz: podrd, por esto, en la prictiea, considerarse al 1,4142155
‘como un nimero que, mualtiplicado por si mismo, da casiel 2 (por dar un
nimero que casi es 2 ; pero el rigor matematico no puede consentir el que
se diga quse {/Tes 1,4142.. ni aproximada ni exactamente, porgue no hay
ntmero ninguno que multiplicadoe por si mismo dé 2.
Y no vale decir, para exculpor &l autor, gue sus expresiones deben en-
tenderse como sinéedoques de las verdaderas, 4 semejanza de cunando de-
. ¢imos %% vase de egua, sabiendo que ol vaso no estd hecho de agua... No;
el autor dice en otra parte: «multiplicar por % e tomar una cosa media
vez, (M)
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8 . ARITMETICA MODULAR

fesores, alarma 4 los que miramos las matemdticas, mas que
como una de las conquistas prodigiosas de la humanidad,
como el medio por excelencia para infundir en las generacio-
nes la aptitud intelectual que espontdneamente aparta de las
falacias del error dialéctico 4 los entendimientos sanos.

La imaginacidn, facultad de prodigios, que en las regiones
del espiritu ve las cosas antes de que aparszcan en la reali-
dad, es sin duda la creadora de todos los progresoes; pero sélo
cuando va guiada por una inteligencia clara ¥y poderosa. Y
nada como la disciplina matemdtica para escuela de dialéc-
tica (1).

He dicho esto de modo fan absoluto, que debo fijar com la -
mayor precision los limites de estas aseveraciones.

Existe una preocupacicn arraigadisimsa en muchas perso-
nas notables: «no hay cosa (dicen) que mas desarrolle la inte-
ligencia que las matemdticas»: jeraso error!

Lejos de ser favorables 4 un desarrollo completo, extenso
y enérgico de la inteligencia, retienen al que 4 ellas se entre-
ga EXOLUSIVAMENTE, en un ecirculo reduneidisimo de razona-
mientos. Notese que digo «exclusivamente». E! matemadtico
exclusivo no dirige su atencidn sino 4 consideraciones de nu-
mero, extensidn y cantidad, y nunca-ejercita las potencias mas
necesarias eu la practica de la vida, tales como la observa-
eidn, la comparacién, la generalizacidn, el andlisis, la induc-
cidn. Saben mucho céleulo, y desdefian hasta el saber hablar
y escribir. Qué mal redactan algunas obras que tratan de co-
sas admirables! jCon qué sinrazdén menosprecian las artes!
iY hasta las clencias naturales!!! jA cudn pocos matematicos
es dado el divino don de! inventar!!! '

«Nada es menos aplicabls 4 la vida que un raciocinio ma-
temdtico», dice Mad. de Stael.

Dialécticas puramente las verdades matematicas, y No
criTICAS, simples, universales é invariables, con una preci-
sidn de lengnaje pasmosa, sus demostraciones no dan apenas
lngar 4 esos sofismas contra los cuales tiene el sabio que ar-

(1} Esta Introduccién {como toda la obra), no va dirigida 4 quien no
tenga alguns idea de los quebrados en general. Hoy casi todos la tienen
por lo extendido del sistema métrico-decimal; pero quien no estuviese
convenientemente preparado puede volver 4 leer este prélogo terminado
este primer Libro.
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marse de todos sus conocimientos, escoger, comparar, pesar
probabilidades, responder & objeciones, abrirse sendas y ca-
minos nuevos, ser, en fin, ingeniero y obrero 4 la vez con men-
te aguda y miembros robustos. Bernhardi, Weiler, Klump,
Wolf, Basedow, Niemeyer, Descartes, Pascal, Destutt-Tracy,
Dupanloup, Berkeley, Warburton, Walpole, Gibbon, Dugald
Stewart, y otros muchos citades en la Ruvista de Edimbur-
go, nimero OXXVI, se han declarado contra la supuesta cul-
tura intelectnal debida exclusivamente é las matemdticas. Las
matemadticas, sin embargo, hacen un bien inmenso. Hacen que
el ser intelectual no se contente con las apariencias dialécti-
cas de la verdad, sino con la verdad dialéctica misma; y, en
este sentido, nada hay que iguale & la disciplina de las mate-
maticas: jhada! jabsolutamente nada' Pero esto no tiene que
ver con el fondo de la cuestidén: la cultura y desarrollo dela
inteligencia.

81 no son posibles en la dialéctica matemadtica los errores
que se deslizan en otras ciencias, esa misma precisién dialée-
tica la ha hecho caer en ERRORES CRITICOS tan formidables que
conducen en linea recta 4 absurdos evidentes. Y, sin embar-
g0, joh ceguedad hacia el método! esos absurdos son devora-
dos sin examen por la mayor parte de los matemiticos 6 con
una sangre fria y un casi placer que pasma y descorazona.
iAL! Huyamos de los hombres que sélo saben sacar cientifi-
camente consecuencias, y que, ciegos, creyentes, no aquila-
tan jamss la solidez de los principios de la ciencia que han
abrazado.—«La suma estd buena; luego los sumandos son ver-
daderos.» No: pueden ser falsos los sumandos y la suma estar
bien hecha: tendremos entonces una verdad dialéctica, pero
no una verdad critica: para que una operacidn sea admisible,
ey preciso que los sumandos sean criticamente exactos y que
no haya equivocacion en la operacion dialéctica del sumar.

Las matematicas son, por tanto, la mas acabada gimna-
sia de dialéctica; pero nunca escuela de las realidades de la
vida.

Porque ¢dénde existen 6 pueden existir los objetos de la
geometria? ;dénde hay superficies sin profundidad, lineas sin
latitud, puntos sin dimensiones? ;Ddnde existira jamés una
esfera ideal?... ,

Los hombres de las matemdticas no trabajan con cosas

TOMO II1. 2




10 ARITMETICA MODULAR

reales, sino con entidades del entendimiento; y, por tanto, el
estudio exclusivo de la ciencia del cdlculo, no es el mds apro-
pdsito para el desarrollo integro de las facultades intelec-
tuales.

Por otra parte, la indole misma de los mdédulos de medir
acostumbra 4 los matemdticos & concesiones refiidas con el
rigor clentifico. Por la falibilidad de nuestros sentidos y la
imperfeccidon de nuestros pesos y medidas (balanzas, metros,
instramentos de reflexidn..., ete.), sabemos qus en toda mag-
nitud queda siempre mal medida una porcidn imperceptible
{ya en mis, ya en meanos); de modo que los nimeros expresi-
vos de nuestras mediciones nunca resultan exactos, por mds
que ‘asi ge estimen. '

Cuando una longitud nos aparece de b centimetros, tene-
mos perfecta seguridad de que el largo en cuestion estard en-
tre 4,9 v 5,1; 6 bien entre 4,99 y 5,01; ... 6 bien entre 4,9999
y 5,0001;... conforme al esmero y minuciosidad de la opera-
cién y 4 la precisién y finura de los aparatos de medir.

En la Aritmética modular hay que llevar & esa practica
todos los prineipios de la Aritmética pura, y, ademds, tener
en cuenta las modificaciones que en los prineipios introducen
las propiedades geométricas, fisicas y mecénicas... de los
modulos.

En la Aritmética pura los nimeros no son susceptibles
mas que de las dos operaciones fundamentales; 4 saber:

Las de SUMAR y RESTAR, esto es, las de agregarlos y dis-
gregarlos (1).

Estas dos operaciones pueden abreviarse en las de MunTI-
PLICAR Y PARTIR, ¥ las MULTIPLICACIONES ¥ DIVISIONES pueden
presentar los importantes casos especiales Ilamados ixvorLu-
CION ¥ EVOLUCION,

De modo que la clasificacién de los diferentes modos de
operar con los nimeros puros es (Libro I, Parte I, Leec. III)

{1} Comola composicién por suma de los nfimeres puros empieza por
la unidad pura, claro es que en la disgregacién por resta, enllegando al
unc termina la operacién de disgregar.

© Biblioteca Nacional de Espana



PROLOGO - 11

Operaciones
fundamentales. Abreviaciones. Graduacicnes.
Suma. Multiplicacion. Involucidén.
Resta, Divisidn, Evolucidn.

En Aritmética modular pneden hacerse también todas

estas operaciones

Sume.

5 varus.
4= G varas.
-+ 20 varas.

== 31 varas.

Suma {e sumandos

Resta.

31 varas.
— 20 varas.

= 11 varas.

Restas sucesivas
de

iguzles. Abrevirdamente, sumandos iguales Abreviadnmente,
5 varag. 5 vavas. 15 varas. 15 varas | b varas
-+ 5 vavas. > 3nim. puro. — & varas. .. —
-+ & varas, -- =38
= 15 varas, = 10 varas.
= 15 varas. — b varas.
——————
= bHvaras.
— D varas.
— ¢ero varas.
Potencias. Rafz.
B varas. 125 varas | B nlun. puro.

> 5 olumero puro.

= 25 varas.
> Bndamero pure.

= 120 varns =53 varas

| =26 varas. | bnum.puro,

.

=5 varas.

3 —
\/125 varas = 5 varas.

Ademds pueden hacerse en Aritmética modular

Operaciones con nimeros fraccionarios, y

Operaciones con numeros aproximados 4 ciertos limites.

Nada mas frecuente que las operaciones con numeros
fraccivnarios en la Aritmética modular.

Para medir una cosa continua, siempre los pueblos ade-
lantados han escogide otra conocida de su misma especie: el

© Biblioteca Nacional de Espana



12 ARITMETICA MODULAR

codo, el pie, el paso, la braza,... mddulos destinados 4 com-
putar longitudes; el dia para determinar espacios de tiem-
po;... el siclo, el ébolo, la peseta, para determinar valores,...

steétera. '

Pero tales médulos se encontraron muy pronto inadecuna-
dos para medir cantidades menores que ellos: gedmo los es-
tatnarios griegos iban & medir por pasos é por codos las fac-
ciones humanas, ojos, boca, nariz, orejas? ;Quién pueds me-
dir por dias los latidos del corazdn®...

O se buseaban otros médulos nuevos muy pequeiios, 6 se
dividian en partes iguales los grandes anteriormente escogi-
dos. De estos dos recursos, el segundo, naturalments, obtuvo
la preferencia, por ser mucho mds facil famniliarizarse con
unos pocos mddulos y sus partes, que no con muchos, y ser
de eonveniencia evidente tener relacionados los mddulos me-
nores con los mayores. Asi, la vara estaba dividida en 2
medias varas, 6 en 3 tercias, ¢ en 4 cuartas, ¢ bien en 3 pies;
cada pie 6 cada tercia en 12 pulgadas y cada cuarta en 9; cada
pulgada en 12 lineas;... el dia se dividid en 24 horas, ]a hora
en 60 minutos, el minuto en 60 segundos;... el quintal en 4
arrobas, la arroba en 25 libras, la libra en 2 medias libras, &
en 4 cuarterones, 0 bien en 16 onzas;... el duro en 2 medios
duros 6 en B pesetas, la peseta en 2 medias pesetas 6 en 4
reales, el real en 2 medios reales, § en 4 cuartillos de real, ¢
bien en 34 maravedises, ete., etc.

Pero jeudn lento es el progreso!

Llegar 4 tener médulos y submdédulos admisibles ha sido
obra de siglos. Y jeuanto no tardé todavia el desarrollo del
sistema grafico que indicase convenientemente si mediamos
con un moédulo 6 con alguna de sus partes! Al cabo se inven-
t6 un modo claro y sencillo de representar las magnitudes
pequefiasg relacionadas con las grandes adoptadas general-
mente para medir. :

El numero de partes en que se consideraba dividido un
modulo se escribid bajo una rayita horizontal;

2, 3y 16y 100

y sobre la rayita horizontal se anotd el nimero de veces que
la cosa medida contenia al submddulo.
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N - » *r l
Asila magnitud de media onza de oro se eseribid........ — °onza
3
la de tres cuartos de real se indicd...ee.ovvsrinaaes vy de real
. _ . .
lade 7 onzas........... e deereer e aaans Y(dehbra)
. s 30
1o de 80 céntimos de PesSetRe. veevevrvee reenraneesans — efic.

100

Llamdse denominador al nimero eserito bajo la raya; nu-
merador al anotado encima, y quebrado ¢ fraccion 4 la ex-
presidn en conjunto.

Al cabo se observé que los médulos y submodulos conve-
nidos no bastaban para todas las necesidades de la préictica.
Por sjemplo, entre miles; para obtener el buen bronce esta-
tuario habia que saber dividir la libra en 100 partes, y co-
nocer asi las proporciones convenientes de la aleacién. La
notacién de los quebrados se generalizé con esta clase de
cuestiones; y las proporciones de la fundicidn de que se trata
encontraron expresion adecuada como sigue:

4
Cobre...... Lee 91 o
. 53
Zine.,..... s, B —
100

. 7
Estafio .. ..... 1 =
10

37

Plomo. ....... 1 —
100

Al fin se vié la conveniencia de que las fracciones tuvie-
sen todas denominadores iguales, ¢ bien denominadores que
facilmente pudieran hacerse iguales unos 4 otros. De aqui la
invencién de los quebrados decimales, en que el respectivo
mddulo se halla siempre subdividido en diez partes, ¢ en 100,
4 en 1000, 6 en una potencia conveniente del 10. Como en tal
suposicién los denominadores son iguales, éstos se suprimen.
Y, asi, la aleacidn anterior resulta expresada como sigue:

. . C .
gobra...v .+ 9140 (6 pion, en virtnd decon-igf;’;f;;:_‘_":j_' R
Estatio. .. ... 170§ veniosqueluegoseda-: g wo"" "7 "0 17
Plomo,........ 1-87 ( Ténécomocer......... l Plomo....... o187

Con los quebrados pueden, pues, hacerse todas las opera-

© Biblioteca Nacional de Espana



14 ARITMBTICA MODULAR

ciones de sumar y de restar, de multiplicar vy dividir, asi
como las de involucidn y evolucion.

1 3
2 4
1 3
-+ — +~
2 4
1
- —_ + 2
9 4
4.1 LB
2 4
——2 :3

Pero esto requiere explicaciones detalladas, que mds ade-
lante encontrardn sitio oportuno.

A la Aritmética pura no incumbe el efectuar estas opera-
ciones fraceionarias, por ser indivisible el uwo, principio y
base de la escala de la pluralidad.

(Véanse Lecciones I y II del Lib. I de la Primera parte.)}

Tampoco 4 la Aritmética pura incumbe el efectuar las
operaciones de aproximacién, que, si nunca dan los niimeros
.que se buscan, por imposibilidad intrinseeca, producen otros
tan inmediatos que casi con los pedidos se confunden.

De esto se tratars en el Libro de los INCONMENSURABLES.

Si alguien pensase que la Aritmética modular era supe-
rior § la Aritmética pura por serle dado efectuar clerta clase
de operaciones, que no son de la izcumbencia de la Aritmé-
tica pura, caeria en un error semejante al de quien juzgara
que exn la locomotora la miquina por ciya aceién se mueven
las ruedas motrices, era superior 4 la combustién de la hulla,
que convierte en vapor el agua de la caldera tubular.

Ante todo ha de observarse que los nimeros modulares
no serian nada sin el concepto del nimero puro. Alguien po-
dr4 decir que en una poblacién se comen earnes frescas, é que
un labrador tiens trigo en su granero, 6 que un propietario
necesita ladrillos para una fabricacidn especial;... pero de la
importancia de la poblacién nadie se formard idea hasta sa-
ber el cudnto de las reses diariamente sacrificadas en el ma-
tadero, por ejemplo, 32 vacas y 17 carneros; ni se juzgard

© Biblioteca Nacional de Espana



TROLOGO 15

del trigo hasta conocerse que el grano almacenado asciende
& 1400 fanegas, ni del valor de los ladrillos cabrd cdleulo al-
guno hasta averiguarse que hacen falta 35 millares, v. g. 84-
lo por medio de los nimeros puede formar uno mismo y ha-
cer formar 4 los demds concepto adecuado del cuinto de las
cosas.

Y no digamos nada de que los numeros modulares se ha-
Nan sujetos 4 las mismas reglas de la numeracién de los ni-
meros puros, v que el sistema de su generacidn se encuentra
en la Aritmética pura, cuyas reglas trascienden as{ constan-
temente & la Aritmética modular.

Lo importante y de esencia es hacer ver que la Aritméti-
ca modular es una combinacién ineludible de las dos Arit-
méticas. ‘

Pueden sumarse y restarse cantidades modulares solas
(aunque obedeciendo 4 las reglas de la suma y la resta de los
NBMeros puros).

5 pesectas. )
-+ 17 pesetas. 243 pesetas,
+ 224 pesetas. — 224 pesctas,
= 246 pesetas, = 22 pessetas.

Pero no pueden hacerse las operaciones de multiplicar
ni de dividir nimeros modulares, nl mucho menos las de ele-
var 4 potencias ni de extraccién de raices, sin la interven-
cién directa de la Aritmética pura y del nimero puro.

¢Qué es multiplicar? Sumar sumandoes iguales.

5 huevos.
4+ 5 huevos. 5 huevos, namero modular,
+ 5 huevos. > 3 numero puro.
= 15 huevos. ='15 huevos.

5 huevos, multiplicando; repetido 3 ve-
ces, multiplieador; pero no 8 multipli-
cado b huevos.

Jin toda multiplicacién uno de los dos factores solamente
(el multiplicando) puede resultar nimero modular. El otro
factor (el multiplicador) tiene forzosamente que ser (y siem-
pre lo es) numero puro, porque representa el niimero de ve-

© Biblioteca Nacional de Espana



16 ’ ARITMETICA MODULAR

ces que el otro factor fué repetido como sumando eun Ila co-
rrespondiente suma matriz.

El multiplicador, asi, no puede ser jamds nimero que
tenga, propiedades geométricas, fisicas, mecanicas,... porque
slempre representa nimero de veces, siempre repeticidn.

Por tanto, en Aritmética modular no es cierto gue el
multiplicando pueda hacer de multiplicador y el multiplica~
dor de multiplicando. 10 cantaras multiplicadas por 7, esto
es, 10 cantaras repetidas ¥ veces, son 70 cdntaras. Pero ca-.
rece de sentido repetir el 7 hasta 10 cantaras de veces.

El elemento nimero de veces 6 nibmero de repeticiones, es
el elemento imprescindible en toda ouestion de multiplicar,
por ser de esencia la repeticién en toda suma de sumandos
iguales. :

Y, por tanto también, la repeticién es la esencia del nu-
mero. '

1+1= 2 ; 1+1+1= 3 1+1-414-1

3 ; I+1+14-1+1= 5 ; etc,

= 4
=14 :1)(5

Todos los grados de la escala de la pluralidad se forman,
pues, por las repeticiones sucesivas del 1, y el ntimero en si
es en esencia la expresidn de tales repeticiones (1).

Si la repeticién es de esencia en toda operacién de mul-
tiplicar, también tiene que serlo en toda cuestién de dividir.
En efecto, jqué es un cuociente? El numero de veces que se
repitié un sumando conocido para produeir una suma que
se nos da.

5 naranjas; dada la suma 15 y el sumando 5, averiguar el namero de
3 naranjas; veces que fué necesario repetir el 5 para obtener ol 15.
3 naranjas;
3 naranjas;
3 naranjas;

L

== 15 naranjas.

15 naranjas 3 naranjas

= & veces, nixero puro (2).

(1) Asi tenian razén los que en otros tiempos negaron que el uno fuese
_numero. Y con mayer razdn el sero.

(2) El problema se enuncia también en estos términos. (Véase Lec. IV

de las PROPORCIONES.) Yo 86 que repetido b veces un cierto niimero de co-

© Biblioteca Nacional de Espana



PROLOGO 17

Si el nimero de repeticiones es elemento esencial del
multiplicar y el dividir, ;habri que detenerse & demostrar
que también lo es de la involucién y la evolucién, ¢ sea del
elevar 4 potencias y del extraer raices? )

Ahora bien; siendo todo nimero puro una expresién de
las repeticiones del uno necesarias para formarlo;

Siendo la repeticion elemento esencial del muléiplicar y
del dividir; : ‘

Siéndolo, con mayor razdn, del elevar & potencias y del
extraer raices;

Resulta que la Aritmdtica pura es el fundamento y la
esencia y la sancion de la Aritmética modular, y que ésta es
s6lo el cuerpo de doctrina de las modificaciones que en los
principios primordiales introducen [as propiedades geométri-
cas, fisicas y mnecdnicas de los modulos.

(Véase el Apéndice 4 la Lec. I de los INCONMENSURABLES.)

sas (naranjas, por ejemplo), se obtuvo la suma de 15 naranjas: ;cudl fué el
niimero de naranjas repetido?

15 naranjas | b veces
= 3 naranjas,

Aunque parece haber contradiceién en partir cosas Lheterogéneas (na-
ranjas por veces), no la hay sn realidad, porqus el problema verdadera-
mente 1o se resuelve por la Aritmética modular, sino porla Aritmética
pura, donde el orden de los factores no altera el produeio; y, obtenido el
¢uociénte, se interprota luego de modo que pueda ser aplicado 4 la Arit-
mética modular, dindole el sentide de que carece. Distribuir cosas en
grupos de ellas es cosa que no ofrece dificultad; pero gqué puede signifi-
car, sin comentario previo, distribuir cosas en veces?

TOMG 111, . 3
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PRENOCIONES

Los numeros expresan:
1.° TLa repeticién (2);
2.° La repeticién de objetos discontinuos 3);

(1) Repisese antes de estudiar esta Leceion la IT del Libro I de la Pri-
mera paxte,

(2) Unavez; 1vez+1vezr=2veces=1x2
1 vez+1 vez--1 vez =3 veeces=—~1><3
1vez+1vez+1lvez —+1vezr =—4veces=lx4
lvez+1lvezr+lvez —+1vez -+1vez =bveces=1x5

Eto,, efc.
1, principio de la escala de la pluralidad;
1+1=2  =1x2
I+1+1=3 =18

l-wlu-l+1l=4=1x4
14-14-14+1+1=1:<5 ete., etc.

La esencis del nliimero puro es, pues, el concepto abstracto de repeti~
©161, sin referencia 4 objeto ni acto ninguno de la realidad.

(8) TUn 4rbol; 1 4rbol+14drbol=2 drboles..... =larbol <2
1 4rbol-+1 drbol+1 d4Thol =35 &r-

BoleS e vaer venvernsnansese. ==Llarbol 8
1 4rbol +1 drbol+1 drbhol+1 4r-

bol==4 drboles.............. =lédrbol x4, ete.
Una estrella; 1 estrella -+~ 1 estrella =2 estre-
T =1 estrellax2
1 estrella.-i—- 1 estrella + 1 estre-
Ua=3 egtrellas.......c... =1 estrella><3

1 estrella+1 estrella—+-1 estrella
+1 estrella=4 estrellas..... =1 estrella><4, ete.

La esencia de los ntimeros expresivos de conjuntos naturales es la re-
peticién de objetos disecontinuos.

© Biblioteca Nacional de Espana
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8. La repeticién de objetos continuos, elegidos para
mddulos de medir (1).

(Véase el Erirodo de toda esta obra, donde el nimero se es-
tudia en todos sus conceptos.)

Luego todos los numeros son SUMAS DE SUMANDOS IGUALES;

O bien del 1, principio de la escala de pluralidad,

O bien de un objeto discontinuo (v. gr., una estrella),

O bien de un médulo (por ejemplo, un kilogramo).

Luego todos los niimeros son PRODUCTOS.

El 1, principio de la escala de la pluralidad, es indivisi-
ble. No tiene sentido el decir: «<he hecho una cosa media vez,
una cuarta parte de vez.» Ninguna propiedad externa de lar-
go, ancho é grusso, ni de olor, sabor, color ¢ sonido, ni la del
tiempo invertido, ni las ecircunstancias del acto 6 de los actos.
necesarios para ejecutar algo una vez, dos veces, tres, cua-
tro... ni ninguna clase de condiciones fisicas, mecdnicas,. .. et-
cétera, se tienen en cuenta en el concepto de repeticidon. Por
ejemplo: en la expresidn

Yo no he hecho verses franceses mds gue tres veces en mi vida,

el concepto de repeticién no abarca ni la idea de verso, ni la
de lengua francesa, ni la de ninguna otra circunstancia de
tiempo, ni lugar, etc.

Los objetos naturalmente numerables no son iguales casi
nunca (2).

(1) Unkilogramo es un peso artifieialmente elegido para medir obje-
tos pesados;

Un minuto es una duracién artificialmente elegida para medir otras
duraciones;

TUn metro es una longitud artificialmente elegida para medir longi-
tudes; eto., ote.

1 metro+1 metro+1 metro+1 metro-+1 metro-+1 metro=1 metrox®, ete.

La esencia de los nimeros expresivos de mensuras es la repeticién de
log mddulos de medii.

{2) Los unos naturales discontinuos sélo son analogos por sus funcio-
nes 1 otras cualidades no aritméticas. Eslo contrario precisamente de lo
que pasa con los unog artificiales de mensura: todos son iguales en sus
cualidades aritméticas, largo, 6 largo y ancho,... 6 peso,... ete. Un decime-
tro puede ser de mader:, 6 de marfil, 6 de vidria,... pero no puede diferir de
los demés en largo. Un kilograme puede ser de hierro & de cobre, 6 de
oro,... pero todos loa kilogramos han de pesar lo que cierto volumen de
agua en ciertas condiciones; todas las pesetas son iguales, ste.
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Los dedos de las manos (que nos han ensefiado 4 contar)
gon patentemente designales. Las estrellas brillan con dife-
rente intensidad y diferente color. ¢Qué arbol hay igual &
otro? ¢En qué regimiento son iguales los soldados? Esta pa-
gina tiene muchos renglones y ninguno iguala al otro; sus
letras y sus claros son, en todo caso, diferentes. Pues gen qué
se parece una letra cualquiera 4 la letra expresiva de otro
sonido? ;Y, sin embargo, letras son todas! Los objetos dis-
continuos son fraccionables: media manzana, medio meldn.
Pero con frecusincia no se toman como tales. ;Qué podria
significar la frase: «en el cielo brillaba media estrella»? ;Qué
significaria «medio soldado», «medio marinero»?...

Por el contrario, los mddulns de medir (inventados por el
hombre) han de ser todos iguales; y, si no'lo son enteramen-
te, no hay que culpar al designio, sino 4 las imperfecciones
de la ejecucién. Cuando se dice que un cuerpo pesa tautas li-
bras, se entiende que todas las libras son idénticas. Cuando
recibo 11 pesetas, es porque las estimo iguales: de cierto que
todos rechazarian 4 la que resultase falta de peso, 6 falta
de ley. Todos los mddulos se dividen y subdividen en partes
iguales. La hora en 60 minutos y cada minuto en 60 segun-
dos: el metro en 10 decimetros, en 100 centimetros y en 1000
milimetros. A veces se perciben las divisiones y subdivisio-
nes del mddulo, otras no. En una vara de medir se ve la
vara, y ademds ge ven los pies, y las pulgadas: en un kilogra-
mo no hay manera de percibir separadamente cada uno de los
gramos. '

Ast, pues, el concepto pure de 1 es indivisible.

Los unos’ discontinuos no son iguales. Ni aun necesitan
ser de la misma especie, como las flores de un jardin. A veces
ni aun se los estima como fraceionables.

Tios médulos de medir son siempre fraccionables y siem-
pre enteramente iguales entre si. _

Han de ser, ademds, de la misma especie que los objetos
medidos. Ellargo de un paseo no se mide por kilogramos...(1).

(1} Indirectamente cabe medir can;ida.des heterogéneas ¢on los médu-
los del sistema métrico decimal. Si se conoes el volumen del agun conte-

nida en un decimetro cubico se conoce también su peso: un kilogramo. Si
se sabe que varias perras grandes pesan medio kilogramo, se conoce su
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La idea de unidad pura es idéntica para todos los hom-

bres 4 quienes es dado llegar al sublime concepto del nime-
ro puro, independiente de toda propiedad geométrica, fisica,
quimica ¢ mecanica; y no conoce razas ni nacionalidades. Lo
mismo el europeo que el americano,... el blanco que el ne-
gro,... los hombres de la genseracién préxima 4 desaparecer
que los de la generacidn que se acaba de encargar de los ne-
gocios de la vida,... todos saben igualmente lo que es ha-
cer algo una vez, dos veces, diez, ciento, mil, un milljn de
veces. .
Los objetos discontinuos tienen partes, pero para contar-
los hay que mirarlos como individualidades indivisibles. No
tendria sentido el decir: desde aqui se ven cinco medias es-
trellas en el cislo. Las individualidades discontinuas dan los
wismos nimeros para todos los hombres que saben contar.

Pero las ideas de mopuLo vamriaN de pueblo & pueblo y
de hombre 4 hombre. Los espafioles no saben lo que es una
wersta ¢ un kreutzer, asi como los rusos y los alemanes igno-
ran lo que es nuestra legua & nuestra fanega ¢ nuestra anti-
gua vara de medir.

Y tanto ellos, como nosotros, ignoramos las medidas de
que se servian los antiguos.

Aun ahora, & pesar de los esfuerzos de tantos gobiernos
asociados no es universal el sistema decimal de pesas y me-
didas. Adn no existe un meridiano universal.

Los paralogismos, pnes, de la Aritmética, dependen de
Ia indistinecién con que estdn domiciliadas en la ciencia las
ideas de unidad y de mddulo.

Lo que nos sirve para medir es un pedazo, una parte de
la cantidad que nos ocupa, con todas sus propiedades; dpticas
si es un rayo de luz, dindmicas si es una fuerza, geométricas
si es una longitud.., Pero el-nimero-de-veces que la cantidad
contiene & la unidad no es cosa real: es un CONCEPTO
MENTAL de relaciones, por medio del cual recorremos la

niimers y su valor: 50 piezas v 5 pesetas... Pero esta no es propiedad de
los médnlos, sino propiedad admirable del sistema de pesay y medidas,

O bien otra maravilla del artifieio humano: el crondémetro mide 4 diario
lalongitud geografica en la navegacidn...
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escala de la pluralidad. De modo que la UNIDAD EN ESTE SEN-
T(po es cosa muy distinta de la también llamada vnipAD QUE
NOS STRVE PARA MEDIR: esta fiene siempre propiedades dpticas,
dindmicas, geométricas, acisticas, etc., ete., y aquella carece
absolutamente de propiedades de esta especie; su significa-
cién, COMPLETAMENTE ABSTRACTA, es el primer grado dela
serie de los numeros 6 el principio de la escala de la plurali-
dad: en una palabra, la llamada unidad que sirve para medir
" estd siempre en la regién de lo covcreTo: y la unidad que
sirve para contar nunca sale de la regidn de lo aABsTRACTO.
¢No se vé ahora claramente que desde el punto de vista
abstracto los numercs no pueden ser méas que ENTEROS?
¢No ge observa que es incomprensible un cuarto de signo,
medio ruido, un déecimo de vida, que No PUEDE HABuR NaADa
MENOR QUE LA UNIDAD, que es ininteligible para nuestra razén
la frase una cosa repetida menos una vez, una moneda repe- .
tida menos tres veces, ¥ que es ESENCIAL 4 la idea de n1-
mero puro el que sea nimero entero? jNo se vé ahora claro
que desde el momento en que se diga numero fraccionario,
nimero negative, se hace uso de una expresién incorrecta y
contradictoria, como blanco negro, ruidoso silencio, cuadra-
tura del eirculo, realizacidn de lo infinito en lo finito, pues-
to que lo que puede fraccionarse mo es el nimero sino el
modulo, que lo que puede variar de direccidn no es el grado
en la escala de la pluralidad, sino la direccidn. en que lleva-
mos el médulo? ;No es patente que las expresiones de nimero
abstracto negativo, nimero abstracto fraccionario, nimero abs-
tracto irracional, ndmero abstracto imaginario, corresponden
4 imposibilidades légicas? ;No es claro que los simbolos es-
critos 6 hablados del sistema de numeracién no sirven para
otra cosa mds que para precisar & qué grado de la escala de
la pluralidad corresponde una coleccién cualquiera de cosas?
Por una especie de sinéecdoque muy natural, pero CON-
TRARIA ENTERAMENTE AL RIGOR DE LA LOGICA
Y FATATL PARA LA EXACTITUD INTRANSIGENTE
DE LAS MATEMATICAS, los ndmeros, SIMBOLOS RE-
PRESENTATIVOS DE LA OPERACION DE CONTAR
se encuentran de hecho en la parte de la ciencia del cdleunlo
que se designa con el nombre de dlgebra, constituidos, por
los autores, EN SIGNOS INDICATIVOS DE LA MAGNI-




21 ARITMETICA MODULAR

TUD DE LAS CANTIDADES, cuyo tipo son los méduloes y
ademds EN CARACTERES DE LA POSICION, 0 LA
EXISTENCIA, O LA ACCION DE ESAS CANTIDADES.

Y ¢no se sospecha ya, no se concibe ahora claramente que,
empleado el niimero en tres usos tan distintos, sea tal pro=-
piedad, l6gica en uno de esos usos, absurda cuando se trate
de EXTENDERLA 34 alguno de los otros dos; 6 que sea
IMPOSIBLE su aplicacidn cuando, CESANDO DE SER el’
mismo, sea reemplazado por los otros? _

Los autores, cuando definen el nimero, definen la CAN-
TIDAD. Se define ordinariamente a las Matemdticas como la
ciencia de las magnitudes en general 6 la ciencia de las can-
tidaZes (1), y no se considera al nuimero en si mismo, abs-
traido de las magnitudes. Hé agui por qué implica contra-
diceion la idea aislada de positivo y negativo, puesto que si
los nimeros fuesen ESENCIALMENTE POSITIVOS nunca podrian
ser negativos, so pena de dejar de ser nimeros, por serles
esencial lo positivo: y hé aqui también por qué lo que no
puede hacerse con el nimero abstracto es ejecutable sobre el
modulo: porque aquello 4 que ze rosiste la unidad de numera-
¢ién, INVARIABLE E INDIVISIBLE, es posible sobre la llamada
unidad médulo, tipo representativo de una cantidad, cox-
CRETO, VARIABLE Y DIVISIBLE, segin el deseo de cada cual, y
cuya grandeza § peguefiez nadie limita.

- Por tanto, las expresiones

Nx1; Nx0
no son multiplicacion, y

ixN;0xN

son multiplicaciones, puesto que el 1 y el 0 estdn repetidos N
veces.

Es esencial 4 la mayor parte de las cosas reales el poder
ger repetidas, y, por consiguiente, el multiplicando puede
ser concreto y fraceionario. '

(1) No hay cosa més comnn que oir decir: « Escribe usted tal caontidad»,
cowo silas cantidarles (esto es, las longitudes, superficies, sélidos, fuer-
%88, pasos, ebe.) pudieran escribirse, y como si el sistema de numeracitn
(que estd destinado 4 designar la pluralidad y no las cantidades) fuese el
representante de esas mismas cansidades,
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Pero en todos los casos, en todos, el multiplicador tiene
que ser abstracto y entero.

Y si desde el punto de vista numérico puro la ley de que
el orden de los factores no altera el producto debe admitirse
como verdadera, no sucede 1o mismo en las aplicaciones de
la multiplicacidn 4 las cuestiones concretas, porque la natu-
raleza de un factor no es TRANSMISIBLE 4 otro.

Un médulo puede dividirse y subdividirse y volverse 4
dividir. Si el médulo primitivo es X, cada una de sus divisio-
nes se expresard por i, A7, M... pero de aqui no se deducird
méis sino que el mddulo secundario es menor respecto del
primitivo, y que cuando tomemos una fraccién de A, no ha-
remos més que tomar un NUMERO ENTERO DE VECES alguno de
los mdédulos secundarios A/, W7, A¥.., Multiplicar quebrados
es, pues, repetir un nimero enterc de veces un mddulo me-
nor, relacionado con el médulo primitivo; y, as{, multiplicar
gera siempre, conforme & su etimologia, repetir y aumentar.

En vista de todo esto, jquién es quien se atreveria & decir
que entre los que han cultivado con éxito la ciencia, se ha-
llard uno solo que durante un tiempo bastante largo no se
haya visto obligado & admitir como verdades probadas lo que
no era ain para él mds que verba magistri? ;Quién sabe si
hasta el término de su ecarrera, nuestros mds grandes ged-
metras no han estado m4s bien PERSUADIDOS que CONVENCIDOS
de la verdad de ciertos principios pasados en autoridad de
cosa juzgada? '

Mientras que no se haga la distineién debida entre unidad,
mddulo y direceidn...;

Mientras que los signos de la pluralidad sean represen-
tantes de médulos y direceciones; o

Mientras que no se proclame en principio que todo nime-
ro fraccionario es conersto;

Mientras que se continie haciendo diariamente use, sim
dar explicacién ninguna, de cantidades 6 de expresiones ima-
ginarias...; _

Nunca se tendra derecho para criticar 4 los que rehusen

TIMO Iid 4
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comprender, en su conjunto, la exposicién de los prinecipios
de la clencia, y nunca se podrd reprender d los que exijan que
las Matemdticas entren en el terreno de que se han separado
los autores al sentar sus bases y al exponer sus principios.

-

De lo expuesto se deducen los dos importantes principios
siguientes:

Los nimeros puros, como independientes. de toda propie-
dad externa, son siempre nimeros enteros.

Los nimeros expresivos de los mddulos, como resultado
de una medicién, son esencialmente fraccionables y con suma
frecuencia fraccionarios. Todo hombre regular tiene siempre
mas de 1 metro de estatura y menos de 2. Luego la estatura
media tlene que estar representada por 1 metro y una
fraceidn.

Las cosas discontinuas forman multitudes, muchedum-
bres: su fondo es la pluralidad.

Las cosas continuas son extensiones, masas, magnitudes;
su fondo es una relacidn entre la magnitud del mdédulo y la
cantidad medida. ‘

Lo que no puede medirse ni exacta ni aproximadamente
con nna magnitud conocida, no es numerable ni ohjeto de la
Aritmética. No hay moddulo ninguno ni existe patron eonocido
que pueda medir los dolores, ni los placeres, ni las virtudes, ni
1os vicios... ni la firmeza de lasg intenciones, ni.la intensidad
de los propdsitos... y, por tanto, estas afecciones... no pueden
sujetarse al cdleulo. Sdlo cabe decir de ellas vagamente que
50N mayores 6 menorss, seguin apreciaciones opinables, sin
ningin valor numérico.

¢Qué balanza pesar ha podido
lag lagrimas mudas de ocalta afliceién?

:Qué retorta destila el convulso rugido
de celos gue estallan en ronea explosién?

Si los médulos siempre resultasen comprendides un nime-
ro exacto de veces en las cantidades medidas (sin sobrar nun-
ca nien ningun caso faltar nada), entonces apenas habria
motivo para hacer una ciencia de la Aritmética modular.
Pero la hace necesaria el hecho de que, aplicado un mdédulo 4
una cantidad, siempre, 6 casi siempre, sobra ¢ falta alguna
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cosa, que es preciso expresar por medio de un quebrado ¢ que
no es posible expresar por medio de ninguno, cuando resul-
tan lo que se llama inconmensurables la cantidad que se trata
de medir y el médule escogide para medirla.

Los quebrados y los inconmensurables dan, pues, lugar &
la Aritmética de los mddulos, y 4 su estudio estd destinada
esta SEcuxpa PARTE,

La Aritmética modular es, pues, la ciencia de las medi-
ciones en que sl mddulo empleado no cabe exactamente en la
cantidad medida.

Es, por tanto, la Aritmética de los quebrados y de los in-
conmensurables.
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FRACCIONES ORDINARIAS

ILLECCION I

La Arvitmétiea fraccionaria es Ia ciencia de’ les
caocientes.

Sabemos que todo cuociente representa:

1. O bien las veces que un niimero 6 una magnitud entra
como.sumando en una suma,

2.° O bieu el sumando gue entrd varias veces en la suma.
Fn la primera disyuntiva se conocen

I:a suma y ol sumando repetido,
Y en la segunda disyuntiva

La suma y el nimero de veces.

1.% pisyoxTiva. Dada la suma y el sumando repetido ha-
llar el nimero de veces de la repeticidn.

Nums, 1513
PUIOS. Discontinuoey. Coutinuos, __T
— =D veces: n.” puro

3 3 espadas 3 kilogramos
+ 3 + 8 esgada-s + 3kilo§mmos 15 espadas | 8 espadas
+ 8 4 Bespadag -+ Bkilogramoes -
+ 8 3+ 3Sespadas + 8kilogramos = o veces
+ 3 4+ 3espadas -+ Blkilogrames

15 kilogs. | 8 kilogramos

= 13 = 1Bespadas =15 kilogramos I 5 veos
= 5
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Los sumandos anteriores han entrado en cada suma (res-
pectivamente) cinco veces. El numero de repeticiones es,
pues, cinco en cada suma. Por consiguiente, cinco es el ni-
mero puro que resulta en cada uno de los tres cuoeientes.

2.* pisyusTiva. Dada la suma y el ndmero de las I’epeﬁb
ciones, hallar el sumando repetido.

Néms, - 15 (8 veces, n.° puro,
puroes. Discontinuos, Continuos. -
= 8, n.° puro,
3 8 espadas 8 kilogramos | ‘
+ 3  + 3espadas + 3kilogramos 15 esp adgs 5 veces .
+ 3 + Jespaday  + Skilogramos —
+ 8 + Bespadag + 3kilogramos 13, %igggﬁ:?
+ 8 + Jespadas <+ 3kilogramos I
R 15 kilogs. '| 5 veces
= 15 = lBespadas = =15kilogramosg .
=3 kilogs.,

n.°modular..

Las repeticiones de sumandos han sido cinco en las su--
mas anteriores, y tres el sumando repetido en cada suma:
3, numero puro en la primera: 3 espadas, numero disconti-
nuo en la segunda: y 8 kilogramos, nimero modular en la
tercera (1).

Y, como todo guarismo es el 1 repetido tantas veces como
su grado indica, resulta que las anteriores expresiones son
iguales 4 las siguientes: :

1 repetido 3 veces i L
+ 1repetido 8 veces _ 3 repetido 5 veces | 1 r'epemdo 3 veces
<+ 1repetido B veces — e
+ lrepetido 3 veces = b veccs, n.° puro.
+ lyepetido § veces

8 repetido 5 veces | b veces '

5 repetido 3 veces

= lrepstido 5 veces

lespada rep. 3veces b espadas rep. 3 veces
+ lespada Tep. 3veces
+ lespada rep. B veces
+ lespada rep. 3 veces
-+ lespada rep. 3 veces

1 espada rep. 3 veces

= 5 veces, 0.° puro.

5 espadagrep. 8 veces | B veces -

= b espadasrep, 8 veces
=15 espadas

= 1 espada rep.3 voaes.
)

(1) Véase ProrPorCIONES, Leccion IV,
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|

1kilogramo >< 3 1
+ 1kilogramo >3 5 Xkilogs. rep. 3 veces
~+ 1lkilogramo =<3
—+ lkilogramo =<3
-+ Lkilogramo >3

1 kilogr. rep. 8 veces

= b veces, n.” pure.

-
5 kilogs. rep. 3 veces | 5 veces
== bkilogramos < 3

=15 kilogramog

1 kilogr. rep. 3 veces.

Ahora bien. Todos los médulos de medir son divisibles en
el nimero de partes iguales que se quiera. [n rigor de ver-
dad, seria imposible dividir materialmente un centimetro en
un quinquillén de partes; pero con la imaginacién podemos
concebirlo dividido lo mismo en dos partes, que en quinqgui-
llones de quinquillones... Esto por un lado: por otro, es de
gran conveniencia no dividir ad libitum ni caprichosamente
los mdédulos usunales; porque, para poder computar sus magni-
tudes, es preciso siempre referirlas & pavees iguales entre si.
S en un tonel se hubiesen echado sin orden ni concierto frac-
ciones de cuartillo. fracciones de litro, do cdnara y de bote-
lia,... jquién, sin una medicién especial, podria luego averi-
guar la cantidad de vino recogida?

Asi, pues, enla practica resultan los modulos comunes di-
vididos artificialmente, no en el nimero de partes que se
quiera, sino en un corto numero de partes conocido. Sélo en
el caleulo superior es donde no se pone mis limite 4 las divi-
giones de los mddulos que el de la conveniencia, especialmen-
te en las operaciones por aproximacion { le que mds adelante
se hablara) (1). '

Tenemos, pues, que todos los moédiles de medir son divi-
sibles en partes iguales, pero que esta pusibilidad no pasa de
clertos Jimites en la practica.

Supongawnos, pues, un moédulo cnalquiera dividido en par-
tes; por ejemplo, la antigua vara castellana en 3 pies. ¢Qué
es, en esencia, dividir un mddulo? Hallur otre wmodulo me-
nor, relacionado de un modo conocido con el mayor. Y, sien-
do esto asi, todas las operaciones que se hacian con la vara

pueden hacerse con sus pies. Q con los quebrados expresivos
de los pies.

{1y Véase INCONMENSURARLES ¥ LOGARITMOS,
TOMO L b
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& pies. 1 vara y 2 pies. 1 2%/
+ 5 ples. = 1 vara y 2 ples. + 1 2/
—~+. 5 pies. =+ 1 vara y 2 pies. + 1 2%
= 15 pies = 8 varas y 6 pies. = 34-6/;
= & varas. = 5 varas. = &
15 pies | 5 pies 5 varas | 12%/; vara, B4-8/5 | 1+2/5
= 3 veces. = 3 veces. = B veces.
15 5 48
-— == 3 veees, 2 —3 35 =3
5 1%/ 1 %y
15 pie 8 veces. 5 varas | 3 veces. 5+6/g [ & veces.
= 5 pies. =12/5vs, =12/
15 5 8548/,
3 = al sumande 5. — = al sumando 1 2/y +T/° = 12/,
Q o0 <

Los quebrados son, pues, nimeros concretos, de igual na--
turaleza que los demds coneretos;

O bien son cuocientes que representan el sumando repe-
tido.

Son, pues, nimeros concretos cuando representan un sub-
médule, una cosa material tomada para medir.

Son cuocientes cuando reyresent&n ua rela.cmn numeériea.
entre dos magnitudes ¢ dos niimeros.

Evidenciemos lo primero en esta Leccién, y dejemos, por
su gran importancia, lo segundo para la siguients.

1.° Los QUEBRADOS SON NUMEROS GONGRET0S.—Tres pesetas -

es tan nimero modular como '/, de pessta, ¢ sea un real. El
concepto de suma y de sumando es el mismo cuando se trata
de niimeros concretos expresivos de mddulos enteros, que
cuando se trata de submdédulos ¢ de quebrados de los modu-
los. Tan individnal es el concepto de real como el de peseta;
y, & veces lo es tanto, que hasta olvidamos que real y peseta
son cantidades relacionadas entre si. Lo mismo pasa con
otros wuchos médulos. Por ejemplo: afio, mes, dia. «Es una
nifia de 3 meses: es un nifio de b afios»... Sélo necesitamos re-
ferir los submddulos & sus médulos cuando no hay costum-
bre de relacionar los unos con los otros, como cuando en An-
dalucia se dice: quiere casarse con una vieja de 200 meses.
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No hay diferencias de concepto en

- : 3

3 pesetas 3 céntimos de peseta o0
‘ 3

8 pesetas 3 céntimos de peseta 5
8

3 pesectas 3 céntimos de peseta o0
- s

9 pesotas 9 céntimos de peseta —_

—
=
2

Asi, los cuocientes de estas operaciones resultan idén-
ticos. -

. w00 [0
= 3 veces = 3 veces . =3 veces

9 pesetas | 5 pesetas 9 cénts. de pes. | 3 cénts. de pes. 9 | 3

Ampliemos.

Supongamos dividido un médulo en el nimero de partes
iguales que se quiera; por ejemplo, en 234. Tomemos una de
estas partes, y, en virtud del convenio establecido, una de
estas partes estard bien representada por la expresién o,
donde el nimero de arriba se llama numerador y el de abajo
denominador. '

Si tomaramos 2, 3, 4, 5, 6,... 20,.., 27,... 249,... 1481,...
de estas partes, expresarfamos las nuevas magnitudes, con-
forme al convenio, por

2 3 4 5 20 27 249 1481

—p g YET gt r ——gtes o frh e a e

Sy —=-) * b 1 ¥
234 234 234 234 - 284 . 234 234 234

De modo que estas expresiones resultarian formadas por
dos operaciones sucesivas:

1.* Divisién de un médulo en 234 partes ignales;

2.* Repeticién de una de estas partes cierto numero de
veces; tantas como exprese el nimero puesto en el nume-
rador. ' '

Y, asi como antes para sumar objetos (d1scont1nuos 6 con-.
tinuos) teniamos que hacer su designacién

(5 espadas + 5 espadas + ..); 6 bien (5 kilogramos + 5 kilogramos + sy

del mismo modo, tratindose de fracciones, hay que expresar
siempre su denominacidn.
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78 doscientos treinta y cuatre avos de minute (por ej.)e - -

+ 78 doscientos treinta y cuatro avos de minuto..,....ee - o

~+ T8 doascientos treinta y cuatro avos de minuto..eesn... 22

= 234 doscientos treinta y cuatro avos de minuto......... ——=1

1 minuto.

Para abreviar la expresidn de las designaciones, se escri-
be, en vez de todo lo anterior, lo que sigue, conforme al con-
venio de la notacién fraccionaria:

LN

234
78
2 78 78 78 234
. i

73 dbien — ¢+ — 4 —=—=1,
—_— f 234 234 234 234

234

234
-—~“:1

Naturalments, cuando los quebrados tienen la misma de-
nominacién se suman los numeradores lo mismo que cuando
se trata de manzanas 6 de gramos...

Si 1 manzana + 1 manzana -+ 1 manzana, son 3 manza-
nas, de la misma manera 1 doscientos treinta y cuatro avos
-+ 1 doscientos treinta y cuatro avos + 1 doscientos treinta y
cuatro avos, son 3 doscientos treinta y cuatro avos, ete., ete.

1 manzana + 1 manzana -+ 1 manzana = 3 manzanas,

i 1 3

—_— -+ —
234 234 234 234

12 12 12 36

+ =
224 234 284 234

Y, como todo guarismo es el 1 repetido tanlas veces como
sm numero indica, resulta que las anteriores expresiones (se-
glin antes vimos) son iguales 4 las siguientes:
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1 cq - ‘ 1 -
2 repetido T3 veces = oar < 18
-+ Lre etido 78 vece L 78
231 TOPEH Veees == i °
+ —— repetido 7§ - 78
oap FoPetido 76 veces = —— < 7
3 . 3 3%78 234
= ——repetido TBveces = — < TB=""=-—"=
za3 L POH 234 © 8 234 234
IX78 2 ,
= ?" =, =1 vez el médulo de que se trate. (1)

-

Los quebrados son, pues, nimeros expresivos de modulos
mas pequeiios que los mdédulos comunes, y su calculo se rige
por los mismos principios aritméticos que los enteros. Kl
concepto de repeticién de una cosa no varia, porque se diga,
por ejemplo, 3 veces un metro 6 3 veces 11—0 de metro (136 de me-
tro 6 8 decimetros). _

Por lo mismo también, cuando los denominadores son
iguales, las operaciones de restar, multiplicar y partir se
efectian como las de cualesquiera otros nimeros modulares.

2 2 1 -
Tde duro-—T=—5—; 3 pesetas — 2 =1 peseta

3 .
e de duro < por T= -3;- ; 3 pesetas > 7=21 pesctas

21 29 3 v
- de duro + 7= = = 5 21 pesetas =+ 7 = 5 pesetas.

(1) Siyo divide un médulo en 234 partes, y las tomo todas, claro es
que he tomado todo el méduloe. -Asf esque son representantes de la unidad
todes las expresiones en que numerador y denominador son iguales:

2 3 4 15 234 1000000 n
, =L =L =L =l =1 goe =1 =1
2 | 2 3 l 3 15 [ 15 234 I 234 1000000 | 1000000
i ; ; j —— sete.

|=1 |=1 =1 = =1
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LECCION II

Los guebrados son cnocientes,

Los quebrados han tenido su origen en la insuficiencia de
los moédulos primarios para medir y estimar toda clase de
magnitudes. Un hombre es més alto que un metro: su esta-
tura tiene un metro y varias partes de otro metro: la longi-
tud del brazo no llega al médulo: sélo tiene unas cuantas de
sus divisiones...

El metro, pues, hubo de dividirse en partes ignales, y es-
tas partes del metro constltuyeron sus quebrados.

- QUEBRADO, asi, por su origen y su etimologia, entrafia la
idea de MENOR: menor que algo conocido destinado & medir.

Por otro lado: el dividendo (como suma que es de varios
sumandos iguales) entrafia & su vez la idea de Ma¥or: mayor
que el divisor. No nos extrafian, por tanto, las formas

15

3 15

3

ni nos sorprende que se defina la operacién de partir como
una manera ahreviada de restar un sumando cuantas veces

sea posible de su suma.
158

se resuelve naturalmente en
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Pero siempre causan sorpresa al principiante las formas

311 3

T

porque la prictica y la definicién nos borran constantemente
de la memoria que por la operacién de partir podemos tam-
bién averiguar el sumando integrante de toda suma, cuando
esta suma es conocida, asi como el nimero de las repeticio-
nes-del sumando.

1 -
5 de pafio

1 -
-+ + de pafio

1 w
+?dep:mo

k3 = 2 varas | 6 veces )
=+ -, de pafio —=T T 1, L
—I--»lg—depaﬁo == g porque 5 = £ X 5
+?depaﬁo

a .
== 2 varas

Cuatro gafianes reciben ires hogazas de pan: geudntos
cuarterones corresponden 4 cada pedn?

entre 4 jornaleros

8 hogasag
= —;; eada hombre debe recibir 8 cuarterones.
3 3 3

3 . N
"y -1—--4- + Y —+ T 12 cuarterones — 3 hogazas.

Cinco obreros ajustan una obra en 4 duros: jeudnto co-
rresponde 4 cada operario?

4 duros eﬁtre 5 obreros

ﬁ ; cada obrero recibird 4 peseta.s
- de duro + de duro + de duro + de dure + de duro = 25" = 4

4 ptag, - 4 peseta.s+ 4 pesétas 4+ 4 pesetas -+ 4 pesstas =20ptas.
= 4 duros.

Asi, pues, todo niimero de cosas, repartido en cualguier
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ndmero de porciones, tiene por eunociente un quebrado de la
forma de los datos: _
Numero de cosas

Numero de porciones
6, 1o que es lo mismo,

Niumero de cosas

Numero de veces

7
i3
11
13
¢De 7 entre 10000007 oW

; ' 2 ' .o
¢De m eutre ni =

¢Cudl es, pues, el cuociente de 7 partido 15?

Cudl e} cuaciente de 11 entre 137

Todo quebrailo, pues, es-un cuociente.

Por tanto, todo cuociente es un quebrado (1 = f:)

Si las anteriores consideraciones necesitasen confirma-
cidn, las corruborarian plenamente los resultados de las
pruebas.

En efecto: el producto del divisor por el cuociente ha de
dar el dividendo cuando las operaciones estan bien; y de evi-
cdencia es que tal resultado se obtiene en las operaciones pre- -

cedentes.
Divisor X cuocivnte

3 |4
3 4%X3 o
= — ‘1 —_—_ = = o=41x o=
- .. > ? n B=1x8=3
Divisor X cuociente
4 5
= 4 X4
S . g><7=———><4_1>«\4_.4
5 . b 5
Divisor X cuociente
7 5
- 15 1 15 T 15 - -
= 3] o= - { = =
5 > 5 A 7 PR I T="
Divisor X cuecicnte
il 13
T 1311
—_ o omxu_ 4
13 . 13-
Diviseor X cuociente
" ]
n¥m 3
= " , T—=—xm=lxm=m
. n . n n
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COROLARIOS.

En cada sistema de numeracion pura sdélo hay una dnica
manera para expresar cada grado de la pluralidad.

En el sistema decimal, el grado trece, ¢ bien el veinte y
tres, 6 bien cualquier otro, se expresan siempre y constante-
mente con los signos 13, 23... y no de otro modo ninguno. En
el sistema gquicario esos mismos grados son 23 y 41... ete.

Pero, por medio de los cuocientes, es inagotable el nime-
ro de las expresiones representativas de cada grado de la plu-
ralidad.

3 7 11 118 - 7549
+ 3 t T +'11 + 1138 - 7549
+ 3 + 17 - 11 -+ 118 T+ 7549
+ 8 + 7 + 11 - 4+ 113 + 7549
+ 3 + 7 + 11 + 118 4+ 7549
= 15 = 35 = 55 =565 = 37745
B,
3 i
i:ta.mbiénf)
7
2% — tambiénb
1 F63
E:tam‘biéu5
37745 _
7549
513 85| 1 55| 11 | 565 | 118 BT745 | 7549
=5 ’ =5 =5 =5

=5

Se ve que, por medio de cuocientes, no tiene término ni
fin en el sistema decimal (6 en cualquier otro) la multitud de
expresiones capaces de representar el b; pues todos los ni-
meros imaginables pueden entrar B veces como sumandos en
las corrrespondientes sumas concebibles.

Y lo dicho del 5 se ha de entender también de todos los
demds grados de la pluralidad, asf en el sistema corriente,
como en cualquier otro sistema de numeracion.
 Los cuocientes expresivos de ntimeros puros resultan tan-
to de las sumas de sumandos iguales puros, como de los dis-
continuos 6 de los modulares.

TOMO 1Il. ‘ 6
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13 13 pianos 13 litros

13 13 pianes 13 litros
13 13 pianes 13 litros
39 - 89 pianos 39 litros
35 39 ' 89
.= 3 veces B % 3 veces . el 8 veces
6 bien 6 bien 6 bien
30 7138 39 pianos | 138 pianos 39 litros | 18 litros
= 3 veces = 3 veces = 3 veces

De modo que, para que los cuocientes resulten ntimeros
puros, esto es, niimeros expresivos de repeticidn, es preciso
que dividendo y divisor (6 bier numerador y denominador)
sean de la misma especie:

O los dos, nimeros puros; :

O los dos, objetos discontinuos, v. gr. pianos;

O los dos, mddulos, medidas artificiales de invencién hu-
mana; por ejemplo, litros... ete., ete.

Pero, para obtener por medio de cuocientes nimeros ex-
presivos de cosas, es preciso que el dividendo (6 numerador)
sea numero de cosa, y el divisor {6 denominador) nimero puro.

13 mesas 19 pesetas
13 mesas ] 19 pesetas
15 mesas 19 pesetas
13 mesas 19 pesetas
13 mesas 19 pesstas
65 mesas 95 pesetas
L5mes8S 13 mesas Lipesctas 19 pesetas
5 veces 5 veces
65 mesas | & veces 95 pesetas 5 yeces
== 13 mesag = 19 pesetas

Y, como pueden ser sumandos todos los niimeros de cosas,
claro es que todos pueden estar representados por cuo- -
cientes (1).

(1) No se olvide que los niimeros de cosa séle pueden aparecer como
_cuocientes cuando, conocida una suma y el niimerc de veces que se repi-
#id un sumando, se busca este sumando. Y, aun entonces, la operacién se
hace con nameros puros, y al resultado se le da una interpretacién apro=
piada & la solucién del problema.
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Los cuocientes proceden de la repeticidn de sumandos
iguales. ' '

1.° Enteros (como en ejemplos anteriores):

2 2 sillas+2 sillas+2 sillas+2 sillas+2 sillas+2 sillas=12 sillas
+ 2
+ 2 12 sillag | 2 sillas.
4 2 _—
+ ? = 6 veces 2 sillas,
+ 2 . Fte,
12 sillas | 6 veces
12 :
- ~ =92 si .
12 gillas
_2' p—tg
2.° Fraceionarios:
| 1 1 1 11 1 &
2du10 ?+?+ 2-—&-2-5-24-—2—:?:3(111105
1 ‘
+ I’y dure 6 1
il ~ (6 medios duros) | —duro
1
+ 5 dure e
| =6veces ry duro
1
+ duro ‘ ,
+ % duro % (6 medios duros) | 6 veces
1
1 ' = — duro
+ — duro 2
_2
6
=5 = 3 enteros
3 s 3 3 3 _1_g
4 T T 4 4
a2
1 LN A
2 41 4
- —
* = 4 veces
3
+ =
4 12 [ 4veces
12 4
= — =5 anteros _ 2
o 4
3.° Enteros y quebrados:
3 pegetas y 20 céntimos 31/
+ 3pesetas y 20 céniimos 4 31/
-+ 3pesetas y 20 eéntimos + 31/
—+ S pesetas y 20 eéntimos + 31/g
4+ 3 pesetas v 20 céntimos -+ 81/
—15 pesetas y 100 céntimos —=15+5/;
" =16 pesotas. =18
e —— Etc_
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LECCION III

Denominadores iguales.

Los cuocientes no varian cuando dividendo y divisor, 6
bien numerador y denominador, se multiplican ¢ se parten
por un mismo nuimero.

’

3 82 7. 1x3 11 88=11x8
8 84 7 T>¢3 11 88=11x8
3 32 T Tx3 11 88=11%8
3 39 7 Tx8 11 88=11x8
3 83 T Tx3 11 88=11x8
=15 =80=(3x<2)xb 35 =—=105=(TX3)>5 55 440
Ly X _g oy BE_g 5oy W5 WX
3 3x2 7 7TX3 11 88 113

Y es que el nimero de los sumandos no varia cuando los
sumandos iguales se multiplican ¢ se parten por un mismo
nimero.

Esta preciosa propiedad nos da los medios de hacer que
todos los quebrados tengan denominadores iguales; ya en
una operacidn especial 6 en varias especiales, ya en todas las
que puedan ocurrir,

La transformacién de varios quebrados, de modo gue apa-
rezcan. todos con el mismo divisor, se llama impropiamente:
Reducir los quebrados 4 un comin denominador. (1)

+(1) No hay reduccién de ninguna clase cuando se da otra forma a an
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2 3 5 i
+ 2 -+~ 5. +5. +7
+ 2 + 3 -+ b + 7
+ 2 + 8 + B + 7
+ 2 + 8 + 5 + T
=10 =15 =25 =35
10 _ !'-5-:-' -2—5=' 3—:
?—5 3 5] 5 3] " 5

Dividida en los ejemplos anteriores cada suma por el res-
pectivo sumando repetido, nos encontramos siempre el mis-
mo cuociente 5. _

Vamos ahora 3 hacer que todos esos sumandos repetidos

10 15 25 35
- - _r -
2 3 ] 7

tengan denominadores iguales. Al efecto, se multiplicars el
sumando repetido en cada suma por el producto de los su-
mandos no ignales de las demss.

2>¢(8><5<T) I (22<BTY 5><22><3>< ) 7><§2><3><5)
+ 2><§3><5><7) 4+ B(ZBT) +Bx{TxBxT) -+ T={2><3<B)
+ 2>¢(8xbx¢T) 4+ Bx(2xAxT) 4+ 5(2xBxT) - Tx(2xB<E

-+ 2><(3><5><7§ -+ 8 (2><5><73 - 5><(9><8><7§ -+ 7'><£2><3><5%
4 (BxBxT)  + Bx(@<BT) 4+ 5x(xEXT)  + Tx{2xBxE)

Efectuando las operaciones tendremos:

210 210 210 210
+ 210 + 210 <+ 210 -+ 210
+ 210 <+ 210 + 210 «+ 210
+ 210 + 210 + 210 4+ 210
4+ 210 -+ 210 <+ 210 = 210

=1060 =1050 =1050 ==1050

1050 1050 105D

—_ =4

1056
— — =5 —_——
210 210 210 210

=5

De modo que, en virtud de las operaciones practicadas, los

¢uoclentes 10 1B B 3%

LIk Bl

2 3 5] T

. . , - . :
cuociente. 7 s igual 42, lo mismo en esa forma gue cuando se hacen
mas pequefios log términos;

6 mas grandes
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que tienen por denominadores los nimeros no iguales 2, 3,
5, 7 se han convertido en

10‘0 1050 1050 1050

210 7 =0 20 210

todos los cuales fienen 1gual_ denominador 210.

En las transformaciones anteriores los cuocientes eran
iguales: todos B; por lo cual resultan idénticos no solamente
los denominadores {(que era lo que se pretendia), sino también

-los numeradores,

Pero éste no es el caso general.

¢Qué hacer cuando el nimero de los sumandos no resulte
igual en todas las sumas?

Supongamos ahora que el nimero de repetwmnes sea di-
ferente en cada suma

T
3 7
8 7
2 3 7
21 3, 7{sumandos O J 7 8 sumandos
g ? sumandos 3 g 4 sumandos ;
2 3 5 ’ T

Y nos resultardn los cuocientes que siguen:

o5
[
2
o 1%
=18
]
[vs]

donde denominadores y cuocientes son designales.

Reduzecamos (como antes) estos quebrados 6 cuocientes 4
un comun denominador ¢ divisor; esto es, hagamos que sean
ignales los sumandos que se repiten en todas y cada una de
las sumas, y tendremos:

7 (23< 8 B)

Bx(Bx5xT T3> (2> 38> 5)

3><E2><5><7) T2 (28 D)

2 BxdxT 8Sx@xb5xT) . Tx(2x8x5b
2> BxbxT) 3x@2xbxT H=x@x3xD 7><2><3><5§
2= (Bx5xT) 3><(2><5><7g 5x{2x3xT) 7><§‘2><3><5
ZxBxbxT  3xBxBxT Bx{2x8xT Tx(2>8xb)
2x{BxBxT) B2x@x5xT 5x@x8xT) Tx{@x3xD5b)

Y, efectuadas las operaciones, nos resultars:
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210

210 210

210 ’ 210

210 ' 210 210
210 210 210 210
210 210 210 210
210 210 210 - 210
210 210 210 210

1050 1470 840 1680 -

Lo que nos dard los cuocientes (6 quebrados)

1050 1470 840 1680

—— o= - _=7. _—— —_— .
210 ’ o210 ? alp 4; 210 8;

todos de igual denominador y numeradores diferentes (caso
general);

210 1470

=3

1050 .210 840

=8

210 1680 E 210

-

= f

= 4

Para todas las operaciones es necesario redueir los que-
brados 4 un comun denominador (6 mejor dicho y sin apartar
la vista de la realidad), hacer que los cuocientes escritos en
forma de quebrado tengan divisores iguales.

‘Sumemos los quebrados
1 Loy 2 4
=z T 3 + 3+

multipliquemos en cada quebrado numerador y denominador
por los denominadores de los demis, y tendremos las nuevas

formas:

IX@EX5XT I1X{2X 86X 7 2xX @ IX T 4% [2X3X5)
Zx B3X 55X T) IX (IR BXRT 5X (X 88X T TX{EX 38X 5

Efectuemos las operaciones indicadas y resultara:

s o 8 a6
210 -+ 210 210 210 20 210

Restemos los quebrados.
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2 - 1 -
ry de pailo — - vara de pafio

2x 2 1x%x3
IX 2 2XxX38

————— d.e vara, 6 sea media tercia.
1 . 1
5 Vere de pafio + - de vara.

Averigiiemos cudntas veces se repltlo bara tener r)

+

L
w =

_ 1
2

.

1
e 2 veces.

o=

Entendido ya el problema, reduzcamos los quebrados &
un comtin denominador.

- De lo anterior sale la regla que para partir quebrados
dan regularmente los libros.

Para partir un quebrado por otro se multiplica el nume-
rador del primero por el denominador del segundo, y el pro-
ducto se parte por el producto del numerador del segundo
por el denominador del segundo: ¢ bien de este modo abre-

viado: para partir quebrados se multiplican en cruz (4 en
aspa).

pa) N

3

2x9

3

S x 2

© [

(1) Siendo 4 manzanas + 2 manzanas = 2 veces,.,. claro es que
4 octavos de una cosa + 2 octavos, serd — 2 veces.
Poro, como este resultado causa extraileza al principiante, multipli-

quemos dividendo y divisor por el denominador comun, lo que no hard
variar el cuociente, ¥ tendremos

4

—(4><—) (2><-) (4><1) (2><1)=4+2

© Biblioteca Nacional de Espana



FRACCIONES ORDINARIAS | 49

No: no es eso. Para partir quebrados se reducen & un co-
min denominador; y, siendo asi ya magnitudes de una mis-
ma especie; se parten los numeradores, los cuales, indepen-
-dientemente de los denominadores, producen el cuociente.

B8
TTer T oe7
=18+6=38

Tritese de lo que se quiera (de cosas enteras 6 de partes
ignales de ellas), siempre 18 cosas de una especie, partidas
por 6 de la misma especie, darén 3.

TOMO 111, T
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LECCION 1V

Multiplicador fraccionario.—Pivisor fraccionario.

Si, por falta de razonada interpretacidn y fijeza en los
principios, se encuentra perplejo el nedfito cuando ve, por
ejemplo, que

2=

'

=8,
mayor es todavia la confusidn producida en la mente de
cuantos examinan con profundidad los fundamentos cientifi-
cos de los problemas en que aparece un maultiplicador frac-
cionario. Porque geudl puede ser el verdadere sentido de ope-
raciones tales como

43<1/g=g; 163 T =147

~ Cuando el divisor es fraccionario, lo mismo que cuando lo
es el multiplicador, el Ienguaje comun ¥ corriente repugna,
los resultados de las operaciones.

Que una cosa partida resulte mayor que la cosa misma, ¢
que una cosa multiplicada por algo aparezea menor, son con-
clusiones inadmisibles en el habla vulgar. -

La expresién «cinco partido por un medio es igual & diez».

1
6+ =}0)
suena 4 absurdo manifiesto, mientras la palabra partir se en-

tiende usada en su significado vulgar de reducir 4 fragmen-

-
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tos. En <tomd el pan y lo partid», entendemos que las partes
son y tienen gue ser menores que el pan entero. Pero toda
dificultad cesa en cuanto se entiende que no setrata de redu-
eir &4 fragmentos cosa alguna, sino de averiguar jeuintas ve-
ces hay que repetir la cuarta parte de un objeto para tener
cinco de ellos? ;Cudntas veces hay que repetir la cuarta par-
te de una peseta para tener cinco pesetas? Claro es que hay
que repetir 20 veces 1 real para obtener un duro. La dificul-
tad se encuentra, mas que en el pensamiento, en meras acep-
ciones de palabra.s cuando se trata de la d1v151on de los que-
brados, y el divisor es fraccionario.

Pero no ocurre lo mismo cuando el multiplicador es gue-
brado. jQué es repetir una cosa media vez? ;Qué es repetir-
la 5 veces y tres cuartos? ;Qué es hacer una cosa 7/, de vez?
¢Quién concibe que la nocién de vez sea divisible en partes?

Aqui, como se ve, se estd ya en los dominios mismos del
absurdo. Sin una interpretacién racional se deshacen en pol-
vo los fundamentos de la ciencia. :

¢No sabemos que en toda multiplicacidn sélo uno de los
dos factores, uno solamente, el multiplicando, puede ser ni-
mero modular? ¢El otro factor (el multiplicador) no tiene
forzosamente gue ser niimero puro, porque el multiplicador
representa el nimero de veces que el multiplicando fué repe-
tido como sumando en la correspondiente suma matriz?

El multiplicador, asi, no puede poseer jamés ninguna de
las propiedades mherentes a Ios objetos exteriores: no puede
tener partes: no' puede ser ni - mi +, ni - etc., etc.; por
que siempre el multiplicador representa nidmero de veces, re-
peticion. 5iel 1, principio de la escala de la pluralidad, fuese
divisible, cualquiera. de sus partes seria anterior al principio,
y el 1, asi, no seria el inicio de la escala.

Ll elemento nimero de veces, nimero de repetzcwnes es
elemento imprescindible en toda cuestion de multiplicar, por
ser de esencia la repeticidn en toda sums de sumandos igua-
les: si no hay repeticion de sumandos, no hay suma. _

Pero una cosa se hace 1 vez, 2 veces, 3 veces, 4, B,...
100,... 1000,... no media vez, ni un tercio de vez,... ni un mi-
lésimo;... de modo que las repeticiones son sélo expresables
con nimeros enteros. Luego un multiplicador fraccionario es
un concepto contradictorio.
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4Qué significa, pues,
1,
4 3;9

Supongamos la siguiente suma:

4 d+44+4)+2= 14
-+ —(4+4+4)+—

+ 4
(— &l cuociente —-)

14

Por consiguiente: 4 > 3 + quiere decir que el 4 se ha de
repetir 3 veces y 4 esos 3 sumandos iguales se ha de agregar
otro sumando menor, igual al cuociente de %, ¢ sea igual &
la mitad de 4.

¢Qué significa

2 > 5 =7
8
Significa que el sumando 24 se ha de repetir 3 veces, y

después se les ha de agregar la octava parte de 24 repetida
5 veces.

24 24
04 (24+24+24) (~ +24 5.2, 2
A (w24 + (3+3+3+3+s)
D — (@B +(Bx5)=8T
3 2187
+ 3 2187
2187 } = 10935
= 2187
= 81 2187 :
M 243 *
’ 5 243
¢Qué es 2187 <5 3? 243 ‘
' a 230 = rom
243 [ T
TUna suma de 5 sumandos iguales 4 2187, 243
mis otra suma de 8 sumandos igunales al gig
2187 '
cuociente -3~ =243. . —
12873 = 12879

Lo anterior se entiende. No se trata ya de absurdos, sino
de modos especiales (que hay que aprender) de indicar ciertas
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s ET 1 .
operaciones de sumar. No se pretende multiplicar por &+, ni
. g . . .
por -:—, ni por . No se piensa en repetir una cosa media
. « 8 o :
vez, ni + de vez, ni - de vez (lo que entrafia un intento

absurdo): se trata meramente de tomar como sumandos los
cuocientes ‘

. 24 2187
y de agregarlos 4 otros sumandos: el cuociente 2 (= %) una

sola vez 4 los 3 sumandos iguales 4 4; el cuociente 3
24 ; . : . .
(= ‘s‘) repetido cinco. veces 4 3 sumandos iguales 4 24; y el

cuociente 243 (= 219—87) repetido ocho veces, 4 b sumandos igua-
les 4 2187. :

Multiplicar una magnitud cualquiera por 7/, es repetir sie-
te veces un cuociente cuyo dividendo es la magunitud dada, y
cuyo divisor es 8. Multiplicar es, pues, multiplicar.

40 < —; = al cuociente %] > Tveces = 57 =35
Sea la magnitud 26 < 7/,,;

T 26 .
2 — = 7 - = "
26 ¢ s =13 o< T veces 2»¢ Te= 14,

Sea ahora 19 ><_7/13§

ﬁ = 7=16/45><7veces~_—(7><1)_+_(Iﬁg><7)

42 4 4

Por de contado que no hay dificultad ninguna en la ope-

racién de multiplicar cuando el multiplicando es quebrado 6
lo contiene.

6 varas de merino 4 8 reales y medio seuinto importan?

81/ >< 6 = 51 reales.

8 1/; reales. 1.°-Se multiplica el 8 por &

8 1/, reales. , 8 )
8 1/3 reales. 8

8 1/, wveales. _

8 1/ reales. ) 48

8§ 1/4 reales.

2.* Se multiplica el—; por §, lo que da -g- . Pero 6.
48 + -;l = bl reales. medias cosas son 5: se agrega el 3 al 48 y el total
de la operacién resulta como sigue:
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81
81/

48
-~ 3 =1/g><6
=51

Supongamos el caso mas complicado: el de haber quebra-
dos en multiplicando y multiplicador.

¢Cudnto importan 3 kilogramos y ¥/, de café 4 4 pese-
tas y1/,?

4
417, | - 4
+ 41/3 : — 4-%-
—+ 41/ + 4 L
Y ahora, redncidos los quebrados 8
1 4 un comin denominador, .o L
-+ 1l +1 5
+ 1%/ + 1 -i*
+ 1/ +1%
——ee | 8
. 16 7
15-—|—- 3 — 18 3

. ' . 1
El problema consiste en repetir 3 veces el sumando 4 - y
otras 3 veces su cuarta parte. La multiplicacién se haria re-
gularmente como sigue:

iy
> 33/,

12 =84

£ A_&F_ L A
1?_3X2—2_12"1+8
3 4 %3 4

3 =4XT=T=?X3=1X3=3 _

. 1 3 1 L 1 1 1

o =y xy=(Ea)s=g XB=g 4+ Ty
167/,

© Biblioteca Nacional de Espana



FRACCIONES ORDINARIAS 55

De lo dicho resulta que todo cuociente puesto en forma de
quebrado, v. gr., ' :

esigual &
1 1 I
155 —: 80— mx<—-+-
E] 4 n .
Todo quebrado, pues, indica dos operaciones:

Una de dividir por el denominador,
Y otra de multiplicar por el numerador,
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LLEECCION V

Clases de gunebradeos, y propiedades.

Interpretadas ya de modo inteligible las ideas que sirven
de base al cdlculo aritmético de los quebrados (6 de los cuo-
cientes), procedamos 4 ampliar y completar sus fundamentos.

Hay magnitudes que no se pueden medir con el mddulo
correspondiente; pero si con una parte allicuota del mddulo.
La talla de un soldado no se mide con el metro, pero si exac-
tamente, ¢ casi, con el milimetro. El labriego que no tuviese”
més que pesas de arroba, no podria pesar el cerdo sacrificado
alegremente por Navidad. La cantidad de vino existents en
un tonel, considerada como dividendo, se mide con el litro,
considerado como divisor, y el numero de veces gue hay de
litros constituye el cuociente. Suponiendo que, kecha la me-
'dicidn, sobra todavia liquido, este liquido se medird con al-
guna parte alicuota del litro; con lo que obtendremos otro
subcuociente que, sumado al cuociente anterior, nos dard
completa la correspondiente expresidn entera y fraccionaria
(6 casi) por ejemplo, 7 litros y & de litro (6 bien I% de litro).

Parece que esta clase.de mediciones sea el fundamento de
los nimeros fraceionarios. Pero no.

Indudablemente tales medidas los sugirierom; pero, no
bien adelantd la ciencia (especialmente la geometria), se llegd
4 ver (6, mejor dicho, se llegd & demostrar), porque verlo es
imposible con los ojos de la cara, se llegd & demostrar que
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¥0 SIEMPRE el sobrante de una medicidén hecha con un mddulo
primario se deja medir con una parte alicuota del mddulo.
Ninguna parte alicuota mide la diagonal del cuadrado, si se

Fignra 15.

toma por mdédulo el lado. Ninguna parte alicuota del didm e-
tro mide la circunferencia, ete., ete. Y es de advertir que
lo frecuente es encontrar magnitudes inconmensurables, y
lo raro conmensuralles.

Lo conmensurable, tan ficil de concebir en teoria, es casi
un imposible en la prictica.

Pero, sise divide un nimero cualquiera y hay un sobran-
te, por ejemplo,

1215 7111

5 il

entonces el sobrante de la operacién de dividir, da nece-
sariamente un ndimero fraccionario, porque, como todo nt-
mero entero es un multiplo de 1, el sobrante y el divisor
tienen que tener por fuerza una medida comtn: el 1 funda-
mental. "

La divisidn de los nimeros enteros es, por tanto, el ver-
dadero origen aritmético de los nimeros fraceionarios, cuan-
do el dividendo es una suma de sumandos iguales todos me-
nos uno, necesariamente menor (1).

De donde resulta: que todo nimero fraccionario es un
multiplo de una parte alicuota de un mdédulo.

%

(1) Ya es tiempo de manifestar que, en vez ds haber sélo_ un sumando
nnico menor, pueden formax el dividendo de que setrata, ademas de los
correspondientes sumandos primarios iguales, grupos de otros suman-
dos secundarios’ también iguales, & condicion de que la suma de los se-

T¢I ‘ 8
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Y que ningin nimero inconmensurable es mdltiplo de
ninguin entero ni de ninguna parte alicuota del mismo (1).

En la préctica, mds que como cuocientes (que es el con-
cepto verdaderamente cientifico y general) se considera 4 los
quebrados como expresiones representantes de una d varias
partes alicnotas de un méduloe; y, de aqui la necesidad de ex-
presar con la distincién debida los dos niumeros enteros que
concurren & la idea:

cundaries sea siemprs menor que cualquiera de los sumandos prima-
rios: .

59
7
S i a
180 32 32 El prodacto pedido es una
. 32 —+52 —+ 82 suma de b sumandos iguales
L 7 ~+ 32 - 32 4382, 4+ un grupe de 7 su-
+ 98— | § -+ 32 -+ 52 mandos iguales 4 4, gue en
a4 |- 432 ~+ 32 junto suman 28 < 32,
64 |28 4+ 4 '
4 4
=188 -+ 4
+ 4 = 4+ 28
-+ 4
+ 4
+ 4
=188 =188

Y también corresponde ya decir que, en vez de muchos sumandos
primarios, pnede haber uno inicamente adompaiiado de un gran grupo
de secundarios, El sumando primario puede hasta faltar,

32 39 52
3 3 3
> 1+—S._ 1+_3 > Y
39 32 ' a2
5 :
44 | 2 s
+1 ) = 12 | = 12=106 8
+ 4 ? Jl) ks- —_—
e 18] 15 12
44 44

(1) Los quehrados que se acercan 4 los inconmensurables son verdade-

' . . . - i .
rog miltiples de otras magnitudes conmensurables, pero nunca submilti-
plosde lasinconmensurables correspondientes. (Véase INCONMENSURABLES.)
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1. Numero de las partes en que se dividid el mddulo;
2.° Numero de las partes tomadas;

O sea, dividendo y divisor. _

3i el médulo se divide en 2, 8, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10 partes
iguales, cada una de estas partes se llama (respectivamente)
un medio, un tercio, un cuarto, un guinfo, un sexto, un sépti-
mo, un octavo, un noveno y un décimo (con sus correspondien-
tes femeninos y plurales). Y, si el mddulo se divide en ma-
yor numero de partes (es decir, si el divisor es mayor gque 10)
la denominacidn se forma con el niimero respectivo v la ter-
minacidén aves, once avos, doce avos, quince avos, ochenta y dos
avos, mil trescientos treinta y seis avos...

‘El ndimero de partes tomadas se enuncia como se enuncian
Jos médulos enteros; por manera que, si una medida se divide
en 24 partes, y de ellas se toman 23, el enunciado verbal de

. este quebrado (cuociente), serd: «veinte y tres, veinte y cuatro
avos de tal cosa», enunciandose primero el ntimero de partes
tomadas que el mimero do las divisiones (1). El numero de
partes tomadas se llama NumErADOR, y el de las divisiones ¢
partes alicuotas de un mdédulo, DENOMINADOR,

Los dos mimeros que representan un quebrado, se llaman
sus dos términos. :

Cuando el denominador es una potencia del 10, la termi-
nacion acaba en dsimo. ‘

1 . . 1 . yre
— se llama un décimo —— , un diez milésimo

10 10600

1 . 1 . g

—, un centésimo —— , un cien milésimo

100 : 100000

1 - ) 1 . .

—— , un milésimo ———, un millenésimo Ete.
1000 1006000

En la numeracidn escrita el numerador (6 dividendo & su-
ma) se escribe por encima de una rayita horizontal, y por de-
bajo el denominador (divisor, ¢ sumando repetido). Véase el
Apéndice al Libro II, Leccién 1.

20 495 3457

3
74 ! 9 ' 10000 . ;

] —

(13 Légicamente debia hacerse al revés; pero el uso guiere la construe-
cién eomin en todo lo referente 4 la numeracién hablada. Primero debie-
ra decirse la cosa y luego su determinante, Sin embarge, 4 veces so oye:
reales, b: libras, 7... Pero nadie dice: veinte y cuatro avos, diez y siete,
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Siendo cuocientes los quebrados, claro es que el valor de
una expresién fraccionaria no estd en el numerador ni en el
denominador, ni en la magnitud de sus términos.

El valor del quebrado es la relacién numérica de los tér-
minos entre si.
Llimase QUEBRADO PROPIO al que tiene menor el numera-
dor que el denominador:
L
2! 87 Tams

Y lldmase IMPROPIOS & todos los demds.

3 4 4 5 939
_— " — -——- _— (1)
g ! P gt 4’ 9

Tode quebrade cuyo numerador es igual al denominador

os una forma del 1.
3 200

4
:1' —=1' =
g o100

<«

Es de ovidencia que tres tercias son 1 vara, que cuaftro
cuarterones son 1 hogaza, que 100 céntimos son 1 peseta; ¥,
que, si una cosa se divide en parties y se toman todas, se toma
la cosa por entero. Si yo divido una pesa de 1000 gramos
en 1 000 partes y las tomo todas, es claro que tomo entero el
kilogramo. |

Por consiguiente, todes los demds quebrados impropios
son > 1, ¥ todos los propios < 1.

Conviene 4 veces tener un quebrado impropio en la forma
de entero, y entonces se divide el numerador por el denomi-
nador.

359; 20 | 5 433, 549 | 9

=4 =61 :

(1) Razon cientifica no hay ninguna parala diviiién de los quebrados
en propios & impropios. Al contrario; motivos sobran para condenarla, ya
que pueds inducir en el error de gue la idea de quebrado propio se aparte
de laidea de cuociente.

Pero esta clasificacién esta de tal modo generalizada que costaria mu-
cho trabajo el abolirla, ademas de que no estorba, y tal vez favorece,
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‘Pero la mayor parte de las veces el cuociente no resulta
numero entero.

44 13 13 13 3 5 5
el 2 - e T I -_—
5 (13 1,34-13)4- L+1lsl)+> =8+

Esta ()pera,cidn se llama: «convertir en ndmero mixto un
quebrado impropio». |

Para hallar el entero § los enteros de un quebrado impro-
pio, se parte el numerador por el denominador, y al cuociente,
entero que resulte se le agrega un quebrado cuyo numerador
sea el residuo de la divisién, y el denominador el mismo del
quebrado impropio {6 dwlsor)

-: de dure; 21 | B , 44 718
2 : 13
4 duros + -;— de duro; 5|8 -l-\_%
= 4 duros + 1 peseta.
= 21 pesetas.
5 pesetas.
+ 5 13
-+ B “+18
~+ B —+ 15
1 - 5
=21 =44

La operacién consiste en hallar dos clases de sumandos:
la primera, la de los sumandos iguales al denominador, y la
segunds, la de los sumandos iguales & partes alicuotas del
mismo denominador.

107
Extraer los enteros de la expresién fraccionaria -2 T

107 } 17 J

Este compuesto de entero y quebrado se llama
NUMERCO MIXTO (expresion verdaderamente nada
correcta, como queda dicho).

bttt
Il
s

|

=
=3
-l

= 107
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Claro es que en la multiplicacién del divisor por el cuo-
ciente (como prueba) ha de aparecer que el dividendo es una
gnma de sumandos todos iguales menos uno menor.

17 |
5
><G-s--17
102
1745 7
17 17 .
107

La razén es obvia.

El residuo de la divisién, multiplicado por el divisor ¥y
partido por el mismo divisor ha de resultar siempre igunal 4
si propio; porque el producto de cualquier quebrado por su
denomirador es su numerador:

w

Knun=1m
%

En los nimeros mixtos se suprime generalmente el sig-
no - interpuesto entre el entero y el quebrado

1
1

=

b

B 3 15
T4+ =—=T7—; 8374+—-=2837
+ < i %

o

La yuxtaposicién se considera como suma (segun la préc-
tica constante en Aritmética). (1)

Para que un ndmero mixto se transforme en el equivalen-
te quebrado impropio, se multiplica el entero por el denomi-
nador del quebrado, al producto se ls agrega el numerador,
v 4 la suma resultante se da por denominador el del gque-
brado propuesto.

5 (6% 17) 45 102+ 5 107

17 17 17 17

7 (23 < 8) +7% 184 + 7 191

23 —_—— — = -—
+ 8 8 8 3

Fsta transformacidn se llama convertir en quebrado un
nimero mixto.

(1) No se olvide que en Algebra la yuxtaposicidn signifiea multipli-
cacidn. . ‘
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A todo ntumero puede darse Ia forma de quebrado con el
denominador que se guiera.

Convertir el 15 en quebrado con el denominador 13,

Se multiplica el nﬁm_aro por el denominador pedido, y se
le pone en el numerador sl producto.

~1

34

%

2

wr

5 R 5
=—; T —=—; 8l—=
3! 4 4 f 9

Tios quebrados propios son mnumerables y sus limites son
ceroy 1

334675837
334678388

334678387654321 se todavi , 1 Ymite 1
—_— acerca toaa .
334GTHB876544822 VA TAS B UmLe

se acerca bastante al limite 1.

21345267334234D6782087043

2134526783423456752987644
1

2467896784578

1 . - , .
= una cantidad menor avin que la anterior,
216789073 467896746350 78579876

se acerca mas 4 1.

= una cantidad may pequeiia.

Entre cada dos enteros consecutivos hay multitud inasig-~

nable de niimeros mixtos cuyo entero es el menor de los dos.
Entre 4 y b, por ejemplo, hey

1 2

1
-l?_, by 4y

3 4
, 42, 42, 4 ete, cte

1
5

4t 4

P ) 4

%EN
uz[:n

, 4

De dos quebrados de igual denominador es menor el que
tenga menor numerador.

<

wlw
o-|w

1
—B“<

C.l"lhm

De dos quebrados de igual numerador es menor el que
tenga mayor denominador

3

1 1
3<2’ 6

i&_
< 5

Se aumenta, pues, un quebrado, :
1.° Aumenta.ndo su numerador sin tocar al denommador
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2. Disminuyendo el dencminador sin tocar al numerador.

341

—— > — ;4 mayor dividendo 2> cuociente

7 7!

3 2. - .
—=— = —; 4 menor divisor > cuoclente

7~1 7

Por consiguiente; se disminuye un quebrado,

1.° Disminuyendo su numerador sin tocaral denominador.
9.9 Aumentando su denominador sin tocar al nrumerador.

31 —1
7

3
T+1 7

Si 4 los dos términos de un quebrado se les aumenta el

- mismo nimero, el quebrado aumenta:

3 .. .
< - i & menor dividendo << cuociente

s e .
< — ;- a4 mayor divisor < cuociente

1 1 }

& - le falta —paraser=1

2 a
141 2 1 1
& — = == alta, - para ser=1; pero — <
& o S le falta, ; Ppara ser=1; pero — <<
, 2 1 3 .1 1
& T le falta L pata ser =1, pero T <
341 4 1 1

& —— = —le falta — para ser =1, pero —
i1 3 2. 5 bara ser i pere — <
445 9 3 1 1

A == — le falta — para ser = 1; pero —

b +5 10 - 10! i pere <
9 400 19 1 !

- ———= — le falta — para ser =1; pero —

b e 00 le falta o para ger = 1, per o6 <
99 4- 900 999 1 1
———= ——le& falta — para ser =1; pero —
100 + 900 1000 1003 " iP 1000 <

Se ve que cads vez falta menos para llegar al limite 1
cuando 4 numerador y denominador se agrega la misma can-
tidad. Luego. tanto se la puede aumentar que el quebrado

sea casi=1.

Luego, cuando 4 numerador y denominador se les reste

el mismo nimerc el quebrado disminuye.

- 8i se multiplica por n el numerador de un quebrado, el

gquebrado queda multiplicado también por =.
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Porque si el dividendo se multiplica por un ntimero cual-
-gquiera, el cuociente resulta multiplicado por el mismo.

3 2085

St el denominador se parte por un ndmero, el cuociente
resulta mulliplicado por ese ntmero.

120§ 30 120
4

5=380=10

40 =4><10

Por consiguiente, si el numerador se parte ¢ el denomina-
dor se multiplica por un nimero, el cuociente resulta dividido
por él.

160 5 160

5 a0 £

'
82

4

Simplificar un quebrado es transformarlo en otro igual de
términos menores.

6 8 4+ 2 1
327 16 8" 4 2
7 _v _ 3 __ 1
81~ 21— 8 —~ 3°°*

La simplificacién se verifica dividiendo numerador y de-
nominador por sus factores comunes, cnando los tienen, hasta
liegar 4 términos primos entre si. '

Claro es que no tendria que partir progresivamente, pri-
mero por 2 > 6 =10, despuss por7 y al fin por 11, quien hu-
biese visto desde luego que los términos de este quebrado son
divisibles por 770. ' ’

: mo_ 1
2310 3

Todo quebrado cuyos términos son primos enire si, so

llama irreducibls.

TOMO I, 9
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Todos los quebrados iguales tienen por numerador y de-
nominador multiplos de los de otro irreducible.

27 1, X 7
81~ 3 " T 83x o7
1 1% 7o
28100 3 © "7 2 x0T

Luegolos dos términos de un quebrado resultan irreduci-
bles 6 reducidos 4 su méds simple expresidén, cuando se dividen.
por su maximo comun divisor (1).

38808 42336 | 38508 (1
42336 15y 3625|3528
— | 0000

El méximo comtn divisor es 55638, y, divididos por él tan-
to el numerador como el denominador, nos resultard el que-
brado irreducible 1;

Ya hemos visto que para reducir varios quebrados & un
comtin denominador, se multiplican los dos términos de cada
uno por los denominadores de los demds.

L

2
2 L

i 1
! g 77

W5 70 42 30
2107 2107 2107 210

Pero este método (que es general) ofrece el inconveniente
de producir con frecuencia términos muy grandes; y, para evi-
tarlos, se reducen ante todo los guebradoes 4 su mds simple
expresidn.

1035 20 60 8 8

207 457 1007 4207 1807 15
L LI
57 87 5! 7' 27 5

(13 Ton la prictica no se hace asi. Por lo ragular se dividen ambos téz-
micos sucesivamente por los fuctores comunes que g¢ van descubriendo 4 .-
primera vista.

4.2 parte 9 aparte Mitad 7.8 parte 7.8 parte

38508 9702 1078 539 w7 11

42336 -~ 10884 1176 5638 84 13
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Y, luego, reducidos ya los quebrados 4 su mas simple ex-
presion, se halla el minimo comun multiplo de los nuevos de-
nominadores, y se multiplican los dos términos de cada uno
por el cuociente del minimo comdn miltiplo partido por el
denominador respectivo. A veces se abrevian las operaciones
por medios que la practica sugiere al calculador en cada caso
particular. -
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LECCION VI

Samar, restar, m‘ultip!-icar v dividir qnebl'zi(lns.

La conveniencia de no interrumpir el orden de las ideas
expuestas en las Lecciones precedentes, hizo dejar & un lado
la explanacidn de los easos particulares y de las subdivisiones
de cada caso que ocurren en la serie de operaciones aritméti-
cas ejecutadas por medio de los quebrados. A completar la
doctrina de esas operacinunes estd destinada esta Leccidn.

En las operaciones de la Aritmética modular entran can-
tidades de tres formas:

Enteros (9, 17, 1234;..)

24
Cuocientes en forma de guebrado (— H )
4 37 a4 1.69&’
Y los impropiamente 1la- 2 1. 47 _'_*_ i
mados nlimeros mixtos a2’ 4

El estudio de las operaciones aritméticas de esta Leccidn

es el de las combinaciones posibles con los ntimeros de estas.
formas.

§ I.—-SUMAR QUEBRADOS
Se reducen & un comun denominador (si ya no los tienen

iguales), se suman los numeradores, y la suma se divide por
ol denominador comun.
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1 2 [ 1 xa %7 2 x3 xv 6 x3 xb
3 5 7 8 x5x7 3%5XT ' 8%X5 X7

© 35 42 90

T0s 105 105
- 35 442 490 167 " 62
= Tm =1t
106 1G5 105

Sise dan 4 sumar ndmeros mixtos puede procederse de
dos modos:
- 1.° Se reducen los mixtos 4 quebrados de un denomina-
dor comun:

51/s+8%/,455/5

11 11 28
=% 3 T

11 x§ %X 8 11 x2 x5 28 X 2 x3
=2x3x5 2 X8 X35 2 X8 XD

165 1314 168 443 23
T T T T R

2. Se colocan los mixtos unos bajo otros, como en la
suma ordinaria, se suman en seguida los quebrados, se agre-
ga su resultado 4 los enteros de los ndmeros mixtos, y se
suman éstos

1 .
— 1 2 3 1x3 x5 2 RE XD 4 xegx8
b1y —+—+ = 4 .

2 3 5 2 X3 x5 28 XD 2 X8 xb

+ 8%, _ B 1 5 2

. 30 ‘30+30"”ap:- T
+ 53/

14 23/’50

Este segundo modo de operar es el preferible cuando hay
que sumar enteros, quebrados propios y mnimeros mixtos.
Los sumandos se colocan unos bajo otros como en la suma
ordiraria; junto 4 los quebrados dados se colocan sus iguales
reducidos &4 un comdn denominador; se suman éstos, se agre-
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70 ' ARITMETICA MODULAR

ga el resultado 4 los enteros; v, por ultlmo se halla la suma
de éstos.

3
2 .
"3 % /50
.1
i1 3 ]l minimo comun miltiplo es
v -— 18/p | 80. En la prictica, el denomina-
§ dor comin no se pone débajo de
2 0, losnumeradaresvespectivos,sino
6 50 7 4 la derecha tras una rayita in-
clinada; de modo que puedan su-
22 marse ficilmente los numera-
dores.
5 1/ 15/,
J 2 G0
4 1/q 15/50
% ¥, Wy
.4 98 8
185 4 QS 30
15

8 4
B4 =5 -
+ % =25

§ IL—RESTAR QUEBRADOS,

Se reducen 4 un comtn denominador (si ya no 10 _estan),
¥y serestan los numeradores.

Si hay mixtos se procede ana.locramente alo practlc&do en
las precedentes operaciones del sumar.

20 3 20—8 17

a1 21 w1 om
2 r_& 3 _ 1
3 2" 6 6 6
4 PO 11
17 —_— —ar = _ — "‘—'
i1 b ‘3
27 55 967 —B5 213 . 2
=2 =
5 15 15 + 1
lermodo conna- , 2 5% _ 72 8 80 1% 309 ¢ 2
Meres mixtos. T 5 7 %' 5 35 36
2." modo. 17 4/, 2005 ]
) 3 12 10
3¢ — 10/ A8 _ W .2
8 %s P) 15 15 15
14 ¥, 2/ys
—ﬁ—u—-’
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FRACCOLONES ORDINARIAS 71

Este dltimo medio es 1mpracticable cuando el guebrade
del minuendo es << que el del sustraendo. Entonces se toma
dsl minuendo un entero, se reduce & quebrado_del mismo
denominador que el deficiente, se suman los dos numerado-
res v ya es posible la resta de los quebrados.

2 7
2 __ oL 49/,
2= 13- = 1349/
—5 S = -5 = gy,
829/55,

Si el quebrado del sustraendoe es impropio, se extrae pre-
viamente su entero para que haya uniformidad.

g5 i_: 35 —1 = 84 i = 84 24/»;
7 7 7 h

44 -2 k)
‘— ?: —1-1—3' = 14'“5' = 14'1&/31
0 10/,

Sien el sustraendo hay quebrado y en el minuendo no,

so saca del minuendo un 1, y se -convierte en quebrado del
mismo denominador que el del sustraendo,

21 = 2315/
8 L3}
*'3'175=— 3 85

20 T/i:':

Si faese impropio el quebrado del sustraendo se pondria
en forma de mimeio mixto.

24 = 34 = 93 18/,

53 8
2 g . oq 8y
15 8 15 3 s
20 T/

Si se da un caso como el siguiente, se extras del quebrado
el correspondiente entero.
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17 =16 + &2 _ 115,

13

41 . 2

—_ [s —_— J— 2

31:3_")'_!_(34_13*6/’5
01,5

Si son mixtos minuendo y sustraendo, se procede en con-
secuencia de lo anterior.

12 % =12 + (4 -+ ﬁ = 15 38/54 (=163/,7 =16 3/5, =1530/5,)

1— =1+ (l—l—-;) = Y/ (= 2V, = 217/5 = 217/5)

18 1975,

Si se dan muchos enteros, quebrados propios é impropios
¥ numeros mixtos, unos con el signo + y otros con el sig-
no —, se forma un grupo con todos los positivos, y otro gru-
po con todos los negativos; se suma separadamente cada gru-
po, v, por fin, se restan de los positivos los negativos (1).

. 1 9 17 7
—3+°0+_2‘—4f*3/4“41_/3 -I"?—_;"i'?'i/.i"";

1 1 .
g = e -4 =4 =
9 4 3 3
+ o= 1= 18/ - A=y = 45/40
1 1 1 1 ’
+9—4=9]—:215/60 —471:4?:430/60
7 o 1 17 2
-+ ?=2;=920/so - 5=3“5"= 3 2/
564113 60 1549917 60
53 |— 80—
1 1
§
56 53/q,
— 15 30/,
= AL /4,

, (1) Llamanse positives los guarismos precedidos del signo -+ expreso
0 sobrentendide, y negativos los precedidos del signo —-.
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§ TIL— MCULTIPLICAR QUEBRADOS, s

Pueden ocurrir tres casos:
1.2 Multiplicar un quebrado ¢ un mixto por un entero;
2. Multiplicar un entero, un quéebrado 6 un mixto por
un quebrado;
3.° Multiplicar un entero, un quebrado 6 un mixte por
an mixto.

1. Multiplicar un quebrado por un entero es hacer abre-
viadamente una suma de tantos quebrados 10'uale,s como ve-
-ces indique el entero multiplicador.

l><4—i-1——]--+-—1—+1—i-—2
2 T2 2 2 2 a2
3 3 3 3 3 12

-_ 4;:—' -_— ——— = =
4>< PR S + 4 3

Luego la regla seré multiplicar el numerador por el en-
tero y partir el producto por el denominador.

15 15 15 15 15 15 15 15 15 % 7 105 -
P N T Ly
3 3 3 3 3 3 8 3 3 3
1 17 17 17 17 x 3 51 1
- 3: - +‘_ me—_= T = == 10 —

> 5 El + i B B 5

Multiplicar un mixto por un entero es hacer abreviada-
mente una suma de tantos mixtos como repeticiones indique
el entero multiplieador.

5;><3=3%+3—+3;,—_(3+3+3)+(—+ﬁ+§)
\ { 3 2/, =(3><8)+(—2'><3)
5;X3=]._-:gi,’//; :9""2':94“(1‘*‘%):10*%

Do 8/ =10 4+ 1/,

También puede hacerse la operacion dando al mixto la
TOMO IUL : 10

© Biblioteca Nacional de Espana



T4 ARITMETICA MODULAR

forma de quebrado {con lo que estamos en la variante an-
terior). :

2.° Multiplicar un entero por un quebrado es (segin se
explics en la Lec. IV, y entendiendo siempre la opzracién
segin alli queda conmgnado) repetir tantas veces como indi-
que el numerador el cuociente del entero dividido por el de-
nominador.

Sea un entero el maultiplicando ¥y un quebrado el multi-

plicador: ]
HXB=2x3=46

o |

8
8><4_

Hay, pues, que hacer siempre dos operaciones:

TUna de partir y otra de multiplicar (1).

O bien, hallar un cuociente y multiplicarlo, pues la esen-
cia de la operacién de multiplicar es multiplicar un cuocien-
te, cuando el multiplicador es un quebrado.

Por consiguiente:

Muliiplicar un guebrado por un quebrado es repefir tan-
tas veces como indique el numerador del guebrado-multipli-
cador, el cuociente del quebrado-multiplicando partido por
el denominador -del multiplicador. Esto es lo sélo racional,

Hay, pues, que hacer dos operaciones:

Dividir el quebrado-multiplicando por el denominador
del quebrado-multiplicador; _

Y repetir el cuociente resultante tantas veces como indi-
que el numerador del quebrado-multiplicador.

(1) Como los resultados numéricos no varian porque primero se mul-
tiplique y luego se parta, se invierte en la prdctica con la mayor fre-
cusncia el orden de las operaciones:

5% 3
1

8>< = — =G

)
w2

O bien ge considera al multiplicando como mulbipteador o cunal no
tiene sentido cuando el multiplicando es nimero modular). GQue signifi-
caria, por ejomplo,

3 X ,
" > 8 manzanas de veces?
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Por consigniente también:

Multiplicar un mixto por un quebrado es repetlr tantas
veces como indique el numerador del quebrado multiplicador,
el cuociente del mixto por el denominador del multiplicador,

(3o gan e

De 10 expuesto aparece que, cuando el multiplicador es
un quebrado, el multiplicando se parte por el denominador,
v el cnociente resultante se multiplica por el numerador.

Pero, atendiendo 4 que los resultados numéricos son igna-
les cuando se empieza partiendo (gue es lo racional y cientifi-
c0) que cuando se empieza multiplicande (lo cual es cientifica-
mente inexplicable), se dan las siguientes reglas - préacticas:

Para multiplicar un entero por un gquebrado, se multipli-
ca el entero por el numerador y el producto se parte por el
denominador;

[} 3

G|'~1

2 3 x2
Sx =" ="
& 3

=1

H

(SN
o

Para multiplicar un quebrado por otro, se multiplican los
numeradores entre si, y el producto de los numeradores se
parte por el producto de los denominadores.

w

* 510,
x 7 2!

3 _
Xy =

w e

Y para multiplicar un mixto por un quebrado se multipli-
ca, ante todo, el entero por el quebrado, y en seguida se

(1) . Téngase presente que un quebrado se parte por un entere multi-
piicando el denominador por el entero:

. 1
—rd=—; —-+17=—1-:...
2 " 84’

Ts de evidencia que la mitad ds un medio es una cuarta, ete.
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76 ARITMBETICA MODULAR

agrega al resuliado el producto del quebrado del nimero
mixto por el quebrado-multiplicador; por manera, que el to-
tal resulta de la suma de dos productos.

3 3N, 134, -
§1/y¢ T (‘ > I) 1.* operacion - (-2— > :) 2. operacion.

8.0 Multiplicar por un nimero mixto.

Los tres casos que pueden ocurrir se reducen a los tres
anteriores si el mixto-multiplicador se reduce 4 quebrado.

Entero por mixto:

3 11

k]

g9
= 17, — = = =
><:_L/q,_n><2_ = 1-

Pero, regularmente, el mixto no se pone en forma de que-
brado, y entonces las operaciones se hacen como sigue:

Entero > mixto:

1727 =(1752) + (1r><) p+Z=sir12loygel

'
'y

Quebrado >< mixto:

_12_ s _u 3w 5
/s = >< 1L X SnTeTaetnTa 122
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Mixto >< mixto:

s 2xtd = (3x1) - (37)» () + (3x2) 09
10

o .
=85 - +—
PR

1 1 6 T 4 &

=35 +0—~+3 - +—=80454+BA—dt+—+ =

3 2% s T TRRTIMET

. 1 1. L
=3o+5+3+ 1-;—12_44-#1?

Regularmente la dltima operacion se haria como sigue:

3
”
S, 2
> 7;‘ -
85 =producto de los dos enteros
21
- = Dproducto de los enteros del multiplicador por el quebrado del
multiplicando
]
ry = producto del quebrado del multiplicador por les enteros del
multiplicando
6

1, = Producto de los dos quebrados.

(o)

Y, reducidos los quebrados 4 denominador comtn, resul-
taria la operacidn total de este modo:

55/4
=< 125

85 =35 =35
21 1. .
T = 87 = 5%
10 1
G 6
E_ 2 s
- 12T /12

44 =d315 ) = B 11y =11/

(1) Este ultimo caso es el que presenta alguna complicacién, por re-
querir cuatro operaciones;

L* Se multiplican los enteros entre si;

2.5 Semultiplica el quebrado del multiplicande por les enteros del
multiplieador; :

8.* Se multiplican los enteros del multiplicando por el guebrado del
multiplicador;

4.*  Be multiplican ambos quebrados entre si,
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ar - - %"’ )
835 ¥ 155 126425 1
3 —XE’ ki T s —l6U8g
> 38'-‘; = P
1
8336 :
417 >< 38 = al producto 417 < 38
1251 '
1 2
104 = 104 2/,
1044 = 104 3/ | = 417 ¢ 3/ = 7 5c8
104+ = 104 %/
4 g
19 = 88 x 1/

= s <3y
16178 3 (/s + %5 + 2y + 5y =y =11/,

Claro es que en las diversas combinaciones que pheden
ocurrir caben muchas abreviaciones, si los numeradores y los
denominadores tienen factores comunes.

Quebrado por entero:

3

= > T=—; (dividiendo el [4 por 7)

Mixto por entero:

3 (12 x 12) + 8] x4 147 x4 147
lr_)_ pry [—( ) ] — — = 49, ete.
12 12 12 3

Un quebrado multiplicado por su denomirador es igual 4
s1 numerador

2 2 %3 3

= W= =2 —=2x1=2

3 3 4

" fnt X n n .
—xa=— - =mx—=mxl=m ()
N T i n

(1} Esta propiedad, 8, mas bien, evidencia, tiene constante aplicacidn
en las consideraciones referentes 4 la operacion de dividir quebrados.
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§ IV.—PARTIR QUEBRADOS.

Los casos y subcasos posibles son los siguientes

l.er cago.—Partir un qusbrado )
Partir vn mixto l por un entero;

2.9 ¢ago.— Partir un entero '
Partir un quebrado ; por un quebrado;
Partir un mixto 5

3.° caso.— Partir un entero
Partir un quebrado
Partir un mixio

por un mixto,

Prrver oaso.—Para dividir un quebrado por un entero

se multiplica el denominador por el entero sin tocar al nu-
merador.

Es de evidencia que si una mitad de un mddulo se divide

en b partes, cada parte sersd cinco veces menor que la mitad.
Y, en general, .

1 T
234 - 0T 23dx 17 3918

Para dividir un mixto por un entero se convierte el mixto
en quebrado y se procede como antes.

17

0 |-

PENCESUES WP
2 2

Pero también puede verificarse la division por medio de
tres operaciones: ‘

1.* Dividir el entero del mixto por el entero-divisor;

2,2 Dividir el quebrado del mixto por el entero-divisor;
3.% Sumer los resultados.

17_% 4= [ 1744 ] 1% operacién, + {-; 4] 22 operacién.

11 2 1 3
M4_+f—4_+_—4_l a
PR s T8 5 | 9.% operacién,
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SEctNDo caso.—Para resolver las variantes del segundo
caso se ha de tener presente que la operacidn de partir tiene
por objeto:

O bien hallar el nimero de veces que se repitié un su-
mando cuando este sumando se concee;

O bien hallar el sumando cuando se conoce el numero de

veces.

1
a2ty 2+

=4 veces

=8 veces

w |

BEstos cuocientes mayores que los respectivos dividendos
causan extrafieza en los principiantes, porque no se dan ra-
z6n de las contracciones introducidas en los dividendos por
los que suministran los datos de las operaciones. En los ca-
sos propuestos las sumas matrices no eran los dividendos da-
dos, sino j— N

T-

1 1
E) Py
1 1
-+ 7 —+ 5
1 1
1 1
3 + 3
. 1
4 Tmuego contraido en el + 3
— 9 dividendo 2, N
+ 7
1
+ 3
1
+ 3

& Luego contraidoen el

— dividendo 2.

Y, por tanto, si en vez de los datos contraidos

e 9+ L
2 1

1

se nos hubiesen dado los verdaderos dividendos, no con-
traidos */, y 3/, entonces habriamos dispuesto las operacio-
nes como sigue, donde ya no existe dificultad ninguna:

4

41 8
- 2

7
=4 veces 1/;

1

4
=8 veces !/,
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Solapadamente, cuando se nos exige que dividamos un
enterc por un quebrado, e nos dan términos no referidos &
las mismas magnitudes, y, naturalmente, las operaciones re-
sultan incomprensibles. Pero refiéranse dividendo y divisor
4 las mismas fraceiones de mddulo, y en el acto se desvane-
cerd todo motivo de perplejidad. Examinemos el ejemplo

q
14+ — =49
7

Aqui se nos dan cantidades referidas & magnitudes dis-
tintas: el 14 4 médulos enteros; y el 2/, 4 séptimas partes del
mismo moédulo. La operacidn no es, pues, inteligible mientras
no se reduzcan dividendo y divisor 4 igual denominacidn, ya
recurriendo 4 la suma matriz, ¢ bien (por ser largo tal proce-
dimiento) recurriendo & una propiedad que nos es muy cono-
oida, procedente de las de la suma misma.

Sabemos que, si multiplicamos dividendo y divisor por
idéntico ndumero, el cuociente no varia. Pudiéramos, pues,
multiplicar uno y ofro por cualquier numero; pero el més
conveniente es el denominador. mismo del quebrade. Y, si
tal hacemos, en el caso propuesto tendremos:

157+ = (14>< 7) + (2>< —) —98+2—49
Para comprobar que

1 1
4:7—4—=18 {L 4

= 16 veces

multipliquense dividendo y divisor por el denominador del
quebrado y aparecerd evidente el resultado

1
4>c4 ,j{"><4
=161
=16 veces

42 | 2/, '

L —saxs| x5

\__.__=196 2
= 08 veces
F 2 1
. — 4 = =19 =
10-.—?_50.4_1‘24—1 3
11

TOMO 111,
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De donde resulta que para partir un entero por un que-
brado se multiplica el entero por el denominador y el produe-
to se parte por el numerador. (1).

Para dividir un quebrado por otro se reducen ambos 4 un
eomin denominador, y se parte el nuevo numerador del pri-
mero por el nuevo del segundo.

1 1 4,2 -
it = et =1 2T

2 14 23

3 21 3
AL I | R U DL
4 7 28 2 * +5

Hs de evidencia que un ndmero cualquiera de partes ali-
cuotas de un modulo partido por otro numero cualquiera de
lag mismas partes, da un cuocients del todo independiente del
tamafio de las partes alicuotas.

Ademds, siempre pudiera prescindirse de los denominado-
res multiplicando por ellos dividendo y divisor.

-1

ala

%9 7 x5 4% 56
§ x5 9 x8 7272

7
A

('A)i‘-l

Multipliquemos dividendo y divisor por el denominador
comun 72, suprimiendo al efecto los denominadores, y des-
aparecera la forma de quebrado, con lo que tendremos:

63 = 56
Exn la practica, pues, para partir un quebrado por otro, se

- \

(1) O bien (como dicen muchas Aritméticas) el entero se multiplica por
el quebrado invertido:

21 =21

a
3

o
cn_'.l o

Pero esta prescripeidn {desventurada e su aspecto elentifico) desviala
ments del verdaderc concepto de la divisidn cuando el divisor es quebra-
do. Kntonces se pide una operacidn con canridades veferidas & mddulos
distintos; y, para hacer desaparecer In incompstibilidad, hay que multi-
piicar dividende y divisor por el denominador del quebrade. Esta es la
1dea verdadera y no lo otra, especie de receta anticientifica. Lo racional
as deshacer la comraceién solapada de los datos, no referides 4 un mismo
mddule de madir,
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multiplica el numerador de cada uno por el denominador del
otro, y se parte el primer producto por el segundo. (1)

2 1 DX 42 g
7 T %l 1x7 7

P 4 2 % 15 a0
Tt e = =2
3 15 x 4 12

1 1 1 % 1000

PR R — = K0

2 71000 L x2 0

1 2 18
___'__4..__:_#_=4

2 16 4

Se ve que, si también al partir quebrados hay perplejidad
al ver cuocientes mayores que los respectivos dividendos, la
extrafieza depende de que el dividendo resulta contraido;
refiéranse dividendo y divisor 4 magnitudes idénticas, y, des-
de luego, se haran evidentes los resultados

1 1 4 1
=t —=451=4
2 8 8 8
R
8
1
+
1
-
8
—+

, 1
— contraido en —
" 2

La oparacién de dividir un mixto por un quebrado, se re-
duce 4 la de dividir un quebrado por otro cuando al mixto se
da previamente la forma de guebrado:

%
i
o
ca
-
I
X
Y
(=3
c:[ =

Pero, s1 el mixto no se reduce & quebrado, entonces se
procede como sigue:

(1) A esto llaman en lag escuelas mulliplicar en crua:
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1.° Se parte el entero del mixto por el quebrado-divisor;

2.° Se parte el quebrado del mixto por el quebrado-di-
visor; ,

8.2 Se suman los dos cuocientes.

TrrcEr cAso.—Il dltimo case, en que el divisor es un mix-
to, se reduce & las tres variantes anteriores, cuando el mlxto
se pone previamente en forma de quebrado

Entero + por mixto:

I 7 TR 2 7 2
7-”‘%—:7—-1:—7—; -—--=—, =‘_...A =92
2 2 i 2 T X1 T
Quebrado + por mixto
i

'g- *
Mixto + por mixto:

P
3

oy
l\:l-‘
it

Orservacion.—Claro es que en todas las operaciones de
esta Leccidn cabe abreviar los edlculos, siempre que haya fac-
tores comunes en dividendo y divisor.

PRTEBAS DE LAS CUATRO OPERACIONES.
Son las mismas de la Aritmética pura, pues el modo de

ejecutar las operaciones en la Aritmética modular, es el mis-

mo de sumar, restar, multiplicar y partir, aprendidas en la
primera parte.
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APENDICE.

Miquinas AmriTMETICAS.— El distingunido sabio francés
FEdvardo Lucas, hd poco fallecido en Paris, reunié en el Con-
servatorio de Artes y Oficios una coleccidn muy completa de
los aparatos destinados 4 efectuar mecdnicamente las opera-
ciones numéricas (suma, resta, multiplicacién, divisidn, ele-
vacion & potencias y extraccidn de raices). .

Estos pueden clasificarse en dos grupos: unos que dan los
resultados exactos del cdleulo y otros que los dan sélo con
clerta aproximacién. De la primera clage son los inventados
por Mannheim, Lalane, Genaiile, Eduardo Lucas y las regli-
llas que antes que todos descubrid Néper, el ilustre inventor
de los logaritmos. En cuanto 4 los que dan resultados exac-
tos, la primers madaquina aritmética fué ideada por Pascal, ¥
simplificada después por Pepine, y dltimamente por Roth.
Con auxilio de la de Thomas de Colmar, se pueden multipli-
car en un minuto dos nimeros de diex cifras, En fin, entre las
mas notables se cuentan la de Babbage yla debida al célebre
raometra ruso Tschebichef.

En toda maquina aritmética se distinguen cuatro partes
ssenciales, que se han denominado; el generador, el repro-
ductor, el inversor y el borrador. Estdn destinadas 4 poner
los datos, efectnar la operacidn, hallar el resultado y volver
4 colecar el aparato en disposicidon de funcionar de nuevo,
horrada ya toda traza de la operacidn efectnada.

Muy recientemente se han descubierto los integradores y
los intégrafos, que efectitan mecdnicamente la suma de una
série infinita de magnitudes infinitamente pequefias. El mds
concecido de los primeros es el planimetro. de Ameler, y log
intégrafos mds perfectos son los discurrides por Abdank
Abakanowiz, que no sélo dan el resultado de la suma, sino
la ley que la rige, expresada por medio de la llamada curva
integral.

ADVERTENCIAS,

Cuando el numerador de un primer quebrado es denomi-
nador de otro segundo, y el denominador del primero apare-

ce como numerador del segundo, se dice que las fracciones
8§01 inversas. .

Asi, la fraccién - tiene por inversa & +

&
T 2
— a —_—
2 7

De donde se deduce que el resultado de partir un primer




86 ARITMETICA MODULAR

quebrado por otro segundo es el mismo que el de multiplicar
la fraccién primera por la inversa de la segunda.

1 3 4
2 4 &

1 4 4
7 N3 T %

i

Se dice que un entero se pone en forma de quebrado ddn-
dole por denominador la unidad. Asi, 5,7, 63,... en forma de
quebrado resultan

5 7 63
1T T
Esto se efectun para generalizar algunas reglas abrevia-
das. Por ejemplo: para partir quebrados se multiplican en
cruz (6 en aspa).
8 B ‘ 28
T — == et — = ({42 {) 3 =928 + 3= —
To == et — = (T 4) 3+ (13 8 8=
En toda divisidon inexacta el residuo se considera como el
numerador de un quebrado que tiene por denominador al di-

visor.

(]
w

1
9+ —

Efectivamente: El ploducto del cuociente por el divisor
da el dividendo.

.la—;-><3:(s_1><3)+(-;-><3).-=27+_§_:97+1=28

De donde resulta gue todo nimero es multiplo de otro, st
aste se multiplica por el cuociente de los dos.

Asi 17 es multiplo de 7, si este 7 se multiplica por 2 -
que es el cuociente de

1T |7 {
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FRACCIONES DEGIMALES

LECCION 1

Fracciones decimales,

51 un mddulo se divide en 10 partes, ¢ en 100, é en 1000..,
1 otra potencia cualquiera del 10, las fracciones con tales
denominadores se llaman decimales.

5 75 125 1532
i0? 10’ 1600t toopo? TCC

Se llaman, pues, decimales los cuocientes pusstos en forma
de guabrado que tienen por denominador ana potencia del 10,

Estas fracciones se reducen 4 un comuin denominador,
multiplicando sus dos términos por la potencia del 10 que sea
necesaria para que todos los denominadores tengan igunal nu-
mero de ceros. Asl, los quebrados anteriores quedan reduci-
dos 4 la misma denominacién, multiplicando el primero por

10%, el segundo por 10? y el tercero por 10'.

5 75 125 1582
— < 107 e 10%; o 101, —
w7 ’ 100 < T 1000 < ! 10000
5000 500 1250 1582
Lovoo * 10030 7 10000 ’ 10008

De donde resulta la siguiente regla practica: Para redu-
eir fracciones decimales 4 denominador comin, se agregan &
TOMQ 111, 12
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los dos términos de cada quebrado tantos ceros como fueren
precisos para que todos los denominadores resulten iguales.

Ya con denominador comun, las operaciones de sumar,
restar, mulbtiplicar y partir fracciones decimales, se efoctian
conforme 4 las reglas explicadas.

El andlisis de cualquier quebrado decimal hace ver que el
valor correlative de los numeradores decrece hacia la derecha
como si ‘se tratara de nimeros enteros.

7852 7000 800 50 2

10900 19000 30000 10000 10600
L TX0 s} | 5X 100 2% 10

10000 10000 16000 16000

101 1 1 1 1

0 et oo’ : ; ; ete.

107 w07 10007 10000 © 1000007 1000000 '

2 2 2 "2 2 2

T3 tood Tend ; ; ; ete.

107 1007 10007 30000 T 1060007 100D

3. s 3 3 3 : ,

Ty T Ty ooy ———— o etbey, ete.

10! 1007 10067 1070 7 100000’ 1060U0D

De donde resulta que, asi como un millar tiene 10 cente-
nasg, y una centena 10 decenas, y una decena 10 unidades,
asi también una unidad tiene 10 déeimas, una déeima 10 cen-
tésimas, una centésima 10 milésimas, etc.; de modo, que la
reunidn de diez unidades de un orden cualquiera, constituye
una unidad del orden inmediato superior 4 la izquierda.

De aqui el haberse extendido 4 las fracciones decimales
los mismos prineipios en que se funda la numeracién esecrita
de los enteros, con sdlo una modificacion: la de dar 4 conocer
el lugar donde concluyen los enteros y empiezan las fraccio-
nes. Una coma, ¢ un punto 4 medio renglén (que ha sido has-
ta ahora lo mds general) colocados entre los enteros y las
déeimas, determina esta separacién:

Asi,

47,5, 85,34; 117,017 1,2347,.

473 8B34 117917 1-2347;..
significan

47 enteros y tres déecimas;
85 enteros y treinia y euatro centésimas;
117 enteros y novecientas diez y siete milésimas;
1 entero y dos mil tres clentos cuarenta y siete diezmilésimas, ete.
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y tienen el mismo valor que

47 -2 s 2, 74 I 2.
10 100 1000 10000
En Inglaterra y otros paises de Europa, y sobre todo en
la Reptiblica Norteamericana, la separacién de los enteros y
los decimales se ha marcado y se sigue marcando con un
punto escrito. 4 medio rengldén (uso que también tiene adep-
tos en Espaila, si bien son les menos):

473; 8584 117917,  1-9347,..

Cuando no hay enteros, se ha puesto un cero antes de la
coma

2 om0g =003 & — 00008 ete.
10 1N 1000¢

0 solamente un punto inicial 4 medio rengldn:
*8; +08; 0008..
Véase el Apéndice & esta Leccidén.

Cuando un decimal tiene muchas cifras decimales, éstas
se distribuyen y distinguen por grupos de 4 tres, contados
desde la coma hacia la derecha; por lo cual pueds suceder, y
sucede, que el ultimo grupo (el de la derecha) aparezca con
tres cifras, ¢ con dos, 6 con una. Cada grupo se lee agregando

4 st enunciacidn nnmérica su denominacién decimal.
Asi,

2,3456718976726; 6bien 2345 671 6§97 672 6

g8 leen

Dos enteros, trescientas cuarenta y cinco milésimas, seiscientas
setenta y una millonésimas, ochocientas noventa y sieto mil millo-
nésimas, seiscientas setenta y dos billonésimas y seis diezbilloné-
simas.

Con suma frecuencia no se sefialan los grupos de & tres
cifras con puntos por encima ni se deslindan por pequefios
espacios en clarc intermedios:
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47,67898735434567
® o Qo
g5 8 B E E%
o b —_— — [l 1
& o = o P
e} 0 [=} E B =
@ E & B £

8, © g £ F
e B =] 5 gz
= =2 2 o

2 % L

g B
BB

0,5667178943897856 .
mil hillonésimas

Como se vé, cada cifra decimal tiene dos valores: uno ab-
soluto y otro de posicién.
Asi
8,4 se puede leer 3 enteros y cuatro décimas, 6 bien treinia y
cuatro décimag; ;
8,45 se lee 3 enteros y cuarenta y cinco centésimas; 6 bien trein-
ta v cuatro décimas y einoce centésimas; & bien trescientas cuarenta
cineco centésimag;
874,457 se lee 874 snteros y 457 milésimas, 6 bien
87  enterosy 4457 milésimas; ¢ bien
8  enterosy 74457 milésimas; ¢ bien
cero enberos y 374457 milésimas, ete., ete.
Sila fraceién no contiene cifra & cifras de algun orden,

se hace ocupar por cero ¢ ceros el lugar ¢ lugares respectivos.

3,04; 3B enterosy 4 centésimas;
3,104; 3 enteros ¥ 104 milésimas;
3,0004; 3 enteros y 4 diez milésimas,
3,000 000000 004; 3 enteros y 4 billonésimas, ste., ete,
Los ntmeros mixtos decimales se leen, pues, de varios
modos; pero el comuin y corriente es como sigue:
Se nombra ante todo la parte entera, y luego la parte
decimal, como si también fuese entera, agregando al finla
denominaeién de la ultima cifra fraccionaria.

3745,574b; 267922,35467;.

508319
B0I0}10

SBUIISQTILL ZOTp
SETISY[IM U0

Si 4 la derecha de una fraccién decimal se coloca uno &
més ceros, la fraceién no varia, porque esa agregacidn equi-
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vale 4 multiplicar los dos términos del quebrado por una po-
tencia del 10 igual al numero de ceros.

0,3 =030 = 0,300 = 0,3000 = (,3000000000
__ 8 __ 80 _ 300 3000 2000000000

10 100 1000 1€000 16000000000
_ 3 oaxI0t gxier 3XIB 31

10 10X 100 10X102 WX 19X10

Luego quitar ceros dela derecha de una fraceién decimal
que los tenga, es partir los dos términos del quebrado por una
potencia del 10 igunal al ndmero de ceros suprimidos.

Luego la fraccién decimal no varia si los ceros de su de-
recha se suprimen.

O bien si se agregan varios.

Por eso las fracciones decimales se raducen 4 la misma
denominacidn, haciendo que con ceros 4 la derecha aparezcan
las de pocas cifras con tantos decimales comeo la que més.

Asi, los quebrados

0,8, 087; 0,7876; 0,674567599874;...
08 08T 07876, 0'674567S09874:...
8 87; I876; BT4BETSO08T4;...

674 567 899 874;..

resultan todos reducidos 4 billonésimas como sigue:

0,300000000000;  0,870000000000; 0,787600000000; 0,674567897874

Para multiplicar por 10, basta con mover la coma un lu-
gar & la derecha.

08 > 10 = 03, = 3, porque el cero 4 la izquierda carece de valor.
—3—-><10=3Xm=3><2-=3><1:3
10 10 10

En efecto, es de evidencia que 3 enteros valen 10 veces
més que 3 décimas.

Por consiguiente; para multiplicar una fraccidn decimal
por 100, 1000, 10000, 6 por una potencia cualquiera de 10,
basta con situar la coma & la derecha tantos lugares como
ceros tenga la potencia. '

N
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0,3 >< 100 = 030, = 080 = 80 (suprimido el cero & la izguierda).
0,0003 >< 10000 = 000053, = 3, (suprimidos los ceros & la izquierda).

408,1356 < 10 — 4081,356; 6 bien 4081-356
4081356 > 1000 — 4081356, 6 bien 4081356

00006 5 100 = 000,06 = 0,06; & bien 0:0G; 6 bien ‘06
0,6 > 1000 000 = 600 000, ete. ,

Suprimir la coma, es multiplicar por una potencia de 10
igual al nimero de cifras decimales.

0,0006 es 10000 veces << que 00005 = G

Naturalmente, si la coma se mueve 4 la izquierda, el que-
brado queda dividido por una potencia del 10 igual al ntimero
de Iugares recorridos.

0,5 + 10 = ,05 = 0,05 = 005

v claro es que O centésimas valen 10 veces menos que H dé-
eimas.

84,86 + 100 =0,846; 6 bien 0:246G; 6 bien ‘846
84,6 + 100000 = 0,000 846; 6 bien 0'000S46; 6 bien -000 846

APENDICE

Recientemente se han introducide grandes modificaciones
en el sistemna de notacién de los quebrados comunes y de las
‘fracciones decimales.

Segiin las decisiones de la Oficina internacional de pesos
v medidas, del Congreso de electricistas de Paris de 1831,
del Congreso de Mecdnica aplicada de 1889, del Congreso de
electricistas de Paris de 1839, del Congreso de electricistas
de Francfort de 1891 y de la Comisidn de notaciones del Con-
greso de electricistas de Chicago en 1393, se ha convenido:

1.2 En que unicamente la coma sirva para separar la par-
te entera de la decimal; ‘

2.° En que las cifras se distribuyan en grupos de & tres,
separados por un estrecho espacio en blanco;

Y 3.° En que el punto sea exclusivaments signo de mul-
tiplicar escrito, no 4 medio rengldén, sino en la parte baja de
la linea.

Segin estos acuerdos, pues, debe escribirse:

317 yno 317
S ne 0-12671718
ni 012671718

0,126 71718 y
(ni 112671718
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En virtud de estos acuerdos se emplea también algunas
veces una notacién especialisima llamada exponencial. En
ves de emplear los multiplos 6 los submidltiplos, se expresan
los ntimeros considerandolos come productos de dos factores,
uno de los cuales es siempre el 10 elevado 4 una potencia. Si
se trata de una fraccidn, el exponente es negativo.

Asi, por ejemplo, si un niimero entero es cuatrocientos
cincuenta y nueve millones, se escribird

459 000 000
o bien
' 459.106
6 bien
: 45,9107
¢ bien '

4,69.108  Ete., eto.

Y, si el nimero no fuera entero, sino fraceionario, como
por ejemplo
1 -

453000000

se escribiria
0,000 030 459

6 bien

459,109
6 bien

0,459.10—¢ Ete., etc.

¥l exponente indica cudntos lugares hay que correr la
coma hacia la derecha cuando los exponentes son positivos,
6 hacia la izquierda cuando los exponentes son negativos,
con el objeto, tanto en un caso como en otro, de obtener el
nimero entero correspondiente, ¢ la equivalente fraceién de-
cimal en la notacién comin.

Las decisiones de los Congresos citados se cumplen ge-
neralmente en el extranjero por los hombres dedicados 4 los
cdlonlos de electricidad. Pero los Aritméticos no observan
todavia las nuevas prescripciones.
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Operaciones con decimales.

Se efectiian como las de los enteros del sistema de la
notacién decimal, atendiendo 4 que toda cifra de orden su-
perior vale 10 veces mds que la de orden inferior situada in-
mediatamente & la izquierda.

Antes de empezar una operacion, si dos 6 mas fracciones
decimales no tienen igual nimeroc de cifras, se agregan 4 la
derecha de las deficientes los ceros necesarios para la igua-
lacidn. Y si, en gracia 4 la brevedad, no se escriben en mu-
chos casos materialmente los ceros 4 la derecha, se los ima-
gina siempre como esecritos.

Las reglas de las operaciones con ndmeros decimales obe-
decen & los mismos principios que rigen las de las fracciones
ordinarias.

§ L—SuMAR NUMERDS DECTMALES.

Se colocan las cifras unas bajo otras, correspondiente-
mente, protoenas bajo protosnas,dentenas hajodeutenas, ste.,
y {mentalmente) se igualan las fracciones con ceros 4 la de-
recha, quedando.asi reducidas & la misma denominacién.

Las pruebas, como en los
nimeros snteros.

98347602777
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La coma se coloca al sumar en el lugar correspondiente,
separéndose en la suma tantas cifras decimales como en el
sumando que tenga més.

§ II.—RESTAR RUMBROS DECIMALTS,

Se efectia la operacion como si los datos fnesen enteros.
S6lo hay que cuidar de que la coma wparezca siempre entre
las protoenas y las décimas.

45064 45024
25,33 25,35
42531 42491

Cuando no tengan las fracciones decimales igual numero
de cifras, conviene igualarlas con ceros; si- bien siempre es
posible suponerlas imaginativamente escritas, que es lo mds
breve y més practico.

5454 = 35454000
270054 = 27,0954
3183046 3183046
2145 8,4

91 7000081
70048 1389909
7 = L0000
6483781 645781
056219 056219

& TIL—MULTIPLICAR NUMERGS DECIMALES.

Se multiplica uno por otro suponiendo omitidas las co-
mas, en lo que se comete un error, que se corrige luego  se-
parando en el producto total tantas cifras de la derecha co-
mo haya en multiplicando y multiplicador.

135 )
45

675
540

60,75

TOMO 111 13
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Si en vez de 13,5 suponemos 135, claro es que hacemos el
multiplicando 10 veces mayor; y, si en vez de 4,5 supone-
mos 45, empleamos un multiplicador 10 veces también mayor.

Luego el producto total sera 100 veces mas grande de lo
que debe ser;

Tuego para que resulte igual al verdadero habrd que ha-
cer 100 veces menor el 6075; '

Luego, separando con la coma dos cifras de la derecha,
tendremos el verdadero producte total: 60,75.

Et sic de céteris.

Las pruebas deben siempre hacerse; y se harin como si
se tratara de enteros.

24,7 (¢ 8212 &
52,3 0425 %7
741 (3 16060

494 (8 6424
1235 {3 12845

129181 (4 1865100 (7

Haga el discipulo las pruebas de los ejemplos siguientes:

2 0,17 0,3 4317
=04 4 0,4 0,05

12 085 012 21585

Puede suceder que el producto total no tenga numero su-
ficiente de cifras para separar tautas en él como dé la suma
de las cifras del multiplicande y del multiplicador: entonces
se ponex & la izquierda del producto los ceros necesarios pa-
ra hacer la separacion.

44 4
= 0,000 007 0,000 000 007
0000030 8 0,000 000 028

Los casos que pueden ocurrir son los mismos que en la
multiplicacidn de las fracciones ordinarias.
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0,3
x4

=
i)

1 %;;E;ado’ > por un entero

X

114

X
olw| ow
W [ [=3}

l
o

Quabrado, } > por un quebrado
Mixto, 0063

1,75
000002

00000300

2. Entsro, S < 02 1
\

&

847
8,6
4285
2541
29645
0001008
2000002
8. Entero,
. 2016
}Qﬁggado, >< por un mixto 201600000
b
0002016002016
8,5
2.5
175
70
8,75

Las reglas de la multiplicacién de las fracciones decima-
les son, pues, las mismas de las fracciones ordinarias,

Eldltimo ejemplo, expresado en quebrados comunes, ha-
bria sido:
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31 31/ 5
> 2153 = 2/ > 2:5
6 = § > 2 1/4:‘/3X1/g 0,25:0,5){0,5
1 =1/ 9 |} = 11/ =8 <1/, 15 =3 =05
11/y= 8 <1/ 1T =1/ 2 1 =05x2
Ve=1/ax1/y 6 =3x2 6 =8 %2
83/4 85/s 8,75 ‘

En la prctica, la operacién-se efectiia conforme al pri-
mer modelo; pero, para uniformar las operaciones de que-
brados comunes con las de fracciones decimales, se ejecuta-
rian como en el segundo y el tercero.

§ IV.—PARTIR NUMEROS DECIMALES.

Si ambos tienen ignal nimero de cifras decimales, se
prescinde de las comas, lo que equivale 4 multiplicar divi-
dendo y divisor por una potencia del 10 igual al ndmero de
cifras; y en seguida se efectia la operacién de partir como
si se tratase de enteros.

217

4991+9217=4991
651

23

Si el dividendo tiene menos cifras decimales que el divi-
sor, se agregan al dividendo tantos ceros como. se necesiten
para igualar y Inego se prescinde de las comas.

204+034=20400 | 54
600 Higanse las
; prusbas.
34624+0001315=346240000 [1315
8324
4340 1263300
3950
500

Si el divisor no tiene decimales, se prescinde de la coma
en el dividendo, lo cual es multiplicar 4 este por una poten-
cia del 10 igunal al numero de cifras decimales: el cuociente,
por tanto, resultars > de lo debidd tantas veces como el di-
videndo lo sea, y, por tanto, habrd que separar de la dere-
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cha del cuociente tantas cifras con la coma como fuere pre-
ciso para corregir el error.
T476+12="T476 | 12

27
36 | 623

Si el dividendo tiene mds cifras que el divisor, se correrd
la coma 4 la derecha en el dividendo tantos lugares como
hubiere decimales en el divisor {del cual se suprimira la co-
ma); ¥, hecho esto, nos encontraremos-en el caso tiltimo.

3469856+17009=5469836
88036

. e

17009
2,04

Tios casos que en la divisién de fraccciones decimales pue-
den ocurrir son los mismos que en la division de las fraccio-
nes ordinarias.

06+15=60 ‘ 1b
0,04
17 Hmebrado ), porun entero | 40542524050+ 25
= 4050 [25
0,162
4+05=40 |5
8
2.° Entero, | . 05+025=50 |25
Quehrado, ! + por un quebrado
Mixto, ) 2
45:05=45 |5
9
6+15=60 |15
4
3. Enfero, ‘ - 8
Quebrado, ; + por un mixto 02+25=2+4920=—"=--=0,08
Mixto, ; 25 160
THh+25 =75 | 25
3
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De entre las muchas ventajas que ofrecen las fracciones
decimales, no es la menor la de poderse demostrar sus pro-
-pledades todas suponiéndolos enteros; porque, si para alguna
demostracidn hay que admitir un error considerando 4 una
expresidn multiplicada (§ partida) por una potencia del 10,
este error queda inmediatamente corregido partiendo (6 mul-
tiplicando) el resultado por la misma potencia del 10, sin més
que correr convenientemente la coma, ya 4 la izquierda, ya
4 la derecha.

De este modo se evitan las mucho mds abstrusas demos-
traciones directas en que se fundan los principios que rigen
8 las fracciones ordinarias; sin embarge de lo cual, y mutatis
mutandis, se los puede también aplicar sin gran trabajo 4 las.
fracciones decimales; por manera que éstas cbedecen 4 la
vez 4 los cinones de los quebrados comunes y & los- algorit-
mos del sistema de notacién decimal.

Puede suceder que se den como datos promiscuamente
fracciones ordinarias y fracciones decimales. Para saber el
modo de éperar con ellas, véase mds adelante.
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Transformacién de las fracciones en otras de especial
denominador.

§ I.—~Sabemos transformar los quebrados en otros de igual
cuociente:
2 1

.

> ‘<3 1)(4
g 3T 2 4
#-l ——

MIH wl.—a
il
’hl'\? |a|r—~

B
3
3 B 10

Multiplicados dividendo y divisor por un mismo nimero,
el cuociente no varia; preciosa propisdad que nos ha servido
para reducir los quebrados 4 un comun denominador.

As{, multiplicando sucesivamente los dos férminos del
quebrado % por la serie de losndmeros naturales, tendriamos
los quebrados ;2—, ;_ﬁ, 2—: y - ete.; pero no podriames por tal
procedimiento obtener guebrados que tuviesen un denomi-
nador distinto de los que naturalmeute produjese esta serie
de multiplicaciones.

Ahora bien: supongamos que necesitdsemos para algin
fin aritmébico tener otros quebrados equivalentes cuyo deno-
minador fuese 3: jpodriamos conseguirlo? Si: f—:—, cuyo cuo-
ciente es 2, resulta igual & %< ugl—; y esta expresion es
=0< %L——% ; cuyo cuociente es también 2; de manera que,
por medio de las sencillas transformaciones anteriores, el que-
brado  se ha convertido en otro de igual cuociente gue el %

y con el denominador pedido 3.

24 24 24 1 24 1 -
P = — ¢ 3 =06x

6
— = = —=2
127 1z(%3 x3; 12+8°° 3 4 3

w|

© Biblioteca Nacional de Espana



104 ARITMETICA MODULAR

¢Pudiera convertirse el mismo quebrado en otro de igual
cuociente y que tuviera el denominador 47 Indudablemente.

24 % . - 24 24 24 1 1 8
12 12(ed x4)—('zz-'.~4)x4_3_x4_§>< 4 T T

=2

¢Y en otro con el denominador 67 También, en virtud de
las evidencias siguientes:
24 2 24 w1 1 12

BTG xs (Gin e Ixe 2 Xy =lExg=y=2

¢Y en otro con el denominador 27 -

24 24 : 24 24 24 1 1 4
12 12(+2 X2} (1242 x2 6 X2 6 2 2 2

Ahora bien, una de dos:

O el nimero que se pide para denominador especial esté
entre los factores de la fraccidn dada,

0 no. _

Si no lo estd, se hace que lo esté multiplicando por él los
dos términos del quebrado.

Y si lo estd, entonces la fraccicn dada se descompondra.
en dos quebrados: uno que lleve por numerador la unidad y
por denominador el nimero pedido, ¥ otro formado por el re-
manente de la fraccidn dada.

Transférmese el quebrado 7, enotro que tenga por de-
nominadcr especial al nimero c.

Hagamos 1gua,1 4 g el cuociente T y tendremos:

@ 1 q

Por consiguiente: si se nos pide que la fraceién 3 se trans-
forme en otra cuyo denominador sea ¢, tendremo:a, mulblph-
cando numerador y denominador por ¢,

Y, haciendo igual 4 ¢’ el cuociente 2>, resultars:

ﬂxcL_axcxl '>< g
bxe b c—q H“_;
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Slempr y por tanto, es posible transformar una fraccidn
dada en ofra de la denomma.cmn que se quiera.
Pero pocas veces ocurrird que los cuocientes -

¢ al
sean nimeros enteros. Si se quiere gue la fraceidn

24

2 x 2 3

resuite transformada en otra cuye denominador sea 3, ten-

dremos:
24 o 2 1

2 x2 X3 2 w2 3 3

24 . s
donde el cuociente ¢ ( = 6) resulta nimero entero.

Poro, si se nos hubiese dado la fraccidn

1
3

,_
(=Y
'~
=
=
o
I=]
X
e

el cuociente ¢ (—- =061 ) no resultaria niimero entero.
Lo mismo puede ocurrir con el cuociente ¢': pocas veces
resultard cuociente entero. -
Transférmese la fracclon~ en otra ‘cuyo denominador
gea 10

5
10

1 1
8 X 10
donde ¢' = ( == )es enter
Pero, tra.nsformese + en ot.ro auebrado cuye denomina-

dor sea 8 :
3 xS'_&-t

Lyt
FRs 5 ST T 8
4
42
'
8

§ IT. —La facilidad con que se reducen & un comidn deno-
minador las fracciones decimales, la posibilidad de poderse
hacer con ellas todas las operaciones como si se tratase de
nimeros enteros, y la uniformidad de los resultados obteni-

TOMO L 14
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dos, hicleron pensar en la transformacién sistematica de to-
das las fracciones ordinarias en fracciones decimales.

Ninguna objecién habria podide hacerse 4 la constante
sustitucidn de los quebrados comunes por los decimales, si
siempre los cuocientes ¢ y ¢! se obtuviesen enteros. Pero la
mayor parte de las veces resultan fraccionarios y no transfor-
mables exactamente; por lo cual los cdleulos hechos con ellos
solo son aproximados; y, naturalmente, el obtener conclusio-
nes incompletas cuando pueden lograrse enteramente exac-
tas, hubo de retraer durante mucho tiempo 4 los operadores
escrupulosos. Sin embargo, habiéndose visto que la aproxi-
macidn puede llevarse casl hasta la exactitud, de modo gque
los resultados incompletos difieran de los completos en msnos
" que cualguier cantidad dada por pequefia que fuere, hicieron
al fin prevalecer el calculo efectunado por medio de las frac-
ciones decimales sobre el cilculo efectuado con las fracciones
ordinarias. Y tanto, que hoy los guebrados comunes se em-
plean casi como excepcién en los cdleculos de clerta com-
plejidad. '

§ IIT.—Fracciones comunes exactamente transformables.

Transformemos en decimal el quebr‘a.do%, y al efecto
mulitipliquemos sus dos términos por 10 y el resultado serd
exactamente = 0,5

1%x10 10 1 1 5

1
= T D —_——b5w— = =05
2 2 x 10 5 % T 10 0,5
. 1 .
Transformemos ahora - en decimal:
1 1 x i0 1 10 2
5 5 x 10 5% 10 5 ><10 VR T} !

Transformemos en decimal el quebrado - ; paralo cual ha-
bremos de multiplicar sus dos términos por 100, pues no bas-
taria hacerlo por 10:

3 3 % 100 360 300 1 75 ¢ 1 5 0.75
—_ = e e———— e 3 ——— (D e — e l——1 o
4 4% 100 4 X i) 4 < Too 100 wo 7

1 . . . e

Transformemos 5 en deeimal, 4 cuyo fin multiplicaremos

sus dos términos por la potencia de 10 suficiente al efecto:
(en este caso por el nimero 1000): '
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i . 1 x 100% 1600 1000 1 o 1 125
—— S :w—v){-—=125><—-—=—-:0,125
g & » 1000 8 X 1000 8 1000 1000 1000 )

- Para transformar, pues, en decimal un quebrado, se mul-
tiplican sus dos términos por la potencia de 10 necesaria al
efecto. Y, como casi siempre se ignora cuil sea esa potencia
suficiente, la operacién se hace por tanteos, agregando ceros
al dividendo, como sigue (practicamente 4 los residuos):

— =1 2 ..1-=1 ER
10| ; 5 10
00|05 004 0,2
23 4 23 5
30 ; 5 30
20 | 0,75 60 | 0375
00 40
00

Se va, pues, agregando 4 cada residuo parcial un cero,
hasta que no resulta residuo ninguno. En el caso del —; se han
multiplicado los dos términos del quebrado por 10!; en el
del 3/, por 10% en el del — por 107,...

H

=700 123
128600 =70000000 | 128
850 | 00546875 600 B
1120 | 880 00546875
960 1120
640 960
640

Aqui se ha multiplicado el 7 por 10000000.
El procedimiento ha sido como sigue:
Transformar TZE en decimal:

T]128

7 entre 128 no se puede dividir: cero al cuociente:

71128

0 enteros = 0,
Se agrega un cero al dividendo

T0| 128
0
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70 entre 128 no se puede dividir tampoco: nuevo cero al
cuociente. Este segundo cero indica que no hay décimas:

701128
0,0

Se agrega otro cero al dividendo
700|128
0,0

700 entre 128 4 b; y se efectiia esta divisidon parcial
70071128
60 —
1005

o: 4 al cuociente, ste, -

Se agrega un cero al residu
700 128

600
0,05

: Y, anélogamente, se agregard un cero & cada residuo (lo
que equlva.le 4 agregarlo al dividendo); todo como 51gue en

la operacidn actual, hasta terminarla.

700 128
600 —_—
880 ;0,0546575
A . 1120
: 960
540
000

Se llama generatriz & cualquier fraceién ordinaria de
donde procede otra fraccién decimal.

50
0,4

2 2 X 10
== =200

5 5 x10

/. es la generatriz de 0,4
Y se llama generatriz primaria & la generatriz que tiene

por numerador & la unidad
=100 |16
4

D ‘
s50]00625

55 es la generatriz primaria de 0,0625.
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La decimal equivalents de una generatriz primaria se de-
nomina, andlogamente, decimal primaria.

§ IV.—TFracciones decimales periddicas.
Vamos 4 examinar ahora quebrados que no se pueden
transformar exactamente en decimales.
2
Sea - .
Multipliguemos sus dos términos por una alta potencia
de 10. '

2 X 1000000 2000700 T
= >
3 x 10tr {100 ] 1000 0G0

Por si la sexta potencia del 10 no es suficiente, proceda-
mos, como antes, por tanteos.

20 3

20 |— - .
90 |0,666666..

Y]

D
]

o
R

0

Pero vemos que, hallada la primera cifra decimal 6, nos
resulta como residuo 2: si agregamos 4 este 2 un cero, volve-
mos & encontrar idéntico cuociente parcial 6 é idéntico resi-
dno 2;... v, asi, continuamente, sin término ni fin, por muy
alta que sea la potencia del 10 que nos sirva para multiplicar
los dos términos del quebrado */,. Este quebrado, pues, no se
puede reducir exactameute 4 decimal, porque siempre, muiti-

plicado un cuociente parcial por el divisor 3, nos resultard
ui residuo = 2.
210 11
1 40 —
70 [0,636363..
40
70
40
T
Aqui el periodo 63 reaparecerd sin término ningumno.

Por tanto, no hay fraccién decimal alguna exactamente
igual élil(l)'. '

(l) Liamase periodo al grupo de cifras que en esta clase de divisiones

32 ;‘Bpiteu en el cuociente continlia é indefinidamente siempre en el mismo
oTen,
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L _10 7

1 80 |—
20 |0,142857... .
60
40
50
1.

Claro es que, si ahora agregamos un cero al residuo 1...,
‘volveremos 4 encontrar la misma serie de cuocientes parcia-
les y de residuos anteriores; de modoe que obtendremos indefi-
nidamente la repeticidn interminable de periodos iguales.

0,042867 142857 142857 142857T...

L —1000 {101

101 910

..1000 ,0,0099 0089 0099..
.. 910
.. L.

Periodo = 0099...

§ V.—Fracciones decimales, no periddicas, en un frin-
cipio. ' '
L_100 24
H 40 EEEE—
160 [0,04166666...
160
160
160
160
16..

Aqui el periodo es 6G6..., el cual empieza después de la
parte decimal no pertddica ,041.

72

U —e
40 10,013888.,
640

6 4...

Bl

=100
28
]

Aqui el periodo es 8888... precedido de la parte decimal
no périddica .013. _ '

100 80
& 400 |———
400 | 001666
400 :
40...
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Peuodo, 6666...: parte no periddica; .01.

=1 T4

[N ]
oo
oo
wuwoo
wao
=00

wl-

0,013561351585135..,
0
0.

Periodo; 185...: parte no periddica; .0

1

% '88

(0,011368636..

=100
12
3

[0 o J me]

0
60
32...

Periodo; 36...: parte no periddica; .0L1

| 108

0

40 | 0,009259259825..
0 0..

Periodo; 925...; principio no periédico; .00

110
00
10 ) 00090209090..

Periodo; .09...: parte no periddica; .0

— =19000 148

143 1120
L8401 000675675675875...
100

Periodo; 675...: parte no periddica; .00

En vista de las tres especies de ejemplos anteriores, no

cabe dudar de la existencia de dos clases de fracciones deci-
wales, ambas procedentes de la transformacidn de Ios que-
brados comunes:

nado de cifras;

Priskra cLasE; fxa.ccmncs decimales de nimero determi-

~

SEGUNDA CLASE; fmcmones ‘decimales de miimero maeaba-

ble de periodos.
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En esta segunda clase se comprenden dos subclases:

TUna, de grupos periddices de cifras que empiezan en las
déeimas;

Otra, cuyos grupos periédicos no empiezan en las déei-
mas, sino después.

Las fracciones decimales de la primera clase se llaman
exactas, por ser, como cuocientes, enteramente iguales 4 las
fracciones ordinarias de que proceden.

Las de la segunda clase, se denominan inexactas; porgne
nunca llegan 4 igualar 4 las fracciones ordinarias correspon-
‘dientes. ,

A las fracciones cuyos periodos empiezan desde las déci-
mas mismas, se da el nombre de fracciones periddicas puras.

Y 4 las de la segunda subclase se da el mombre de frac-
ciones periddicas mixtas.

ApveErrENcTA.—Hay otra clase importantisima de frac-
ciones decimales de nimero ilimitado de cifras, pero no ) pe-
riddicas puras ni peridédicas mixtas.

En ellas el ntimero de cifras no tiene término ni fin, pero
jamas aparecen entre ellas grupos periddicos repetidos en el
misnio orden continna é indefinidamente.

Estas decimales de numero inacabable de cifras aperid-
dicas no proceden de la conversién de los quebrados comu-
nes en fracciones decimales, sino de las operaciones que tie-
nen por objeto hallar expresiones numeéricas gue difieran de
las cantidades llamadas inconmensurables menos adn que
cualquier magnitud dada.

Por ahora no se tratard de estas decimales aperiddicas de
ntimero inacabable de cifras.
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Hallar las generatrices de las fracclones decimales.

1.% cnast.—Transformacidn de las fracciones decimales de
limitado numero de cifras en fracciones comunes equiva-
lentes:

75 . o3
0,70 = = (partiendo por 25 = =
s 00 {1 I ) 1

Las decimales de esta clase son cuocientes enteramente
ignales 4 los expresados por sus generatrices. Por consi-
guiente, 0,75 =4 su generatriz % . N

Péngase la decimal en forma de quebrado: fm = 4 su
generatriz. :

Simplifiquese y se encontrard la generatriz reducida 4 su
mds simple expresidn.

0,125 = ¥

. 1
= = (partiendo por 125 — (1
1000 (P P )) L] ( )

1) Las generatrices — 2 habrian dado el mismo resultade de-
g

157 w2 7T

ol 2,
conal gue —=: _
0 18 20 16 30 124
20 + 40 60|
40 { 0,125 80 1 0,125 120 | 0,125

.

Por consiguiente, la generatriz que se halla por este procedimiento es
in reducida & sn mds simple expresidn, cuyos mibiviplos se encontrarian
multiplicando los dos términos del quebrado por la seric indefinida de los
nlmeros naturales, - :

TOMO III : 15
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Los ceros & la derecha se suprimen en las decimales cuya
generatriz se quiere hallar.

12300(}000 125

2
O 125000000 = IDUGUDUUGO 1060

eto.

Pars hallar, puses, ia generatriz de una decimal exacta, se
pone la decimal en forma de guebrado y se simplifica,

05 = -;0_ (v partiendo ambes términos por 5) = T;
0,75 = 7 or 9"’) — —
T _ por 85) =
575 — S0 -5 - 5 By
0,375 = T por 5 y por 5y porb) =
0,0546875 — 7% (artiendo por 5 siete veces) = —
> Tooooong \PATHERCEO P ! T

La ley 4 que obedecen los resultados anteriores es suma-
mente sencilla; si bien no se deja ver claramente por resul-
tar enmascarada 4 causa de no hacerse generalmente el estu-
dio sobre generatrices primarias (1).

Pero tomemos siempre generatrices cuyo numerador sea.
la unidad, y pongamosles por denominadores

4 bien 2 elevado 4 alguna potencia;

6 bien 5 6 sus Potencias,

¢ bien, 4 la vez, 2 > B, con potencias diferentes cada uno de estos
dos factores.

¢Qué es, pues, transformar en decimal una generatriz
primaria como

..1_. 1, 1, 1,
PR

3
L)
=
b
o
2

todas las cuales tienen el factor 2 en el denominador?

Pues es multiplicar los dos términos por una potencia
del 10 que anule 4 la potencia del 2 en el denominador, que-
dando sélo la del § en el numerador.

(1) Recuérdase que se llama pnma.ua. 4 la generatriz que tiene la
unidad per numerador.
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1y X100 1x (@xEy 5 e P 5 1 0.5
2 2t 5 1 N k100 10 T T I
11 x10° _ 1x 2 x5 2 52 25

S T v wmewir o XN m T =025
4 2 % 10 2% 1 1.2 22 142 100

1 1 x 108 1x 28% 58 53 2 53

e o= == - == X == — = (125
3 28 x i3 2 x 13 109 21 103

1 1 w10 x5

— = = 0,625

6 2 104 2% 109

1 ] XH=» 2 X 5 -

= = D]Un.

2 29 % 10n 2n % 10n

Luego al multiplicar por 2% X 5" se anula el 2° del deno-
minador de la generatriz, y sdélo queda en el numerador la
potencia del 5 igual 4 la del 2; esto es, 5. El numerador,
es, pues, una potencia del 5.

Anilogamente: ¢qué es transformar en decimal una gene-
ratriz primaria tal como

1 1 1 1 1

1 !
B L L -,
5

o @ w ettt e

todas las cuales tienen al factor & en el denominador?

Pues es multiplica,r los dos términos por una potencia del
10 gue anule 4 la del 5 en el denominador, quedando solo la
del 2 en el numerador.

1 1ox (2 x 3 2
Lo tx@xd 2 0,2
5 51 % 10 16
1 1 % (2 x ¥ 2 '
S LXW@ X B gy
2 5% x 107 10

1 23 53 53
l.=_i_(_"__)-=.:.=0,003
125 Box1® - 168

a1 4

1 L@ X5 50018
625 Bt x 104
1 1% xis)
sn - 55 % 10n 10n

Luego al multiplicar por 2* X 5" se anula el 5" del de-
nominador de la generatriz primaria, y sélo queda en el nu-
merador la potencia del 2 igual 4 la del B; esto es, 2°. El nu-
merador es, pues, una potencia del 2.
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cQué es, por tanto, transformar en decimal una generatriz
primaria como .

1 1 1 1
T H H 1]
z x5! 2 %3537 2 x5’ 2 x5! 2 X 5n

en todas las cuales aparecen covjuntamente los factores 2 y 67

Pues es.llevar al numerador una potencia del 10 (=2><B}
que anula 4 la del 5 en el demominador; de modo gue sélo
quede en el nnmerador la diferencia entre las potencias co-
rrespondientes del 2:

1 __ 1 xioz '_lx(2?xﬁﬂ|_1x2 =002
21 X 52 21 x3? x 102 21 x5 x 102 10 [
1 1 % (20 x 5% '
=1X @ X 5) 2T 5004
21 x 5 21 x 53 x 108 103
1 1 (28 x50 2%
= Lxtxdy 29,0008
21 % At 21 % 5t % llJl ]0'
1 _ 1 % 10» 1 ®In oK -1
91 % 5n 21 xBa X108 2l x bm oy Ww 1pn
13 12 x5n) -2
2 % fn 22 x Bn X 0= 10n
i __-1.:.(251 L L
2 % 5m B K EN x 10n 10%
Y, en general, siendo m >> n,
1 i Ix 1om _lx2m X 5m _ im—n

2n % Bm 2a x Om oy Ifm 2% x om x 10m  10m

Y siendo > m

1 _ 1 x2n xb= Br—n
9n X 5m  2a x Bm x 10% 1%

Las generatrices transformables son, pues, las que tienen
en el denominador los factores 2 6 b; 6 4 la vez 2 y 5.

Estos factores del denominador pueden estar elevados &
cualesquiera potencias.

Si en el denominador existe inicamente el factor 2 eleva-
do & cualquier potencia s6lo aparece en el numerador enton-
ces el b elevado 4 la misma potencia y partide por la del 10

de igual indice: 1 fn

2hn _ 10n
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31 en ¢l denominador existe Uinicamente el factor b eleva-
do & eunalquier potencia, sélo aparece el 2 en el numerador
elevado 4 la misma potencia, y partido por la del 10 de igual
indice: : '

S 1 _ 7
5n 1o

Si en el denominador existen los dos factores elevados 4
listintas potencias, sélo queda en el numerador el factor de.
menor indice elevado & una potencia igual 4 la diferencia en-
tre log dos Indices de los factores del denominador: 4 ese nu-
merador (= 4 una diferencia) se le da por denominador el 10
elevado al indice mayor (de los dos que en el quebrado pri-
mitivo tenia =l demominador). Sea m > n y tendremos: -

1 Fm—it
o Sn IRET™

1 Im-n
tnox sm 10m

La potencia del 2 no puede ser igual 4 la del 5 en ningtn
quebrado generador de fraceidn decimal exacta; pues si am-
bas potencias fueran iguales, la generatriz no seria ya que-
brado comun, sino decimal.

1 1 1

1
== —=—=0,001
23 % B8 (2 x 57 1 1000

Luego en toda generatriz de fraccién exacta las potencias
del 2 y del b son desiguales; por ejemplo:

i, 1, 1, 1
2 ox B B x5 Imox R ok om

;slendom>n

El numerador de una generatriz productora de una frac-
cién decimal exacta no puede acabar en cero; porque, si aca-
base en cero, la generatriz no seria quebrado comdn irredu-
¢ibie; y, al simplificarlo, se habria suprimido el cero.

30 3 e .
——— = ———  fraceidn irreducible.
2 x 5 2 x5

3 __ 3 __ 3 _800 |40

2 K5 8 x5 0 200 |——
v.. ] 0075

El ntdmero de cifras decimales de una fraccidn decimal
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exacta, tiene que ser igual necesariamente al mayor de los
exponentes del 2 ¢ del 5 existentes en el denominador de la
generatriz. . ‘
1 1

800 % x5 82 x 25
Para que esta fraccidén ordinaria se transforme en fraccidn
decimal exacta, es preciso que el denominador sea la wmtidad
seguida solo de ceros. Al efecto, hay que multiplicar ambos
términos del quebrado propuesto por 100000.

1 1 % 100000 L 1 x2 x5 552 58

s00 lf’-x 52 100000 25 X 57 X 100000 100000 10600

Asi el nuevo denominador resulta de necesidad, por causa
de la transformacidn, con tantos ceros como tiene unos el in-
dice de la mayor potencia existente en el otro demominador
de la generatriz; y, por tanto, al escribir el resultado de la
transformacién, conforme 4 la notacidn decimal, habrd que
poner tantas cifras decimales como haya ceros en el denomi-
nador de la transformacion.

1 1 5% 125
= T = == = 0,00125.
800 27 x 5% 100000 100600
1 r - - -
e 4 una fraceidn de 15 cifras decimales,

1
2 5 58

= 4 una fraccién de 17 cifrag decimales,

81, pues, s%‘n = 1% , elaro es que, para que exista la igual-
dad, el numerador 125 ha de ser 800 veces menor que el deno-
minador 100000; y, por tanto, 100000 ha de ser exactamente
divisible por 125. ¥ no puede haber resto ningune, porque
800 es un numero entero.

Luego los dos términos del quebrado 3%0 son divisibles
por 125.

Luego el numerador es el miximo comun divisor de los
dos términos. : _

Y, como estas conclusiones son independientes de los va-
lores de los términos del quebrado propuesto Soiﬂ y de los de
su equivalente el decimal, resulta que, en toda decimal exac-
ta, el numerador es el méximo comin divisor de los dos tér-
minos del quebrado decimal:

© Biblioteca Nacional de Espana



FRACCIONES DECIMALES 119

1 0. pars pare pgres + pqrs 1
_—— L — = = -
B 1 P4 100090.., 10000.., = pore »

La generatriz puede no ser primaria. En ese caso serd
un miltiplo de la primaria.

—2 Jond =
o X 8= o dondem>n

Multipliguemos ambos términos por una potencia del 10
igual al mayor exponente del denominador de la fraccidén or-
dinaria propuesta.

L ’ a x i0m a X 2m x 5w a X §m—n

S 6 = = =
P am x 51 X L0m 2m % 5% X Idm 10m

Por consiguiente, los dos términos del quebrado son divi-
sibles por el factor comtin 5" ; el cual podrd siempre encon-
trarse por el método del maximo comuin divisor.

Toda fraceidn decimal exacta es simplificable, pues sus
féormulas son (segun los easos)

A 1 In 1 Am—i 1 2m—n

1 7
“in 1=’ Bn Wa' 32mox 5n 10m 7 2ox dm 10m

donde m > n.

Ahora bien, estas formulas son iguales 4

5n jn 1 50 1 1 1 o la o6 i o .
— = —— = = - = — = —;que a generatriz 1
10m % o > P on P o q g 8 primaria
i - Lo L 1 ! ) :35 la generatriz primaria
_—— = — _—= == —,qu N0 Ll
10n 95 % bn 5n ~ an Bn = Fnt q s P

Para facilitar la comprensién de las férmulas tercera y
cuarta, demos valores numéricos 4 m y #, y tendremos, vgr.:

1 1 x 17 1 x¥x&
¥ x 8 9 x 8 x I o x5 107
o-Iy5-3  B-3 s B B 1 < ¥ 1
07 10 100 2 x BT 9 x 6 x5 2 K8 B 2w 5

que es la generatriz primaria.
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Y, andlogamente,

I S U U A T A Gl B i
23 % 5 x5 x 107 . W x5 X 107 167
P N 2 |
107 9T x 57 M x W x BT 95 x 57

que es la generatriz primaria,

Luego toda fraceién decimal primaria puesta en forma de
quebrado, tiene en el numerador y en el denominador poten-
cias comunes del 2, ¢ bien del b, suprimidas las cuales resul-
tard la generatriz primaria. '

De donde se deduce la regla dada a.l principio de esta
Leceidn.

EJEMPLOS,

Si la generatriz primaria se duplica, ¢ triplica, ¢ cuadru-
plica..., é se multiplica por un niumero cualquiera u, se ob-
tendrd la correspondiente fraccién decimal, duplieando, &
triplicando, ¢ cuadruplicando..., § multiplicando por » la de-
cimal primaria. '

1 -

—~=10,125

]

2 - -
= =0(,125 > 2=10,250 = 0,25
3

% = 0,125 x 3==0,875
% =0,125 < 4=0,500 =0,5
l; =n x 0,125, ete., ete.

Prescindamos ahora de las generatrices primarias; y, con-
sideraudo en general la cuestién, jqué fracciones comunes
preden ser generatrices cualesquiera (no primarias precisa-
mente) de fraceiones ducimales exactas?

Solaments las que tengan por denominador a,Iguuo de los
factores de 10; es decir, el 2 ¢ alguna potenecia del 2

K15 6 alguna de sus potencias,

O bien 4 la vez el 2 y el D elevados 4 potencias diferentes:
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458 5o S5 45 |4
2 1 o5 | ‘ ’ 1 22 B
‘10 | 925 10 {11,25
" | Una cifra, 20 Dos ¢ifras
decimal, decimasles,
A By 3 BBy 16
8 23 50 -_ 16 at 180 —_
20 5,625 : 820 2,8125
40 Tres ¢ifrag 40 Cuatro cifras
decimales. 80 | “decimales.

Obsérvese que el ndmero de cifras decimales es = en cada
caso al exponente de la potencia del denominador 2.

28448 15 2 _ B s (25
5 5t 46 : 25 # e |-
10 | 29,2 - 100 | 1,84
" | Una cifra *" | Dos cifras
decimal. : decimales.
M8 _ 5 146 125 M6 M5 1460 | 625
125 % 210  f—m— 825 8 9100
© 850 1,168 2250 | 0,2536
1000 Tres cifras §“_{50 Cuatro cifras

decimales, -t decimales.

Obsérvese también que en cada caso el nimero de cifras
decimales resulta igual al exponente de la potencia del deno-
minador 5. :

L 2T 4597 |10 B _ S 4507 1 20
10 @t x 3 59 ; 20 22 % B 53] e
97 | 459,17 197 | 229,85
0 Una eifra £70 Dos cifras

decimal, 100 | decimales.

Claro es que en este primer ejemplo la fraceién decimal
se obtiene, desde luego; o = 459,7...

19
BT B 507 0 BT= 7 4507 30
40 2% 3 59 _ 50 2% 5 507 -
197 114,925 8730 57,4625
© 870 5 ol
100 |Hesiomes, 200 | decimatan
200 ‘ 400

Tes .

Obsérvese que el nimero de cifras decimales es en cada
caso igual al exponente de la mayor potencia del factor 2.
TOMO I 16
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_‘lﬂ'? 4597 4599

T — 4397 | 50 D9 = B 4509 250
50 N X 52 <07 ; 250 X B 2099
470 91,04 =990 15,596
200 Los cifraa 2400 Tres cifras
decimales. 1000 deeimales,.
T 4T uner 1950 T 9 45970 6250
120 TX B 8470 : ;6250 11X 5 29900
9700 | 8,877 34500 0,73552
+9300 ;Cuatroelfras - 32500 Cinco eifras.

=500 ;deﬂ.lmu.leq 10500‘ decimazies.

Obsérvese asimismo que en estos ejemplos el nimero de
cifras decimales iguala en cada cas0 al exponente de la ma-
yor potencia del factor 5.

Et sic de céteris.

Transformemos, pues, ahora las decimales halladas, y
convirtdmoslas en las generatrices de que proceden, ajustin-
donos & la regla de poner la fraccién decimal en forma de
quebrado y de simplificar debidamente,

5 1 45 46 45
92 T 92 = = = 11—~a11 —
10 2~ ot 100 4 o
5 623 —5 5 partiendo ) __ 5 __ 45, 9 8125 / partiende =9 17 — 45 — i
1000 § \ Porli. 8 g’ 10000\ POT 625. 1B 16 2%
2 1 148 Bl o1 46
90 - 90 S —=— 15.==
10 5 g7 00 T2
168 21 146 2334 ; 146
& __ 2 _E, 0,2886 = — - pertiendo)} __ =2
11000 126~ 87 10000 \ Porlb. o gon
7 4597 4597 85 17 (229 % 20) + 17 4597
—_— = T 22985:229’*: g3 — = -
459 10 10 oy 5t ! : 100 2 20 20 2t x 5t
925 27 4597
114,925 = 114 2= Pf““e“ﬂ*’) =114 8T = B,
100p \ Por 25 40 Bx 57
4625 37 4597
2bee  partiendo __ g3
57,4625 =57 - = ( ) = 5T = s
4597 396 1599
9194_91%291—-ﬁ———' 18396_18—=18——
100 2y st 1000 250 2Ax 5
67176 847 4597 78552 siendo 4597
3676 =8 . g2 _ . 0,78550 = (P“ ndo) _ 2L
: 10000 1250 0 x5! 100000 \, por16. . a5
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LLECCION V

Transformacién de las fracciones periddicas puras en
fraeci_ones comnunes equnivalentes,

TUna generatriz cualquiera es transformable en fraccién
decimal exacta, sélo cuando los factores del denominador de
la generatriz son 2 y &, 6-bien 2, 6 bien 5. '

Asi es, que (como ya hemos visto) toda generatriz exacta- .-
mente transformable ha de aparecer en alguna de las cuatro
formas siguientes: ‘

<1 @ &

? T h 4 Sn !

o

5 b
bien b

Y tiene que ser asi por necesidad, atendiendo & que la
transformacién de una generatriz ¢n decimal exacta consiste
en multiplicar la generatriz por una potencia conveniente
del 10, sacar luego el cuoclente, y al fin partir ese cuociente
por la misma potencia del 10. _

Por ejemplo: transformar en decimal la generatriz o

a X (2r x 67) . a X 2r—t % §r ndmero entero

(1><10r)+10r=—710r= =
2n 2n i 19r

= fraccidn exacta decimal.

s preciso, pues, que haya en el numerador
mismos factores 2 y B, 6 bien en otro caso 2, 6 bien 5, exis-
tentes en el denominador,. o

De lo cual se deduce que, si en el denominador de una

a X (2r x 51
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generatriz existe un factor diferente del 2 y del 5, entonces:
la transformacién es imposible exactamente.
Por tanto, :

1., 1., 1. 1 . 1
-5 =

1., .
— ) H ) yoos
3 7 a7 2 x3 3 x 11 2 3 Sn X 1V

son generatrices intransformables con exactitud. Unica~
mente 8s posible hallar decimales que se les acerquen cuanto.
se quiera (1).

Antes de estudiar la transformacién de las fracciones pe-
riddicas puras en fracciones comunes, conviene examinar la
de las generatrices que sean primarias en fracciones decima-
les, porque los resultados de cualesquiera otras generatrices:
que no tengan por numerador la unidad, enmascaran la ley
y la ocultan, 6 no dejan verla en toda su sencillez y plenitud.

(1) Claro es que puede haber fracciones decimales exactas procedentes.
de generatrices con factores en el denominador distintos del 2 y. del 5.
Pero esto solo ocurrird cuando, por falta de simplicacién previa, esos fac-
tores distintos del 2y del 5 tengan en el numerador multiplos que anulen
los del denominador.

Por ejemaplo:
¢Cudl es la fraccién decimal equivalente 4 la generatriz 122 0,52
exactamente. . 2%
Y, sin embargo,
168 168
526 3 X7 X 5%

Pero el numerador
168=12 < U=Bx<x4) =<2 =T
de medo que '

108 @BxfHx@xT _ BxNx?__
525~ (3K T) x5 T @B xnx b6 2

Suprimiendo, pues, en los dos términos del quebrads los factores pri-
mos con 10, comunes 4 numerador y denominador, la generatriz

168
525

simplificada no es realmente otra cosa que

Pero ahora en esta Leccidn no se trata, pues, de fraccion es simplifica~
bles, sino de fracciones comunes irreducibles que tengan en el denomi-
nador factores distintos del 2 y del 3.
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r

2 _ 10 7

7 80 |——
20 | 0,142857...
60

40
50
1

El periodo es .142357.

Para obtenerlo hemos debido hacer seis divisiones parcia-
les,y en ellas hemos obtenido por residuos consecutivos todos
los ntimeros posibles antes del 7, & saber: 1, 2, 3,4, by 6,
aungue no por este orden,pues el orden ha sido 1, 3, 2, 8, 4, b.

Claro es que no podia resultar el 7 como residuo, ni tam-
poco ningin nimero mayor, porque todo resto ha de ser me-
nor que el divisor. :

Y claro es también que el #ltimo residuo habia de ser=1;
porque con cualquiera otro de los restos no podia repetirse
totalmente un periodo que empezd con 1. Solamente, pues,
reapareciendo ¢l1, es como puede venir otro periodo = 142857,

E] periodo tiene, por tanto, todos los restos posibles, por
ser seis los numeros que hay por debajo del 7 divisor.

L _ 100 11

w100 —
..100! 0090909

..

Aqui el perfodo no tiene todos los restos posibles, pues el
periodo es 09, el cual reaparece 4 cada dos divisiones parcia-
los. Podian, como antes, haber salido de residuos todos los
nimeros que hay por debajo del divisor {que ahora son 10; 1,
2, 8,4, 5,6,7, 8,9y 10); pero no ha sucedido asi. Con solo
el residuo 1 ha habido para volver & empezar., Y necesaria-
mente ha tenido que aparecer el 1, porque con cualquier otro
numero de los 10 inferiores al divisor 11, no podria repetirse
el periodo 0%; 090909..

Asi, los periodos constan :

1.0 Una.s veces, de tantas cifras menos unsa, como un1da.-
des tiene el divisor (6 sea el demominador de la generatriz
primaria); '

2.° Y otras veces consta de muchas menos cifras que el
nimero de unos contenidos en ese denominador. :
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Cuando la generatriz es primaria, siempre el 1 es el ulti-
mo de los residuos, ya salgan todos, ya salgan menos; lo cual.-
es condicién indispensable para el inicio de un nuevo periodo,
repeticién del anterior.

Y tiene que ser asi precisamente, porque una de dos:

O aparecen todos los restos posibles,—O no.

Si no aparecen todos los restos posibles, saldrd el 1 antes
qus los demds; y, en cuanto salga, se repetirdn las divisiones
parc lales y restas anteriores, y se obtendrd otro periodo;

Y, si aparecen todos los restos posibles, por fuerza han de
salir antes que el 1 todos los demds; pues, si el 1 saliera an-
tes, se iniciarian nuevos periodos, iguales 4 los precedentes,
antes de salir todos los restos posibles.

En corroboracidn, y por via de ejercicio, ejecitense los
siguientes ejemplos con generatrices primarias de denomi-
nadores primos con 10, ya cuando salgan sélo algunos de los
restos, ya cuando aparezcan todos los posibles.

Periodos de menos cifras que el divisor {6 sea de menos
cifras que tiene unos el denominador de la fraccién genera-
triz primaria). '

=1 wero primo).

L\'JC)

: ._Q
0 WK
1.,

°|

El periodo resulta aqui con tres cifras; 027. El ntimero de
residuos consta del 10, el 26 y necesariamente el 1.

L1900 13 (ndomero primo)
2 90 l———
120 0076923, ..
30
40
1...

El periodo tiene ahora seis cifras; 076923. Y hay también

seis residuos; 10, 9, 12, 3, 4 y necesariamente el 1 al final.
i3

— =10 r 41 (mi-n’iero primo).
1 o

0 1 002480...
70
. 1.

£=100
1

s WORO

e

Periodo, 02439; restos 18, 16, 37 y el 1, ;mcesario para la
repeticion del periodo.
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— =100 81 (mitmero primo).
3L 70
80 0,0322580645161290.,,
180
250
200
140
160
50
190
40
90
280
1...

 De los 80 restos posibles han aparecido hasta 15; de los
cuales el 1ltimo ha sido el 1, condicidn inexcusable de la
repeticion desde las décimas del periodo 0322563064516129...

- = =100 I 17 (niimere primao).
v 150 -
140 |00588285294117647...
40

60
9

0

50
160
70
2

0o

0
30
11

=X o

X
20
1...

Periodo de 16 cifras; todas las posibles: dltimo resto 1.

— =100 19 (ni@mero primo).
5
0052681578947368421

0

60
80
40
20
1

Periodo de 18 cifras; todas las posibles: 1ltimo resto 1.
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23 (numcro primo)

0,0484782608695652178918,..

0

23 80
110

180
190
60
140
20
1

WSO
oo
=0
=3O
O
o
O
-1
[
[l o]
wo
-1
=o

Periodo de 22 cifras; iltimo resto; 1.

1

— == 100 " | 89 (nimero primo

o % ¢ primo)
140 | 00344827586206896551724187931...
240

Periodo de 23 cifras; 1iltimo resto final, el 1.

Como vemos, siendo primaria la generatriz, es condieidn
ineludible de las reapariciones de los periodos, que el ultimo
resto sea ol 1, ya salgan todos los restos posibles, ya salgan
menos. ' ‘ - co
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Y, por consiguiente, por ejemplo,

Z—10 7 ,
g 30 = 1000000 |7
20| 0,142857... 30 _
60 20 142857
40 60
50 40
I... 50
1.

De donde resulta (segun sabemos) que
El dividendo — el residuo = al divisor >< por el cuociente. -

1000000 —1=Tx142857
e 959099 = denominador > periodo.

Luego en general:

1 . periodo
denonminador, primo con 19, de por tantos nueves como cifras deti-
la generatriz males hubiere ewn el perfodo.

Tiuego toda generatriz de fraccién periddica pura es igual
al periodo partido por tantos nueves como tenga cifras deci-
males el pericdo.

A 19857 Ty oefecto: 149857 x 7= 009999

Esta regla es capital. Y sencillisima: sn tnica dificultad

s - . s pertodo
cousiste en la simplificacidn del quebrado . " wm

DEDUCCIONES
I

Luego

Grapo de nueves en niimero suficlente . . . .
_{irupo de nueves en nflmero sufielenl® . qenominador de la generatriz primaria

periodo
Luego para hallar el denominador de esa generatriz se
partira el grupo de los nueves por el periodo.
Luego para hallar el periodo se partird el mismo grupo
de los nueves por el denominador de la generatriz primaria.

%:999999 7
29 -
19 0,142857
59 9
39 . - 5
49

10w
=

142857

530 o

7
0
9

49

TOMO 111 17
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Agi, pues, conforme & los datos anteriores,

27

27

=37 = denominador de la gelleratrizai_r

Luego, el periodo tiene que ser divisible por 9, cuando no
pueda serlo el denominador de la raiz primaria, & causa de
ser primo distinto del 3 ¢ de las potencias del 3.

142887 ,
— = 15878, namero entero.

).
Luego en el periodo han de estar todos los. factores del

grupo de los nueves, excepto el que constituya el denomina-
dor primo de la generatriz.

bosaus| 2 142857 l 9\ Aqui estin todos los
37087 7 156873 | 8| tactores del grapo de
52991 [ 11 5291 | 11) losnueves, y solo fal-
181 |13 481 113} ta el 7, denominador
37 | 8% 371387 dela generatrizl/,

1) 8iel denominador e;s B8 4 hien &, & sus miltiplos, el periodo puede
1 plos, el § 2
no ser. divisible por 9.

110 3 1 10 |9
3~ 10 |- 5 10,
0,333... | 0,111...
E! perlodo ne es El perfodo no es
divisible por 8, divi_sible por 9.
1 __ 100 a7 (divisible por 9) 1 _ 100 81 (divigible por 9)
27 190 st 190 | ———
1. | 0,087 250 |0,012345679
370
El {od El lod
di]:'gﬂ?leo por o, 460 Givisizle DoF 8.
550
G40
T30
1.

Es curioso que en este efemplo Ulkimo las cifras del periodo crezean
segun la serie de los ntimeros natursles, v que lo mismo suceds con las
_ delos restos en sentide diagonal, ya subiendo, ya bajando,
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1 - 764923
= Q€
0076928, = S50 (Fivisible por 9) (1)
Luego 999999 76923
230769 |—— . .
....... =13 = al denominador de la generatriz.

Luege 0,076923= 315 = 4 la generatriz,

Luego 999999] 18

76923
1 _ 2439
o =002439. =15,

Luego 99299 | 2459
2439‘

=41 =gl denominador de la generatriz,
Luego 0024390 = 7:; = 4 la generatriz.

Luego 99999

2439
1 2258064516129
H =D,032258064516129... EM&&;QEQE;}Q (dbU%S‘BbZCPOT 9)
Luego 9999989999990000 | 322580684516129
32258064516129
. P e s = 3 1=al denom.de la generatriz.
Luego 9999999999999997 81
= al periodo
! 5204117847, SEBELITY '
T =0,058828529411706417... $959999599095099 (divisible por 9)
Toego 900909009995999999 1 588235294117647
4117647058828529
........... s s s .o | =1T=ald.der dela generatriz,

Luego 99.., (hasta 16 cifras)

= al periodo 5882...

De andloga manera se hallaria que corresponden 4 las ge-

W

100
90
120
30

4
-1

18
0,076923
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1

neratrices Tlg-, %y 315 las largas fracciones decimales calcu-

ladas anteriormente. {Compruebe el discipulo los resultados
por via de ejercicio.)
De consiguiente,

Todo guarismo que no tenga entre sus factores al 2 ni

al 5, si es repetido el suficiente nimero de veces, da una suma

“expresada por el correlativo nidmero de nueves colocados &

continuacién unos de otros (1).- '

11 21

+ 11 o4+

11 S 11wc9=99 491 | 21547619 = 000099

hastad \ hasta {81 5< (9 > 11>< 18  87) = 999999
veces ! 47619
—_— veces J
— 99 —
A — 999999

Por consiguiente también, todo nimero que no tenga en-
tre sus factores ui al 2, ni al B, ni al 9, si es repetido el sufi-
ciente numero de veces, da una suma expresada por el corre-
lativo nimero de unos colocados 4 continuacién unos de otros.

21 7
+ 21 -+ 1 _
4+ 21 215 5291=111111 + 7 Tx<15878=111111
hasta [ 21<(11><18:<3Ty=111111  hasta [ T><(3x11><18><87)=111111
5291 i 15875
veces veces |

= 111111 111111

En resumen:

El ntimero de cifrag del periodo de una decimal periddica
pura es menor gue el nimero de unidades que contiene el de-
nominador de la generatriz. Porque en las divisiones necesa-
rias para la transformacién de la generatriz en decimal, no
pueden salir sino restos menores que el denominador, y, si sa-
len todos los restos posibles, saldrdn en nimeroigual al deno-
minador — 1.

Toda generatriz primaria de una fraccién decimal perid-
dica pura tiene la forma 7}, donde % es primo con 10.

(1) Recuérdese la ultima nota.
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El correspondiente perfodo se halla por medio de divisio-

nes tales como
' 10 %

a

0 | Opar ..
¢l '
1...

t

donde el segundo periodo p ¢ » no empieza hasta que reapa-
rece el 1 iniclador {numerador de la generatriz primaria).
Por consiguiente, restando del dividendo ese 1 iniciador,
tendremos que la resta serd igual al divisor >< por el cuocien-
te (6 sea al denominador de la generatriz >< por el periodo).

L. L000.,..—1 == xpgr
a e 9999... = n.xx pgwr

. 1 par

% . 990,

Luego, para que exista la igualdad, es preciso que pg»
sea divisor exacto del grupo de nueves 999...

Tuego pgr es el mé,ximo comun divisor de los dos tér-
minos de la expresidn §&- = 4 la generatriz primaria -

Si la generatriz de la fraccidn decimal periddica pura no
fuese primaria, seria miltiplo de la primaria de la forma.

1 S g — @® _a}(pqr
% T n T epo..

donde p g sers, como antes, divisor exacto del grupo de nue-
ves, y, de consigniente, ficilmente aislable por el método del
miaximo comun divisor.

De lo expuesto resulta otro métedo (ya indicado poco hd)
para hallar el periodo decimal correspondiente 4 una genera-
triz que no contenga del modo dicho en su denominador ni

al 2 ni al b.

Se parte un 9 por el denominador de la generatriz,

Al resto se agrega 9, y se vuelve 4 partir;

Al nuevo resto se agrega 9,.

Y asi sucesivamente hasta llegar 4 un cuociente exacto

90 13 999 101

82 E— 9209 | —

119 0,076923 ... | 0,0099
29
39
00

1 _ 76923 . 1 . 99
13 T 99999y 01 9399
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Ya con estos antecedentes puede procederse 4 [a trans-
formacidn de las fracciones decimales periddicas puras y pri-
marias en sus correspondientes generatrices primarias.

Claro es que no se trata de equivalencias por el estilo de
las que siguen, consistentes en dar al periodo por denomina-
dor un grupo de tantos nueves como cifras decimales haya en
el periodo.

¢Cudl es la generatriz de 0,142857...7

142857
950999

Pues es

<Cusl la de 0,027...7
27

Es ——
949

¢Cudl la de 0,07(:923...7

76923

s ——
098999

:Cudl la de 0,02439...7

2430

Es -
§9099

No: no se trata de esta clase de equivalencias. Esos nue-
vos quebrados comunes son, sin duda, equivalentes 4 los de-
cimales; pero jquién puede formarse idea, sin simplificarlos,
de la relacién en gue estdn sus términos, tan exageradamen-
te complicados?

La dificultad estd toda en la simplificacién.

Y, para llevar esos quebrados 4 su menor expresidn posi-
ble, habré de hacerse lo que sigue:

Primeramente se hallard el denominador de la generatriz
partiendo el grupo de los nueves por su periodo (maximo co-
miun divisor): y, hallado el denominador, se le dara luego por
numerador la unidad,

¢Cudl es la generatriz de 0,142357..., fraccidn periddica
pura y primaria? - '

112857 Simpliﬁquémosia: 9009991 142857 )
999999 R

7

e 1

Luego, la generatriz primaria es = ~-
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¢Cual es la geéneratriz de la fraceidn decimal primaria y
periédica pura 0,09...7
9,09

0 Simplifiquémosla:

99 |9
lll ’

. . « . - _ 1
Luego, la generatriz primaria es = 5

gG'ueil es la generatriz de 0,027..., fraccidn periddica pura
v primaria?

7 N . 999 a7
el Simpliiguémosla: & 4
: . 37
Luego, la generatriz primaria es = =

¢Cudl es la generatriz de la fraccion primaria y periddica
pura 0,076923...2

76923
99459

¢Cunal e la generatriz de 0,02439..., fraceién primaria y
periddica pura?

2439
99999

99999

s ep g ) 2439
Simplifiqguémosla: 9489

41

. . Lo 1
Luego, la generatriz primaria es =

¢Cudl es la generatriz de la fraccidn decimal periédica
pura 0,03‘2258064516129. P

99999 52258064516129
322

..............

U1LD
OC‘.D
PQD

. . . 1
Luego, la generatriz primaria es = 3; .

¢Cudl es la generatriz de la fraceién periddiea pura y pri-

maria (0,0588285294117647?
9999995999999999 | 588235204117647

17

. . . 1
Luego generatriz primaria =
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¢Cuél es la generatriz de la fraceidn perlodlca purs y pri-
maria 0,0562631578947368421?

999999999999999999 | 52631578947868421
' 19

1

Luego generatriz primaria =

REGLA DE LA SIMPLIFICACION

Las fracciones decimales primarias, si son peridédicas pu-
ras, se transforman en sus gensratrices primarias dividiendo
por el periodo un grupo de tantos nueves como decimales
tenga el periodo, y poniendo al cuociente por numerador la.
unidad.

dA qué generatriz prxma,rla, es igual la fracclon primaria
periodica pura = 0,047619..

200999 | 47019
47619
----- 21
Luego
1 _ 4761
21 999999
¢A qué es igunal 0,09...7 '
99 | 9
A1
Lnego
)
o %

TRANSFORMACION EN GENERAL

Claro es que, cuando dos quebrados son iguales, siuno de
ellos es irreducible, el otro se ha obtenido multiplicando los
dos términos del irreducible por un mlsmo nimero, primo &
miultiplo.

El irreducible

1 __  Xp__1X{mvecesn
n nXp a X {mvecesp)
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y claro es también que, simplificando el quebrado no irredu-
cible hasta su menor expresién, se obtendra el irreducible.

Si

es porgue el seguﬁdo quebrado resulta = %5;%, y, por tan-

to, dividiendo por ese factor « los dos términos de la compli-
cada expresién 9'%7%%, se obtendra la fraccion irreducible equi-
valente 3, que fué su generatriz. ‘

Pero el sistema de simplificaciones sucesivas por medio
de factores primos es sobremanera laborioso y 4 veces im-
practicable, & casi impracticable, cuando se trata de guaris-
mos cuyos factores no se descubren sino con improbo tra-
bajo. '

47619 . 2
o partiendo por 9=4 Rl
909999 11111

481
rti di =

partiendo por 11=4 Tot0L
tiendo por 18— 4 e
partiendo p = phon

partiendo por37=24 fl 1)

No debe, pues, intentarse jamds la simplificacion por el
sistema usual de los factores sucesivos; pues siempre ha de
tenerse en cuenta que toda generatriz primaria lleva por nu-
merador la unidad y que, por tanto, el denominador de la

(1) Todo periodo, cuandoe esta en la forma

periedo
grupo de nueves

eg divisible por 9 (no se olvide la nota anterior de la pag. 150}, de modo
que los denominadores de las generatrices, hecha la primera simplifica-
cidn, aparecerin todos formados de unaes,

11111, 111111, 111133, 1111111, 11111111, ete.

Y ¢habrd muehos caleunladores, no digamos prineipiantes solo, sino ya
muy experimentados, que, por el método de los factores primos, sean ca-
paces de simplificar quebrados enyos denominadores aparexcan formados
Unicamente por grupes de 11111..., con especialidad si los grupos son
impares y no divisibles por 3? ;qué hacer cuando esos unos asciendan &
muchas decenas, y tal vez 4 centenares. .. 8i en una transformacién de un
numero alto salen todos los restos posibles?,

TOMG IIL 18
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fraceidn decimal equivalente es divisible por su numerador.
De consiguiente, cualquier fraccion decimal periddica pura

0,abed. ..

. . . .1
siendo igual 4 una generatriz —»
9995.., ° & = n

tiene su denominador 9999... divisible por su numerador
abed...; con lo cual siempre el grupo de nueves resulta divi~
sible exactamente por el periodo decimal puro, cuando éste
es primario. '

Para simplificar, pues, ha de partirse el grupo de los nue~
ves por su respeetlvo perlodo (6 numerador), que es al mismo
tiempo su maximo comtin divisor.
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Rotacion de las citras decimales en los mudltiples
de las fracciones periddicas primarias.

Todas las generatrices de igual denominador son multi-
plos de la generatriz primaria: de la 11—1 en los ejs. siguientes: -

1.1 1; g2 1,1 1_1 3, 1. 1.1 1,1 1_1
=l B=— —F = B=S ) e S b= == 2= s ate,
i1 1 o111 o o117 1’ 11 11 i 11 1o 1n i

Y es evidente que se hallaran las fracciones decimales co-
rrespondientes, multiplicando la decimal primaria por 2, por
3, por 4, por... ' J

1; = generatriz primaria = 0,080909...,decimal primaria;

S 2="=0090900... x 2 =0181818...
X 8=1=10090909... x 8 =0272727...
= x 4:1—41=0,090909...><4=0,363é.36...
: %\x 5= = 0050909... w B = 0454545, ..
S 6 =1 =0090909,.. x 6= 0545454...
Ll e 7 =2 =0090900... x7=0686365...
= x 8=1—81=D,'090909....>§8=0,727272....
L 0=2=10090909.. x9=081818L...
2 10 = 2 = 0090809... x10=0809090...

© Biblioteca Nacional de Espana
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Los nuevos numeradores 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10, de
los quebrados comunes &, 5, 1++... Son precisamente los mul-
tiplicadores de la generatriz primaria 1—11 ,

8i cada una de -estas nuevas generatrices se convierte en
fraccién decimal, cada uno de los multiplicadores empezard
la respectiva transformacién, y constituird en cada ecaso el

resto ultimo del correspondisnte periodo:

2 3

—~=20 |11 =30 ‘11 -—~40
1 90 S | 80 —_ ’
20{0,181818 30102727 0/0,3636386
90 80 :
2. 8.
2=50 111 2_60 |11 Z_70 (11
11 G0 1l 50 i1 40
50(0454545 60(0,545454 70/0,636363
60 50 40
5. 6... 1
8 9
— =80 11 — =90 11 100 11
i 3p it 90 |—— 100 |———
8010,727272 90(0818181 100/0,809090
33 23 1..

Vése, pues, que los restos dltimos de las generatrices no
primarias son iguales 4 los numeradores de tales generatri-
ces: £, 3,4,5,6,7,8,9y 10,

Estos ejemplos confirman las consideraciones expuestas
con el fin de probar que la condicién necesaria para que en
cada caso se sucedan ¢continua é indefinidamente los periodos,
‘es que se repita como ultimo residuo el respectivo multipli-
cador de la generatriz correspondiente (0 sea el respectivo
numerador de los quebrados de igual denominador). Por eso,
transformadas en decimales todas las generatrices de la serie

1

1 5 & 7 8 9 10
1’

2 8
nt 1! u? o n’ ou' u' o u o ucn

los tiltimos residuos en las 0peracmnes de cada permdo son,
respectivamente,

1,234 5678 9y 10.

Lo mismo pasaria en cualquier otra serie, por ejemplo:
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1

L 100 57 2 _ 200 37

¥ 260 " 150 |—————
1...] 0027, 2... [0054...

. _

2 — 300 57 I =70 37

8 40 |——— 3 830 —_—
3...10081... 340 |0189...

Too. ,

LS 37 % o 260 37

7250 |—— 7 100 l—————
280 | 0567... 26...[0,702...
91 ...

2 _.310 37 ¥ _— 360 87

& 140 |—mm— & 270 _
290 | 0857... 110 {0372...
31... 36...

Aqui, como antes, se repiten los periodos sélo cuando
aparecen en los restos los multiplicadores de la generatriz
primaria (6 sea los numeradores de sus multiplos).

El método de agregar un 9 4 cada resto da tinicamente el
periodo de la generatriz primaria (cuyo numerador es 1); por
manera que, si la generatriz no es primaria, hay que multi-
plicar el periodo primario por el numerador de esta genera-
triz no primaria; y, por tanto, hay que hacer dos clases de
-operaciones: primera, hallar el periodo primario; segunda,
multiplicarlo convenientemente. Mas el método de dividir di-
Tectamente por el respectivo denominador el numerador de
una generatriz cualquiera segnido del cero 6 de los ceros co-
rrespondientes, lo mismo que los restos sucesivos, conduce
inmediatamente al resultado final.

¢Cudl es el periodo correspondiente a la fraceidn % ? -

Métodos de los 9
agregados 4 los restos.

18 > T

0076923
> T

9 —_—
0 0538461

Este método es el mejor euando se trata de hallar la generatriz pri-
‘maria; 6 bien (sino toda la serie completa) muchos de los mitltiplos.
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Método delos 0
ngregados & los restos.

7

=70 18
13 50 R
* 110 |0538461..
60
80
20
T..

Este método es el més ripido cuande no ha.y que hallar mis gue un
solo multiple de una generatriz primaria.

Es de gran importancia la advertencia siguiente. Kl pro-
ducto de una decimal periédica primaria multiplicada por un
nimero cualquiera, no se obtiene con exactitud tomando-
como multiplicando solamente un periodo primitivo. Cuando-
menos, hay que tomar dos para conocer el periodo del pro-
ducto. '

Por ejemplo: :

El quebrado i 1mprop10 7 esla generatriz de la fraceién.
decimal peridédica T

' o 27 7
3,557142857143.. 690 _
periodo 4.0 3857142,

50
19
30
290
6.

-

Ahora bien: multiplicando por 27 la decimal primaria.
0,142857..., correspondiente & --, mo se obtiene el periodo
857142... del producto 8,857142... '

Véase como prusba la multiplicacién

0142857
97

999999
285714

3857139;
faltan 3 millonésimas para la exactitud.

'Y tiene que ser asi, porque el multiplicande 0 142857 es
menor de lo quie debe ser. Sélo se ocbtendrd el nuevo periodo
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-correspondiente al producto - >< 27, poniendo como multi-
plicando dos periodos cuando menos de la decimal primaria.

0142857142857

9999905990909
285714885714

8867142857139

Aqui ya sale exacto el primer periodo 857142... é inexac-
to, por defecto, el segundo.

Cuando una fraccidn decimal primaris tiene tantas cifras
menos una come el nimero primo denominador de su genera-
triz primaria, en toda la serie de los miltiplos de la fraceion
decimal aparecen las mismas cifras decimales, y no otras.

1 2

= =10 7 2 =20 7
7 80 |——— 7 80
20 | 0142857, -~ 40 |0285714.
60 50
40 10
50 30
1.. 2
3 _30 7 2 odo 7
4 20 7 50
60 | 0428571 10 | 0571428
40 50
50 20
10 60
3... 4.
2 —30 7 _ﬁ_:e
L 10 7 ‘
30 | 0714285 0 0857142..
20 10
60 30
40 20
5 6...

La fraccién primaria 0,142837 tiene tantas cifras decima-
les en su periodo, como unidadés el denominador 7 menos
una: se han dado, pues, todos los restos posibles:

Los mult1plos por 2, 8, 4, 5 y 6 de esa generatriz pnma.-
ria (i : ,', 1 .7 y ) t1enen ta,mblen seis cifras decimales en sus
respectivos cuocientes (6 periodos); y las cifras decimales de
los multiplos son las mismas de Ja decimal primaria; 142857,
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Estas cifras se repiten ciclicamente:

1 4
7 2
5 8

81 el cuociente empieza por el 1, como en la decimal pri~
maria correspondiente & —i—, ol orden circular es 142857.

" 8i el cuociente empieza por el 2, como en la decimal co-
rrespondiente al multiplo =, el orden circular es 285714.

Si el cuociente empieza por 4, como en la decimal eo-
rrespondiente al miltiplo =, el orden ciclico es 428571,

Si el cuociente empieza por 5, como en la decimal co-
rrespondiente al multiplo “:7‘ » ol orden es 571428,

Si el cuociente empieza por 7, como en la decimal co-
rrespondiente al miltiplo -, el orden circular es 714235,

Y =i el cuociente empieza por 8, como en la decimal co--
rrespondiente al mdltiplo + ; la Totacién es 857142.

Tanto en la decimal primaria como en las multiplas, los
cuocientes son todos divisibles por 9, cifra maxima del siste-
ma de la notacidn decimal.

La razén de todo esto es muy sencilla.

Los multiplicadores de una generatriz primaria, como %
{por ejemplo) son tantos como unidades menos 1 hay en el
denominador. En el caso del o hay (7— 1), esto es, 6; 4 sa-
ber: 1, 2, 3, 4, 5 y 6 multiplicadores (considerando al 1 como-
multiplicador).

1 1 1 1 1 4
—_— ]l = —_ D= — — s —_— =
7 7! 7 ! 7><3 ? 7 < 7!
1.><5_5 1o gt
T S ¥ o=

Pues bien; cuando, al transformarse en decimal una gena-
ratriz primaria, aparecen todos los restos posibles, claro es
que se presentan los mismos nimeros que, en otro caso, hacen
de multiplicadores de la misma generatriz primaria (esto es, 6
en el ejemplo del —,:,‘—) 4 saber: 1, 2, 3,4, 5 y 6, y claro es
también que, agregado un cero 4 cada uno de estos restos, se
ballardn los mismos cuocientes y los mismos nuevos restos
gue por si propio daria el correspondiente quebrade multi-
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plicador de la generatriz; todo en orden ciclico conforme que-
da expuesto.

Ast, pues, si(habiendo salido todos los restos pombles) te-
nemos & la vista la transformacion de una generatriz. primaria
en fraceién decimal también primaria, como por ejemplo,

1

— 10 7
Qg 0,142857

0
4

N S}

0
1.,

no hay necesidad de hacer anilogas operaciones para encon-
trar las demids fracciones decimales de los miiltiplos, pues bas-,
ta con conocer la ley dela rotacidn de las cifras del cuociente.

-I[l\?

:2[7 —=3

10,285714
=511
' l0374285’

0571428

'-‘iU\
<] e

.

=67
']qs57142

Siel miiltiplo es 2, ha de buscarse, para la transforma-.
cioén, el resto 2 en la operacién primera (la del %) y desde
ol 2 se copia ciclicamente el cuociente. '

Y asi de los demés miiltiplos.

Imagine el dlsc1pu10 la molestia de efectuar puntualmen-
te las 16 operaciones necesa.rm.s para hallar las fraccuones de-
clmales equivalentes 4 & y 8 sus respectlvos multlplos 17

17’

14; 1o (seo'un que por Vla de eJ ercicio se ponena. GOLtlnuamon)
100 17 2w [ 17
17 150 17 30
140 | 0,0585235204117647...; 19 00 0, 11 161r008b935‘)94
40
GO n 80
90 120
50 100
160 130
70 140
20 40
30 60
130 90
110 a0
- 80 160
120 - : ] 0
1... B,
TOMY It 1%
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$ 4
17_30 [17 17_'4‘2 |17
110 | 0,1764705882352941...; 900 I 0,2852941176470588...
80 5t :
120 160
100 70
150 20
140 30
© 40 130
60 110
90 80
B0 120
160 100
70 150
20 140
3... 4...
50 117 60 17
160 a0 -
0 10,2941176470588235...; 50 | 0,3520411764705882....
a0 160
30 70
1380 20
110 80
80 180
120 110
10 80
160 120
140 100
40 150
60 140
90 40
5., 6...
y 17 80 17
20 120
30 0,4117647058525529...; -100 0,4705882352941176
130 150 )
110 140
80 40
120 60
100 90
150 50
140 160
40 70
60 20
90 30
50 130
160 110
T 8.
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=90 17
50 -
180 | 0,52941176470583823...;
70

20
30
130
110
80
120
100
150
140
40
60
9.

110 17
80
12[1)0 0,6470588235204117..,

B_w 17

AT

80 | 0,7647058523529411...

120
100

100 17
150
1400 0,5382352941176470

4

120 17
10

17
0
150 | 0,7058825520411764...
140

140 | 17
40
60 | 0,9285204117647058...,
90

50
160
0
20
30
130
110
80
120
100
150
4.
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130 | 17 _
140 -

40 | 0,8828529411764708...
60

90
50
160
0
20
30
170
110
80
120
100
15...

160 17

70 -

90 | 0,9411764705882352,..
30 :

130
110
80
120
100
150
140
40
60
90
50
16...

Pues imagine ahora el alumno la facilidad con que se-
pueden hallar todas las fracciones decimales correspondientes.
4 los multiplos de 1) utilizando al efecto la ley de la rotacién
de las cifras, una vez conocida la transformacidn de la gene-
ratriz primaria (que es preciso, en todo caso, caleular).

o 10 i7
17

150

140 | 0,0588235204117647. ..
40

60
90
50
160
70
20
30

130
110
80
120
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L = 0,1176470585235204 . .
& = 0,1764705882852941 , .,
4. = 0,2352041176470588 . ..
li = 0,2941176470588235 ., .
L '0,3529.411764705882. .
1 = 0,4117647058823529 ..

2 = 0,4705882052041176 ...

= = 0,5204117647058525 ...
ii; = 0,5882859941176470 . ..

' .g = 0,6470583285294117 ...
i—: = 0,7058523520411764 , . .
1_: = 0,7647058525529411 . . ,
E = 0,8285294117647058 . .,
;_: = 0,3828520411764705 ...
16

— = 0,9411764705882352. ..

Estos nuevos antecedentes nos ponen ya en camino de
hallar una generatriz cualquiera, dada una fraccidn pericdi--
¢a no primaria.
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LECCION VII

Transformacion de las fracciones periddicas no prima-
rias en sus respectivas generatrices.

Sabemos que cualguier generatriz no primaria de una
fraceién periddica pura es un multiplo dé la generatriz pri-
maria.

Por consiguiente, toda fraccién periédica pura es una
suma. de varios sumandos todos iguales 4 la periddiea pri-
maria.

1 e .
- = generatriz primaria.

2 1 1 . .
=+ - jsuma de dos sumandos iguales.
3 1 1 1 .
+ = 5+ 5 suma de tres sumandos iguales.
4 1 1 1 1 .
== -+ = + - -+ '7_'; suma de cuatro sumandos iguales,
5 1 1 i 1 1 . .
—== + - -+ & e+ T sumae de cinco sumandos iguales.
6 1 1 1 1 1 1 . .
=5 + ) -+ i Nl - o ;suma de seis sumandos iguales.

Por tanto, las fracciones decimales equivalentes son, na-
turalmente, sumas también de sumandos iguales.
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_;.‘ = 0,142857. = periddica pura primaria.
2 0,142857..
= O 149857 . .. l 280714, . =2 vec;izllfafaa)cclén periddica pura pri-

0,142857, . .
{ k 0,428571. .. = 3 veces la primaria (1).

\ |
= 0, 149857 = 0,571428. .. = 4 veces la primaria (1).

142857. .
0,142857. .. ) = 0,714285., . =5 veeces la primaria (1),
0, 7149857
[} 142857, .

-:Icn

0,14285 7.
\ ;

0,149857. .
0/142857. . ] _
g LiooeTs 1 } = 0,857142. . . = 6 veces la primiaria (1),
0,149857. . s

ql-v

0 149857, .

Sabemos, asimismo, que todo periodo primario, partido
por un grupo de tantos nueves como decimales tenga el pe-
riodo, es igual 4 la generatriz primaria.

1 142857
7 7 g9nyee’

Por lo cual, dividiendo el grupo de nueves por su periodo,
obtendremos siempre el denominador de la generatriz pri-
maria,

990999 | 142857

=7, denominador de la fraceidén primaria

Luego, en este caso, generatriz primaria —--.

Ahora bien:

Si dividimos el grupo de nueves, no por la decimal prima-~
ria, sino por un miltiplo cualquiera de esa misma decimal
primaria, no aparecers ya, como antes, en el cuoeiente el de-

(1) Obsérvese la rotacién de las cifras,

© Biblioteca Nacional de Espana



162 ' ARITMETICA MODULAR

nominador de la generatriz; pero, sin duda, aparscerd un ni-
mero estrechaments emparentado con ese denominador.

Por ejemplo: pongamos, pues, por dividendo el grupo de
nueves: demos & este dividendo por divisor el doble de la de-
cimal primaria; y, como el divisor resulta doble, claro es que
el cuociente serd la mitad del denominador de la correspon-
-diente generatriz.

999000 | 285714
149857 -
5 1.%:83? :81/2_(2>\Z)+L=T}

235714

. 2
Luego la generatriz es = -

En efecto; poniendo el cuociente en forma de quebrado
'(3 —;—z%), obtendremos e! denominador 7 de la genera-
triz primaria %—; y, va sabiendo que esta generatriz prima-
Tia €5 = % , muy fdeil nos serd averiguar que 0,285714 equi-
vale 4 la generatriz no primaria ==+

Este procedimiento podia hacerse general v darse como
regla que, para hallar la generatriz de una fraccidén decimal
cualquiera, periddica pura, se partird por la decimal el corres-
pondiente grupo de nueves, se pondrd el cuociente en forma
de quebrado, y el quebrado invertido resultara = la genera-
triz (1).

Veamos algun ejemplo:

¢A qué generatriz es igual la fraceidn decimal perlodwa
pura 0,428571...7

Pongamos por dividendo un grupo de nueves que conste
.de tantas cifras como contenga la fraccién 0,423571; demos

(1) La reglassria tan general que dentro de ella cabrian hasta las ge-
neratrices primarias. La unica diferencia estarla en que la divisién del
grupo de nueves por an pariodo primario no deja residuo, y los demsés si.

909999 | 142857
e T
Pongase ahora e} 7 en forma de quebrado, 7/, ;
Invisriase — /o
Y en ese!/; tendremos la generatriz primaria correspondients 4 la de-
-¢imal periddics pura, también puma.na, 0,142857.
La regla es, pues, la misma.
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-4 ese dividendo por divisor la misma fraccién; y hagames la
.divisién: : '

999999 | 428571
142857 sl se dividen ambos j ‘
142957} iérminos dell que-{ o 1 x4+ v
T — | bmdo por el nu- T T =3
428571 merador, 3 3 3

Luego la generatriz es — - .

¢A qué generatriz es igual la fraccidn periddica pura
10,367142...7

9999909 | 857142
142857 { si. se dividen amhbos
142857 _s %érrginos dellque' 1 7
- rado por el nu- o - &
ga7142 ]\ merador. 6 6
. 6
Luego la generatriz es = -
SIMPLIFICACION.

Pero hay que renunciar & este procedimiento, porque
siempre necesitan simplificacidn quebrados tales como los
muy complicados resultantes en los cuocientes anteriores.

142857 142857
4285717 857142

Habiendo que renunciar, por impracticable la mayor par-
te de las veces, a la simpliﬁcacio’n por medio de los factores
primos, hay que recurrir 4. otro procedimiento, en virtud de
las signientes consideraciones. Co

Claro es que no habria para qué acudir 4 otros mechos st

los quebrados resultantes en los cuocientes fueran siempre
tales como
s 21 789

25 o3’ aowee

oquivalentes & generatrices primarias como

verdaderamente muy faciles de calcular, porgue cada deno-

minador es un evidente multlplo del numerador respective.

TOMO I1i1 20
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Pero las més de las veces no ocurre asi.

Con frecuencia el numerador del quebrado resultante en
esa clase de cuocientes no es evidente submultiplo de su de-
nominador, y entonces la simplificacién ha de ofrecer nece--
sariamente seria dificultad.

Por ejemplo:

(:,Oua,l es la generatriz de 0,7142857..,

909909 1 714285

285714 -
285714

714285

Aqui aparece en el cuociente un guebrado cuyo denomi-
nador no es multiplo del numerador, por lo cual la relacidn
entre ambos no se percibe desde luego ni 4 primera vista.

Mas la simplificacion no ha de ofrecer dificultades si se
recuerda que tanto el residuo 283714, que hace de numera-
dor, como el divisor 714985, que hace de denominador, son
grupos de sumandos, todos ignales al periodo primario. De:
modo que tenemos '

Resituo = 4 a veces ¢l perfodo primario n nimero enterc
Divisor — & m veces ¢l perlodo primario " m numero entero
Supongamos
n 2 2 veces el perlodo
m 5  BSvecesel periedo

Y es claro que el periodo aparecerd como nuevo resto, si
el b >< por periodo se divide por el 2 >< periodo

-+ 5 < periodo | 2 <. periodo
— 4 < periodo [—————
—_ |

1 < periodo

Y, en efecto,
© 714285 ] 265714
142857 | ——
]42557
285714

.donde claramente se ve que 149857 es el periodo primario.
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Ya con este dato volvamos al principio.
2959999 | 14235 . -

235714
285714 - | partiendo ambos tér- 1 2 (BxN+2 T

714285 minges por 142857, 5 5 5

Y, por conswmente

La fraccién decimal periédicn pura 0, 714285 == fracecidn
comin

De donde resulta que la decimal primaria es siempre di-
visor comun de toda fraccion periddica cualquiera, puesta en

la forma de .
Tertodono prmade
9009,

Luerro glempre se ballaré la decimal primaria por eI proce-
dimiento del mdximo comiin divisor.

Y, hallada, se obtendrd la generatriz de la fraccién de-'
cim_al dada, d1v1d1endo por el periodo primario la fraccidén

wodo Be primario
9499, .,
Porque
perlodo yrimario

1
o-enara,tnz GL'LELIC_[UIEI&L - - X 1 499..
13

:Cudl es la generatriz de 0,5714"2-8..;?

57148

930999

Para simplicar este enorme quebrado, recurramos al pro-
cedimiento del méximo comun divisor.

99999 BT1428 (1

1y 498571 142857 (5

No habiendo ya resto, claro es’ que 142857 es el periodo
primario; y, siéndolo, dividamos por é1 los dos términos del

quebrado :
BTIA8 4

0590990 7

Para ahorrar cifras, tiempo y trabajo, la operacién total
debe aparscer como sigue, dividiendo al fin por la decimal
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prxmana. los dos guarismos que encabezan la operacién del:
maximo comun d1v1sor

999999 [ 571428 (t
© B 498571 | 149857 (3

Luego
99999 | 142357 BT1428 | 142857

- 7 ’ 4

Luego : ,

la fraeeién duda,‘decimal periédica pura = i la fraccidn ordinaria —i‘- :
¢Cudl es la generatriz de 0,58536...7

__ 8538
99999

Simplificacién por el maximo comun divisor,

99999 | 58536 (L

1) 41468 17078 (2

%) 81T | 2439 (5

.Luego, dividiendo por el mazimo comtn divisor 2439, tan--
t0 el numerador 99999 como el denominador 58H36, resultard:

99999 " | 2439 BS53G | 2439
-92439 ; 9756
XK 41 'Kl 24_

Luego
1a decimal periddica 0,58536... es = 4 la fraccidn c»rch'nsl.:'::'usbZ-—4 (1)

(1) Alguien me ha tachado de largos los tramites que exige esta, manéra
de simplificar; pero quien tal crea, pruebe 4 simplificar el mismo guebrado

58536
99959

por el método de los factores sucesivos.
Sélo sabemos que, en virtud de la propiedad genersl de todas las frac--
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De lo expuesto resulta que para hallar la generatriz de
una fraceidn decimal periédica pura cualquiera (no prima-
ria) (1),

1.° BSe pone la decimal en forma de quebrado comiin, dan-
do 4 este quebrado comtn por numerador el periodo, y por
denominador tantos nueves como el perfodo tenga cifras de-
cimales;

2.° Be divide el correspondiente grupo de nueves por el
periodo; ‘

8. Se divide en seguida el periodo por el resto de la.
primera divisidn; ' .

4.° Se divide el primer resto por el segundo;

5.° Be divide el segundo resto por el tercero;

6.° Se divide el fercer resto por el cuarte;...

7. Y asisucesivamente, hasta llegar 4 una divisién par-
eial donde no resulte resto. Entonces el tultimoresto es el
periodo primario, y, por tanto, factor comun al numerador y
al denominador decimales. .

8.2 Obtenido el periodo primario, se vuelve al principio;
y se parten por ese periodo primario tanto el grupo de:los
nueves como el periodo que le ha servido de divisor. Los cuo-
cientes resultantes, puestos convenientemente en forma de
quebrado, son la fraccién ordinaria pedida.

:Cudl es la generatriz de 0,56097...?

clones periddicas puras, son siempre divisibles por 9 namerador y denomi--
nador. Pero gy luego?

58536 _ 6304
99960 L1l

;Cusles son los factores del denominader 111112 ;Hahrd muchos'queﬂ
atinen de pronto con gque ambos términos pueden dividirse por el nume-
ro primo 2717 :

6504
. 11111

— (dividiendo por 271) %

Y aun suponiendo gue los trimiles aladidos fuesen largos (gue no lo
san), siempre resaltaria en su sbouo el ser ficilmente practicables, mien--
tras que la simplificacién comtn casi nunca lo es dentro de los limites
exigibles 4 1a goneralidad de los calenladores.

(1) Y aun las primarias también.
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99999 56097 (1

1y 48902 12195 (3
BooTeIT 4876 (1

T 2439
29959 " 6097 '
230 g 20
‘Luego - 03
0,56007... ==
' 41
¢Cndl es la generatriz de 0,63658...7
9999H 55658 (1
1) 46341 | TBIT (8
3 2489
209 41 B8 __ 99
2430 2439
Tuego e 29
0108608 S ‘1—1

iCudl es la generatriz de 0,615384...7

2999999 | 615334 (1

By 384615 1 230769 (1

o |
%) 155846 | 46923
999999 [ T 615384

— = 15 ———

70923 76028

Luego
0,615384. .. =

&l

¢Cual es la generatriz de 0,129032258064516...2

999000049909999 | 129032255044516 (7

-

)} 9BTTAIGS548387 | 92258064516129 (3

999, . 129...

e 31 e

32... 32.,.
TLuego s

0,120052258064510. . . =

(1) Quien dude de la eficacia y brevedad de este sistema de simplifica-
ciém, trate de simplificar esta fraceién desimal por los medios usuales de
los factores primos. -
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¢Cudl es la generatriz de 0,45...2 = = (1).

45
= 11 —_—— = 5
9 9 2

¢Cunal es la generaftriz‘de O’,QZIS. = 1)

3

999 | 248 (s
9 97 | ...
999 E
0 w7 M _ g
27 27

iCual es la generatriz de O,.E’»O’FtiB*Z.._?:Ji‘3 (1)

93599 | 80762 (B

4 76928 |

999099 307692
= 13 2T
6823 T6028

¢Cuél es la generatriz de 0,19512...7 = — (1)

99999 | 19512 (5
) 2439 | .....
] .
59959 . 15512
o439 4l 2430

¢Cudl es la generatriz de 0,161290322580645...> = 3t (1)
\

099999999999099 | 161200322580645 (B

§)  52255064516129

999... 168,
— = 81 =
32...

. (1) Naturalmente, la operacién se ha hecho antes de encontrar esta so-
ucidn. X
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CABO PARTICULAR

Supongamos la transformacién en decimal de un quebrae
do impropiec que carezca en el denominador de los facto-
Tes 2y 5,

38 7
7 1 -

0o .
30 | 1,14285%7..
20

&

60
40
50
1..

El cuociente tiene una parte entera =1; y, ademas, otra
parte decimal que es el periodo = 0,142857... (ya de nosotros
muy conocido).

Claro es que no hay razén para ejecutar asi la operaclon
siendo tan natural efectuarla de este otro modo:

H 7
1+—1'=j( +11
Tl =10 7
! 80 —
20 | 0,142857...
60
40
b0
1..

Cuando, pues, el quebrado sea impropio, deberd, ante to-~
do, reducirsele 4 niimero mixfto, y Inego transformarse en de-
cimal gélo la parte fraccionaria.

También es natural que, si se nos da una fraccién decimal
precedida de una parte entera, se transforme en su genera-
triz inicamente la parte decimal; y, hallada, se la haga pre-
-ceder de su entero.

999599

e e,

1,149857 = 1 +

149857 . . ) .

1

Y esto con tanta mds razén cuanto que la parte entera
puede constar de gran ndmero de cifras que, incluidas in-
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necesariamente en la transformacidn, habrdn de embarazar
los edleulos sin provecho de ninguna clase.

Pero demos que se quiera encontrar divectamente el que-
brado impropio generador de la fraccidn decimal dada, com-
puesta de entero y periodo, sedmo procede efectuar la ope
racion?

Hallar el niimero generador de 1,142857...

Quitese la coma, lo cual equivale & indicar la suma si-
guiente: ‘

14857 1000009 - 342857

9998999 999999

El sumando 142857 es (segin todo lo anteriormente de-
mostrado) un submiltiplo exacto del grupo de los seis nue-
ves, & sea del denominador 999999; pero el otro sumando
1000000 no lo es, pues acaba en cero, y 4 todo guarismo aca-
bado er cero, si es una potencia del 10, le sobra un 1 para ser
jgual 4 un grupo de tantos nueves como ceros haya en la po-
tencia,

Para que la divisién sea exacta, es preciso, pues, restar
un 1 de! sumando 1000000; y, efectuada la resta, tendremos:

[1000000 — 1) 4 142857 990990 + 142807 1142838

99990 - 999909 T g9v99y
O bien
(1000007 + 142857) —1 1142857 —1
- 949959 - 396999

8l se parien ambos 8

_ 1142856 -
l térninos por 142857 § 7 9

—_——=
serie de operaciones que ha dado directamente -el gquebra-
do impropio generador %. .
De modo que el cdleulo ha consistido:

1. En poner por numerador, sin la coma, toda la expre-
sién deeimal constituida por el entero y el periodo;

2. En restar de tal expresién la parte entera; (1)

8.° Y en partir la diferencia resultante por un grupo de
tantos nueves como decimales tenia la expresién compuesta
de entero y quebrado.

(1) Al agregarse la parte entera seguida de ceros se agrega mis de lo
necesario, ¥, por tanto, hay que rebajar el exceso.

TOMO 111, 21
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" ,Cuél es la generatriz de 1,076923...7

1076928 —1 096922 | 45 g parten ambos ¢ 1%
999999  gugogg 1 términos por 76923 g3

¢Cudl es la generatriz de 1,027...7

e _} &l me parten ambog } 8B

908 959 términos por 27 pr-

El método es general, sea la que fuere la parte entera.

Hellar el niimero compuesto de entero y quebrado gene-
rador de 2,285714..

Quitese la coma, y tendremos

2000000 - 235714
999999

Al sumando 2000000 (como doble que es de 1000000} le so-
bran 2 para ser divisible por el correspondiente grupo de nue-
ves; ¥, & fin de que lo sea, hay que restarle 2; y tendremos:

(2000000 — ) 4- 285714 100088 + 985714 2285712
999999 - 995939 T 999999

O bien

2285714 — 2 22

g * __ { partiendo amhos tér- I_IE;
499999 999959

T+ wmiunos por 142857 Vg
Hallar el quebrado impropio generador de 3,07317...
Quitada la coma, tendremos

300000 4- 7337
99919

El sumando 7317 ez submultiplo exacto del grupo de nue-
ves del denominador; pero el otro sumando 300000 no lo es, si
no se le restan tres unidades, como triplo que es de 100000.

Luego

87T —3  _ § partiendoambos tér- } 126
08400 T mings por 2439 41

¢Cuél es la generatriz de 67,02439...7

6702429 — 67 6702372
98000 90999

No ha de olvidarse nunca que el 67 (4 sea la parte ente-
ra) no se rebaja de la decimal 0,2489, sino del otro sumando
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6700000. Para.la practica es indiferente restarla del un su-

mando 6 del otro, pues los resultados son idénticos; pero para
la teoria es capital la distincidm.

6700000 — 67 + 2439 6609933 4 2430 67072 2748 1

- — = e g7 2
99099 9599 99499 41 (<) 44

ZCudl es el quebradoimpropio generador de 60604,41463...7

6060441463 — 60604 () = 6060380859
59959 T 90999

G0G0A30859 | 999U (60604

604408
111459
B 41463 | 17073 (4

y 7517 | 2439 (5

99999
2489

— 41
4060380839

= ass4rey 1823
24349

0578
11660
10048
15755
2439

Luego
60604,41463... = E‘Li*l_“

= 60604 %
41

170 AL

60

150 | 0,41468
260

140
17...

(*) Hay que partiv ambos términoy por el méximo comiin divi-
sor 2439

6702372
70243
ay 1439 | 2439

99999 (81

*) No ge olvide que la parte entera no se rebaja del sumando deei~
mal 41463, sino del otro sumando entere 6060100000, Les resuitades nu-
méricos son iguales; pero la distincién tedrica es de esencia.
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APENDICE.

SINTESIS 6 DEMOSTRACION GENELAL.

Todas las propiedades de las fracciones periddicas puras
¢o demnestran de un modo general por medio del ealeulo si-
gulente:

Sea n,abecd abed abed... un nimero decimal perid-
dico purn, en el eual » expresa la parte enters (que puede ser
cero) yabed abed abced.. laserie continua é inacabable
de periodos abcd...

La fraceidn generatriz serd

Generatriz =0, abed albed abeod..

Multipliquemos ambos miembres de esta ecnacidn por la
unidad seguida de tantos ceros como cifras tenga el periodo,
y nos resultard la ecuacidn

10000 veees la generatriz=nabed e bed aldcd.
Restemos de esta ecuacidn la primera, como sigue:

10000 =< gener:

is=nnalbed, abod ebhod..

—  genevatriz= — o, abed abud..
9399  eeneratviz—aadsd—n (1)

De donde saldra:

. nobed —n
Generatriys = ———

HRLER
Y, si n es cero,
. abed T'ericdo
Generatriz = = - - o
9399 Grupo de nueves en ninere (..)

igual a lus cilrns del periodo.

(1Y Los periodos sl minuendo se destruyen ean los del sustraendo,

(@) Fs lastina gue esta ingenlosa demostracion (jue puede estudiarse
en las buenas Aritméticas) no hora ver la estructies intima de las ope-
raciones. A nadie es licito rechuzarla, so pena de recusar la dialéetica
matemitica; y, sin embargo, no satislnce 4 quien desea el PLUS ULTRA que
da.razdn de los procedimientos. (Por qué se resta una ceuacién de otra?
dPor qusé la parte enters se ha de rebajar de la suma formada por el ente-
ro y el decimal? jCudl de los dos sumuudos hace de minuendo en esa sas-
traceidn? Y por qué se ha de proceder de tal manera para quo resulten
los grupos de los nueves? Preguntas son éstas que dejan perplejo al buen
alumno; ¥, lo que es peor, & buen nlimero de profesores entendidaos.
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Luego, en general, para hallar la generatriz de una frac-
cién periddica pura,
1.° Se pone por numerador la parte entera, si la hay, se-
guida del periodo, haciendo caso omiso de la coma;
2.2 BSe resta de esa expresién la parte entera
3.° Y se pone por denominador de la d1fexeucla. un grupo
de tantox nueves coma cifras tenga el periodo.
Siuo hay parte entera {4 si se la quiere dejar aparte, que
es lo comuin y lo mis b&]lClHO) (1)
1. Se pone por numerador el periodo;
2.° ¥ por denowminader el grupo de tantos nueves como
cifras decimales haya en el periado.

(1) Compivese lo eswplierdo de la operacién dltima (pig.165) con la
zencilles de 1o qwuleut
cCaal es el uebrado Improplo generador de 50604,41465...2

: . 41463
Caleulemos sélo 1o generatriz de la parte decimal prvive

SHSHIY 41463 (2

!
n 1707 | w7 @
2139 |

Dartamos ahorn por 2439 los dos términos del quebrado, v tendremeos

=17

30 = 41

De donde saldra que el mimero mixto buscado es
. 17
GO60L + —
41

Y, si 88 quisre redueir la parte entera & quebrado, resultard el quebrade
Impropio
’-131:3[

41
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LECCION VIII

Transformacidén de las fracciomes decimales mixtas
en fracciomes comnnes eqguivalentes.

Queda por estudiar el caso de haber en el derominador de
la generairiz factores primos con 10, al mismo tiempo que
alguno ¢ los dos de los no primos con 10, 2 ¥ b,

La generatriz primaria ‘de una decimal periddica mixte
tiene on su denominador, ademés de uno ¢ més factores pri-
mos eon 10, alguno de los factores de 10, ¢ los dos.

= —— = — = 100 96
3 o8 3 32 5 400 —_—
160 | D,01041666.. .
840 St
640 periodo
64...
1 1 1 o
$X B 8 x8iz | 9as 108250,00 _33‘0—_
62500 | 0,00010666. ..
62300 e —r
6250, .. periodo
LI t = —— = 100000 | 12000
3 ¥ X 5 3 X 3% x 125 12000 40000 -
40000 | 0,00008333. ..
40000 ——-
4000... Periodo
1 _ 1 1100000 | 84000
X7 X2 x b9 8% 7T x32 k125 800 160000 i—m———
: 60000 | 0,00001190476. ..
400000
640000 periodo
520000
15000,..
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Sabemos que las fracciones comunes que tienen en el de-
nominador el 2, & el 5, 6 612 y el 5 conjuntamente, elevados &
cualesquiera potencias, sop transformables en decimales exac-
tasg, por ser la parte decimal el producto del numerador de la,
generatriz por b, ¢ una potencia del 5, si en el denominador
prepondera el 2; ¢ por 2, 6 una potencia del 2, si en el deno-
minador prepondera el B. _

El producto, por tanto, resulta siempre un nimero entero
por ser siempre producto de 2 nimeros snteros.

La transformacion tiene que ser constantemente exacta.

Sabemos también que, por lo contrario, las fracciones
comunes que 1o tienen en el denominador ni el 2 ni el 5, nun-
ca pueden ser exactamente transformables, porque (al agre-
garse ceros & los restos sucesivos) sélo entran en el numera-
dor los factores 2 y 5, ninguno de los cuales es divisible por
los factores primos con ellos, existentes en el denominador
de la generatriz. No pueden, pues, ser exactas, ni por més
ceros que se agreguen 4 los residuos parciales, cabird jamds
encontrar término ni fin & la transformacién. Pero tan ina-
cabable serie de cifras tiene que estar dividida en periodos
ignales; porque el numerador, seguido del cero & ceros co-
rrespondientes, dividido por el denominador, ha de dejar ne-
cesariamente un resto. 51 & este resto se agrega oiro cero y
el producto se divide por el mismo denominador, volverd &
tenerse otro resto... y asi sucesivamente. Pero, como los res-
t0s han de ser siempre menores que el denominador, resulta-
rd una de dos cosas: 6 que todos los restos posibles aparecen,
6 que, antes de aparecer todos, se presenta la cifra que inicid
la operacién. Sila cifra iniciadora de la operacidn se presen-
ta antes, entonces habrén de repetirse las del cuociente y los
restos anteriores sin término ni fin en periodos sucesivos. ¥,
si Ia cifra iniciadora uo se presenta hasta que hayan apare-
cido todos los restos posibles, sucedera lo mismo gque antes,
sin otra diferencia que la de que el periodo tendréd entonces
tantas cifras menos una, como unos haya en el denominador
de la fraccidn comun.

Ahora bien; cabe otra tercera combinacidn, que es la gque
estamos estudiando. Cuando la generatriz tenga en su deno-
minador eonjuntamente factores del 10 y factores primos
con el 10, la expresion decimal correspondiente participard
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de las propiedades acabadas de exponer. No serd exacta, por -
haber en el denominador de Ia generatriz factores primos con
el 10; ni tampoco periddica pura, por haber en el denomina-
dor factores del 10. Resultard, pnes, mixta. Una parte no serd
periddica por causa de los factores 2 y B, v otra lo serd por
causa de los factores diferentes. La parte no periddica tendri.
tantas cifras como la mayor potencia del 2, § bien del 3,
existentes en el denominador de la generatriz; y la periddica
resultard con las mismas cifras que, 4 estar solo, requeriria.
el factor primo con el 10; ¢, habiendo mds de uno de estos
factores primos con el 10, el periodo tendrd tantas cifras
como pediria el factor exigente de méds restos.
Asi, en la transformacion de la generatriz primaria

1

= —— — 0,000083435...
12000 8 x 25 %59

le parte no periddica 00003 tiene cinco cifras, por ser igual
4 5 el mayor exponente de los factores del 10 existeute en el
denominador 12000, y el periodo, que es 3, tiene una sola ci-
fra, porque la tra,nsformar,mJ del quebra.do _; no exigirfa

mas, & estar solo, - = 0,8333...
1 1 -
= ———— = (,005952 ‘380‘]02380‘..
168 8 %7 x :

perlodo

Aqui la parte no periddica 005 tiene tres ecifras por ser 3-
el exponente de la potencia del 2; y el periodo es de seis ci-
fras, porque seis cifras exigiria 4 estar sclo el quebrado -+
=0,142857...

El denominador, pues, de toda generatriz productora de
una fraccién decimal mixta, es un producto formado, de una.
parte, por uua potencia del 10 igual al mayor exponente del 2,
6 bien del 5, que hubiere en dicho denominador de la gene-
ratriz; y, de otra parte, por una expresién compuesta de tan-
tos nueves como fueren necesarios para obtener un multiplo
exacto del periodo.

1 1 1

25000 (2 x 6% X T 4000 x 7

Supongamos por un momento que no existe el 7 (en lo que
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cometemos 4 sabisndas un error), y transformemos en deci-
mal exacta el quebrado

_1. 10000 | 4000
020000 |——
.... | 0,00025

. . 5 .
Obtenida la decimal exacta 0,00025 = ., fuerza es co-
rregir el error cometido al suprimir el 7; porque con esa.su-

presién hicimos siete veces mayor, de lo que realmente es, al

- 1
denominador m—ﬁ,)—x?— '

» .
Hay, pues, que hacer ahora el | .. siete veces menor,
Partamos, pues, por 7 el numerador 25, con lo que ten-
dremos:
25
Ty emae

100000 100000

Transformemos en decimal el numerador

—=2% |7
40 o
50 | 5,571428,, — oAB-3
10 e 939909
30
20
€0
4...

Sustitnyamos la nueva fraceién decimal mixta en el
quebrado ) '
7T %7

100000 1050u0
Y tendremos:

3571428 — 3
TTeoues . S5TL4IS 8BTS
140040 999939 > LLO0UD 59393500000

igual (si se dividen ambos términos por su factor comin, que
es el numerador) al quebrado propuesto

1.
280066
Sea ahora el quebrado '

1 1 1

B 2 x®B 18 x %
Suprimamos por un momento ei 27, tercera potencia del
factor & del denominador de la generatriz, supresién gue
. . 1
equivale 4 hacer 27 veces > de lo que es al quebrado
TOMO 11 22
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Tendremos, pues,

=100 |16
49 { . 625
80 | 0,0625 (exactamente)=-

10000

Ahora; el error quedard corregido haciendo veinte y siete
S
veces menor de 1o que es el numerador del guebrado —o-.
Y tendremos:

gy = 63?3 21
23{46 23

0000 40 | 93,48, = — =

130 o

220

..
Sustituyamos:

28 Blas—2
THrT T @89 smies 23128
16000 10000 999 x 10000 9990000

Y, dividiendo por el numerador, factor comin, ambos téx-
. P 1
minos de este quebrade, nos resultara el propuesto 4

1y

10 %% x 3@ 4 x 27

Suprimamos el 27, cometiendo el error de hacer el que-
brado 27 veces mayor.
A
— = 100 | 4
4 20 _— — 4 =...Qi
0,25 100
Para corregir el error, dividamos el 256 por 27, y ten-
dremos:

25
1
103 1vo

Transformemos en decimal el nueve quebrado que hace

de numerador, ¢ sea el i—,‘.:
250 27
0 —
160 | 095 ..
- 25 ..
Sustituyamos:
- 25 925
27 __ 9% ¢ 9%

100 100 899 x 100 89000
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Y, partiendo ambos términos por su factor comun, que es
al numerador 925, nos resultard el quebrado propuesto o

Lia operacién de transformar en decimal una generatriz
en cuyo denominador haya factores del 10 juntamente con
factores primos del 10, puede dividirse en tres partes:

1.*  Se prescinde ante todo de los factores primos con 10, .
y se halla la fraccién decimal exacta correspondiente & los
factores del 10;

2.* Se parte luego el numerador de esta fraccién decimal
exacta por los factores primos con 10 de gue se hizo caso
omiso, y se transtorma en decimal el quebrado-resultante en
el numerador;

3.* ¥, hechas las debidas sustituciones y simplificaciones,
sa obtiene un quebrado cuyo denominador resulta compuesto
por un grupo de nueves seguido de otro de ceros: el grupo de
los nueves contiene tantos nueves como cifras hay en el pe-
riodo decimal del numerador, y el grupo de los ceros es igual
& la mayor potencia del 2, 6 del b, en la fraceidn propuesta.

Pero en la prdctica no se proceds asi; pues, en vez de las
ios operaciones sucesivas acabadas de mencionar, se hace
una sola, gue desde luego da por resultado la fraccién deci-
mal mixta que se busca. Kl procedimiento es entonces el mis-
mo utilizado para el cdleulo de las fracciones periddicas ge-
neradas por un quebrado impropio. Sdlo hay la diferencia de
rjue el denominador aparece en las decimales mixtas formado
por un grupo de tantos nueves como cifras tiene la parte pe-
rviddica, seguido de otro grupo de tantos ceros como cifras
tiene la parte no periddica.

1

Zeos = 100000 | 28009 MR —3 3571405
1388880 0.00003571428 T 009993 % 100000 99059500000
40000 | e
120000 petiodo
. 80000
240000
16000. ..
4.13 = 1000 1482 __ B8 —28 _ 2%
' 10320 0.0023148 T 998 x 0eB0  BO9HGE0
WBO e
3520 periodo
..64..
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1 B

T 10330 108 — 9:'150
610 | 0,00095. .. "

100...  ——

pericdo

Las generatrices anteriores

1 1

2500’ 432" 10
son todas primariag, por tener 4 la unidad como numerador,
y las decimales mixtas que les corresponden son primarias
tambidn.
Las demds generatrices de igual denominador son milti-

plos de laus primarias respestivas; y precisameute cads mnu-
merador es el muliiplicador de la primaria. Asi

3 1 1 1

B 2 —= 8 ——= > 108; ete.
2800 %800 2500 2800 2800 2800

) 1 11 1 401
LIS T 10, —=—x 11; ° =71ﬂ><401;etc.
a2 432 : 432 432 432 43

n 1 i
A0 1 seg00; o Loscqon; 221 103 ete
08 108 108 108 108 108

Por consiguiente, si se conocen las respectivas decimales
mixtas primarias, se obtendrdn las correspondientes 4 los
quebrados auteriores multiplicando cada mixta primaria por
el eorrelativo multiplicador, ¢ sea numerador.

Asi,

2 2571425... 3 8571425... 108 457425,
—— e e B = 108; et
2800 999!}90.iu00>< 1 9800 9999990000 ] 2800 99»9‘i90000>< ave.
10 2. .
— = = ——— ¢ 1. ete.
432 9990000

4321

Tos {(quebrado impropio

321;... ste., ete.

Pero es de gran importancia. hacer la advertencia siguien-
te, andloga & la hecha con motivo de las peridédicas puras.

El producto de una decimal mixta primaria multiplicada
por un ntmero cualquiera, no se obtiene con exactitud to-
mando como multiplicando un periodo solamente. Crando

mernos, es preciso tomar dos para conocer el periodo del pro-
ducto,
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Por ejemplo:
. i
28000

= 0,00003571428..,

.

periodo

Si con estos datos quisiéramos hallar la fraceidn decimal

1721

172100 28000

41000 [————
1300001 0,06146428571...
180000 ———
120000 pericdo
s0000 )
240000
160000
200000
40000
12000. .
0,00003571428
> 1721
3571428
7142856
24991996
3571428
0,06146427588... prodncto inexacto, por defecto de
S 933eienmilmillonésimag, cantidad
ciertamente muy pequefia, pero
bastante parano dejar ver el nue-
vo periodo del producte,
0,00003571428571428
1721
8571428571498
7142857142856
24999991999996
8571428571428
0,06146423571427568S...  producto que da con exactitud el
o e primer periodo, y con inexactitud
pertdo por defecto el segundo, el cual se
del hallaria exactamente agregando
producto

al multiplicando otro 571423...

© Biblioteca Nacional de Espana

mixta correspondiente & ,.'» no hallarfamos el producto bus-
cado contentindonos con multiplicar 0,00008571428 por 1721;
pues, por defecto, el resultado distaria bastante del verdade-
ro. Lo cual es muy natural. Siendo el mulsiplicando menor
de lo debido, también ha de resultarlo el producto. Es preci-
0, pues, tomar cuando menos dos periodos de la fraccion
decimal dada, para obtener exactamente el primer periodo del
producto. Por tanto, hay que multiplicar 0,00003571428671428
por 1721. Compérense los siguientes resultados:
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Slendo toda decimal mixta multiplo de una primaria, cla-
ro es que, reducida 4 la forma -

n

’
grupo de nueves ¥ grupo de neros

el numerador serd una suma de m sumandos iguales, y el de-
nominador otra suma de los mismos sumandos en nimero n.
La simplificacidn consistird en partir ambos términos de la
fraceién decimal mixta por el sumando comiin, y la dificultad
toda de la simplificacién estard tinicamente en descubrir ese
factor comtin por el método del méximo comun divisor.

Luego toda fraceién decimal en la forma g—— tiene mé-
ximo comun divisor. En efecto: '

Toda generatriz primaria de una fraccién decimal perid-
dica mixta tiene la forma

1 1

aw T 8m % gm x primo con 10

donde pueds faltar el 2, § el b, pero no los dos & la vez; y
donde puede existir m4s de wu primo con el 10.
Transformada la generatriz primaria, resulta

1 pqrabcd—pg_r
a 9999000

Y, por consiguiente, para que subsista la igualdad, debe
ser el numerador p g2 abcd — p g r divisor exacto del grupo
de nueves y de ceros que constituyen el denominador.

51 la generatriz no fuese primaria seria

a uaf(pgrabed-—~pgr)

n 9999000

donde el factor (pgrabcd-—pgr)es divisor, como antes,
del denominador, y puede ser aislado por ! método del mé-
ximo comin divisor.

¢Cudl es la generatriz de

0,06146428571, ., .7

periodo

?I

Se reduce la decimal mixta 4 la forma o
grupo de nueves seguido de ceros

BLI8423571—G146 8146422425
9509090 000 59999000000
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Se halla el factor comin por el método del mgximo co-
mun divisor '

99999900000 | . 6146422425 (19
38535675750 —
8) 1657141200 1174908825 (L
¥) 482149375 210714075 2
) 060714223 28571400 2
8) 5571425 e

Y se parten ahora dividendo y divisor por ese factor
comin.

99999900000 | 3571425 6146422425 1 5571495
25571400 e 25749974 - |———
. 28000 7409002 1721

- 9571425

PRI I

. : ) 1721
Luego la fraccién comun buscada es ;3

2Cudl es la generatriz de la fraccién decimal mixta
0,9976851. ..

P

periodo

. . n
Pongamos la decimal en la forma g

DIT6851 — 9976 __ 9966875
9990000 9950060

Hallemos por el mdximo comun divisor el sumando repe-
tido en numerador y denominador

9990000 99606875 (
431y 23125 71687
25125

RS

Y dividamos dividendo y divisor por elcomurn factor 23125,

9590000 | 28125 9966875 -1 23125
74000 |[—— 71687 [
046250 . 4351

432 23126

PP . siae

LI
Luego 0,9976 861 =
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¢Cudl es la generatriz ds

81,54629. ..
R (1)
perfodo

Pongamos esta fraccién decimal mixta en la forma

fn
99... 00...

3164629 — 8154 $151475
99900 ~ 99900

Hallemos por medio del maximo comiin divisor el suman-
do repetido en ambos términos:

3151475 99900 (31
154475 | ———
% 54575 45325 (1
4 9250 8325 (!
8 995

Dividamos dividendo y divisor por ese miximo comtn di-

{1} La parte periédics en las decimales mixtas es divisible por 9 suan-
de el 3 ¢ el 9 no estian entre los factores de la generatriz,

1 1 T 1 T
e =0,0135185... il Y =0,0113636. ..
La parte pe- La parte pe-
riédica es di- riédieca es di-
visible por 9 ' visible por 9.
JER ! = 9 2
raleveravavi 0,00909. .. W x 37_--I),C'O(J'?’56't’5...
Lia parte pe- La parte pe-
riédiea es di- riédica es di-
vigible por 9. ‘ visible por 9.
1 1 1 1
iaalrave-ie 0,041666. .. 1,2—-8x9_(]!,013888...
La parte pe- La parte pe-
ridédica no es ridiica no es
divisiblepory, divisiblepor9,
porque el de- ’ porserloel de-
nominador 24 nominador 72.
lo es por 8.
L_ 2 _ 0085185 L . 00061728395
54 kX2 162 I A B
No divisible No divizible
por 9 por ser- por & por ser-
lo el denomi- lo el denomi-
nador 54, nator 162,
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visor, 6 sea por el sumando integrante de numerador y deno-
minador

3151475 | 926 59200 925
B764 —_— 7400

6475 | 8407 e 108

e

Luego la generatriz de la fraccidn decimal mixta 81,54621
es el quebrado impropio
3407

= .81
108 IOB

APENDICE.

sINTESIS 0 DEMOSTRACION GENERAL.

Todas las propiedades de las fracciones decimales mixtas
se demuestran por medio del procedimiento siguiente:

Sean,pgr abcd abed abed... una fraceidn decimal
mixta euya conversion se desea en la equivalente gencratriz.,

[En esa expresién, » representa sl entero {que puede neo
existir); p g r la parte no periddica, y a b ¢ d el perfodo.

Y, naturalmente, tendremos

Generatriz =n, pgr abcd abod abed abed..

Multiplignemns primeramente los dos miembros de esta
ecuacién por la unidad seguida de tantos ceros como cifras
tenga la parte no periddica (por 1000 en el caso actual):

1000 < generatriz=npgr,abed abed abod..

Maltipliquemos luego 1a misma ecuacién por la unidad se-
guida de tantos ceros como cifras tengan juntamente la par-
te no periddica y el periodo: en el caso presente por 10000000:

10030030 < generatriz=npgv abed, abed abed abed..

Restemos de esta ecuacion la anterior:

10000000 X generatriz=nporebdbed, alboed..
— M0 X generairlz=upgr,abed .

= 9909.00 x generatriz =mporabed—npgr

Y, despejando,
’ npgroabed—npar
9999000,
TOMO IH. - 2%

generatrlz =
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De donde sale la regla: para hallar la generatriz de una
fraccién decimal periddica mixta se forma otra fraceidn
1. Cuyo numerador es igual

+ La parte no periddica

; Al entero ] E] entero l
| + El periodo f B l

Y 1a parte no periddica }

2.> Y cuyo denominador es igual

‘ A un grupo de tantos nueves )

Por an 1 seguido de tantos ceros co~!
compo cifras tiene el periodo. |

< ; mo cifras tiene Ia parte no periddien
3. Obtenida asi la fraceidn ordinaria equivalente, se la
reduce por medio del mdximo comuin divisor 4 su més simple
expresidn; y esta expresién simplificada es la generatriz;
4.° Sino hay parte entera se procede en consecuencia, y
entonces la férmula es

porabed—pagr

Generatriz =
. 99594000
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LECCION IX

Becimales tabulares. -Observaciones.

La facilidad de las operaciones fraccionarias cuando los
quebrados aparecen en forma decimal, ha generalizado (has-
ta hacerlo hoy casi exclusivo en los cdlculos aritméticos de
algupa importancia)el usodelas fracciones decimales; y, como
la transformacién de las prdinarias en sus equivalentes es tan
laboriosa, se han formado, parala conversién de unas en
otras, TaBLas DR EQUIVALENCIAS, en que las generatrices pri-
marias aparecen con sus correlativas decimales al lado (1).

Il uso de estas Tanrnas es hoy indispensable, ademads de
muy cdmodo; pues, aungue en ollas sélo estan registrados los
quebrados decimales correspondientes & las generatrices pri-
marias, es muy ficil ealcular, por medio de simples multipli-
caciones, los correspondientes 4 cualesquiera otras genera-
trices de igual denominador.

Las menos de las veces es posible con entera exactitud
transformar por medio de decimales el valor de cantidades
fraccionarias apreciables siempre exactamente en quebrados
comunes; pero, cuande la transformacién exacta es inasequi-

(1) Regularmente en las tablas sélo hay los decimales correspondien-
tes & las 999 fraceiones primarias cuyos denominadores son 2 4 999; esto es

1 1 1 1
R

5747

..;,]_.

b

Pero hay tablas mucho mis extensas,
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ble, resulta dable en todo caso obtener por decimales un valor
aproximado con un error mas pequefio que cualquier cantidad
dada. Tdmese el nimero de cifras que nos plazea correspon-
dientes & las fracciones periddicas, ya puras, ya mixtas; y
donde quiera que nos detengamos siempre ¢l resultado serd
erroneo por defecto en una unidad menor que la cifra deci-
mal del periodo en que paremos; pero sélo depende de la
aproximacién que pensemos dar al cdlenlo, el que nos deten-
gamos en las millonésimas ¢ en las mil millonésimas, 6 en las
billonésimas, ¢ en las trillocnésimas, ¢ en la cantidad que se
desee, por pequeila que se exija.

iCudl es la fraccién decimal correspondiente 4 la genera-
triz 9

Busquemos en las Tasras (pag. 194) las cifras decimales
de la generatriz primaria 4:—: hallaremos 0,002188184; y, mul-
tiplicando estas cifras por 20, obtendremos las decimales co~
rrespondientes 4 la generatriz propuesta.

439‘ =0,002188184 »< 20 = 0,063457336

Segin sabemos, las fracciones decimales son exactas ¢
aproximadas solamente.

Lias exactas tienen que ser las menos, como gue unica-
mente gozan de tan preciosa propiedad aguellas cuyas gene-
ratrices eontienen en su denominador solamente los factores
del 10; esto es, el 2y el 5, del 2, 6 el b.

Forman, pues, las otras la inmensa mayoria de las frac-
ciones decimales; y, por tanto, los cdleulos hechos con ellas.
nunca resuitan mas que aproximados.

Los periodos de corto nimero de cifras decimales son muy
raros. Ya los hemos visto de mds de veinte cifras (el de la
fraceidn —2% tiene 28); y, si en los ejemplos de esta obra mno se
hubieran escogido, en gracia de la brevedad, los periodos f4-
cilmente manejables, los habriamos encontrado hasta de
cientos.

Claro es que los cdleulos serian impracticables con tan
embarazoso ndmero de cifras: y por eso en las Tapras todas
las fracciones decimales aparecen por lo regular con solo nue-
vo cifras decimales 6 algunas pocas mas. (1), El error con

{1) XIay, sin embargo, tablas hasta con 30 decimales.
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nueve cifras es verdaderamente ya pequefio por ser < que una
diez mil millonésima; pero al fin el error existe, y, cuando se
multiplica una fraceiés decimal por ndmeros counsiderables,
aparece necesariamente. Ya nos consta que para hallar el
periodo de un producto es preciso hacer u~o de dos periodos
primarios cuando menos; de modo que, no estando en ias Ta-
zLAS completos, ni aun siquiera los primeros periodos cuando
£8tos pasan de nueve cifras, la inexactitud se agrava necesa-
rizmente,

Pero hay més: la novena cifra de las Tasnas (mejor dicho,
la wltima, si hay més de vueve) no es la que corresponde al
periodo, cuando 4 la verdadera qirrue un ptimero mayor que 5.
Por ejemplo; el quebrado comtn — tiene por expresién de-
cimal 0,66656666666666...; pero, como en las Tabuas no cabe
m4s que una expresidn de nueve cifras, se prescinde (en el
caso particular de que se trata) de todos los seis excedentes
del ntimero de cifras que cabe en cada columna, con lo que se
comete un error por defecto; para compensar el cual hasta
cierto punto, se comete otro por exceso, aumeuntando la l-
tima cifra en una unidad. {1).

(1) T aumento de la altima cifra de los decimales tabulares ss hace
sentir con especialidad cuando se ealculan los cuadrades y los eubos, por-
Jue entonces el error, por pequefio que sea, se amplifica enormemente.
Por e_]emplo se da como niimero muy préximo 4 1a vz el decimal 1,4142136;
pero si este quebrado impropio se multiplica por si mismo, resulfa un ni-
mero wayor que 2, El exceso es de algo mds de 1 diez millovésima, canti-
dad casi insignificante en este chleulo; pero que en otra opalﬁcién donde
hubiese un multiplicaldor muy alto no seria tal vez indiferente.

1,4142136 (4

141421886
84852816 (6
42426408 (3
14142186 (4
28284279 5
56568544 1
14142186 <
56568544 (1
14142136 (¢

2,00000010642496 (7

Asl, en el cileulo anterior hay que prescindir, para subsecuentes opera-
ciones, de la parte excedente 10642196 cienbillonésimas. Ete.
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Y asi, en vez de tabular

1

— = 0,6665665666,

en lo que habria deficiencia, se tabula

715_ = 0,666666667

en lo que hay exceso. La deficiencia es de mds de 6 diez mil
millonésimas y la excedencia no llega 4 4 diez mil millonési-
mas; de modo que, por importar menos el exceso que la falta,
se prefiere aquél & ésta.

Asi, pues, los decimales por si propios son ya un motivo
de inexactitud, y también lo son por causa de las TasLas.

Por tantos motivos de error deben los resultades de las
operaciones hechas con decimales tabulares examinarse con
prudente criterio, y corregirse en consecuencia.

Pero este criterio de correccidn no es dado 4 los prinei-
piantes; vy, 4 veces, ni aun 4 los hombres muy versados en log
caleulos. :

Semejante dificultad de interpretacidn es ya grande cuan-
do se trata de transformar una generatriz comun en fraccion
decimal; pero se hace muchisimo mayor cuando se trata de
caloular una generatriz desde las fracciones tabulares.

Por de pronto, ¢4 qué clase de fracciones decimales co-
rresponde la decimal de las Tanras? ;Fs exacta? (Es periodi-
ca pura? (Es mixta?

Por ejemplo: Supongamosquese nos den, 4 estilo de las Ta-
BLAE, s6lo nueve cifras decimales de una fracciéon 0,000037560,
para calcular su generatriz. ;Qué hacer? Lo que se nos da
pertenece & un periodo? ¢Es sélo la parte no periddica de una
fraccidn mixta? jHay también en esas nueve cifras algunas
ya del periodo? ;)Dénde empieza éste?... Sdlo teniendo todos
los datos es como puede darse solucidn 4 la dificultad; y, sin
embargo, no se nos suministran tales datos, que son éstos:

0,00003756009613554...

———
periodo

correspondientes & ia generatriz primaria

1 __ i
26624~ AU x 12
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Con efecto;

100000 | 26624
201280
141120 | 000008756009615954..
16 e
256000 perlod

163540
40960
145360
102400
295280
122880
16881, ..

(Cdémo sin tan precisos antecedentes es posible restar la
parte no periédica del conjunto formado por ella misma con
el periodo?

3756009615384 — 8756009 _ B7TAG005809870
999990 » 0DSOUOOOGA0  9%99Y200000000000

Sélo con estos mimeros se puede procedsr al cileculo del
méximo comin divisor. ‘

H9599900000000000 | 375G00686937H (28624
24879782812500 _—
23437476562500

9014414062500

15024023437500

De donde saldria el dato 0,000087560... = -

Por suerte, pocas veces es necesario transformar en frac-
¢ién ordinaria una decimal, operacién siempre laboriosa,
aun con todos los datos necesarios; al paso gue es hasta cier-
to punto ficil la operacidén comun y corriente de comvertir
una fraceidon comin en decimal.

Las TaBras son, pues, de suma utilidad, especialmente tra-

tandose de generatrices de pocos factores en el denominador;
pero siempre requieren sumo tino para su acertado empleo.

Puede suceder que se den 4 sumar nimeros decimales con
quebrados comunes. Entonces se reducen losg comunes & deci-
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males; y, segun el grado de aproximacidn que se desee, se
repiten més ¢ menos los periodos.

3
—$-+314‘>S57+—-a-EE

— 0,195 + 3,142857... + 0.333... + 0,136.. = 0,125000000000
: +8142857142857
+0,33533535333338

0136136186156

3737326612526

También pudieran transformarse los decimales en que-
brados comunes, lo que daria resultados exactos, que no se
obtienen con las decimales periddicas; pero la sencillez de as
operaciones decimales hace dar la preferencia 4 la conversién
de los quebrados comunes e fraceiones decimales.

Si hay que restar promiscuamente quebrados comunes y
fracciones decimales, se convierten aquéllos en éstas (si bien
pudieran éstas ser transformadas en aquéllos).

28,149857
— 0,333335

— 97,809524

98,149857 — _; =

28,333333
s — 0,142857

28-— — 0149857 = ——
(H 28,190476

Si la conversién de los quebrados comunes no siempre
conduce & un resto exacto, facilita en todo caso los medios
de obtener cuanta aproximacidn sea apetecible.

Sabemos que para multiplicar una fracecién decimal por
otra, se hace la operacidn como si las comas no existiesen
en multiplicando ni en multiplicador; y luego se separan de
derecha 4 izquierda en el producto total tantas cifras como
haya decimales en los dos factores.
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FRAUCIONES DECIMALES 1685

6,142857

4,3

18428571
24571228

264140851

A veces no hay en el producto total cifras bastantes para
separar la suma de las de los dos factores; y, en tal caso, =e
agregan & la izquierda del producto los ceros necesarios para

que & la derecha de la coma aparezean tantas cifras decima-
“les como exija dicha suma.

=0000000592

Ahora bien: si hay que multiplicar decimales por frac-
ciones comunes, las comunes se convierten en decimales (si
bien pudiera hacerse lo contrario, 4 no ser por la convenien-
cia). Y, obtenida la conversidn, se opera teniendo en cuenta
las dos reglas anteriores.

H
7

js e
o
< [an~2]

pad

=]
R

O,

1'._.

G

L

Aqui, por eriterio, y sabiéndose que si hubiera més cifras
en el multiplicando (como puede y debe haberlas) el produe-
to seria mayor, ha de ponerse que

0,88 < 0,20 = 1383...

En efecto
0,6666666 >< 0,20 = 0,133833320;

Y, pbr tanto, reducido este producto 4 solo cuatro cifras de-

cimales, resulta
’ = (,1338...

?
TOMO IfT, ’ ) 24
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136 ARITMATICA MODULAR

También puede multiplicarse directamente un quebrado
comtin por una fraccién decimal sin necesidad de reducir el
uno & la especie de la otra.

Multipliquese

8 0142357 » 5 0,428571
"7 —_—— —
0142857 >< =2 =

= 0,107142

Reducidas ambas fracciones & decimales, la aproximacién-

seria mayor:
0,142857. .. >< 0,75 = 0,10714275

Pero en ningtin caso la aproximacidn seria tanta como
efectuando realmente la transformacién en decimales del
producto natural de

1.3 3
s YT s
En efecto
30 128
20 |(————
40 | 0,10714285. ..
120
80
240
1690
20

Y, sin embargo, aun este resultado peca por defecto, pues

para la exactitud falta la serie indefinida de los demds pe-
riodos. '

Si hay que dividir un decimal por un gquebrado comin, &
bien un quebrado comin por un decimal, el quebrado se re-
duce por.conveniencia 4 decimal (si bien pudiera hacerse lo
contrario). _

1 e
052 — =0,5+0,33938, ..

50000 | 33333
16667 ‘

1!

Aqui, por criterio, debe el residuo considerarse como =
166666, con lo enal tendremos

50000 | 83033
166666
00000 | 1,5
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Y, en efecto,

m]n-a
|
o:{r-l
I
0 |
|
jury
h.lv-
I
—
T
o

Sea ahora

— £ 0333,

- r 1
Y, convertido en decimal el 5, tendremos, como antes

50000 | 83333

= 1,50

También puede partirse un decimal por un quebrado co-
mun, multiplicando el decimal por el quebrado invertido:
4 0,571428...

S 0149857, .. x - = AT . 0,190476. ..

0,149857... + —
g 1 3

Este resultado peca por defecto, como también la reduc-
cién directa del cuociente de

3
e
7 ¢ 2L 190 -
100 | 0,190476. ..
160
130
4...

Siambas fracciones aparcciesen en forma decimal, el re-
sultado pecaria por exceso

0,142857... | 0,75
678 —
357 0,190476
570
450
000

Aqui el cuociente resulta exacto, pero es mayor de lo de-
bide, porque el dividendo ha sido menor de lo que es en rea-
lidad. Pero, en vez del dividendo 14285700, péngase el ver-
dadero 14285714.., (tomando para final el 14 del principio del
segundo periodo suprimido), y el cuociente aparecerd emtomn-
ces con Mayor aproximacion:
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188 ARITMETICA MODULAR

0,14985714... | 0,75
678 —_—
357 0,19047618. .,
571 )
464
140...
650

También se puede dividir un guebrado comin por otro
deeimal, multiplicando el dividendo por la unidad seguida de
tantos ceros como haya cifras decimales en el divisor, y par-
tiendo el producto resultante por el producto del denomina-
dor del quebrado comunr multiplicado por el dato decimal:

Por ultimo:

Kl procedimiento empleado para convertir en decimales
las generatrices
1 10 n
a el |-
50 1 0,pgrs
c0O
d0

ha de conducir necesariamente & fracciones de un numero
limitado de cifras, ¢ 4 fracciones de perfodos sucesivos sin
término ni fin (como ya sabemos).

Tienen limitado numero de cifras las decimales exactas
procedentes de quebrados comunes en cuyos denominadores
g6lo entran factores del 10.

Y no tienen limite de cifras las fracciones decimales gene-
radas por quebrados en que entran factores primos con 10 (1).

No hay, pues, limite al nimero de periodos, porque cada
uno de los restos a, b, ¢, d... tiene que ser menor gque %; y, si
salen todos los posibles, no bien reaparezca el iniciador, se
repetirdn las operaciones parciales precedentes, dando Iugar
a nuevos € inacabables periodos.

Las decimales, pues, procedentes de quebrados comunes,
son, ¢ exactas o periddicas.

(13 Sientran factores primos con 10, ademis del 2 & el 5, resultan las
periddicas mixtas.

© Biblioteca Nacional de Espana



FRACCIONES DECIMALES ' 189

“Por consiguiente, no proceden de fracciones ordinarias
‘aquellas fracciones decimales inexactas perono periédicas,
cuyas cifras en nimero ilimitado no se repiten por grupos
periddicos en el mismo orden continua é indefinidamente.

Luego toda fraccién decimal inexacta y no periddica no
corresponde-4 generatrices conmensurables.

TLuego procede de las operaciones 4 que dan lugar los in-
conmensurables.

(Véase Inconmensurables.)

APENDICE :

Se llama quebrado de quebrado al producto de dos que-

brados.

3 5 15
— de — =— —
4 7 28

0,75 de 0,714285... = 0,75 >« 0,714285.., = 0,535371375

Toda potencia de un quebrado es igual 4 la potencia del
mismo grado del numerador dividida por la del denominador.

(3 ’_32_ k]

) =5 4
113 5 3\4 o

(?)=(Tﬁ) T o LOE)) =0,125

La potencia de una fraccién es, pues, la de su numerador
partida por la de su denominador.

Se llama raiz de un nidmero otro numero del que sea po-
tencia el primero. Asi -
3 B
TV 7

Las potencias sucesivas de los numeros mayores que la
unidad van creciendo y las de los quebrados propios van de-
creciendo, & medida que aumenta el exponente

P
oo (i
9' —18 (%):%
vow (1)
2 =64 (%):Sil

Ete, Ete
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190 ARITMRETICA MODULAR

El cuociente de toda divisién de enteros puede ponerse en
forma de quebrado

24 |

o9
-
jo)
ot
(=2}

2
== 1 |——

8 _ 4

5

g

e

Y, andlogamente, ol cuociente de dos fracciones ordinarias
puede también ponerse en forma de quebrado
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TABLA DE FRACCIONES DECINALES

La TaBLa siguiente contiene las fracciones decimales co-
rrespondientes & los quebrados comunes

1 1 1 1 1 1 1
T Y T Ty Ty Ry e h&sta. —
2 3 L) [} 7 - 99¢ 1000

Todo nimero, pnes, tabulado en la primera de cada dos
columnas contigunas, es el denominador de una fraceidn co-
mun cuyo numerador es-1. Asi,

34 I ‘020411765 representa lo mismo que i 0,020411765

114 ( 008771980 representa lo mismo que i—h = 0,008771930

17t ’ 003547958 representa lo mismo que % = 0,005847953

Como esos enteros, puestos en forma de quebrado, serian
{segin el convenio admitido)

3 114 1M

— - !

1 } 1

y sus fraceiones inversas aparecerian en la forma de

1 E 2
8’ Co1d 17k
iguales respectivamente 4

020411765, 008771930, -005B479535,
es costumbre hacer esta clase de tabulacionss. lamando N¢-
MEROS 4 los denominadores de los quebrados comunes, y de-

signando con el nombre de Inversas 4 las correspondientes
fracciones decimales.
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192 ARITMETICA MODULAR
Numeros Inversas | Numeras Inversas ; Kimeros Iuverses

1 1.00000000 58 017241379 115 003695652

2 * 500000000 5% *0EGR49155 116 (03620690

3 +3353333338 60 (16606667 117 008547002

4 250000000 61 ‘016393443 118 008474576

5 - 200000000 62 016129032 119 008408361

[ *16G6EHB66T 63 -015873016 120 *0083583338

7 + 142557145 64 015626000 121 - 008284465

8 - 125000000 65 015384615 122 008196721

9 +111111111 66 015151515 128 -008130081
10 + 100000000 67 014925378 124 -008064516
11 +0Y0HON091 65 *014705882 125 (08000000
12 083333358 69 014492754 §| 128 +QDTY36508
13 016923077 70 014285714 127 -007874016
14 0714235671 7L *014084517 128 +00T818500
15 *QBGBGEHEGT T2 -013353859 129 007751936
16 062600000 1Y T3 (13698630 130 «0075692808
17 058923529 8 7 013513514 X 131 007633585
18 *055309556 | T2 01383535 132 ‘007576758
19 052631579 6 013157395 133 -(0To18797
20 050000000 T =012037013 184 -00T4G268T
21 ~047G 15048 ‘ 8 *012320518 185 JO0TADTAOT
22 "015454545 | 79 ~01206558228 156 (007352941
23 (043478361 | 80 +01:2300000 137 007209270
24 *0416806667 - 31 *01234587%9 138 007248877
25 *C40000000 32 012195122 139 <007 1V4245
26 ‘0884061538 | 83 012048183 140 -007142857
27 037037037 84 “OL19GLTE6R 141 007092199
28 (5 T14286 1, 857 COLLTG4T08 142 +007T042254
29 03AR3THY [} 86 011627007 143 -00B993007 -
30 (033335383 |§ 87 TOL1460255 144 - O0439)-L4444
31 *032258065 83 (11136856450 145 - 006506H52
52 -031350000 3y *0LI2354905 146 <00GS4H315
33 030303080 i 490 HORIERERNE 147 006302721
B4 020411785 91 COL0aSHULL 1438 006756757
35 *02357 1429 a2 *010806D3655 149 * Q06711409
36 ~QATTTITTR 95 1010752685 150 +00GBGBEOT
37 027027037 94 0106382043 151 “006G22317
33 026315739 HE *0105256316 152 < 006578047
39 *023641026 96 O1L0L1G66T 158 006535948
40 025000000 97 *010300278 154 Q06493506
41 024390244 93 (010204082 {1 155 ‘006451618
42 *0238005 21 99 -0L0101010 156 006410256
43 ‘023255514 100 (10000000 157 ~QOG3G942T
44 ~022727273 101 - 00BA00VI0 158 <Q0G3201L14:
45 *(0222222322 102 *000303922 159 *00G28U308
46 -021739130 108 -00970STAS 1680 *0082500C0
47 *021276600 104 008615355 1G4 *006211180
43 1020335333 1056 ‘009523810 1 162 0063172840
49 *(020403163 106 009438032 1% 163 006131969
50 +020003000 107 009345794 164 *0060UTH61
51 010607843 108 ~009239254 165 + B0BOBOBYE
52 019230769 109 009174512 166 «00G024096
83 018367925 110 * 003090009 167 + 005955024
54 +013513519 111 * D000 04Y 168 -+ 005952381
b 018181318 1i2 -0039285371 ) 169 - 005917160
56 *0L7857143 118 -003849553 i 170 005382853
57 *0175H438860 114 ! - 005547955

008771930

| 171




193

FRACCIONES DECIMALES

Numeror Inversas E Nibmeros Inversas 1 Nimeros Invorsas
172 005818953 229 -004366812 286 003496508
173 +005750347 230 * 0043478326 287 = 003484321
174 < 005747126 231 - 004329004 288 *0034729222
175 +005714286 232 +004310345 289 -003460208
176 +005681818 233 004291845 290 -0034483276
177 -005649718 234 +004273504 291 <008436426
178 +005617978 235 -004255319 292 005424658
179 005586592 236 -004237288 293 (05412969
150 - 005555656 237 -004219409 294 008401861
181 + 006524862 238 + 004201681 205 - 003389531
182 005494506 239 *004184100 296 -003378378
183 005464481 240 *004166667 207 + 003367003
184 ‘005434788 - 241 +004149373 298 - 003355705
185 +005405405 249 -00415322581 299 003344482
186 +Q05376344 243 ~004 115226 300 003333338
187 005347594 244 -004008361 301 -008322259
188 *006319148 245 -004081633 302 T+003311258
189 + 005291005 246 -00L06504 1 303 -003301330
190 -00528G31568 [y 247 004048533 304 -003289474
191 005235602 248 *004032258 305 '003278689
192 005205333 249 - 004016064 308 +003267974
193 -005181347 250 « 004000000 307 003257329
194 ‘005154639 2561 -0083984064 308 + 003246753
195 +005123205 252 0039468264 308 003256246
196 005102041 255 008952560 310 +003225306
197 «00307614:2 254, -003937008 311 -003215434
198 005050505 ;‘ 2a5 +003921569 512 -003205128
199 005025126 256 -003906250 318 -003194388
200 005000000 257 - 003891051 314 003184713
201 004975124 258 (003875969 8156 =003 1746083
202 004950495 1} 239 003861004 3186 *003164557 -
203 * 004926108 260 *005846154 817 008154374
204 *004901961 261 -008831418 318 *005144654
206 004875049 262 -003816794 319 *003184798
206 004354369 263 -003302231 320 003123000
207 1004350918 264 -003787579 321 -003115265
208 004307692 265 - 008773585 322 *003105590
209 * 004784659 266 003750398 328 003095975
210 «004761905 267 008745318 824 003086420
211 +004739336 268 *003731343 325 1003076928
212 -004716981 269 *003717472 826 003067485
213 + 004694836 270 +003703704 327 03045104
214 +004672897 271 - (03690057 ] 328 003048780
215 0014651163 272 003676471 329 -003089514
216 -004629630 278 008663004 330 +003030303
217 004605295 274 003649635 851 +003021148
218 004587156 275 +003656564 | 352 *003012046
219 -00456G210 276 - 003623188 335 003003003
220 *0045456455 277 003610108 I 334 *002994012
221 004524887 278 -008597122 385 *002985075
202 - 004504505 279 -008584029 | 336 *002976190
223 -004484805 280 +003571429 1y 837 *002967350
224 004464286 281 +003358719 | 338 002958580
225 < 00dd4Ld44 232 *003546098 | 839 *002049858
226 +004424779 283 + 003553569 | 340 002941176
227 004405286 284 ‘003521127 841 *0029326561,
228 004385965 285 003508772 ‘ 342 * 002923477
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Numeros Inversas Nilmeroa Inversas ! Nimeros Inversas

345 -002915452 400 +002500000 457 002188184
844 -002906977 401 *002443760 458 002153406
845 «002898541 402 002487562 459 002178649
346 +002890173 403 002481590 460 002173213
347 - 0023581814 404 002475248 461 002169157
848 -002873563 405 *002469156 462 002164502
349 - 002865330 406 002463054 463 *002159827
350 -002857148 407 *002457003 464 + 002155172
351 +00284.9003 408 - 002450980 465 002150538
363 + 002840809 409 *002444588 466 +002145923
353 + 002832801 410 002430024 467 *002141328
354 + 002824559 411 - 002488000 468 -002186752
3566 +002816901 412 ~002427184 469 -002152196
356 -002308989 413 ‘002421308 |} 470 -002127660
857 002801120 414 002415459 471 002125142
358 -002793296 415 002409639 472 -002118644
269 002762515 416 -002406846 478 -002114.165
860 Q0277718 417 - 002398082 474 - 002109705
861 002770083 418 10023952844 475 +002105263
362 «002762431 419 -002886635 476 -002100840
363 0027564821 420 002380952 477 -002096436
364 002747253 4921 -002375297 478 - 002092050
365 -002739726 492 002369663 479 +002097683
366 +002732240 423 -002364066  |§, 480 +002083333
367 -002724796 424 +002358491 i 481 002073002
368 -002717591 l{] 435 -002352041 b482 002074689
869 +002710027 426 -002847418 | 488 -002070393
870 002702703 427 002341920 484 -002066116
371 +002655118 428 *002336449 ; 4836 * 002061856
372 « 002688172 429 +002331002 4806 -002057613
378 -0026309G5 430 002325581 487 - 0020563558
374 002673797 431 | 002320186 488 002049180
375 -002666667 432 +002814815 489 002044990
376 002659574 433 -00230946%9 490 -00204(1816
377 -002652520 434 002304147 491 -002086660
318 002645503 435 002298851 492 -002032520
879 -002635521 436 002293578 443 +002023398
380 -002681579 437 *002288830 494 +Q0 2024207,
381 -002621672 438 *002283105 495 + 002020202
352 -002617301. 439 002277904 496 - 002016129
583 002610966 440 002272727 497 1002012072
384 *002604167 ; 441 002267574 4985 002008032
385 *002597403 if] 442 +002262443 499 (02004008
386 002590674 445 (002257336 500 - 302000000
837 = 002585979 444 002252252 501 +001996008
588 Q02577820 445 002247191 502 -001992052
389 002570634 446 002242152 508 +001988072
390 +003564103 447 002237186 504 ~001984127
391 < 002557545 448 ~002232143 505 *0019301938
392 *002551020 449 (02237171 . 506 *001976285
395 *002544529 450 =00D2222292 807 001972887
304 *002638071 451 002217295 508 +001968504.
395 *00B551646 453 002212383 509 +001964637
306 - 003526253 453 *002207506 510 *001960784
297 002515592 454 +C02202643 b5ll (01956947
398 +002512563 455 (02197802 512 001953125
599 * 002506266 456 *002192082 513 *001949318
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195

Nimeros Inversas Numeros Inversas Nimeres Inversas
bl4 +001945525 571 +001751813 628 +001592857
515 001941748 572 + 001748252 629 * 001589825
516 *001937984 513 - 001745201 630 -001687302
517 001934236 574 001742160 651 001584786
518 - 001980502 575 -0017598130 632 1001582276
510 0021926762 b6 -001786111 G33 -001B7HTTO
520 001923077 577 001753102 634 *001577287
521 +0019193866 578 001730104 635 *00L574803
522 *0019156709 a7h ‘001727116 636 *001572327
523 -001912046 530 +001724138 637 + 001569859
524 + 001508397 5381 1001721170 638 = 001667398
b2a +001504762 582 *001718213 639 * 001564945
526 001901141 583 | 001715266 640 * 001662600
527 Q01897533 584 0017125329 641, 001560062
528 +001893939 385 + 001708402 6442 001557632
529 001590359 536 +0017064E5 645 001555210
530 *001886792 587 -001703575 G644 001552795
b3l - 001853259 588 - 001700680 645 001550388
532 *00187969% 589 001697793 646 001547988
5338 *001876173 290 +0016949153 647 *091545595
534 Q01872659 1 591 - 001692047 648 - 001543210
555 001869159 392 -001689189 ] 649 +001540882
536 ~00 1865672 393 - 001636341 630 + 001535462
37 001862197 |} 594 0016863502 ! 651 +001536098
538 Q01858786 [y 595 001650672 1} 652 *001533742
539 -001855283 || 096 ‘001677552 ¢ 653 -001531304
540 0018518562 1 9T -001675042 6354 *001523052
541 *001848429 ] 598 001672241 6565 -001526718
549 *001845018 599 -001669449 656 -001524350
543 001841621 600 -001666667 607 - 001522070
bd4. *001638235 601 -001663894. 658 *001519757
545 001834862 602 -001661130 669 *001517451
5486 001831502 GO3 - 001858375 660 001515152
547 *001528154 604 + 001655629 661 + 001512859
048 (001824818 605 -001652693. 662 *001510574
549 - 001821494 606 -001650165 a63 (001508296
B30 +001818182 807 +00164.7446 664 .| -00150602:L
551 001314382 608 +001644737 665 +00150375%
552 001811594 609 -001642036 666 *001501502
bas 081808818 610 + 001639344 667 001499250
bHbd *001805004 611 *001636661 668 < 001497006
5hd +001801802 612 -001633987 669 +0014.94768
556 001798561 613 *001631521 670 001492537
LY -001795532 614 -001628664 671 - 001450813
558 001792115 615 001626016 672 *001488095
559 - 001788909 616 +001625877 673 001485884
560 001785714 617 +001620746 614 - 001483680
561 Q01782531 618 001618123 675 -001481481
562 *001779359 619 - 001615509 676 0014743290
563 *001776199 620 001612905 677 001477106
5G4 001773050 621 001610306 678 - 001474926
565 +001769912 622 -001607717 679 *001472754
566 001766784, 623 «001605136 630 1001470588
567 *001763668 624 - 001602564 681 -001463429
563 001760563 625 001600000 652 001466276
569 *001757469 626 001597444 833 -001464129
570 627 * 001594596 684 ‘001461988

+001 754336
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Kameros Inversas | Nimeros Inversas ;Nﬁmeros Inversas
685 001459854 742 -001847709 THo ‘001251564
686 +001457726 743 -00L546895 800 + 001250000
687 * 001455604 T44 (013440806 801 +001248459
688 -001453488 T4b +001342289 802 + 001246885
659 -001451379 46 + 001340483 803 * 001245330
990 -001446275 747 -001338656 804 001243781
891 001447178 748 - 001336898 805 - 001242286
69 001445087 749 -001335115 806 < 001240695
393 + 001443001 750 1001332333 807 +001289157
894 001440922 751 001351558 tal] 001257624
695 + 001455849 H2 -001329787 S04 *001286094,
896 + 001456752 55 - 001328021 810 0012845685
697 -001434720 154 - 001526260 811 +001233046
694 001452665 755 001524503 812 -001231527
99 *001430615 56 +001322751 813 + 001230012
700 -0014268571 87 001321004 814 +001228501
701 *001426534 758 -001319261 815 001226994
702 001424501 59 0018175623 516 001225199
T03 *001422475 760 ‘001315789 817 -001225940
04 +001420455 761 +0013140G0 818 +001222494
T0a *001418440 762 -001314336 819 *001221001
T08 -001416451 763 + 001310616 520 001219512
707 -001414427 764 -001308201 821 001218027
708 +001412429 765 -001807190 322 +0012160645
709 001410437 766 -001305453 823 *001215067
T10 *001408451 67 +001808781 524 -001213592
711 *001406470 768 -001302083 825 *001212191
12 *001404424 769 -0G1800290 826 *701210654
718 -001402525 i -001298701 527 *001209190
T4 -001400560 771 -001297017 828 ~Q01207729
715 (101398601 T2 -0012956337 829 -001206275
716 001396648 TS -001293061 830 *001204819
T 001394700 T4 -001291990 831 001203369
718 <0018927ES i) 001290323 8532 ~(01201923
719 * 001380821 76 001285660 ;853 021200480
720 ‘001385889 7 001287001 1} 884 -001199041
721 *D01386963 T8 -001255347 835 *001197605
22 001355042 TTY -001283697 436 -001196172
723 + 001385126 780 001282051 837 001194743
e +001381215 781 -0012380410 838 *001198317
795 *001379810 782 -001278772 18| 839 *001191895
726 ‘001377410 753 (001277139 |} 840 *001190476
27 *001375518 784 +001275510 841 +001183061
s 001578626 =553 001273885 842 *001187648
729 001871743 86 -001272265 843 «001186240
780 001569863 87 +001270648 344 +001184854
731 001367089 758 001269036 845 001183432
782 ~001366120 789 001267427 346 001182083
733 *001364256 (b 790 -001265823 847 +Q01180633
T34 001562358 I ™ +001264223 848 <001179245
T35 001360544 T92 - 0012626206 349 -()01177856
736 001358696 793 ‘001261084 350 *00EL7G47L
737 * 01356862 794 001259446 851 -001176085
T8 1001385014 95 001257862 852 001173709
739 *001353180 T96 -001256281 853 -001172333
740 *001351351 97 + 001254705 8h4 001170960
T4l +001349528 | 798 * 001265153 *001168591

836
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197 - -

Niimeros Inversas N imeros Inversas Wiimeros Inversus
856 +001168224 905 -001104972 958 *001049318
857 *00L166861 906 -001102753 954 001048218
8568 0011656501 907 *001102534 955 *001047120
859 - 001164144 08 *001101322 956 + 001046025
360 +001162791 909 *001100110 957 +0010449582
2361 +001161440 910 *001098901 958 -001043841
862 +001160093 911 +001097695 959 -001042758
563 *Q01158749 912 001096491 960 *001041667
864, 001157407 918 + 001095290 961 001040583
865 +001156069 914 * 001094092 962 +001039501
866 -001154734 915 1001092898 963 001088422
867 -001153403 916 +001091708 964 -001087544
868 Q01152074 917 001090513 965 001036269
869 -001150745 918 +001089325 966 001035197
870 +001149425 919 001085139 967 -001034126
871 + 001148106 920 001086957 968 -001053058
872 *001146789 921 *001085776 969 -001031992
873 001145475 929 001084599 270 001030928
874 +001144165 923 *001083425 971 +001029866
875 +001142857 924 +(001082251 872 -001026807
876 +0011415653 925 001081081 978 001027749
877 -001140251. 926 *001079914 974 001026694
878 -001158452 927 +001078749 975 +001025641
879 001157656 928 001077586 ‘ 976 ‘001024580
880 +001136364 929 *001076426 977 -001023541
881 *001155074 930 001075269 |3 978 - 001022495
832 001133787 9581 001074114 979 001021450
888 -001132503 932 001072961, 980 «001020405
854 +001131222 933 001071811 931 +001019168
585 - 001129944 934 001070664 982 -Q01018330
886 +001123668 935 001062519 983 Q01017294
887 +001127396 936 - 001068376 954 -001016260
588 001126126 937 + 001067236 0985 001015323
889 +001124859 938 -G0LOGG098 986 -001.014199
890 +001 123596 939 +001064963 987 001018171
891 1001122834 940 +001068830 988 - 001012146
592 *001121076 041 +001062699 989 -001011122
803 -001119821 042 *001061571 i 990 -001010101
894 +001118568 948 * 901060445 991 + 001008052
8956 -001117818 944 + 001059522 8992 «001008065
896 +001116071, 945 +001058201L 993 -001007049
897 + 001114827 946 001057082 994 -001006036
898 001113586 047 - 001055966 995 001005025
899 *001112347 948 *001054852 9496 -Q01004016
900 001111111 249 +001068741 997 +001008009
a01 001109878 950 - 001052632 998 (001002004
505 *001108647 951 0010515626 999 -(001001001
903 *001107420 952 +001050420 1000 « 001000000
904 -001106195
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'CUOCIENTES IGUALES

AN S e

LECCION I

Proporcién,’

31 un dividendo partide por su divisor da el mismo cuo-
ciente que otro dividendo partido por su respectivo divisor,
entonces se dice que los dos dividendos y los dos divisores
forman proporeion.

2
10 T3 ! 5 sumand
. -+ sumandos
—2-.‘_.5{ 072 _ IS
5 + 2
= 10
7
B g+ :
B —+ 7 b sumandos
- =5 3517 1T 7 -
R = 35 4!

Claro es que los nimeros proporcionales no son los dos

(1) Si dos sumas ds surmandos ignales tienen el mismo nfmero de su-
mandos, eada suma. es proporeional 4 su regpective sumande generador.

TOMO 111, 26
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202 ARITMBTIOA MODULAR

cuocientes iguales, sino los cuatro ndmeros que dos & dos dan
tales cuocientes. :

En el anterior ejemplo los nimeros proporcionales.son
' 1059235y 5 '

Y en el ejemplo siguiente

. 7
o + 7 ! 3 sumandos
= =3 o7 T
!
3 — a1
5
15 -~ 5 ) 8 sumandos
2 =3 155 ; SR
| 3

=15

los niimeros proporcionales son
2Ly 1byh

En toda proporeién hay, pues, cuatro términos.

Actualmente cuando cuatro nimeros son proporcionales
suelen escribirse tales nimeros en forma de quebrado; pero
en lo antiguo se escribian con una notacién particular (que
también se usa todavia).

Asi, en veoz de

que se lee

Diez partido por dosigual d treinta y cinco partide por siete,

se presentaba, y se presenta, la proporcién en la siguiente

forma:
10: 20 85: 7,

notacién gue se lee asi:

Diez es ¢ 2 como treinta y einco es ¢ 7.

.

De modo que el signo :: sé lee como.

Y su correlativo el signo ; se lee es 4.

© Biblioteca Nacional de Espana



FRACCIONES DECIMALES 203

Del mismo modo se leen los nimeros proporcionales cuan-
do aparecen en forma de ecuacidén fraccionaria,

21 15

7 5

21 es & T como 15 es ¢ 53

Por manera que en semejante caso el signo de igual-
dad = se lee como,

Y su correlativo la raya de quebrado se lee es d.

Asimismo hay quienes escriben las proporciones asi:

n

B:1=40:56

Ocho es ¢ une como cuarenta es« cinco.

Y también

g 40
T G

Tratandose, pues, de proporciones, los signos ;. y =son
como, y la raya de quebrado y el signo . son es d; sin perjui-
cio de lo cual los signos + y | se leen partido por cuando se
trata de indicar la operacidén de dividir. :

No paran aqui las diferencias de enunciacién. Al cuocien-
te, cuando se trata de nidmeros proporcionales, se le da el
nombre de razén; y, asi, en vez de decir que 7 es el cuocien-
te de 6 partido por 8, se dice que 7 es la razén de 56 4 8; 6
bien la razén de 8 4 56. ;Cudl es la razén de 12 4 37 La razdén
de 12 & J es 4, )

Por consiguiente, cuociente, razén y fraccidn son la mis-
ma cosa en cuanto & sus resultados numéricos.

Por tanto,

12 .
- = 4; doce partido por 3 ..

12 Son expresiones que re-

3= 4; la razén de 12 4 fres;  presentan el mismo re-
sultado numérico 4.

12

= 4; doce fereios........

Y, sin embargo, tales expresiones no son sinénimas.
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204 ARITMETICA MODULAR

, Indica que hay que hacer una opera-
Doce partido por tres...... .. ¢ién de dividir, esto es, que hay que
" - busear un cuoeiente.

Significa que esas cantidades estdn en
Doce es & tres............. { proporciqén con otras dos; v

Doce tercios & docs tercias. . Man’lﬁest.a. 1a suma delag partes Qe un
médule obtenidas en una medicidn.

Por tanto, el resultado numeérico es siempre e! mismo, 4.
Pero la procedencia ¢ la interpretacién que debe darse 4 esos
ndmeros no es idéntica. '

Asi 12 tercias nunca puede representar un nitmero puro
sino un numero modular; al paso que la razén 12 es 4 3 pue-
de referirse lo mismo & nimeros puros que 4 ndmeros modu-
lares. Por ejemplo, 12 manzanas es 4 3 manzanas, de igual
manera que la suma 12 de 4 sumandos iguales 3 3 es al ni-
mero puro 3: _ '

3 (ntmero puro) + 84343 =12

Lo mismo hay que decir de dividendos y divisores, que
pueden ser niimeros puros ¢ numeros modulares.

12 manzanas | 3 manzanas; 12 (nimero puro) | 3 (nlmero puro)

Nora. Aunque las razones puedan ser relaciones ertre
nimeros puros, resultan en gran nimero de casos relaciones
entre numercs modulares de la misma especie: (12 metros
v 8 metros: 30 kilos y 3 kilos, etc.) _

Tampoco en el lenguaje especial de los numeros propor-
cionales se llama dividendos ni divisores 4 los nimeros cuyos
respectivos cuocientes son iguales. Los dividendos se deno-
minan antecedentes y los divisores consecuentes.

- Asi, en la proporeién '

-2 7

+ 2 + 7

+ 2 4 7T

. 10 35 2 7
10:2::85:7;(—2-=To)5 :t 2 j: 7
= 10 = 85

los nimeros 10 y 85 no !'se llaman sumas, ni dividendos, ni
numeradores, sino antecedentes, y los mimeros 2y 7 no se de-
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nominan sumandos, ni divisores ni denominadores, sino con-
secuentes. '
De modo que

go lee asi

El 1.ev antecedente : 2l 1.er consecuente : : el 2.0 antecedente ; al 2.9 consecuente
10 2. - 1.

Pero, segin se v& con toda claridad, no son conceptos dis-
tintos en esencia (aungue no precisamente sindnimos) los con-
ceptos de suma de sumandos iguales, dividendo, numerador y
antecedente, ni sus correlativos de sumando, divisor, denomi-
nador y conecuentes.

Las diferencias son andlogas 4 las indicadas con respecto

12
al anterior 3 . -

K] primer antecedente y el segundo consecuente se Ila-
man extremos, y se denominan medios el segundo consecuen-

te y el segundo antecedente.
§:1 x40 :5

En esta proporcion 8 y b son los extremos, vy 1 v 40 son

los medios. .
5:586 1 2:14

Y aqui b y 14 son los exiremos, y 8b y 2 los medios.

Tampoco se dice que proporcidn es la igualdad de dos cuo-
cientes, sino que proporcidn esla igualdad de dos razones; pe-
1o la diferencia de nomenclatura no entrafia diferencia de
conceptos.

En rigor, pues, no hay verdaderamente motivo esencial
para conservar las antiguas denominaciones ni su especial
notacion (a : b :: ¢ :d); pero tanto notacidn como nomen-
clatura recuerdan al operador que no se trata de numeros
cualesquiera, sino precisamente de ndmercs proporcionales;
y esto es ya de suficiente importancia para no abolir la an-
tigua manera de nombrarlos y escribirlos (1), De aqui su

- ! -

(1) Ademds,los datos puestos en forma de proporcion se imaginan me-
jor que puestos en forma de gquebrado; particularidad més que guficiente

para conservar la antigna notmcidn por lo que ésta facilita el cdleulo
mental. :
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uso, general ain, en geometria especialmente. Y de aqgui
también el empleo de lag formas fracciounarias cuando se
‘consideran preferibles;

a:b neid vy —z—:-::-

Del empleo de las varias denominaciones de los nimeros
proporcionales resulta lo siguiente, cuando las razones ¢
cuocientes son iguales:

Oira suma de igual

Ll;:a;léf;l ]_ﬂL:mslg; } ;4 s1 sumande B mupero de swnan-) : al suyo v Sirndo igua-
g 105 iguales les los cuo-
N ) cientes, se-
Un dividendo : 41 su divisor 1+ oirp dividerulo : al suyo gin queda
- . diche.
Un numerador 14 sn denominedor : @ otro numerader t 4 su denpminador
Un antecedente + i su conseeuenle ::  otro anlecedente : 4 su consesuente

Un extremo 4 su medin i1 el otre medio : al airo extrema.

Dos cuocientes igunales (¢ bien dos razones iguales) signi-
fican que el nimeroc de sumandos es el mismo en dos sumas
diferentes (1).

Asi, la proporeidn

6:2 2 50 :10; 6 bien © = 2. § bien — 1t =
2 10 2 10
representa las dos sumas siguientes:
2 10
+ 2 + 10
4+ @ + 10
= 6 = 30

cada una de las cnales tiene tres sumandos (iguales en cada
una y diferentes de una 4 otra).

E] nitmero de los sumandos iguales (6 sea el cuociente, o
bien la razdp) es siempre un numero puro, al paso gue los
sumandos pueden ser nimeros puros 6 ntiimeros-maédulo.

2 pesctag 10 pesetas
+ 2 pesetas + 10 pesetas
+ . 2 pesetas + 10 pesetas
= 0 pesetas = 30 pesetas

(I) Véase Leceidn IV,
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El hecho de que una suma tenga el mismo niimero de su-
mandos que otra suma entrafia una propiedad importantisi-
ma: la de que los dos términos de una de las razones son
equimultiplos de los de la otra. En el dltimo ejemplo te-
nemos '

+ 2 + 10 =2=5
+ 32 + 10 =2 b
= 6 =80=86x5

donde vemos que los términos de la segunda razén son los
mismos de la primera multiplicados por b.
Y, como esto es general, tenemos gue toda proporclon es
de la forma. siguiente:
nX

) . a N
a:bunnxae:n>xb & bhien > xb,ob1en

i 8
a
E
X
&

o
b
X
o

igualdad ya evidente; pttes nos consta gue, si numerador y
denominador se multiplican por un mismo nidmero, el gue-
brado no varia. Por otra parte sabemos que todo numero es
igual 4 cualgquier otro, si este otre se multlphca. por el cuo-
clente de ambos.

15:5::51:17;61)1@11——61,o‘bln ?’::E
57 17 5 .17

pxpresiones que representan las sumas

5 17
+ b -+ 17
+ b + 17
= 15 = b1

donde 17 es un mdltiplo de 5, si 5 se multiplica por el cuo-
ciente de ambos nimeros, que es 3 2/, . En efecto,

17 .
5= 3%,
de donde
5 5> 825 = 17
+ b + b 3%g= 17
+ 5 + 5 > 33y = 17
= 15 15 > 89/g = 51
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Asi, pues, todo antecedente es igual & su consecuente
multiplicado por su razon. ~

gfzé,razén L 20=55<4
6, lo que es lo mismo,
el dividendo = divisor >< enociente.
De donde resulta esta propiedad caplta.l de todas las pro-

POI‘ClOI].@S

El producto de medios es igunal al producto de extremos.
En efscto:

1.° La segunda razdn es = 4 la 1.* Silos dos térmiros
de ésta se multiplican por un mismo numero ¢ coeficiente:

a:b'::n_xa:ﬂxb
e axX (Bxb) =0bxn x a

producto de extremos = producto de medios.

Y, como el orden de los factores no altera el producto,
resulta la evidencia siguiente:

axdxn=axbxn

Un ejemplo:
20 : 5 2 60 ;15
0 bien
20:5::@0x8): (3=
Por consiguiente, producto de extremos = producto de
medios:
20 3¢ (53¢ 5) = 5 3 (8 3 20)
6 bien :
20 53 =20 538

y asi de los demds casos, en que los equimiltiplos pueden
proceder de nimeros fraccionarios.

5 17= b5><32%/
-+ 5 +1T= 5x8%/4
= 15 =081=163<3%/¢

1515 ¢ 511 17; d bien 15 1 5 22 {153< 52/5) 5> (32/5)
v, por consiguiente, 15> (B 3%/5) =85> (15 3 %/,
8%/s 1B 5=08"%5 x 15x5
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- 2. Por consiguiente, toda proporcidn es, en esencia, una
identidad,
A=A

8 bien, formas diferentes de una identidad .

5 _8xE
==

v

£
1

Hl‘:a
—
oo

AY -
Lldmase proporcidn confinua aquella cuyos medios - son
-iguales: 2

?g 32 32 1?1 estas proporeiones : :Blg 32 1‘2
o b b cJ suelen escribirse - a,; b p

En esta clase especial de proporciones

al cuadrado de vo medio
por el otre extremo

Un extremo =

k3
4= —
c
o
¢ =
a
302 S00
60 = — = o
15 15
- a0 90¢
15 = — == —
GO 60
44 16
16 = — = —--
1 1
[ 1
L 18
l=-"=-— -
16 15

Pueden darse proporciones de la forma

a: b ¢ o

30 : 60 15 : 3D )
TOMO 111 : . ey
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en que los extremos sean los términos iguales; pero estas.
proporciones no tienen denominacién especial, y sus propie-
dades son iguales 4 las de las proporciopes continnas.

En las proporeciones continuas se llama 4 cualquiera de las
.medios medio proporcional entre los dos extremos (1), y el ul-
timo términoe se llama fercero proporcional entreel 1.9 y e12.°;
o bien tercero proporcional al 1.° y al 2.°

Por dltimo, ex una proporeién continua uno de los me-

“dios es igual & la raiz cuadrada del producto de los extremos

¢ b b, BB= ax ¢.'. b=+Vixs

GO ;80 32 80 2 15 .. B0 = 50 x< 15 .. 80 = V0 x 16 = o0 = 80

Onservacion.—DLa antigna notacién y sus denominacio-
nes son mas 4 proposito que las modernas para hacer com-
precder las propiedades de las proporciones.

iCuanto mds elaro es deciv «¢l producto de medios es igual
al producte de ewtremos» que no la férmula: «En toda igual-
dad fraccionaria son iguales los productos de los términos
opestos!»

Ademds, hay que definir lo que se entiende por términos
opuestos.

Son, pues, términos opuestos, el numerador de una razén
y el denominador de la otra.

En la igualdad fraccionaria

[¢] [ 2]
— = —, 6bien — 1 —
b d’ &

Son términos opuestos a ¥ d, asf como b y ¢.

{1y '"Fambién el medio proporcional entre dos extremos ssllama media

{actorial. .
Véase Lezcion preliminav de las progresiones.
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Transtormacién de los términes de una proporcion.

i

TUna razdén se llama inversa de otra eunando el numerador
de la 1.% es denominador de la 2." y el denominador en aqué-
1la es numerador en ésta.

20 5
& T )
13 7 .
7 ¥ T3 [ son ravones inversas.
S
b M a

Tl producto de dos razones inversas es siempre — 1, evi-

-dentemente.
20 A 20 % 6 _

—_— —_— =1
a ><20 4 x 20
13- i 13 % 7 1
7 N E T T xm
@ .b o ®b
— —_— = — =1
bxa b ®a

De donde se deduce también que el producto de medios
-es igual al producto de extremos; por resultar de las opera-
ciones dos razones inversas.

b (n><a):(nxd)

£ 7. Xb o, . &
ax(nxb):bx(ﬂxa);oblenixf—;ob1en‘£><—:}_
[ nXa ] a
20:5::060:15
. a0 3 20 5 x3 20 5
20 = G0; 6 bien = - = = T =
< 15 =15 > 60; 6 bi s < w > > 20 xs 5>\201
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Si un produeto de dos factores, phrtido por ctro producto
también de dos factores, da por cuociente la unidad, los cua-
tro factores forman proporeidn; porgue siempre resultan dos
razones iguales, colocando como extremos 4 los dos factores
de uno cualquiera de los dos productos, y como medios a los
otros dos. :

(]
w

0 %

x 1

0 5 ;12 1 3

=1

[+
5]

5]
o

Colocados los factores de este modo, resultan en propor—
eién por ser iguales las razones : )

s

oo

E..iz_.‘-l—
5. 3’?—!—
+

)

]

Y también los mismos niimeros resultarian proporcionales
poniendo como extremos Jos que ahora son medios:

5ox 12
20 x%x 3
08080 i 81130

Cuyas razones son

inversas de las anteriores.
Cuando un producto binario partido por otro producto bi-
nario da por cuociente la unidad, como

20 x 3

=1,
5 x 12

la proporeidn resulta leyendo ante todo el primer factor del
numerador, luego los dos factores del denominador, y, por
tltimo, el segundo del numerador. -

20 : 5 2 12 : 8

Por consiguiente, los ejemplos que siguen

35 x 18 o xd

T8 b xe
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P

se leerdn respectivamente:
B85:7u06hi13 v a:bueid,

sin alteracion de la propiedad fundamental de ser 1 el cuo-
ciente.

. Ocho son las posiciones de que resultan susceptibles dos
productos binarios iguales; porque tales productos correspon-
den 4 dos sumas del mismo ndmero de sumandos iguales,
tales, como por ] emplo lag dos siguientes, de cnatro suman-
dos cada una.

5 3
—+ 5 + 8 .
-+ B + 3
+ 5 4+ 5 -
= 20 = 12

Esta clase de sumas de igual nimero de sumandos da lu-
gav d las cuatro propiedades siguientes, cada una susceptible
de dos variantes, segin se tome como primera 6 como segun-
da una de las dos sumas.

1 a 20 x 3
. y Boes P - — o .
. . 20: 5::12: & 5 % 1 =.1{Un antecodente es &
Ura suma es 4 $i so- N su congee, ! el otro
‘ - L 12 %3
I:If[‘nl_ldo i la otra | o T ET E Tht LI ank. al suyo.
suma sl sayo. 3 %20
oa 5 x 12
A =Py P - [ ] Ji i
o , s 5:20:: 3: 13, hra—— =1 T consec, es 4 510 an-
Un sumando es 4 su x tecedente 1. el otro
= - .. Sl il
stug i oelotrosu-| 4.9, 5,99 83X M | oous, al suyo.
mando 4 la suya. 12 %5

3.0 : . = 2 x 8 L s al otr
41 912 5 3% —1 T'n antee, es al oiro
- un consecuente al

["ua suma es 4 la otra . -
otro (respectiva-

sunsumandodotro | 5. 95.. 8. 5

(1 espectivaments) * [ 77 KPTSVIF 1 mente).
4.2 .o B x 12 ‘
. 518801y 3 20=1 Un cons. es al otro 2
Unsumandoesalobro * [ wn ant. al otro (res-
e & - E X +
: unasmioa ala ofra | 3. 5. 19, 20 3XH_ g pectivaments).
(respectivamente) * 5 x 12 !

En las 8 posiciones, cada suma tiene por factor el suman-
do de la otra. Asila 1.” suma 20 va siempre multiplicada por

s }_JleGlSO agregar ol adverbio respectivamente, porque no habria
})101301‘01011 pouiende de- cnalgquier modo los sumandos. Por ejemplo:
20 :12::3: 5 no son proporeion.

e Lunposo 1‘.01ma.11a,n proporeion 3 :5 112
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ol sumando 3 de la segunda; y la 2.* suma 12 por el b, su-
mando de la 1.* Los factores aparecen alterados; esto es,
20 < 8 y 8¢ 20; y cada alternacidén estd dos veces como nu-
merador, y otras dos como denominador. :

20 &
Las razones, por tanto, son solamente dos: Ty -;; ¥ sus
nversas ;3 ¥ & .

Como ejercicio apliquemos todo esto & las dos sumas s1-
guientes, cada una de 5 sumandos iguales:

7 i3
+ 7 ~+ 13
~4 9 —+ 13
4 T 4+ 13
—— -+ 13
= 35 — {ih

I

TU'na suma es 4 st sumando :: la otra al suyo

r
e - ) o A _ ; S35 x 13 453
83 1 68 ¢ 18; razdn = 5; productos, L=
; . X 6q 4353
~ = . x Mt %3
65 : 18 1 85 : 7; ramén = I; productos, =-—.
13 x 8% 483

TUn sumando es 4 susuma :: el olro sumando &ls suya

7 X 63 15h
[y

35 x 13 433
13 % 85 45

~ . ax . 1
¢ 135 11 18 : 65; razdn = 3 productos,

iy o - 1
13 : 63 :x 7 : 85 razmén=-—; productos, pregl
. 5 [ 153

Las sumas son una & otra i sus respectivos sumandos
'

. : - 7 3 x 13 5
85 : 65 1 T :13; razdn = —; productos, —-m-— = —.
13 63 »x 7 4585
, - - 13 63 X 7 455
' 65 :55 ¢ 18 : T; razbén = ;prodmctos, —— = --—.
. 7! P25 % 13 405

Tiog sumandos son uno 4 otro :¢ sng respectivas sumas .

. ax . g 7 - T x 65 465
T 113 i 85 : 65; rezdn = ;productes, o——= ——.
13 13 x 35 435
i3 X 35 455
7 % 65 486

13

-1
[+
Ot

- , i3
: 85; razén = —; productos,
7 :

Los cuatro primeros numeradores son idénticos 4 los cuatro

segundos, pero los respectivos denominadores aparecen al-
ternados.
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SIGNIFICACION DE LOS NUMRERADORES IGUALES ¥ DENOMINADORES

Una suma es 4 su suman- ‘

de it la otra suma al)

suyo -

] i
‘Un sumando es 4 susuma S 33

11 el otro sumando & la
suyn

ALTERNADOS.

8 x 13 85 %11 _

7 % 65° 85 x 7 | Lassumas sen una 4 otra
11 Sus respectivos si-

63 X T 03 x 7 mandos.

13 x 357 33 x 13

T % 63 T x 65

35 % 137 13 % 85 | Los sumandos son uno 4
otro :: sus respectivas

I3 % 35 13 % 35 suimnas.

65 x 7' 7 % 65! .

Resumiendo resulta:

‘Que toda igualdad fraccionaria es susceptible de tan-
tas transformaciones cuantas permitan que resulten iguales.
los productos de los términos opuestos; ¢ resultantes en aspa;

20 32 12 W 5 2 3 5 20 5 Iz &8 & 2 8 12

—_—_— = T -, —m = = === === = — = =V = ==
i 317 3 5790 127 127 w207 12 37 m 578 127Y 57
O bien,

2.° Que en toda proporcién se pueden permutar los me-
dios, los extremos, ¢ unos y otros, y, ademds, cabe poner los-

medios por extremos ¢ los extremos por medios.

Es consecuencia de lo expuesto que toda operacién de
multiplicar enteros es un caso particular de las reglas de las

proporciones.
Sea la multiplicacién

Aqui hay las dos sumacg siguientes:

4
2
3
2

4+
T+t

8

Il
.

Y la razén de ser toda operacion de multiplicar enteros un
caso de las proporclones resulta muy clara. Siempre el mul-
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tiplicador es una suma de unidades, y siempre el prodacto es
una suma del misme nimerc de multiplicandos que unidades
tiene el multiplicador.

Como el orden de los facteres no cambia el producto (tra-
tdndose de nimeros puros), claro es que resultarian las mis-
mags consideraciones haciendo multiplicando al multiplicador
v multiplicador al multiplicando; 4 >< 2, '

Entoneces tendriamos (siguiendo el eJemplo anterior) las
SHMAs
4 1
4 1

+

+
=8

1]

Por consiguiente, cuandc se nos dan un multiplicando y
un multiplicador enteros, no se nos dan dos datos, sino tres:

El multiplicando, ¢ sea el sumando de una suma. que hay
que sacar;

El multlpheador 6 sea una suma de cierto numero de
unidades conocido;

Y la unidad, sumando repetido de esta suma conocida.

Y, por tanto, multiplicar es hallar abreviadamente la
suma de tantos multiplicandos como unidades tiene el multi-
plicador.

- Asl, pues, si se nos dan 4 mulblphcar 12 manzanas por
cinco, tendremos:

‘1 12
+ 1 e 12 )
-+ 1 4+ 12
e 1 —+ 12
41 -+ 12
= 5 = X

de donde, por ser una suma 4 su sumando como la otra al
stiyo, resulta la proporeidn

Y, siendo el producto de medios igual al de ektremos,

tendl emos:
liw="5:<12; dhien a=05x18=0460
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de modo gue el producto se hallard multiplicando el multi-
plicando por el multiplicador. .

Siendo entero el multiplicador no cabe dificultad ninguna
- en asimilar las proporciones a las operaciones de multiplicar.
Pero no aparece tan ficil la asimilacién enando en las multi-
plicaciones fraccionarias es quebrado el multiplicador.

¢Qué significa, por ejemplo, 60 < +7 ;Qué interpretacién
ha de darse & esos datos?

Puesto que —+ es una magnitud < que la unidad, clara es

5

N )
que - 1O puede ser la suma de varios umos, cono antes lo

eran los multiplicadores enteros que se nos daban: en el dlti-

mo egjemplo _
b=1+1+1+141

Antes, pues, cuando el multiplicador era entero, se nos
‘daban tres nuimeros,
la suma de los unos del multiplicador,
el snmando &,

y el sumando que habia de componer el producto, é sea el multi-

plicando.
1 12
1 -+ 12
1 -+ 12
1 ~+ 12
1 + 12

v

li

£

Thlr+ 4

Se nos daba
el 3, suma;
el 1, sumando; ¥
el 12, smmando;
v se nos encargaba que buscdsemos la suma x. Se nos daban,
pues, dos sumandos y una suma. '

Pero 'thora, cuando el multiplicador es un quebrado co-
mo en 60 41 se nos dan

T . 1
el sumanio que hace de multiplicador (en el gjemplo, T,) ;
la suma de todos estos mulbiplicadores (que es' = 1)

v la snme 6 produacte de sumandos que se hugean, que es 60;

TOMO 118, ' _ 28
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Se nos dan, pues, dos sumas y un sumando en vez de dos
sumandos y una suma: _ . ~

< ®
5
+ L -+ x
o
1
e -+ X
T
L 4
2
! ,
— -+ X
* 3
=1 = 60
De donde sale la proporcién
; :
I : —= 0 60 @ &

5

suma : sumando ! : suma : sumando que se busea
y como el producto de extremos = al producto de medios,
1 <
1xe=00x e

v == 60 3¢ = = 12
|

de modo que, si en las dos sumas anteriores se sustituye el
valor de &, aparecerd

L 12
2 .
1 ) g
1 1
+ <+ 12
.+-_E_ + 12
b
+ 5 + 1
= 5 = 60 R

Asi, pues, el sumando buscado (x =12) . 4 su suma
(60) 1: el multlphcador ($): 4 susuma=1,

El mu1t1p11cador - 8 la quinta parte de la wunidad, y el
numero buscado 12 es también la quinta parte del otro da-
to = 60. Los resuiltados son, pues, proporcionales. '

Tal es el fundamento de la definicién mds generalizada
de la operacidn de multiplicar. Esta definicién es como sigue:
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Dados dos factores, _

‘MoLT1PLICAR es hallar un tercer nimero gue sea respecto
del primero lo que el segundo es respecto de la unidad.

Por tanto, multiplicar por 7 es hacer 7 veces mayor un
multiplicando, porque 7 es siete veces mayor que 1.

8 T7=256 .

T

“El8er niumero, 56:al 1.°,8::61 9.9, 7: dla unidad .+, 83 T=56 1

;- @8 hacer siete veces menor el pro-
1 .
ducto dado, porgue -- es siete veces menor que 1.

Y multiplicar 56 i)or L

1 .

B6>< - =8 .*. 561811 Li— .o, BEx =81
] N i

E13. nimero, 8 : 2l 15,36 :: el 2, - 14 la unidad.

Los resultados tienen, pues, explicacién en la teoria de
las proporciones; pero, cuande el multiplicador no es nime-
ro entero, la definicién entrafia el absurdo de que sea multi-
plicar, no el buscar una suma, sino el buscar un sumando.

+ Biendo entero el multiplicador, la incdgnita es una suma
de multiplicandos

9 1
-+ 0 +1
9 > 8 = 27 -+ B + 1
multiplicando > multiplicador = suma & producto —3
= X =

. Pero, cuando el multiplicador es un quebrado, la incdg-
nita es un sumando desconocido que se ha de repetir: esto
es, un multiplicando.

x - L
3
-+ & +—]3;

1
Wy =91, 4 + L
3
27 =1

Aritméticamente, pues, la definicién no es admisible.

Claro es que, si el multiplicador no es una fraccién pri-
maria, sino secundaria, habrd que multiplicar el resultado’
de la fraccién primaria por el numerador de la secundaria.
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60 =< -:- = dos veces (GO < %) =
i P Rl

3 1
6O > = tras veces (GD > T') =
4

En la prictica conviene casl siempre empezar multipli-
candoe por el numerador de la fraccidn secundaria;

60 x 3 TR0
_HoxE _180_ g

5 5 '
Ete.

o |

60 <

Este procediniiento, ademads de su utilidad en la préctica,

_tiene de bueno el ser tedricamente algo mds conforme al con-

-

cepto de la operacién de multiplicar. Cuando en el ejemplo
anterior se multiplica ol 60 por 5 (prescindiendo del denomi-
nador b), se encuentra un verdadero producto = 180. Verdad
es que este producto resulla 5 veces mayor de lo que debe
ser, porque el multiplicador no es 3, sino -j—, pero el error
inmediatamente queda salvado dividiendo por d el 180. Ef
sic de céteris. . '

Correlativa con la anterior definicidn de multiplicar, hay,
naturalmente, otra de la operacién de dividir.

MULTIPLICAR PARTIR

ez hallar un tereer nGmero «ue sea  es liallar un tercer niimero gue sea
respaeto del primero @ el segundo  respecto del primere 1@ la unidad
respieto de le unidad., respecto del ssgundo.

Conocida esta nueva definicién del partir, sea 20 dividido
por b, y haya que hallar el cuociente 4. Y tendremos que

el 3.er ntimero, 4 1 al 1.° 20 1 la unidad : al 2.°, 5.

La unidad es < en una quinta parte que el segundo nu-
mero D, y, de conformidad, el nimero buscado 4 es también
< en una quinta parte que el nimero priimero 20. Tratdndose
de enteros, los resultados entran dentro de esa definicién del
partir, y son una consecuencia de las propiedades de las
proporeiones. ' '

Pero sea ahora

20 & -
5
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Hallemos el euoceciente, y nos resultara que es = 100 (se;
gun sabemos). ‘
Este resultado también entra dentro de la definicidn. En

" efecto,
el 3.er naumero, 100 : al 1., 20 :: la unidad : al 2.7, -L;'

Lia unidad es b veces > que ;TS y, de conformidad, el nu-
mero.buscado 100 es también 5 veces = que el ndmero pri-
mero, 20. Traténdose de fracciones, entran también los re-
sultados dentro de la definicidn. Pero objeciones andlogas 4
las anteriores no pueden dejar satisfecho 4 quien busque en
las matemadticas, mds que la belleza de los artificios dialée-
ticos, la firmeza incontrastable de los sistemas eriticos. Mul-
tiplicar jam4s serd disminuir, ni partir aumentar. |

Ni es lo mismo buscar sumas que buscar sumandos.
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- Propiedadles numéricas de las proporciones.— Series
de razones iguales.

Toda proporeidén subsiste si se multiplican 6 se parten los

dos términos dé una razén por un numero cualquiera, ¢ los
dos de las dos razones; & bien si se multiplican los dos térmi-
nos de una, 6 se parten los dos de otra por el mismo numelo,
0 los de cada una por nimeros distintos.
. En efecto; ¢l valor de un cuociente no varia cuando divi-
dendo y divisor se multiplican ¢ se parten por un mismo ni~
mero; las razones subsisten igunales, y el producto de extre-
mos siempre resulta igual al producto de medios.

uic_a-_cxn_axn_r_aXm_cxn
BT @’ dxu bxm  d bxm  dxa !
ﬂ__.c‘ a;c+n' exnrn ¢ aEm

T d' e dErn bim  dl brm

a ¢ a Xm ' c+:1‘n+?ﬁ_cX?z

T a ! b xm  deas o tim  dxa

20 60 2 60 x7 20%11 60 20 x138_ 80 x 17
T % s 1B w7 sx1l 187 B w13 15 X 17
20.;.5=6[)+S"10><7_._u60%'156tc.

5% & 15+ 3 5 X 7 15 + 19

Por consiguiente, el teorema «forman proporcidn los cua-
tro ntimeros de dos productos binarios si partide uno por otro
resulta por cuociente la unidad», v. gr., -

e % d L 20 x 16

Bxe ' hxab’
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no ha de entenderse de un modo tan estrecho que no sea tam-.
bién verdadero si cada uno de los cuatro factores a, b, ¢y d
es & su vez miltiplo de otros factores.

En efecto, ya hemos visto que en-la proporcu‘)n \

[

P

20 .. 60
5 7715

tQO 60 y 1o son multiplos de b; de modo que tenemos
20 % ]a
5 x 60
G X4 xH XD _
L8 % (B xin

(5 % 2% X (5 %3 .
5 (5 x27T x8)

Y, en general, si
a=@al>nm xXn Xr
. .
b= emixnlxr!
podemos tener ¢omo producto.de dos factores a

a xd 1_{-x'xm Xn xr) xd

b xoe m(.!’)‘}(-m’xn"xr’)xc—

Si los antecedentes de una proporcion se multiplican por
un mismo nimero, los nuevos antecedentes forman propor-
cién con los consecuentes; pero la nueva razdn es==al pro-
ducto de la razdn prm:utwa por el niimero multiplicador de
los antecedentes

@:b e:d, cuya ragones
a> m:d e m:d, cuyarazén esr > m
20 : 5 :: 60 : 15, cuya razdn es 4
P05 T:5: 60 T:15=140:5 1 430 15, cq.y;u'azén es 4> T=128

La pentiltima de estas dos proporciones corresponde & las
dos sumas mgumntes, cada una de cuatro sumandos

5 ‘( ’ 15 ] _
+ 3 151, : - .
T 5 \ 4 sumandos + 1§ 4 sumandos -
-+ 5 ) -+ 15,
= 20 < = 60

———c— ——
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Y la dltima de las mismas dos proporciones corresponde &
las dos sumas siguientes, cada una de 28 sumandos.

T+t
Ot Qe Qe G S an
FHtHt

GoEEnnGk

28 sumandos 28 sumandog

=140 —420

Reciprocamente: si los antecedentes de una proporcidn se
parten por un mismo nimero, los nuevoes antecedentes forman
proporeidn con los consecuentes, y la nueva razdn es = al
cuocisnte de la razén dada por el niimero divisor de los an-
tecedentes,

(140 % 7y : B =z (420 + T) : 15; ete.

Uuna razén queda multiplicada por un numero, si, en vez
de multiplicar por él el antecedénte, se. parte el consecuen-
be; v : :

Una razén queda dividida por un ndmero si en vez de
partir el antecedente se multiplica el consecnente.

Sea la proporecién
0 6
. 5 B

Para multiplicarla por 5 se puede proceder de los dos mo
dos signientes: '

Xy B0x 5 100 390, Mulsiplicando el dividendo
5 " s, " 75 st se multiplica el cuociente.
0 bien
0, 6 2 60 Partiendo el divisor se mul-
BG+s5 Ty T 1 3 tipliea el euociente.

X, para partirla por 5, como sigue:

0+5  B0+8 4 12 (Partiendo el dividendo se

3

5 1 - "5 U 15! parte el cuociente.

© Biblioteca Nacional de Espana



5

CUOCIENTES IGUALES 225

() bien
20 6 2 60§ Multiplicando el divisor se
5x5 16x5 2 7| parteel cuociente.
. 4 12
s "7 5
A A
5 5
L4 =4
R 1

Si se multlphca,n ordenadamente los termmos correspon-
«dientes de dos & mas proporciones, los productos forman
proporcién.

a b e i d .
b o ! . " 1 r " Feor pl P it ’ 1r
P U br;.dnj-'-axa Rl sca b b <! <o el o™ dicd! < dM s

ﬂ! bh’.’ I ! dﬁn’

fg?gﬁ}‘f} e 905¢1d5¢8 1 B Taxl 1 B0B45<6 ; 1< 1T2¢2
- 40 85 0 12240 . 510
3:1: 6: 2 _ -
8o o4 — pae
35 516

1

En efecto, multiplicar una proporeién por otra es mniti-
phcar los a.ntecedentes de una de ellas por el cuociente 6
razon de la otra. A

. .
- : EO7)
multiplicado ordenadamente por it

20
5 "

el =]
[S1 =]

-es lo mismo que multlphca,r por 2 los a,uteeedeutea de la pro-
poreidn primera. o

200w o WX _
5 T s T T Los antecedentes de ]a 1.* propereién mul-
’ tiplicados por la razén 6 cuociente de
60 84 60 60X 2 la 2. “’plopmmon
_ nd—Run 2 =
13777 18 15
Reciprocamente:

Si se dividen ordenadamente los términos correspondien-
tes de dos proporciones los cuocientes forman proporcidn.
TOMO 117, ' - 29
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226
® [l

20:5::60:15) , 20 _ o o 15
14:7084:170 0 0 11 0 77 7 s a7

' ) . 20 15 _5_ 60
T T T N

0 - 300

9% T 238 -

L. 800 = 300

1 = 1

- Cuando se multiplican 4 se parten ordenadamente los tér--
minos de 2 proporciones (¢ mds)la nueva razdn es igual al
producte 6 al cuociente de lss razones primitivas,

20_:5::60:15,'1‘&:4611:4] '
14:7::84: 1T razén =2 | Mulbipliquense mdena.d&mente
$:1:0 6: Zyrazon =3 v tendremos:

20> 14> 85 T 1160346 10><J.7><_.,ra.4.0n—4=><7><3

840_ : 85 o 12240 - 510; razén = 24
20 5 GO : 15 rMon—4 Pirtanse ordenadamente
14:7::84: lT razén =2 ¥ tendremos:

20 5 60 15, 4

— n— ¢ =/ razén —=—
4 7 a4 17’ 2
10 5 50 15
- = :—::-——:—_,rzuon_Q
7 7 17 a7

Reduciendo 4 un comtin denominador

10%17  §x 19 W x7  1B.x7T -
ST x 1T Tx MW xT 1T x7

Lo 4 8 . 210 103
R T T § T E .1 T19
.t 170 ] 0 210 : 105; razon = 2, evidentemente.

Las potencias 6 las raices de igual grado de los cuatrc
‘términos de una proporeién forman otra proporeién cuya ra
zon es la potericia ¢ la raiz de la primitiva:

@ b otte g : '
a? 0% e? 1 d@? (@:bie:d)> ordenadamente por (g :b:ic:d)
an ;b e e
20:5::60: 15, raxdén =4, . 202 : 52 :: 602 : 15% razén = 42
400 : 25 :: 3600 : 225; razén = 16

b ¢: d
\/ Ve Ve Va |
VIoU ¢ VIET i v V225 ; razbn = y¥iE~ = 4
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Eun toda proporcién la suma de los dos primeros términos
-5 al segundo como la suma de los términos tercero y cuarto,
-0s &l cuarto

‘ b cod
m-{—b) hiu(e4dy :d
1D 80 1 1n
) (JO-I-a) D {B0+15) ;15
-6 bilen
- 25 5::7b 15

En efecto: esta proporeidén corresponde 4 las siguientes
sumas: ' '

5. . 15
+ 5 —~+ 15

+ & } 5 sumandos 4~ 15 } 5 sumandos
b 5-’ + 15
~+ b + 15
= 25 = 75

Aumentar 4 un antecedente su consecuente equivale 4
aumentar un sumando mas & la correspondiente suma; v, si
esto se hace en las dos razones de una proporcidn, resultan
siempre las correspondientes sumas con “igual nimero de su-
mandos; y, por consiguiente, en proporcién. La nueva razén -
es igual 4 la primitiva -~ 1. Tales sumas, pues, resultan pro-
porecionales & los consscuentes (respectivarente). _

Si 4 cada antecedente se agrega su consecusnte repetido
el mismo nimero de veces, las nuevas sumas resultan en pro-
poreion con los primitives consecuentes

a - hive td
f&—{—(bxn):b::c—l—(dxn) Tid
a0 - b 60 t: 15
20+(o><3) 5 ; 60 + (15<8): 15
35 105 :15

~

A esta proporcion oorresponden las sumas siguientes:

|

-

7 sumandos 5 7 sumandos

bttt
et
tHtttt
S RRRRERE

1

o]
&R
l

)
=]
ot
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Y, como el nimero de los sumandos -es ignal en ambas su--
mas, los nuevos numeros resultan correspondientemente en
proporeién.

In general: si los dos antecedentes se aumentan 6 se dis--
minuyen con equimultiplos de los r'espectivos consecuentes,.
los nuevos antecedentes resultan en propmelon con los pri--
mitivos consecuentes

a:b::c:dh '
f[ax (D> n)] b [exxidxn)]td
20:5::60:15

'[20i(5><1)]:5::60&_(15><1) ] Egi JERR
. . [ T
(20 = (5 3< 8)] : 5 [so-r(bx%)] 5] =000

En toda proporcidn la suma 6 la diferencia de los dos tér--
minos de una razén es 4 la suma 6 la diferencia de los dos-
términos de la otra como los respectivos antecedentes.

a thite o d
Jooaxbibiierd:d
Sabemos que, si se multiplican los consecuentes por un.

mismo nimero, 1os nuevos termmos resultan en proporclon,‘
st bien la razén es otra

W leED DGk d) (dxn)

Resulta, pues, gue si » es =razdn 4 =1, esta proporeién-

general se reducird al caso particular siguiente
faxb) ()it exd):id>=r) -
Pero,: como @ >< t)=a; y como (d > rj = ¢, tendremos,.
si sustltulmos,
¢e*ra :a.‘: retdre Q. FD (1)
26120 11 75 60} ra.zén—i

20:5::60:15., (20i5):.20::(60i15):15 ‘ ‘ .
S : 15:20:: 45 GO; rsfzén-;-‘

(1) Tsta abreviatura Slg‘nlﬁ(.‘,“t fuod er az’ dcmonstf andum, gue era lo- que-
habia que demosirar.
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En toda proporcidn la suma 6 la diferenciza de los dos tér-
‘minos de una razon, es 4 la suma ¢ la diferencia de los de la
otra, como los respectivos equimiltiplos de los antecedentes

a:biicid
efaxbiaifexd) e
colaxEb)ilaxn)i (okd): (o)

En toda proporcidn la suma de los términos de la primera
razén es & su diferencia como la suma de los dos términos de
la segunda, razdn es & su diferencia

a:biic:d _
a.—|—b' : -ﬂl'—b:: c+d:e—d
20 :5::60: 15 '
204-5:20—5:: 60415 ;: 60 — 15
O bien
“ 25115 :: 75 : 45; razdn i

Y, en general, las correspond1entes sumas y dlferencm.s de
eqmmultlplos forman proporeién

ad-(bxxn)a—(bxa) e 4 {dxn) 1o —{dxn)
et xmia—bxn)re+(dxm)c—(dxn)
200 (5 11600 : 15 |
200 - (5 3< 10) : 200 (53¢ 8) : : 600 4= (15 >< 10) : 600 — {15 >< §)

250 : 160 12780 : 480

250 X 460 120000

180 % 730 120000

" La suma ¢ la diferencia de los antecedentes es & la suma o
la diferencia de los consecuentes como un antecedents es &
su consecuente _

a:biie:d
faxc):(bxd)::a:d
G0:15::20:5 |

(B0£20): (15£5)::20:5 (1)

(1) Para que sevealicen aritméticamente estas pr opledades, es preciso
que las razones se cologuen de modo gque puedan verificarse las restas
(cuzando haya que hacerlas).
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T 250 , ARITMETICA MODULAR

En toda proporeién la suma de los antecedentes es 4 su
diferencia como la suma de los consecuentes es 4 su dife-
reneia '

a:b::¢:4d
(a+d):(@—a:(+d:b—d

- 60:18::20:5 .
(60420, : (60 — 20) :: (15 +5) : (15— B)

"86 : 0 - ‘20 ¢ 10; razén =9,

~
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LECCION IV

Series de razones igaales.

Cunando més de dos razones iguales estdn relacionadas en-
tre si, se da al conjunto el nombre de serie:

1:990:5::12:5::98: 7 ::8000 : 2000; razdn 4, -

O bien

4 20 12 28 3000
5 .3 7. 2000

i

En toda serie de razones iguales la suma de todos los an-

- tecedentes es 4 la de todos los consecuentes como un antece— -

dente cualquiera es & su consecusnte. '

O bien la suma de todos los numeradores de una serie de

quebrados iguales es 4 la de todos los denommadores como’
un numerador cualqulera es & su denommador

4—}-‘)0«{-1"—}-28—;—8000 1—,—5+%+t—|—£000 1 3
' 4+ 32428+ 8000 %
1 r 5+ 3+ 7+m0 T (1)

Y

(1} Efectuando las sumas resultara: -
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i

En toda serie de razones iguales la suma de una parte de
los antecedentes es 4 la de sus respectivos consecuentes como
uno cualquiera de los.antecedentes es 4 su consecuente; -~

O bien en toda serie de quebrados iguales la suma de una
parte de los numeradores es 4 la de los respectlvos denomina-~
dores como un numerador cualquiera es 4 su denominador.

20 4-124+-8000:54354+2000::4:1

20 412 + 8000 28
534 3 42000 7

{1

En toda serie de razones igmales el producto de los ante-
cedentes (6 numeradores) es al producto de los consecuentes
(6 denominadores) como un antecedente (6 numerador cual-
quiera de los de la serie) elevado 4 una potencia igual al ni-
mero de términos de la serie, es 4 su consecuente (6 denomi-
nador) elevado & la misma potencm.

4 3¢ 20 >¢ 12 3¢ 28 < 5000 : 1><5><3><7>< 2000 :* :s

O bien

4 x 20 x12 x 28 x 8000 1% @
1x 5% 3x 7 %2000 8

Si en una serie de razones se elevan 4 una misma potencis
todos los numeradores (¢ antecedentes) asi como todos los de

(1) : a0 5
12 3
8000 2000
8032 : 2008 ::4:1;4bien’:: >
() 4 7
> 20 _
80 1 4 12 3
> 12 > 5 > 4 = 12 =3
960 5 16 144 9
= 28 =3B > 4 > 12 =3
7680 15 64 1728 9F
1920 ‘ T = 4 > 12 =3
26880 106 256 20736 81
8000 > 2000 > 4 > 12 = 8
215040000 210000 1024 © 948832 ] 943
.50 —— —_— ..583

84 1024 972 1024
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nominadores (d-consecuentes), la suma de los nuevos numera-
dores es 4 la suma de sus denominadores [ un numerador -

cualquiera de la primitiva serie elevado 4 la misma potencia,
es & su respectivo denominador elevado igualmente.

Sea la serie
20 12 . 28 3000

5 8 1 oo
Elevemos cada razén 4 la terpera potencia, por ejemplo,

T4 208 1239

283 8000%

o w20
Efectuemos las operaciones indicadas:

8000 1¥28 21052 512000000000
15 ~ 27 843 B0G00B0000

64
1

Sumemos ordenadamente (1), y tendremos:
512000081744 : BOO0000496 « : 45 13; & bien ;: 64 : 1.
Por consiguiente:
En toda serie de razones ignales la raiz % de la suma de
las potencias # de los numeradores, partida por la raiz n de

la suma de los potencias # de los demominadores, es igunal 4
cualquiera de las razones de la serie primitiva,

\/512000031744 \3/ 61 4, bie 20, hi 28 ¢
—_— = —— = — ;0 D&n — ; 0 Mea — stiec.
8000000496 1 1’7 5 * 7 ¢

. - . . Cof
Si dos proporeciones tienen comunes una razén, los otros
cuatro nimeros son proporcionales.

S;i;g;ie_?en5011ce§c:d e:f !
20 : b 060:15) - "
20 : 5:: 685:17§ - 607151268517

L 64 1

8000 L1925

1728 27

21952 . 848

512000000000 8000000000

512000081744 | 8000000496

32000001984 |————
...... eees 64

TOMG 1T ’ 30
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Si dos proporciones tiensn comunes los dos antecedentes,
6 los dos consecuentes, los otros cuatro términos forman pro-
poreién.

i)Sia:

ya:
21)8a:
oy en

20: 5 60:15) . . .
D 20 : 10 :: 60:30;"5'15“10'30

[ =)
o

:c::?:entoncesb:d::e:f
d
d

oo

ientonces.'.a ceter f

-0

A . .- . ) :
Y o Bii iesiasl 5000165

Si dos proporciones fienen: comunes los extremos, la ra-
zén de los consecuentes restantes es inversa de la razdn de
los dos antecedentes no comunes.

v

- . Y . b , . ¢

Si a. b_’- A d entoneces — es razdn inversa de —
a:e::fid e

20:5::60:15) | B . oo 60 4

M:i4::75:15] " " 2 razén inversa de =

Si dos proporciones tienen comunes los medios, los dos
primeros extremos estdn en razdn inversa de los dos segun-
dos extremos.

Sia:b::ic:d e s d
v ehite f!entonces ~ es razén inversa de 7
20:5::60:15) . "2 15
15:5::60:90 | *7* 15 es razdn inversa de 2

De modo que cuando los medios 6 los extremos son igua-
les, las razones correspondlentes de los otros términos son
inversas.
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LECCION V

Divisores ignales y cuoncientes desiguales,

Yo he comprado primeramente & 3 pesetas 4 metros de
tela; después he comprado al mismo precio otros 7 metros, y
quiero saber cudntas pesetas he gastado: tendré, pues, gque
hacer las dos sumas siguientes y unir los resultados:

f

3 pesetas
o + 3 pesetas
. 3 1;::2?;: !; + 8 pesetas
T3 %Jesetas 5 4 sumandos 4+ 3 pesetas | 7 sumandos
: : + 3 pesetas
+ 3 pesetas -~ 3 pesetas |
-+ 3 pesetas

= 12 pesetas

21 pesetas

I

He agui dos sumas de distinte composicién que las que
nos han estado sirviendo en las Lecciones anteriores para ha-
cer ver la naturaleza de las proporciones. En estas dos gue
tenemos aquf 4 la vista los sumandos son iguales en ambas
sumas, pero desigual el nfimero de ellos; 4 en la primera y 7
en la segunda. ' ,

Por el contrario, en las Lecciones precedentes los suman-
dos eran siempre desiguales de una suma 4 otra, é igual el
nimero de ellos, como por ejemplo:

4

4 ki
+ 4 " 3 sumandos 4 7 13 sumandos
+ 4] + 7
= 12 = 21

|
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La diferencia no puede ser mds patente. De las dos ulti-
mas adiciones podemos ciertamente asegurar que

la primera suma : & su sumando :: la segunda : &l suyo

12 : 4~ H 21 : 7

pero de las dos primeras adiciones de esta Leccién no cabe’
‘decir 1o mismo, porgue

12noesda s :: 21esd 3

La razén de 12 4 3 es 4, y la de 21 4 8 es 7: de modo que,

81 quisiéramos formar una proporeidén, nos resultaria el ab-

surde
12, -
—=—; dbien £ =T1.
3 3

Y, sin embargo, hay proporcién. Pero no entre las sumas
y los sumandos, sino entre las sumas y el nimero de ellos,

La 1.* suma : al n.° de sus sumandos :: la 2.2 suma : al n.° de los suyos
=12 =4 =21 = :

Y, en efecto,
-? —2_-1 4 bien 3 =3.
f

Puestos los anteriores guarismos en forma de divisién, re-
sulta

Suma 12 | sumando 8 Suma 21 ] semando 3 también
R ;
== 4, nimero de su- l == T, ntumero de su-
mandes del di- mandos del di-
videndo 12, videndo 21.

De donde {por ser estos resultados independientes de las
cifras del caso particular propuesto)resulta que, en general,
cuando los divisores son iguales, los dividendos son entre si
como los cuocientes.

Dividendo 12 ; 4 dividendo 21 :: cuociente 4 : 4 cnociente 7.

B

1 4 . 4 4 s v
—=—; 6bien —=—; ébien 1=1
217 7 7 7

Y, por consiguiente, el primer dividendo es 4 su cuocien-
te como el segundo al suyo:
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r

Dividendo 12 : 4 cuociente 4 :: dividendo 21 : & cuociente 7

12 2. ,.,. <1
-::7;9}31311 =35 Gblen L =1

Y, en general, cuando son ignales los divisores, los divi-

dendos y los respectivos cuoecientes son nimeros proporclo-
mnales: : -
Resulta, pues, que; siendo iguales los d1v1sores y estando
entonces siempre en proporcién los dividendos con los cuo-
clentes, las propiedades explicadas en las 1ltimas Tecciones
les son enteramente aplicables, mutatis mutandis.

Este resultade no-puede causar extrafieza tratdndose de_
nimercs puros, porque entonces para la formacidon de un
producto es indiferente el orden de los factores.

125
=4 - +“3 B 4
T 3 4aumandos+ 4l3sumand05
| T 3 + 4
19 |4 19 =12
i ; ot 12:4)‘(8!

Pero, tratdndose de nimeros modulares, el orden no es
indiferente, porque el cuociente ha de ser siempre el nimero
de repeticiones necesario para que el divisor forme el divi-
-dendo,

' 5 manzanas 4 sumandos, 6 sea
5 ma.nzanasf ol sumando 3

-+
12 manzanas |8 manzanas 4+ 5 manzanas mANZanas reje-
——— ,*. + 5 muanzanas-: tido 4 veces.
—4 répeticiones -,

= 12 manzanas -

No hay absurdo ninguno en decir gue el numero de 3
manzanas se ha repetido 4 veces; pere no tiene sentido el
afirmar que el nimero puro 4 se ha repetido 3 manzanas de
veces. '

Por tanto, cuando en dos operaciones de partir, los divi-
sores son iguales, es preciso considerar 4 estos divisores como
nimeros purcs para que resulte verdad que estdn en propor-
cion los d1v1dendos y los cuocientes respectivos.
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.

Ciertamente, cuando se trata sdlo de obtener resultados
aritméticos, siempre es pcosible operar con los nimeros mo-
dulares como si fuesen numeros puros; y, por esto, cabe siem-
pre poner en proporcion dividendos y cuocientes cuando los
divisores son iguales, considerando entonces 4 los cuocientes
como sumandos iguales en cada suma pero diferentes de una
a otra, y 4 los divisores como nimeros iguales de sumandos
repetidos. S _

Convertidos asi en cuocientes iguales los divisores igna-
les, y siendo proporcionales los otros cuatro nimeros, resul-
tan dos razones iguales en proporeidn, porque la igualdad de
dos razones iguales constituye siempre proporeion,

Divinexuo | Divisor Dividendo | Divisor
= CUOCIENTE = Cuociente
IyinENDo .. Dividenito ..
—— = divigor: ¥ —— == divisor.
CUUCIENTE Y Cuociente

Dos cantidades iguales 4 una tercera son iguales entre si;

LivioBsnoe Dividendo

CUOCIESTE Cuvcienle -

Divinexno : Coovtesrte :: Dividendo : Cuociente.

Luego, como producto de extremos es igual al producto’
de medios,

DivineNno < Cuociente — CUOCIENTE > Dividendo.

Sean las sumas

1

3 l ; 12138 2% 1} 3
+ 3 R : ‘
- 3'§4;suma,ndos 4 3 — =7
o B + 3 7 sumandos
+ 3
= 1% - B
= 21

Y tendremos, cuando los sumandos son ignales en ambas
sumas: '
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i [ Razén, 3.
N 12: 4::21: 7 12 x4 8t
Tna snma es al nimero de sus ) ! Produetoes, ——— = —
sumandos :: la otra al de los | ) 4 x 21 8t
suyos : : _ Razén, 3.
21: T::12: 4 L2l x4 84
Productos, —— =—
7 ox 12 Bd
1
. i Razon, iy
- ) 4:12:: 721 Yiea st
Un pimero de sumandoes es 4 su Productos, =
suma : : el otro nimero de su- Sy lEx 7o
mandos 4 la suya . [ Rawdn, -—
’ T:91:: 4:12 8
ool &ile T2 84 -
Productos, ——=_
. 21 X 4 84
4 .
' . : Razdn, -
: IR DR HEEE -
, . B 12:91:: 4: 1% 7 st
Las sumas son una 4 otra :: log Productos, R
respectivos mumeros de su- g BLX 4 .5t
murndos ;2 , | Razdn, n ]
21 : 12 7: .
] : 2l x 4 84
| Productos, — =
12 % 7 8
4
. Ragén, —
4: 7::12:91 . Yoaxar s
Il ndmero de sumandos es uno ‘ Productos, ——— = —
4 otro :: sus respectivas su- g Tx1z s
mas ’ . ( Razdn, —
T 4::21:12 4 7 %12 8
Productos, —— =_—
] 4 %21 84

Los cuatro primeros numeradores son idénticos & los cua- -
tro segundos; pero los respectivos denominadores aparecen
alternados. - .

Los demds corolarios son andlogos 4 los de la Leccién IT
v las transformaciones iguales 4 las de la Leccion III.

RESUMEN

1.° Toda proporcidén es la igualdad de dos razones.
2.° Pearo las razones que estdn en proporcién pueden re-
sultar de dos distintas procedencias. :
O bien de dos sumas, en una de las cuales se repite un
sumando el mismo ndmero de veces que otro sumando distin-
to en la otra suma. : .

3 i
_"t 3’, 4 veces j'_ .“, 4 veces
+ 8 —+
= 132 = 28

© Biblioteca Nacional de Espana



240 ARITMETICA MODULAR

*

O bien de dos sumas en cada una de las cuales un mismo
sumando se repite diferente niimero de veces,

£

sa 4
repetido
+ i' 8 veces i i
+ 4+ 4 repetido
— i o 4| Tveces.
+ 4
-+ 4

fl
Lo
@0

|

3.° En el primer caso las sumas son proporcionales 4 los
sumandos diferentes; °
Y en ol segundo caso las sumas son proporcionales 4 los
ndimeros diferentes de repeticiones.
4.° Si los nimeros son modulares en el segundo caso, hay
que prescindir de su denominacion y considerarios como ni-
‘IDer0s puros.
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LECCION VI

Regla de oro, 6 de tres simple.

Asi llamaron los antiguos & la propiedad mgmente de to-

das las proporeciones:

Un medio es igual al producto de los dos extremos pa,rtl-

do por el otro medio;
O bien

Un extremo es igual al producto de los dos medios parti-

do por el otro extremo.

Cuando no se conooia el Algebra, era natural que se con-
siderase como de oro la manera segura de resolver el proble-
ma de «hallar uno de los términos de cualquier proporcidn
dados los otros tres», ¢ bien <hallar el cuarto proporcional 4

tres nimeros dados».

El problema presenta cuatro variantes.

Hallar el primer medio:

20 x 15
&0

:2::60:15." .x=

Hallar el segundo medio:

d
@b ratd ox= ol
b
15 % 20
20:0::a@:15. x= 5
TOMO 111,

=5

=60

a [ . .
— = —; Divigor x =
x & ]

L= —
¢

{5 =

bividendo o

§ L
Cuociente 2

d . &
CEE=E

v ; Ddo. w_Dlvl‘dxCuoc.%
[
) ]
.‘.x=d><ra— o= dE—
“ b ) a
81
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Hallar el primer extremo:

(i:—c- Dde; w—DIVrbXCHOG-—
] b 7’ 174
zibil el doroms= g ) . .
L l‘=b>{—- r=0p 4+ —
o) ¢
. 60
w:5::{;0:15.'.m:L_90

is

Hallar el segundo extreno:

9 o N a
— = —; Divr g = Ddo. ¢ = Cuoe. —
hoxe ) x b
a:bi: ¢z, = — .
: a

b e

L — L= et o

a b

5 x 40
20

=15

2:5::60:x .0, =

Como se ve, no puede ofrecernos dificultad la regla de
oro cuando se nos da escrita la incégnita en una proporeidn;
pues sélo hay que hacer dos operaciones: una multiplicacidn
y una divisidn (1).

Lo que tal vez no'se presenta obvio es el planteamiento
de la proporeién correspondiente porque el problema resul-
tard insoluble .si 103 términos no se colocan proporcional-
mente.

Por ejemplo:

Yo sé que 16 metros de pafio han costado 176 pesetas: ne-
cesito 27 metros al mismo precio y de la misma calidad, y
quiero saber si tengo bastante dinero para comprarlos: jeudn-
to habré de pagar?

Es evidente que los 16 metros son & su preclo como los 27
al suyo;

Y digo: =i 16 metros han costado 176 pesetas, &27 cuanto
costaran?

(1) O bien, una divisién y una multiplicacidn; pues 4 veces conviene
para mayor facilidad de las opemcmnes aritméticas empezar dividiende,

Porejemplo:
Bl: 717

Més fhoil es partir de memotria 21 entre 7 ¥ multiplicar en seguida el
cuosiente 3 por 17, lo que, desde luego, da 51 para valor de , que no ha-
cer las operaciones conforme 4 la regla general:

21 x 17
%

=51,

Luego se verd que en el sistema llamado de reduccion 4 la unidad, la

teoria exige que se empiece dlvldl eudo
r

© Biblioteca Nacional de Espana



CUOCIENTES IGUALES ’ 243

Poro la proporcién no habria estado bien establetida ha-
biendo dicho «si 16 metros cuestan 176 :: jeudnto costa-
rén 272>, y habiendo escrito en consecuencia de tal enun-
ciacidén _

<16 0 176 1w 27,
por no ser verdad que nnacosa es 4 su precio :: el precio de
otra es 4 ella misma,

Al establecer una proporcidn, hay, por tanto, que cuidar
de que los antecedentes y los conseeuentes s corresponda.n
respectivamente.

También habria estado bien planteada la proporclon di-
ciendo:

176 pesefas. han costa,do 16 metros :: goudntas cos-
tardn 277 !

176 @ 16 :: » @ 27,

Pero no habria podido hallarse la solucién planteando la
proporeién como sigue:
| C6:16:: 97w
Asimismo habria resultado bien la proporcién diciendo:
El nimero de pesetas que busco es al de pesetas gque co-

nozco, como el nimero de los metros que quiero comprar es
al de los metros ya comprados,

@176 1: 27 1 16
=176 2 =997
) 16
" Y babria resultado mal, procediendo de este etromodo:
w1 176 :: 16 & 27 | '

Aunque (como se acaba de ver) hay muchos modos de
plantear bien una proporcién facilita grandemente ese plan-
teamiento el que cada razdn resulte constituida por términos
de la misma denominacidn:
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Lls decir, que, en el problema propuesto, una razén ha de
aparecer formada con los precios, y con los metros otra.

Y también, contra lo que se acostumbra (1), conviene em-
pezar por la incdgnita, colocando los términos como sigue:

Pegetas. Metros.
x v
176 16

Resultan asi dos razones

a 27

- ¥
176 7 16

y entonces la solucidn se obtiene mediante esta sencillisima
regla: ‘

La incégnita es igual 4 su denominador multiplicado por
la otra razdn de los datos conocidos:

o7
=176 < —
T (LR

También es de gran importancia -simplificar los datos
cuanto se pueda antes de ejecutar las operaciones definitivas.

w=176><§g=11><97=-297.

() Regularmente los maestros de cuentas escriben las proporciones &
que dalugarla regla de tres de tul manera que la incdgnita results ser el
cuarto término; esto es, el iltimo de los extremos; pero semejante uso ni
facilita los caleulos ni puede presentarse como obligatoria prescripeién, Lia
incégnita puede ocupar cualquiera de los cuatro lugaxres, si hien el mas
convenienste sea el primero, '

¢Cuanto me costaran 27 metros de pailo, si 16 cuestan 176 pesetas?
w:176::27:16

Para comprar 27 metros de pafio jeudnto habré de desembolsay enel
supuesto de que 16 cuestan 176 pesetas?

AT:2::16:176

81 he comprado 16 metros con 176 pesetas zeuaAntos podrd comprar
con 2977

I6:176 120 297
i con 176 pesetas compré 16 metcos, con 297 goudntos compraré?

176 1 16::207: &
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El dltimo procedimiento, que consiste, por una parte, en
formar dos razones cada una con términos de la misma de- -
nominacion, é iniciar la primera con la incdgnita; y, por
otra parte, en simplificarlas hasta donde sea posible, resulta
de capital importancia, no por ser esencial, sino por el mucho
tiempo que ahorra al calculador. No es esencial (repitdmoslo)
sino expeditivo; y claro es que, en el caso presente, nada se
opone a que el problema se resuelva segun es de costumbre
y aconsejan muchos autores, colocando la incégnita al fin.

16 29 1t 176
metros : 4 metros : : pesetas : A pesetas
6 bien
16. 176 i 27 T
metros : 4 su precio :  los otros metros : al suyo, ete,

Lo tnico absclutamente preciso al plantear una propor-
cién es que los términos se cerrespondan proporcionalmen-
te; esto es, que, si tratdndose de términos directamente pro-
porcionales (1), una razdn empieza por el término mayor,
empiece también la otra por el correlativo mayor (6 vice-
versa). Asi, pues, para plantear bien la tiltima proporcidn,
no habria bastado con decir: ‘

pesetas : 4 peselas :: metros : 4 metros
sino
el > n.® de ptas. 1 al < n.® de ptas. : : el > n.® de metr. : al << n.” de metr.

6 viceversa ,

el << n.%de ptas. ; al >> 1.° de ptas. ;: el << n.% de metr, : al > n.° de metr.

Pero, puesto que siempre conviene empezar por la inedg-
nita, lo mejor es la formacidén de las dos razones, de igual
denominacién cada una.

Pasetas Metros

« pesebas gue buscamos metros guUe queremos comprar

4 pesetas conceidas, 4 log metros ya comprados;

{1} Véase el fin de esta Leceitn.
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de donde sale directamente )
metros que se han de comprar

x = pesetas de lo comprado <
. nmetros ya comprados Lo

De lo dicho resulta que en todo problema que haya de
resolverse por la regla de oro entran. cuatro cantidades pro-
porcionales: tres conocidas y una incdgnita: que dos de esas
cuatro cantidades son de una denominacidn y dos de otra:
que la proporcién ha de plantearse de modo que los términos
se correspondan proporcionalmente, y que conviene mucho.
empezar por la ineognita ‘

Denominaciones izuales Denominaciones distintss
& la de 1n incégnite. do la de ln incégnita.

x Cantided conocida.

término de la mis-

ma denominaeidn. Cantidad conocida.

. @ == altérminoconocido por la razén formada
de la denominacién >< por los datos de la
de la inedgnita. otra denominacidn,

Las proporciones de la clase de la propuesta no corres-
ponden & la clase de aquellas en que las snmas son proporeio-
nales 4 los sumandos respectivos, iguales en ndmero, sino
i ls clase de las en que las sumas son proporcionales 4 los
nimsros de sumandos, idénticos en ambas sumas. '

La proporcicn

' 1616 x: 27

»

0§68
176:16:: 297 - 27

representa las sigulentos sumas:

11 pesatas 11 pesetas.
-+ 11 +~ 11 - -
+4- 11 - 11
+ . ' =+

.

hasta completar
| 16 sumanidos de

hasta complstar
v 27 sumandos de

' 11 pesetas cada T 11 pesetas cads
"1 ano, "} uno.
= 176 pesetas. = 207 pesetas,
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Como se ve, los sumandos son idénticos en ambas sumas:
siempre 11 pesetas. Y los nimerns proporcionales son las su-
mas 176 pesetas, y 16 sumandos, juntamente con 297 pesetas
y 27 sumandos. Para formar la proporeidn ha sido, pues,
necesario (obsérvese esto bien) considerar como puros (esto
es, como repeticiones) 4 los numeros modulares 16 metros y
27 metros; pues, no prescindiendo de la denominacidon modu-
lar, habria carecido de sentido aritmético la proporeidn

176 pesetas : 16 11 207 peéetas 27

———

Hay dos clases'de razones: directas ¢ inversas.
Los resultados obtenidos del problema propuesto han es-
“tado en razdn directa de los datos conocidos.

S1 16 metros de tela me han costado 176 pesetas, claro es
que més metros de la misma tela me costarin mas dinero; é
bien, que por menos metros habré de desembolsar menos.

~ Cuando & nids de una cosa corresponde siempre mds de
otra relacionada proporcionalmente -con ella, y & menos me-
nos, se dice que las razones son directas.

Pero no siempre sucede asi; y cuando, en cosas relaciona-
das también proporcionalmente, al mds corresponde imenos,
v al menos corresponde mds, se dice que los datos estdn en
razén inversd.

6 hombres han hscho cierto tr a.lm_]o en 20 dias; jouantos hombres
haran otro trabajo igual en 5 dias?

Aqui es evidente que & menos dias corresponden mds hom-
bres, y que el resultado ha de estar en razodn inversa de los
datos conocidos.

Sentemos los datos

1lombres. Dias.
x ]
6 20

Pero, como los dias han de estar en razdn inversa de los
hombres, habré que corregir del modo siguiente:

Howmbres. Dias.
@ .20
6 : 5
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Y ahora, corregida asi la razdn de los dias, podremos es-
tablecer la proporeidon correspondiente:

70
Pl 24 hombres,

2:6::20:5 .-, =06
¢ bien deduecir directaments y sin planteamiento de propor-
cién ninguna
20
x= 8><?=6><4:94 e}

Hay, pues, dos clases de razones: directas é inversas.

Para conocer expeditivamente si dos razones son directa
0 inversamente proporcionales, se duplica una de ellas; y, si
para la subsistencia de la proporcidn es necesario duplicar
también la otra, entonces ambas razones son directamente
proporcionales (2); mas, si duplicando una hay que tomar la
mitad de la otra para que los datos sigan siendo proporciona-
les, entonces las razonss estdn en razdén inversa.

Asi, andando con movimiento uniforme un mavil en 5 se-
gundos 35 metros, claro es que andando 10 segundos reco-
rrerda 70; y, por tanto, las fracciones :

5 1
35 ¥ 7¢

estan en razdn directa.
Mas, si un mdévil gue anda con movimiento uniforme en
un segundo 7 metros ha tardado 6 minntos en recorrer cier-

(1) También para planbtear un problema de razones inversas se pueden
eseribir como medios los datos conocidos no Yigados 4 la incdgnita

6 hombres : : 20 dias

v después poner por extremos la inedgnita y el otro dato conocido, ligado
4 ella; todo de modo que regulte una proporcidn de razones inversas:

# hombres : 6 hombres : : 20 dias : 5 dias.

L= b—=94

e
U'lc

(2) Tsta regla no es mas que un medio expeditivo: en vez de multipli-
ear por dos una de las dos razones, se la podia triplicar, suadrvupliear..
etedtera, v bien se conoce que, 4 caunsa sclaments de la facilidad de com-
putar el doble 6 la mitad de nna ecantidad, es por lo que se aconseja la
multiplicacidn pot 2, .
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ta distancia, es de evidencia que, andando & razén de 14 me-
tros, tardard en recorrer la mismsa distancia la mitad del
tiempo, esto es, 3 minutos (1). :
Por dltimo: ha de tenerse en todo caso muy. presente que
uno siempre hay proporeidn cuando al mds corresponde cons-.
tantemente mds, v al menos menos. ‘
Para obtener nfimeros proporelonales es preciso que

doble
o de la otra razdn (1)

al doble de una razén corresponda el
’ t la mitad |

Mag, cuando es otra la ley de los aumentos corrslativos,
entonees 1o resulta proporcional el mds de una denominacién
con-el mds de otra, ni el menos eon el menos.

Por ejemplo: mientras mas tiempo estd cayendo un gra-
ve, mas caming recorre; pero los caminos recorridos no son
propercionales 4 los tiempos; porque 4 doble tiempe no co-
rresponde doble camino, sino muchisimo mds; pues si un
grave baja un espacio tal como 1 en el primer segundo, reco-
rrerd un espacio tal como 3 en el segundo segundo, y un es-
pacio tal como b en el tercer segundo, siempre conforme 4 la
serie de los nimeros impares 7, 9, 11, 13, 15, 17...; de donde
sale la famosa ley de que los caminos recorridos son como los
cuadrados de los tiempos, 4 que estd sometido el universo de
los astros. De modo que, si en 5 segundos ha recorrido un
grave en. su calda 25 espacios, bajard en 10, no el doble 50,
sino el cuadrado de 10, 6 sea 100 espacios.

A wés radio corresponde siempre mayor esfera, pero no
segun la ley de las proporciones; pues, si 4 un radio tal como
L corresponde una esfera como une, 4 un radio 2 corresponde
otra esfera como ocho, y 4 un radio 3 otra esfera como 27...
segun la ley de los cubos de los didmetros, ete., ete.

(1} Véasela nota (2) de la pigina anterior.
Tunty 11l a2
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;

Planteamiento de Ias properciones.

i

-

De lo expuesto en la Léccién anterior sobre lag razones
directas é inversas, se deduce que dos fracciones de igual de-
nominador estdn en razdn directa de sus numeradores, y dos
fracclones de igual numerador en razdén inversa de sus deno-
minadores.

20 16 -
35 20 : 13 Razdn directa:
©{ A mayor numerador mayor valor. !
. 408 22015 .
4 3 -
4 4 4 8 ' ' ’

+ 4 + 3 A maym dividendo mayor cuociente en igual-

4 4 + B8 dad de divisores:

-+ 4 -+ 3 A mayor suma mayor sumando en igusldad de .

- sumandos.

= 20 = 1b :

20 20 . o

3°7°° %% 9 Ragén inversa:

5 A mayor denommadm menor valordelquehbrado.
R S
4

4+ 4 5

+ 4 + 5 A mayor divigor menor cuociente en 1gua1dac1
o4 4 + 5 de dividendos,

+ 4 -~ 5 A mayor sumando menor nﬁmero de elles en

? ——é‘a' igualdad de sumas, |

A
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En toda propercidn la incégnita ha de ser une de los cua-
tro términos de la misma proporcién

Pi4B1i412 a =8 =48, =16
- Pero no seris proporeidén

2:4:8::4:12.'.509=48><-—14§=é1=8><1§-=16 i

= /16=4. _ -

Desde luego se ve que

V16, estoes, 4, nd esa 48 :; 4: 12

ni tampoco seria proporeién, por &ﬁélogo motivo,
Vo :48::4:12, -, \/Z=48><:—2=48><-§=16
. @ =162 18'= 256

Ta mcogmta pues, no ha de ser en la regla de tres ni po-
tencia ni raiz.

En realidad tods proporcién planteada para resolver una
regla de tres es una condensacién de otras dos proporcmnes
referidas 4 la unidad. ‘

Si he pagado 176 pesetas por 16 metros, dcuantas pagué
por 1?

16:16::2:1.-a=—=11

Ahora. bien: si he pagado 11 pesetas por 1 metro, dcua.n—- :

tas habre de pagar por 277

11.1::m.27.‘.m=27§<11=297\
Las dos operaciones que se acaban de hacer han sido

Una divisién, = 6 bien 176 [ 16

=11
Y una multiplicacidn, 27 > 11 = 297

Y, efectivamente, al condensar en una sola regla de tres
las dos proporciones, nos resultd en la Leccidén anterior
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175 x 27

27

{

Este método de cileulo se denomina: Méfodo de reduccion
d la unidad.

De agui que, cuando ura proporcidn se plantea diciendo

TUna cosa : A sucosto 1! ofvaque ha  alsayox,
ya comprada de comprarse .

resultan los dos términos  de la primera razdn divisibles de-
tal modo, que la cosa comprada queda reducida 4 la unidad

-

16 metros: 176 pesetas :: 27 ;@

La primera razén ﬁﬁ es evidentemente divisible por 16, lo

que nos dara el precio de un metro, y tendremos:
EREIET 297 @ .- =27 x 11 == 297 pesetas.
Y de aqui también el que, constantemente casi, se pue-

dan facilmente simplificar dos de los términos correlativos de
una proporeidn como las anteriores

" 12 hombres han hecho cierto trabajo en 40 diss, jondntos hom-
bres hardn otro traba;o igual en b dias? -

Hombres. Dias.
® 51

12 _ 40
A menos diss

mds hombres: ™
ragzdn inversa, = —

w=123< 2 = 12 3 8= 96 dias.
Por el método de reducecién 4 la unidad habria que decir:
Si 12 hombres necesitan 40 diasyzcudntos un hombre solo?

Claro es que habréd que multiplicar 12 por 40 = 480 dias.
Y decir ahora: ~ .

8i 1 hombre necesita 480 dias, sendntos 57

Habré que partir 480 por 5 = 96.

/1Y Véase la correspondiente nota de la Lieczidn anterior.
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Para que al plantear una proporeién resulten ficilmente
dos razones, cada una de igual denominacidn, no es necesa-
rio escribir materialmente los datos y la inedgnita en dos
renglones (segin ya se Ha visto), sino que bastard con lma-
ginarlos en cuanto el habito dé seguridad. _
¢ Sea el problema: si 50 toneladas de carbén han costado
6 200 pesetas, scudntas costardn 75 toneladas? ‘

'Pesetas. _ Toneladas.
@ 75
6200 .80

4 més toneladas
mas pesetas: ra-
zén directa.

- Esta disposicién debe verse de memoria, y, vista, formar
desde luego la 'correspondiente proporeidn,

@ 6200 ;75 : 50
¢ bien (y es lo mejor) deducir inmediatamente el valor de la
inedgnita
= G200 >< —=6200 = — : 3100 >< 3 = 9300 pesetas.
Pero, mien_tras no pueda imaginarse con entera seguridad
la disposicidn anterior, lo mejor serd escribirla.’

5i 5 hombres hacen 7 metros de cimientes, dcuantos se
necesitardn para hacer 357

Hombres, €imientos.
x 35
5 7

4 mAs metros
més homhres:
direeta.

L= E—75=5>< -i-: 25 hombres.

Una guarniciéon de 3000 hombres, sitiada en una plaza
de guerra, tiene viveres hasta la primavera préxima, en que
vendrd 4 levantar el cerco un gran ejército detenido ahora
por las nieves. Para asegurar la resistencia de los sitiados,
han recibido éstos un refuerzo de 2000 hombres. ¢Cudnto
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habréd que reducir la racidn de cada uno durante é1 mismo
nimero de dias?

-

" Racidn Ge eada hombre, Soldados,
@ 5000
1. ’ 3000

& még soldados
menor racidn:
razbn inversa. ..

o

B

Luego habré que corregir como sigue:

Racidn. Soldados.
@€ 3000
. 1 - 5000
o 3000 )

Un mévil anda en 5 segundos 35 metros: ¢cuintos andard
en 9 segundos?

Metros. - Segundos.
T 9
- 85 5
directa.
. 9 :
oz =1883 — =79 =~63 metros (2)

5

(1) Como en la nota antevior pudiera haberse planteado la plopomlon
inversa escnbmndo primeramentelos medios -

_ 8000 :: 1
y después completando con los extremos ‘
" 5000: 8000 :: 1 '

(2} Redueccién 4 la unidad: -
i en 5 segundos anda una locomotora 35 metros, scudntos andara en 17

Metros., Segundos.

1
gs é }.'.(L’=35X"27
Ahora. bien; si en 1 segundo anda 7 metros, ccué.ntos andard en 97

Metros. Segundos

7 I

directa.

3
. ::r:=7><T=63.
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L4

Un mévil que camina 7 metros por segundo tarda 10 en
andar cierta distancia: jeudnto tardard en recorrer la misma
-distancia caminando 8 metros por segundo?

Begundos. Metros.

x 8 .
10 _ 7 ‘ s

4 MAS metros poY

segundo, me-

nos tiempo para

igual distancia:

proporeidnin- .

versa =3

7 70 | 8
cex=10< E:?=8 segundos g

25 hectodlitros de trlgo han COSta.do 550 pasetas cha.ntas

costarin 77?

Pesetas. Heetdlitros.

Lo~
-y

@
550

4 mis hectdli-
tros mds pese-
tas: razdn di-
recta ==

a = 550 < Eé: 1694 pesetas _(1).

20 hombres desaguaron un pantano en 36 dias. El panta-
1no ha vuelto & llenarse como antes: jen cuantos d1as lo des-
a.gua.ra,n 45 hombres? ‘

-

Dias, Hombres.
x - 45
36 20
4 mas hombres
menos dias: ra- 4, ‘
zOn inversa. ===
4 9
» ° ’ 4 ~ A
w=36><; =16 diag (2
o 77 550
(1) B0 > o= T7 =22 3¢ 7T = 16%4,

(2) 865 T= 56 %,,=;~><4=4>{4,=16

-,
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Una fuente ha dado en 14 horas 92825 litros de agaa: -
Jeudntos producird en 23 horas?

Litros, R Iords,
b 23
2825 14

4 mis horas mas
litvos: razdn di-
recta.

23 1
= 2895 >¢ = = 4641 —
=28 5><14 4641 "

Una plaza sitiada tiene viveres para 15 dias: jqué racién

debe darse 4 cada soldado para resistir 25 dias?
) 1

Racidn. Dias.
o3 25
1 . 15

A mis dias me-
nos racidn: ra- 35 3

#%6n inversa ==
VEIS 2% 5

Uli =

o] e

L4
x=1x =
Una sala se ha empapelado con 200 metros de papel de
75 centimetros de ancho: jendntos metros se necesitardin de
otro papel cuyo ancho sea de 66,66... centimetros?

Metros. . Centimetros,
@ 66,66...
200 5,

mientras mehnos
anchura mds pa-
pel: razén 1n-

75
Versa = 5666
Hs )
=200 ’G o = 225 metros. (1).
2 2
4 12 9 200
(1) 200> — =200 = =200 <+ = — =25 9 =225
El = ‘

© Biblioteca Nacional de Espana



CUOCIENTES IGUALES 257

La regla de oro _Vse llama regla de tres simple cuando el

valor de la incégnita depende del de tres cantidades conocie
-das, relacionadas entre si pr

oporcionalments. .
De otro modo: . ‘

El valor de la incdgnita depende en la regla_de oro de la
formacién de dos razones iguales (1).

!

(1) Hay libres que eonticnen numerosos problemas de la regla de tres.
Il maestro. gne no quieva entretenerse en imaginarlos para ponsilos &

sus discipulos, en interés ante vaviedad, puede acudiv 4 esas obras, Mui-
<hos de los anteriores ejemplos sstén tomados de ellas,

TOMO II 33
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Regla de tres éompuestu.

Muchas veces el valor de una incégnita depende de la for-
macidn de mds de dos razones iguales. Y, cuando tal sucede,
el problema se resuelve por dos (6 més) reglas de tres simples,
y por eso al procedimiento se le da-el nombre de regla de tres
compuesta (1). '

7 albaidiiles han ganado on Sdias 162 pesetas, jeudnto grnardn b al-
bafiiles al mismo jornal durante 14 dias?

Escribamos los datos, -empezando por la inedgnita, de
modo que se correspondan los de la misma denominacién

Pesatas. Albafiiles. Dias.

5 14
T -

©
168 8

Prescindamos por el pronto de los dias, lo gque equivale 4.

resolver este otro problema suxiliar:

Bi 7 albaiiiles han ganado 168 pesetas, ;5 cuinta ganaran?

Pecetas. Hombres,
x 5
168 7

(1} Obsérvese lo impropio de estas denominaciones.
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-de modo que resultard una proporcién de términos en razdén
-flirecta con los de la en que estd la mcogmta.

Sor =168 -77— pesetas.
Ahora bien:

31 5 hombres ganan en 8 dias 168 > -% feudnto ganarin en 147

- Pesetas. Diag
. z . 14
168 < —- 8

‘de donde sale esta otra proporcwn, también de términos en

razén directa:

14
p= (1882 )0 e

L= 168 3¢ ; ><"§ =210 pesefa.s (1)

Obsérvese que en la solucién entran como factores en ra-
zén directa de los de la razén en que estd la incdgnita, las
dos razones que contienen sélo datos, multiplicadas por el
término conocido é.denominador de la razdn en que estd la
ncognita. '

Las tres razones de Ia,\mlsma, denominacidén resultaron

x5 ‘14
E we' 778
Y la incégnita es
5 1
z =168 >
[

s

Los problemas resolubles. por la regla de tres compuesta
contienen varias cantidades proporcionales, siempre en nu-
mero par, y de la misma denominacidn dos & dos, inclusa la
inedgnita respecto de sn denominador.

40 hombres han abierto en 24 dias 600 meéros de un canal; gen
cuAntos abrirdn 25 hombres otros 500 metros? :

Eseribamos estos datos, empezando por la ineégnita, de

modo que se correspondan los de una misma denominacion.

(1y 168> = < 2= 163 2 5 o —21><5><2@21><10 210 pesetas.
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Dias. - - Metros. Hombres,
x - BOO . - 25
24 600 © 40

Resultan, pues, tres razones para resolver el problemas:
Una contiene la inedgnita, y dos contienen sélo datoes co--
nocidos; ' '

Dias. Metros. Hombres.
x 500 %
24 eon ' TR

’ :
-Los denominadores son todos datos conocidos; y se han de
lear asi: - - '

En 24 dias han abierto 800 metros de canal 40 hombres.

Supongamos ahora que los 25 hombres deban hacer, no
500 metros, sino también 600. Entonces tendremos este otro
problema auxiliar. : \

Si 40 hombres han abierto 600 metros de canal en 24
dias, goudntos dfas empleardn 25 hombres en hacer otro
tanto?

Dias, Hombres,
@x - 25
24 40.

Pero, como 25 hombres necesitaran mds tiempo, serd pre-
ciso invertir la razén de los operarios; por lo cual habra que
corregir como sigue, por resultarnos inversa una de las ra-
zones: . ' S

Diaa. Hombres,
3 1
_ 21 25
Y tendremos : 10
x:24::40:25 .-, :r:=';4><0—5

Claro es que podemos ahora simplificar el valor de «; pe-

ro no hay necesidad, diciendo: Si 25 hombres han inverti-

~do (24 x i—g) dias en abrir 600 metros, joudntos dias inverti-
ran los mismos hombres en abrir 5007 .

Designemos por a' esta nueva incdgnita (que es la del

proplema), y resultara:
. ‘ . Dias, Metros.

! x! © 500
L2 w0
. 5 .
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Y, como & menos metros menos dias, formaremos la pro-
porcidén siguiente de términos en razdn directa;: B

P w©

: ’ ‘91\/-"': 200 ; 600
B 25

Por.consiguiente,

ru—94>\4°><{3@—32 1)

- Obsérvese que en Ia solueidn entran como factores las dos .
. razones que contienen sélo datos; pero una de ellag inverti-
da, por haber habido en el pfoblema una razén de términos

en razon inversa con los de la razén en que la mcogmta o
encuentra:

40 500
b h -
2% a0

" De modo que, si en vez de haber escrito, al iniciarse la
solucion del problema,

Dias, Metros. Hombres.
x BOO a5
24 600 0 )
hubiésemos escrito : : -
Digs.  Metros. Hombres, .
- @ 500 40
24 Goo a5

habriamos hallado directamente el valor de « multiplicando
el denominador, término conocido, de la razén donde esté la
inedgnita, por las otras dos razones de sblo datos conocidos
(una de ellas invertida}.’ '

Un gran vapor de’ los que atraviesan el Atlintico en 7
- dias ha perdido en un cicldn las hélices, parte del apareje y
todos los recursos alimenticios que llevaba sobre cubierta. El
(1) Simplificando, terrdremos:
40 500

— o g A 4 Q=189
o =24 > ><600 24 x.ﬁ =4 8=152
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vapor conduce 200 pasajeros, y el capitdn calcula que npo
quedan viveres mas que para diez dias. En esto llegan al
vapor 200 naufragos de otros buques: el capitin los recibe,
¥, continuando su viaje 4 la vela, observa que tardard 20
dias en llegar 4 puerto. ;Qué racién es la gue puede dar 3
los pasajeros que lleva 4 bordo? _

Sentemos los datos empezando por la inc'égnita.' fqué ra-
cién habrd que dar & 400 hombres en 20 dlas si solo hay vi-.
veres para 200 en 10?

Racion. Pasajeros. - Dins.

x 400 20
1 200 10

Observando que 4 més pasajeros corresponde menos ra-
¢ién, y también que habrd menos que comer en mayor ni-
mero de dias, serd preciso invertir las correspondientes razo-
nes anteriores, y corregir como sigue, por haber dos razones
de términos en razdn inversa respecto de los de la razdn de
la incdgnita.

Racidno. Pessjeros. Dias,
x 200 10
1 400 - 20

v eutonces tendremos que la racién que habréd que dar 4 cada
persona serd
152 0 _1
PN T e
En esta solucién entran como factores, pero invertidas,
las dos razones que contienen sélo datos, y su producto se
halla multiplicado por el denominador ¢ término conocido de
1a razdén en que aparece la incdgnita. Las razones, al sen-
tarse los datos de modo que se correspondiesen los de ignal
denominacién, eran

T wm ¥ T

y ol valor de la incdgnita es

r=1 ><200 /< E
- 400

Hay aqui dos razones mvertldas, porgue del problema re-
200 10

2
]_ —_ N — r — i -
(1Y xr=1x w0 a= 1w — ks _1>< >~<2 1

Wl
Il
nhlu-n
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sultan dos razones cuyos términos estdn en razdn inversa de
los términos de la razdén en que se encuentra la incdgnita,

Segiin acabamos de ver, los problemas que dan lugar 4 la
regla de tres compuesta, se resuelven:

1.° Disponiendo los términos de modo que empezando-

se por la incégnita, se correspondan los de la misma deno-
minacién;

2.° 8ilos términos conomdos estan en razén directa de
los que constituyen la razén en que estd la jncdgnita, ésta
es igual al término conocido 6 denominador de su propia ra-
zon, multiplicado por las otras razones de términos conocidos;

3.° 8ilos términos conocidos estdn en razdén inversa de
los-que constituyen la razdén en que esta la inedgnita, se in-
vierten primero las razones de términos conocidos, y, hecho
esto, la incdgnita resulta igual al término conocido de sn
propia razdn, multiplicado por las otras razones invertidas;

4.° Si de los términos conocidos unos estin en razén di-
racta y otros en razon inversa de los que constituyen la ra--
z6n en que estd la inedgnita, se dejan intactos los de razdn
directa, v se invierten los de razdén inversa; y, finalmente,
se halla el valor de la incdgnita multiplicando el término co-
nocido de su razdn por las otras razones directas é invertidas.

“Apliquense las precedentes reglas 4 los siguientes ejem-
plos presentados como cldsicos por diferentes autores.

Con 60 kilogramos de hilo se han tejido 5 piezas de tela
de 27 metros de largo y 50 centimetros de ancho, ¢con cudn-
tos kilogramos del mismo hilo se tejerdn 9 piezas de 30 me-
tros de largo y 75 centimetros de ancho? S

Sentemos estos datos, empezando por la inedgnita, segiin
antes se ha hecho.

© Kilogramos, Piezas. Largo. Ancho.
T 9 20 75
50

60 5 27

¢Habrd que invertir alguna de las razones? No; porque
todas estan en razdn directa de la razdn donde estd la incog-
nita, — . En efecto, para hacer 9 piezas se necesita més ma-
terial que para 5; para gue tengan 30 metros de largo, mds
que para que tengan 27; para que tengan 75 centimetros de
ancho, mds que para obtenerlas de 50.
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a0 x—:‘g:llso (1),
Supongamos ahora que log da.tbs hubiesen sido como
sigue: . '
Con 60 LLiogra,mos de hilo se ha,n teydo 5 piezas, cads
una de 27 metros de’'largo y 75 centimetros de ancho; geon
cuantos kilogramos se obtendrdn 9 piezas de- 30 metros de

largo y 50 centimetros de ancho? Y tendremos:

Kilngnimos.. ) - Fiezas. Largo Ancho.
x 9 © 80 50
O 5 2T 75

GHabra, que invertir alguna de las razones? Tampoco. La
inedgnita tiene que ser respecto de 60 como 9 respecto. de b,
porgue & mayor niimero de piezas corresponde més material
que ol necesario para 5; tiene por analoga consideracién que’
ser como 30 & 27; y, por 1ltimo, ha de ser respecto de 60
coma 50 & 75, porque & menos ancho corresponde menos hilo.
Por consiguiente, habiendo de estar la incdgnita respecto‘
-del 60, como las otras razones, resultard

20 50

L 5 .
=603 — > oo X =80 (2)

_ 40 hombres trabagando 7 horas diariamente han hecho 300
_metros en 8 dias; jeudntos dias tardardn 51 hombres si tra,ba.-
Jan 6 horas. dlarlamente para hacer 459 metlos‘p

mn\ Il'ombreq . Horas, Metros.
Be 51 .G 450
i 40 T 300.

A mas hom- A menozho- A “mis me-
bres menos Yas mas tros mas ‘
dias. diag. dias.

Inversa. Inversa, . Directa.

40 7 ad 1
= 8 o — 2 o= 11— (B).
TR lraE e G
L3075 16
(1) 60,<—5— ><--><— =129 — ><A =12 o><‘%—17><la—180
9 30 .>0 - 2
{2) GOX—/\T?/{':E—].)XOX X—q-'—4~><10><9=80
. 40 7 439 .- 4o _ 158 7 3
1B) 0 B s — X = =8 e —-:- —==8d = —
R Tkt < " 100 AT
. 7.0 e R &
:b><<L>-:_'—2—><s~=b><2>< (< —=16 T ><01._11

w0 _ 107
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18 piezla‘s de tela de 1,50 metros han costado 5936 pesetés,

seudnto costardn 11 plez&s de.igual calidad y largo, pero
de 1,25 de ancho? :

Peseotas, - Pjezas Ancho,

r 11 1,25
5986 T 1,50
\ v - A menos A menoes
L piezas ancho -
menos menos
~ dinero. dinero.
Raxou di- Hazdn di-
recta. recta.
g 11
’ Cr= 0386 X = ]—'5— == ‘3048 ——4 {5

25 zapa.dores tlabagando 9 horas por dia han invertido 12
dias en cavar un foso de 50 metros de largo, 4 de ancho y 6 de
profundidad en un terreno de resistencia igual 4 1, eudntos
zapadores se necesitarin para que trabajando 10 horas al dia
durante 18 dias, caven otro foso de 100 metros de largo por 3
de ancho y 4 de profundxdad en un terreno de doble re-
sistencia?

Ynpadores. Horas. " Dias, Metrog, Ancho.  Profundidad Resistencia’
x - 10 18 100 3 4 - 2
25 ) 12 150 - 4 6 1

i&nms‘no- A mis A més A. inenos A menos A nisve-
rasmencs dias me- metros mlchome— prof me- sistencia
hombres. nos hom- més hom- nos hom- nos hom- mas hom-
Razén in- bres. bres. - Tres. bres. bres,

versa. Inversa. Directa. Directa. Directa, Directa,

Por consiguiente

w= 20 — >~<B lﬂ)xi 2Ll s (2
4 - 6 1
-Un estangue sellena de agua en 9 dias por 2 cafios que
estén abiertos 12 horas al dia: cada uno arroja 100 litros

1

125 _ R g0gs s B —g0as 2
(10 5956 > — ><1-5—D_5986>< x?_uﬁsx‘ﬁi% 7
s iz 100 -3 4 1 12 o1
L e M D e D e B 0 D5 30 m v o3 D
(2)'20><10><15><50><4sz _a><m‘><2>< =3
26 2=5 % 6=30.
TOMO 111, B : ‘ 34
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por hora. JCudntos dias tardard en llenarse el mismo estan-'
que por 4 cafios que estén abiertos 15 horas al dia, si arroja
cada uno 75 litros por horaﬁ

Dias. Canos, Horas, Litros.
x 4 15 5
9 2 12 100

Registrados los datos como se ve, se compardn lossdias
con cada una- de las otras especies; y se halla que estdn en
razén inversa de todas ellas: por consigniente, resulta

' . 2 12 100

=8 e =

113.3 = 4@1 19h 12m,
15 71

r.‘-|‘°

Han abierto 78 operarios, en 15 dias, 3 zanjas de 42 me-
tros de longitud, 14 de anchura y b de profundidad, en un
terreno cuys resistencia se exproesa por 4, trabajando 10 ho-
ras al dia; con una fuerza expresada por 168. ;Cudntos ope- -
rarios abrirdn en-12 dias 8 zanjas, de 46 metros de longitud,
11 de anchura y 2 de profundidad, en un terreno cuysa resis-
tencia es 7, trabajando 9 horas al dia, con una fuerza expre-
sada por 2007

Preparado el problema como se ve & continuacidn,

Operarios, " Dins. Zanjas. Largo.  Ancho. IHondo. Resisiencia, Tioms. Fuerza.
& 12 § . .45 11 2 7 9 200

8 5 8 4 14 5 4 10 1683

se compara'la especie de la incdgnita, que es operarios, con
cada una de las otras, y se halla que estd en razdn inversa
de los dias, directa de las zanjas, directa del largo, directa
del ancho, directa del hondo, directa de la resistencia, inver-
sa de las horas, é inversa de la fuerza. Por consiguiente,
resulta

‘I 8 45 '.7 10 168 °

5 12 )
== < T T W = 1 .
=T8> R P SR TES AT A b vt = 143 operarios.

Por medio de la regla de tres se resuelven muchas compli-
cadas cuestiones de proporcionalidad referentes d interés del
dinero, giros, ganancias y pérdidas, ?epmtos de capitales,
mezelas, ete.
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Estas cuestiones son todas de mera aplicacion y tienen un
cardcter téenico tan marcado que resultan ajenas al objeto de
esta obra. Bl discipulo debe estudiarlas en las Aritméticas Co-
merciales 6 en las de indole industrial, donde estén tratadas
con gran extensién y minuciosidad de pormenores respecto d
los pesos, medidas y monedas de los paises donde no rige toda-
via el sistema métrico decimal. Es estudio sumamente laborio-
80, § en que pocos, pocos legan d maestros. ¥ no-por las difi-
cultades de teoria (que en esas cuestiones no las hay), sino por
la multitud de noticias que rveclaman, y la rapidez y sequridad
que requieren del operador; pues la equivocacidn mds insignifi-
cante cuesta siempre el dinero al industrial, al comerciante, al
bolsista... que la comete.

Estudie, pues, con suma detencion el diseipulo que aspi-
re 4 la especialidad en los negocios:

La regla de compaiiia,

interés simple,
interés compuesto,
anualidades,
imposiciones,
© seguros,
descuentos,
barata,
gananclas y pérdidas,
averiag,
tara,
aligaelidn,
falsa posicion, sencilla y doble,
conjunta,
cambios,
arbitrajes,
y las especialidades 4 que, dan lugar las industrias y las
aduanas.

Hay que repetirlo. El estudio de estas especialidades re-
quisre mucha aplieacién, mucha prictica y mucho tiempo, y
de ninguna manera merecen el desdén con que las miran
hasta profesores que las ignoran.
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LECCION IX

Progresi oneq. FPreliminarves.

+

Cuando comparamos una magnitud con otra, podemos pro-
ponernos dos fines:

“Ver cusl de las dos es mayor 6 menor,

O bien

Ver cudntas veces la menor estd comprendida en ]a, mayor.

Si nos proponemos, por ejemplo, saber cudl es mayor de
las dos lineas sigunientes A B y CD ' ' :

A "B C D E ¥
pondremos la A B sobre la CD, observaremos que la CD es
més larga ydiremos que entreuna y otra hay la diferencia EF'.

- 81 podemos expresar por niimeros esas maguitudes, mlchen-

dolas, observamos que

AB=30 millmetros; G D = 40 milimetros; _\} E ¥ = 10 milimetros

v, entonces, decimos gue esas lineas estdn en la razdn por di- .

- ferencia de 30 & 40, Y llamamos razdén por diferencia 2l 10 mi-
limetros, cantidad en que difieren ambas magnitudes.

3inos proponemos averiguar cuintas vecescabe [ Jen G H

mediremos G H con IJ ¥, viendo que I J cabe 7 veces en
G II, diremos que la razén gecmetmca de GH &I es—= 7

GH
= ‘
IJ i
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Y si, medidas esas magnitndes, encontré,semo's que
¢ H=35 mlhmetl os, y IJ=5 mlhmetlos,
dlnamos que la razén geometnca de GHaAIJes=T:

-
i

F

Hay, pues, dos clases de razones:

" Razones por diferencia 4 aritméticas (1),

Razones por cuociente 6 geométricas (1).. .

' Las razones por diferencia pueden préscindir de los valo-
res numéricos: sin necesidad de contar el nimero de milime- -
tros, es posible sefialar en una cinta'la magnitud en que una '
longitud excede 4 otra (2); pero la razén por cuociente nece-
sita el nimero: «esto pesa cineo veces mds que esto otro»,
otcétera (3).

Siempre que las razones pueden sxpresarse por numeros,
se preflere la- forma fracclonarla v, asi, en vez de las expres
siones _

AB—CD=EF [razdén m‘itmétlua)
& Ii
T3

T (razén geométrica)

Se adoptan las numéricas, sus iguales,
’ 85 —30=5

/.

@i

(1) Sin propiedad ninguna se llama ar itmilicas & las- razones nor (hle-
rencin, y geoméiricas & las razones por guotviente.

{2) «Fsta es la Avitmética de los sastres y de las costureras», 1eoueldo
hiwber leido en un articule humoristico. .

Ninguna costurera sabe, per lo comun, wultiplicar, ni falta que le ! 1nce.
=i .110'0 sobra en un vestidv, cortan el soby ante, suando, superpuestas lus
preudas al cuerpo de quien vlst.eu observan un excedente, Y, sl viceversa,
ensanchan. Pero nunca hacen mediciotes numéricas.

(8) Sin embargo, en g,eoms;tua, L hueas proporeionales puedeu pres-
uudn del numP,lo

AR BC::AD:DE, ete.

Pero la idea de ntiniero estd realmente hoblenteuduh en m/ones oo
Ia precedente.
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de modo que un problema lineal, siempre muy concreto, se
transforma en otro mumérico muy general; pues, 2n vez de
decir individualmente: «la razén aritmética entre esta linea
de 85 milimetros y esta otra de 30 es igual 4 5, podemos ge-
neralizar 4 todos los casos, diciende: «Cualquier magnitud
(longz'md, peso, tiempo,. .. etc.), igual & 35 es aritméticamente
4 otra de su especie igual 4 30, como 85 — 30», 6 bien (pasan-
do al otro ejemplo) «cualqmer magnitud 1gua1 435 estd res-

pecto de otra igual 4 5, como 3§= T»,

Es inmensa la importancia de las razones, especialmente
de las geométricas; porque hay magnitudes que no pueden
expresarse directamente, sino por relaciones numéricas.

Por ejemplo:la densidad de un cuerpo depende de su masa,
0 sea del nlimero de sus moléculas en un volumen dado: como
no podemos contar esas moléculas, porque hasta ellas no lle-
gan nuestros medios de investigacion, calculamos la masa por
el peso, ¢ sea por la fuerza con que la tierra atrae el cuerpo;
¥, por consiguiente, la densidad se determina por la relacidn
del peso al volumen (4 condicidon de ser niimeros puros los ni-
meros expresivos del volumen y del peso).

Llamamos fuerze & la causa desconocida que pone en mo-
vimiento un cuerpo. Consideramos como evidente que, mien-
tras mayor sea la masa de ese cuerpo, esto es, mientras ma-
yor sea el numero de sus moléculas, mds grande ha de ser la
fuerza que lo impulse. También miramos como evidente que
para que la velocidad del movimiento sea mayor, mayor ha de
ser la fuerza. Por consiguiente, la cantidad de movimijento ha
de ser igual 4 la masa por la velocidad. jRelaciones puramen-
te numéricas de cosas desconocidas! ‘

Y, en geueral, resultan de razones geométricas las formula.s
de electmmdad de mecénica, y demas de la fisica:

. . espacio
‘ Velocldad nniforme = — -

tlempo

¥ tantas, tantas otras que agui serfa fuera de‘propésito citar.

Con dos razones por diferencia se ohtienen proporciones
por diferencia. .
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Denommase]as EQ,UIDIFERENCIAS.

Y se define la equidiferencia diciendo que es ; la 1gualdad
de dos razones por diferencia.

Una equidiferencia se escribe como sigue:

5.3 :17. 15 \

sepamndo por un punto los termmos de cada razdn, y des-
lindando las razones por dos puntos.

Las equidiferencias se leen como las proporciones geomé-
tricas: por ejemplo:

5esé3c{)m51’?esé]_.5

~ El primer término de cada razén por diferencia recibe el
nombre deé antecedente v el segundo de consecuente.

Llamanse medios los dos términos del centro; esto es, el
consecuente de la primera razén aritmética y el antecedente
de-la segunda; y se denominan extremos los otros dos térmi-
nos. Asi, en el ejemplo anterior, 3 y 17 son los medios, y 5
¥ 15 los extremos.

La propiedad fundamental de toda equidiferencia es

la suma de los medios, es igual 4 la suma ds los extremos.

Y, con efecto, ou el ejemplo tenemos
5.-15=8417. (1)

51 es cero la diferencia entre la suma de dos sumandos yla
suma de otros dos sumandos, los cuatro sumandos forman una

(Iy Enla eguidiferencia propuesta
5.8:17 .15
los antecedentes son 1espeut1vamenne ignales & sus consecualites +la ra-

zim 2,
De modo qus esa equidiferensia es Lgun.l & esta otra

B8+2):3:(15+2).

Por tanto, la suma de los madios se halla slempre compuesta de los
mismos sumandos que la de los extremos:

(3--2 +15==834 (15 + ")
¥, como ests es propiedad indspendiente de los ntmeros propuestos,

rasulta que siempre la sumna de inedios es ea las equidiferencias igual ila
de los extremos.
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equidiferencia, si “los sumandos de una suma se ponen como
medios y los de otra ¢omo extremos.
1414 17=158 a

34124 = 158 ° o
.. 141 . 84 : 1wt . 17| 198—158=0

4

En ef'ectd _ o
14l — 84 =107, 124 — 17 =107

De las propiedades a.ntenores resulsan va,rla.nt.es a,na,loga.a
- las estudiadas en las propormonea geométricas, sumamente
faciles de hallar pot el alumno.

En toda equldlferencm .

+ Un medio es ignal 4 la suma de los extremos mendas el otro-
medio; :

Y un extremo es igual 4 la sumg de Ios medios menos el
otro extremo.

Bi _

4. 9:21 .18

14 == ( 9= 21) - 16

9 = (14 + 16) — 21

21 = (16 + 14) — ¢
6=(v+21)— 1
.

Por consiguiente, nada mis facil que

Dados fres termlnos de una eqmdlferenola, hallar el
cuarto.

cx LB AL L Y L o =42 —289= 7
T 29l .23 L =(TH2)—91="5
T.5 ¢ » 289 o o={74289)— 9:291 -
T.90 1981 .’.w:(.ﬁ—i—?ﬂl)—- 289 :

i

Se llama continna la equidiferencia cuyos medics. son
“iguales ' :
W0, 7:7 .4

Si la incognita ocupase los medios
- ’ - . W.x:1x .1
tendriamos . :
Wtd=x+ax=2 <z

T+ 4
P r=

=7

2

- De manera que en una equidiferencia.continua, la incdg-
nita es = 4 la semisuma de los extremos (1).

(1) L‘LS demas 1)1op1ed1des de las equidiferencids son anlogas 4 las de

las proporciones geométricas y han de ser evidentes para guien hubiere
_estudiado estas proporeiones,
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La ‘sezmsum& entre dos nimeros se llama media diferen-

cial entra los mismos, También se le da el nombre de media
.aritmética.

¢Cua.1 es la medla diferencial de-24 y 467

24 x 46 70
z 2

=35..24.85: 35 .46;razc’>n 11

¢Cusdl la do a y b?
a4 b

. L —

2
- Recuérdese (Leccidn I de las proporciones por cuociente)
-que en ellas se llama media factorial no 4 una semisuma, sino
4 la raiz cuadrada del producto de dos niimeros.
¢Cudl es la media factorial entre 5 y 807
V552 80 =V 100 = 20
Y, en.efecto,
5:920 : 20 ¢ 80; razén = 4

¢Cnél es la media factorial entre a y 7

\/a,><b

La medis diferencial entre dos nidmeros es > que la me-
dla factorial entre Jos mismos.

¢Cudl es la media diferencial entre 3 y 757

- s
*. 8.89:589.75; razén = 80
¢Cudl es la media factorial entre los mismos numeros 3 y 757

- V3% 15 =122 =15

.. 5:15::15:75; razdn'=5

Digo que necesariamente la media diferencial 39 ha de
ser > que la media factorial 15, ¥ que el resultado no es pro-
piedad especial de los nimeros dados 3 y 75. .

Tn efecto: el mayor de los nitmeros dados, que es el 75,
resulta evidentemente lgual 4 la suma del menor, } de la dx—
ferencia entre mayor y menor. i

|

|
~1
(&

Diferencin entre maym y menor =75 — 3
TOMO ML \

o]
o1
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El mayor es la suma del menor con la diferencia; '
L TB=8+T2

+ Por tanto, las férmulas anteriores pueden ponerse en la.

siguiente forma: .
. . . 3 75 84 (34 72 2% 3 T2 2x3 T2 72.
Media diferencial == +2 = (2+ I 2)+ == >t =8 + iﬁ;

Media factorial =1/8 > 75 =1/3x 8412) =V/3* + (3 12)

Elevemos al cuadrado los miembros de las 2 férmulas an--
teriores, y tendremos:

(Media diferencial)® == 3¢ 4 [2 > (3’>< %) ' 723 =B ExT)+ o
(Media factorial)? =32+ 8¢ 72 ' ,
Restemos una ecuacién de otra

(Modia dif) — (media fact.)? = (se + (85<T2)+ %’) — (e =T

Donde vemos que la diferencia de los cuadrados de las me-
dias aritmética y geométrica es igual & la 4.2 parte de la di--
ferencia entre las 2 medias (1).

{1} Se sahe por &l Algebra y la Geometria que la diferencia entre dos-
cuadrados es igual 4 la suma x por la difsrencia de los nimeros de gue
se trata. ) . :
a?— b= (a-}-b) =< {a—b) a4+ b

‘ e —0b .
a4 ab -
— ab— B2

I

i

| |

| = o%— b2

Pues bien, lamemos M 4 la media diferencial; -
llamemos m 4 la media factorial,

v la formula anterior se transformard en la siguiente:

a la diferencia 722
MEm gt = ————————
4

{diferencia 2

.d@+@xm—mz

4
oo M= 4% (M + m)
Die donde resultard en el\ ejemplo propuesto 7
721 _ T2 x 72 Bis4

M—m=3—15=04= =94

4% (394 15) 4% 54 216
De donde resulta que la media diferencial ex¢ede siempre & la factovial
en el enadrado de la diferencia entre ambas medias

por 4 veces la suma de lag mismas medias,

i
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Y en efecto,

‘Cuadrade de la media dif. 89 — euadrado de la media fact. 15 = 892 — 152
’ .0, 392 - 152 =1521 — 225 = 1296

Ahora bien, la diferencia 72 entrée 3 y 75 elevada al cuna-
drado y partida por 4 es= )

4 .

v

Y, como estas propiedades no son exclusivas de los nime-
ros 3 y 75, resulta que, si los cuadrados de las medias diferen-
ciales son mayores que los de las medias factoriales, también
lo serén por necesidad las mismas medias sin cnadrar (1).

Se llama progresién & una serie de niiméros consecutivos
continuamente proporecionales.

{1} Los ejemplos anteriores de medias aritméticas y geométricas, 4,
mejor dicho, de medias diferenciales v tactoriales, son casos particulares
de reglas mas comprensivas.

La sama de #» nimeros dividida por el mismo » es la media diferencial
entre dichos nimeros. : . :

Un hombre gand el lunes B pesetas, sl martes 7, el miéreoles 5, el jue-
ves 15, el viernes 17, el sibado 2 y el domingo nada: ;euil es la medin pro-
porcional entre esos ntimeros? O bien, soudl fué la ganancia media?

" Tunes 3 3
Martes + 7
Miéreoles + 5

A . 49
Jueves -+ 15 Gananeia término medio: — = T pesetas,
Viernes 17 7
Sabade + 2
Domingo 4+ 0
= 49

Anslogamente: la raiz s del producto de n factores esla media factorial
de dichos # niimeros. . ‘
<Cudl es la media factorial de los » niimeros

e, b, 6 d,... uf?

n .
\/axbxcxdx...xu
Los problemas aritméticos rara vez necesitan el empleo de esta férmu-

1a, gue exige el use de las tablas de logaritmos. .
Y lo mismo acontece con otros teoremss de las medias proporeionales.
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Como hay dos clases de rd.rones, h&y también dos clases: E

de progresiones:

Progresiones por diferencia, llamadas tamblen aritmdti-
cas, y

+ 1.83.5.7. 9.11. progresién aritmética, cuya razdn es 2

s+ 1:204:8:16:32 1 .. progresidn geométrica, cuya razén es 2

Las progresiones son ascendentes ¢ descendentes:
Son ascendentes cnando el 1.°7 termmo « el menor de to-
“dos los de la serie:

Son descendeutes cuando el Ler tPl‘BllllO es el.mayor de
todos.

Las dos progresiones anteriores son ascendentes.

Las dos gue siguen, descendentes:

+ 95, 93, 85. 80. 75. razon aritmética =5

15695 : 8125 : 625 : 125 : 25... razdén geométrica = 5

Bl modo de escribir las progresiones es como qued‘t visto
en los ejemplos.
Por tanto,
Una progresidn aritmética es una serie de mimeros, cada
uno de los cuales es igual al inmediato anterior aumentado ¢
disminuido en’una cantidad constante, la cual se llama razdén
aritmética de la serie. En la de los numeros impares, prime-
ro presentada como ejemplo de progresidn aritmética ascen-
dente, cada término es mayor en dos unidades que el término
precedente inmediato. Asi,

S=1-2; =842 T=549 9=7T-+ 2;.. elec

Y en el ejemplo de progresidn aritmética descendente,

cada término es cinco unidades mds chico que el inmediato -

anterior.
90 == 05 - B; 85 = 00 — 5; 80 = 85 — 5;... cic

Andlogamente:
Una progresién oeometrlca es una serie de numeros, cada
‘uno de los cuales es igual al inmediato anteriof multlphca.do
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¢ dividido por una cantidad constante, la cual se llama razén
geométrica de la'serie, En la primera serie geométrica . as-
cendente, puesta como sjemplo, cada término es doble del
precedents inmediato; y en la segunda serie geométrica, que
es la descendente, cada término es la quinta parte de su con-
tiguo 4 la izquierda.

2=1x2% 4—2 2 812 165502,
15625 + 5 = 8195 3125+ 5 — 625,.. - S
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Proporciones por dnferencla .« Iniercalaclén
de términos.

Tres términos consecutivos de una progresién por diferen-
cia forman una proporcidén continua por diferencia.

+1.3.5.7.0.11..,,

tomemos tres términos cualesquiera, por ejemplo

¥ tendremos
5.T:7.90.0.549=T7+7

Por eso tal progresidén puede enunciarse

: les 3 comoBes£b, como 5es d 7, como Tesdd ete.

Pero regularmente se dice, por abreviar,
progresion por diferencia: 1, 8,5, 7, 9, 11, ete.

Sabemos que todo término de una progresién por diferen-
cia es igual al inmediato anterior, mis ¢ menos la razén de
la serie, segin ésta sea creciente ¢ decreciente..

Por tanto, todos los términos pueden referirse al primero.
{Véase el teorema inici'a.l de la inmediata Leccidn.} :

+12.18.24.80.86.42.. razdn == 6.,
w12, (12-4+6) L [124-(6x<2)] . [124 6><3)] [124-(8<4)] . [12+4-(B6<5) ...
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De donde resulta que

un término cualguiera = al 1.° == (la razén >< por el nimero de
termmos anteriores al que se busca).

g_Cué,l es el sexto término de una progresién creciente por
diferencia, cuyo primer término es 12 y cuya razdn es 6?

12 4 (6 >< por &, que son los terxmnos gue hay antes del 6. °)
it 12—|—(6><5) =12 + 30 =42,

gCua.I es. el octavo término de una progresidn decreciente
por diferencia, cuyo primer término es 15 y cuya razon es 2?

15— (@xT)=15 <141
Y, en efecto,

+15.13.11.9.7.5.8.1

De la precedente férmule concreta, resumlta la general,
porque, '
Si @ es ol primer término de una proglesmn por &1felen01a
« el Bltimo gque se busca,

# la razén diferendial, ¥
% el nﬁmero total de los términos;

tendremos, secrun sea ascendente ¢ descendente la progre-
sidn,

u:ai_[rx(w—l)]

Verdaderamente en la practica no es necesaria esta doble
fdrmula, porque toda progresion aritmética descendente pue-
de considerarse como ascendente, si se toma el dltimo térmi-
no, esto es, el mds chico, como si fuera el primero, con lo
cual pusden uniformarse las cuestiones, quedando las dos fér-
mulas

u=_cz-|—[r>‘<{n'—'l)] yu:a—-[rx(n‘—l)] '
reducidas 4 una sola; & la primera:
7 d:a—l—[rx(n-—'l)]

Unicamente hay que considerar como incégnita al térmi- -~
no a, y no al %, cuando la progresion fuere descendente; en
lo qué no puede haber dlﬁcultad murruua pues en la férmu-
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Ia anterior puede ser desconocida cada una de las 4 cantida-
des que entran en ella. : :
Y, en sfecto, podemos resolver los 4 problemas mgmentes
Férmula 1> Hallar el dltimo término: % =g~ [ (n—— 1)}

Férmula 2.* Hallar el primer término:  a=wu - [r><(n —13] (1)
{2)
"+ 1(3)

v—a

Fél;mula 8> Hallar la razdn: " — 1

Férmuls 4.* - Hallar el nfim. de términos: n =

¢Cuél es el octavo término de la progresidn ascedente por
diferencia, cuyo prlmel término es 7 y cuya razon es 3?
Por la formula primera tendremos: ..

.
]

Ultime término =a-+[r>xn-—1)]
=T B BN =T+ B T)=28

Y, en efécto, resulta

+7.10.13.16.19.22.25.28

(1) En la. 1.*de lms cuatro férmulas, @ es un sumando; y como un su-
mando es ignal 4 1o suma menos el otro snmando, tendremos:

' as:u-—[rx(ﬂ——l)]

(2) Enla misma férmula 1.% es » > (n — 1) otro sumanddy y, como un
sumando es ignal 4 la suma menos sl otro sumando, tendremos

' rX(n—l):u—ﬁz

’

- Pero ya en esta férmule, » es un factor; y, como un factor es igual al
producto ps.l’mlo por el otro factor, resulba.ra

UH—a

¥ =
=1

3 " En la 1.7 frmula i » — 1} es un sumando,

- ry(n—l):‘u—a
Pero ahor a, en ésth, (m — 1) es un factor que serd Jgual al dLVJ.clendo
1 — a) partido pox el otro factor,
u—r
= 1l=
r

Y, por uitlmo, aqui 1 es minuvendo, v seri wu i Ll bubtmendo mis el
residuoe,
N—a
Cefi= —— +1
;
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&

¢Cuaél es el octavo término de la progresién descendente
por diferencia, cuyo primer términoc es 34 y cuya razén es 87
- Como la progresién es descendente, haremos uso de la se-
gunda férmula y buscaremos & como inedgnita, con lo que
tendremos, )

a =Primer término =u — [¥ < {n — 1]
=8t —[3x(8—1)]=34—21 =18
Y, en efecto,
+13.16.19.22.95.28,51.34;
6 bien, segin se pedia, _
+54.31.98.25.92,19.16.13

¢Cundl es la razdén de la progresién por difereneia, cuyos
extremos son 11 y 36 y el niimero de cuyos termmos es (7
Haremos uso de la formula tercera.

2 —n
Raghnr ==
n—1
86 — 11 25
. =-—=25
6—1 5

+11.16.21.26.51.36

¢Cual es el nimero de términos de la progresién por dife-

rencia, cuyos extremos son 49 y b y cuya razon dlferenclal
es 47

Por la férmula cuarta tendremos

- ‘ . . °—qa
Numero de términos = —— 1
*

w=4?;4‘3-+1=4—i 41=1141=12

+5.9.18.17.91.95.29,53,537.41 , 45149

Las cuatro anteriores férmulas pueden utilizarse en la
resolucién de otros problemas. Por tanto, nunca se recomen-
dard bastants que el discipulo encomiende & la memoria las
cnatro férmulas siguisntes:

' TOMO Iit 86
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Ultimeo térming: , ‘
=:1.% - [ramén >< (por el nim. de ellos —1)] dhien =10 - [r > {n-—1)] .

Primer término: -
—41t.°—[razdn x< {por el niim. de ellos — 1)] 6 bien g == — [r>x (n — 1)} -

La razdn:
ultimo —1.0 . . u—
————— : 6 hien r=
nimero de ellos — 1 n—1

El nitmero de términos:

nuitime —1.0 @

6 bien p=o—% 41
r

razén

Intercalar entre des numeros dados un ntimero determi-

nado de medias diferenciales;

O bien

Intercarlar entre los datos un numero dado de términos,
de modo que todos formen una progresion por diferencia.

7 el 1.er términe de la progresién v

Sean los datos Ty 15; esto es 15 el otro.

Sea 3 el nimero de las medias diferenciales que han de in-
tercalarse entre 7 y 15.
~ Claro es gue el total de términos de la serie serd, después
de la intercalacién, igual 4 5; 3 que han de ocupar el centro y
los 2 de los extremos que nos son conocidos, 7 y 15.
TUnicamente tenemos que encontrar Ia razon, que nos serg
dada por la féormula tercera

Y, en efecto,

Lo8 § inter-
calados,
Intercalar 11 términos entre 1 y 49.
Siendo 18 el nimero total de los términos que ha de tener
la progresitn, resultard
W=l 48
= —a 4
18 —1 iz
+ 1.5.9.18.17.21, 5993337114549

Los 11 tbr‘nmos intercalados,
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Si entre cada dos términos de una progresién por diferen-
cia se intercala el mismo numero de medios diferenciales, la
serie de todas las progresiones parciales constituye una sola
v misma progresidn; pero la nueva razén es la de cada serie
intercalar.

Intercalemos 3 términos entrs cada 2 de Ia signiente pro-
gresion por diferencia, cuya razén es S

+1.9,17.25.33.41.49

Intercalemos las 3 medias diferenciales entre cualesquiera
dos términos de la progresidén; por ejemplo entre el terceroy
el cuarto, para lo cual sélo necesitamos hallar la razén co-
rrespondiente; y, segun la formula tercera, tendremos

25-17

€Tr = =

51

l‘kfﬁﬁ
)

La nueva razon es 2y, por tanto, la nueva progresién sera

+1,8.5.7.9.11.18.15.17.19.21.25.25.27.29,51 .83, ete.

N e S

SUMA DE LAS TROGRESIONES
En toda progresién por diferencia, la suma de dos térmi-
nos enalesquiera igualmente distantes de los extremos esigual
& la. de esos mismos extremos.
+1.4.7.10.15.16.19.22.25.28.51.34
1 484 == 85; 4+31=35; 7+ 28 =54;... 16 4~ 19 =35,
Sabemos que

el 1er tdrmino de una progresion = @

el 2.° =a—+{rx=l)
el 3.0 =a+ (r=<x2)
el 4.° =a-(r>=8)
el 5.° L =a+(r=x4

-Sabemos también que

el iltimo término =+ P‘ > (n—1)]
el pentltimo ==+ r = (n—2)]
el antepeniltimo =@ - [r < (1 — B}]
el ante-antepeniltimo =a+4

¥ < (n— &)
el ante-ante-antepentltimo = a+4-[r < (n — 8)]...

Pues sumemos ahora los términos correspondientemente
¥ tendremos:
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© EL 1.° o+~ el filtimo . _
=g V(oA xnm—1D]=2a+[r>xn—1)] .

El 2.° ~ el peniltimo . _
=fa—+(r Y(a+r)<(n—2)]=2a-[r><(n—1)]

El 3.° 4 el antepenidltimo
=la+r<xDF@t+rxm—H]=2a+[rx{n—-1)]

El 4.° 4- 8l ante-antepenultimo
=+ rx+@rr)<nr—9H]=2a5[r>x{H—1)]

ste.

Donde se ve que lo que en el segundo miembro aumenta
el primer paréntesis es precisamente lo que disminuye del se-
gundo. ‘ '
Si la progresidn por diferencia tiene un nimero impar de
términos, el de enmedio resulta = 4 la semisuma de los dos de
los extremos (¢ de cnalesquiera otros dos equidistantes de los

mismos extremos).
+12.10.26.53.40.47 .54

1.° __‘t}' ultimo = 12454 =66

2.° v peniltimo — 1947 — 66

32y antepentltime = 96 1-40 = G6
66

FEl del eentro == 33

O bien, el término del centro multiplicado por 2es =4 la
suma de los extremos, ¢ de dos términos cualesquiera equi-
distantes de los extremos.

De lo expuesto se deduce facilmente gque

La suma de los términos de una progresién por diferencia
es igual al producto de la suma del primero v el ltimo mul-
tiplicada por la mitad del numero de términos.

. 2
Suma = (1.7 - dltime) > —-

¢Cnél es la suma de los 12 tédrminos de la progresion por
diferencia

.

—+1.4.7,...28.51.84?

Suma = (1 - ) > 1= =85 > 6 = 210
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¢Cudl es la suma de los 7 términos de la progresién. por

diferencia ; .
+12.19....47.547

Suma = (12 + 54) < —= 66> — = 33> 7= 231

Y, en general,

Suma = (1.° 4 tltimo) = %

En esta férmula de la suma hay 4 cantidades, cada una
de las cuales puede ser desconocida.

"Esto da ldgar 4 cuatro problemas, 4 cada uno de los cua-
les corresponde una férmula dificil, que el diseipulo ha de
encomendar 4 la memoria, como las otras cuatro de la pagi-
na 282. Mas importantes son todavia éstas que aguéllas.

Férmula A.—3Si la suma es desconocida, ya sabemos que

2=41a suma = (1.° 4 Wltimo} < —
6 bien, poniendo S y w en vez de suma y ultimo,
n -
z=89=(c-+u) x N

‘Formula B.—8i el primer término es desconocido, ten-
dremos:

28

@, que es ahora el primer término, = — — ultimo (1)
. n -
i)
o= —
ki
ey Suma — (x4 Wltimo) < 7—2"-

& bien
n
8= {4+ )< o

Aqui @ estd en un paréntesis gue hace de factor,
v, como un factor es igual al produeto partide por el otro factor, ten-
dremos:

k1

porgue un sumando es igual 4 1a suma menos el otro sumando,
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Férmula C.-—8i el ultimo término es el desconocido,
) - .. 25 .

w, que es ahora el ultimo término, = =, -~ Pprimero (1)

28 '

"

. = —

Formula D.—S81 el ntimero de términos es desconocido,

R .. ) 2% 8
x, que es ahora el ntmero de términos, = —————— ()
' 1,0 4 Gitimo
. 2 X5
T a4

Ejemplos de las férmulas.
¢Cudl es la suma de los 10 términos de la progresion por

diferencia
+91.26.31...667

Segin la férmula A,

S = (21 + 66)3< 5 =187 < 5 =435
Con efecto,

+21.26.81.86.41.46.51.56.61.66

{I) Suma = (1.° 4 #) < %

x estd en un paréntesis que hace de factor.

28

v (L0 =

n

Pero agui resulta ahora x comoe sumando.

28

n

o= —a;
porgue un sumando es igual 4 la suma menos el otro samando,

{2} Suma = (1.” 4~ ultimo) < —;“

Aqul 2 esth en una expresién gue hace de factor.

® Suma
2 1.0 + dltimo '

porque un factor es igual al producto partido por el otro factoy.

2 x &

. = T3
1.0 + ultimo -

porque x hace ahora de dividendo, v el dividendo — divisor > por e
cuociente. :
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¢Cudl es el primero de los 11 términos de una progresién
por diferencia cuya suma es igual 4 396, cuyo ultimo término
es 61 y cuya razdn es 5?, '

Segun la férmula B, que es

ag
Td=——1U
n
tendremos: )
396 x 2 792
ST —6l= m — 61
=72 —61l=11

;0 11,16,21.26.51.36.41.46,51,56.61

¢Cudl es el dltimo de los 7 términos de la progresién por
diferencia cuya suma es igual 4 217, euyo primer término es
16y cuya razdn es b5?

Segun la formula C, que es

2 xX 8

u= —a,

k]

resulta

x="’"‘7ﬂ_1s':“—:*—m:62—1e:46

+ 16.21.26,81.36.41.4¢

¢Cudl es el niimero de térmings de una progresién por di-
ferencia cuya suma es igual 4 469, cuyo primer términoes 1y
el iltimo 66, y cuya razdn es 57

Apliquemos la férmula D, que es

2 X8
n=

a T u

166 67

+1.5.11.16.21.26.31.36.41.46.51.56,61.66

.
469 x 2 a38
_— =14

‘

En la férmula general de la suma,
Suma = (1.° 4 dltimo) > ?n- )

se puede referir el iltimo término al primero. La formula
del #ltimo término, segin hemos visto al principio de esta
Lieceidn, es , :
Ultimo = L° 4 [7 >< (n -~ 1)]
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Y, sustituyendo en la férmula de la suma, resultars

Suma = {L.° 4 (L0 (r (o Dy < -

.. Su{na. = {2 vaces ol 1.° 4 [r (0 fI)]} > 3;—

Por medio de esta formula basta, para calcular la suma
conocer el primer término, el nimero de ellos, y la razén
En esta férmula hay cuatro cantidades

, cada una ds las
cusales puede ser desconocida:

1.2 Ya conocemos la férmula si la suma es desconocida

&= |;(2 > @)+ (rx{n — 1] —7;— Férmula Sigma 1.%

2.% 8i el primer término es desconocido, tendremos:
3 r ¥ (n—1) , .
a=—— ,—2— (1) Térmula Sigma 2%
3.% Sila razdun es desconocida resultara
2 x5 2a . -
=" T 3 ¥érmula Si 2
oy — Y érmula Sigma 3

{1} TEniaférmula

8 =[(@x D+ =m—1]x "
el paréntesis donde estd « es factor

(@< I D] =8+ 2

porque todo factor es = producte pariido por el otro factor
Ahora 2 X ¢ es sumando;

axs’

2=+ -——[r>{n—1I%]

porgque un sumando es = 4 la suma menos el otrg sumando
Ahora ¢ es factor;

=

5] r %X {(p—1) \ Producto
e = — — i porgueun factor es = sl —————
n 2 ¢l otro faclor
{2) Enla férmula

S=[2xa)+ r>xn—1]x

n
_Z 7
el paréntesis en que esta r es factor

. (@ ><a)+[r><(n—1jj__q_x_§

n
Ahma. es sumando la expresién en gue esta
2 x 8 .
. ;><(fn—~])ﬁkn-—(;>< a)
Ahora r es factor
) 2 x 8 2 X
e T = —_
@ x (m— 1) w—1
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4.2 Este caso referente al nimero de los términos no pue-
de con esta férmula resolverse siu el auxilio del Algebra, pues
da lugar 4 tna ecuacidn de segundo grado.

Caleular la suma de los 100 primeros términos de la pro-
gresién por diferencia de los numeros impares.

: C o 135
Sigma 1.* Suma = [1 or término 2 veees + razdn 2 >¢ (100 — 137 = 13-:}_
= [2 + (23< 99)] < 30 -
= (’) —+ 198) > 50
= 200 > 50
= 10000
¢Cudl es la suma de los 1000 nimeros primeros de la serie
natural
=1 2.3.4.5..7
Siendo 1 el término primero, y 1 la razdn de la progre-
sidn, tendremOS'

Sigma 10§ = [(13¢2) + ({1 > 999)] :< 500 = 1061 3¢ 500 = 500300

¢Cndl es ol primer término de ung prog gresion por diferen-
cla cuyos términos surman 210, cuyo numero es 12,y cuya ra-
zon es 3?

Por la férmula gloma‘ M tendremos:

210 I x 1 210 X2 —33 x 12 420—396 24

12 2 24 .

+£1.4.7.10.18.16.19.22.95 .98 .81.34 _

Cudl es la razdn aritmética de una progresién por dife-
rencia cuyos términos son 12, cuya suma es 210, y cuyo pri-
mer términoc es 17

Por la férmula Sigma 3.* veudri:

210 x 2 I x1 420 2 420—2¢ 306 5
P =— e o == —— — o % e T
12 x 11 11 132 11 132 132

£ 1.4.7.10.13.16.19 22,95,98,81.34

TOMO 11 - 87
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La serie de los numeros natarales.

La serie de los nidmercs naturales es el fundamento co-
mun de todas las progresiones por diferencia, de modo gue,
refiriendo éstas 4 aquella serie, se obtienen férmmulas més
expeditivas 4 veces que las usua,les y propiedades nuevas,
que es preciso conocer.

Toda progresién por diferencia, de 7 termmos es 1gua1
4 dos sumandos:

1.2 A lasuma de # sumandos todos ignales al primer tér-
mino de la progresidn; :

2.° Y 4la suma de los (—1) primeros términos de la
serie de los nimeros naturales 1,2, 3, 4, 5,... multiplicada
por la razon.

Por ejemplo: sea la progresién de 8 términos, cuya razon
. es 2, :

‘ +5.7.9.11.13.15.17.19. *

Cologuemos estos 8 términos en columna y resultard:

—+ 541 vex la razén 2
—|-5—1—9 veces 1d.
+ 5+ B veces id.
=54 veces id.
4 B4 b veces id.
4546 veces id.
~+ 5T wveers id,

Tttt

iI [ A

_9b—(8>< J)—I-F\L—|—7+3+4—|—.J+G+”)><°]
7
— (8><5\+[{1+1)><--—j}><‘>

7)=2]

=(8x5)+] (8"
£ fﬂ)_—l— (28 >< 2j
=40 + 56 == 56

————
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Por consiguiente, el fondo y la esencia de toda progresién
por diferencia es la serie de los nimeros naturales 1, 2, 3,
4, B,..... .

Otro ejemplo:

¢Cual es la suma de la progresién de 11 términos?

+ 12.19.26.83.40.47.54.61.68_.75.82?

Segun lo anterior:

Suma, = 11 veces el primer término 12
~+ la suma delos 10 primercs de la serie de los numeros naturales
> por‘la razon 7. _

Suma__(llx17)+[(1+Z+3—|—04+a+6+ f—r-S-I-‘}—i-lDax 7]
=@ 19)+[(1+10)><~]>< 7 =517

EXI’LAN;’\.CIU)T.

12= 12 :
19=4-12 + 1 vez la razdn 7
20 =+ 12 + 2veces id.
B=-4-12+4+ 3 veces id.
40 =-+12 + 4 veces id.
47 =+ 12 + b5 veces id.
54 =+ 12 + 6 wveces {id.
Gl =12 4+ 7T vecsfs id.
68 =12 +~ 8veces d.
o=+ 12 +~ 9veces id.
82 = + 12 + 10 veces id,

bbb

517 == 11 veces 12 4 [ (1 + 10) < 10]5< 7
=152 + (11 < By =< T
— 132 + (55 5¢ T) = 182 + 885 —B17

|

El segundo miembro de la suma anterior, que es
' r11><12;+[(1+10)><329]><7
puede transformarse como sigue:
Suma = (11 3¢ 12) + [11 < (11 — 1] =
Suma = 11 > 12 4 (112 — 11) > —

de donde resulta la SIgmente formula O‘eneral

Suma = nwlmero des térininos > por el primnero de la ]}100"16‘31011
=+ (enadrado del niunero de términes — el mismo nilmero) > por la
mitad de la razdn.

formula muy cémoda cuando se conoce

el nitmere de los términos, n; -
el primero de ellos, ¢; y
la razdn, »,

\
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¢Cudl es la suma de los 10 términos: de la progresién por
diferencia cuya razén es b?

+21.26.31.36.41.46.51.56 61,667

Segun la tltima férmula

S=nxa) + (1:‘3—91)><-;"
tendremos:
@ = (10 21) + [(102— 10) < %]
=210+ (905< 7 )

=310 + (45 5 =210+ Do == 485

Las 3 series

de los niuneros naturales,
de los nluneros pares, y
de los nimeros impaxes,

tienen propiedades muy dignas de ser conocidas.

Numerog naturales + 1.2.3.4. 5, 6. 7. 8. 9.10.....
— pares +3.4.6.58.10.12.14 16.185.20,,.
— impares + 1 5.5 7, 9.11.18.15.17.19... .. :

En Ia serie de los nimeros naturales el lugar ocupado por
cada término estd expresade por el nimero mismo.-—¢Qué
Tugar ocupa el 3? Pues el fercero.—jCudl es el séptimo tér-
mino? Pues el 7.—;Cndl el centdsimo? Pues el término 100, ete.

En la serie de los ntmeros pares, e! lugar ocupado por
cada término estd expresado por su mitad.—zQué lugar ocu-
pa el término 4? El segundo.—4Y el 14? El 7.°—;Cuil es el
lugar del término 20?7 El décimo.—¢¥ el del 2227 Bl 111, efc.

En la serie de los niimeros impares cada término ocupa el
lugar expresado porla mitad entera dela sumade si mismo—+1.
—¢Qué lngar ocupa el numero 3? La mitad entera de 3+1;
esto es, el segundo.—;Qué lugar ocupa el término 77 La mitad
entera de 7'+ 1, el cuarto.—¢Qué lugar ocupa el 16? El octa-
vo, & sea la mitad entera de 15 + 1.~ ;Y ol término 1997 E!
Ingar centésimo, mitad entera de 19 + 1, ete.

La suma de los » primeros términos de la serie de los nt-
meros impares es igual al cuadrado de #. '

© Biblioteca Nacional de Espana



CONTEXTRY THRITALRS

Sea la progresidén de nimeros impares con 2 términos
+ 1.3

sumap =22 =4

Sea la de 8 términos

+1.835 ', suma=53¢=9

Sea la de 4 términos

+13.5.7 .+, sama=4=16
Sea la de § términos
\ ;
+1.35.79 ... suma=5=25

Sea la de 6 términos
+1.3.54.9 11 Suma — 6% = 56
Sea la de 7 términos

. suma=— 72 =49

Sea ta de 8 términos

+ 1.3.5.7.9.11.18

+ 1.8.5.7.0.11.18.15

suma = 82 = (4
Hea la de 100 términos

+ 1.8.5.7.9

DRI TR

smmna = 1[j0° = 10000
It sic de ceferis.

En efecto,

Sabemos que en toda progresida por diferencia la suma de

cualesquisra dox términos equidistantes de los extremos es
igual 4 la suma de los extremos mismos.

Asi eu la progresién de 4 términos
+ 1.8.0.7

tenemos las dos parejas, de igual valor numérico,

1 4+ 7=98=nual doble del udmerc de términos =4 + &
3 +5=86= L 1d. id, . =4+ 4
Je modo que la suma

¥

=42 =16

1+354+b6+7T=4 bd o+ d e d=—dacdzd
Asi también, en la progresidn de 6 términos

= 1.3.5.7.0.11

© Biblioteca Nacional de Espana



294 ARITMETICA MODULAR

nos resultan las tres parejas : ,
1+ 11==12 = al doble del niimero de términos = 6 + 6
34+ 9=12= i id. ~id, =64+6
b+ T=12= id. id, ~, © =&+6
donde

L+3+5+7+9+11--6+6+6—!—6—|—6+G“"6><BH(“’-—8G

Igualmente en la progresidn de 8 términos

+ 1.8.5.7.9.11.18.15

' .
aparecen las cuatro parejas

1 4 15 = 16 = al doble del nimero de te1m1nos =88
24+ 18=16= id. - ié. =88
b+1ll=16= id. id. =848

=8+ 8

i+ 9=16= id.” id.

Y, por tanto,

i

1-+~3+_5+'<’+9+1l+15+15=8+8+8+8+8-§-8-}-8+8;8><8=82=G47

El valor, pues, de cada pareja es siempre igual al ‘doble
del fimero de términos, porque todas las parejas son iguales
entre si, y 4 Ja suma del 1.° + el dltimo; el cual es igual al
doble del nimero de términos en cuanto se le agrega ell,
prinecipio de la serie.

Si la progresidn no-diese un niimero completo de parejas
tendriamos lo andloge.

s

+-1.8.

1+5=06=8<+3
53=8=3 .
1+3+o=3+3+a—3><3—3‘3=9

£1.8.5.7.9
14+9=10=54+5
24+ T=10=3+5
b= 5=5

1l +83 40+ T4+ =0+ +D+D84+b5=5>5=D

T+ 1.8.5.7.9.11.18

14+ 18=14=T4+7

B34+1l=14=7+7

O D=1d=T4T
T= T=T

c 130T+ 0+ 11+ B =T+T+T+T+THT+T=T T="2=40,
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Tenemos, pues, en general que

Sines el nlmero de los términos de una progresidn de nimeros impares,

. + H
5 fiene que ser el numero ds las parejas.

Y, como cada pareja vale el doble del ntimero de los tér-
minos, cada media pareja es —n

Y, como hay tantas medias pareJa.s ¢omo términos, resul-
ta que toda progresidn de i impares’ 'es. equwa.lente a

n medias parejas, cada una=mn

Y, por consiguiente, resulta la

. Suma —mnxn=—=n2

De modo que la suma de toda serie de nlimeros impares
que empieza por 1 es igual al cuadrado del numero de log tér-
minos de la serie. (1) - \

Si comparamos correspondientemente una serie de nime-
ros impares con otra serie de nimeros pares, |

9.11...

5.5.7. ..
.6.8.10.12....

+ 1.3
+ 2.4

Veremos que cada término de la de los pares excede en un’
unidad al correspondiente de la de los impares

+ 1. 8.
3

5. 7. 9. 1le.u...
1.83+1.5

+1. 7T+1.4+1.11L-1....

De modo que la suma de los pares es

o=l r1)+(3+1)+(n+1)+(7+1\+Q9+1}+(11+1}+ .........
=1 +3 4 B+T + 9xll+. )+fla—1+l+1+1+l+.‘..)

Y, por GOlla]g'IJlellte, siendo » el niimero de términos de la
serie, resultard

Lasuma=—n?+n
La suma, pues, de n términos de la serie de los nimeros

(1) Téngase pxesente que pucde haber sevies de nimeroes impares in-
completas, 6 que 1o empiecen por 1

+ 7911,
T+ 99,101,103, ... eto.
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pares es el cuadrado del nimero de términos mds el nimero
de términos. ‘ : .

¢Cudl es la suma de los 10 primeros términos de la serle'
de los ntimeros pares

Suma = 102+ 10 =110

Y scudl serd la suma de los 253 primeros numeros pares?
8 = 2532 .+ 25% = 64000 + 253 == 6L262
De lo dicho se deduce gue la suma de = términos de la se-

rie de los nimeros naturales 1, 2, 3, 4, 5,... es igual 4 la mi-

tad de la suma del cuadrado del nimere de términos més el
numero mismao.

120 + 12
-:—1+9+3+4+5+61—7+8+9+10+11+19:_——é
! i M4 4
=—
- = g

2

La razén es de evidencia. Cada término de la serie de los

nimeros na.tura.les es la mitad que el corre spondlente de la de
los pares

;—A‘i

4.
5 8

|

b =
'w-lo
c:_o

0..

¢Cudnto suman los 100000 términos primeros de la serie
de los ntimeros naturales?

OO I 500000300000

Suma —

La serie de los nimeros naturales, la de los pares y la de
los impares pueden ddrsenos incompletas.
+ 11.12,18.14.15. 16,

3 90.92.24.26.25 80,
s 17,19 21.23.96.,27, ete.

Y, entonces, para aplicarles respectivamente las férmulas

2t + A ,
8= P referente 4 los nimeros naturales,

3 = n? 4 n, referente 4 los pares, y

8 =n? referente 4 log impares,
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esniecesario comp]etar las series: empemndo desde ell(yen
los pares desde el 2); calcularlas en totalidad, y restar después
1a,parte agregada para. completar las formulas
' Completemos las tres progresiones ultimas. -

167 4 16 10% + 10

A 2\3 4.5 6 7.8.8, lO 11, 1 ,15.14,15.16, Suma = 2' _ "
_ B6 +16 1004 10
e
_ 7 ne
.2 2
=136—55=Sl

$2.4.6.8.10,12.14.16.18.90.22.24.26 .23 50.Suma= (1524 15)— (9240
R ‘ : . == (295 15) — (81 1.9}
— 240 — 90 = 150

s 1.-"J’.:._5:.7.9_.11..1»:?.‘I5:.17.19.'21.‘28.95.27. Suws — 142 — 82
N L= 198 — 64 =153
Claro es que deben plantearse de memoria todas estas

cuestiones.
dCudnto suman los quince términos de la serie de los ni-

meros naturales que empieza por

5 21.922.23.2

354 35 2024 20

2. 9 .
1225 +-35 400+ 20
5 0 3. :
160 420
= T, =630 — 210 =420

<:;Ouf'm’ooéu-ma;n los 40 términos de la serle de los pares .
- 22.‘24._26...? o .

Sima = (50 4 50) — (102 10)
= (2500 + 50) — {100 -+ 10)
= 9550 — 110 = 2440

¢Cudl es la suma de la serie de los nimeros impares -
2 99.101.108.. 1617
Sums == (5 1.8.5... 161) — (= 1.3.5.. 97)
== 512 — 492 == 6561 — 2401 = 4140

o

TOMO It _ o ' ‘ 28
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LIECCION XII

Progresiones por cnociente.—Intercalacidon de términes.

Sabemos (Leccién VIII) que una pfggresién por cnocien-

te (6 progresion geométrica), es una serie de numeros, cada

-uno de los cuales es el inmediato anterior multiplicado, & di-

vidido, por una cantidad constante, la cual se lama razén
geométrica de la progresidn. '

La serie se llama ascendente cuando cada término es mil-
tiplo del inmediato antericr, y descendente cuando submul-
tiplo (1).

Se escriben como ya se ha visto, v se leen como las pro-
‘gresiones nrltmeticas : .

plogwsmn ascendente, razén 2
195... progresion descendente, razdn 5,

Ambas se leerin asi:
Progresion 1y .o 40 es 44 es 4§, esd 16, es A...

]or cnociente | ! i 1 -
Progresion |y 5605 s 4 5105, es 4 625, es 4
por ououente ! - L ’ <, 85 e

(1) Definense también las propiedades de ascendente ¢ descendente
1ehueudolas 4 la razén. Y asi se dice que, si la razdén es > que la unidad,
la progresion es ascendente, y, si <7, descendente,

Por tanto, la progresidn

%2:6:18:54:...

“
es ascendente, porque la razén B es > que 1; ¥ la progresion

5 1296 :324: 81 .,

L ;
es Jdescendente, porgue la razdn e < que 1.
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Pars uniformidad de los célculos (aunque no por preci-
:316n) las progresiones geométricas descendentes suelen dis-
ponerse como ascendentes, tomando en cada una el término
més chico como si fuera el primeéro.

- X asi en vez de

FE243:81:27:9:8:1

se dispone el cé,léulo escribiendo (aunque esto tampoco es
preciso) :

T 1:3:0:27:81:248 -

Tres términos consecutivos de una .progresién por cuo-
clente forman una proporcion geometrica continua.
T 15625 08125 :625:125:95:51 1
Tomémos tres términos cualesquiera, por ejemplo,

25

625 : 12

C)t
[

Y tendremos
625:125 :: 125 :25
. 625 < 2b = 125 ¢ 125 = 15625
3i todo término en una progresmn por cuociente es igual”
al anteérior multiplicado por la razdu, claro es que todos log
érminos pueden ser referidos al primero.
Sean las progresiones geométricas, cuya razin es-b
2+ 5:925:135: 625 : 3185 1 15625 : 78125
# 2:10: 50:250:1250: 6250 : 31250

95 =5 3¢ 5l 10 =251

125 = 5 5?2 50 =12 < 5?
625 =D < 5" ‘ 250 =2 5%
3126 =5 »¢ 5t 1250 = 2 > 5+
15628 =5 ¢ B (5250 = 2 ¢ 59
81256 = b > du 81250 = 2 >< 56 r

De modo que cada término es
== al primero > por la razdn elevada al ntumerc de términos — 1

., 2.° término =123 r 21 =11
Sertérmine=1°>xr5"1 =12
4% tdrmino =12 xr4 1 =12 p?
52 término =12 r 51 =14
enésimo término=1.2x ¢n™!
" Luego # = a <yl
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- 0 bien:

© - Un término curnlquisra £ de una-progresidn 1)01 cuccients es jgual
al primer término multiplicado por-la razén elevada 4 una poten-
cia igual al numero de términcs gue ha.y antes de £ :

¢Cudl ey el qumto término de la progresmn geométrica
eraclente cuyo primer término es 125 y cuya razdén es 7

54

2
25 < 325 = 78125

Ulut
AX

1
1

Il 4!

:Cusl és el cuarto término de la provresmn por cuoc,lente-_
cuyo primer termmo es 48 v cuya razdn es 47

w =48 3 45

~— 48 2 Hd — .Jﬂlo

48:192:768:5072
Hay euatro cantidades en la férmnla

Término de Tugar = 1." > r2-1 -

O bien
U — < rn—l; -
donde
@ esel primer término de unn progresion por cuociente -

# el ultino que se busea 6 ]ll!:t.l el cual llegn el Lumputo anngue
]1.L\,<L mis;

# la razim por cuociente v .

# el nttmero total de ios términos hasta el Gltimo .

Y, como cada una de esas cnatro cantidades puede ser in-
: 1
‘cégnita, cabe que se presenten los cuatro problemas si-

.rt

guientes: . ‘
1.7 hailar el dtimo términe 7= > =1
’ - ! . N - % -
2% hallar el primer término. e —m (1
a - = T
. i—1 /" B
#.7 hallerla reedn = {2}

1 aes duetor en la fdranls primera; vy como un lactor & J‘-’th]. ol pro-
dneto 1uu‘61(]'.0 por el otro factor, resulias :
: "
o=-
Y u—-l
B L dw formula primera Ia rovdn haee de factor en el segunde
micwbro Co
1%
J,\--n—I - - -
- "
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i T

. o I

4.° hallar el nimero de términosn = {1}
EJEMLLOS.

GOual es el sexto término de la progreswn por cuocmnte
que empieza por 768 y cuya razin es 47.

. Por la tormula primera, ¥ = @ > y2—1

tendremosd

= T68 > 45 = T68 > ( 4x;<4><4><4><41 -
= lb8><10_~'~— TH6452

¢Cual es el prlmero dé los seis términos de la progresidu
por cuociente ciyo ultimo término es 3145728 y cnya razdn
s -_L‘P

u
Segun la. ;tormula. segunda, ¢ = —
=1
nos resultara: : _
y 3145728 2145728
49 4+ xd x4 x4 xd
3145728 .
e 2 3072
1024

Por la formula tercera puede intercalarse un medio pro- .
porcional geométrico entre cada dos términos de una progre-
sién por cuociente. Y los términos intercalados. forman con
los de la série dada una nueva progresién cuya razén es lav
de la primitiva.

Intercalar un medio proporcional geométrico entre cada
dos de la serie siguiente, cuya razén es 106.

TOF s AR TGR ;12983 1 19GR0H - 145728

Para resolver el problema, se nedesila averiguar cudl es la

shori =t esth elévada &ana potencia . 7

awl f
P = e

Eate plo Jlum no puede resolyverss Dencmlmcu o por los medios avii-
MELieos,

Ly lste prohh,mq, no phede resolverse por log meédios usnales de la -
Aripméticn : o
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razén del medio entre 43 y 3 (6 bien entre cualesquiera otros
dos términos),
o la for cera, 9 <y /5
Segtin la férmula tercera, » == \/_._
Choao= Vie=4
Siendo 4 la razén, la nueva progresin sera como sigue:

5012048192 7659072 1 12283 1 49152 : 195608 ; 1756432 ; 5145728, (1)

La misma razdn se obtendria caleulando cnalesguiera otros -
dos términos, por ejemplo

768 .

Suponganmos que se - qmeran intercalar m termmos entre
<ada dos de una progresién por cuociente

Y

THoaibreidiefo

por ejenﬁplo, entre a y b.
El nuevo trozo serd de la forma

LR R AR AP A/

Y naturalmente se compondm de los m termmos interca-
lares + 2: estos dos serdn a y b.

oon—1 gera = m.+1

Y la, for mula, teroera se convertira en

: m1
r=

Luego la razdén de los muevos términos, cuando haya gue
intercalar otros m més, se obtendrd dividiendo uno por otro
los dos términos entre quienes haya de verificarse la interca-
lacidn, y extrayendo luego del cnociente una raiz de un gra-

; .
{11 "Andlogamente 4 lo sjue sncede en las progresiones por diferencia,
&1 entre cada dos términos de una progresién por cuociente se intercala.
un mismo nimero de medios propercionales gooméiricamente, la sexie de
todas las progresiones parciales formadas por los medios proporcionales
constitye con los términos primitives nna sola proporeidn.
Pero los problemas fundades en esta propiedad necésitan de los loga-
11tm0~;
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do igual al ndmero de términos intercalares + 1, ¢ sea igual
am-+1(1). : _ ' '
Intercalar dos medios proporcionales geométricos entre
los términos de la progresidn por cunociente
32401820, .,
: A
La férmula se convierte para este caso en
241/, 3/
r=VY T = \/ §=2

3 =

La nuveva progresién sers

 5:06:12:24:45:96:102:384: ...
' _ . #
Intercalar tres medios entre los términos de la progre-

sidn por cuociente

v 540582805 ...

" La férmula eg ahora

VT VS VT s

v la nueva progresidn es

2 5:15:45: 185 : 405 : 1215 : 3645 : 10905 : 32805 1 ..

B S

Intercalar siste medios proporcionales geométricamente
entre los términos de la progresién ’
3711956132768 ... -
La férmula se hace ahora

St 3 D2 16:82:64:198:256:51 2:1024:2048:409G:81 H2: 16384:32768:. . .

S —

{1y Téngase en cuenta, cuando se llegue 4 la formacién de las Tablas
de logaritmos, Ja observacién sigujente:

Si se guisiera interealar entre dos términos de una progresidn geome-
tricn un hillén de otros términos proporcionales, habria que dividir el se-
guudo de aguellos dos términos por el primere, y extraer Inego del cuo-
ciente ls raiz del grado ’ ’

un bilkén +1;
lo cial daria la razon de la nueva progresién con el hillén de intercalares.

{Operacién impracticable, por convenisnte que fueral! ;Qué hombre tie-
ne vida para hacer un billén de cosast!! '
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Bste problema, por los modios. hasta ahora disponibles,
s6lo es resoluble en casos partlculares como los anteriores.
En general no es soluble sino por medlo de los 10ga,r1tm03
(Véanse.)

~ En toda pfowresio'n por cuocients el producto de dos tér-
minos tomados & igual distancia de los extremos es igual al
producto de esos mismos extremos. '
5 2:6:18:54:162:486: 1458
3 >< 1458 = 2916; 6 < 436 = 2016; 18,'><_ 162 = 2916-
S8i hay un término central, ese término es la v~ del pro-
ducto de los términos extremos 6 de las parejas s.unnlares.

. 54 ¢ B4 = 2916; blen \’ 2016 = 54

En efecto: Sabemés que en toda proporcién por cuociente

1 l.er férmino =« El aitimo término — g > el
Il 2° término = a>rl-  Flpentltimo ‘ = (> yir—2
i 3.er tébrmino = a < r? - El antepenultimo =g > yr-3
El4.° término =y El anteantepentltimo = g > g4

Multlphqueplos ordenadameute estos termmos, y ten-
dremos: :

‘ . _ .
1.° >¢ iltimo . = i < > ety = ¥ g il
2% > peniltimo =(r>rlixiaxrm—2)= a'.2 > gpn—t
3. >< antepeniiltimo = (a3 r?) 3 (6 > Be) = @ 5 -]

4.° >< anteantepenaltimo — (@ =< 'rd 3 e gn— 41 = a? > yn—1

-

‘Donde se ve que los productos en todas las parejas son el
cuadrado del prirer término multiplicade por la razdn ele-
vada al ntmero de términos menos 1; porque lo que en el
~segundo miembro aumenta un paréntesis es premsamente lo
que dlsmmuye el otro.

5 2:6:18:54:162:486: 1458 4874

2 5 4’374"' 92 we BT = d 3¢ 2187 — 8748
6 > 1438 = 2% ¢ 57 == §748
18 > 486 = 2% v BT — §748
54 o< 162 =92 5 37 = 8748

25 > 18125 =252 3¢ &
A28 ¢ IBG25 —= 952 3¢ B
625 > 8126 =232 3
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El producto de todos los térininos de una progresién por
cuocienta. es igual al producto de'los dos extremos elevado 4
nna potencm igual 4 Ia. mitad del nimero -de términos de la
progresion.

Sea la progresion por cuociente

e Soakhiendief

v tendremos que el p1oducto
P_.axfﬁx;bxcjx(cxd)

y, como el producto de.cada pareja de términos equidistan-’
tes de los extremos es igual al producto de extremos,

P=ilaxfixiaxfix{axf)
» ' :
‘={axf)2, siendo » el ndmero de términos,

¢Cudl es el pr oducto de los termmos de la progresién por
cnoclente
T 2:6:15:54:162: 4367

T = (2 >< 486)5 = 9728 =.918350048

Ta suma de todos los términos de una progresién por
cunociente puede referirse 4 los dos termmos extremos de la
progresida, & al pnmero

Férmula reforida 4 los términos extremos:

B

faliime X% ) 1.9
r—1

Suma =

La suma de todos los términos de una progresién por cuo-_
ciente se obtiene, pues, multiplicando el ultimo término por
la razdén, restando de este producto el primer término, ¥
partiendo el resto resultante por la razdén — 1.

Sea la progresién por cuociente

#a:bicidref:

La suma sera ' :
S=a+b+e+d+ef
Multipliquemos ambos miembros por la razén y vendra:

8307 =(a5¢r) + (B3 + (e37) +{d 30} + {e<n) + (£ 9)
TOUO LI. _ ‘ L .88
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Como todo término es igual al anterior >< por la razén,.
tendremos: ' '

Sxr=b6b+c¢c+d+e+f+(fxr)

51 restamos ahora de esta igualdad la primera, nos resultars
BxrN—8=—a+{b—8+(c—)+{d—d)+(c—e) 4 [f — )+ (<)
S><¢',.—_S:(f><7')‘—a

LS == —a
(FX 7)—a

L. Suma =
-1

Férmula referida al primer término:
Sustituyamos en la férmula anterior
(fxn—a

CSuma —
-1

el valor de /{6 sea el del tiltimo término) referido al primero,
y tendremos

. llaX rea—1}X 7} —a
! Sl‘lmﬂ‘: -_—
r=—1
X rr—a ax (rn—1)
cLSama = ~—- =
r—3 . re—~1

La suma, pues, de todos los términos de una progresién
por cuociente referida al término primero, es igual & este
primer término multiplicado por la diferencia entre la razén.
elevada al niumeéro de términos y 1: todo partido por la ra-
zén — 1,

~ ;Cudnto suman, segin la primera férmula
_ (X r)—a

g =iz

r—1
los términos de la progresidn por cuocisnte
12045 192 1 468 1 8072 12288

(12288 X 4) — 12 46152 — 1%
== = = 16580
4 — 1 2

Q==

¢Cudnto suman los mismos términos segin la segunda.

formula
q_2X(r—1)
S r—1
12 3¢ (4% — 1 13 x {4096 — 1) . - y
= BRI R IR 4 5 4005 — 16350
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T

Fn las férmulas anteriores cada una de las cantidades
puede ser incognita, 'y, despejadas, pueden resolverse los co-
rrespondientes problemas.

Haciendo -
8 = 4 la suma,

o = al primer término,

# = al Gltimo,

r=4dla razén,g

n = al nlimero de términos,

las férmulas son, respectivamente,

(# X —a ax{rn-—1)

8= r—1 8= r—1

8 -1

@ = (1< 7) = [8 < (r — 1] —tre=2
'L{,:S )((-r—1)+wa ;‘zs—u
’ r 8—u

r = no se puede resolver por los medios puramente aritméticos.
7 =10 se puede resolver por los medios pm'amente aritméticos.

¢Cuil es el primer Joe’rmin'o de la progresién por cuociente,
cuya suma es 16380, cuyo ultimo termmo es 12288, v cuya
razdn es 47 :

Segin la férmula

a=(u'><r)~9 > (r—1}
tendremos T '
: = (12288 > 4) - 16388 ¢ B
| =40152 — 40164 =12

¢Cudl es el 1ltimo término de la progresidn por cuociente,
cuye suma es 16380, cuyo primer término es 12 y cuya ra-
%on es 47

Segun la férmula

BX(r=1)4ea
r

W =

tendremos

_ 16380 x (41 +12 ' .
" :

49140 + 12 49152
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_ ¢Cudl es la razén de la progresiéur por cuociente cuya.
suma es 16380, cuyo primer término es 12 y el dltimo 122887
Segin la férmula ' ' ‘

Sa
P e
‘ S-~u
tendremos
16330 — 13 + 16368

=4

X = -
16380 — 12285 4092
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INCONMENSURABLES

P e A AR

LECCION I

’

De Jos inconmensurables.

Hemoy visto (Leccidn T de esta Parte II) que la indole
misma de los mdédulos de medir acostumbra 4 los matemdti-
cos 4 concesiones refiidas con el rigor cientifico. ’

Por la falibilidad de nuestros sentidos y la imperfeceidn
de nuestros pesos y medidas (balanzas, metros, instrumentos
de reflexién,... etc.) sabemos que en toda magnitud queda
siempre mal meadida una porcién imperceptible (ya en mds,
ya en menos); de modo, que los ntimeros expresivos da nues-
tras mediciones no resultan nunca exactos. Siuna longitud
nos aparece de b centimetros, tenemos perfecta seguridad de
que el largo en cuestidn estara entre 4,9 y 5,1; 6 bien en-
tre 4,99 y 5,01;... 6 bien entre 4,9599 y 5,0001,... conforme al
esmero y minuciosidad de la operacién y 4 la precisidn de
nuestros aparatos de medir. '

Pricticamente, pues, todas las magnitudes son conmensu-
rables, ya que todas pueden medirse (y al parecer se miden)
con los mddulos 4 nuestro aleance; y el hdbito de verlo y de
pensarlo asi esté arraigado tan profundamente en nnestras
_convieciones, que en los comienzos de nuestros estudios arit-
méticos,; nos resistimos 4 la creencia de que pueda realmente-
haber cantidades inconmensurables entre si.
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Los que no han estudiado Geometria 'juzgan‘imp'oéible que
no haya alguna magnitud capaz de medir conjuntamente al
lado y 4 la diagonal de un cuadrado un numero exacto de
veces.,

B C lado.
. B D diagonal {1).

Figurs 16,

i Pues qué! dicen: concedo que no pusda yo medir con toda.
exactitud, porque mis ojos no son lo suficientemente perapi-
caces ni mis mddulos de medir estdn bastante bien hechos.
Pero 4 mi{ me parece necesario el concebir aqui en mi imagi-.
nacidn que, perfeccionados unos y otros, la medicidn seria
exacta. Y, ¢e6mo no? Siel lado B C se divide en un nimero
grandisimo de partes, juo ha de encontrarse alguna al fin que
-quepa en la diagonal B D un nimero exacto de veces? Esta
es objecidn que se oye siempre 4 quien por primera vez se
hace cargo de la dificultad, y entiende su enunciado.

Uno de los mas prodigiosos triunfos de la razdn sobre la
imperfeccidn de los sentidos ha sido el descubrimiento de las
magnitudes inconmensurables. En ningdn intento de medi-
cién podria jamés fundarse la demostracién de la existencia
de cantidades sin comun medida. Pero la verdad es que los
inconmensitrables existen; vy, exzsinendo, ya no es licito & |
ningin gedmetra fundar la exactitud de su geometria en el
hecho de no ser sensiblemente errénea, por poderse siempre
reducir el error 4 una cantidad tan extraordinariamente pe-
quefia que la inexactitud sea invisible, y, hasta imperceptible
aun ttilizando los mejores instrumentos de precisidn. - .

La necesidad en que se encuentra todo el que mide, de
contentarse con los resultados erréneos de las observaciones,

(1) Bs de suponer que el lector posea siquiera las nociones de un ar-
tesana, quien, si no geométricamente, conoce por lo menos de w.m lo que
se denownina &7 wng!'la, cuadrado, dicgonal, poligone,... ele.
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no antoriza, pues, & nadie 4 introdueir iucorreccidnes nien el
lenguaje, ni en los métodos, ni en la dialéctica de las Mate-
maticas; porgue todos los que las estudian con un fin verda-
deramente cientifico aspiran & distinguir lo verdadero de lo
falso, 4 no dejarse seducir por inferencias falaces que ocupen
el lugar delas verdaderas demostraciones, y 4 entrar en po-
sesion de la verdad, no de su apariencia. -

De aqui la necesidad de no consentir paralogismos en las
ideas, ni incorrecciones en los enunciados. De aqui la obliga-
cién de interpretar légicamente todos los procedimientos mal
expuestos, aunque, no obstante, conduzcan 4 resultados inta-
chables en la prdctica.

Inconmensurables se dice de dos (6 m4ds) cantidades que
10 tienen comin medida, runque cada una de elias la tenga
separadamente.

Toda magnitud, aislada, es mensurable: por sumitad, por.
su tercio,.. por su cienava parte, su milésima, su m111011e51-
ma... Pero no se trata de esto. Se trata de que hay magnitu-
des tales que no se pueden medir con los mismos modulos
que-midén exactamente s otras.

‘Bvidenciemos estas ideas por la virtud de algunoa ejem-
plos. -
Oada uno de los niimeros naturales

1,2 8 4 5 6 1,8 9, 10, 11, 12, ete.,

multiplicado por si mismo, da la serie_ de los cnadrados

1,4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 10C, 121, 144,.. et

Y, si cada uno de estos cnadrados se multiplica por 2l mis-
MO NUMLro que lo engendrd, se producirdn los respectivos
cubos ,

1, 8, 27, 64, 123, 216, 343, 512, 729, 1000, 13@1

Multiplicados 1os cubos, como antes los cuadrados resul-
tarfan las cuartas poteneias,... y asi sucesivamente ias quin-
tas, las seaxtas... - '

Vista la formacidén aritmética de los cuadrados, de los cu-

TOMO I . : 40
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t o :
bos,... etc., se ve cuan escaso es su numero. En los 100 pri-

meros grados de la escala de la pluralidad no hay més que 10
cuadrados; :

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, S1 y 100,

Ni tampoco hay més que 10 cubos en los 1000 primeros
grados de la escala; -

© 18, 27, 64, 195, 216, 343, 512, 729 y 1000.

Percibese, pues, con toda evidencia que los numeros in-
termedios son irracionales, esto es, carecen de raiz; d, mas
claramente, que no hay entero ninguno que, multiplicado por
si mismo, dé el 2, niel 3, ni el 5, ni el §, niel 7, ni el §; ni,
en Generai los numeros intermedios entre dos cuadla.dos dos
cubos ete., consecutivos.

En afecto; si 1><1 da 1, y 2<2 da 4, claroes que 1o
gueda entre 1 y 2 entero ninguno que multlphcado por simis-
mo pueda dar los ntimeros 2 y 3, intermedios de los dos pri-
meros cuadrados 1 y 4. Luego los nitmeros 2.y 3 carecen de
raiz, esto es, no se pueden obtener por multiplicacién. Lue-.
2o /2 y /3 son simbolos aritméticos de una imposkibilidad
numérica. ‘

Continuemos: si 2>< 2 da 4 y 3>< 3 da 9, evidente es que
los nimeros intermedios 5, 6, 7'y 8 no pueden ser cuadrados
de enteros que entre 2 y 3 no existen en la escala de la plura--
lidad. Ningin entero, puss, multiplicado por si mismo, puede
dax como producto 5, ni 6, ni 7, ni 8; y, por tanto, los nime-
ros b, 6, 7 y 8 carecen de raiz, y las expresiones |/a VT VT
¥y ;/b son simbolos también de imposibilidades aritméticas.

Y lo mismo sucede con 10, 11, 12, 13, 14 y 15, ndimeros in--
termedios entre 9 y 16, cuadrados de 3 y 4, respectivamente.- '

Y dsi de los demds; pues, como acabamos de ver, 90 de
los 100 primeros grados de la escala de'la pluralidad son irra-
cionales, ya que solamente 10 son los cuadrados,

,1, 4, 9, 16, 95, 86, 49, 64, &1, 100,
Por consigniente, todos los ntimeros intermedios entre los
cuadrados, entre los cubos, entre las cuartas potencias,... ca-

recen de raiz, por no haber mimero ninguno que, multiplica-
do por si mismo, pueda darlos como prodacto.
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Pedir, pues, la raiz cuadrada de 2, 6 la de 8,. 6lade 8,6
la de 101,... 6 bien pedir la raiz cibica de 740... élaraiz 4.*
de 2939, etc., etc., es pedir una imposibilidad aritmética.

Ve, Ve Vs Vil Vs, Vs

son simbolos de operaciones numéricas que no se pueden rea-
lizar. : a S
Hay, pues, nimeros irracionales. Casi todos lo son (1).

Sﬁpongamos ahora un tridngulo, tal como el siguiente
ABC, : ‘

Tigura 17.

construido de manera que B C sea igual (6 deba serlo, si en
la prictica no resulta) 4 4, y B A igual 4 8. Es evidente gue
B d, si es ignal 4 1, medird exactamente & BC y 4 B A; pues
cabrd con toda exactitud 4 vecesen B Oy 8vecesen B A, y,.
que, por tanto, Be serd de -doble longitud que B d,. ete.,

de modo que B d serd comin medida de B Cy de B A, Siel
tridngulo fuera como el DE F, '

Flgura 18.

(1) Irracional (Gioyz én griego), significaria por su ovigen «gue carece
de ratio» (6 razdn entre dos nuiumerss), né que carece de radiz, raiz.
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en el cual B T deba ser por raciocinio, aunque no resulte de
.1a imperfeceidn de las mediciones, igual 4 4, y E D igual 4
6, también la longitud T A serd comin medida de los dos
lados EDy ET, pues E i serd 1gua1 &8 Bh+ M‘ b sea igual."'
& 11/,... ete. '

Asi, cuando uno de los lados es igual 4 otro lado repetldo-
cierto himero exaeto de veces, 6 .bien clerto. ndmero exacto .
de veces + una. fraceién, ambos lados son conmensurables
porque siempre eda fraccién del lado mds pequefio mide &
este lado, y también al otro. .

Sien el trlangulo G‘r H I, el lado C-'r H:contiene dos veces
al lado H I con més un sobmnte H =% do modo gue,

Gh=kl/=HUTy Cax L
GH=GkALrh 5k H= IIT—;-H1+§—=2——-HI,

entonces claro es que la fraccion H I = k'H es la medida co-
min de los dog lades HIy G H, por ca,ber exacta,mente 3
veces en H I y°7 veces en G H. :

Por consiguiente, cuando un lado es mﬁltiplo de otro, 6
de alguna de las partes “alicuotas de éste, entonces ambas
magnitudes son conmensuarables entre st. _

Pero si, med1dos ambos lados (110 precisamente con. los
médulos 4 nuestra disposicidn, péro si en virtud de racioci-
nios-del entendimieni‘:o), resuita que uno de los lados es irra-
cional, entém_cés no hay manera ninguna de conseguir que

Figura 20.
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ni con uno de los lados ni con ninguna de sug partes alicuo-
tas pueda medirse aritméticamente el otro lado.

Sien el tridngulo C A B el lado, C A es la diagonal del
cuadrado D A B C entonces, segin demuestra la geometris
elemental por medio del teorema de Pitdgoras, tendremos
que el cuadrado construido sobre la hipotenusa C A es igual
4 la suma de los cuadrados construidos sobre los catetos C B
¥ B A; propiedad gue aritméticamente se expresa

Cx* = AB® + OB*
Y, como son iguales los lados de todo cuadrado, resultars
O&* == KB + 3B =2 zﬁ'ﬂ

De donde, si ha.cemos igual 4 1 el lado del cuadrado.
saldrd
Diagonal ¢ = 1 + 1 ==

Y, extrayendo la raiz enadrada de ambos miembros,

+ Dingonal del cuadrade = 7.
Pero, como no hay ni puede haber ndmero ninguno que
multiplicado por si mismo dé 2, resulta que no hay ni puede
haber medida comun de la diagenal y del lado del cuadrado.

[

Luego esa diagonal y ese lade son inconmensurables.
Luego hay cantidades inconmensurables.

Y su nimero es inmenso (1).

o~

-

(1) Pero téngase siempre en la memoria que, de que una cantidad no
yusda mediv 4 otm no se deduce que, aisladas, no tengan medida. Bl did-
metro no mide & la civ ¢unferencin; pere el radio es — } didmetro.
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Figuras 2t a 26.
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Ni con el lado del tridngulo regular inseripto en el corres-
poundiente cireulo, ni con el lado del' cuadrado inscripto, ni
con el del pentdgono regular inscripto, ni con el del octégo-
no, ni con el de ningin otre poligono de mayor nimero de
lades se puede medir el radic del circulo correspondiente,
por pequefias que sean las partes alicuotas en que los lados
de los poligonos se dividan, ¢ se coneiban divididas.

Ni con el radio del eirculo, ni con el didmetro, ni con
ninguna de las partes en que se dividan & se imaginen divi-
dides, puede medirse exactamente la circunferencia.

Lia geometria demuestra todas estas imposibilidades (cu-
yos pormencres son ajenos al objeto de esta obra), y muchas,
muchas, muchisimas mds, por lo cual hay que renunciar en
Aritmética modular 4 expresar la diagonal del cuadrado por
medio de fracciones del lado, é el radio por medio de fraccio-
nes del lado de los poligonos inseriptos (1) 6 la circunferen--
cia por medio de fracciones del didmetro, ete., ete.

Todas estas magnitudes son, pues, inconmensurables en-
tre si. '

De que dos 6 mas cantidades sujetas d clerta ley sean con-
menstrables entrée si, no se deduce que lo sean las demds for-
wadas andlogamente. '

El triingulo sagrade de los antiguos egipeios tenia los
lados iguales & 3, 4 v 5 respectivamente. '

Qb
o
I
Lo OF

Tigura 27.

1} Bxcepto el lado del hexdgone, que, como se sabe por todos, es igual
i1 radio, BN ’
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Y en ese tridngulo se verifica el teorema de Pitdgoras con
lados coumensutables entre si. —

' . AB _:B(‘2 Gh
5 = 16 4 9

‘1o enal no ocurre con ningunos otros lados de trlangulos rec~
téngulos (1). :

Pero, si los catetos no son 3 y 4 sino olros niimeros cuales-
guiera, ya la lnpotenus& es irracional. En efecto, sean los.
catetos 3y B . ) _

Y tendremos : - :

39+52=-,9+25:84 : -

Y-84 xio tiene raiz: ningin nimero multlphcado por sl
mismo da 34. :

(1} Siloslados son equlmultlplos de 3, 4 3 5, también los ladoes de 10~,
tridngulos rectingulos 1equtaute= son coumensumbles entre si. Por 33

10, 8y 6 89>8, 43 882

15, 129 9 Osea a><3 4><3 338

20, 16 3 12 5\(4 4><4 3> 4
Ete, ete. - Ete,, ete.

Eu efecto _
- 102= §2.4-6% 100= G436
152 == 192 -+ 9 2 205 == 144 4+ 81 ste.

Pero, como se ve, la inmensidad de equimtltiplos de 8, 4y 5 son ei
realidad los mismos B, 4 y 5 del fridngulo sagrado; dolles, tuples cuiddru-
plos, quintuploes, ete. i

Las caras de las piramides e@lpm&s estan constituidas por dos tlmno-m
los sagrados yuxtapuestos,

A

)

G
Figura 23.
Las dimensioneg, pues, de las pirdmides son

3, 4, 5, 6 yla altura del solido 7
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Las magnitudes inconmensurables son, pues, cantidades
de las cuales una no puede ser medida con el médulo que
mide 4 la otra, ni con parte alicuota ninguna de tal md-
dulo (1).

La Aritmética, de consiguiente, no puede expresar esas
maguoitudes irracionales, ni por medio de nimeros enteros ni
tampoco por medic de quebrados; y, por tanto, los inconmen-
surables carecen denumeracién; y, careciendo de numeracidn,
ha sido imposible someterlos 4 leyes que abarquen la genera-
cidn de todos elios.

Solamente es posible hallar en cada caso concreto frac-
clones que se les aproximen.

Pero, de que la Aritmética no pueda resolver numérica-
mente ciertos problemas, no se deduce que esos problemas
sean irisolubles en abscluto, :

/2 no tiene sentido numéricamente, porque se pide un
1imposible aritmético: se pide un entero que maltiplicado por
s1 mismo dé 2; lo cual no es hacedero, porque 1><1 da 1,
y 2><2 da 4; y, como entre 1 y 2 no queda entero ninguno,
claro es que los niimeros 2 y 3 no tienen raiz. Pero la so-
lucidén no esimposible geomsétricamente, porque /2 es la dia-
gonal de un cnadrado cuyo lado es 1, y /T es la diagonal de
un cubo cuyo lado es también 1.

Figuras £9 7 30,

(1) Pero no sa olvide que se pueden medir con oires médulos. La dia-
zonal del cuadrado no se deja medir con el lado ni con parte alicroba nin-
guna del lado; pero esa diagonal puede medirse con su mitad, ¢ een su
rercio, & con su centésima parte, 6 su milésima,., & con una parte cual-
quiern alicuota de si propia. Tal vez la falibilided de nuestros sentidos, 6
la imperfeceién de nuestros instrumentos, ¢ ambas cosas 4 la vesz, no
nos consientan haliar exactamente una determinada parte alicuota; pere
siemnpre es posible hallarla por medio del rasiocinio, Lio gue hay que eom-
prender es que no existe, ni puede existir, medida comun para lado y dia-
gonal; por lo cual lado y disgonal resultan inconmensurables, ete.

TOMO TI 41
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APENDICE.

Hay muchos computos 4 que no alcanza la Aritmética.

Ni la Aritmética pura ni la modunlar abarcan todos los
medios de cdlenlo gue el hombre tiene & su disposicién. No
entran en ellos ni 1a Geometria, ni la Cinematica, ni la Des-
eriptiva, ni en rigor los Cilenlos de las matematicas subli-.
mes. El papel de la Aritmética es, por tanto, muy restrifigi-
do, por més que sin Aritmética seria imposible la existencia
de 1a actual civilizacién.

lio que no estd determinaclo por nmimeros, exacta 6 apro-
ximadamente, queda funera de la Arlfmetlca., ¥y por eso hay
tantas y tantas operaciones con cauntidades ne reducidas 4
DUETro.

Sin saber el ntimero de metros que. tienen dos escaleras
de mano, agregan los bomberos la una 4 la otra para subir
en un incendic hasta un baledn, & cuya altura no alecanza
ninguna de las dos sola. Caledlo ha habido, pero no nunmé-
rico (al bien pudo haberiol.

Sin computar el nimero de kilogramos que pesa una es-
puerta de tierra, llena un carrero su carro hasta la altura
que le parsce suilciente & que sus mulas puedan hacer el
arrastre en buenas condiciones. También en esto hay cileu-
lo, pero no por medio de Jos nimeros; si bien no ers ilnposi-
ble haberio hecho. '

A veces, cosas expresadas por niimeros en un concepto se
suman 6 se restan en otro excluido de la cuenta. Por ejem-
plo: variog millares de ladrillos, compubtados como plezas
pio])i‘l‘: para COHStTuil’ 5 cargan el una CH;l]O'i"n?u arl cuya
condueeidn se utiliza una Vunfa 6 mas de bueyes lgnoran-
dosge por eompleto el peso “de Jos ladrillos en. Lllogramob v la
fuerza de traccidn en kilogriametros que puedan los bhueyes
desarrellar, Bi se ve que ls carga es demasiada, se descargan
{restan} unos cuantos cientos de ladrillos; v, si la trd.coi()n Te-
sulta fdceil, se agregan (suman) varios clentos mds 4 la carga
primitiva.

En Geometria pueden sumarse ¢ restarse dos lineas no
medidas, esto es, no referidas & ningun maddulo.

7]
i

S FE e S TLE

PO OE e T e

Flogin - S menos =

Y, «in medirlas tampoco, se conoce la razdn en que estan
lay lineas proporeionales :
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&£
'\\ | AB:AC:: AD: AR
‘\\ + Figura 31,
\r

En Mecédnica puede decirse, sin necesidad de medicidn
ninguna previa, que tocarin el suelo simultdneamente dos
proyectiles iguales, 1.° si el uno B cae verticalmente desde
una altura igual 4 la que haya desde la boca'de un cafién al
suelo; 2.° y si al mismo tiempo de empezar la caida del B sa-
le horizontalmente del dnima de la pieza el otro proyectil A,
impulsade por los gases de la pélvora. Aunque el B sélo ten-
ga que recorrer la corta vertical BB/ tocara el suelo en el
mismo instante en que sl A termine su emnorme trayectoria
hasta A’

pey

LI

igura 32,

En efecto:

Por camsa de la gran fuerza de la polvora, el proyectil A
debe llegar hasta A" en el tiempo necesario para caer desde
B 4 B'. Por consiguiente, A, que ha de estar en B’ en el mis-
mo instante que en A", obedeciendo 4 ambas fuerzas, la de
la polvora y la de la gravedad, recorre la trayectoria BA'.
De modo que

Fusrza de la gravedad 4 Fuerza de la polvora = Trayectoria BA/

Y, como éstos, otros miles ¥ miles de ejemplos en que
hay gue sumar y restar cantidades no expresadas por medio
de los nidmeros. }

La geometria de los movimientos de las maquinas exige
las mds potentes facultaces de los hombres de la invencion,
y caleulos mentales profundisimos; pero la Aritmética no
tiene, 4 veces, nada que ver con ellos. Por un cambio de ex-
céntricas va para adelante 6 para atrds la locomotora. Por
el movimiento de la hélice atraviesan los mares los bugues de
vapor... Kl tornillo es una cufia en espiral...

La Aritmética no puede efectuar ninguna de esas opera-
ciones mentales, por no serle posible realizar cileulo alguno
sin el anxilio de los nimeros, o

Y, sin embargo, muchas de las imposibilidades aritméti-
cas, jcudn féciles resultan de resolver por otros medios!

© Biblioteca Nacional de Espana



534 ARITMETICA POR APROXIMACION

La siguiente espiral realiza geométricamente 103 simbolos
irracionales
V2 8, v 4 V5, V6., Bte,

sl son rectos los angulos @, &, ¢, d, ¢,... 6 iguales 4 1 los lados

Qa=ab=bec=cd=de—=..

ESPIRAL DE IRRACIONALES

Figura 33.
Tn efecto: en el

sridngulo 1.° tenpmos: 12512222 e =V2

- 2.9 V7o )jq- I'=2+1==5 .*. ay =V'3
8. ;“,\’_§)+1:84-1:4 =V =2

4.9 = |_‘s’l—.i).l+ 12= d+l=5 ., wy =V'5

5" = \-‘"?_}2+ Vs l—0 .. Ty =V

6." = (Vo P61 =T Loy =V T

r = (VTP P T e s L =V B
g =08 e’ o1 =9 2 =V 03
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Esta posibilidad de solumones por unos medios y no por
otros no debe causar extraiieza.
~ La esencia del numero es la repeticidn, la dlscontmmdad
la individualidad, la posibilidad de una cosa + otra + otra
-}~ otra,... sin te’rmino ni fin.

La esencia de lo extenso es la continuidad.

Por consiguiente, no cabe en la Aritmética pura lo que
no supongsa la individnalidad y la repeticién.

Ni tampoco en la Aritmética modular.

De aqui la necesidad de la Aritmética de aproximacidn.

© Biblioteca Nacional de Espana



LIECCION II

De los limites.

Si inseribimos en un circulo un poligono regular, por
ejemplo, un tridngulo, un hexdgono,

Figura 34, —Tridngulo.

Figura 33.—¥Hexdgono.

observaremos que el tridngulo y el hexdgono no llenan
ni con mucho todo el eirculo, pues quedan sin cubrir log es-
pacios indicados por las rayas. Pero, si duplicamos sucesiva-
mente ol nimero de los lados del poligono, & inscribimos en
el circulo un dodecdgono, un poligono de 24 lados, uno de 48,
uno de 96, uno de 192, 384, 768, 1536,...
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Figura #6.—~Dedecagono. Figura 37.—Poligono de 2L lados.

vemos que, mientras mayor es el niimero de los lados, menos
queda en el eirculo sin cubrir; y concebimos que, multipli-
cando indefinidaments el nimero de los lados, cada poligono
sucesivo se ird acercando mds y mas 4 la circunferencia, has-
ba iguaiarla casl ¥ como confundirse con ella, auuque sin He-
gar jamas & coinecidir con la curva. misma, por mas que no
haya manera en la practica de trazar lineas tan delicadas
como seria necesario para lograr gque los cjos, armados de
microscopios potentisimos—mucho mds de lo que podemos
imaginar-—percibiesen que las rectas del poligono no consti-
tuyen nunca una curva circular.

El continmo é incesante aumento de wna magnitud no im-
plica, pues, necesariamente que la magnitud haya de llegar
4 ser mayor que toda cantidad asignable. Estamos acostum-
brados & calenlar los anmentos dnicamente por la operacién
de sumar y por acumulaciones sucesivas (1), y no nos hace-

‘ ) ,

Uy ZT Dnpeereiel pnblicé en Faero de 1895 los signientes ejemplos ds
awmentos incesantes 10 sujetos 4 ningnua ley de limitacidn:

«Haee tres ineses puhhc:u on los ]henmhcc}-, de Londres la noticia de ha-
ber entrado en posasidn de nna herencia easi fabulose un individuo dela
Camarn de los Comunss,

Su tfo, bunguero may eonceido, habin muerto hacin sicke anos, dejando-
le 1o friolera ds tres millones de libras estertines (360 milloues de 1‘8&105,
en mumerss vedondos); pero autojindosels poco dinero para los gustos, en
extremo dispendiosos, de su sobuno linbin dispussto gne éste no entrase
en posesion de la kerdncia hasta p&mdoa siete aflos, para yue, durante s
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mos facilmente cargo de lo que pueden ser los aumentos in-
definidos sujetos 4 leyes de limitacidn. :

Mientras mayor es el ndmero de los lados, mayor-es la
extensidn de circulo que los poligonos abarcan dentro de su
perimetro: siempre con e} aumento del nimero de los lados
esa extensidon aumenta; pero jamds llega 4 igualar & la su-
perficie total del ciroulo mismo; porque el crecimiento estd
subordinado 4 la condicidn de que RECTAS POLIGONALES limi-
ten en todo caso la superficie interior, crecients sin cesar.con
¢l numero de los lados. Mientras més lados, los lades son me-
nores y mayor resulta la extensién interna, pero siempre tie-
ne que estar encerrada tal extensidn dentro de limites recti-
lineos; y estos limites, por el hecho de no poder dejar de ser
precisamenie rectilineos, no pueden nunca coincidir ni con-
fundirse con ninguna curva.

tiempo, los tres miltlones de libras fuesen acumulando iittersses compues-
tos, Cuando llegd peara el sobrine el feliz moinenio de cobrarla herencia, ge
encontrd con que poseia cien millones de reales mas de los que le habia de-
jado el tio; pues los tres millones delibras se habian convertido en cuatro.

Losindividues de la Royal Statistical Society, sugestionados por tan her-
mosa manifestacién del poder del interéds compuesto, se Lian pasedo meses
haciendo céloulos, y una serie de los mais etriosss hin visto la luz pahblica
en el Wltimo nlimero del Strand Magazine.

Supongamoes uwn padre que no puedc dar 4 su hijo para que busque
Tortuna mas que 5000 duros. Si al nacer el nific pone & interés compuasco
esta cantidad, el hijo se encontrara 4 los treinta v seis nilos con una fortu-
na de 24000 duros, sin Taber tenido que hacer otra cosa mas gus no tocar
al capital ni 4 los intereses hrsta entonces.

Tn filantropo que pusiera 4 3 por 100 de interés compuesto, en el ano
presente de 1895, un simple penny, moneda gque vale muy poco més de un
perro grande, encargando se le dejase acumular intereses durante mil
afios, legaria 4 enda une de los habitantes que tuviése la tierra el afio 2390

‘1a colosal fortuna de 29 millonas y pico de libras (29286364 libras esterli-
nas), caleulando que la tierra tenga entonces una poblacion de 220000 mi-
lones de almas. .

El curicso calenlo de lo gue hubiera producido la misma moneda de
1 penny, puesta 4 interés compuesto ol primer afio de la Era Cristiana, ha
sido tormulado con expetitud hasta el afio presente, por varios calculisias
de Londres, .

Elresultado es tal, que hay que tomar aliento para leer la cifra:

52 362 000 000 000 DO DX BOO 000 000 CRO 000 0AO

de libras esterlinas. ;Mas de 39 sextillones!

&Se quiere formar idea deflo que representaria ese dinero en oro? Pues se
podrian fermar con 6125000 millones de esferas de oro maecizo, cada uns
de ellas del famaiic de la tierra, y 4 cada uno de los habitantes que hoy
tiens el mmundo, le corresponderian dieciséis globos de esos, y todavia so-
brarian esferas.» ‘

Unicamente nos faltaria una cosa: almacén para guardarlas,
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Y como la c1rcunfsrencla. lo es, jamés ningin pohgono
regu]ar,'por mis que 4 ella se a.proxmle, serad, ni podrd ser,
la cn-eunferencla. misma.

En este modo de iré:e ensanchando mas y més, y més atn,’
-sucesivamente, fas superhcles poligonales, el anmento nunca
“tiene fin; y, sin embargo, jamés el aumento puede llegar 4 la
" magnitud del circulo. Hay, pues, anmento mdefmldo, pero
Jjamads tal anmento llega 4 cierto limite.
~ Supongamos una persona que en’ Un mes aumenta la. mi-
tad de su capital, y en cada uno de los meses sucesivos le in-
corpora la mitad que el anterior. El capital ird creciendo
siempre, siempre: jamdas dejard de haber aumento; pero Jamas
se duphuara. el fondo prlmltlvo

1 Jf‘ —- + —i— + + —|— 125+ ... siempre < 2.
i6 . 2 1 | LT .

i e — 4~ —=11 —) )
1 +13.s+rzs_'“1zs ( )<

Supongamos que un hombre gasta en un mes la mitad de

1o que tiene, y eu cada uno de los meses signientes la mitad
de lo que le queda: el capital ird disminuyende siempre; pero
nuneca llegard 4 ser cero. -

Supougamos que el largo- de una regla esta 1'epresexxtado
por & expresion

1+126+

Y qne (7 puLJb tomar todos los valores crecientes posﬂ}les.
3i clanlo: & » el valor de 2, tepdremos

' 1 L
144 =1 "y metros )

Y laregla resultard - metro > 1, pues tendremos 150
centimetros. ' o
Demos 4 v el valor de 10 v resultard

Y la suma dl‘at‘u& de ser lgual 4 1 metro; pues repre-
sentard 110 ueu.m,metlos. habiendo aument&dou, ha disminui-
do el valor de in firmuls.

.TOMO 111 o 42
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Sea 100 el valor de v, ¥ tendremos:

1 .
1+ o 101 centimetros.

Ahora 3 la expresmn le sobra sdloun cenblmetro paraser =
1 metro.
Valga » ahora 1000, y
1 4- 1_0?3— serd 1 mebro y 1 milimetro, -

de manera que el sobrante 1o serd ya mdés que de solo 1 mi-

limetro.
Sea v = 1000000, y 4 Ia expresidn

1

- 1000000

solo Te sobrard la milésima parte de 1 milimetro para ser —
1 metro. jTamafic ya inapreciable para nuestros modos co-
munes de medir! -

En verdad que con poderosisimos microscopios podria re-
conocerse (y eso tomando multitud de precauciones) que al.
metro le sobraba 1 milésimo de milimetro; ypero, siwv fuese
igual 4 1 billdn, 4 1 trillén,... & 1 sextilldn... no habria ya
manera de percibir con los ojos materiales ni con microscopio °
ninguno, que al metro le sobraba algo; pero con los ojos del
entendimiento veriamas con suma claridad que

1+ ﬁff&: >4 + en © Lil—+ sextillon ~ 1; ete.

Asi, mientras mayor vaya siendo el dencminador, mas se-
van acercando las formulas 4 ser iguales 4 1. Pero, por gran-
.de que sea v, jamas tendremos 1. :

La cantidad gue, por su naturaleza, ¢ por su ley de for-
macidu, cambia de valor (estando referida siempre al mismo
JH)dH]O) se llama variable; .

Y la que, por oposicién & una variable, conserva siempre
el mismo valer, se Hama constante:

Si, conforme 4 su ley, los valores sucesivos de una varia-,
ble se van acercando & una constante, sin poder igualarla

nunca, ia constante toma el nombre de limite. _\
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En la férmula
- 1
1 + —,

o esla variable y 1 es el .limite 4 que nunca. puede llega.rse
por causa de la va.rlable pues nnentras — sea a.Igo,

(l —|— ?) gera > 1.

"Fl limite se llama supemo'r 6 inferior, segin que la férmu-
" la en que este la variable, resulte > & < que el limite. :

1 es, pues, el limite mferlor de
14
. kH

2 es el limite superior de la suma

1 1 i 1 -
1+ eyl nlvalle pi e PP

-,

La unidad es, pues, el hmlte superior de todos los quebra-

999 51999599

2 4
' 5 7" 0007 100000000

-dos propios
' ’ ’ g

3
4

Nlb—‘

Y la unidad es también el limite inferior de todos los que-

brados i impropios

160 1060 100 1000000  10DOOOOD

100 100 100
278 T 497 98! 097 959990 T 9999999

La generatriz de una declmal perlodma. es ol limite supe-

rior de esa decimal.

;Cudl es el limite de
1+e ,

2 40

141 2 142 3 143 4 14000
T i's 43 524 w0

0L 141 bllmn i1
—_— 1
1027 2+ bill(‘)n

Luego 1 os ol limite superior de la férmula

1 4+ ».
24+ v

~

2Cuil es el Iimite de_
7+
13 |

L

-

<
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Ta,m’blen 1; 1 es el Ilimite superior, porque casi es 1 1&

férmula ; :
741 sexmlén

13"+ 1 sextillém © 7 ¢

_¢Cudl es el limite inferior de

IS

3-!—0?‘

7 2
’ T

Tambxen 1, porque apenas difiere de 1 el quebrado im-

propio
1000000000008 1, .
‘1000000030002 ’

"Liayvdea de limite no es absoluta: es correlativa con la de
variable. En el concepto de circulo no entra la idea de limite-
hasta eorrelacionarlo con peligonos de creciente numero de
lados. La unidad es lo que es, pero no limite hasta correlacio--

‘narla con cantidades fraccionarias, como las presentadas en
los ejemplos anteriores. .

Limite, pues, es una magnitud ﬁJa 4 la cunal pueds irse
acercando cuanto so qmera (a.unque sin 1guala1la. nunca) otra.
megnitud variable.

Pars que una magnitud pueda, llamarse limite hay, pues,
que llenar dos condiciones:

‘v nunca ha de poder ser I;

v ba de poder acercarse 4 I, indefinidamente y todo cuan--
to se guiera (2). -

(1} Conviene repetitlo. Una cantidad puede ir siempre creciendo’s
siempre disminuyendo sin llegar 4 ser mayor que cralquier cantidad ima--
ginable, 6 bien sin redueirse nunca 4 cero. Para ello basta que estén suje--
108 & leyes-de limitacion los inerementos o las disminuciones,

(2) Lutendidas bien estas ideas, se ve lo incorrecto, v, sobre todo, lo
innecessrio de ciertas expresiones indebidamente usadas en Matemdticas.

Por ejemplo: el ¢irculo es un - poligono de infinifo nimere de ladss. En
vez de esta expresidn absurda, debe entenderse 1o que sigue: si-el niimero
de los lados de los poligonos legulal s mscuptos atumenta indefinidgmen--

“7e, los peligonos se van acercando &4 igunalar al eireulo indefinidamente ¥
sin Hmite.

En vex de: una cantidad partida por cero, es igual al infinito,

a
—_——=
]

debe decirse: si, permaneciendo constante el numerador de una fraceidn,
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La expresion «por pequefia que sea una cantidad» implica
Ia idea de limite. '
(Véase en la'siguiente Leccidn III «rimiTEs imaginarios».}

aumenta indefinidamente el denominador, la fraceidn disminuye indefini-

damente v sin lmite. . ' '
En vez de: un arco infinitamente pequefio es igual 4 su cuerda debe de-

eirse: siel arco de nne curva disminnye indefinidamente, la fraccién '

Arco

Cuerda,

se acerca 4 1 indefinidaments y sin limite. _

Ea voz infinito y sus derivadas son impropias, aun cuando hayan de en-
tenderse en el sentido de Hmite ineongebible (no real) de uns vartable.
" Bs necesario repetirlo: el estudio de las Matemdticas es mds importante
que por las, verdades individuales que enseiia, por ser el método de formar
dialécticamente el entendimiento, para hacerlo juez entre lo verdedero y
io talso y gufa seguro en el descubrimiento de la verdad. Debemos, pues,
estar precavidos, no sélo contra toda inexactitud, sinoe contra teda apa--
riencia de rigor cientifico, mas insidiosa siempre que el error. Enla idea
de infinite, rebajada & la categoria de imite, resultan las falacias y paralo-
gismos més temibles, ewyo influjo trasciends 4 la vida usual. )

-No hay nada peor que la falta de los habitos que ensefian 4 ragonar
son exactitud. ' ’ ‘
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LLECCION III

Cantidades por apreximacién.

No bien se ensancha la nocién de los quebrados hasta lle-
gar 4 poder explicar satisfactoriamente sus funciones en la
operacién de multiplicar, entra la Aritmética en posesion de
medios bastantes para expresar numeéricamente, no los limites
de magnitudes d que no se puede nunca Zlega? pero si canti-
dades tan préximas 4 esos limites que casi se confundan
con ellos, aunque ellos sean irracionales.

Ya hemos visto que, si 4 un mdédulo (=1) se agrega la
mitad de otro, y luego la mitad de la mitad sobrante, y en
seguida la mitad del cuarto restante, y después la mitad de
lo que hubiere quedado... y asi sucesivamente, obtendremos
sumas tales como, por ejemplo, la siguiente: '

1+ e + + 0 o +128+%6+512+@ + .
de manera que'siempre nos iremos acercando & un total
préximo & 2, aunque nunca = 2; porque jamés con ese pro-
cedimiento 111m1tado de incrementos 11m1tados podremos lle-
gar al 2.

S1empre, pues, es posible por medio de los quebrados ha-
llar expresiones exactas de ndmeros fraccionarios muy pré-
ximos 4 Hmites que jamés pueden tocarse, dada una especial
generacién de magnitudes por incrementos limitados. En-
tiéndase esto bien.
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TLos sumandos

1
. S + + -|- -+ -i-m—l-m—!-;-ﬁ 1&1

. . 1023 . ,
no dan 2, sino la suma exacta 1 - 77, que dlﬁere de su 11-

mite 2 (masequlble con ese modo de generacidén) en solo 0,,4
Pero, si menos de una milésima no nos parece todavia

aproximacidén bastante, podemos siempre aproximarnos al

limite (2 en el caso actual) aumentando el numero de los

quebr‘ados '

I T b e e e =

1024 2048 4000 8102 163584 32768 65336 131072
13071

131072

expresién aritmética exacta de nna suma que difieve del li-
wmite 2 mucho menos de una clenmilésima.

Y, agregando & los quebrados anteriores (si la aproxzima-
cidn no se estima todavia suficiente) los’sumandos

i, 1 ‘
sonnt T aess Tt
puode siempre llegarse d una aproximacién tan efieaz como
se desee. '
Lo mismo cabe decir de las magnitudes irracionales.

Silx1dal,y2>9dad,es evidente que no hay ente-.

ro ninguno que multxp]zcado por si mismo dé el producto 2
ni el producto 3.

Tampoco ningiin entero multxphcado por si mismo da 5,
ni 6, ni 7, ni S, ni 10, ni 11, ni..., en general, los ntmeros
intermedios entre dos cnadrados consecutbivos, ni enfre dos
eubos..., ni entre dos potenecias seguidas de Ur&do alguno su-
perior, -

Pero en todo caso pueden encontrarse quebrados que.
dllltiphca-dﬂs por si mismos den nimeros todo lo préximos
que se quierad 2,438,45,46,47,48,410, 411..., y, en ge-~
neral, 4 todos los nimeros carentes de raiz, 6 irracionales (1).

(1} Siempre deben hacerse meutalmonte las pruebas dela cifra mixi-.

ma, Pero, tratdndose de la extraccion de lag vaices es lUll}lP&Dludl.\hO vevi-
ficarlus, 50 peun de ne Hegnr sin exvor al fin de lag operaciones, y haber de
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En efecto; /2 es una expresidn irracional, Pero

1,4142 > 1,4142 .

N

F

da un producto igual 4 1,99996164, cuadrado exacto, que
dista de 2 menos de una diezmilésima. El quebrado impropio
decimal 1,4142 es la raiz exacta del producto 1,99996164:
~ pero no la. raiz de 2, Es la raiz de un quebrado de magnitud
asignable; pero no Ia rajz de un imposible aritmético: 1,4142
" no es la raiz de 2, sino de un ndimero que dista de 2 menos
--de una diezmilésima. Mas supongamos que esa aproximacién
no baste para la exactitud de un cdleulo esmerado, y que la
necesitemos cien veces mayor. Pues nos la dard el producto

1,4142135 »¢ 14142155 = 1,980999082358225,

-quebrado que ciertamente no es (/% >< /3, mas al cual le
falta solamente una fraccion de millonésima para alcanzar el
limite 2. - " ' o

Pero supongamos todavia necesaria una aproximacién
1 miilén de veces mayor; pues nos la dard la fraccién decimal

-

LAL421556287304,

-que es la raiz exacta, no de 2, que mno la tiene, sino del pro-
ducto de ese quebrado por si mismo,

= l,f)’-)iiE’li}f)?ﬂ’li—J‘.]EM‘)%571‘b ;_JJ GLASL

cuadrado al cual le-falta mexos de una diezbillonésima para
ser = 2 =2 =2 (1). -

S 1=101a, necesaria mayor apmumacmn, se- lowraua, de
modo analogo.

Y asi sucesivamente.

. : .

volver 4 epexaring despuds de Hegar ervoneameanis ul fin, B el libro VEI
de la primera ,J:th‘ 52 rosomendd esia necesidad de las pruebas multisud
hore hia da basbar estn soln nneva recomendeacion,
jue algebriicamente (y sin dlgebra ninguna) 2 >< V' se
sin zmbargo, nb hande olvidarse que ¢ es un mero simbols de
mposibilidad aritingt ier, por no habear nmh qua < por sf misma 46 2.

una
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Continuemos.

La circunferencia, considerada como dividendo, no se
puede partir exactamente por el didmetro, considerado como
divisor, por ser circunferencia y didmetro magnitudes incon-
mensurables entre si; Pero otras magnitudes, casi iguales 4
la circunferencia y conmensurables con el didmetro, han po-
dido ya partirse por el didmetro; y de ese modo han podido
obtenerse euocientes mas y mds aproximados 4 su limite,
segin la exactitud de las oper a,cmnes Ast, la razdn del did-
metro 4 la mrcunferencm s

A E L S con un error de menos de ——
: . 10000
3141502, ... ool COL UR eITOr Menor (ue -t
S 1000000
8,141592853539.. ..., .., cou un error menor qus 1 bhillonésima

3,141592653580795288. .. con umerrov menor que, 1 trillonésima

3, 14159765%08[)7‘13"28LGZ,GGL?uS 57950285419716
CON 1L erYOr menor {ue una septllloncsmm

AY .

De lo expuesto se deduce uno de les conceptos mds abs-
trusos que cabe i mlagma.l respecto de la idea de limite: la
concepoion de limites imaginarios 6 imposibles de existencia
real, numéricamente. Por ejemplo, /2. -

Raiz de 2 es numéricamente un imposible aritmético (1).

1) No geometrwo Ya hemos visto que la- dmvonal del cuadrado ve-
suelve el problema en la ciencia de la extensidn,

TOMO 1T - : R 43
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/2 es meramente un simbolo de algo sin existencia; y, enan-
do se dice que los quebrados

1,142, & bien 1,4142185, ¢ bien 1,41421356937309, ete.

tienen por limite el simbolo /2, se enuncia una cosa ininteli-
gible, ¢ que necesita de imprescindible interpretacion.

En efecto, sin interpretacién es un absurdo decir que /2
es el limite de los quebrados

1,4142; 1,414213; 1,4142135; ete,

porgque /2 es una expresién imaginaria, no de una cosa real.

Se concibe que los poligonos de muchisimos lados tengan
al cfreulo por limite, sin poder llegar jamds 4 ese limite,
realmente existente; pero no cabe concebir que ninguna cla-
so de quebrados se aproxime 4 un limite sin existencia.

Pues bien: lo que se quiere decir es que, i existiera /72,
los quebrados anteriores tendrian por limite al imaginario
simbolo; porque lo que fuera realmente igual al simbolo da-
ria 2, si se multiplicaba por si propio. Por consiguiente, de-
ben considerarse como aproximaciones & ese limite imagina-
rio los quebrados que multiplieados por s{ mismos den proxi-
mamente 2, limite real; lo cual pasa efectivamente con los
productos de las multiplicaciones

14140 1,41425 1414235
s¢ 14142 < 141493 < 1414935 Ete.

‘Estas decimales, pues, no tienen por limite 4 /2; mas sus
productos tienen por limite el ntimero 2.

Y lo dicho del 2 ha de entenderse de la inmensidad de
simbolos imaginarios

\/ 3 \/ o; 26;...
3/— 3/ 3
\/10; \/14; \/112;...
4 4/ B
VvV 5 \/ 6; \/ 3 ;.. Ete, ete,
Los quebrados correspondientes no tienen por limites 4

esos simbolos sin realidad; pero los respectivos productos de
o308 quebrados >< por si propios, tienen por limites &

8; b 26.
10; 14; 112;.. Dte.
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Ha.y, pues, explicados de este modo, inmensidad de limi-
tes imaginarios.

La Aritmética, pues, no puede hacer cdlculos con los irra-
cionales, porque éstos ecarecen de numeracién; pero puede
computar cantidades muy aproximadas 4 esos irracionales, y
calcular luego esos nimeros aproximados como si fueran los
irracionales mismos. En lo cual hay siempre inexactitud, por
mucha que sea }a aproximacién obtenida; pero no absurdo.

La Aritmética no sabe, por tanto, calcular mds que las
relacionas de aquellas cantidades formadas por la agregacidn
de magnitudes reales y efectivas iguales entre si.

La- Aritmética no es, pues, la ciencia de todas las magni-
tudes correlacionadas entre si.

Una magnitud cuya relacién con ajgun mdédulo de medlr "
no puede expresarse numéricamente (esto es, por un entero
0 por una fraccién exacta o periddica) es un imposible arit-
mético; es una magnitud irracional. Por eso, #®*=2 es arit-
méticamente imposible (aungque no geométricamente)., Nin-
gnun ntmero multiplicado por si mismo da 2. Pero la diago-
nal del cuadrado es la expresién geométrica de /2 exacta-
mente.

Y, por tanto, hay magnitudes que no estin en relacicn
de un ndmero 4 otro ntimero, por més que puedan estarlo de
otro modo.

No hay ntmeros que expresen la relacién del didmetro 4
la circunferencia; por mas que geométricamente estén las
circunferencias relacionadas con sus radios, y que los circu-
los sean entre s{ como los cuadrados de los radios. Etc., etc.

De aqui el que toda cantidad sea magnitud y que toda
magnitud no sea cantidad. Lo que tiene tamafio (sea nume-
rable 6 no), lineas, superficies, volimenes, pesos, fuerzas,...
es magnitud; pero sélo aquello que resulta numerable es can-
tidad. Las cantidades siempre responden, 6 pueden respon-
der, & la pregunta: ;Cudnias veces contiene esto & aquello?
Tantas veces. Las magnitudes no siempre pueden satisfacer
4 esa cuestién, jCudntas veces contiene la diagonal al lado
del cuadrado? ;Cudntas veces contiene la circunferencia al
didmetro? No hay manera de dar solucién 4 estas cuestiones,
porque no todo es cuantitativo é relacionado con la pregunta

4 Cudnitas veces?




Al
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Pero, (quién podrd negar que la ‘diagonal y. la circunfe-
rencia son magnitudes? (1) ~ :

Hay, pues, infinidad de magnitudes inconmensurables
con otras, y cuyo tamafio se necesita referir precisamente &
uno de los inconmensurables mismos. A nadie interesa saber
el tamafio de una circunferencia, ¢ de un cireculo, 6 de una
esfera, referido 4 médulos cualesquiera, sino referido preci-
samente al radio. Nadie se figuraria desde luego y claramen-
te lo que es una bola de 65450 centimetros ciibicos, mientras

que en el acto se forman todos idea de lo que es un globo de
50 centimetros de didmetro. .

No pudiendo, pues, caleularse los inconmensurables, se
calculan los conmensurables que les son préximos, Co

De donde nace la ARITMETICA POR APROXIMACION.

(1) Si(verdaderamente con demasiada frecuencin) magnitud y cuanti-
dad se emplean como sindnimos, es por sinécdogue muy natural,'y, en tal
_sentido, no censurable; por mis yue de usar los términas correstamente &
usarlos sin precisién va la diferencia de la exactitud 4 la inexzactitud, de
1 légica 4 su apariencia. '
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Las raices 1nconmensurubles son ¢l objeto dela Arnt—
mctlca de aproximsaecion. s

Kl céleulo aritmético de los inconmensurables (segtin he-
mos visto) se reduce al cdleulo de niumeros conmensurables -
que aproximadamente los representan y sustituyen; y claro. -

es que con tales sustitutos conmensurables pueden ya hacer-
se, cunforme 4 las reglas establecidas, todas las operaciones
aritméticas de sumar, restar, multiplicar y partir, y, ademds,
“las de elevar & potencias y extraer rafces. Sélo habrs de te-
nerse en consideracidn que las operaciones se efectian con
datos aproximados y no con los datos mismos; y que (por
consecuencia ineludiblé) las operaciones nos condueirdn 4 re-
sultados conmensurables de aproximacién, nunca rigorosa-
mente exactos; por mds que el error sea, casi siempre en la

-

practica, enteramente despreciable, aun en el caso de supo-

nérseles limites imaginarios.

En efecto, los resultados de aproxnnaclon son conmen-

surables.

I%s numeros puros, como 2, 3, 4, 20, 47, 153 1000, .
repeticiones, conjuntos ¢ agregados del 1 incorpéreo, princi-
pio y base de la escala de la pluralidad.—Los nimeros artifi-
ciales de mensura, esencialmente humanos, 6 de invencidn
humana, como 2 palmos, 3 pies, 4 codos, b pasos, 10 brazas,
14 litros, 15 kilos, 28 metros, 100 pesetas,... 15 gramos, 36
kilogrdmetros,.,. son asimismo repeticiones, conjuntos é agre-
gados de magnitudes conocidas, enteramente iguales unas &
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842 ARITMETICA POR APROXIMACION

otras, tomadas como médulos de medir, ¢ bien repeticiones
de partes ignales, 6 alicuotas, 6 fraccionarias de tales y tales
mdédules.—Y los numeros procedentes de la cuenta de objetos
discontinuos, 2 dedos, 5 estrellas, 20 drboles, 10 soldados,
100 flores... (que ciertamente no implican laidea de igualdad
de los componentes ni 4 veces su fraccionabilidad), entrafian
también el concepto de repeticion, de conjunto, de agregacién
de objetos discontinuos comprendidos mentalments bajo una
misma denominacién. En todas las operaciones aritméticas
entran, pues, datos conmensurables, y, por consiguiente, en
todas se llega 4 resultados conmensurables; porque todos los
datos son repeticiones, conjuntos é agregados de algos iguales
6 andlogos, que les sirven de mensura. Y, por tanto, siendo
conmensurables los nimeros aproximados 4 las magnitudes
irracionales, la Aritmética de aproximacidén dard siempre re-
sultados conmensurables, porque siempre servird de mensura
el algo que, repetido, forma el conjunto ¢ la agregacion.

Todas las operaciones aritméticas dau, pues, resultados
conmensurables.—La suma desde luego los da, porque en eila
siempre se trata de agregar algos de una denominacidén &
otros de su mismo géneroc.—La multiplicacidn tiene también
que darlos, por ser una suma abreviada de sumandos iguales.
—Y en el mismo caso se halla la elevacién 4 potencias, por
ser 4 su vez una suma abreviada de productos iguales.—El
cardcter y esencia de estas tres operaciones es la repeticién
de cosas iguales 6 andlogas, y cada una de las cosas repetidas
es, y tiene que ser, menstira del conjunto; ya se trate de uni-
dades incorpdreas de las que constituyen la escala de los ni-
meros puros; ya de seres materiales discontinuos, como los
que forman los agregados de objetos de igual denominacidn;
ya, en fin, de mddulos inventados por el hombre, ¢ de partes
alicuotas de semejantes moduloes.

Las operaciones de restar, dividir y extraer raices tienen
que dar ignalmente resultados conmensurables en cuanto se
limiten & deshacer los resultados de una suma ¢ de una mul-
tiplicacién ¢ de una elevacidn & potencias previamente efec-
tuadas.

1.° 8i yo realmente he efectnado la suma de varias parti-
das que he recibido y de otras que he pagado, y veo que
aquéllas importaron 312 pesetas y éstas 287, estoy autoriza-
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do para preguntar jcudnic me queda? 312 — 287 — 95. Pero,
sin conocer los totales, tal pregunta puede resultar absurda;
pues, si he recibido 27 - 39 + 46 y tengo que pagar b7 + 14
- 62, lejos de quedarme algo, me faltardn 21 pesstas.

2.9 Birealmente se ha ejecutado una multiplicacion, y de
ella resulta un producte igual & 1107, siendd* 27 uno de los
factores, con razdn puedo preguntar jcudl es el otro factor?

1107127 ) .
L2
- o =41

 Pero, si tomo dos nimeros cualesquiera ad libitum, tal pre-
gunta puede no ser contestable sin interpretacién. Por ejem-
plo: si un producto es 59 y 5 uno de los factores joudl es el
otro factor? No hay ningin entero que, multiplicado por otro,
dé 59; y, asi, hay que responder que 59 era una suma de 11
sumandos iguales a4 B, 4 la cual se habia agregado otro su-
mando menor igual 4 4. '

3.2 Sirealmente he elevado un numero 4 una potencia,
tengo derecho & preguntar jeud? es la raiz de esa potencia?

Por ejemplo: |

B3 3¢32¢<3:¢3=2_81;cuil es In \4/81?:3.
»

Pero si pregunto, 4 capricho y al azar, «jeudl es la raiz de
un nimeroe cualquiera?s con toda probabilidad preguntaré por
una imposibilidad pnumeérica, como sucederd si escojo cual-
quiera de los nimeros sxistentss entre dos cuadrados, 6 dos
cubos, 6 dos potencias consecutivas de grado superior.

Ahora bien: si siendo el sustraendo > que el minuendo
pregunto «jcudnto me sobrard?» hago una mala pregunta; al
revés. Pero, si, rectificandola, pregunto nuevamente «;cudnto
me faltard?» planteo bien la cuestidn y la respuesta me sera
dada en un nimero conmensurable.—81 figurdindome que un
dividendo es una suma exacta de sumandos iguales, pregunto
«geudntos sumandos iguales lo formaron?» el resultado me de-
mostrard el error del supunesto, y me dird, no solamente que
uno de los sumandos no es igual 4 los demas, sino también
gue eg.menor y en cuinto lo es. Lia respuesta me serd tam-
bién dads en un nitmero conmensurable.-—ero, si pregunto
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«jendl es la raiz de un mimero comprendido enfre dos poten-
citg sucestvas?», pregunto una Imposibilidad numérica, y me

resultara un mconmenwmble
Asi, pues, las seis operaciones aritméticas dan resultados

-'conmensurab]es. Desde luego los dan las operaciones de in-

v

tegracién: sumar, multiplicar y elevar 4 potencias, en las cua-
les nunca hay imposibilidad aritmética. Los dan también las,
de restar, partir y extraer raices, cuando son opéraciones de
disgregacién de sumas, multiplicaciones y elevaciones & po-
tencias hechas previamente.

Sin esta condicidn, pueds pedlrbe tal vez una resta impo-
sible 6 una divisién no procedente de una suma de sumandos
todos iguales; pero, aun en estos casos, los rebulta,dos son con-
mensurables.

En Aritmética, pues, solamente da resultédos irraciona-
les la extraccién de raices cuando se pide el imposible numé-
rico de que nn nimero multiplicado por si mismo arroje como
producto cualquiera de los niimeros comprendidos entre dos
cuadrados sucesivos, 6 dos cubos, ¢ bien dos potencias segui-
das de grado superior.

La extraccién de raices es, por ta,nto, la dnica operacmn
aritmética que puede dar resultados conmensurables é incon-
mensurables.

La Aritmética de aproximagion no trata de la extraccidn
de raices de los cuadrados perfectos, ni de los cubos perfec-
tos, ni de las potencias reales de grado superior: no son,
pues, de su incumbencia sjemplos tales como

\/ 4 = sl nimero conmensurable 2

V‘ 64 = : w7 @ 8

\ .

\/QT = » 3 3

3/—

V135 = s » 5

3 —_

52 = » » 2] -
Vie= . » 3
Ete., ebe.
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_TTodas estas son raices conmensurables, y su estudio co-
rresponde 4 la Aritmética pura. s
La Aritmética de aproximacién sélo trata de las raices
inconmensurables. : :

APENDICE

— .

Se da el nombre de nimeros inconmensurables & los simbo-
los de expresiones inconmensurables: asi

Va, Vs, Vi, Vo,.

(que no tienen raiz) se denominan némerosinconmensurables,
Clomo se ve, no puede darse expresién més impropia ni
més contradictoria, puesto que /2, /5 ,... son simbolos de -

imposibilidades numéricas que ningtin ndmero puede reaii- .
zax. (1). Asi /2, /3... no son nl enberos ni fraceiones, vy,

{1} Si bien pueden reslizarse por otros medios. Recuérdese la espiral
de irracionales.

] Figum 35.
TOMO II1 ) 4%
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por consiguiente, no son nimeros, aungue se los llame ndme-
ros inconmensurables.

1,4142 no es la raiz cuadrada de 2, porque /2 no la tie-
ne: 1 4142 es la raiz exacta del cuadrado (1, 4149)“" cuadra-
do que no dista mucho de 2, pero que no es 2.

Mas, en fin, esos simbolos tienen el nombre de medmeros;
si bien serfa ol mayor de lgs errores imaginar que efectiva-
mente lo son. .

Pero no se deduzca de agqui que los simbolos de imposibi-
lidades aritméticas no puedan representar magnitudes efec-
tivas. Podréd no ser dable expresar numéricamente la diago-
nal A B :

Y

Figurs 30, Figure«0, Figura 41.

relactondndola con el lado igual 4 1 del correspondiente cua-
drado; pero no hay duda de que la diagonal A’ B' de otro
cuadrado de lado doble que el primero, serd

=2veces A B, ytriple la de un euadrado delado triple, ete.
AV Bl Z2%AB B;
AN'BHN =3 x &B ete,

Urna diagonal pueds ponerse 4 continuacidn de otra,y
otra y otra y otra, y asi lograremos una linea de una longi-
tud igual & 5 diagonales;... una diagonal puede restarse de
otra;... la cantidad igual 4 20 veces una diagonal puede ser
repetida 4, 6, 8, 10, 1000... veces por medio de una multipli-
cacidn;... y ese producto, considerado como dividendo, puede
dar lugar 4 todas las operaciones del dividir, supuestos los
correspondientes divisores no inconmensurables. Los quebra-
dos también resultan de la comparacidn de unas diagonales
con otras. Si consideramos & A” B como mddulo, entonces

AB==—de AV BN,y A Bl = -2 do AV BY, eto.
3 3

Por manera que, aun sin conocer el valor numérico de A B,
no ha habido inconveniente ninguno en hacer operaciones 16-
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gilcamente exactas y de un rigor matemadtico incuestionable,
sea el que fuere ese va.lor (Véase la iltima Leccién del to-
mo 11.).

Hsta doctrina causa clerta.mente extraflezs al principiante
cunando se trata de simbolos que acaba de ver calificados de
imposibilidades numéricas; pero es la misma de los objetos
discontinuos. ¢No sumamos estrellas con estrellas, y soldados
con soldados y flores con flores...? Y desde ciertos puntos de
vista,.¢no resultan imposibilidades numéricas flores, soldados
y estrellas...?

No es, pues, necesario conocer si son numerables en si
ctertas magmtudes para sujetarlas 2 calenlos aritméticos,
aun siendo ellas en si 1mpos1b1l1da,des a,r1tmet1ca,5, tnicamen-
te cognoscibles por aproximacién.

Y en este sentido, pues, la Aritmética pura puede estu-
diar y estudia ciertas operaciones 4 que se prestan los radica-
les, sean inconmensurables ¢ no.

{Véase la citada tltima Leccidn del tomo II.)

.,
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LECCION V

‘Cilenlo de las aproximaciones & la raiz cuadrada.

. Explicadas en la Leccién final del tomo IT las operacio-
nes relacionadas con los radicales, pero independientes de su.
valor numérico, toca ahora tratar del cdleculo de aproxima-
cidn 4 esos valores en el caso de ser irracionales; pues del
" caso de ser racionales (esto es, del caso de ser cuadrados per-
foctos las cantidades subradicales) se traté ya largamente en
las Lecciones correspondientes de la Parte I, asi como, en las
Lecciones restantes, del caso de ser cubos perfectos. _

Alli, deducidos de la elevacidén & potencias, se expusieron.
varios métodos para la extraceién de las raices cuadrada y
ciibica, que conviene repase bien el discipulo, para que las
premiosidades de la praictica no le sean ahora obstdculos en
la inteligencia’de lo que haya que agregar 4 las reglas estu-
diadas alli. ' ' ‘

Dejemos para mas adelante las relativas .4 la \%—y bas-
tenos por el momento recordar que dos de los métodos de ex-
traccidén de la raiz cuadrada se fundan totalmente en la com-
posicién de las cantidades elevadas 4l cuadrado, y uno en el
uso promiscuo tanto de las Tablas de cuadrados y cubos co-
mo en esa composicidn misma. A este método de las Tablas
(por mas expedito en muchos casos) se daré 4 menudo prefe-
rencia en estas Lecciones, referentes al valor numérico que
represente 4 los irracionales, ya que éstos no lo tienen.

El discipulo recordard que, dado un guarismo cuya " ha
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de extraerse, se le divide en periodos de 4 dos cifras de dere-
cha 4 izquierda, y que, cuando es par el ndmero de lds cifras
del guarismo dado, se busca en las Tablas el mds proéximo
cuadrado entre los de seis cifras; y cuando impar, entre los
de cinco. : 7 .

Hl discipulo ha de recordar también lo que se dijo acerca
de las rajces de los ndimeros que no son cuadrados perfectos:

Rara vez se nos dard un cuadrado perfecto para extraerle
la y/”; pues, como ya se ha recordado varias veces, en el mi-
116n primero de la escala de la pluralidad sélo hay 1000 cua-
drados exactos; de modo que, si entre 1 y 1000000 sacdsemos
numeros al azar, sélo una vez de cada mil dariamos con el
producto de un niimero por si mismo. De modo que el proble-
ma,. en general, de la extraccion de raices se débe enunciar
en estos términos:

~ Dado un grado cualqulera de la escala do la pluralidad,

Lallar el mayor cuadrado contenido en él, y ademds la dema-
sia que va desde ol cuadrado al mimero propuesto, la cua,l_'
puede ser cero (1). -

.- _ V264307 514  Raiz.
Cuadrado de Hl4 segtn las tablas, 264196 i
' 111 Demasia.

De modo que o
- 264807 = (214) 4 111

Todo ndmero, pues, aritméticamente considerado, es'ignal
4 una potencia de otro numero menor, mas una demasm (que
rara vez es cero). (2)

(1) Este problema-es analogo al de la operacidn de partir:

Dado un nimero cualquiera como dividendo, hallar cuintas veces esti
contenido en él exactamente el divisor comro sumando, 6 biem, si el divi-
dendo no esti coimpuesto de un niimero exacto de veces el divisor, hallar
también el otro sumando menor que con, el total de los sumandos 1guwle%
al divigor integra el dividendo. .

Primer caso Segundo caso
40 1 10 43 | 10
; 8,

40 == 10 + 10+ 10 + 10, exactamente. 43 = 104 10+ 10.-!— 1043
() Enel primer millén sélo hay 1000 cuadrados v 100 cubos.
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Este modo de considerar los cnadrados es uha congecuen-
cia de la tooria del sumar. '

il

h . = dxb =B+5+5+5+5+ cero de demasia.
MB=54 3={(p<5)+ B=(5-+5-51545)- 3 de demasia.
35 =51410= (3 x 5)—}-_10:(5 +5+ 5+ 5+ 5) - 10 de demasia.
La demasia puede siempre llegar 4 ser el doble del ni-
mero que se multiplica por si mismo; porque la diferencia
entre dos cuadrados consecutivos a®y (@ - 1)* es igual al
{doble de @) +- 1, 6 bien, 4 la suma de las dos raices comnse-
cutivas.

(le+12—af=(at +2a+1)—a®=%a-F+1=a+(a+1)

Mientras se considere 4 los ndmeros como compuestos,
por suma, de un cuadrado y una demasia (que serd cero cuan-
do el cuadrado sea perfecto), no puede temerse que aparez-
can los irracionales. Tanto los cuadrados como las demasias
serén en todo case numeros conmensurables entre si, y, por
tanto, conjuntos ¢ agregados de algos que les servirdn de
mensura. Las sumas de conmensurables no pueden dar in-
conmensurables.

Pero el conflicto surge en cuanto se pretende lo que no
es; gque todos los nimeros aparezcan, no como formados por
sumandos, sino por productos de otros nimeros menores mul-
tiplicados por si propios; lo cual es un imposible numsérico,
~respecto de los grados de la escala comprendidos entre dos
potencias consecutivas cualesquiera (1).

V3T = V{6<6)+(1 d¢ demasia); formacién por suma.
V37 = V><m; imposible numérico,

(1) Enla operacién de dividir no aparecen log quebrados, mientras los
dividendos se consideran como constituidos por sumandes todos iguales
IGBT0S UNO Imenor.

4 13
2 == (3 4 3 4- 8 + 8} -4- (un sumando menor = 2).
=4

Pero las quebrados tienen que aparecer en cuanto se quiere lo que no
os; que todos los dividendos estén formados siempre por multiplicacidn.

14 (8

l:sL_;_—i- AT xB=1 4o =1242=14
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No tienen, pues, |/~ los grados de la eseala de la plurali-
dad existentes entre dos cuadrados consecutivos. (Véase lue-
go.) Pero, por el artificio de los quebrados, se les atribuye
una raiz aproximada, que tampoeo tienen.

El nimero 4 es el cuadrado de 2; (2 > 2);

El nimero 9 es ¢l cuadrado de 3, (3 >< 3);

Entre los dos cuadrados 4 y 9 estdn los nlmeros 5, 6, 7
v 8, ¢oual pueds ser la raiz de estos nimeros? Claro es que
no hay ningin grado de la escala de la pluralidad que mul-
tiplicado por si mismo dé, ni pueda dar, el ntimero 5, ni 8l G,
ni el 7, ni ¢l §; poro, agregando quebrados convenientes 4 la
imaginaria raiz 2, se llega 4 expresiones que multiplicadas
por si mismas, dan productos conmensurables préximos al 3,
al 6, al 7y al 8.

Para esto se supone que tengan raiz los nums. 5000000,
6000000, 7000000 y 8000000, por ejemplo, que son 10000G0
de veces mayores que 5, 6, 7 y 8. Se extrae la raiz de esos
nimeros enormes, sé desprecia la demasia, la raiz se parte
luego por mil (raiz de 1000000}, v se considera a los cuocien-
tes resultantes como raices aproximadas de esos nimeros que
no la tienen; pues /'3, /6 ,... son simbolos de conceptos ima-
ginarios. '

Claro es que en vez de agregar 6 ceros, pueden agregarse
4 los numeros inconmensurables 8 ceros, 6 10, § 12,6 14...
6 més, siempre en nimero par, tratindose de la ", con tal
de que luego en la raiz se separen tantas cifras como pares de
ceros se hayan agregado.

Vioooooo |2286 V50000600 | 2286
4 cuadr. } 49729 —_—
_ 4 de 224 146 (8)
10.0 ' s. L 4. 27100 | —-

54 e 304 Demasia
1600 . 146 Luego 5 = 2,236
1829

97100 |

96796 |

Demasia 304 ‘

E] guarismo 5000000 contieng, pues, al cuadrado de 2236
+ una demasia de 304. En efecto: «

(2286)2 - 504 = 4999696 + 304 == 5000000
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Y adviértase esto bien:
9236 no es la v~ de 5 millones; pero lo es de un nimero préximo
como 49595696, . )
Luego, si partimos por 1000 la raiz- 2236, el cuociente
© 2,236 multiplicado por si mismo, no dard nunca el ntm. 5,
-~ pero sl una expresién que le sea muy proxima.
Y, efectivamente,

(2,25 B)2 9236
26796 < 2,238
1829 _— -
84 18416 i
4 6708
- 4472
4DN9696 | - 4472

999 Talta una milésima para gue
1000 este nmero mixto sea=>5,

Todavia la aproximacion seria mayor (evidentements), si
envez de agregar al 5 seis ceros,le hubiésemos agregado ocho
'§ diez, 6 muchos més, veinte, treinta ¢ cuarenta, por ejemplo.

De la misma manera encontrariamos expresiones que,
multiplicadas por si mismas, se acercasen en sus productos
al 6,al 7, al 8, y ' '

' En general 4 los grados de la pluralidad intermedios en-
tre dos cuadrados consecutivos cualesquiera.

Hallar la raiz de 72: -

‘ Y T72000000000000 {3485281
' G4 -
—_ 16

0.0
6506 168
14400 1696
13504 o
f _ 16970
89600
84525 169704
477500 1697056
539404 —
18509600
18576584
253521600
16970561
Demasia. 6851089
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_ . 8485281
V4 72000000000000 |— — = _
Tablas 719104 1698 (5)
89600 16970(2)
T 477500 _
13819600 169704 (8)
J 23521600 | ————
Demasig. 6851089 | 1697056(1)

La raiz ha.llada 8485281 no es la raiz del enorme ndmero

72000000000000;

pero lo es del mayor cuadrado contenido en el Dividamos
esa raiz por 1000000 y el crua.rlsmo

4

O‘.
G’J

32s1
1

se llamard, porque ‘en eso consiste la ficeisn matematica,
la reiz aproximada del 72 (aunque 72 nola tiene, ni exacta ni
aproximada). ,
En efecto: ‘
Calculando eon cinco decimales (l), tendremos que el cua-
drado de 8,48528 es casi 72.

: ‘ 545528
845528 . > 548528
13576884 . 6788294
339401 1697058
5452 4949640
18504 , 6785224
856 : 3394112
64 6768224
71,9999766784 - 71999976 ,

Se ve, pues, que la.supuesta raiz hallada, multiplica,da,
por si misma no da 72 (lo cual es imposible); pero si un nu-
mero tan a.promma.do como 71,9999, al cual sélo faltan mﬁ:m
para ser el numero propuesto.

(1) Cinco decimalesson los que de ordinario contienen las tablas no
destinadas 4 cémiputos que exijan exéraordinaria aproximacién,

TOMO 101, . . 4B
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-

.BIGNOS DE IRRACIONALIDAD DE LA RAIZ DE UN CUADRADO

No es necesario extraer materialmente la |/ de un gua-
rismo del sistema decimal para saber sl es 6 no cunadrado per-
fecto en los casos siguientes: .

1.°° Cuando acaba en 2, 8, 7y 8: ningtn productillo cua-
drado acaba en esas c1fras,

2.° Cuando termina en un nimero impar de ceros; porque.
todo guarismo acabado en cualquier nimero de ceros, multi-
‘plicado por si mismo tiene en el producto pares de ceros: '

10 3¢ 10 = 100; 100 < 100* == 10000; 1000 »<-1000 == 1000000, etc.

3.° Cuando no acaba en 25, aunque termine en 5. En
“efecto, = : ) '

bxx5=25 i
05" B ... 9% .85 ... 45
<...05 w16 . <...25 ><...35 <. . 45
..... 25 .78 U - "
.0 Y 0 B ennl0
.95 e 35 L. 25 25 o5
. 55 U : B aen. 85  ..... 95
>, .. 5b <, .. 60 .15 .. 8D ... 95
..... 75 v 25 TLLLLTB .. 95 . 15
..... 5 .00 v ! e B
25 eel 95 .25 ceea 25 ... 25

4. No es racional ningun guarismo cuyos factores primos
1o tienen exponentes pares. Porgque ningtin primo sin expo-
nente es cuadrado; y porque, tenga el exponente que tuviere,
todo primo multiplicado por si mlsmo, resulta con exponen-
te p&r ‘
a,txaizat+1za2.f ) ,

a? ¢ gt — a2 4% — gé
a¥ x @b = a% 48 == ab eotfe,

5.2 Por Ezons-iguiente, todo gunarismo par no divisible
por 4 es irracional por no entrar en. él el factor 27, sino el
factor 21; y

T
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6.° Por consiguiente también, todo-guarismo' impar que,
disminuido en 1, no sea divisible por 1, es irracional: Porque
la raiz no puede ser par, segin lo anterior; ni tampoco puede.
ger par, porque L ' : '
(Nimero par 1R = [(2 < - 132 .
—(2><n)°+[2><(°n>< 1)}—1—-1‘?-

c=4dntdn4-1
== miltiplo de 4 -1
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LECCION VI

— e ™

Extraccion de la raiz cundrada por las tablas
' ¥ por grupos.

. \

Por su expedicidn, se da regularmente preferencia en la
priactica. al métedo promiscuo que utiliza las tablas en la
extraccién de la Y~ por grupos y por division. Obtenidas
siempre tres cifras con el auxilio de las tablas, se logran las

“dos signientes por divisién: habiendo ya cinco, se calculan
cuatro mas por divisién también; ya con nueve, se pueden
computar del mismo modo otras ocho... etc., segin todo se
explicé en el Libro VII de la Parte I.

Pero entonces, por no poderse tratar all{ de las demasias
en cuanto ellas son el origen de la irracionalidad de los gua-
rismos que no son cuadrados perfectos, se dejd para esta oca-
sién el explicar las razones de tal procedimiento, que debe
usarse con sumo discernimiento, gran prudencia y gran pre-
caucidn, por no ser exacto cuando hay demasias y estas de-
masias alcanzan ciertos valores. : '

Procedamos & la correspondiente explicacidn.

Obtenida por cualguiera de los métodos ordinarios més de
la primera mitad ¢ de las cifras de lay/ de un nidmero N,
que por ahora supondremos cuadrado perfecto, la otra parte
b de la y/” se puede hallar por medio de la operacién de par-
tir, por ser igual esa otra parte del cuadrado al cuociente que
se obtenga dividiendo la diferencia N — a? por el doble de «.
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Esta division dard un residuo, que serd igunal b2,

cuadrado perfectoy seguido de ta.ﬁtos ceros 2
N ( por hipotesis. )_ (a [ como cifras tenga & ] + b)

Ne=a?+2ab4-02
e N—o?=2g04 02
N

2 52

L 2a
O bien: _ ;
Dividendo, N —a2 | 24, divisor
Residuo, b2 _—
b, cuociente
I

Elijamos para comprobacién numérica un caso de lo mas
desfavorable que se pueda, tal como el cuadrado 101989801.
Fste caso es muy desfavorabls, porque la V'™~ de ese mimero
e3 10099, cuyas primeras tres cifras (mitad -+ 1) son el nu-
mero 100 (que es el menor posible de tres cifras) y cuya otra
parte es 99 (nimero el mayor posible de dos cifras).

Tendremos, pues,

10094
’ p4 10Q99
90891
20891
10099
N {cuadrado) = (10099)2 = 101989501 _—
1019539801
al == (100 con dos ceros)? == 100000000 —
2 3 ] 99
b2 = (99)2 = D301 . %
891
891
‘ 9301
Todo lo cual dara: —_—
101980801 100000000 _ oo | 9301
20000 - 20000
1080801 9501
200000 — 22 " So0m0
(N — o2) == 1980801 | 20000 — (2 < a)
1895301
Residuo =02=(992=9301 [ 99 =10

Hasta aqui no hay difienitad ninguna, y esto pudo muy bien
haberse dicho en el Libro VII de la Parte I, por estar todo
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ello'dentro de los principios de la extraccién de laV' de. los
cuadrados perfectos, & sea de los conmensurables.

Pero supongamos que N no sea enadrado. Tendremos en-
tonces otro guarismo N/, que contendrd al cuadrado (a -+ b)
¥ ademé,s una demasia.

N!={(a [con tantos ceros como cifras tenga b} + D)2 -+ ung demasm
Nt={a? 22 b+ 0¥ 4 unn demasia;

“de dO;ldB resultarsi

.Div@dendo =Nt— a2+ demasia | 2 (congnntt%i]cirgs como ) divisor.
Residuo = #? 4 demasia cifras teng
| b, cuocisnte

1
La. demasia, segin sabemos, puede ser 1gual 4 todos los
numeros comprendldos entre 1y el doble de la raiz. Por con-
mgulente mientras la demasia y 0* no lleguen & componer
una suma que aumente el dividendo en una cantidad = 2 g,
no variard, evidentemente, el cuociente b. Pero, en cuanto
la demasia unida & »* aumente el dividendo en una cantidad
igual 4 24, 6 en una cantidad mayor todavia que 2 a, en-
tonces el cuociente no serd ya b, sino b —- 1.
Sea la demasia =1;
Sea Ni= 101989102

Sea a =100 {con dos celos),
Ses b= 99,

- ¥ tendremos:

@SQIOE—]O}]UODGOQ = 99 - 2301 __i_de demasla
20000 . 20000 20000
N!'— ¢2=1989102 | 20000
155802

Residuo =02+ 1 =(9924+1=9802 | 99; como antes. .

" Sea ahora la demasia = 1000

101989801 1000 — 100000000 1801
_ < ) + — 99

NI— g2
20000 20000
101990501 100000000 __ g , 8901
20000 : 20000
Dividendo = 1890801 | 20000 divisor
190801

Remduc = 0% -~ 1000 = {99)2 4- 1000 = 10801 | 92; -como antes.

Aun con'ser. 1000 la demasia, el cuociente es 99,
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Sea la demasia ahora = 10199, y tendremos
l 101989801 4 10199 = 1062000000
N/ — a2 = 102000000 — (100 con dos ceros)®
= 2000000 | 20000 ) _ : ’

.

100, v no 99 como antes; 6 bien = 991

Se ve, pues, que cuando b y Ia demasia anmentan el di-
videndo en una cantidad igual 4 2 a aumenta el cuociente
b en una unidad.

Y con mucha m#s razdén sucederd lo mismo, sila demasia

es atin mayor, como puede serlo, pues, en el caso actual,.

puede llegar 4 ser == al doble. de la raiz 10099; esto es,
= 20198, '

(101989801 4~ 20198) — (100 con dos ceros)? = 2009999

NI — a? - demasia = 2009999 | 90000
0009999

100 =991

Se ve, por tanto, que, cuando hay demasia, el sistema de
hallar la /~ por divisidn y por grupos puede dar un cuocien-
te exacto, & bien un cuocients mayor en 1 gue el verdadero;
v que esto sucede en cuanto el residuo % (igual al euadrado
del segundo té¥mino que no se descuenta por el sistema de
grupos y divisién), unido 4 la demasia, iguala ¢ excede 4 la
primera parte de las cifras de la v/, la cual primera parte
contiene siempre una cifra mds que la otra parte. ,

Y, si esto sucede ya cuando la primera parte de la raiz
contiene una cifra més que la segunda parte, con mayor ra-
zoén sucederia si las dos partes fueran de igmal ndmero de
cifras, ¢ la segunda tuviese mds cifras que la primera. »

De todo lo cual resulta que cl teorema en que se funda el
sistema de extraccidn de la /~ por grupos y .por divisidn
debe enunciarse como siguve: '

Obtenidqf por cualquiera de los métodos ordinarios miés
de la primera mitad a de las cifras de la 7 de un numero
N, la otra parte b es igual, si N es un cuadrado perfeeto al
cuociente resultante de dividir la diferencia N — a? por el
duplo de e, divisidn en.la cual aparecerd b* como residuo.
Pero, si hay demabla la. divisién cla,ra, en’ el cuoclente unas
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veces la segunda parte b exacta de la raiz, y otras veces dard
b -+ 1. Daré b cuando el residuo %, unido. con la demasia, no
anmente ol dividendo en una cantidad =2a; y dara 6 41
cunando sumen 2 @, 6 una vantidad > 2 a.

‘El sistema expeditivo no debe, pues, usarse sin gran
discernimiento, ni por calculadores que carezcan del tino
préictico que se llega 4 adquirir tnicamente & fuerza de
operar.

Los que no tengan motive para confiar en su destreza,
deben, por tanto, reducirse 4 hallar por las tablas las tres
primeras cifras de la /", y obtener las demas por el métode
de condensacién. '

102000000 | 100 99
Tablas 1002= 10000 _

20000 | 2009
: 191900 |—
Demasia 10199 | 20189

102000000 = (100992 + 10199

102009989 | 100 99
(100¥ fablas, 10000 el

20098 2009
, 201899 | —
Demasia maxing = 20198 20189
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Raices por defecto y por exceso.

La demasia, segiin sabemos, pnede llegar 4 ser doble de
te raiz hallada; por consiguiente, todos los nimeros desde el
signiente al primero de dos cuadrados consecutivos hasta el
inmediato al segundo de los dos cuadrados, pueden aparecer
como demasias. Por ejemplo, entre 4* y 5%

16 =42 {- cero de demasia - -
17 =424+ 1 de demasia
13 = 4% - 2 de demasia
19 = 4%+ 3 de demasia
20 =42+ 4 de demasia
21 = 42 4.5 de demasia
22 = 42 1. 6 de demasia
23 = 424~ 7 de demasia
24 = 42 + 8 de demasia.

25 = B2 :

Tratdndose de aproximaciones (no de exactitudes) es ctaro
que la raiz de 17 (ia cual no existe),es mds bien 4 que no b; y
que la raiz de 21 (que tampoco existe) es mas bien 5 que no 4.

No teniendo raices los ntimeros existentes entre dos cua-
drados consecutivos, se buscan otros niumeros que las repre-
senten, y hagan aproximadamente los oficios que esas raices
imaginarias harian, si existieran. Con tal fin se agregan 4 los
nimeros carentes de raiz muchos pares de ceros,.se extrae la
raiz de esos guarismos, se desprecia la dltima demasia y se
parte el resultudo-per una potencia de 10 igual al niimero de
pares de cercs, ¢ sea & la mitad de todos los ceros agrega-
dos. Asi las liamadas raices de 17, 18, 19,... 24, se obtienen,
con tres decimales, como sigue: '

.

TOMO ITX 46
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V1T=17000000
Tablos 169744

LDiemasic 87

Vig=18
Tablas 17

0o

Demasia

V19 =19000000
Tablas 189225

]
Demasia 7836

Va0 —=20000
Tublas 1998

Demasia

V21221000000

Tablas 20976 4
93600

Demasia 5276

- V92=22000000
Tablas 219961.

Demasia 34800

V23=23000000
Tablas 229441

b

&
- Demasia 9

[
LS )
Q)

&

V21=24000000

Talblas 239121
87900

Demasia a5hn

[oz Jum]
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Las ocho llamadas raices (sin serlo) de los ocho nimeros

17, 18, 19, 20, 21, 22, 28 y 24,

resultan (de los procedimientos anteriores) ser, respectiva-
mente, Jos quebrados

4,193 %; 4,24% 4,355; 4472 4,582; 4,690; 4,795, 4,898,

Todas estas supuestas raices se llaman raices por defecto;
porque multiplicadas por s mismas, dan productos menores
que los ntmeros de que se dicen raices.

(4,123)2, supuesta raiz de 17, no da 17, sino 16,955; falta 0,001
(4,242}, supuesta raiz de 18, no da 18, sine 17,994, faltan 0,006
(4,358)2 supuesta raiz de 19, no da 19, sino 18,992; taltan 0,008
(4,472)%, supuesta raiz de 20, no da 20, sino 19,993; faltan 0,002
(4,582, supuesta raiz de 21, no da 21, sino 20,994; faltan 0,006
(4,690%2, supuesta raiz de 83, no da 22, sino 21,996; faltan 0,004
y SUp y s ¥220; b
(4,795)2, supuesta raiz de 23, no da 93, sino 22,992; faltan 0,008
(4,598)% supuesta raiz de 24, no da 24, sino 23,990; faltan 0,010

Desde luego se echa de ver lo escaso de la aproximacién
-de estas supuestas raices; lo cual no debe extrafiarse, aten-
diendo al corto nidmero de pares de ceros agregados al 17,
al 18, al 19,.., Para una aproximacidn que algo satisfaga en
los célculos esmerados 4 las exigencias de la practica, se ne-
cesita agregar, cuando menos, 4 los nimeros cuyas raices se
buscan, de diez 4 doce ceros. Aun el suponerlos billones es 4
veces insuficiente todavia. ‘

Pero, por mucho que llame la atencién tal deficiencia (que
siempre estd en nuestra mano disminuir hasta hacerla in-
apreciable), mds de seguro la llamard (y con mucha mayor
razén) lo desigual de las aproximaciones. A una raiz le falta
solo 1 milésima, 4 otra 2, 4 otra 4, & otras 6, 4 otras 3, 4
-otras 10!

Necesariamente, esta clase de disparidades hubo de hacer

{(*) Pero no se olvide nunea que, cuando.se dice, por ejemplo, que

V1T =4,128
uo ha de entenderse gue 17 tiene , sino que
4,193 > 4,193

da un produoeto eonmensurable gue no dista mucho de 17, 16,999, ste,
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pensar en acortar diferencias; y esto did por resultado las lla-
madas raices por exceso (aungue tampoco sean raices). Las
raices por exceso son numeros que, multiplicados por si pro--
pios, dan guarismos mayores que. aguellos cuyas raices se
buscan; pero que distan menos de ellos que_los productos de-
las correspondientes raices por defecto.

Por-ejemplo: - _ _

La raiz por defecto de 24 es (Segun antes consta), 4,898,
euyo producto por s{ misma, es 23,990404, al cual habria que
agregar, nueve mil quinientas noventa y seis millonésimas.
‘para obtener-el 24;

[

23990404
400095986

24

 Pues bien: si en vez de considerar como raiz de 24 al que-
- brado 4,898, tomamos por raiz al quebrado 4,899, y lo mul-
tiplicamos por si mismo, obtendremos por producto 24,000201;
_guarismo mayor que el 24 en solas 201 millonésimas. De mode
que & la raiz por defecto de 24 le faltan 9596 millonésimas,
mientras que 4 la raiz por grceso del mismo 24 le sobran 201 -
millonésimas. :

No puede, pues, caber duda ninguna de que la llamada.
raiz por egceso dista muchisimo menos del 24 que la corres-
pondiente por defecto. -

(Generalizando esta evidencia, se sustituyen las raéces por
defecto con las ruices por exceso, siempre que éstas estdn mds
cerea que aquéllas del nimero cuya raiz se busca.

Al efecto, se hace el cdleculo como antes, buscando constan-
temente raices por defecto; y, en cuanto se ha llegado ya al
nimero de cifras para la raiz que se considera suficiente, se-
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aumenta en una umdadla ultuna. cifra de la raiz ha.Ha,da. cuan-
do la dltima demasia es MAYOR que esa misma raiz.

Asilas lla,ma,da.s raices de los numeros 17, 18, 19 . han
de ser, no precisamente las antes reg1stradas, $1no las que
siguen:

\/17 = 4,198, como antes; porque la tiltims demasia 871 es <Z que la raiz.
- hallada 4,123 -

\/18 4,245,.en vez 4 242, porgue la Altima demasm 5,456 es > que la raiz -
hallada. 4,212 ) )

\/19 = 4,359, en vez de 4,858, porque 7,856 > 4,658
\/2—0 = 4,472, como aﬁtes, porgue 1,216 <7 4,472

/21 = 4,583, en vez de 4,592, porque 5,276 = 4,552

¢

\/‘2_2- == 4,690, como antes, porquse 39 < 469
V25 = 4,796, on vez de 4,795, porgue 7,975 > 4,795

V/24 == 4,899, en vez de 4,898, porque 9,596 > 4,898,

Ciertamente no es necesario’poner frente 4 frente los re-
sultados de las raices por defecto 'y de las vaices por exceso,
para ver la conveniencia de éstas sobre aquéllas en el caso de
ser las tiltimas demasias > que las raices por-defecto caleula-
das. Sin emba,rgo deben estudiarse las consecuencias de tal
comparacién, para que lag ventajas a,parezcan graficamente,
y se fijen en la imaginacién.

\/Ig por defecto, 4242 \/Ié por exceso, 4243 |
> 4,242 > 4,243
8484 12729
16968 164972
5484 5486
16968 16972
_17,99-4564 18003049 )
Faltan para18, 0005436 Soblan de 18, 0000049 Ventaja, 0,002337
18 ) 18
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\/B por defa.cto, 4358 \/19 por exceso, 4
\ > 4,858 > 4,
34864 '
21790
18074 1
17452 17
' 15992164 19
I‘almnpalald 000783 Sobran de 19,

19 ) 19

\/i por defecto, g \/éi POT exeeso, i,g gg
2 > 4,58¢

1374
6664
9156
532
03
03

2 . 1,00588
276 Sobrande3l, 0003588 Venta.J a, 0,001387
' 1

' 1616 '
Faltan para 23, Sobran de 23, 1616 Ventaja, 0,006359

23 : 23

\/é:i: por defecte, 4,398 \/2—4: Por exeeso, 4899

= 4898 > 4,899
39184 44091
44082 44091
39184 859192
19592 19596
_ 28990404 . 24000201
Faltan para 24, 0000596 Sobrande24, 201 Veniaja, 0,009305
' 24 24

Este procedimiento de las ralces por defecto y por exceso
es ol empleado constantemente en el cdlculo de los niimeros
aproximados- que representan & los guarismos carentes de
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raiz. La dltima cifra de cada decimal es en una unidad ma-’
yor de lo que resulta de la extraccién de raices por defecto,
siempre que asi la aproximacién aparece mayor. Por.lo cual
la dltima cifra de las tablas nunca es de fiar, por ignorarse
sl es, dno es, la que naturalmente resulté de la extraccidn
de raices por defecto.

Y, por esta razén misma, cuando gueremos caleular con
menos cifras decimales que las que traen las tablas, hay que
aumentar un 1 4 la Wltima cifra decimal cuando la cifra
siguiente & la que deja de utilizarse es > B. _ -

Por ejemplo: En las tablas de raices cuadradas tenemos
los datos signientes con 7 decimales:

V17=141281056

VIS=12426£07

V19 =43588989

V20 =14721360

Val=4582515%

V22 —=46904158

V7B = 47058515

VoL =148989705
Pues, si en vez de siete decimales, creyésemos suficiente
calcular con cuatro, cinco, é bien con seis, deberiamos, en

los casos necesarios, adoptar los nimeros signientes, en lu-
gar de los respectivos tabulares. '

Con 4 decimales

Con 5 decimales

Con 6 decimales

/17 = 4,1931
/18 = 4,2426
V19 = 4,3589
V/20 = 44721
VoL = 45826

V2 = 4,6904

V/23 == 47938
V24 = 48000

V17 = 4,19310
V18 = 4,24964
v/ 19 = 4,35890
V20 = 447214
v/21 — 458258
V22 = 4,80042
V23 = 4,19538
V24 — 1,89898

V1T = 4,123106
V18 == 4,249641
V19 == 4,858899
V20 = 4,472186
V21 = 4562576
V22 = 4,600416
\/23 — 4,793831
V24 — 4898979
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Este artificio de.las rafces por exceso. acorta las graudes
disparidades que ofrece el método exclusivo de las raices por
defecto; pues deja siempre reducido el error 4 menos de me-
dia unidad del ltimo orden decimal computado. Por ejem-
plo: & la raiz por-defecto 4,898 del nimero 24, le falta (como’
. ya hemos visto) easi una unidad del orden de Jlas milésimas,
ultimo computado (exactamente maou de milésima}, error de
cierto considerable; mientras que 4 la raiz por exceso 4,899
- le sobran sélo o error que ya puede dispensarse en cdlcu-
los no esmerados. Las demasias, segiin sabemos, pueden te-
ner por valores desde 1 hasta el doble de la raiz; esto es, gue
as posible verlas representa—d'as por un quebrado insignificante
$ por un quebrado casiigual 4 1.

Que usando promlqcuamente y del modo exphcado, ra.ues'
por defecto y raices por exceso, no puede el error en la.apro—_
ximacién pasar de média unidad del dltimo orden decimal
computado‘para la raiz, es punto de casi evidencia, conside-
rando lo que sigue. ‘

Supongamos que la ltima dema.sm sea 1gua1 a la raiz ya
calcula.da, ¥ que tengamos

ree . ralz = demasia
veel 00 _
I .4
.....00
' demasia | .....
4 CICRCN B

l doble ds la rafz & de la demasia.

Supongamos también que convenga, por exigencias de
mayor exactitud, no dar por terminada en ese limite la ope-
racidn: al efecto, habrd que agregar dos ceros & la demasia,
y separar el de la derecha, Io cual equivale & multiplicar la
demasia por 10; - .

demasia o

e 00
~demasia 00| ...

doble de la demasia,
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Y, por eonmgmente, para. continnar la operacmn habra
«que dividir la expresién demasia >< 10 por la expresion doble

de la demasia,
demasia X 10 ) “

demasla ¥ 2

lo que, evidentemente, dard un cuociente = 5; (0,5)

Asi, pues, cuando la demasia sea, no ya igual 4 la raiz
‘hasta enhonces computada, sino >» que. ella, habrd de resul-
‘tar siempre > D la cifra que ha.ya de agregarse 4 la derecha
de los decimales de la raiz ya hallada; esto es, que la agrega-
-cion serd igual 4 B y un quebrado, ¢ blell 4 alguna de las ci-
fras superiores & 9, tales como 6, 7,8 6 9.~

Pero, no bien la cifra decimal de la derecha es > que D en
una raiz, é, lo gque es lo mismo, no bien la dltima demasia es >>
que la raiz hallada, se adopta ya ai dar por terminado el cal-
culo la correspondiente raiz por exceso; de modo que nunca
el error puede pasar de b por defecto, ni exceder de 5 por ex-
ceso. Lnerro las disparidades de aproximacién no pueden pa-
sar-de —- uulda.d del orden decimal que ge compute suﬁuente
para la relatlva. exactitud de los célcules numéricos.

'Y, como regularmente las tablas ordinarias suelen tener 7
cifras decimales, claro es que los mayores.desvios ¢ discre-
pancias de aproximacién nunca pueden exceder de —: diex
millonésima, desvio despreciable en los computos comunes.
Y, si en los cdlculos se emplean menos cifras decimales {como
suele acontecer), el error no evcedera de + - millonésima cnan-
do se utilicen 6 cifras, ni de — c1enm1les1ma, cuando 5.

Compdrense con: 'Ltencmn los resultados inscritos al pie
de la anterior pagina 367.

Vir—=a193l VIT=412310 V17T = 4,123106

Vis=42126 V18 =42204 VI8 — 4212641
T e Ete. Lte.

Por tltimo, es de notar que las diferencias de un decimal
4 otro de los que hacen oficios de irracionales (sin serlo), dis-
minuyen 4 medida que erecen los guarismos cuyas raices se
buscan. '

TOMO i . 47
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Diferencias. Incrementos.

V16 = 4,0000000
V17 = 41231056 1251056

V18 = 42426407 1195331 55705

V19 = 43583030 1162582 32760
V20 = 144791360 1132371 80211
VL = 45826757 1104307 27OT4
V22 = 46904185 1078401 25996
V2 — 47958315 - 1054157 24244
V24 — 48089705 1031480 22677

No estdn, pues, igualmente distribuidas ni las diferencias
ni los increm'entos entre los sustitutos de los irracionales (1)..

(1) Enlos mejores autores se lee como teorema el enunciado signisn--
te, U otro que sélo difiere de él en las palabras, pero no en &l concepto:

«Lias dos ralees cuadradas por defecto y por exeeso estdn desigualmen-
e pproximadas 4 la raiz cuadrade exacta.»

Pero, si sblo hay raices aproximadas por defecto y por exceso cuando
se trata de irracionales, cedmo se da por sentado que en tal caso, haya
raices exactas? Asi es, que, tanto el enunciado, como la damost.mcwn de
ese llamado teorema, son en 1ea11dad ininteligibles.

Sin duda lo que se quiere dar 4 entender es que de isLs des rafees, por
defecto y por exceso, ln mAs aproximada resultard siempre aguella ¢nyo
cuadrado diste menos del irracional euya raiz, aunque imposible, se pide.
Y, pudiendo la demasia ser igual, 4 dos veces la rafs por defecko, clave es
yue esta raiz por defecto multiplicada por si misma, dars un producto mas.
oercano al irracional propuesto, cuando sea menor que ella misma la de-
masia resultante, v que, cnando la demasia aparezca mayor que la rafz
por defecto, distara menos del citado irracional ¢l producto 1e=ultante de.
- la rafz por exceso multiplicada por &i misma.
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. Fracciones aperiodicas.

Las fracciones decimales' (segin tenemos estudiado en el
Yibro I dela Parte IT), son:

4 exactas,
¢ periddicas.

Son exactas las correspondientes 4 los quebrados comu-
‘nes que tienen 2, ¢ 5 en ‘el denominador: '

1 . 1 :
P 0,5 = 02 - =

2; —— == (,05.
20 BRI

Y son periddicas las que tienen otros factores en el res-
pactivo denominador.

1 1
— =08338...; . T 0,090809., .;

3

a |-

— % = 0,16666. .

Las fracciones periddicas no representan, pues, una impo-
sibilidad absoluta, sino pura y simplémente una imposibilidad
e tmnaformacmn fraccionaria; — es una cosa real; es una de
las tres partes en que se ha dividido un mddulo; es siempre
una magnitud conocida; un submdaddulo representado fielmente
por su denominador y su numerador, ; -

Pero esa magnitud no puede ser expre\ada por el 2 ni por
el 5, que no han concurride & su generacién. Un terclo es
.siempre una fraccién determinada y efectiva de un mddulo
de medir, expresable exacta y directamente en forma de que-
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brado =, =, 3,.7. siempre gue el 3 esté como factor en el de—
nominador, pero INTRANSFORMABLE en otra expresion.
cityo denominador no cuente al 3 como factor.

Pero, cuando se plde la expresidn de un mimero que,
multlpllcado por si propio, dé un producto igual & uno cual--
quiera de los guarismos comprendidos entre dos cuadrados..:
se pide, no una imposibilidad de tra.nsformaclon, sino una.
imposibidad en absoluto. Y de ahi una caracteristica especial
de las fracciones.de aproximacidn que representan 4 los irra--
cionales: el no. ser quebrados comunes ni tampoco fracciones.
declmales periddicas, sino fracciones macabables v APE-
RIODICAS. _

Tas fracciones ordinarias intransformables exactamente-
en decimales, tienen que ser periddicas, porque en el intento-
de tramsformacién han de presentarse nccesariamente (en.
virtud de la rotacién de cifras explicada en la Leccién XTI del
Libro I de la Parte II} la misma serie de residuos en las divi-
siones parciales necesarias para la intentada trausformacién.
Pero semejante periodicidad de residuocs no cabe en las ope-
raciones de dividir que requiere el cdlculo de las aprozima--
ciones 4 las ilusorias raices de los limites expresados por los
numeros irracionales, que no pueden ser fermados por inve-
lucidn; pues en tales divisiones no hay residuos ningunos que-
fatalmente hayan de reaparecer en el curso de los calcules,
¥, porque, si aparecieran, resultaria que una fraceién comun.
(la correspondiente al periodo), realizaria &l imposible de
existir algo que, multiplicado por si mismo, una ¢ varias ve-
. ces, diera un producto igual & un cuadrado; ¢ un cubo, é una. .
potencia de todo punto imposible.

De donde el cardcter distintivo de las fracciones que ha-
cen ol oficio de irracionales, sin serlo en modo alguno: la,,
APERIODICIDAD.

Por lo cual, cuando una fraceidn decimal no es exaeta ni
periodica, puede darse por seguro que esa fraccidn aperiddi--
ca representa lo que sin serlo se da por raiz de ur irracional.

Ejemplo de ello notable es la relacién del diametro 4 la
circunferencia, que, caloulada hasta las septillonésimas, es.
.como sigue:

8,141592653569793 2364626 133332 795025841 97169399
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Jamés se ve en ella ni asomo de periodicidad (1). -

Las fracciones aperiddicas son cuocientes de numeros
abstractos que se suponen muy préximas 4 limites imagina-
rios. Estos supuestos limites son imposibilidades aritméticas,
porgue se pretende realizar con ellos la quimera de que todos
los grados de la escala de la pluralidad sean productos por
involucidn de fantdsticas raices. Las fracciones aperiédicas
$on aproximaciones 4 limites imaginarios.

En realidad, no bien se toma de esas fracciones inacaba-
bles el nimero de cifras que se comsidera bastante para un
céleulo, los conjuntos de tales eifras resultan raices exactas
de cuadradps, 6 cubos, é potencias superiores muy préximas. -
en cada caso 4 cada uno de los grados de la pluralidad no for-
mables por involucidén (pues de los cuadrados, cubos y poten-
cias exactas es evidente que no hay para qué hablar aqui).
Agqui se habla de los niimeros intermedios entre dos potencias
de dos niumeros consecutivos: no hay entero ninguno gque
muitiplicado por si mismo dé 2, ni que, entrando en un pro-
ducto 3 veces como factor, dé 3, ni 5, ni 6, ni 7, ni... ete.

" 2 no tiene ¢/ ; pero '

(1,4142)% = 1,4142 > 1,4143 es ignal a 1,99996164, potewecin tan pro-

xima & 3, que sdlamente ls falta para ser 2 una fraceidn < que
3 cienmilésima,

- . 3 '
D no tiene \/ ; pero

(L,7T1® =171 = 1,71 7 1,71 es igual 4 5,000221, con un desvio de 5
por exeeso <C qur O diezmilésima: {exactamente = 0,000221).
Estos desvios son denominados errores en muchos libros, -
lo Gue parece imposible, pues en ellos no hay error ninguno:
son realidades numéricas de la mayor exactitud, porque (en
los casos particulares que estamos examinando) .

(1,4142)2 es exactaments 1,99996164; y
{1.71)% es sin error ninguno 5000221,

A todo grado de la escala de Ja pluralidad corresponden,
pues, fracciones aperiddicas que por involucién dan poten-
cias' muy proximas 4 ese grado. Y ndtese que estd enunciado

(1} Enla préctien se emp-lea. el decimal por exceso 35,1416, al cual so-
lran menos de 0,000008 para ser 3,141592, mientras que, tomando el deci-
mal por defecto 3,1415 se cometeria un exvor de mis de 0,000092.
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en plural el liecho de la correspondencin de que se trata,
pues, efectivamente, & cada grado corresponden much&s
fracciones, en nimero inasignable. En efecto:

5 esth representade por (2,256)2 = 4, 99696, cuadrado muy proximo

al 5.
~ 5 también estd representado por (1, 71)5 = 5,000211; cubo muy prc-
ximo al 5. :
5 estd igualmente representado por (1 4058)4 = ,999...; 4." poten-

cio muy préxima al 5, ete., ete.

El niimero de fracclones aperlodmas correspondlentas 4
-cada grado es inasignable; porque lo es el nimero de poten-
cias, si bien para cada grado hay tnicamente una sola frac-
cion apermdma de cierto nimero de decimales.

Sin razén ninguna, pues, y sélo por una confusién incon-
-cebible de andlisis, se denominan irracionales estas frac-
ciones aperiddicas que en cada caso particular dan una po-
tencia exacta muy préxima & un nimero verdaderamente
Arracional.

La teoria de las fracciones aperlodlcas se funda en las
evidencias siguientes:
1.*  Siempre es posible un numero que.difiera de otro en
una décima, 6 en una centésima,... é en una millonédsima
4 en una billonésima...

FERES

6 difieve en — ” de 5% ;6 biende 61
130 de " 99 ; 6 bien de 8,01
10100- de 5,999 ; o bien de 6,001
10(;00 de 2,993 ; & bien de 16,0001
11)01000 de 5,99999; & bien de 6,00001
m;m de 5,999999; 6 bien de 6,000001- ete., ete,

2.4 Siempre ha de haber un cuadrado, un cubo, una 4. po
tencia, una 5.2, una 6.%,... que empiece por un entero segui-
do de nueves, ¢ bien de ceros en el nimero que se desee para
una aproximaeidn satisfactoria;

28333888 E seguidos de las cifras necesarias para formar potencia.
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- Asi tendremos siempre quebrados cuyos denominadores
representarén las porciones alicuotas de un mddule dividido
en partes tan diminutas como el polvo de los caminos; y, to-
mando de ese polvo modular el suficiente nimero de partes,
podremos,” repitiéndolo por multiplicacién ¢ por involucién,
formar en todo caso una magnitud que dé una potencia tan
proxima como se gquiera 4 cualquier nimero irracional. Y, si
el calculo se hace por fracciones decimales, la resultante final
serd aperiddica.

Ejemplos:
39 es un nimero que no tiene \/ ; pero
57,009000965396 = (6, 164414)2

es un cuadrado tan prdximo, que sélo difiere de 38 en menos
de = cienmillonésima. (1)

S - : 7 . g

86 no tiene \/ ; pero la tiene el quebrado aperiddico

85,999710094 = (4,414)
s . 1 5
La diferencia es < 55 (2)

(1)

61644
36986484

3799990896550 6

(2) R - T a4l
‘ o 411
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~ Pero, si se quisiese aprommaclon mayor, la daria el cubo
perfecto

85, 99‘)998300719110 37649 = (4,414004N3 (1)

Claro es que forzan‘do la unidad se pueden cbtener en
muchos casos aprommacmnes mas aceptables; pero la teoria
no cambia;

70 no’ tiene v ; pero la tiene (por exceso)
70,0000005T996009 == (8,5666003)2 ~(2)

Y (como siempre) si una aproximacién hasta las milloné-
simas no se estima suficiente para un cilculo esmerado, siem-
pre el opera,dor puede llevar la aproximacic’m hasta donde
las exigencias del cdmputo lo requieran milmillonésimas,
bllloneslmas ete.
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. C ' .-
G9 no tiene \/ ; pero la tiene (por exceso)

69,0000085946 72408249781 (1)
I’ropéngase el discipulo dos 6 tres ejemplos de apfoxim’t-
¢ién por medio de la /'~ hasta las mllmﬂlonebunas 6 las bi-
llonésimas.
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Tablas.

La dificultad que ofrece la extraccién de raices, vy, més
que la dificultad, la precisién de ahorrar el tiempo que se
necesita invertir en operaciones tan frecuentes como las de
las raices cuadradas y las cibicas, han hecho indispensable
la formacidn de

TABLAS,
dnmde el aritmético se encuentra ya-ejecutadas esas opera-
ciones para un gran numerc de casos: regularmente desde
el 2 al 1000. .

La aproximacidn en las Tablas siguientes sélo alcanza
hasta las diezmillonésimas; lo que es bastante para los caleulos
mas frecuentes y que no exijan una extraordinaria precision.

Téngase siempre en cuenta que en la tiltima cifra decimal
va forzada la unidad cua.ndo forzdndola, la aproximaeién re-
sulta mayor.

Y no se olvide nunca que (esté forza.da 0 no) jamds esas
fracciones aperiddicas, multiplicadas por si mismas, dardn
los euadrados en los cubos de que se dicen raices, sino gua-
rismos tan préximos 4 ellos, qgue puedan considerarse como
iguales, aungue siempre con error.

Asi, no da 70 el producto de

_ 8,3666003 < 8,3666003
sino
70,0000003 7356009,
y que esto mismo ocurre siy ExcercrénN con todas las fraceio-
nes aperiodicas.
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Numeros Ralz cuadrada TRaiz cibica ¢ Nameros BRalz cuadinde I Raiz ctihica
i 10000000 | 1:0000000 3 58 TEL5TT31 . | 38708766
2 1:4142136 13599210 89 76811457 38929960
3 1-7320508 | 1-4422486 | 60 T 7459667 39148676
4 2-0000000 1-6874011 61 3102497 3-9304072
5 2-2360680 1-7089739 62 78740079 39578915
8 2-444897 1-8171206 63 T 372539 39700571
7 2-6457518 19120812 G4 3-0000000 40000000
8 2-8254271 20000000 65 80628577 7] 40207256
9 80000030 2-0800837 66 812408584 4-0412401

10 31622777 2-1544347 67 8-1853528 4-061H480
11 33166248 22239801 63 82462113 40816551
12 3-46410186 22894256 G0 85066258 41015061
13 B-60a5513 23513847 70 88666003 41212583
14 37416074 24101422 71 84261498 41408178
15 38720883 24662121 2 54852814 41601676
16 40000000 25198421 3 85440087 4-1798390
17 41931056 25712816 T4 86028253 4-19833064
18 42426407 26207414 ) 56602640 4-2171683
19 43583989 26684016 76 B 7177979 4-2558236
20 44721360 27144177 T B-7745644 4-2543210
21 43325757 2:7H89248 s 88317609 42726586
22 46004138 | 28020893 79 8:8581944 4:2908404
23 47955316 28438670 80 89442719 4-3088685
24 43989795 2-8844991 81 9-0000000 45267487
25 50000000 240240177 83 9-0553651 43444815
26 50990195 28624960 83 9-1104336 4:3620707
7 51961524 3-0000000 84 41651614 43795191
23 52015026 3-0365884 85 9-2195445 43068296
24 b-3851648 80723168 86 9-273618b 44140049
30 54772256 31072825 87 93273791 4:4510476 -
31 55677044 5-1413306 88 9-3808315 44479692
32 5-6568542 8-1748021 89 94339811 4-4647451
Bt 57445626 32075843 90 94868330 44814047
34 55309519 82396118 91, 95398920 44979414
35 50160798 8-2710663 02 95916630 4-5148674
50 60000000 3-3010272 93 9-6436508 4-5306549
587 60827625 33322218 o4 G69E3597 4-5468359
45 51644140 83619754 95 $7467943. 4-5629026
34 62449980 58912114 96 P79THH90 45788570
40 6:3245553 3-4199519 97 96468578 4-3947009
41 6:4031242 34482172 93 9-8094949 4-6104365
432 G-4807407 3-4760266 99 90498744 4-6260650-
13 G-B574585 3-5083981 100 10-0000000 46415588
4 6:G532496 8-5308453 101 10:0498756 4-6570095
4 67032039 35568933 |f; 102 10:099504% 46723287
16 6-7823300 3-5830479 13| 103 101488916 46875482
47 6-5356546 3-680852061 ‘ 104 - 10-1980890 47026694
48 6-9282082 3-6342411 105 10-2469508 47176940
49 70000000 3-6593067 106 10-2956501 4-7326235
50 7-0710678 36840814 107 10-3440304 47474594
3l 71414254 37084298 108 10-3928048 47622032
2 72111026 37325111 109 10-4403065 47768562
% 72803099 37562858 110 10-4380885 4-791419%
i 73484692 37797631 111 10-5856538 48058995
53 4161985 38029525 112 10-5330052 48202845
i3 74855148 . 3+8258624 113 10-6301458 4-854.5881.
5T 75498344 | 3:6485011 114 - 10-8770788 48488076




50

ARITMBTICA POR APROXIMACKON

Nimeros Ralz cuadrada Raiz cubica Nuumeros Ralz cuadrada ! Rafz clibica
115 10-7238053 | 48629442 172 18:1148770 l 55612973
118 10-7T703296 . | 48769990 173 131529464 537200646
117 10-8166585 48900732 174 151909060 55827702
118 10-3623T305 49048831 - 175 153-2257HG6 500847
119 10-9057121 l-"ﬂ"mb:lt g 16 13-2064992 . | 56040787
120 . 108544512 4{K324E 177 138041847 DG146724
121 11-0000000 B I(Jl)“:t—L! 115 13-8416641 0262263
122 11:0453610 40596757 179 13-8790582 5357408
123 110405863 49731893 | 180 13-4164079 56464169
124 111353267 19865310 E 181 134536240 56566528
123 11-1803349 $0000000 ° 152 15-49075374 56670511
126 11-2249722 301 5"1:‘1 | 183 155277493 56774114
127 J11-2694977 o184 15-5646500 26877840
128 11-3187035 o D‘%*lh's‘ 2 185 13:8014705 569301904
129 113575167 D052TTH ) 186 13-6331817 5I082675
150 114017548 - 50557970 187 156747948 i TISLTOL

- 181 114455231 50787581 . 188 157113092 G U2800 48
152 1104891238 5016434 ) 189 13 7477271 5BRIA6
153 11-5325636 5-10- Hfrsf €L 190 1575404858 57485871
184 11-5755364 BLLT2200 P19y 138202750 B TH3MA50
135 11-46185300 Hr1209275 (1 192 1340640065 R
136 114619038 « 5142503 >‘ 1493 133921400 5TTENGG
137 LITO4609% | 5 LB3LIGT €194 143-0283435853 518849601
158 11-74783401 5-],:37(%]‘.}‘;1}: 195 150642400 HTUSEB00
139 11-7998261 | 51301015. bo194 140000000 58087557
10| 116521596 ¢ savanll 197 140336638 | HSIR6ATY
141 TLST43421 ) Se2048270 Y 198 140712473 > %)Hi‘-‘m
149 110165738 | 1109 5% S
143 11-9582607 ‘; SiYoQ00
144 ~ 12-00000006 ; | a01 - ] :

145 12-0415016 ‘ 202 14 UlzliTDL 5(: TG
146 12 O-.SOM)O 1 Z Lt 208 £24TH0058 | 5-.&'7712507
147 : . 204 14220565 5 ERGTHDS
148 12:1655231 | 5. oh !oa0s 143178231 5-3&‘[53055
149 122085556 | 5 : l 206 527001 HOBLG
150 122474487 1 B Noal .>‘31.) {Hl
1al 12-2882007 3 1 Q08 BRIFI R
152 ") B293280 3 P20 503 LLT2L
154 QB0O51GY L HldEisL 210 5943‘]3_‘
154 ]01)%(% b 53601084 ‘ 211

153 120108006 5371055 212 | g
156 - 1945‘1‘)9 | SHH2ian N 218 ! 5\1( )f! 'h

157 - 12-5200641 3016007 10 414 BOS14210

S 158 12563051 | 0612030 215 um,m 5-5)9073(';
1569 126095202 5w HOL5 boage 1465693 m 6000000
160 IZ6A91I06 - Hed23b2 i 217 14 TR0 60042 150
161 126885770 1 o : l 218 A (rOLs1G17
162 127279221 5ABEIGLR Y 219 13027050
1G5 1671458 1 o) G 920 3 30865107
144 TIZBOGRASG T HATHTOIT Y 221 11ﬂm0:m LGOS
165 128452326 1 Hls b J 399 L 800685.0 309
166 12-850937 | B L5mi 22 140331515

16T 129228450 | B 306)‘”“\1 | 294 14 GEG20 & Or 317 wl
153 © 129614814 5H1TsI84 0 225 15-0000000 0824020
169 13-0000000 BEITTIS Y 226 150512064 G099 150
150 130384048 BEOGBEY 3| 997 150665102 G-100170:2
171 1507669408 | 55304901 ; \ 298 150996639 G-1001147




INCONMERSURABLES

351

NGmeros Rafz enndrada . Raiz cubica e Niimeros Raiz cundrada
229 ° 15-1327460 6:1130332 286 16-0115845
250 151657509 G-1269257 /| 287 169410745
251 15-1936342 (1857024 1 258 16-9705627
252 1525154062 (51446887 8] 289 177-0000000
233 15-2643575 G-15344495 1y 200 17-02883864
234 1520705655 G 1622401 it 291 1705637221
230 155297097 1 61710058 292 10850075

56 - 153622015 6 1797166 203 19:1172498
N 153948043 1884628 204 AT 14064282
3 14272486 51971544 16 205 171755640
: 154596248 (3-20a5218 296 17-2046505
1549149334 621444650 247 25486
155241747 G-2950545 208 CLT2626765
1563492 G-2316707 209 172416165
155934575 (G-2402515 300 173205051
156304994 G2 l‘ﬁi“r‘]‘a 301 175453918
1560247558 i T H02 1783781472
156348871 b 7f>o lhb 303 174065953
1571628336 CGOTABG 804 17-4855453
15-7480157 G'ES‘B?MS 305 17-464 2402
15 779785¢ 62011946 306 174
15311388 62096055 507 175214153
138430705 G-R07930 308 175400288
] 3B14507Y G-31035806 309 175783908
139059787 (o247 J‘i": S10 1( GOGS1GY
13938775 4 6D 311 Bl
15803719 6D 819 1T 6GH21T
16530000000 313 176918060
160312105 514 177200451
150 94 515 17-7452303
16954764 (,-’," ‘::%J 11 H1G 17 TTGHENS
161248155 3 0423 517 504
16:155:40- - | 83506765 318 1%
16:18G4143 LGn8BRTH I8¢} 1T
162172747 & iUh‘)omJ‘ 2320 1T
162480765 L1B0GAT 1y 821 1%
16-27582006 51 822 g
16-8095004 323 : lT'EH
16-3401546 824 Ul_JUOOOD
L 163707055 325 18'[5‘-2.77;3(‘1-1
16-1012195 326 150554701
16-1816767 327 1808514 13
16-162077G {j l(l‘)mh 348 181107703
16-48924825 (-4 TU2234 24 181
16-5227116 35 1=
16:05289454 Sl 18 -
16G-53:31240 352 is 72[1‘*~bu
16-G1B2d7T HETA ;
166435170 834 4 1897A666H
LG-G7a3820 GHIsY Bih) 138050052
l() 032051 ! 135351 354G 19553060028
oo 553121526 287 15-HHTHONE
CE-a400118 ) 538 188847760
G EHTHTR2 | 359 1‘* 4119526
16532 J(uOE':‘-J‘ ST G-hbnd U a0 380850
41

163522095
16-8319450

1'7 61858
184932490

Rniz ciibica

65885323

65962023

13 G0BEHLE

(5 51 145480

h (]1<J10f)0
: 0

§6415522
(? 6-1()?"98

[ (J:I‘HO)
G 67‘?42.00

& ;U‘Jll_.f)
(671165700
G-T2590605
(l ( BYRIET]

Gr7R06618
Gr7a6854d

Ga00021
G811 13847
{51834620

[S3n ] fl]‘)i ]
1585 H?;i()




383

ARITMETICA POR APROXIMACION
Numeros Ruiz cusdrada F Ralz cibica Nﬁnicrosl Raiz cundrada Ralz enibica
343 155202542 70000000 i) 400 20-000:0000 7-3630630
C 344 185472370 70087962 |{| 401 20-0249844 73741979
BEH 185741756 70135791 402 2000499377 TB808R2T
346 136010752 7-0208490 403 200748599 78864373
847 18:62793060 70271058 404 200997512 73925418
BEL 18-6547551 70338497 405 2012446118 73936363
349 186315417 70405560 406 201494417 74047206
350 157082869 [ 70472987 407 20-1742410 74107950
851 187849940 70540041 408 20-1990009 7-4168585
352 1837616630 T060GYGT 400 2237464 74229149
553 187852942 TOBTBT6T 410 20r2454567 T4289580)
864 133143877 70740440 413 202731849 T 4349038
355 15-8414437 T0806HSS 412 202977851 74410189
356 15-8679628 70873411 413 20-8224014 74470848
457 155944436 050708 414 20-3469509 74550399
358 18-92085879 71005585 415 20°8715488 74590550
309 180472953 1071937 416 20:3960781 74650223
360 189736660 71137866 417 204205779 74709991 -
361 140000000 71203674 418 - 20:44 50483 T T6Ha64
362 190262978 T1269360 |} - 419 20-468L895 74529242
563 190525559 71334925 420 20-4930015 74888724
364 19-0787840 71400370 421 20 5182845 74948113
16153 1901049732 71405695 492 205426386 TB007406
364 19:1811265 1530001 425 2000669638 T-BOBGGOT
367 19-1572441 TLEGHIES Y 424 20-6912608 75126715
365 19-18332061 71660557 |{| 425 20-6155281 75184730
369 192093727 T1726809 151 426 20-6597674 T-3243652
370 19-2353841 100544 487 20-6639783 75302452
371 192618603 7183516215 428 20-6831609 75861221
373 19-2878015 T1919663 [ 429 20-T123152 75419867
873 19-3132079 71984050 [{l 450 20-7364414 75478428
874 19-3390796 73046322 %1 431 20-7603595 T-H536885
875 1983645167 72112479 152 20-7T846047 75695265
376 1903907194 2176522 l 433 208086520 T-b6a3548
577 19-4164875 72240450 (3| - 484 20083266067 THT1LT48
378 194422221 2304208 | 435 20-8566556 THTE0540
379 19-4670223 723679721 436 20-3306130 T'B82TB6H
380 1034933887 12431865 437 2009045450 T-HEE3TIB
351 15192218 2495045 i 438 20-9284495 706913638
352 195446208 72558415 439 209525268 76001885
358 195103558 2621675 440 209761750 T6059044
854 195050170 2634524 1)) 441 210000000 761166496
585 196214169 72747864 1 442 210247960 16174116
386 19-G468327 T-US107TH4 1) 443 21-047H652 76251514
387 19:6723156 2873617 444 210713075 J 76288837
388 1969771566 7-3036330 445 21-0850231 ' T6346067
359 19-7230829 72998936 i 446 21°1187121 76408218
390 197484177 73061486 (1 447 21-1423745 T 6460272
3yl 19-7TRT199 75123528 | 448 21-1660105 TOR1T247
892 197989359 73146114 449 21-1896201 0574188
593 19-3242270 73248205 430 212132034 TGG30V48
394 19-8404839 T-3310360 451 212367606 16687665
305 18746069 73872350 462 21-2602916 TET44808 |
396 19-8997487 73434205 458, 212837967 T-G800857
397 19-9248588 T3495966 ¢ 454 AL:BOTRTE8 768567528
398 19-0400873 735570624 |} 455 21-3307290 76013717
899 199749944 7-3619178t] 4566 21-8541565 16970025




INCONMENSURABLES 388

Nimeros Raiz cuadrads Baiz cdbica )I Nﬁmeros‘ Raiz cuadrada Raiz ctibica
457..| oUSTTSBE3 | TTO6246 |0 514 | ou6TISeSl | 80104032
458 . 214002346 77082383 |y 316 22:6086114- 80155946
459 21-424 2853 T-7185443 i 516 227156334 80207744
460 21-4476106 7194426 ] o17 227376341 80269574
461 21-4700106 T-72503323 ) 318 ©22-7596154 80311237
462 214341853 7306141 iV 519 227816715 80362935
463 21:5174348 77861877 3 520 22:8035085 | 804145156
464 21-5406592 TT417682 (¢ H2L | 228254944 80466030
465 21-5688587 ~ | 17473109 |y 522 22-8473193 S-061747)
466 21-5870331 T 7538608 524 22-8691933 80568862
467 21-6101528 T TH34023 524 R2:8010463 306201580
468 21-6833077 T 7639561 5325 22-9128785 506871432
469 21-6564078 T-7694620 ‘ 526 22-9846899 50722620
<70 . 21-6794854 49501 527 229564806 80773743
471 217025344 7804904 528 22-9752506 50524800
472 21:72556610 77859928 529 23-0000000 50875741
4T3 21-7485632 77014875 530 25-0:417289 50926723
474 21-7715411 77969745 531 25-0434872 . | 80077589
475 - 217944947 7-8024535 532 230651252 81028390
TG 218174242 78079254 533 930867923 g L0TH2S
T 21-8403297 751583802 H54 251054400 51124503
478 21.8632111 T-81884506 535 23+ 1300670 S 1180414
479 21-3860686 78242944 536 21516738 5-1230062
450 21-9085023 78297353 537 23-1732605 51281447
481 21:8317122 78351653 538 23-1548270 51351870
452 210544984 75405949 539 232163735 81882230
483 219772610 78460134 340 23:2370001 51452529
184 22:0000000 785214244 531 23-2504067 3143276H
4385 220227155 158368281 D42 23-2805935 31552939
186 22:0454077 78622242 {543 233023604 51533001
487 22-0680765 T-8676150 1y 544 . 28-3238076 31638102
488 22:0007220 T8729944 ¢, 545 258452351 51683002
45%. 221133444 THISB854 ¥ 546 23-3666429 51783020
490 22:1359436 9837552 [ HAT | 23:58S0BIL 81732839
491 2215851498 T8800946 |21 548 25:4093998 31332695
492 22:1810730 78444468 549 23-4307490 819882441
493 222036033 TBYVTOLT 530 25-4520763 81932127
494, C22E261108 T-9051294 abl 234733392 8-1931703
195 22:2486955 THI04508 ) 5H2 23 4946302 S3-2081319
496 922710375 . | T-9L57832() 5Ha3 2331549520 S2030325
497 22-2934968 21000 554 235872046 32180271
498 22-31H9136 79264085 553 235084880 52179657
499 223383079 79317104 556 253-5796522 8- 33250685
500 22-3600708 TH3T0053 HoT 236003474 52975254
a01 22-3880203 75422051 HoS 25-6220256 82327463
203 224053566 9475739 539 23-6451808 SR3T6614
503 , 224276615 9528477 560 235648191 52125706
504 o 224499443 79551144 561 256854380 82474740
05 224722051 9633745 62 287065392 52925715
506 224944438 79656271 563 257376210 82572635
507 22-5166605 79738731 564 23-74863 42 52521492
508 22-3338553 T9TOLIL2 | 565 287607286 32670204
209 22-H610283 TH8:43444 [y H6B 28:790TH45 82719089
510 225831796 79895647 beT 238117018 82767726
511 226053091 79047585 568 2538327506 . 52816205
12 2262374170 80000000 iy; 569 23-8537200 52864923
318 22-6495053 $00532049 1 570 | 238746723 59913444




554

ARITMETICA POR APROXIMACION

Nameros

Rafz enadrada

Raiz clibica

Nlimeros

238036063
234165215
9593741841
2395324971
239791576
20000000
240208345

10416306

240624188
20831801
241039416
241246762
24145349 2%
241660419
24 1367752
242074389
24:225032%
24-3487115
2426953222
24239356
24310 1906
21-35310501
245515915
243721152
2439206218
2441581112
244535534

2L ldd0B385
RES Lféitba

24533653353
2433050533
213716115
213967478
246170675
346373700
2463763560
246779254
246931781
SETINEL42
27856538
2L THSS368
2LTTH0251
2L TOH1935
245108173
218501517
2 )5)‘)0 3

n.)‘]f‘]‘l)
24-D198T16
Y )Ra7s
249509679
2L TH0520
250000000
25-0185020
2503004551

S8 4A50251

S2061905 -
93010304 °
85033651 |
83106041 -
538155175 |
3203853 |
S5 175|
5200512 ;

383347503 1

53395300 1{]

$3443410
3491256 |
§8339017 |
§5386 781

83634466

58632003 |
§8720665 !
§BTT7183

CBB824658

53872065
B AR
3-39G1T20 ¢
SH01305L

8'4061180

S.4108326 ‘
S 1[.).) £19 | |

% 1-J ﬁub |
'(J }3:’ H

! 8 4?43 267 |

B43T6806 |
84623479
§4670001 |
5471647 L
84 Ti528092
05261
55579 |
D185
O-45113005 |
84004233
85040350 |

85086417 E ;
S51832485 [

‘3 5173403 :
852248531
$-52T0189 !
16909 ;
1 I‘SU
3 ’)ldmf)l
B5LH3LTS
85408797 |
855145372
555 J”‘J‘J

6238
620
630
G631
£32
653
. 654
935
836
637
633
GBY
640
641
G412
643
64d
545
G406
G647
G48
G4
Galy
651
652
G653
624
655
(56
(£57
S5
Go4
6G0O
GGL
(362
16331
Gk
(365
666
667
668
(69
670
671
672
675
674
615
G706
677
618
679
G630
G651
(52
(85

C 8L

25:0500282
250708724
25-09448008
S 251197134
25 L5103
251504018
251788566
25+ 1983068
25-2180404
252385580
252586610
25-2784493
252482215
PH-B17TIT8
258377189
233574447
230771551
253068502
254165802
2534561947
354558441
234T5478L
254950976
255147018
255342907
255 o:} 35047
255784237
25N ) 120678

25 O‘)‘) 2063
257208607
25 TAGTHG L

=

257875039

255263451
255156400
U5 8650343
254313552
250036677
25022625
950122485
250615100
25-0807631
250000000
26019227
200364331
260576254
26:0765096
26-0959767
2061151207
261342637
36-1533037

2570815 -

93800758

Raiz ¢libica
8:pG358TT
85680307

CB5T218Y

BHTT1H28
§-581580%
H-h8G2247
8:5007248.
B+BUHR3E0
85007476
8-6042525
6087526 -
86182480, .
86177388
8-(3:3:22248

- S B267065

86311850
861356551
Gri3401:220

| b (3440858

l‘)()J:“"

860 f!)465
SN LL
86665310
SGT12665
SGTHGUTE
86801237

S 6HB456

@mvaﬁm@mc@wwx

i 86594630

86933750
6977813
57021882
8706587
8-7L06527
9-7183734
S TINTOEG
87241414
57295187

F) {')UUJ:
(416246
Y0316
IO
STH LS
SR et

5388049

37T
.‘72[)532

1

)0

2

8 fll‘;{h)” »
STOTHRTY
860223721
58065722

8-8103651.



INCONMEKSURABLES

385

Kimeros Rafz cuadradne, Relz edbica |§| Ndmeros! Rafz cusdrada . | Raiz enibica
685 261725047 . | 861515981 742 972896769 | 90581831
686 26-1916017 | £5194474 ] 743 2TUH80365 | 90572482
687 26-2106348 | £8237307 )l 744 2797630634 | G-0618098
635 262297541 | 88280099 | 745 27-294G881 | 9-06E36TT
£89 26:2483095 | 88322850 1Y 746 27-3130006 | 9-0694220
690 962678511 .| 88365369 18| 74T 203318007 | 90T3LT6
691 26-2868789 | 8-8408227 1 745 278495867 | 90775197
6492 26-3058929 | 8:84508541) 740 213675644 | 90515631
G953 26-8248982 | S§195440 3 750 273861270 | 90856050
694 26-8488797 | 88585985} 751 974043792 | 0B963BY
693 Q6-3628527 | 88575489 {| Ta2 974926184 | V0936719
696G 26-3318119 | 88620052 4 753 974408455 | 90977010
697 204007576 | 88663375 1Y 754 274590604 | 91017265
33 25-4196306 | 8:870575T 1} 765 274772633 | 9-1057485
800 .| 944386081 | £-8748099 i 756 274954542 | V-109T66D
00 | 264575181 .| S-8790400) 757 27-5156330 | 9-1187818
01 26-4761046 | 88832661 [§i 753 9THBLT08 | 91177931
02 26-4952826 | £:S574882 (750 275499546 | 91218010
03 265141472 | S8ILT063 ) T60 Q75680975 | 9-1358051
04 26:6320933 | 882302041 761 975862254 | 91298061
05 26:3518361 | 8900180413 162 | 9T-60434T5 | 91338034
08 26-5T06605 | 89043866 11| 763 276224646 | 91577071
07 26:5304716 | 89083887 764 200405499 | 91417874
08 20:6032694 | $0127360 | 763 276586334 | 9-1457742
09 26-6270589 | $-916031L [} 766 276767050 | 9-14975376
10 204458252 | S020I204 | T6T 2GITHLS | 9-153H8TH
i1t 205-6845833 | 892580781 768 977128129 | 91577130
712 206332BL | 80204903 3| T69 277308402 | 91816869
13 26:7020598 | $:954668T Rl 770 aTTIRTRG | BI6BEH65
T14 26-7907784 | 80378433 1§ 77l 277668568 | 41696220
15 27394839 | 0420140 ¢ 7Ty 277845880 | 0:1726852
18 26-T581763 | S0461809 1) 7T O7BN28TI5 | Y 1TTBHE
17 267765557 | 89503438 B TT4 978208555 | 0°1815003
18 26:7055220 | 805450201 775 278355218 | 9-1854327
719 268141754 | BU586581 3 716 2TEEETTIO6 [ 9L8HOLE
20 268328157 | 89628085 1 77T TBUTIOT | 01938474
2] 26-8514482 | 80669570141 778 278026514 | 0-1972897
w2 26-BT00577T | SOTLI00T |3 779 279105715 | 92012286
(3] 26:8336593 .| $9T52406 1§ THO 279284801 | 92051641
T4 209072481 | 8Y798766,} 751 270463772 | 9-2090062
5 26-0258240 ¢ 89885089 {1 752 279642620 | 92130250
726 269413572 | 39876373 )| 788 270821372 | 92169505
727 26-0620875 | 8991762015 784 250000000 | 92208726
7253 26:9814751 | 89958899 0 785 280178515 & 92247914
729 27.0000000 | $-0000000 || 786 280356015 | 92287065
50 270185122 | 90041134 [¢f 787 280585208 | 92326180
H 270870117 | 0052229 13 788 280718877 | 92365277
w2 270534985 | 90128288 4| 789 230801438 | 9:2404335
3 270739727 | 90164309 31 790 23-1039386 | 92443855
752 270924844 | 90206293 §| 791 281247222 | 92482544
5 271108834 | 90246289 13 792 981424946 -] 92521800 -
TG 271293199 | 90287140 (3| 798 98-1602657 | 0-2560224
37 OT1477149 | 90328021 1Y 794 281780056 | 9-2509114
58 271661554 | 9036885710 795 231957444 | 92637973
78 271845544 | 904006553 796 282184720 | 92676798
740 27-2020140 | 90450410 [l 797 28:2311884 | 92715592
L | 27213152 | 904901142 798 952488938 | 9-2754852

49
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Xtimeros Raiz cosdrnda Rajz clibien |} Ntimeros Raiz cuadradus Rai1z ciibica
99 282665851 92793081 856 22ETLTTY 9-4040184
SO0 28-2542712 G283LTTT 4| BST 29-2745623 24986147
501 28-3019434 92870444 858 29-2016370 9-b023078
503 29-3196045 | 92000072 853 29-3037018 25059980
503 28-3372546 | 92047671 860 203257566 25006854
804 22-3543933 22986239 861 29-3429015 9-5183694
505 98-8725219 9-3024775 862 29-3598365 95170515
S04 - 28-8501891 9-8063278 863 2957656 16 9-5207303
507 284077454 92101750 864 28-3085769 05244065
2305 28-42553403 93140190 563 294105523 9-5280744
) 28-4420263 | 9-3178599 866 20-4378779 9-5317497
510 28-4604039 93216975 |y - 967 294448687 95804172
&11 284780617 93255320 568 20-4618597 9-5390818
w12 2840506137 9-3205634 64 - 204788059 (8427437
815 25-5131549 9-5351016 870 204057624 9-5464027
H14: 25-6506852 43370167 871 20-512709 & 9-550058
515 28-5482048 454055386 872 29-52964G1. 9-35887125
516 285657157 9-3446575 873 29-5465754 955756350
517 98-5532119 9-3454731 874 20-5634510 %-56 0108
S18 28-6006993 - 93522857 875 29-5805180 5646550
H19 25-6181760 -5-3560052 876 29-5072972 H6BRTE
520 236356421 - | 43599016 877 20r6141858 95719377
821 25-6550976 95657049 878 29-63106485 9-576574D
822 28-6705424 9-8675051 879 20-64.79342 9-5792085
523 28-6879716 08713022 8580 20-6647030 9-5828307
524 25-7054002 3750063 881 20-6810442 9-H864682
525 28-7928132 9-3755313 352 39-6Gh54348 &-5H0093T
820 237402187 | 93826752 853 297153159 9-5937164
827 23-7576077 9-3864600 854 Q7321375 - 9-5978873
823 25- 7749591 9-3002419 855 29-7485496 - | 9-60005645
529 23-7923601 9-5040200 856 20-7657521 - | 9-6045840
8530 28-8047206 937064 887 207826452 96081517
831 2862707086 9-4015691L 888 201993280 9-6117911
532 28-8444 102 9-4055587 859 29-81610%0 96153077
885 25-36 17504 9-4091054 <c:’>5]0 29-8528678 96190017
S5 28:3790582 4123650 391 29-5496:25 96226050
8535 23-8963606 94166207 592 29-8663600 96263016
836 28-3136646 94303873 893 29-8531056 96207075
837 268-9509523 94241420 594 29 8005348 [ 9-6333007
5385 25-04852207 94375930 895. 294165508 G63693 LY
=534 253-0654967 9-4316123 896 29-95882601 640566100
540 28-0827535 94353800 897 29-9498533 96441542
841 29-0000000 94391307 808 20-9666481 9G4TT30T
842 29-0172565 94428704 899 290833287 96513160
S48 29-0344628 1 94466072 900 30-000000C 26548938
sS4 290316751 9-45084.10 901 30-0166621 EHBAGS
845 29-0688837 94540710 02 300385148 96620408
546 29-0860791 94577999 903 H30-0499534 HBEHR04A
847 291052644 94615249 004 800665928 D-3691762
548 29-120:4506 94652470 105 " 30-0832179 F6TRT7404
549 29-1376045 44689661 13 906 30-0998339 96163017
S50 20-1547505 F4720524 907 80-1164407 96798604
851 20-1710043 94763957 008 501330883 96834160
852 29-1890890 94801061 | 909 501496269 96569701
553 202061637 F4858156 910 30-16620063 96305211
54 292232754 0-4875162 11 B0-1827765 0-G94069:4
8535 292408830 9-4112300 012 | 801993877

96978151
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58,

Nimeros Rajz cnadrada Rafz cubica ! Kameres| TRaiz cradrada Raiz clibica
913 - 30-2153899 | 97011583 957 309354166 98343617
914 30-9524324 1046989 958 30:9515751 G-85THY21)
915 30'2'489669, 97082365 950 309677251 S561421%
916 B0-2654919 97117723 960 30-483866G8 48045455
917 30-25200749 71530561 461 31-0000000 Q8682724
Dig 3(0)'%’5)88]48 $T7188354 962 31-0161248 9'8?169%1
Y 303150128 T 722368 9062 310322413 987581155
020 30'83'135018 5)'%25&258% ' 962 :33%'0283494 3'2735&30?)
921 303479518 7204109 965 31-0844491 983819451
4922 30:3644529- - 1 9-7329309 966 310805405 0-8553374
923 80:3809151 97364484 967 510966236 9-3887673
g 30-897368¢ 97349634 B 112605 8921744
55 | bhalssior | orusias i oo | ALIsStsi | osvmssol
928 30'430_2481 FT469857 270 51-1448230° 8059330
927 0-4466747 9-7504930 971 - 31-1608729 90023885
0928 2%0'4680924 & 7534979 972 31'17(59145; ?'90;57?17
92 3047001 9-75TH002 78 S1-10244794 : TG
30 | S04%00LL | Sfotool | ord | olsoeoisl | oarasiis
ag1 80-5122926 97644974 | 975 31-2249900 DILF624
952 805286750 97679922 | 976 _31-2409987 99193513
938 30-5450487 PTTL4845 | 977 B1-2569992 99227370
934 B0-5614136 PT749748 918 3197249915 9‘3‘26192‘2
935 B0-5777097 97784616 979 31-98891H7T 9245042
936 80-0941171 3'781!).466 930 . 531-3033:;%7 9822&;»2‘139
w7 50-6104557 1 97854289 981 5132 5 99362618
033 20‘8267857 L 97884087 9582 ‘ 31%%08;2% 9‘]3;’8865
9349 0-G431069 9TY2H3GL [ 983 31-8525; 9-4430092
040 306594194 I 7958611 984 81-85687748 99463797
041 306757235 9-7993336 035 31‘384732;{) 224;]7—{7:
042 30-69); ; 8028036 ; ) 31-4006¢ 9531158
33 | omouos | oeosoris | odr | oialessgr | buslire
W DR Lmiel B en s
gL 30740552 9813198 ¢ 31-4483% D UG3LUE
946 30-7571130 | 9'816{’»691; 990 31-4642654 90065540
447 30-7733651 08201169 [ 991 Sl'iggéﬁ?g 33(7593055
945 80784608 9823573k 92 31-4960381 9782614
049 388858:233 ‘]ggggéég .298 31'5119025 99766120
930 " 30-8220700 08304757 | 994 31-5277655 0979055
‘1§1 30‘93382{579_ ) 218%_5‘)23& 995} : %1::3%:36206 ?‘EJ§518055
B Boen e om) Genm
ihl | BD'SSSa04 | DRL95RGH D98 |  BLBO11380 | Hu983o8
955 809080743 9-8476520 | 999 31-6069613 99986635
950G 1000 816227766 10-0000000

509192477

(-8511980 |




LECCION X

Raices de los quebrados.

Hemos visto (Leceion V) que la raiz de un quebrado; NES
es igual 4 la raiz del numerador partida por la raiz del de.
nominador, '

Pueden darse cuatro casos: _ )
1.° Que el denominador tenga raiz exacta y también el
numerador; '

2.° Que el denominador también tenga raiz exacta, pero
no el numerador; '
) S VE VE

s V7o 3
3. Que el denominador no tenga raiz ni tampoco el nu-
-merador;
5 VR

v

4.° Que el denominador no la tenga y el numerador si;

JIE e
1 Vil v
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No se comprende ué es lo que pueda ser un quebrado sin
denominador definido ni definible: dividido en determinado
numero de partes, asi sean estas partes pocas, muchas é mu-
chisimas, resulta siempre un concepto inteligible; pero no
cabe concebir un.mddulo cuyas partes sean inexpresables nu-
méricamente. '

~ Por eso en los dos dltimos casos, el denominador se hace
,cuadrado perfecto multiplicando los dos términos del quebra-
do por su mismo denominador; con lo gue el valor del que-
brado no varia.

Caso 3.°
\/ /5 X 11 __ s VB VE
11 \ 11 x 11 W viE o i

\/ 9 x 11 Joo V¥ VR
ix . Vo VI n

Haciendo, pues, cuadrado perfecto el denommador, los
cuatro casos quedan reducidos & dos: ‘
Denominador cuadrado y numerador cuadrado;

Cago 4.°

4_1/4_-2

9 Ve o3
Denominador cuadrado y numerador no;

T Yy

112 un
Asi, los dos nuevos casos se interpretan ficilmente: :
1.° De un mdédulo dividido en » partes hay tomadas m;

2.° De un médulo dividide en # partes hay tomadas pré-
ximamente \/m

Claro es que, 4 resultar posible, conviene aplicar estos
principios 4 los ntimeros . mds reducidos que guepa obtener,
para-evitar complicaciones innecesarias; y que, por tanto, los .
quebrados deben, ante todo, reducirse 4 su mas smaple ex-
presién.
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890 | ARITMETICA POR APROXIMACION.

¢Cudl es la raiz do los dos quebrados siguientes?

346, 5 B
723’ 3295 : »

Hallemos la més. s‘imple expresidon de ambas fracciones::

546 |2 728
213 |8 864
9L | 7 182
1313 9L

. 13

595 15 9295
m | v 785
17 | 17 255
85

17

Segun la regla

2

2

2 \/546 \/ X7 x13 V"—“_
T 728 Bx’?x 3

13

3

3 - a— s
3 \/a9a=\/rxo>c.|7=r /__
5 2295 27 x5 x 17 \/ 27

general, deberia este dltimo quebradd

multiphca.rse por el denominador 27, lo que nos daria

/_7)(‘%;

\/ 27 X 247

v VT x o v’xsa

27 27

Pero, considerando que

=\,

se ve que cabe obtener un denominador cuadrado multipli-—
cando por 3 los dos términos del guebrado

7 -
5’

pues, asi, se hard cuadrado exacto el denominador y los tér-
mines serdn mucho mas sencillos. En efeeto,

-

\/7><3 1% 3 Vﬁ var
%st_\/ = - 3

No puede caber duda de ser mucho mis féeil para el cdleu-

lo la expresién

que no la

VT
9

V159
27
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'Y, en general, la ventaja apareceria mas considerable, si
no se tratara de quebrados tan sencillos. '

Por consiguiente: siempre que haya que extraer la y  de
un quebrado, se hardn las operaciones siguientes:

1.» Descomponer los dos términos del quebrado en sus
factores primos;

2.* Reducirlos 4 su mds simple expresién;

3.* Y multiplicar ambos términos por los factores conve--
nientes para que resulten pares todos los exponentes de los
factores primos del denominador.

Asi, la extraccidn siguiente se dispondrd como sigue:

JTIE10155 151479 ) B 580800000

2

\ Teosceoo - 506493 | 8 200400000 | 2
168831 | 3 145200000 | 2

RN CBB2TT | B 72600000 | 2

= \ TR 3 RBR 18759 | 8 86300000 | 2
(953 13 18150000 | 2

NN casr s o - 007H000 | 2

= \ w3 54 % 112 37 | 87 4587500 | 2
SAGITH0 | 2

[ % 13 % 37T X 2% 5 1134875 | 3

om % 6% 112 - 378125 | 5

. 75625 | B

TR II XV K2R - 15125 | &

= 2% 53 % 11 L8025 | 5.
‘ 605 | 5
xR ’ 121 | 11

T ey gk 1L X\/%‘o ' 11 ] 11

x 18 \/ -
Taex 1%k 1l 310

1lr —
= 44000 a00 7~ \/3 0

Asi, si despﬁés de simplificado un quebrado y descom-
puesto en sus factores simples, nos resultase . -
/X T
TEx s x T

habria que multiplicar denominador y numerador por 3 y
por b, con lo que tendrianios:

fIx TPx 11X 3% b_ Vix T Ilx 5§ x5__ VIilie (1)
V Sxexim T #xsx i = 3005

{1} sHabrd de recomendarse nuevamente gue haga el operador siem-
pre las pruebas de la cifra mixima?

© Biblioteca Nacional de Espana



392 ARITMETIOA POR APROXIMACION

En virtud de estos procedimientos, nunca hay que sacar
més que una sola v ) la del numerador, por el procedimien-
to empleado en la extraccion de los ntimeros enteros.

Estos principios se aplican también 4 las fracciones deci-
males, que son (casi) las exclusivamenie empleadas en el
cdleulo de los irracionales.

Sélo ha,y que dlstmgmr si el niimero de cifras del deci-
mal es par ¢ impar.

Si es par se procede 4 la extraceidn como si se tratara de
un entero; y, después, se separau con la coma tantas cifras
de la derscha cuantos periodos haya presentado el numero.

Y, si es impar, se agrega un cerc 4 la derecha de las ci-
fras decimales, y se procede como en el caso anterior.

Tampoco asi hay mas que una sola extraccién que veri-
ficar. :

Técilmente se deduce de los principios consignados en la
Leeceién VIIT cudl ha de ser el procedimiento para hallar las
raices por defecto y por exceso de las cantidades decimales.

Se buscan las raices por defecto segiin cualquiera de los
métodos descritos en las correspondieutes Lecciones del Li-
bro dedicado 4 la raiz cnadrada en la Parte I; y, si la dema-
sia es menor que la raiz, se dan por suficientemente aproxi-
madas las cifras obtenidas; pero, si la demasia es mayor, se
agrega una unidad & la tltima cifra de la derecha de la raiz.

' v 05540963

. » ° .
Se agrega un cero por ser impar el nimero dado de cifras
decimales:

V= 0584096307 7042]
94.0 '
G496 ~_;_._ [ Método de eon-
40080 152 densacion,
Demasia 5406 6! 1528
I

I -

Raiz del cnadrado mds proximo 7643

" ———
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V" 030858136 ;5555

25 - i tercer método,
— |1 .
585 _ :
525 . ={52+ doble por la cifra anterior.
GOS1 .
5525 = ()% 4+ doble porlas dos cifras anteriores.
55636 .
55525 = (3)%+4 doble por las trescifras anteriores
Demasia’ 111

Raiz del cuadrado més préximo 5555
v 030868024 5555
Aablas 3085025

1110
65521
Dewmasia 9999

Raiz del cuadrado més proxime H 556G

El mejor procedimiento para hallar raices enadradas por
gproximacidn sera’.'siempre el de las tablas, habiéndolas,
pues por ellas siempre obtendremos expeditivamente las 3
primeras cifras de la raiz. Después es casi indiferente hacer
uso del método de condensacion, 6 bien del de divisiones por
grupos. Cada uno de estos dos tiene sus ventajas y sus incon-
venientes. Kl de extraccién por grupos presenta con frecuen-
cia el de Ia 1nterpreta.cmn cuando hay que agregar & una.
seceidn Geros, que no aparecen em los cuoclentes de cada
agrupacidn.

© Método de-coudensacién. Método por grupos.

L -

vT0,70821341112(26518 1; y=070821341112 (26518 1
! T | abla0225 —_—
503 : : | 968411530,
2721 L At ST
96384 550 ! ne  MELILS
488511 o (18 824 5306
90$71.2(8302 408712
Demasia  B78331[pangg | Demasie 378851 | 1
Rais pot defecto. 0265181 | Raiz por exceso. 0265182

Siendo mayor la demasia que la raiz hallada, claro es que
la Wltima cifra deberd ser forzada en una unidad y que el
TOMO 11 , a0

© Biblioteca Nacional de Espana



304 ARITMETICA POR APROXIMACION

cuadrado de la llamada raiz por exceso 0,265182 se hallars
més cerca del nimero dado 0,70321341112, que el cuadrado
de la supuesta raiz por defecto, 0,265181, _

Y, con efecto, la diferencia por defecto es = 378351 men‘
mil mlllonesa.ma,s, v la por exceso = 152012 (¥)

CALCULO POR EL METODO DE CONDENSACION.

0,3803169274815670254057021436807192 | 6168605418554725¢

% 12
_()_0’ o 12‘)
aUd .
8416 252
106092 _ _ 173.3_@
s 1233720
() 66788136 : - 12557210
510211170 . MOS
1672275425 S
48855434449 1283721082

12337210825

654880198057 -
(751965673202 572108270
BBBB6025GTTLL: 1983721082710
898718265920836 ;"._{37 )1087_;1—0_‘1

5511850303222780 ==
o is]

TomnsmsooseTy | 1288721082T1004

$69317716521408703 | 1235721082710544

Demasia TESR0283253 7030536 | 1288721082710456

Ralz més aproximada
=0,61656004 185547255

'(:—::} 26H181 265182
= 265181 > 265182
265181 380864
21214453 21214566
vihigl 2050182
1525905 1525910
1591086 1591092
580362 530364
70330962761 70821498124
70321841114 70521'5411]‘)
378351 15201”

(**y Por el método de los grupos no ge ve claramente, como aqui, gue
hay que poner cero ala raiz.
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896 . ARITMETICA POR APROXIMACION.

‘La demasfa despreciada en las dos extracciones anteriores
o3 insignificante tratdndose de decimales; 75 cuatrillonésimas
es en la prdctica una cantidad inapreciable. Pero, si se tra-
tase de -enteros, la- demasia ahora desprecmda seria de gran-
disima conmderacmn

Cuando se trate, pues, de enteros, hay que agregar g Sl
wltima demasia 12 ceros ¢ 14 (6 més, si se necesita una
aproximacidn superior 4 la de las 10 m111011es1mas), seguir
extrayendo hasta bajar el ultimo permdo, de dos ceros; v en-
tonces solamente cabe prescindir de la ultima demana. de-
cimal, ‘

Por ejemplo: si en vez del decimal 0,6840963 (cuya raiz
fué la primera que se extrajo en esta Leccitn) se nos hubiese
dado el entero 5340963, no habria sido licito prescindir de la
demasia de 3907 enteros, ¥, por tanto, ‘habria habido que
d1sponer la operacién como sigue:

y584096300000000000000| 241658084320
-_— 4(4)
184 48 (1)
‘809 ;
328683 483 (6)
390700 000 48328
.. 4076000 Y '
~209115600 488360(5)
1576894100 48385616 (4 .
12680935100 P
Demasia decimal de gue 301870137600 430301(’1-"\3)
s preseinde. .. o.a. . 11858125724|4888361686(2)
4888616864 (6)

Siempre, pues, que se nos den & extraer raices cuadradas
de guarismos enteros no cuadrados, se agregaran 12 ceros ¢
14 al guarismo, si se quiere una aproximacién hasta las mi-
llonésimas 6 las diezmillonésimas. Sélo no necesitdndose tan-
ta a.proxnnamon se podrian agregar wenos ceros (slempre
en numero par).
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LECCION XI

Cialeulos de las aproximaciones a la raiz edbica.

En las tltimas Lecciones del Libro VII de la Parte I se-
tratd del cdleulo de las \/ cuando los numeros cuyaraiz se
busca son cubos exactos.

Toca ahora tratar del calculo aproximado de esas expre-
siones cuando se nos dan guarismos comprendidos entre dos
cubos consecutivos; y, por tanto, irracionales, por ser sus eu-
bos imposibilidades numéricas. Si el cubo de 2es 8, y el cubo -
de 3 es 27, ningin entero multiplicado dos veces por si mismo
puede dar (por multiplicacién, entiéndase esto bien) los nu- -
meros desde el 9 al 26; y, en general, los guarismos compren-
didos entre dos cubos exactos. :

Conviene que el discipulo repase aguellas Lecciones para
que ahora no le detengan las dificultades de la ejecucién, y
que so haga bien cargo de lo explicado en Jas Lecciones alti-
mas, por ser la doetrina en ellas expuesta respecto & la \/“ Ia
misma gue ha de sentarse ahora respecto 4 la \/ sin més di-
ferencias que las propias de la involucidn de los cua.dradc_)s ¥
la involucidén de los cubos.

Rarisima vez, 4 no ser de prop631to se nos dara un cubo
perfecto para extraerle la \/- ; pues en el primer millén no
hay mds que 100 eubos exactos. :

Por lo cual, en general, hay que enunciar el problema de -
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1a evolucidn cibica diciendo que consiste en «hallar, dado un
guarismo cualquiera, e} mayor cubo conlenido en él, y, ade-
més, la correspondiente demasia (que en 1 millén de casos
puede ser dero 100 veces solamente)».

v/ 1222=10, con una demasia de 222,

De modo que

Todo nimero, pues (segtn ya se ha dicho) es igual 4 una
potencia de un imero menor + una demasia.

Mientras se considere & los nfimercs como compuestos asi,
por suma, de un cubo y una demasia (gue sélo ser cero cuan-.
do ge trate de un cubo exacto), no puede temerse que aparez-
can los irracionales, porque siempre las demasias resultardn
nimercs conmensurables. Pero el conflicto surgird en cuanto
se pretenda que todos los guarismos aparezcan, no formados -
por sumandos, sino por productos de otros numeros menores
multiplicados por si propios una ¢ varias veces. (En el caso
de la yw, multiplicado 2 veces por si mismo).

28=\:7(3><8><_5+(uﬁa demasi_a=1):\3/§ +1

\,3/555 =‘\?/:v > 2 >< u; imposible aritmético.

‘No tienen, kpu.es, \3/— los grados de la escala de la plurali-
dad existentes entre dos cubos consecutivos.

Pero, por el artificio de los quebrados, se les atribuye una
ralz aproxiinada (que en realidad no es ni puede ser raiz de
lo que no la tiene); pero que, multiplicada dos veces por si
misma, da un valor muy préximo al irracional propuesto. '

~ 5i pretendemos extraer la \1/5, hallaremos por las tablas
ol numero 1,959921; quebrado que, ciertamente, multiplica-
do dos veces por si mismo no da 2, sino el cubo exacto
1,999999762390486961, al cual le faltan menos de 3 diezmillo-
nésimas para ser = 2. :
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Para hallar la \3/— de los numeros irracionales, se supone.
que la tienen cuando se les agregan muchas trincas de ceros
(regularmente de 6 4 7; esto es, 18 ceros § 21: siempre un ni-
mero de ceros.divisible por 3). Con la agregacidn de tantos
ceros los nimeros dados se hacen billones y trillones de veces
mayores de lo que son en realidad; se extrae la \7— de esos
numeros enormes, se desprecia la demasia resultante; se par-
te lnego la raiz por una potencia del 10 igual al nimero de
trincas de ceros agregados; y se considera 4 los guebrados
decimales (ya propios yaimpropios) obtenidos de tal manera,
como raices.aproximadas de unos niimeros que no la tienen.

¢Cudl es la raiz ciibica-de 27 (1)

Para Jbtener 7 cifras decimales agregamos 21 eeros, 6
sea 7 trincas de ceros. '

LY

. .
\/Q,OOOOOOODOOOOOODOOOOOO

Y la operacidn serd como sigue:

.

{[y Olaro esque no hay para gué hacer esta operacién, pues el resulea-
do estd en las Tablas,
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20000000000800C0000000 | 125 99 21.
Tablas, cubo de 123, quees el mas ) —_—
préximo inferior.. ... veeievans, 1953125 46875
: . 5 g
46575000000 RO
- 468750
l.er divisor, Ba2=38>(125) 468750000
T =3x15085=4068T50000 368507799
- 100242201000000000 | 476204403
Bab*—5>< 12500 (99)? 500132040 .
0801 0 ==37A005<9801 Demasie 289276370000000
315 =567537500 .
19005
68607
20408

3675376 DI=(99)5= 970299

——

Se separan 7 7 cifras d

—on 3
868507799 ¥ se estima como

b —

mal 1,2599210

12599 ‘7°d1V1501 Ba-z 476204403

12591

118891
118591
62085

25195
12599

158754801
>

477204403

Be desprecia esta demasia.

de la raiz

9 al deei-

Lxtraer porlas tablas y por grupos la \/ de .38706939271‘)71
Cubo de 462, segtin las Lablas

46212

640852

114

Cuadrado de 462, tablag 218444 - 9BT06239271924
o diod pallar 1 ' 3 98611128
Ba?, divisor para hallar las ) . —.oo —_—
cifras 4. y B de Ia ralz 640352 95111271 °
8 a 1% = B < 46200 >< 142 : 8107807
== 188600 > 198 5464791024
196 : 27168544
8316 Demasia, 543‘7323%_0
19474
1386 B
27165600

{5 = 145 tablas 2744

27168344

(1) No se puede poner 1 al cuociente, porgue eltonses no queda,ua. re-
siduo para restarle ¢l 3ab2 4= b 3, que faltan para complebar la rafz,
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Bi se quisiera hallar esta demasia en decimales con una
aproximacion hasta las diezmillonésimas, seria preciso agre-
garle 21 ceros y continuar la operacidn hasta obtener siete
cifras mas, que separadas por la coma, serian diezmilloné-
simas.. '

La extraceidn de la \?'/_por grupos y por divisidn, aungue
expeditiva, necesita (por razones andlogas 4 las expuestas al
fin de la Leccién VI) en el operador aquel discernimiento y
tino que dnicamente puede dar la practica.

En efecto, los cuocientes unas veces son exactos y otras
resultan en una unidad mayores de lo que deben ser; lo cual
ocurre siempre que el residuo unido 4 la demasia, aumentan
el dividendo en una cantidad igual al divisor 6 mayor (1).

Por tanto, el que no esté seguro de dominar esta dificul-
tad y la que pueda aparecer cuando haya que agregar cero
al cuociente (6 ceros), debe reducirse 4 extraer la \7_ se-
etin el método ordinario de concentracidn.

Para que un entero sea cubo perfocto, es necesario gue
sus factores primos estén elevados & una potencia divisible
por 8. En efecto, todo cubo de un guarismo es un producto.
en que el guarismo se multiplica dos veces por si mismo.

Sea el guarismo

(& >< B)

multipliquesele dos veces por si mismo y resultara:

laxdx@axd<exb=al +1 FIdl +l+1=¢g53}3

Sea el guarismo

(:a,mx bn)ﬁ:g,m dmFmac b+t —gimychina

Por tanto, no tienen \7 y aparecenl con los caracteres
de irracionalidad: ‘

(1) Elresiduo es =38 ab® -+ b5
Lia demasia puede tener todos los valores desde 1 hasta 3a2+3a (6
sea al triplo del producto de los dos euadrados consecutives). Jazguese,
pues, de la ficil posibilidad de que la suma (3 ¢ %+ 03) + una parte de

In demasia (3 a2 + 5 a) aumenten ol dividendo en una cantidad 3 que el
divisor 3 a2

TOKO 11 . a1
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1. Los guarismos acabados en un numero tal de ceros.
gqnmé no sea multlplo de 8. Asi

20, 200, 20000,... son irracionales.

2.° Aunque un guarismoc acabe en tres ceros, ¢ en G ce-

ros, 6 en 9 ceros,... serd también irracional si el exponente

" del otro 1 otros factores que lo compongan, no es divisible

por 3; - '
: . By

8000, no tiene, pues, \/ , 1i §000;

pero ya lg tiene 27000 = 35 > 103

3. Todo guarismo par es Irracional, si no es divisible
por 8; pues contendrd al 2!, 6 al 2%; perono al 2°. ¥, aun con-
teniendo al 2%, serd asimismo irracional si los otros factores
no tienen exponentes divisibles por 3. Asi, 24 es divisible
por 8; v, sin embargo, es irracional porque el ofro factor 3
no estd elevado 4 3. Pero ya

3
83 3¢ 2% = 216 tiens raiz; v/ 216 = ¢

Si se saca la \3/— de varios guarismos consecutivos, todos
irracionales, desde luego llama la atencién que los cubos de
tales raices distan muy desigualmente de los guarismos res-
pectivos; por lo cual, vy para acortar diferencias (como en
la /") se acude & las ralces ciibicas por exceso. Las \3/_ por
exceso son guarismos que multiplicados dos veces por si mis-
mos; dan productos mayores gue los ndmeros cuyas raices se
buscan, pero que distan menos de ellos que los productos de
las correspondientes raices por defecto.

Por ejemp]O' Ia llamada \3/5 por defecto es, con 2 decima-
les, igual 4 1,25, cuyo cubo es igual 4 1,953125;

Y la llamada \/ 2 por exceso, también con 2 demmales es
1,26, cuyo cubo es igual 4 2,000876.

A(y/2)" por defecto faltan 46875 millonésimas para
ser 2,

Y 4 (\7?)3 por exceso sobran sélo 376 millonésimas.

Claro 83 que el error que se cometa en los cdlculos con
1a \:}”_ por exceso, serd mds de 120 veces menor que con la \'7_
por defecto.
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En la mayor parte de los casos, para decidir que una |y
lo es por defecto, basta con cerciorarse de que la demasia
no Jlega al triplo de la raiz hallada. Pero si la tal demasia
no es mucho mayer precisa un examen mas detenido.

Toda raiz por defecto ha de ser menor que la mitad de
una unidad del tdltimo orden decimal calculado.

\9/ . que sebusea << Raiz hailada - —
St (‘3/ —que se busca)a< (Ra.l'z hallada - %)5

«'.  Namero propuesto < (R -+ % )3

v =

: 2
R Nuamero propuesto << B3 +3 12 —: + 381 < (l—) -+ (

v

~ Numero plopuesto < R°—|— -:— RY4+ % R+ é—

Y, como la demasia es la cantidad que- queda después de
restar el cubo de un binomio, tendremos

. 3 1
Demasic = (Bﬁ—{-—R” —+ = : R—;—-?)—RG

={(% x332)+(§—x-33+%j

resulta que, para qus la \3/_ por defecto sea més aproximada
que la \3/ por exceso, se necesita que la demasfa aparezca <
que la suma de la mitad del triplo de la \3/ hallada, mds el
cuarto del trlplo de la misma. Sila demasia es > que esa su-
ma la mds préxima esla \/ﬂ por exceso.

Y, por tanto, se forzard la unidad 4 la \3/_ caleulada por
defecto.

t 1
~—2-(3a‘3)—!—z—.";a.

e+ =(e3+3arx1+0ax 124 15)—ab
=35a2+8a41
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De este modo, usando promiscuamente y segtin queda ex-
plicado, las llamadas raices cibicas por defecto y por exceso,
se estd seguro de que el error en las aproximaciones no pasa de:

umdad del ultimo orden decimel computado en el cileulo.
de la raiz. -

L

Las tablas que suelen usarse contienen de 5 4 7 cifras de-
cimales; mas, como el tiltimo decimal puede estar forzado en
una unidad, hay que tener esto siempre en consideracién,
eypecialmente si se quiere aquilatar la aproximacion en un
calculo delicado, aumentando el numero de los decimales de
las tablas.

Las fracciones de aproximacién & los ndmeros que care-
cen de \3/ " 3 que los representan y sustituyen en los célculos.
s0n APERIGDICAS, como todas las correspondientes 4 los nime-
Tos irracionales.

Sabemos que la raiz # de un quebrado es el cuociente de

»/
\/ mmerador
—

\/denomma lor

Y que

V-

Siendo incomprensible lo que pueda ser un quebrado cuyo
denominador no resulte definido ni definible, siempre se hace
cubo perfecto el denominador, si ya no 10 es. (Véase Lec-
cién VIII.)

Claro es que, multiplicados los dos términos de un que-
brado por el cuadrado del denominador, resultard siempre
cubo perfecto el denominador
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Pero, en muchas ocasiones, bastaré con multiplicar am-
bos términos por nimeros tales que resulten todos los facto-
res del denominador elevados 4 un exponente divisible por 8.

rz b b

R

=y
=

a X xd a X xet xd

> =
box et ox e Px?xd B xexd x.

2

: e
. ‘S/axiu'-‘xcfxd VC!KZA'X(!‘XJ

W of xdb X &8 b oxe® xd¥ Xt

Asi, pues, reducidos los cuatro casos que pueden ocurrir

8 : 3 - 8 3
\/de un cubo \/de un no enbe \/de un no eabo \/ de un cubo

8 T3 '3 o3
de un cnbo \/de un eubo \/de ua no cubo \/de un no cubo

4 solos los dos siguientes:

5-5/ 3
\/ de no cube \/de uet ho eubo

5 —
\/de un cubo

7 7

\,/de u eubo

ambos casos tienen ya facil interpretacion:

1. De un mdédulo dividido en » partes hay tomadas m.

2.° De un mddulo dividido en » partes hay tomadas pré-
ximamente /m ' B

 Por consiguiente, siempre que haya que extraer la \?/
de un quebrado habrdn de efectuarse las operaciomes si-
guientes: _

1. Descomponer los dos términos del quebrado en sus
factores primos;

2.° Reducirlos & su mas simple expresion;

3.° Y multiplicar sus dos términos por los factores conve-
nientes para que resulten divisibles por 3 todos los exponen-
tes de los factores primos del denominador.
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5914320 .
Extraer Ia V/ del quebrado TS
‘/ 5042320 594432 2 444234375 1 8.
231375 . 44721(30 1T 2 145076125 | 3
S ir TR o 2236030 2 49359376 | 3
=/ ERixA > T XIP 1115040 | 2 16453195 | B
B Xl 550020 | 2 5484375 | B
. "?/-‘n X5 %7 % I8 % 1 279510 | 2 1828195 | 3
- 3 x B¢ x 1F 189755 | 8 - #09575 | 8
ST T 46585 | 5 208195 | 5
VAR LR 9317 | 7 40695 | .5
8 >; x 13 ' 1831 | 11 8125 | 5
_ixllx\/ox?xld T a8
- 3% % b x 13 . : 62 )
v A — . : 18115
0 w11 3 = T .
e ELLINN ] { > 182
32x52xL3"< \ <
= M f/o‘)h
2025
= 21 5 18,085
L2025
5400 3ab=38x1800< 8 9525318 bHx Ty 169
G4 === 5400 > G4 225 35
= 845600 i3 _
216 B =88 = bHl2 845
34 e G7b 07
846112 925 -
$15600 — 5915
2925 R
Ha? =5 x> (180)2 =1 »=<32400 -
= 07200 5915000000000 ;1 180 84
—— H332000
S = 53¢ (1308) = 3 5268364 e
— 9806592 82000000 7200
————te 5240000
346112
—_— 9806592
4593683000

Concluida la operacidn, resulfa una demasm de 970383296,
que ge desprecia; se toma por \/ por exceso el ndm. 18085 J,
se separan 3 cifras de la derecha y se considera como \/
decimal 18,085.

Haciendo, pues, cubo perfecto el demominador de cada
quebrado cuya \3/ se pida, nunca hay que hacer mds que
una sola extraceidn.

De estos-mismos principios aplicados & los decimales, sa-
1o la regla de que, si el numero de cifras decimales no es
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miltiplo de 3, se agregne & ellas un cero, 6 bien dos; ¥y
siendo ya divisible el decimal propuesto en periodos de &
tres cifras, se procede 4 la extraccién de su \/, Gomo si se
tratara de un nimero entero.

.
V 0,651441 = 0,51 exacta

-8 = 3/ . }
Vv 0,53201 =V 0,552010 = 0,81 por defecto

- 8 5 3 :
\/0,549!-} = \/075-19900 = 0,52 por exceso

Resunelva el discipulo los problemas signientes:

f—
V51478548 =

o
T
oy
oz
=
o
e

)
A}
<
I

gy
Y 3,141502633 ==

g
v 8,111592 =

\/0,000000103828 —

I
) V1038 —

K —_—
(*) Las Hamadas \/ de estos niimerog son, respestivamente,

372 05983 1464 1464 0,0047; 101
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LOGARITMOS

LECCION I

Logaritmos

Las dificultades que presenta la extraccion de la \7 " son
muy poca cosa comparadaes con las que por medios andlogos
ofreceria la extraccidn de las raices de grados superiores. La
determinacién de un término cualquiera de una progresion
por cucciente, 6 bien el producto de un nimero cualquiera de
sus términos, serian casiimpracticables con los recursos de la
Aritmética comun. La insercién de un gran niumero dado de
medios proporcionales geométricamente entre dos numeros
seria incaleulablé por los medios ordinarios..

Por manera que la Aritmética, no sélo se encontraba con
magnitudes no numerables (como la diagonal del cuadrado
respecto del lado, 6 la circunferencia respecto del radio...),
sino con laimposibilidad, é casi imposibilidad, de computar
muchas de las magnitudes numerables.

Parecia imposible salir de tantas y tantas dificultades,
rayanas en muchos casos con la imposibilidad, cnando en 1614,
public6 el Barén Napier, escocés, su Mirifici logarithmorum
canonis descriptio; si admirable por la profundidad del inven-
to, admirable también por la ejecucidn, dada la escasez de
medios de que entonces disponia la ciencia.

Logaritmo (del griego Jdyos agfpds) quiere decir el nime-
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ro correspondiente d la razén; porque logaritmo es el indice
de la potencia & que se ha de elevar un nimero constante,
ltamado base, para produecir un guarismo dado. Los logarit-
mos son, pues, los exponentes de una base, constante en cada
- sistema logaritmico, la cual ha de producir por involucidén
todos los numeros de la escala de la pluralidad.

100 =1

101 ="10

102 =100 =10 >< 10

10% = 1000 = 10 > 10 >< 10 involucidn.

104 = 10000 = 10 >< 10 < 10 >< 10
105 = 100000 =10 >< 10 >< 10 >< 10 >< 10
106 = 1000000 = 10 >< 10 >< 10 >< 10 > 10 >< 10 ate.

Cero, 1, 2, 8, 4, 5... son los logaritmos respeetivamente en la hase 10 de
los niimeros 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000...

Como se ve, no es lo mismo exponente que logaritmo.

Exponente es el indice de la potencia & que ha de elavarse
un numero cualquiera: 6%; 173; 454%; 1000%...;

Logaritmo es el indice de la potencia 4 que ha de elevarse
sucesivamente un sélo ndmero (10 en los ejemplos ante-
riores). :

De manera que todo logaritmo es un expounente; pero no
todo exponente es un logaritmo.

Antes de seguir adelante conviene manifestar que, para
generalizar los principios, se da en los cdleulos logaritmicos
la forma de exponentes fraccioharios 4 los signos que en
otras clases de computos sirven para indicar la extraceién de

las raifces. Asi,
—g—  a— - =
V25, V625, Ve, v e
se escriben

[
e~

1 1
4% 97% @5t a™, ¢,
4 bien

40,5; 97 0,355; . 625 0.%5; .

4 0-5; 250333, 625 0-25;,

'

. Esto, como se ve, no constituye dificultad de ninguna cla-
se para la inteligencia: sélo pide que se aprenda un nuevo
modo de notacidn.
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La interpretacidn de tales expresiones es sumamente
clara:

S ) |
4 ? significa que de 4 se extraiga la V™~ .*.4 2=2;6 hien 405 =2
5 :
2 2 quiere decir que la v~ de 2 se eleve 4 la 5.* potencia; & bien qua
1
de la 6.* potencia de 2 se extraigalay™ .+, 64% =8
5 1
s _ 3o _ Yaa a o e o Moo coa 3 ‘
B = /8 = {/5xBxBxB-3>x8 = /120 =129 ° = 27 et.

Lios denominadores de los exponentes fraccionarios son,
pues, indices de raices, 6 de evolucidn; y los numeradores,
indices de involucidén.

-
ni

. 3
. - _— 7
Car=yany w7 = /o
Pero los logaritmos (si esta nueva notacién se ha entendi-
do) son indices asi de potencias como de raices, no de nime-

ros cualesquiers, sino de una base dada, ¢ sea de un solo ni-
mero especial (del 10 en los logaritmos vulgares)...

Para facilidad de lo que se ha de exponer sobre los loga-
ritmos, resumamos aqui las principales nociones de la in-
volucién y de la evolucidn.

1.° Los exponentes enteros indican el numero de veces
que una cantidad cualquiera es factor de si misma en un pro-

ducto.
285 =2 2222 =32
" =03 &3 ax 4. lasta p veces

2.° Eldenominador-de los exponentes fraccionarios indi-
ca ol grado de la raiz que ha de extraerse de un nimero dado
cualquiera.

|-
‘\.
il
I
Bl

405 6 biend ° =

o

—

3202 6 bien33 5 — ‘/é; — 9
| -

no_
o —"‘/a.
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3.° Los exponentes fraccionarios cuyo numerador no es
la unidad, indican dos operaciones:

~ El numerador una involucidn;
El denominador una evelucidn,

© Asi,

1

. 3
93 significa] 7€ del 2 se extraiga la V/
B

¥ que esta raiz se eleve 4 la 6.% potencia

6
3

ot = (V)

6 bien (pues, tedricamente, el orden de las operaciones no
varia el resultado)

E ’ .
a” = (\7‘1 )m;ébien ¥ am
4.2  Admitidos de este modo y con tal sentido los expo-
nentes fraceionarios, se da el nombre de potencia 4 cualquier
cantidad con exponente, sea de la clase que fuere.
Asi

a® se dice g elevado 4 3; 6 bien # elevado al cubo; ¢ bien a elevado
& la 3.* potencia;

1
a 3 ; @ 0‘555,.,; o 0-335... H

: 1 . . P
se dice g elevado & 5 6 hien & elevado 4 la potencia —

. , . 8/~
¢ bien, y con mds exactitud, \/ de a.

Potencia, en este nuevo sentido, no significa precisamen-
te involucien (como debiera), sino cantidad con exponente.
5.° Elproducto de dos potencias de @, es otra potencia
de a designada por la suma de los exponentes (sean éstos, en-
teros ¢ fraccionarios). )
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‘2’3><‘9°-~22 +5 =98 =22 B 22 =82 .
225528 2= WHEES =21D—2><°><2><2><2><°><9><2><2><‘) =1024
am > an=gmtn -
amcan X aprx ag=gagmntatotl

£ s L O L |
(642 5c6a8 =642 S=06412 M 412_64° (\/e4)=2 =1
| 640,55 $40,1666... — §40,5°F 0,1666... —640 666. — o4 =1(
1 1 nom
r,‘,‘m>< a:n __amxn
2 a1 2+1 3
><fL3‘“:a',3=(s :a,l:(x.
2 LS S 3.5 —_
P78 ° < 82768 F =32768° ¥ =3ate8® P = 15 == (i/ams)
=28 = 256

6.0 Tl cuociente de dos potencias de a, es otra potencia
de a designada por Ja diferencia del exponente del dividendo
menos el exponente del divisor (sean enteros ¢ fraccionarios
estos ‘exponentes).

R S O N A
643 +64 8 =647 "=84° =640 =(2=4:2=9)
1 1 1 g m=—n
a‘_'rt—_-_ a?z-_,a ) m amxu
200 .1 21t 31
64 % 2607 =64% 2=64% U=064%=2
m . n m o n G X ay—(n %)
a P za?=a? 9=nu pxa
1
= e —
aﬁl _aﬂ=a k1]
13 1 m
a® zog® — g™
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7.° Cuando son iguales los exponentes que han de restar-
se, resulta el exponente =0 '

an . :

—=gn ;g =gi—n=qq0 =1

a# .

Es consecuencia de todo lo anterior que a® =1 (*)
En efecto,

w
@

— evidentemente 4 1

93
al . . Porque cuando dividendo y divisor
<= 1 ; nao y
«® evidentemente 4 son iguales, el crnociente es = 1.
an -
— —eovidentemente 4 1
an
'

23 + 923 =255 =20 =1(=47=1)

a3 1 a3 =a’i"F =gl =1

@n = g — aqr—1n =ald =1

mooom o m
a® gt =qg [

El 1, cuociante, puede provenir de la divisién de infinidad
de dividendos por otros tantos divisores iguales (respectiva-
mente) 4 los dividendos.

De consiguiente, tods cantidad cuyo exponente es cero
carece de potencia, siendo incapaz de cambio por medio de la
involueidn,

Ix1=1

Ixix1l=1 -

Il lnInlonglng.,..=1
20—=1

60=1

@ 4104+ T =1
m +n 4+ pP =1

' LY m S
0
( GX‘/(L) =1

{*) A los tenaces encomiandores del orden ligico (?) en log métodos de
engefianza (véase el Apéndice de la pigina 175, tomo II), hay que volver
4 preguntarles: ;:Como, al empexar la Aritmética, puede hacerse entender
4 quien nada sabe todavia de la ciencia, que las protoenas son coeficisntes,
en fodos los sistemas de numeracion, de la base respectiva b elavada a
cero, 6, lo que es lo misme, 40 ? ’

-
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LOGARITMOS ‘ 417

8.2 Cuando de dos exponentes que han de restarse, el ex-
ponente que hace oficio de minuendo es menor que el expo-
nente que hace oficio de sustrasndo, el exponente -residuo re-
sulta negativo.

(13 = a¥ :aﬁ.-“5:a—2

Toda cantidad con exponente negativo es reciproca de un
quebrado que tiene por numerador la unidad y por den0m1-
nador la cantidad, sin exponente negativo.

e 2= =1

— — P— ‘Iz
e T 2= xal= (g E)Xa_?‘

Sabemos que, si una cantidad se multiplica por 1, el re-
gultado no varia; :

e @ = = =

.. El cuociente de la unidad dividido por una cantidad - es la
reciproca de dicha cantidad. ' '

, 1
La reciproca de 6 es <
2 3 3 2
Lade —es— ylade —es—
] 2 ¥y 2 3

9.° La potencia de.una potencia de a es otra potencia de
@ igual al producto de los exponentes:

(25 )2 = 2FX2.2 00 = 64 (=x 82 — 64)

n o= gm XU

1 1
-— noX - -—
9 '—a L

n 113 m ¥ n

: —— XA _—

2 n = P — n
my n m n (m b4 q]X n‘(p}
— = — X

((;,_Lﬂ)q —u P Q=0 IJXG

TOMO 1L _ ' &3 .
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418 ARITMETICA POR APROXIMACION

Pero dejemos estas generalidades para volver 4 los loga-
ritmos. ' : :

Todo cuanto se ha dicho de los exponentes en general,
sera verdad también de los logaritmos en particular; por no
ser los logaritmos otra cosa que exponentes de un nimero
constante escogido como base. ' _

Sea esta base el nimero 2. Y tendremos: -

o = 1
2t = 2
2 = 4; (porque 2 2=4)
28 = 8%mmm2x2x2=&
21— 18 (porque 23x 2 3¢ 8¢ 2 == 16)
25 = 82; (porque eto.)
M = 64
27T = 198
28 — 258
29 = 512
210 = 1024
21t — 2048
212 — 4096
215 — g1a2
ot — 16384
als — 32708 .
26 = 6H536

S1i se snpone que ésta sea una TABLA de Logaritmos de la
base 2, no hay para qué repetir el 2, y por conveniencias que
demuestra la préctica, se da 4 la Tabla la disposicién si-

guiente:
Nimergs. |Logaritmos. N

1 0

2 L

4 2

8 3

16 4

G4 G

128 7

2b6 8

512 B

1024 10

-2048 1t

4056 12

8192 13

16884 14

52768 13

Gbb3G | 16
ete, ete.

Obsérvese que los logaritmos de la tabla (?) anterior forman
una progresién por diferencia que empieza por 0; y que los
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numeros correspondientes, registrados 4 la izquierda, for-
man ung progresion por cuociente gque empieza por 1.

4 §:16: 32:64:... razén geométrica — 2
.2.3. 4. 5. 6. razdn aritmética =1

Ol—i

Claro es que las progresiones pueden ser otras; pero, con
tal de que empiecen por 1 y por O respectivamente, los tér-
minosde la progresién por diferencia resultardn logaritmos de
los términos correspondientes de la progresién por cuociente:

:4:8: 16 32:.. razdn geométrica — 3
.6.9.12.15..,, razdén aritmética =3

125:125:625:... razdn geométrica = 5
14. 21. 28.... razdn aritmética =7

Teniendo ya una Tabla de logaritmos, notaremos inme-
diatamente sus ventajas.

La operacidon de multiplicar unos por otros los nimeros
en ella comprendidos, queda reducida 4 sumar los respectivos
logaritmos. :

La de dividir, & restarlos;

La de elevar 4 potencias, & multiplicar;

La de extraer raices, 4 partir.

MULTIPLICACION

¢Cuil es ¢l producto de 16 >< 327

Busco en la Tabla precedente de la base 2 el logaritmo de 16, ¥

Ballo . ueeeiieiiarinns inninnianaden Crer e aaes verrianre 4
Buseo el logaritmo de 32, vhallo, sovevnneveiniiinaien, vrease B
Sumo ambosloga.ritmos,yhallo ....... . -

Busco el logaritmo 9 y hallo 4 su izguierda el num, 512,
.. 1632 =512
<Cunél es el producto de 18 x< 1287

logaritmo de 16 = 4
logaritmo de 128 = 7

Suma.....= 11

Niimero correspondiente al logaritmo 11 = 2048 '

.v. 16 ¢ 128 = 2408
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420 ARITMETICA POR APROXIMACION

¢Cuil es el producto de 2 < 5127

" logaritmo de 2= 1
logaritmo de 512= 9

Suma....= 10

Numero correspondiente al.log&ritmo 10 =_I1 024

. 2< 512 1024

¢Cual eg el producte de 32 » 20487

logaritmo de 32 = 5
logaritmo de 2048 = 11
Suma. ... = 16

Nimero correspondiente al logaritmo 16 = (655306

o 52 5< 2048 = 65586

DIVISION

. ;CQual es el cuociente de 40967 | 512

logaritrno de - 4096 = 12
logaritmo de 512= 9

Diferencin,... 38

Némero correspondiente al logaritmo 5 =8

.*. 409G | b12

=8

. 32768
dCuél ez el cuociente de vyl

. logaritmo de 82768 = 15
logaritmo de 1024= 10

Diferencia.... 5
Nimero correspondiente al logaritmo 5 = 82

32768
T
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;Cndl es el cuociente de 8192 4 1287

logaritmo de 8192 =
logaritmoe de 128 —

3
7
Diferencia.... 6
Nuamero correspondiente al logaritmo 6 = 64

.. 8192+ 128 =64

¢Cuil es el cuociente de 655867 | 256

logaritmo de 65536 = 16
logaritmo de 256 = 8

Diferencig.... 8

Numero cuyo logaritmo es § = 256

.+. 65536 | 256

= 256
INVOLUCION
4Cudl es la quinta potencia de 8?

logaritmoe de 8= 3
= b

" Producto,.,.......15

Nimero cuyo logaritmo es 15 — 32763

. 85 =888 EBx8=52768

<Cuél es el cubo de 32?
logarvitmo de 32= 5
< 8

Produecto..eeee.... 15

Numero cuyo logaritmo es 15 = 52768

L1 B25 =152 < 82 < 32 =32765
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4232 ARITMETICA POR APROXIMACION

¢Cu4l és la undéeima potencia de 27

1003.11tm0 de2= 1 -
> 11

_P'rodut,to e seanaan 11

Niwmero cuyo logaritmo es 11 = 2048

QU=23 222 I =2 23¢ D B¢ D ¢ 2= 2048

¢Cual es la cuarta potencia de 167

logaritme de 16 = 4
> 4

Producto........ .. 18
Numero euyo logaritmo es 16 : 65556
. 164 =163 16 < 16 >< 16 = 65536
EVOLUGION
2Cudl es lay/ de 40967

logaritmo de 4096 =12
Cuociente......c.v.. 12+ 3 =4

Nimero cuyo logaritme es 4 =16

. V4006 =16;  (.-. 168 = 4096 =16 < 16 < 16)

Cusl eslay/  de 327687

logaritmo de 32768 = 15
Cuociente.....ocauun. 15

O(
o

Nlumero euyoe logaritmo es 3 =28

. V/82%68 =8, (.-. 55 =52768 =838 8388
cCudl es la rafz 15 de 827687

logaritmo de 32768 ==15
Cuociente. oo.vveveen. 15216=1

Niimero cuyo logaritmo eg L==2

L V/B2TE8 = (.. 215 =BTEB=2 3 23X 2 2 2> 2 X 234 B2
x2x2x°x9x2xm
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¢Cual es 1a 7 de 40967

logaritmo de 4096 =12
. 12

— =2 (12 + 2=2)
6

Nuamero cuyo logaritmo es 2 =—4

4006 = 4; (L 40 == 2096 = 4 43 43¢ 4 3¢ 4 < ),

Tenemos, pues, que los principios fundamentales de la
Aritmética logaritmica son los siguientes:

1. Ta suma de los logaritmos de dos nimeros es el loga-
ritmo del producto de esos numeros.

Log. de 5 +log. de 4 =1log. e 20; 4 sea =log. de (5 >< 4)

2.° La diferencia de los logaritmos de dos nimeros es el
logaritmo del cuociente obtenido de la divisidn en gue haga
tle dividendo el mumero cuyo logaritmo aparece como mi-
nuendo y en que haga de divisor el otro numero.
) 9 1 -
Tog. de 9 —log. de & =log. de — =1log.1 - = log. 1,5
8.° El producto del logaritmo de un nitmero multiplicado
por el indice de una potencia 6 de una raiz es el logaritmo de

la potencia & que ha de elevarse dicho ntumero, ¢ de la raiz
que ha de extraérsele.

r

Log. de b3 =5 x<log. ded
1
Log. de§ * == % »¢ log. de 8.
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ILLECCION II

Tablas de logaritmos,

Las tablas de logaritmos difieren de las de ‘cuadrados y
cubos, asi como de las correspondientes 4 las fracciones deci-
males, en ser imprescindibles para las operaciones logaritmi-
cas; mientras que el aritmético puede pasarse sin las otras,
formadas principalmente para su comodidad y ahorro de
tiempo. ' '

Las

TABLAS

que siguen estdn calculadas para solo cinco cifras decimales,
utimero suficiente en los cémputos comunes y sencillos.

Sin embargo, para las operaciones de este Libro II de la
Parte I1, se ha hecho uso de las tablas estereotipadas en 1795
de Fraxgors CarLer, corregidas por M. Sarcey en 1875, Hsas
~ tablas de 1795 estdn calculadas con siete decimales para los
numeros desde 1.4 108 000; y las operaciones con ellas ejecu-
tadas resultan de mucha mas exactitud que las hecha.s con
Tas tablas que siguen 4 continuacién.

Pero el volumen de las de Cariet las hace incompatible
con las dimensiones de esta obra. '
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N.o¢ 100 & 1600.
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Q0600 & 20413

425

EI.“.

100
101

103

0
00000
0452
0860
1284

1
00043
0475
0903
1326
L703| 1745
0211902160
25311 2572
2938|2979
8842 3383
87481 3732
0415904179
4552 4571
40221 4961
5308) H346
56901 BTy
0507006108
(B446| G483
G319 6858
T188] 7225
THha Thul
07918107954
8279 8314
B636| 8672
8991 9026
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1003710072
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4306 N o= 1600 & 2200. . LOGARITMOS 20412 & 34242,

weel @' | 1 2 | 3 4 |. 5 3 7 s o | .
160 20412120439 [20466 20493 [20520120548 [20675(|20602 2062920656 § 11 3
161 0683| 0710} 0737| 0763 | G796 0517 ] 0544 0371} 0898{ 00252 6
162 | 0932t 09781 1005) 1032 ] 1059| 1085 | 1112 1189 1i65| 11923 @
163 ) 1219) 1245 1272 1299 ] 1825| 1852 ¢ 1578; 1405 | 1431| 1458 | 4112
164 |- 1484! 1511 | 1537 1564 ) 1590| 1617 | 1643| 1668 | 1696| 1732 5]16-
165 |21748121775 [21801|21827 |2185421880 |21906|21932 |21958|210856 1 6
166G | 2001} 2087 | 2063| 2059 | 2115( 2141 | 2167 2194 | 2220] 2246 7!22
1671 2272 2208 | 23241 2350 | 23761 2401 | 2427 2453 | 2479 2505 | 3/25
165 2531] 2557 | 2583, 2608 | 2634| 2660 | 2686| 2712 | 2737| 2763 [ 9|28
169 2789 2814 | 2340: 2866 | 2891 2917 | 2943| 2068 ] 2994| 5019 “a9
170 123045 (28070 |23096|283121 |23147,23172 [23195123223 [23249123274

1711 8300| 8325 5350 387G 3401| 3426 3452| 3477} 8502 85528 % %
172 | 85653| 8573 | 5603( 3624 | 5654| 3679 | 37047 3729 | 3754| 3770 3 9
178 | 8305 3830 | 3855| 8830 | 8905, 3030 | 3935( 3080 | 4005 4030 119
174 | 4035] 4030 | 4105! 41301 4155 4180 | 4204| 4229 | 4334 4279 5|15
175 [24801,24329 (2435324378 |24403 (24428 [24452|24477 124502 |24527 o g
1761 4551 | 4576 | 4G0L| 4623 | 4650| 4674 | 4699 | 4724 | 4748, 4773 7120
177 4797| 4822 | 4846 4871 | 4595| 4920 | 4944/ 4969 | 4983 5018 3 58
178 | 6042] 506G 5001 5115 | 5139 5164 5185 5212] 5237| B2c1 9135

E

179} 5235 5310 5584) 5503 | 5382 5406 § 5431| 5485 § 5H4719| 5503
180 |25527)25551 12557525600 12562425648 1256723 26606 [25720/25744 | 2
181 6763 5792} 5316| 5540 | 53G4| 5333 5912| 5935 | 5930, 5083
1821 6007, GO31) 6033| 6079 ] 6102, 6126 | 6130 G6174| G193] 6221
1831 (245| 6269 | 6293) G316 | 6340 6364 | G387, 6411 | G435| 6455
184 | 6482| 6505 | 65291 6553 | 6576] GGOD | 6623 6647 ] 66T0| 6694
185 {26717|20741 26764126783 206511 26534 126858 | 26531 {26005[26928
186 | 6951| G975 | 6998] 7021 ] T045| 7088 TO91| 7114 718| 7161
187 T184] 7207 7231 7254} 1277} 7800 | T323| 7346 | 1370 7393
185 | 7418| 7439 ] 7462 T485| 7508| 7581 | 1554| T577§ 7600! 7623
180 | 7646] 7669 | T692| 715§ €T88; TT6L§ Vi84; T80T | T830| 7852
190-[27875;27898 |2TH21 {27944 2796727939 {23012 28035 {28058 | 28081 | 54
191 | 8103| 8126 | 8149y 8171 | S194| 8217 | 8240] 8262 | 8285| 8307 1 )
192 | 8330| 8253 | 8375 8398 | 5121 8443 | 8466 5488 | 8511 8533 3
193] 8556; 9573 ( 8601 8623 § 8646] 8663 | 8GO1| ST13 | 8735 8768 3
104 | 8750| 8303 | 8325] 8847 | 8370 85021 3914 8937 | 59539 8981 il

5

6

7

8

e e R e e v e
—
-

195 {20003 25026 [29043|20070 [29003|20115 (20187|29164 [20181 (29203
196 9226, 92451 92707 9202 9314 9335 | 9358| 9380 | 9403| 9425
197 9447] 9469 | 9491]. 9513 | 9535 9557 | 9579, 9601 § 9623: 9445
1981 9667 9655 ] 9710; 9732 HT5H4; 977G | 9798 0520 4842 0368
109 ] 98351 9907 | 99200 9951 | 9973| 9994 3001630038 |30060:30081
200 [80103 80125 {30146 30168 [30100,30211 |30253180255 130276]30298 | 122
201 | 0320] 0341 | 0363| 0884 0406 0423 ¢ 0449 0471 | 0492 05141 =2

202 | 0335| 05537 | 0573} 0800 0G2L| 06431 0664 0685] 0707} 07281 2
903 { 0750| OT71| 0792| 0814 | 0535| 0956 | Os78| 089G | 0920| 0942]2| b
204 | 0943 09844 1006; 1027 | 1048] 1069 | 1091) 1112] 1133 1154 3| 7
205 |31175[31197 [31218|531230 18126031231 |31302!31323 [31545(813C6 | 4] 9
206 | 1887| 1408 | 1429| 1450 14711 1492 ] 1518| 1534 1535| 1576 | 5 /12
207 | 1507 161871 1639| 16601 1631 1T02] 1728 1744] 1765] 1785 6|14
208 | 1806| 1827 1848/ 1869 | 1890| 1911 | 1931] 1952 | 19781 1994 7|16
209 | 2015| 2083, 203G) 2077 | 2098; 2118 2139f 2160 | 2151] 22011818
210 |32222]52243 {32263 (32284 | 32305 323925 |82346 32306 |32337 32408 | /21
211 | 2425] 2449 | 2460 24901 2510) 2551 2562 2572 ] 2583 2613 | 55

2121 2634; 206541 2675| 2695 | 3715 2736 ) 2756] 2777 | 2797| 2818
2131 9838| 28381 2679 28091 2919 2040 | 2960 2980 | 3001| 5021
214§ 8041 30623 3082 3102 35i22] 3143 | 5163 31831 3203 3224
915 |33244 135264 {33254 /33304 |35525 /53545 |33565|83885 |35405|534325
216 | 34151 8455 3486 3506 | 3326 3546 ) 566! 3586 | 860G| 3626
217 ] 8646; 3666 | 3686| 3706] 3728| 3746 | 37G6] 3736 § 3806| 3820
218 ¢ 8846| 3366 | 5885 8905 | 39231 3045 | 3965 3985 § 4005 4025
2191 40441 4064 | 40841 41041 41241 4143 1 4168 4188 { 42031 4223

S0 A =) Oy CUH OO DD =
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LOGARITMOS

.94 2200 4, 2500, 3a2424 amis, 427

weel | 1 2 2 4 5 6 v 8 9 20
220 [8:4242 34262 [84282 84301 §34521:34341 134361 (34380 (344008442011 2
921 | 4489 4450 § 4479 4498 1 4518 4537 | 4557 45771 4b0G| 40616| 2 4
902 | 1G85 4655 F 4674; 46094 | 4718| 4783 § 4758| 4772} 4792 4811] 3| 6
223 | 46807 4850 | 45069 4589 | 4908 4928 4947 4967 | 4986) 30051 4] §
224 | 50251 5044 | 5064| b0S3 | 5102 5122 5141| 5160 | 5180| 51%1] 510
av5 3521685238 [86257 (35276 |35295,55815 |35884 (35853 |85872)35392 | 6|12
26 | 411! 5480 | 5449| 5463 ] 5488] 5507 | b526| Bb45 | BOE4 5583 | Tild
997 | 5603] 5622 | 5641| 56601 56790 5698 | 5717| A786 | HTA5| 5774 | 8k
998 | HT793| 5813 | 5832 5851 | H8T0| HRBY | HU08| 5927 | BY4E, HO65H | 6[18
229 | 5984| 6003 | 6021} 040} 6059| 6078 | 6007 G116 | G135 G154 TS
230 |36173:86192 18621156229 1362451 362367 [36256136305 [36324 36342 12
231 | 6361 6380 | 6309 (418§ 6456 6455 | 6474 6493 | G511 6880}, ;
232 | 654 6568 (586) 6605 § 6624 6642 6661| 6680 | 6608 6717] 5
233 § G736| 6754 | 67T3| GTOL] 68101 G829 | 6847| GEGG | 68834, 6503 3 ;
254 F 6922) 6340 | 6959 6977 § 6996, T014 | 7088| 7051} 1070, 7088 ’7"1E}
285 |371071537125 |37144 (87162 {37181 |37190 |37218|87246 (37254 37273 ”6)11
@36 1 T¥01| 7310 | 728! T345| T865| TBE8{ 7401| 7420 | 74388; 7467 7113
237 | TAT6| 7498 | 711 U530 | TadS! THGG§ THBH| TE0S [ T6G21] T6hHY 81:’.)
288 | 7608| 1676 | T6O4| TTI2) TISI TT49 | TYET| TT8h | T80B| 1822 al17
w39 | 7840 78551 7876 T894 7912 7981 | T049: 7967 | 7985 s003 (1L
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9117
9205
9294,
9581
9469
9507
9644
9732
9519
69906
9992
700D
0165
0252
70338
0424
0505
0595
0630
70766
0ES5L
0935
11020
1105
71189
1273
1857
1441
' 1525

2
66205
6389
6483
6877
6671

68764

(857
6950
7043
7136

67228
7821
7413
7504
7596

67688
779
7870
7961
8052

68142
8233
323
8413
8502

63592
8681
8771
8860
£949

69037
9126
99214
9302
9390

69478
9566
9653
9740
9827

69014

70001
0088
0174
0260

70346
0459
0518
0603
0689

10774
0850
0944
1029
1118

71198
1282
1366
1450

1533

3
66304
6398
6492

6320
66773
6367
960
7052
7145
67237
7330
7492
7514
7603
67697
7788
7879
7970
8051
63151
§242
8332
8402
§511
63601
8690
8750
8869
8058
89048
9185
9223
9811
9399
69487
9574
Y362
9745
9836
69923
70019
0096
0183
0269
70855
0441
0526
0612
0697
70783
0368
0952
1937
1120
71206
1290
1574
b 1458
1542

6556
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G969

T154
67247
7539
7431
523
614
BT706
7917
7888
7979
8070
GB160
8251
8341
5431
8520
63610
8699
8789
8878
8966
69055
9144
9232

8408
3949445
9583
9671
058
9845
69932
70018
0105
0191
0278

0449
05635
0621
0706
70791
0876
0961
1046
1180
71214
1249
1553
14846

1550

93200

H

6051466323
64081 6417
G502| 6511
6596; (605
G683 6699

66783160792
6576 G885

6978

7062) 7071

7164
(7266
348
T440
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7624,
67715
7508
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7988
8079
G8169
8260
8350
8440
8529
68610
8708
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8586
| 8975
169064
0152
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- 9529
9417
60504,
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9679
9767
9304
65940
[ T0027

0200
0286

70364 | 70372
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0544
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70800
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71223
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1391
1475

0114

6
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6614
3708
66801
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7080
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67265
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THdl
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7997
8085

68178
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8359
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48628
8717
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69073
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95338
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94775
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0351
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70808
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1147
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1315
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1559

1567

7
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6717
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084
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67274
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B850
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67724167733
|85

7916
8006
80O7
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8547
63637
8726
8515
8904
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69082
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9546
9454

9609
9697
0754
o871
69958
70044
0131
0217
0305
70389
0475
0561
0646
0731
70817
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1155
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1408
[ 1492
¢ 1575

69522

8
66351
6445
6589
G633
6727
66520
6915
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W25
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5002
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N.os
520
5H21
523
525
524
525
B26
haT
528
520
530
531
532
533
584
535
636
637
585
539
540
541
542
543
5dd
515
546
HaT
548
549
550
5b1
552
553
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5 5]
556
557
558
559
560
561
562
503
H64
565
566
567
568
a5
570
BTl
572
578
574
575
b6
57
578
579

71600 4 76343

N.os 5200 & 3800. LOGARITMOS
L] E 2 3 4 & 6 v ] 9
7160071609 |71617| 71625 |71634|71642 | 71650 (71659 17166771675
1634 1692 | 1700| 1709 1717 1725 1734 1742 § 1730 1759
1767| 1774 | 1784 1792 1800 1809 1S17| 1825 1§ 1884 1842
1850; 1855 | 1867| 1875|1588 1592 1900| 1908 § 1917| 1926
1933 1941 1050| 10581 1966) 18754 1983| L1991 § 1999 2008
7201672024 | 72032| T2041 [7204%| 72057 {72066 72074 §72082(72000
20991 2107 | 2113| 21231 21532) 2140 | 2145| 2156 | 2165 2173
2181 2189 | 2198; 2206 | 2214| 2222 | 2230 2230 | 2247 2255
2263 2272 | 2280| 9288 2296, 2304 | 2813 2821 | 28201 2837
2546| 2354 | 2862] 2370 2878| 2387 | 2305| 2403 | 2411| 2419
T2423( 72436 |7244:4| 724562 | 72460] 72460 | 72477, 72485 |72493| 72501
2009| 2518 2526] 256541 2542| 2550 | 2b58! 2667 | 2675| 2588
2501 2309 | 2607 2616 | 2624; 2632 | 2640 2648 | 2656| 2665
96731 2681 | 2689 69T 2705! 2713 | 27221 2780 | 2786 2746
70| 2762 | 2770| 2779 2787 27951 2803| 2811 | 2819 2827
T2855| 72843 [79552| 72860 | 72868, 72876 | 72884172592 | 72000] 72908
2016; 29251 2058] 2041 ] 2040 20567 9965' 2973 | 20681y 2989
2097] 3006 3014 80221 3030| 8038 ) 3046; 3054 | 5062| 8070
S078; 50861 5024 3102 3111| 5110 | 3127| 31851 3143, 3151
5139 5167 | 8175 3183 | 519L| 81901 3207| 32151 83223] 8251
T3239| 78247 | 78265| 73263 | 73372173250 [73288| 752906 {73304 73512
3320 33281 3336| 8844 | 2352 4360 | 3868| 8376 | 5584 3302
3400; 3405 ] 8416| 3424 84-32! 3440 | 5448 5456 | 8464 8472
3430| 54881 5406| B004 ¢ 8512; 5530 | 3528| 3556 | 3544; 5552
3560 55681 3576| 5554 ) 8692: 8600 | 3608| 5616 | 3624] 3632
73640170048 | 78656 | T3664 [ TEGT2|TE0TY | 7368773605 | 75703 713711
3719 3727 | 8735y 5745 3751| 3769 | 837G} 8775 | 5783| 5791
5799| 8807 | 3515, 5823 | 8830) 8535 | 3846) 8834 | 8862 8370
5973 3886 | 8594, 5902 | BYL0| 3018 5926 3083 | 8941 5949
3957) 8005 | 897G] 8981 8980, 8997 4005] 4013 | 4020| 4028
T4086 74044 | 74052 | 740060 | 74068 74070 | 740841 74092 | 74094 74107
4115) 4183 4181, 41892 4147| 41533 4162| 4170 | 4175 4186
41947 4202} 4210| 4218 42351 4253 4241[ 4949 4 4257 4265
4275 4280 ] 4288 4206 4304 4313 4320° 4327 | 4335( 4343
4851| 4859 | 4367| 4374 4382 4300 4308; 4406 | 4414| 4421
T4420| 74487 | 74445 74455 | 74461 | TL4068 | 74476 | T4484 174402174500
4507) 4515 | 4523 4531 | 4530 L5471 4554 | 4562 4570 4578
455G) 4895 | 4601) 4600 | 4617 4624 | 4632| 4640 | 4648) 4656
4663 46711 4679 4687 4605] 4702 | 4710| 4718 | 4726, 4758
4741, 4749 ] 4757 4764} 4TT2] LTS0| 4788) 4796 | 4805 4811
TASL0 74827 74834 | 74542 J 74850 14858 | 748065174873 | 74881 | 74859
4580G] 4904 | 4912| 40201 4927, 4955 | 4945| 4950 | 4938, 4066
4074) 49311 4089| 49971 5005| 5012 | 50207 5028 | 5035, 5045
5051, 8059} 5066 5074 | 5082| 5089 | HO4T! 5105 | 81131 5120
5128| 5136} 5143| 515L| 5159 BIGO| 5i74| 5182 | 5189 3197
1520515213 | 752201 75288 | 75236 | 75243 | 75251 | 75259 | 715200, 75274
52821 5259 | 2207, 5305 312 5320| 5328 335 | 5845, 5361
5308| 5366 | 3374| 5SS1| 5889 5547 | 5404| b4l2 | 5420| 5487
5435| 5442 5450; 5358 | 5465| B4T3| 5481 5488 | 5496| 5504
BELLL 5AL2 L BBRG] 5534 | 5542 badd | 53HT| BSOS | B5T2| 5580
ToDSTI 7605 [TR60B! TE610 |Ta018| TA626 | 15083 THe4L | 156.43| 75656
se64] 56711 5679! 5686 | 5694| 5702 | 3709| 5717 | 5794| 3732
740! 5747 | 5755 BTG HT70| HVTS| 5TH5| HT93 | 5300| 5308
5315| 5323 | 38311 5833 | 5846| 5ub3 | 5861| b8 | 5376| 5364
G841| 3599 5506| 5914 ] 5921| bid20| 5037 BOLL] 5952 5059
TIOGTITHWTL [75882: THOSY [T5997T| 76005 {76012 TG00 {76027 | 16035
G012 6030 0057| 6063 | 6072 6050} 608T. GOU5 T 103| 6110
G118} G125{ 6183 GL40| 8148) G155 6103; 6i70] 6178 6155
G195) 62001 6208| 62151 6223 623 6288| 6245 | G258 62060
gzl 62751 62830 62001 62987 63051 6313! G320t 6828° Gusb
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N.o» 5800 4 6400,

LOGARITHMOS

76343 4 80618,

.
#

N,
580
381
582
893
584

586
B8T
588
589
590
591
5992
598
H94
ho5
596
597
598
599
600
601
802
608
604
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
816
$416
G617
618
619
620
321
622
523
624
6256
626
4§27
628
629
630
631
632
633
634
635
(36
637
638
639

()]
76343
6418
6492
6567
6641
76716
6790
65864
6958
7012
77085
7159
7252
7305
7379
77452
7525
7897
7670
43
11815
887
7960
8032
8104
18176
8247
8319
8390
8462
78533
8604
8675
8746
8517
18858
8958
9029
9099
9169
79239
9309
9373
9449
9518
79558
9657
avaT
9796
9865
79984
80003
0072
0140
0209
80277
0346
0414
0452

056560

1
76350
6425
6500
6574
6649
76723
8797
6571
G945
019
77093
7166
7240
7313
1856
T1459
7532
1605
7677
7150
7822
7895
7967
8039
8111
78183
8254,
8326
8508
8469
78540
8611
3682
8758
85824
78895
8965
9036
9106
0176
79246
9316
9386
9456
9525
79595
9664
9784,
9803
9872
79941
80010
Q079
0147
02186
80284
0333
0421
0189

0557

TOMO I

-]

76358
6433
6507
6582
6656
76730
(805
6879
6953
7026
77100
7173
14T
7820
7398
77466
7539
7612
7685
7157
77830
7902
7974
8046
8118
78190
5262
8333
8405
8476
78547
8618
8689
8760
8831
78902
8972
9043
9118
9183
79253
9323
4393
9463
9532
79602
9671
9741
9810
9379
79048
50017
0085
0154
0223
80291
0339
0423
0496

0564

3

76365
6440
6515
6589
6664
76738
6512
6856
69560
7034
77107
“7181
72564
7827
7401
7474
7546
7619
7692
7764
77887
7909
7981
8053
8125
78197
5269
5340
8412
8453
8554
8625
8696
8767
8838
78909
8979
9050
9120
9190
79260
9330
5400
9470
9539
75609
9678
9748
9817
9856
TOU55
80024
0092
0161
0229
80298
0366
0434
0502

0570

4

76373
64483
65622
6597
6671
76745
6819
6893
6967
7041
7115
7188
7262
7335
7408
77481
7554
7627
7699
7772
77844
7916
7958
8061
8152
78204
8276
8347
5419
8490
78561
8635
8704
3774
8845
78016
‘8386
9057
9127
9197
79267
9337
9407
9477
9546
79616
9685
9754
9824
9393
73962
80030
0099
0168
0256
80805
0373
0441
D509

0577

5
76380
6455
6530
6604
6678
76758
8827
6901
6975
7048
77122
7195
7269
7842
7415
77488
7561
7634
7708
7779
77851
7924
7996
8068
8140
78211
8283
5355
8496
8497
78569
B640
8711
8781
8552
78923
8193
9064
9134
9204
79274
9544
9414
9484
9553
79623
9692
9761
9831
9900
79969
80087
0106
0175
0243
80512
0380
0448
0516
0534

. 6
76388
6462
6587
6612
6680
76760
6834
6908
6982
7056
77129
7203
7276
7349
7422
77495
7563
7641
7714
7786
77859
7931
8003
8075
8147
78219
5290
8362, 8309
8433| 8440
8504 8512
78576 78563
8647| 8654
8718] 5725
8789 8790
8359 8366
78030, 78937
9000, - 9007
9071| 9078
9141 9148
9211| 9218
79285179283
9351] 9358
9421| 9428
9491| 9498
9560 9567
79830 79637
9699 9706
9768 9775
9857 9814
9906 0913
79975 79982
30044 80051
0113, 0120
0182 0188
0250 0257
30315 80325
0387 0395
0455 0462
0523 0530

7
76395
6470
6545
6619
6693
76768
6842
6916
6989
7063
11187
7210
7283
7357
- 7430
77503
576
7648
7721
7793
17866
7938
8010
8082
8154
78226
8297

D591 05498

-]
76403
8477
6552
a626
6701
16775
6349
6923
8997
7070
77144
217
7291
7364
7487
77510
7583
7656
7798
7801
7873
7945
3017
8089
816t
76233
8505
8378
8447
8519
78590
8661
8732
8803
8873
78944
9014
9085
9155
Y225
79295
9335
9435
9505
9574
79644,
9718
9782
9851
9920
79984 79996
40053 80065
0127} 0184
0195, 0202
0264] 0271
80332 80539
0400,
046y
054G

9
76410
6485
6569
6634
6708
76762
6856
69380
7004
7078
77151
7225
7298
7371
T444
To17
7590
7663
1786
7808
77880
7952
8025
8097
8168
78240
8312
8383
84565
8526
78597
8668
8739
8810
8880
78051
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N.o8 G100 4 7600.

LOGARITMOS

30618 4 83510

N, o8
440
G41
642
643
G4d
645
G646
647
648
649
G0
G51
652
653
634
6dH
G56
657
658
659
660
661
662
663
664
(6D
666
667
665
669
670
671
672
673
674
675
G676
677
678
679
G50
681
652
635
684
655
G686
687
6533
659
690
691
G692
693
54
695
G986
GYT
608
G99

1
80625
0695
0760
0828
0895
80963
1030
1097
1164
1231
51298
1365
1431

0
80618
0656
0754
0521
0884
80956
1023
1090
1158
1924
81291
1358
1425
1491| 1498
155S| 1564
8162481651
1600, 1697
1757| 1763
18251 1829
1839! 1895
195481961
20201 2027
2086/ 2092
2151|2158
2217 232
$2282 82289
o347} 2354
2418, 2410
2478 2484
2545, 2549
82607I82614
2672 2679
97371 2743
9302|2508
9866/ 2972
82030 82957
2995 3001
8059| 3065
3123| 8129
3187 5193
8395185257
8345/ 8321
8578| 8883
3442| 8448
3506| 3512
8356588575
3632 8639
3696] 8702
8759| 3765
3322| 8598
83885|83891
3HB! 8954
011! 4017
4073|4080
4136, 4142
84198
4261

4267
45281 4330
4366) 4392

44481 4454

54205

2
80652
0699
0767
0835
(0902
80969
1037
1104
1171
1258
81305
1371
1433
1805
1571
81637
1704
1770
1836
1902
81968
2033
2004
2164
9250
52295
2560
2426
2491
25506
82620
26585
2750
2314
2879
82043
5008
3072
5186
5300
852064
5527
3591
5455
3513
853582
3645
3708
87171
8335

3

80638
0708
0774
0841
0809
80976
1043
1111
1178
1245
81311
1378
1445
1511
1578
81644
1710
1776
1842
1908
281974
2040
2105
2171
22806
52303
2367
2432
2497
2562
82627
2602
2758
2531
28585
52950
3014
3078
5143
3206
83270
3334
3398
3461
5525
83688
3651
3715
3773
3941

33597/83904

3960
4023
4086
4148
84211
4273
4336
4598

4460

3967
4029
4092
4155
84217
4280
43542
4404,
4466

bl
80652
0720
0787

4
80645
0713
0781
0848| 0835
0916 0922
80933180990
1050] 1057
1U7] 1624
1184] 1091
19511 1258
81815|51825
1385] 1391
1451] 1458
1518 1525
1584] 1591
81651|31657
1717 1728
1783 1790
1840| 1856
1915 1921
$1981 81987
2046| 2053
2112! 2119
217! 2181
9243! 2240
$2305 82815
23731 283830
2430 2445
9504} 2510
9569] 9575
82633152640
o6us! 2705
27631 2769
2827|2834
9s92| 2898
$2956(52963
0201 3027
3085| 8091
334y 3155
5213| 8219
8527633233
3540 8347
5404| 8410
3467| 3474
- 8531| 8587
8359433601
3655| 3664
3721} 8721
B3784| 3790
3547| 3853
3910|3916
3973 8979
4036| 4042
4098 4105
4161| 4167
5492384930
4986| 4992
4348 4851
4410] 4417

44751 4479

6
80659
0726
0794
03862
0920
80996
1064
1131
1198
1265
81331
1898
1465
1531
1598
81664
1730
1796
1862
1928
81994
2060
2125
2191
2256
32321
2857
2452
2517
2582
82646
2711
276
2840
2903
52964
3083
3007
3161
3295
53289
3853
B417
3480
3544
83607
8670
3784
8797
3860
83523
30856
4048
4111
4173
849256
4298
48G1
4498
4485!

v
80665
0785
0801
0868
0936
81003
1070
1137
1204

51838
1405
1471
1538
1604

81671
1737
1503
1869
1935

£2000
2066
2182
2197
2263

82328
2353
2458
2923
2558

52653
2718
2782
2947
2011

82475
3040
3104
3168
g2

85206
3559
3493
3487
3550

83613
83677
3740
3803

| 28068

133929

4055
4117
4180
34942
4505
4567
4426
4491

1271

8002

9
80679
0747
0814
052
0949
81017
1084
1151

g .|
80672
0740
0808
0875
0048
81010
1077
1144
1211 1218
1278 1285
8154581861
1411| 1418
1478| 1485
(1344| 1551
1611| 1617
81677 81684
17453| 1750
1809 1816
1875 1842
1941| 1948
82007182014
2075| 2079
2188! 2145
2204) 2210
9200] 2976
82834 59541
2400 2406
465 271
2530 2586
2595| 20601
5265982665
2724| 2740
2789| 2793
2555| 2860
2015 2094
§2082| 32988
304G| 3052
31100 8117
B174] S18L
39361 3945
83302153508
3866| 8572
2420| 2486
3493 3499
8556
85620
3633
8746
3809
8872
B985
3098
4061
4193
L1806
84248
4311
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33626
5630
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4067
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4442
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N.o2 5000 4 7600,

LOGARITMOS

. 84510 4 88081,

435

N.UB
100
701
702
703
704
708
706
707
708
7048
10
711
712
715

14

[1]
84510
4572
4634
4696
4757
84819
4880
4942
5003
. BOBS
85126
5187
5248
5309
A370
85431
5491
5552
BHI2
5873
85733
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LECCION III

Caracteristica y mantisa.

Los logaritmos reducen extraordinariamente el trabajo
del caleulo aritmético, snstituyendo & la multiplicacién la
suma, 4 la divisién la resta, 4 la involucién la operacidn de
multiplicar y 4 la evolucidn la operacién de partir (1).

«Duplican la vida de los astrénomos y de los demss mate-
maticos, disminuyéndoles las difieultades del calocular», decia
Laplace. ' .

Cualquier nimero (excepto.la unidad) puede ser tomado
como base de un sistema de logaritmos (2).

Pero hay bases mas convenientes que otras, y ninguna lo
es tanto, en la notacién vulgar, como la del sistema comtn
de logaritmos, el cual tiene por base al numero 10.

Todos los logaritmos registrados en las TanrLas usuales

(1) O bien, cuando se irata de potencias y ralees, sustituyéndoles In
operacidn de multiplicar un indice entero en {a. involucién y fraccionario
‘en la evolusién.

{2) La unidad ne puede ser base de ningiin sistema logaritmico, porgae
todas lag potencias de 1 son 1. .

Tampoco (segiin comprenderan muy bien los que sepan Algebra) nin-
gun niimero negativo podria servir de base, porque una cantidad negati-
va puede en los cileulos dar valores positivos, negativos & imaginarios,
lo cual impediria reproducir consecntivamente por involucién la serie de
los nlimerocs naturales, ¢ sea, de los grados consseutivos de la pluralidad.
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son, pues, indices de las potencias & que hay que elevar
el 10, para obtener la serie de los niimeros naturales.:

Lios numeros naturales se consideran, pues, en sl sistema
de logaritmos comunes como potencias del 10, ya exactas,
va aproximadas.

Lo andlogo pasa en cualquier otro sistema: en todos son
potencias los grados de la escala: potencias apr0x1madas (ex~
cepto en raros casos) de bases distintas del 10.

Esto es capital, capitalisimo. En todos los sistemas loga-
ritmicos, los grados de la escala de la pluralidad son tenidos
por potencias de una base previamente designada. En loga-
© ritmos no se considera, pues, formados 4 los nimeros por
suma, sino por involucidén (1).

Por tanto: No hay para qué decir que el ca,lculo logaritmi-
co tiene que ser sélo de aproximaciones, pues los casos de
exactitud son de una rareza suma.

Log. de 1 =

Log. de 10 =
Liog. de 100 =2
Log. de 1000 =8

E=1

Log. de 10000
Log. de 100000 = 5

(=}

Log. ds 1000000 =6 Ete.

|
i

Como se ve, siendo 10 la base, sélo hay 7 logaritmos exac-
tos-en el primer millén. T'édos los demas indices tienen que
ser y son aproximados. :

Y, en efecto, todos los otros logaritmos son decimales
aperiddicos, signos de irracionalidad.

Sirva de muestra el siguiente Cuadro:

(1) Tonvolueidn, en el sentido de considerar como exponsntes 4 log in-
dices fraceiomarios, euando en realidad estos indices son signos de eve-
lucién,

0,5 -
g “—a  =Va

09 B R TR T = =27
TOMO 111 b%

© Biblioteca Nacional de Espana



442 ARTTMETICA POR APROXIMACION

TABLA DT LOS LOGARITMOS DE LOS ¥ (" MEROS DESDE 1 A 100

A
o
2

= :
lo:noc-ac-a |01H=~UDIO'—‘ I

Lugaritmos. N.e8 | Logaritmaos. N.N“Logﬂritmos. M, o¢ [ Logaritmos. N.'(" Logaritrﬁos.

ot — - ——— —

9, |21 1829219 | 41| 1,616784 | 61| 1,785330| 81| 1,9084851
0,501050 | 22 | 1342403 [ 42 | 1698240 | 62| 1799392 8al 1918814
0477121 | 25 | 1861728 | 48 | 1,633468 | 63 | 1,7993411 83| 1919075
0,602060 | 24 | 1330211 | 44 | 1,648453 | 64 | 1,806180 | 84| 1024279
0695970 | 25| 1,397940 | 45 | 1,655213 | 65 | 1,812918 ] 85| 1,929419
0778151 | 26 | 1,414973 | 46| 1,662758 | 66 1,819544 86| 1,034498
0,345008 | 27 | 1,431364 | 47 | 1,672008 | 67| 1,826075 | 87| 1,939519
0,903090 § 25 | 1447155 | 48 | 1681241 | 68 | 1832509 | 88| 1944485
0,954245 | 20 | 11462398 | 49 | 1690196 69 | ;835849 | 891 1/949390
1 |30 ra7T121 {50 | 1698970 | 70| 1845098 | 90| 1954243

1,041398 | 81 | 1,491362| 51 | 1,707670 | 71 | 1,851258 | 91! 1,959041
, 1079181 |32 | 1,505130.| 52 | 1716008 | 72 | 1857352 | 92 1063788
18| 17113948 | 38 | 1518514 | 53 | 1724276 | 73 | 1863323 | 93] 1o6sass
: 1146128 | 534 | 17531470 | 54 | 1732304 | 74 | 1860982 | 94| 1973128
1176091 | 35 | 1544068 | 55 | 1740363 | 75 | 1875061 | 95| 1977724
116 | 1,204120 | 86 1 1,556803 | 56 | 1,748188 | 761 1,880814 96| 1982271
17| 1,280449 | 87| 1,568202 | 57 | 1,755875] 77 | 1,886401] 97| 1,986772
118 1,255273 | 38 | 1,579784 | 58 | 1,765428 179 1 1,892005 | 98| 1,991296
119 | 1,278754 |39 | 1,501065 | 59 | 1,770852 | 79 | 1,807627 | 09| 1,095635
120 | 1,301080 [ 40 | 1,602060 | 60 | 1778151 | 80 | 1,008090 |100| 2

=
LD =

T
U 4

Con vista de esta tabla, hdganse las operaciones si-
guientes:

<Cndl es el producto de 4 >¢ 172

Logaritmo de 4= 0,602040
-+ logaritmo de 17 = 1,25044%

Niunero de este logaritmo = 1,533500 = 65

¢Cudl es el producto de 7 < 147

Logaritino de

7= 0,545093
-~ logaritmo de 14 =

| '146'128
Numero de este logaritmo = 1,091226 = 05

¢Cuil es el cuociente de 68 + 177

Logaritmo de 6§ = 1,852509
— logaritmeo de 17T = 250119

Niunero de este logaritmo = 0,602060 == 4
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¢Cuhbl es el cuociente de 95 + 107 . g
Logaritmo de 95 = 1,977724
— logaritmo de 19 = 1,278754
Numere de este logaritmo = 0,698970 =5
¢Cual es la potencia 347 = '
Logaritmo de 8 = 0,477121 ~
> 4
Numero de este logaritmo — 1,908434 =81

§,—
cCual es la \/64 ? -
' Logaritmo de 64 = 1,806180 | 3

Nimero de este logaritmo — 0,602060 = 4

Observando la poco extensa TaBLa anterior, comprensiva
de los solos logaritmos de los ndmeros 1 4 100, facilmente
notaremos que. las expresiones logaritmicas estdn compuestas
de dos partes: una decimal aperiddica (1), y otra que no lo es.

Llamase caracteristica 4 la parte no decimal (2),

Y denominase mantisa Ja parte decimal (3).

Los logaritmos, pues, entre 1 y 10°son

0 -f-una i'mc.éién;
Los logaritmos entre 10 y 100 son
’ 1 4+ vna fraceidn.

Y, si se recurre 4 otra TaBrA mds extensa, se yerd que los
logaritmos entre 100 y 1000 son

. 24 una fraceidn;
entre 1000 y 10000
3 <~ una ﬂ:a,ccién;

ontre 10000 y 100000

4 + una fraceidn;

(1} La caracteristiea no es entera en los logaritimos de 149 : faltan
mantisas en los logaritmos le 1, 10 y 100. Facilmente se ve al por qué.

2} Y también se llaman caracteristicas los ceros que preceden 4 los
deeimales de los logaritmos de log nfimeros 1 4 9. _

3y Mantise 6 mantisse es una palabra latina que significa pufiadito,
propina, alge que se da de mis como obsequio en uns venta. Hay quienes
han dicho que la etimologin de mantise es mano, manw tense, pero tal eti-
raologia carece de aceptacidn. {Véase el Diccionario latino de Foreellini.)
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Y asi sucesivamente; por manera que la parte entera de
cada logaritmo, siendo el 10 la base, es igual

al nimero de cifras —1

que tiene el gnarismo correspondiente al logaritmo.

Asi, pues, la parte entera de los logaritmos de los niime-
ros digitos esigual 4 0, porque el numero de las cifras de
cada digito es 1, y 1 — 1 = 0. Asi, la parte entera de los lo-
garitmos de 10, 11, 12..., hasta 99 inclusive, es 1, porque el
nimero de las cifras de las decenases 2, y 2 —1==1. Asi,
la parte entera de los logaritmos de todas las centenas des-
de 100 4 999, ambas inclusive, es 2 =23 —1. Asi, la parte
entera en los millares desde 1000 4 9999 es 3 =4 — 1, etc.

Y no puede ser de otra manera. '

Si el logaritmo de 1 es cero, y el logaritmo de 10 es 1, el
logaritmo de 2, no pudiendo Hegar 4 ser = 1, tendré que ser

0 + una fraceidn.

Y, analogamente, ¥ por no poder tampoco legar & ser 1,
tienen también que ser

0 -~ una fraceién

los logaritmos de los otros digitos 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9,
conforme hemos visto en la tablita anterior.

Si el logaritmo de 10 es 1 y el de 100 es 2, no pudiendo
llegar 4 ser 2 los logaritmos de los numeros intermedios 11,
12, 18..., 97, 9B y 99, claro es que habrédn de ser iguales, se-
gun hemos visto, 4 ' .

1 -+ una fraccidn.

Ft sic de ceteris. )

Natural era que, viniendo, asi, dada la caracteristica en el
nimero mismo de las cifras de tado guarismo, se suprimiesen
las caracteristicas en las tablas de los logaritmos cuya base
es 10. Y, efectivamente, asi se ha hecho.

Ninguna caracteristica aparece en las tablas comunes. De
manera que la tablita anterior comprensiva de los logaritmos
de 1 4 100, resulta en la prdctica con esta forma:
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TABLA DE LOS LOGARITMOS DE LOS NUMEROS DESDE 1 A 100-

=z,
8

- |

Logaritmos.Ji.¢% | Logaritimos, | N.o#; Logaritmos, | N.e»

Logaritmos, | I.0s Logaritmos.

000000 | 1| 822219 |41\ c1o784 |e1| 785330 | s1| 908485
301050 92| 312423 142! 623049 62| 792392 | 8| 913814
417191 |es 361728 |43 33168 o3| 7o9m41 | 83! 919078
602080 |24 | 330211 |44 | 643453 |61! soeiso | sal o24279
608970 |25 | 397940 |45 | eas213 |es| 12013 | 85 929419

|
TiB151 1261 414975 |46 | 662758 |66| 819544 | 88| 934448 |
845008 | 27| 481364 47| 672008 |67 526075 | 87| 989519
903090 128 | 447158 |48 | 681241 ;681 832309 | 88, 944483
954243 199 | 462808 |49 | 690196 |69 | 538349 | 89 I 40390
000000 |30 477121 |50 | 698970 |70 845098 | 00, 954243

041393 |81 | 491862 51| 707870 | 71| S51258 | 91 959041
079181 {32 mOBLG0 R V16003 72| 857332 | 92 63788
113943 |85 | 518514 |58 | 724276 | 731 863523 | 93| 968483
146128 134 | 531479 |p4 | 732394 |74} 869232 | 94| 975198 o
176081 |35 | 544068 |55 | 740863 75| 875061 | 95, 977724 ‘

e

N i
MR | GEBRE [(Bomao | v o

204120 |36 | 5506303 | 56| 748138 |76 | 850814 | 96| 982271
230449 |37 568202 |57 153375 | 77| 826401 | 97| 986772 !
255273 |58 | HTO784 |58 | 165428 | 78| 8502095 ] 08| 991220 }

278754 150 | 591065 |59 | 770852 | 79, 897627 | 99] 095635
301030 |40 | 602080 |60 | 78151 80| 90309G |100| 000000

Naturalmente, aungue en las tablas falten las caracteris-
ticas, hay que ponerlas en las operaciones logaritmicas.

Héganse por medio de esta nueva Tapra las operaciones
siguientes: '

16 5= log.de 16= 1204120
-+ log.de 5=10,698970
1908090 =

80

99+ 33= log.de 99= 1905635
— log.de 83= 1518514

. 0477121= $

82= log.de 8=10,205090
> 2

1806180 =64

ar—

| =0301080=2
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. La ‘mantisa de un niimero cualguiera en la base 10, es
también la mantisa de los nimeros 10 veces, 100 veces, L000
veces,... mayores ¢ menores.

Asi, la mantisa es la misma en los nimeros

Gb

Ga »< 10

85 >< 100

656 »< 1000...

T 1

Gaxﬁ

65 > 1/100

65 >< 1/1000...
log.de G3a =181291
log. de 650 =281291
log.de 8500 =3512901
leg. de G5 =081291
log. de 2229 =3834674
log. de 2222 =—=234674
log. de 2222 =184674
log. de 2222=034674
log, de 6250  —=879588
log.de 625 =2,79588
log. de 625 =179588
log. de 625 =0,79588 -

Eu todos los lo'ga.ritmos- anteriores sdlo varia la caracte-
ristica.
Veamos la razén de esto.-
E] logaritmo de un nimero cualquiera, por sjemplo,
log. de 5729 es =8 - una traccidn.
Dividamos por 10 el niimero 5729, y tendremos:

log. de 5729 = 3+ una fraceién
—log.dse 10 =1 .

Restemos, y el log. de 572,09 = 2 4 la misma fraceién

Multipliguemos ahora ese mismo nidmero 5729 por 10 y
resultard : ' : .

log. de 5729 =5 -~ una fraceidn
+ log.de 10 =1

T sumando, log. de 57200 = 4 +-la misma fraccion
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" Como las caracteristicas de 10, 100, 1000,... no tienen tras
si mantisa ninguna, claro es que al decuplar, centuplicar,...
un numero, 6 al dividirlo por 10, 100,... no se hace otra
cosa que aumentar ¢ disminuir en'l, 2,... la caracteristica del
nimero que se multiplica, ¢ se parte, sin tocar 4 su mantisa.

Y he aqui una inmensa ventaja del sistema de logaritmos -
cuya base es 10: los cambios introducidos en-un ndmero mo- -
viendo en &l la coma 4 la derecha 6 4 la izquierda, no afec-
tan 4 las mantisas, sino & las caracteristicas solamente (1).

La caracteristica de una fraccién decimal es negativa,
pero la mantisa continita siendo positiva.

Asiel

log. de0,625 es = log. de £ = log. de 625 — log. de 1000

= ( 240,79588)— 3
= 1.4-0,79588

)

2xpresién que en la prictica se eseribe’
"1,793588

La caracteristica de una fraccién decimal dada expresa el
lugar que en la fraccién dada ocupa después de la coma la pri-
riera cifra no cero de la dicha fraccién decimal dada

log. de 0,2000 (2) = 1,301080

log. de C,0200 (3) = Z,301030
log. de0,0020 (4) = 3,301030

log. de 0,0002 (5).= 4,301080.

‘1) En el sistema de logaritmos promulgade por el insigne inventor
Napier
’ log. de 6250 es 8,74084
log. de 625 es 6,48775, efc.

dunde caracteristicas y mantisas son en todo diferentes, _

Las tablag Neperianas tienen, por tanto, que ser mis voluminosas y lus
operpciones de multiplicar 6 dividir pox 10, 100,... no pueden efectuarse
sino stmando ¢ restando, como si en la base 10 se tratase de niimeres
vinlesquisra,

3} En la fraceidn 0,2000, el 2 coupa el primer lugar delos declmales.

31 linla fraceidn 0,0200, el 2 ocupa el segundo Lugar,

1y EnJa fraceién 0,0020, el 2 oeupa el tercer lugar.
7, En la fraceion 0,0002, el £ ocupa el cuarto lugar, ete.

© Biblioteca Nacional de Espana



448 ‘ © ARITMETICA POR APROXIMACION

APENDICE
FORMACION DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS

Al diseipulo sélo incumbe hacer uso de las tablas tales
como aparecen y& formadas, pues 4 nadie puede exigirse la
inmensa labor de redactarlas.

Y, como en el programa de esta obra no entra nada de lo
relativo 4 la Aritmética técnica (cdloulo mercantil, trigono-
métrico,... ste.), solo una muy sucinta informacidn cabe dar
aqui del modo de computar y tabular los logaritmos. Y con
tanta mas razén hay que prescindir de profundizar en la ma-
teria, cuanto que los métodos modernos no pueden compren-
derse sin el auxilio del Algebra, y del cdlenlo superior.

Los logaritmos de

1, 10, 100, 1000,
son, como sabemos, en el sistema comun,
' 0, 1, 2, 3.

“de modo que la formacién de las tablas vulgares tiens sélo por
objeto el calculo de los logaritmos de los niimeros comprei-
didos
: entre 1y 10, entre 10 y 100, entre 100 y 1000,.. ete.

He aqui algo que dé idea de uno de los sistemas que pue-
den ser empleados para la formacién de lae TaBLas,

En primer lugar, hay que hallar el logaritmo de 2, ¢ el lo-
garitmo de 5; pues, computa.do uno cualquicra de los dos, el
otro puede encontrarse por simple resta.

Supongamos ya hallado el logaritmo de 2, y tendremos

log. de %': log. de 10 — log. de 2=1log. de 5
= 1 —log. de 2 =:log.de &. (1}
O bien, suponiendo conocido el logaritmo de B, resultard
log. ds—:lov de 10 — log. de 5 =1log. de 2
= 1—log. d.eo._log de2 (1)
(1} En efecto; lasuma de los logaritmos de 2y de 5 es, segin las ta-

blas, =1; ..
Y log. de 2=030103
log. de 5= 0,69897

1,00000
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Ahora bien. Por una serie de ta.nteds’, busquemos el loga-
ritmo de 500, cuya mantisa ha de resultar la misma que la del
logaritmo de 6. Al efecto, tenemos que resolver la ecnacidn

10" = 500.
K1 valor del logaritmo de 500 es necesariamente,

>2y <8
porque

10% = 100; y 10° = 1000;
L iog. de. 500 = 2 4 una fraceion.
De modo que §i a es ol denominador conveniente de esa

fraceidn, tendremos:

10 = B0D

100 = 109 = 500

A
. 109 = 500 '+ 100
L
104 = 5
A — .
\/10 = 5; esto es, raiz del grodo ¢ = b.

Y, elevando ambos miembros al grado a, resultard . _
5% = 10

Ahora bien: a tiene que ser > 1 y < que 2; pues

1 =2 -
5 -":5JI Yy o = 35,

Y 10 estd entre 5 y 95, Podemos, por tanto, establecer
que - : -

1

a—14

. 1
TOMO 311, Co ) : Y4
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Y, por ianto,

1

& —_—
5 =10 resulta shora 51+ b =10
] L
TBP =10 + 5
L
5 = 2

\b/g = 2

Y elevando ambos miembros 4 la potencia b

-
2 =25,

Procediendo andalogamente por tanteos, veremos que

b tiene que'ser > 2 y < 8 2
pues :

s y 23

y b estd entre 4 y 8. Por cdnsiguiente, supongamos

¢on to cual
L 2+—'}- ’
2=58 serd 2 =5
L
2" 2’ =5
L
4 225
1
3 5
2 -_—4—=l,25
o —
Vo =195
9 =(1,25)°

¢ estd entre 3 y 4, porque (125)° — 1,953125 nd Nega 4 2,
¥ (125)" = 2,44140625 pasa ya de 2.
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Hagamos

¥ tendremos

1,958125 > 1,25 © = 2;
1

R —

1,088125

1,024

o
V1,25 = 1,004
1,024%= 1,95

Por el mismo procedimiente, y efectuando las laboriosas
operaciones correspondientes, tendremos:

d esti entre 9 y 10
: 1
’ P d:_—“9+7

1,024 1,024 * =125

1

1,024 =125+ 128794
- 1,000742"= 1,024
‘e estd entre 2y 3 .-, pongamos

1

=94 —

[ —f~f
1

1,009742 " = 1,094 + 1,0195789
1,0043367 = 1,000742
f estéd entre 2 y 3 ... pongamos

1
=92 -
l.f +g

1,004886 7 = 1,009742 + 1,00869
1:00104°= 1,004336

g estd entre 4 y 5, pero, hallindose muy préximo 4 4, ce-
saremos en las aproximaciones, y diremos que g es 4. :
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Por tanto, :
Si g se considera como = 4, resultars

1 (—l
f:2—|—?:__,4
H 4
O~ —at
e=32- =25
=9 = =9 =
€ 22
L
c=8+5 =8y,
1w
b=2+ 2'643
1 643
=1+ =1
1 149
m=2+;~=9ﬂs_209b9:003

Por consiguiente:

Logaritmo de 300 = 2 ,6989700, correcto hasta el 7.° decimal,
. Loga.utmo de b= D 89857003

Logaritmo de 2=0, 30102997 = 0,3010300

Este procedimiento habria sido demasiado laborioso para
. la construccidn de la tabla de los logaritmos-de los numeros

naturales; por mds que, computado un logaritmo, sea ya
muy facil hallar los de los multiplos del nuevo ntumero por

 los anteriormente calculados. En el caso actual seria ya muy
_ facll hallar los logaritmos de

Bxi2= 4 4x8= & BEx2=16..
53 0=25; 20 ><5=125;.
dx5=20; 20x2= 40;.

Briggs, el matemdatico insigne que, aun en vida de N4-
pier, hizo ya progresar la invencién imperecedera del gran
bardn escoeés, siguid otro procedimiento de computacién, de
que tan solo es una idea lo siguiente: '

Con una labor admirable calculéd Briggs los B4 primeros
términos de la serie geométrica decreciente

2 2 11
102 10%,10%, 10" 10%,..
0 sea ) )
_ , ..
2/ 4 8/— 16/— 32/—
Vi, Vo, vVio, V1o, \/ 10,...
¢ bien '

Vo, vim, Win, VOV, \/\/\/n/;/m

<
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Al efecto, extrajo la /™ de 10, ¥ luego la /™~ de la ante-
rior /7, y después la /" de la acabada de hallar; y, asi su-
ceswamente, siempre la raiz cuadrada de cada raiz anterior.

De este modo obtuvo los decimales correspondieltes 4
los logaritmos de las sucesivas )/~ de la serie.

1 1 1 1

102 10% 10% 10%...
4 sea

VI, VB, VYR, YV,
iLabor increible!!!.!
. La sefie hasta el término 24 fué
yl_o' . 512 I(; 13107&1_0.
Vo 1o§4/1—0 Zatdd/
\8/'1'(-)' 204\3/;6 \ 5242§y5
]\{VJB 40-°y£5 10485"{({::"/16
3\2/1—0 815{V1—0' 50971;‘{2/1—0
6‘4/17:') 1638\4/'16 41943({4/1—0
128 5 3276\3/1—0 ssassis/l—d
2§e/1—0 sy 1‘677721\6/1_0
Dando la forma decimal 4 los.e'xponentes de la serie

1 1 1 1 1

1 1 1

2 T b_ 16 2097152 4194304 8388608 16777216
I0T s 10T s 10T 2 10 s 10T 10 ;10”7 S Tom
se tendrd
e 10”’5 0,25 0,123 0,00000011920929 0,00000605960454

: 10 HE oo 10 : 10

Aungue parezca de mds la advertencia, observe ol diseipu-
1o que cada expounente es la mitad del anterlor 6 bien que -
los exponentes son

n2:1

Para ejemplo del pzirtido que Briggs supo sacar de esta
serie sirvan los términos 23 y 24 de la misma (abreviando,
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-por supuesto, el nimero de las cifras decimales, por no ser
necesario para dar idea del proced:mlento expresar todas las
cifras que él caleuld).

La raiz del término

8338608,
25, corrvespondiente &4 . 10 = 1,00000027448957

La raiz del término h

© 1ETTRRte
24, correspondiente 4 d0=1, 00000013f°44t7

Observe el discipulo que la parte decimal de la r&iz 24 es
casi la mitad de la parte decimal de la raiz 23, 6 bien que
son muy proximamente entre si

:2:1 (1)

ILa diferencia entre los términos sucesives de la serie,
