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HISTOKIA DE ESTE TRATADO 

Expliqué en Cádiz, oralmente^y sin ningún texto escrito, 
el año de 1866, A- niños muy estudiosos de trece á quince 
años'(cuyo retiferdo me es siempre gratísimo}, los principios 
fundamentales de esta Aritmética; y logré que, entendidos 
por completo, muy pronto les fuera fácil aplioftrlos á número 
de ejemplos tan considerable, que se me hizo imposible exa­
minarlos todos. ¡Con qué alegría se afanaban por ejecutarlos 
á cual más largos y difíciles! «{Y no me be equivocado», 
agregaban todos con orguUosa. importancia, «porque he hecho 
también las pruebas, y iodas resultan bies!* 

Guardé aquella muchedumbre de ejereioios; y,' años des­
pués, en 1871, escribí aquí en Madrid las dos secciones de la 
Parte I de este Tratado, y entresaqué de aquella en9rme ma-
sa de papeletas y cuartillas cuantos ejemplos me parecieron 
íMiecuados para la inteligencia de los principios que iba yo 
jsxponiendo. Así, pues, todas las operaeloaés presentadas en 
los ocho primeros libros de la Parte I ponoo fljempl<is numéri­
cos, todbs (oon alguna que otra excepción), líreoeden de aque­
llos ayentajádot y entusiastas «preadidUIos d« matemáticas. 
Y conservo todayíA, iin empleó, núnu^o> c[« jsjepoioios muy co­
pioso. 

El afto siguiente de 1872 escribí el resto de la obrai M« 
resultó sobria de' ejemplos, porque carecía yo eñtonoes de 
ocios para ejecutarlos. 

Embargada en s e r v i a toda mi atención por mis urgen­
tes tareas y qo^hapefas iti«lti(tíbÍM, nor TOITÍÍ mû ar mu bo-
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rradores durante quince afios, hasta que en 1887 los mandé 
copiar; y, sobre la copia, hice considerable número de correc­
ciones, que me parecieron necesarias y oportunas. Entonces 
agregué á lo ya escrito en 1872 todas aquellas nociones y no­
ticias que me había proporcionado el progreso incansable del 
tiempo transcurrido. Y ̂ p me detengo á enumerarlas, porque, 
por su carácter elimplógico,'histórico ó antropológico, han 
de resultar patentes-á cuantos siguen con interés la marcha 
de los moderAos adelantos. 

La obra volvió á quedar archivada durante los afios trans­
curridos hasta el presente de 1895', en que duranlre meses en­
teros de asidua oojostanoia la he repasado toda^ he refundido 
libros enteros de la Parte II, y la he enriquecido de numero­
sos ^'emplos, algunos de célebres autores (1). 

Aunque no hay precaución que yo no haya tomado para 
asegurar la mayor exactitud en toda la obra, no es de espe­
rar haberla obtenido siempre; por lo cual serán recibidas con 
el mayor agradeoijnientó las. observaciones y enmiendas que, 
con el ñú de dar algún día á este trabajo la corrección ape­
tecible, quieran remitirnie todos cuantos sienten interés en 
que la juventud estudiosa adquiera, desde los principios hábi­
tos correctos de pi^nsar y discurrir^ 
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Muchos hombres enlenáidos en Matemáticas suelen decir cuando Ten 
un libro nuevo de la ciencia: 

«¿Qué objeto se propone la nueva publicación? ¿Qai vacio llena? ¿Qué 
falta hace? ¡En Matém&tioas está todo tan dicÍio!!!!,..> 

Y, en verdad que, g^eralmente, no carecen de fundamento los que 
miran con prevención las re.cíentes pubUcaoiones. 

Los autores, por lo regular, no hacen más que copiar irnos de otros; ó 
bien, anteponer ó posponer las secciones en que suelen dividirse los' tra-' 
tados; ó bien, agregar y Cercenar proposiciones y .teioremas; ó bien, dar y 
quitar importancia á edgún ramo especial. 

iiquí un autor estudia los logaritmos en la aritmética: allá otro los-re­
serva para el álgebra. Éste suprime las raiiOaes aritfoétice»: aquél da una 
excesiva importancia á laS frác6iones decimales, etc., etc. 

Pero los que censuran la mayor parte de los libros nuevos.de Mate­
máticas carecen de rascón cuándo fundan 6rx critica en la no necesidad de 
nuevas'publioacionei. , 

No: iodo no está didio en láatemáticas. 
Los libros 4 ellas oúnsagrados (y precisamente los que más favor al-

•aî san) están cuajados de deficiencias ó dé paralogismos, á que sólo la ru­
tina puede quitar sucaráotor de evidentes. £n vajio una literatura revo­
lucionaria está cla)mando desde hace dos siglos oonftra ellos: el mal con-
tiaúa y lá eien<úa no adelanttf cual debiera. 

/Sito eg mafeaiáíí<w/ suele dfieitatt para probar la exactitud de un raoio-
qiMb; y, sin embalrgo, los libros de la caencia llamada de la exactitud, 
9Slftn tan plagados de iáé^AotitaAéé, cómo los que menos blasonan de 
laíladibilidad. 

tina obra entera ha ptiiMoádíi Mr. V^LtíCs demostrando estos errores; 
7 yo be tenido 1« honra de «er 4 prUncro •& dar á conocer 4 los espafloles 
4Ma potvbiUaiina y profuttclB |it«dB6QÍ)̂ ni ta-aelaoi¿ndol» y î  veces oomei^ 

nuevos.de
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jErcor en los libros de Ütlfitémátî as!! Este es el grito con qne la incre-
dnlidad dé la mtiná acoge toda aJseverAción oontrária á los llamados tex­
tos de 1» cieaoi^ de la exaetUud. , , ' 

Y es-̂ gtt», regplarmenté, los hombres creen que íae ciencias son la 
REAUP-i^ d»las cosas. . . 

LfW 1S¡WSCÍA8, oomo.eimoim, estintod^s sujetas & la ley del pro­
greso; aXitmi fÁ ÍM'inftipMÜTas, como las dednotivas. 

Lo oOBtrcuró i|M316 qae precisamente'se enseña en las anlas; pero eBo 
^gmSott qiw -fii tks escoelas se hace firme el error.' 

Los HKCH€>S de que las ciencias tratan, SON LO QUE SON, inde­
pendientemente de la teoría que pretende explicarlos. Los HECHOS EN 
SÍ no son verdaderos ni falsos: es verdadera ó fal^ la ciencia que sqbre 
ellos tetttiza. Asi el hexdio SUBSISTE y la ciencia CAMBIA. 

PTOltOJflBO oree que la~ tierra está fija y expUca '̂î jel error las estacio­
nes: pero el labrador conoce el HECHOde que, sembrakdp en tal época 
del aSo, se cosetoha lâ  simiente en tal otra: y el HBCBO, que da alimento al 
labrador, es una gran verdad, porque lo e^ pero no'^or lo que dice PTO-
uOiODO. Dos por dos, son cuatro; ¡verdad^ pero no porque lo digáa los 
textos. , 

Un* veidad, es verdad porque lo es: no por los libros. 
¡HECHOS! ¡HECHOS! ¡HECHOS! pedia el gran dramatuigo inglés. . 
Sepamos que la>lu8 ̂ a imágenes en la c&m&ra oscura; que la pila vol-

tî ica p«ede transmitir de un continente á ofifo, por medio de ún alambre, 
morñmlentos eonvenidoB: itepamaB qué, conservando el periostio se sege-. 
li«A:an los'l̂ iibsos; 'que el cloroformo suprime el dolor; que nuestros meta­
les se eaetíentraa también en las estr^laé cuya luz tarda centenares y 
mQes y ñflee.áe.sñ^en llegar hasta nosotros;.» y no nos apesadumbre­
mos poxqî e'Ias anuidas teorías oaigab; que muchos años hemos comido 
el antî iiicriiáo na^ sin' poseer una teoría pasabfe de la panificación; y aun 
en estoginajasatocigoArslaiudustna cuál es la<edeneia del acero, sin el 
cual morümoe IriHubre'U civilisaeión. 

Losheeho&Qiatemátiflosson ciertos: pero su explicación resulta mu­
chas, veces insii8é{eiit«{;jr no pocéis inexacta, ' ' 

- - , .̂  • n . . 

Hé aquí, pues, la lúda' de este libro, y el objeto que se propone: 
expurgar, si es posible, de e^or 1» éxplioaaión de muchas de las verdades 
matemátioas, y gentsralizjtf I»«intoia de IcM números: ĉ ue n la faumáni-
dad eb ifiibmpre pobté éa jemsaai^ loe Üieélios* necesitan siempre de CIEN­
CIA ó de TEORÍA que l()»;eiti(K^ Mn^ái sea dorante un momento 
únicañteote^ para ceder loego »tt púato á ̂ cudás m&s .completas. 

Opdtti&ao ftiera expaner aix^té, eb ñfC^jpi délo e^nndlado» los errores 
de los Ubro» de Mstem&tiesa., ó ftlf^aMi'de lo* ««phstos por lo menoâ  
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pero existiendo ya un Tratado especial, ezclusívameute destinado á s a 
^«sigaaciSn, & ese mismo Tratado lie de referirme, para no indicar aquí 
mal, ó someramente, lo que está allí con toda amplitud dilucidado (1). 

Pero ya que esta obra se halla destinada á la Aritmética (pues amftso 
no me sea dable continuar mis estudios sobre los otros ramos de las Ma­
temáticas) (2) no estará de más hacer notar, fiunque sea. de pasada, algonpf 
^e los errores capitales, de esencia, que se encuentran en libros juuy re­
comendados á la juventud (libros que, por otra parte, están cuajados de 
observaciones y verdades de indiscutible mérito). 

Casi siempre las definiciones dejan ver una flaqueza intelectual que 
verdaderamente conturba. 

Veamos algunas definiciones. Por ejemplo, las de la voz Matemátieat. 
Con frecuencia la.definen los autores como la ciencia de la cantidad, 

Pero, ¿no tratan también las Matemáticas de las figuras y de laepoaieionef 
que no son cantidad? Y, si se da por atributo á^la cantidad la cualidad ip 
ser susceptible de aumento y disminución, ¿no se hacen impropiamente 
•objeto inmediato de las Matemáticas, cosas, fenómenos y afecciones cuya 
intensidad y magnitud pueden siempre aumentar y disminuir, aunque sin 
ser numerables, tales como los dolores y los placeres, las pasiones y lo.s 
vicios...? £1 talento aumenta con el estudio, y disminuye con la ociosidad; 
pero, ¿qué matemático osará medir al genio? ¿Qué fórmulas pueden deter­
minar la abnegación de los héroes y los mártires? ¿Qué balanza ha podido 
nunca pesar la virtud? ¿Qué crisol aquilata la furia de los celos? 

Otra definición.—Las Matemáticas constituyen la ciencia de las leyes del 
tiempo y del expacio.—Y ¿cuáles son las leyes del tiempo? ¿cuáles las leyes 
del espacio? Pero no entremos en cuestiones metafísicas. ¿No tratan, de 
los pesos las Matemáticas? ¿de las fuerzas? ¿Y no es absurdo pensar que un 
4;ramo posee duración? ¿Qué tiene que ver un kilogramo con el largo^ an­
cho y grueso de la pesa que lo representa?. ¿No son cosas distintas, del 
tiempo y el espacio los valores de las cosas? ¿Qué relación hay entre uu 
fraaco y un minuto? ¿O entre él precio de un jornal y un metro cúbico? 

Otra. . 
LM Matemáticas tienen,por objeto'la determinación de cuanto puede con­

tarte ó medirse. La cinemática no tiene por objeto contar ni medir. ¿Osa-
tiaia excluirla de la ciencia? 

Continuemos analizando. 
Esoojo casi al azar. 
Dice uno de los libros más extendidos: 

.«NÚMERO es el resultado de la comparfieión de la unidad con la cantidad.* 
iQaé.confusión de ideas h a y aquí! ^ 

' Antes de comparar, es preciso lógioameate.que hayamos peroibido ías 

' (1) Véwe mi tnductáón del libro de Ur. VAbttf, tituladi Erront « fo* librat i»1ltd^-

(2) En grieto /láAKK, conocimiento, cstadlOi «leneta. 
TOMu 1. 2 
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ideas que se comparan: autes de comparar la supuesta unidad con la canti­
dad es imprescindible que hayamos visto intuitivamente la pluralidad, y 
que hayamos notado gprodos en eUa; porque üNO y MUCHO son concepto» 
correlativos y antecedentes lógicos recíprocos, de los cuales no puede un» 
existir sin que el otro coexista. No se puede tener la idea de oscuridad sin 
la de luz; ni la de silencio sin la de ruido; ni la de quietud sin la de movi­
miento; ni la de placer sin la de dolor. 

Por otra parte. 
¿Quién puede sostener que sólo las cosas comparables nos dan la idea 

de número, cuando brota la idea de número fiasta de la distinción de las 
cosas m&s contradictorias? 

Además: la idea de UNO, por lo menos, no puede lesultar de la compa­
ración, pues que para comparar la unidad con la cantidad es preciso su­
poner que ya se sabe que es UNO (y no dps, ni tres, ni pluralidad) el mó­
dulo que se va á comparar con la cantidad; pero, si esto es asi, resulta 
contradictorio tener 1» idea de UNO y no tener al mismo tiempo la de 
MUCHO, porque UNO y MUCHO son conceptos correlativos, como los de luz y-
oscuridad, quietud y movimiento, de los cuales no puede concebirse UD 
término sin poseer al mismo tiempo su contradictorio. i 

Por último, y egto es lo capital, es ajeao á, toda filosofía decir que la 
comparación da ideas, cuando la comparación da sólo GRADOS entre idea» 
que previamente se tenían. Sin la idea PEETIA de' mayor, no podríamos-
decir, al comparar el papel con la mesa, que ésta es mayor que aquél; an­
tes al contrario, porque ya teninmoe esa idea, vemos que la relación de­
magnitud entre la mesa y el papel es un caso concreto del concepto de-
mayoridad que anteriormente habíamos ya adquirido. 

CJontinuemos examinando. 
Analicemos esta otra definición: 
«Se ílamct MÚMBBO BKTBEO una «oto cona.» • 
[Parece increíble que en serio se estampe definición tan sin fanda­

mento! 
Una cosa sola ser4 lo que ella faere: life-o, hombre, buey; pero no será, 

número, porque el número no 98 cosa; ta un concepto racional sin exis­
tencia corpórea ni realidad tangible ú objetiva. 

Otra definición: 
«Se llama N^TMBEO BNTBRO lateuníán de varias eouu iguala y $eme~ 

jamie».* 
La reunión se Uamuá reunión, y & nadie se le ocurre decir, al ver una 

pila de balas, 6 un rebaño de ovejas, ó on escuadrón de caballería, óua 
congreso de diputados, «acabo de vet u» n«Men>»« 

Pues si de este modo hablan del MÚXBKÓ lof que tratan de la dencia.' 
de los números, ¿qué debemos esperar de liw ^ M d^Éniciones? 

Las que de la unidad traen loa textos son tatf^amuetas, cuando men<MV 
'«orno las ya expuestas. 

Dice ano de los Ubtos de mayor nombradla: 
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«Se llama UNIDAD una de las cosas iguales ó semejantes que componen un 
número.^ 

Aquí hay más conceptos equivocados que palabras. 
Eu primer lugar: el número no está compuesto de cosas. Las cosas 

tienen ancho, largo, grueso, color... etc; y ¿no haría reir el que preguntase 
•de los números lo que, "científica y seriamente, se puede preguntar de las 
«osas? ¿Cuál es el ancho de la idea de número? ¿Qué color tiene la idea 
^e 8? ¿Cuánto pesa 25? ¿A qué sabe 19? ¿A qué huele un millón?... etc., etc. 

En segundo lugar: una de esas cosas & que se refiere la definición será 
«qneUo que fuere: lihro^ bomba, buey; pero no será üNroAD, porque la idea 
de unidad no tiene existencia individual; es un concepto relativo, y la re­
lación no es un algo que esté EN las cosas, sino que es una ¡dea de un 
«oncepto ENTRE las cosas. 

En tercer li^ar. se confunde de modo lamentable el concepto puro 
^e UNIDAD con el de CUERPO Ó MÓDULO, y se quiere que dependa la idea 
«bstracta de unidad de la percepción de un cot^unto de cosas iguales ó 

'•semejantes; de modo que, como no haya conjunto, ó como no haya cosas 
iguales ó semejantes, es imposible la idea de UNO. ¡Pues qué! (y hasta 
descendiendo á lo material de los ejemplos vulgares) ¿no vemos el ÜKO en 
lUí montón de cosas diferentes? ¿A qué viene esa inutilidad de que las 
«osas (puesto que se quiere que haya cosas) tengan de ser iguales? ¿ó 
Jiayan de ser semejantes? 

En cuarto lugar: como se supone que la idea de unidad y la idea de 
<¡osa son idénticas, los autores agpregan en seguida: 

< Una de las partes de la L'KIDAD se llama QUEBBADO: para tener el que­
brado es preciso partir la unidad... etc., etc. 

Pero ¿cómo se parte el'«no? 
¿Cómo se parte lo que sea verdaderamente NÚMERO y no COSA? 
¿Qué sería emitir medio voto? ¿Qué sería dar consejos dos veces y 

media? ¿Qué sería pegar media bofetada? (1). 
¡Y -esto se enseña!!... 

Sigamos algo más. 
Los autores dicen: 
«Se llama NÚMERO ABSTRACTO el niímero en que no está dtierminada la 

•vnidad.* 

(I) (H de mndMOho an «oatto «lU en mi Aadálttcla, qu» teTeU el cómo MtM tde«« de lea-
tido OMBán han dMoendldo (por etronlantidad, ta su* no pHtda ur por rr/kxiiH) huta IM 
«MMi popalMvi. 

S a n nn eoutiUo arar aitoto 7 dlabóUco, r un glftatuo Uecot 7 aome-ctnie. XI «neao 
«MómiaTesoon in Ingenro al dgaott d« nn fniTe apuro, por lo en»l el Jayán vtvlaattade-
<Uo al bombteioelo.—rero, oomo éite era Un diabóUoo. «leinpre eiteba morUlkando al gl-
«ato> el eoal TM0IVI6 darle muerta pan librarte de tanta traTCfiua. 

—Heatonaio, peno, ahora miino voy i matarte. Pcio, por eqnel fliTor que me hiélate, te 
(ptaplto que «Ujaa el género de mbeite que mia wa de tu agiado. 

->iY me matatii de te maerte que yo ciooJaT 
—IWatea'de glgute^ 
—Bueae. Poca aUtame de media bofttada. 
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¡Semejante confusión de ideas pasma! ¡Ni aun distinguir lo indetermi­
nado de lo abstracto! ¿Quién concibe carencia tal de análisis? 

Si entramos en una sala donde estén algunos contertulios en conver-
saeidn y oímos decir, por ejemplo, sin conocer aún el objeto de que se trata, 

—Pues yo recibí cuatro. ¿Y usted? 
—Cinco. 
—Y yo seis y media... 

¿no entenderemos desde luego que se habla de COSAS y no de NÚMEROS? 
¿No calcularemos que se trata de monedas, cajas, fanegas, etc., y no de 
NÚMEROS, toda vez qué los números no pueden ser OBJETOS recibidos? Lo 
que quiera que sea eso no determinado que se haya recibido en número 
de 4, de 5 y de 6 y media, estará indeterminado, pero nunca será lo su­
premo de lo abstracto, si sabemos ó suponemos que tiene ancho lareo 
grueso, peso, color, sabor, dureza, etc., etc.—Pues todavía será más abs­
tracto que lo que tiene dimensiones, peso, color, dureza... aquello en que 
hayamos prescindido de dureza, color, peso y dimensiones. 

Para que un número sea PURO, esto es, número verdaderamente ABS­
TRACTO (ya que los números ni pesan, ni son extensos, etc.) ese número 
ha de ser independiente de toda magnitud, de todo peso, de todo color 
de toda cualidad, en fin, que afecte nuestros sentidos; y no ha de expresar 
otra cosa que grados de la escala de la pluralidad. 86¡o entonces será abs­
tracto; Tpero, mientras se le supongan cualidades de las cosas podrá todo 
lo más resultar indeterminado. ' 

¡Rara, manera de abstraer la consistente en dar de lado á una denomi­
nación ó á un calificativo! 

¿Qué tiene de extraño, pues, que en esta confusión de ideas sea errónea 
la de CANTIDAD? (Nota, pág. 25.) ^ 

Véase la definición siguiente: 
«CANTIDAD es todo lo susceptible de aummto 6 disminvcidn » 
Aqoi se toman los conceptos al revés. 
Todo cuanto hay numerable por medio de los módulos de medir cono­

cidos, es susceptible de aumento y disminuci¿n (se exceptúa la unidad 
pura que no es susceptible de disminución) y por ser esto verdad, es ver­
dad también que toda cantidad es susceptible de aumento y disminnción* 
pero no es cierto que sea CANTIDAD todo lo que pueda aumentar 6 dismi­
nuir. La intensidad de nuestras afecciones aumenta 6 disminuye, y & n^die 
se te ha ocurrido decir que tal clase de intensidades sea cantidad; un dolor 
éumada ó disminuye, y un dolor no es cantidad porque no eS numerable. 
S« cae, pues, por los autores en un error contrario á la dialéctica pora, 
contraviniendo al canon que prohibe invertir la proposición afirmativa 

' cuando no es definición. 
Proceden como el que dijese: 
Todos los leones son animales. 
Luego 
Todos los animales son leones. 
Pero... Basta de paralogismos. 
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• III. 

El que quiera estudiar sistemáticamente lo que hay de mal fundado ó 
mal definido en los libros de la ciencia matemática, acuda al citado libro 
de Mr, VALLES. 

Notemos ahora otra serie de males de suma gravedad. 

Se ha hecho de moda demostrar lo evidente; y como, cuando un con­
cepto es claro, su demostración'no lo aclara, sino que lo pertm-ba. resulta, 
que la percepción de gran número de verdades se dificulta por causa de 
la demostración. 

Además, los autores recorren un círculo vicioso; y, aunque en esencia, 
explican siempre lo mismo con lo mismo, se ufanan y pavonean cuando 
logran presentar en formas diferentes un mismo y solo concepto. 

¿Qué idea nos daría de si el que dijera: . 
—El vidrio es transparente porque' es diáfano. 
—Y ¿qué es diáfano? 
—¡¡Lo que es transparente!!? 

La teoría de las paralelas se funda por algunos en las perpendiculares 
á una línea recta, y la idea de perpendicularidad se explica por el parale­
lismo!! 

Cuando un concepto es claro y evidente,, no se debe ni dafinii: ni de­
mostrar: solamente debe exponerse. 

La rt^ón de la claridad y evidencia de los axiomas no se funda en 
ideas anteriores. Y, á semejanza de los axiomas (que se extienden á gran 
número de ciencias), hay verdades generales, aunque no universales, que 
son clarísimas en cada ciencia, y que, por lo mismo, na necesitan demos­
tración; y es tan anticientífico pedirla, que ál que la esigiera no debería­
mos (hoy que hay abuso en demostrar innecesariamente) ni aun siquiera, 
en castigo, concederle los honcM-es de una contestación. 

¿Quién no vé que por un palito no puede trazarse más 'qué un» parale­
la á una recta dada? 

¿Quién duda de que desde un punto de ufLtk recta no pu^dA levantarse 
más que una sola perpebdiotilar? t > 

¿Quiéfa no concibe que, s i dadas dos perpendicmfan^i^ teníamos i 1» una 
como ê e 7 hacemos girar la otra alrededor de está eja, esta última des­
cribirá un plano que ha de ser perpendicular 4 la que sirve de eje? 

¡Y los que se afanan por esquivar esta clase de evidencias, inouriep en 
la oontradiooión de dar por supuesto que f s evidente la generación del 
cono haciendo girar la hipotenusa de un triángulo roctáng^uló alred«^or 
de ano de los cateaos que sirve de eje; ó la de la esfera por él movimiento 
de un semicírculo alrededor de sa diámetroi! ¿Our iam varié/ 

¡Y aun otros ooneeptos más dificUesi! • 
L» formación del plano descrito por ana perpendicular que gira alri^ 
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dedor de otra, ¿en qaé se diferencia esendalmente de la generación del 
cono descrito por ana recta que forma con otra un ángulo menor de 90°? 
Pues si esta generación se da como evidente, ¿por qué no la otra? ¿Cur 
iam varié? 

Adem&s: ¿qué es el tal plano, más que un cono cuya altara es cero? 
¿Por qué se nos lia de dar como evidente la generación de la superficie 
cónica en cuanto la altara no es infinitamente pequeña; y se nos ta de 
negar toda evidencia para la formación del plano en el preciso momento 
en que la generatriz va i. pasar del primero aX segundo cuadrante? 

L o BVIDBNTB NO SB D H M T J B S T E A : S B B X P O H B : 8 B EXPLICA: SB HACB COM-
PBESDEB: que machas veces la dificultad de una idea no. está en su con­
cepción, Sino en la falta de claridad para la injbeligenoia de los términos 
con que la verdad se expone. '' 

Habrá persona, indudablemente, que no comprenda (por falta de edu­
cación literaria) la frase BIÍ .CONTINBNTB ag HATOS QDB m, CONTENIDO. 
Pero, poique no entienda estos términos, no incurramos en la candidez 
de pensar que carece del concepto por tales voces expresado. Decidle que 
meta la mano por el ojo de una llave, y veréis cómo sabe que el conti­
nente es mayor que el contenido, ¡Oh! porque alghno ignore el significado 
de vuestras, palabras científicas, nó cometáis el grave, error de demostrar­
le idgona idea q«e ya está harto de saber. Exponedla: explicadla: haced 
eomprendeír vuestros vocablos; que no es contradictorio el poseer la no-
oión ó el concepto de una cosa, ignorando al mismo tiempo los términos 
de etímologla,griega ó.latina con que hablan de ellas los hombres versa­
dos e» Us cienoias. ¡Donoso fuera que no pudiese padecer del estómago 
qaien ignorara el significado de la voa helénica ̂ aí<r«^t«/ 

. ^ IV. 

Por íHtitHO, es preciso, si no destertajr «bsoluíMotote i» la tíencda el 
Ufemado método ad «ihtiwrdim, reduoir'sa uso il limite menor. 

' ¿Qué entendimiento que4ft 8a|irfe<d»o, porque le digwu «Eso es impo-
sibla, porque lo es»? ¡Pues si, járedgamente lo que habría que demostrar 
« n la anunciada imposíbilid»^! 

-¿íis (áentífioo, es siquiera serio el método de demostraoidn descrito 
4efi« la más««awtft^«atigtte¿ad entre los mralo^smos odn A nombre de 
«petúñÓB de príî eiifióx? 

Si S K C P son loa factores primos de XUOL número, es IMPOSIBLE 
que otra draoompotóoión nos dé ZK CP; porque dividiendo la eeoMióli 

S K C P = Z K q p 

p«r él cogjanto eomún de fitotores K C P KÓ S£SÍA POSIBLE que Z 
díMdieM á S; ni que Z fuese distii^to de S, -ete. 

Ea d«Dir, qoe esta clase d« d«mostr«eio&é» t» xedace siempre ^ lo si« 
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Tal cosa es imposible, porque esa cosa no es posible. 
El método ad ábsurdum, adem&s de no ser otra cosa que una prueba 

indirecta, se fanda en la certeza de un principio que se supone infalible, 
cuando el progreso de las ciencias todas está haciendo ver continuamente 
que los principios tenidos por mS.s inconcusos han solido experimentar 
profundas y radicales modiñcaoiones, si es que el tiempo no los ha decla­
rado completamente erróneos. 

«El círculo es la curva perfecta», decía ARISTÓTBLES, y, por consiguien­
te, las órbitas de los planetas tienen que ser círculos, porque sería ABSURDO 
suponer que los movimientos de los astros fuesen imperfectos...» 

Y, sin embargo, las órbitas planetarias son elipses. 
«Las leyes de la Óptica son inmutables» decían los newto&iónos; «.por 

consiguiente, es ABStmoo querer acromatizar las lentes.» 
Y las lentes se han acromatizado, sin embargo. 
La Academia de París declaró ABSTÍRDO la fijación de las imágenes en la 

cámara oscura, é imposible, por consiguiente, la fotografía, la fototipia, etc. 
Y, no obstante, ¡los dibujos de la Inz han inundaclo el mundo! 
Sin embargo, cumple confesar que en G-eometria es precisamente don­

de el método ad ábsurdum ha produc^ido y produce menores males. 
En efácto; los intereses humanos no están ligados intimamente a las 

verdades geomótrieas; y, por lo tanto, Ui el ostracismo, ni la hoguera, ni 
el cañón castigan, como en las ciencia» Morales y Políticas, al osado qtae, 
en nombre de hechos nuevos, se levanta en contra de aquellos principios 
sostenidos. pQr la rutina y el abuso, sólo porque Sería absurdo sostener 
principios enteramente opuestos. 

¿Quién hoy concibe que hubiera un tiempo en que se consideraba ab­
surdo el creer que la sociedad podía existir sin esclavitud? ¿Que la mujer 
no era sierva del hombre? ¿Que la infamia no se hereda? ¿Que la pena no 
«s puramente personal, y que un inocente puede {>agar por un culpable?... 

El método ad <tbst$rdum, puesto que toma por medida de lo desconocido 
lo poco que sabemos, debe, si es posible, ser desterrado de la ciencia. Ade> 
más, una negación hipotética no habla sino á una abla íetoaltad del eaiSan-
dimiento, y excluye, por oonsigúiente, de las demiostracaonea & todas las 
demás facultades, espeeialmente á la iiUagiuáoión; y el hombre no es sólo 
inteligencia. 

T . _ ' •• ; • 
\ • ' ' ' ' [ • • • ' 

Hé aquí, pue>s,'algnBas de las consideraciones que m% impulsim á pükbli-
oar este libro. Es preciso, á toda costa, re^habifitar la idea de NÚMERO (1^ 

Pero... ¿será aplioaId« esta obrW & Ib edse&aiua d« la niiiéi? 

(O PoiirsoT deete en la AosátmSm 4< (Utitellt* et 10 de )Uso í» IMl: 
•BMolwaMnte w dafloen ta ll)«Mm«tI«î « «eno 1* «tteola <M bk ant^todei en traenú, 

AUi eicnet» deUt wmtdade*; lo enat, mi id 1bv4»,f lo mttno «a* deelí la elMcteO» lai. 
r«ltel«nM.Ktta«ila4eAoMAaitttas«i«nU«nenteaidok«^ de iM MatMî îáU;, 
pato, aunciae Mta d«aaltite paMiea •^MHW toda I» flUnat»,» «xto qne da «ak Uta Ofk. tila 
lM«»nte fntttnán ni «KtMM, poiiitMlM,9 ĵ!eiî tt«a« ii»«OB «Me U¡ «iMltk de las,i^Mfo-
n«i;s«to«*, qne no•»atiende«n «ÉUMAidoUMm* 4 la vmr^iMtaT1 ta MSdtdk, MM ^M 
dabMi eetodin tamWéD tt MSmao a» at nuio, «• daett «ü «tdeo y titvMite de fea eo«M ««i . 
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Verdaderamente esto importaría poéo, si servia para la enseñanza de 
los hombres; pero puedo asegurar que, antes de destinarla & la prensa, la 
he aquilatado por mí mismo ENSSÑANDO; y enseñando á toda clase de 
inteligencias. 

L a mayor parte de los e jemplos en la P a r t e I de esta obra, 
no están trabajados por m í , s ino por nlAos alumnos míos. 

Ahora... el público juzgará. 

VI. 
Cierto ^stoy ¡pues no he de estarlo! de que seré acerbamente censura­

do por obligar á los alumnos á practicar constantemente las operaciones 
aritméticas en sistemas que no se emplean en los oómptitíos ordinarios de 
la vida. 

¿Para qaé sirve el sísteiúa binario? ¿Par4 qué el temario?... et aic de 
ceteris. 

¡Ah!—¿Para qué sirve la gimnasia? El gimnasta, con todos sus ejerci­
cios, no sabe mx>ntar á caballo, n i remar, ni manejarlas armas ni,..—'Ver­
dad! Pero no fortifiquéis vuestra organiaación física, y cuando llegue la 
epidemia seréis de las primeras víctimas. 

üfen« «ana ín oorpore «ano, dijo It̂  sabiduría, antigua. Ijignoned de un 
cuerpo sano y vigoroso, y dominaréis en brevísimo üempo todos loa ejer­
cicios de la industria humana; y, cuando queréis, seréis jinetes infatiga­
bles, remeros capaces de llevar un salvavidas A los náufragos víctimas de 
las tempestades; diestros en las armas, maestros ón la industria... y sobre 
todo, hombres de inteligeníáa y de saber; que la ciencia huye de la'enfer-
medad y d« los organismos escapados del cementerio. 

Grrande es el resaltado de la gimnasia muscular; grande es tener fescla-
• vizadala salud;.,, pero inmensamente m i s grande- es la gimnasia intalec-

toal, que desarrolla la mente coa las ideas de úiítmero y espacio. Acostum­
braos a e l l a s , y seréis grandes, y Jio pasaréis sobre la t ierra como la 
sombra dB las nubes. 

aMniedte complats «n toa Mbwlimet 7 drtai diituieiMmi«o aeuo, gnndct qneU* 

UJdca coinplet«<le ntittíH) i»li«ll»r<iíllnde«sit» ote»,l»art«tt,*BelEriM)oo. Yno 
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Más que ¿ persuadir, aspiro á hacer pensar sobre nuevos modos de 
considerar los números. Creo mal deslindadas sus funciones, y deseo esta­
blecer bases firmes y seguras acerca de su naturaleza intima, para dedu­
cir correctamente las leyes generalísimas 4 que est&u sujetas sus múlti­
ples combinaciones. No entra, pues, en el programa de esta obra ninguno 
de los procedimientoti concretos propios de la Aritmética técnica. Sobre 
el o&loulo mercantil, las operaciones de Banca, la logaritmia trigonomé-
tvioa... hay Tratados excelentes, y á esos libros especiales debe acudir el 
estudiante deseoso de perfeccionarse en materias tan útiles como necesa­
rias para los hombres de los negocios y la industria. ¿Ni cómo en una 
obra, consagrada principalmente á las generalidades de los números, ca­
brían las aplicaciones técnicas de los logaritmos á la trigonometría, ó la 
geodesia, ó la agrimensura... siendo de suponer que ha de ignorarlas el 
estudiante de Aritmética? 

Dicen que el Poeta y el Inventor nacen, y que los oradores se hacen. 
Lo mismo debería también afirmarse de loa genios del cálculo por una 
parte, y de la masa general de los hombres de las Matemáticas por otra. 
Muéstrase, en verdad, muy avara la naturaleza de producciones como el 

. Prometeo, de Esquilo, y el Quijote, de Qervantes, el telescopio, la locoimo-
tora, el teléfono... tan avara como de las obras de Arquimedes, Newton, 
Fresnel, Ampére... Pero, ya en esfera inferior á la del genio, son menos 
escasas, bastante menos, las obras matemáticas, ó sea las engendradas por 
Las facultades deductivas, reguladoras del mundo, que las producidas en 
la república de las leti as por la imaginación creadora, potencia admirable 
que ve las cosas en, la mente antes de existir en la realidad. 

. ¡Qué contados .son los verdaderos inventores! ¡Qué pocos los poetas! 
¡Cuan raros los hombres que saben medir versos! ¿Para qué los recitarán 
en público ingenieros de nota, oradores de fama, notabilidades del foro... 
si han de ponerse solemnemente en ridículo, ya embutiéndoles sílabas de 
más, ya amputándoles sílabas de menos? 

No: no es escaso el número de personas líberalmeate dotadas de todos 
las facultades prebisas para hacerse con el tiempo matemáticos dlstiagui-
dos. Pero no todas estas buenas inteligencias llegaa á granar, por culpa 
<le la enseñanza; que la ciencia de los números y de las figuras, requiere 
ítue su estudio se empiece por los caeos pai-tioulares y no por las genera­
lidades más abstrusas. 

Y precisamente lo contrario es lo que priva; pues hasta se canoxtisa 
como labor de gran mérito y de primor exquisito el encerrar en brevísi-
loas páginas lo que reclama multitud de ejercicios y hasta lujo de ampli-
lioación. 

Yo sigo precisamente el camino opuesto; porque el que encuentro t»a 
de moda no produce discipulosi. Creo que en pedAgogiá pasa lo mismo que 
en mecánioa: lo que se gana en tiempo ae pierde e» fuerza. Si: para hacer 
una, oosa en poco tiempo sé necesita tma, gran potencia; y cada vez, estoy 

TOHO I. S 
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más convencido de que sólo á costa de tiempo y de práctica continua las 
inteligencias no privilegiadas pueden apoderarse del instrumento no'ten 
tisimo del cálculo. Y hoy, lo mismo que cuando emprendí la no fé.aiU«^-l\, 
de escribir este Tratado, considero, en vista de los resultado». ^ W I ^ M 
allá en 18S6, y de otros logrados ú'itimamente, que e S o d o seÍu 'do ' rn 
esta obra ha de ser beneficioso á cuantos se tomen el trábalo de Ipfirla 
muy superior al empleado en las aulas. leeria, y 

¡Que se requiere tiempo! ¡Verdad! Pero se llegará al término 
Y siempre ese tiempo será menos que el empleado en no lleéar 
Con tratados chicos no se ahorra tiempo. Aspirar á iinete en un 

mestre, es aspirar á caer de cabeza desde un caballo abaio. Querer Pom!^ 
algunos audaces, ser floretistas en un año, es querer tener la s e s u r i T ^ 
de que los mate un hombre de corazón y arrojo, aunque no entiinda de 

¿Qué tiempo se necesita para ser un pianista consumado'-' DÍP^ -
por lo menos, y eso si se tiene gran disposición. Nadie se admira M» 
respuesta, tratándose de un instrumento musical v tn<1r.o ^ 
(ministros inclusive, dados á formar planes de estudios « in i f \^^P*° ' ' ^° 
enseñado), cuando un hgmbre curtido en la enseñanza l ' e f f i ''^"'*"' 
se aprende Aritmética en un curso, mermado njr ^o„ • '^^'^''"a.que no 
iisistencia. ' ^ ° ^̂ "̂  ^^«acioues y faltas de 

Yo aspiro á que esta obra se lea, si no como una UOVPK, 
leen las obras de ciencia amena, puestas al alcance de t o d o ' i '̂̂ ^̂  *'°™° ^^ 
entender las cuales basta sólo una atención tenai' t. =„¡̂ > • j ^y^'iO) P«iíi 

Por eso en Ids cálculos procuro pasar sin saltos de 4'̂ '' '̂ •'• 
para lo cual los presento siempre desarrollados- „ * l*"̂ ^ .''"'Jila á oti", 
la ciencia de las charadas. Conduzco de la mano'al 1 -^"*"iet»oa no es 
todos los trámites en la marcha de las operaciones n!>'Írf"*'i ^ ®̂ muestro 
lo exige de quien tiene deseos de enseñar Nada V*̂  ^""^ ^'^ claridad así 
como la fingida facilidad con que los autores dicen •fn^i^'^vl" ^ repelente 

, _ „ j . . "" en ios iibros de texto: 
desarrollando esta expresión, tendremos tal cosa. 

Pero, si el discípulo no sabe desarrollar, ó no tion^ i,/ ú-
¿cómo lo ha de conseguir? ¿Cómo ê  infeliz que aprendp t ^ °̂ n ^*««''1°' 
equivocarse al término de un desarrollo que rRoniJl ,• ^^^S*'" ^ '" 
formaciones difícÜes? Y, aunque no sea precfso n«^ un phego de trans­
hoja, ¿cómo manejarse si se trata de cómputos nn f •!• ^iinieros una 
con frecuencia en el tránsito de los decimales á L » '̂ ®®' ^ S " ^ " P'»'*'̂  
operaciones de logaritmosV ^ generatrices, ó en las 

Las obras de texto'en que se pegan tales snUno i 
que se quiera, pero jamás resultarán propias nara í , « «°^° ' ° ^*''ias 
es que haya en ellas algo de la menguada as tucirque aulerf l^* ' ^' ^^ " ° 
la superioridad del que sabe una cosa ante el áeVá^XJ^ l'^."^'' ««"*''• 
así, en vez de hacer amoroso el estudio, se le ha^^ t v ^ <iwe la ignora. Y, 
hasta el extremo deque el discípulo an-^ iee l l ib ronn / ' ' ^? ' ' ' ^^ ' ^ ^^'^«^ 
t igua ,y tome la resolución de no pensS masen J ; ? " * ^ ^* P*'«^ <=»"-
elfo se dan casos y puedo yo « e r t i f i a r e ^ ^ r i e n S ^ p í ^ T a ^ ^""^^ ^^ 

Estas consideraciones me han impulsado á ext^t,^».. 
secciones de la Aritmética modular, sobre las que no w ^° ' '^»""«* 
mente nueva que decir, por estar ya expuestas con toda exar-H^f,*/^^"S."''' 
dignan del mayor aprecio. Pero los asuntos en ellas tratadoHr««fif" "^^"^ 
veces expuestos con tal concisión, otras con tal n r Ó ^ w y ^ ' ^ ^ " ' ^ " ^ ^ 
inadecuadamente para principiantes, que h ° c r e í < L d e " S ' l ? 5 ' ° * r ' " " 
tiempo y trabajo al alumno, e^ponioUo las m a t e S r m r n . í p r e ' c r p i t a . l a ' 
menteym^tspor sus pasos contados, ó bien partiendo de p ^ s d e S t a 

loi'l6,ÍXra?U»iricof '"' ""'"''° "" °J""^ '° ' indi vens.ble, para adquirir ej WbUo de 
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más accesibles á la inteligencia de los principiantes. A no ser por esto, 
habría yo remitido al alumno á las obras que tratan bien tales asuntos 
i como lo lie hecho en algunas ocasiones). 

En los autores se encuentra considerable número de demostraciones 
fundadas exclusivamente en la dialéctica matemática, acerca de las cuales 
no es lícito dudar, so pena de negar las Matemáticas mismas; pero, como 
en tales demostraciones no se vi.slumbra el por qué del camino seguido, 
resulta que, sin poder ser negadas, no dejan satisfecho á quien quiere 
también conocer la causa de la elección del camino. 

Tal sucede, por ejemplo entre muchos, con el procedimiento que gene-
ralmente-se sigue para hallar las generatrices de las fracciones periódicas: 
«Multipliqúese (dice el texto) por tal cantidad, pártase por tal otra, pro-
cédase luego de tal modo y resultará tal cosa.»—«Bien,» dice el alumno: 
«pero ¿por qué hacer esas cosas y no otras?» 

En casos de esta índole he procurado conducir al alumno por medios, 
á mi entender, más evidentes. 

Los que hayan de leer esta obra deberán tener ya adquirida alguna 
práctica del mecanismo de las operaciones aritméticas, 

En el estudio de la Aritmética ocurre una grave dificultad de método. 
Los sistemas de numeración suponen el sumar, el multiplicar y la eleva­
ción á potencias, de modo que en la explicación hay que admitir como 
•^conocidos» co.NOClMlENTOS que precisamente hay que dar á conocer (1). 

Con la Aritmética ocurre algo de lo que acontece en Gramática: la 
Oramática, que es el arte de hablar, no podría explicarse á quien no Su­
piese'ya hablar. 

Por otra parte, nadie llega á las clases sin saber, por lo menos incons­
cientemente, sumar y restar; pues actos muy frecuentes de la vida, tales 
como el comprar y el vender, no entrañan otra cosa; por lo que no hay 
contradicción en aprender algunos modos de operar antes de conocer las 
razones que los explican y sustentan. 

Por otro lado, ¡cuántas personas ejecutan bien lo quo se llama «las 
cuatro regla*», sin conocer sus fundamentos! 

Por tal motivo, en esta obra, antes que las estrechas exigencias del 
método hubieran en rigor de consentirlo, se adelantarán ideas, cuyos an­
tecedentes supondremos conocidos, aunque sea vagamente; pero, como 
en verdad, el discípulo las tendrá ya adquiridas, nada se perderá en la 
exposición, y, en cambio, se ganará mucho en la brevedad. 

Quien no practica no aprende. Quien no monta & caballo nunca será ji­
nete. Quien no se embarque no se mareará. Por lo cual he cuidado de mul­
tiplicar los ejemplos y los ejercicios; y, si alguien cree que hay demasia­
dos... que los pase de largo y los dé por omitidos (aunque bien pudiera ser 
—y de seguro será—que pronto eche de menos la soltura y agilidad, ga­
rantías de una práctica firme y segura). ¿Qué estudiante podrá nunca de­
cir que se ha ejercitado ya bastante en ía operación de dividir grandes 
guarismos, ó en la extracción de la ^ , ó en el manejo de las tablas de 
logaritmos?... Suele repetirse que los decimales son facilísimos; pero, ¿hay 
machos que sepan decimales, bien? ¿Hay muchos profesdres que los prac­
tiquen coii soltura? 

a) Ibi evidente i todM loo«i que el alttenM de numeración tupone lu opertolones de 
mmar, multijilicar y tlnar á pvimviat. 

43?85ff7- 4000 000 = 4 X 1000 roo =. 4X10» 
-t-ÍOOOOO r 3 X lOOOOO -1 

- Í > C lOOOO A ̂
SX'O* 

- H ?00C0 
r 3 X lOOOOO -1 
- Í > C lOOOO A u-axio» - H 8C00 - - 8 X lOOO - - 8 x 1 0 » 

+ 5« - 5 X 100 - - 5 x 1 0 " 
- t - 60 - 6 X 10 - - 6 x 1 0 ' 
-+- 1 m x 1 H f-ixio* 
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Existe una ciencia del operar: el Algebra. Y en esta obra se pretende 
hacer adquirir al alumno el instinto de los procedimientos. 

Cuando se trata de los principios de cualquier operación de cálculo 
numérico, la Aritmética es ciencia, y una de las má.8 dignas de estadio, 

*mund%tm regvnt numeri», 
aunque no todo sea numerable., 

Pero, cuando sólo se aprenden los procedimientos en cuya virtud se 
hacen las operaciones, y no se estadía al mismo tiempo la razón de los 
modos de operar, entonces el c&lculo numérico queda reducido á la simple 
categoría de arte. 

En las casas de comerció suelen aplicar (y bien) personas ajenas é. la^ 
Matemáticas, los procedimientos aritméticos á las operaciones de escrito­
rio. Mas llega un caso nuevo (y esto ocurre con frecuencia), y entonces el 
que aélo cottoce mecánicamente tiene que acudir al hombre de la ciencia. 

Pero es el caso que la teoria no puede ser aplicada, ni bien ni mal im­
provisadamente por un hombre que desconozca los procedimientos áe la 
práctica. 

. *Nad%e »ábe má» oiie ío gite hace7>, ha dicho el célebre Vico; y acasp & 
ciencia ninguna pueda esa sentencia aplicarse coa mayor propiedad que iu 
la ciencia de los n4m.ero8. ^ 

¡Con qué frecuencia en el curso de la vida se ha encontrado uno con 
maeatroe de Matemáttcaa que no tenían práctica al operarU! 

IJOS libros de matemáticas no han de ser, pues, incompletos: no deben 

f ior tanto, blasonar puramente de prácticos, pero tampoco de teóiicos so-
amente. El cálculo se aprende para aplicarlo á las necesidades del comer­

cio, de la banéaj de la industria, de la mecánica...; y, en esta época de posi­
tivas realidades, más qne el grave é incompleto profesor que se equivoca, 
frunce el entrecejo, suda y no atina con una suma larga ó no da con 
un cuociente algo intrincado, vale el hombre práctico que opera con ra­
pidez y seguridad. Llegado el momento de ejecutar, ;quién llama al pro­
fesor que, con toda su creída sapiencia, no logra hablar ni escribir en la 
ciencia de los cálculos? > 

^ PBÁc?riCAyTEORlA:TBOBÍAyraÁCTiCA CONJUNTAMENTE es lo que en 
MatemátiíSas se necesita; y, si algún impaciente cree qne, mientras prac­
tica, pierde un tiempo necesario para aprender teorías, preciso es conven­
cerle de que no dominará nunca esas mismas teorías que apetece, hasta 
que le seati famüiares los meoamamoa y procedimientos de la práctica; 
que, en ngór de verdad, *nai%e sabe más que aquello que ejecuta » 

Traotique, pues, y al fin hallará ea el deaarroUo gimnástico de su in-
teligenda, proporcionada y útil recompensa ft los Uboriosos esfuerzos de 
su asidmoad. 

En un sentido hiperbólico, pero profundísimo, deoía Newton que 
« ^ GUIÑO es la pacienoia». 

Por lo demás, es un delirio pensar que los altos y fftsnüdoB métodos de 
investigación de ha ciencias pueden bajarse al nivel de loa conocimientos 
vulgares. Sin laboriosidad no se aprende, y siempre lod hechos y lo» pro-
cedunientos científicos serán, como dicen pintorescamente I09 árabes 

«una cerradura cuya Uave e$ el estudio*. 
Sí: el estadio. 

. En las ciencias no hay caminos llanos por donde oneste poca &tíga el 
ctutninar, deoía EUCLIDB» A Ptolomeo. Sólo hay un medio de no fatigarse: 
el. de hMene robusto y vigoroso por taedió de la l ^ n a s i a i&téleetual. 

Las MatemátioAS hatt dé tniriurse, más que oomo na^ de las conquistas 
^odiglOBM de 1& htunanidad, OMbo el memo por «oceelanoia para infondir 
en hm génenunones la ^ t i t a á intelectual que aparta ««^ontaneaoiente los 
entesramiúitos ¿«lasailaoíaa del error. 
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PRENOCIONES 

LBCCIÓN I 

Vnidad.—Plaralidad.—Grados de la plnraiidad. 

Todos nos creemos distintos de los objetos que nos rodean. 
El conocimiento de esta DISTINCIÓN no tuvo principio 

ayer, ni anteayer, ni el día anterior, ni la semana pasada, ni 
el año último, ni el otro... 

Cuenta ya muchos años que la hacemos; y, sin embargo, 
el día de nuestro nacimiento, y dujante muchos, muchos 
meses después, no podíamos hacerla. 

¿Cuándo empezó? 
No lo podemos determinar; pero sabemos con entera cer­

teza que ha habido un día en que, inconscientemente, nos he­
mos DISTINGUIDO del mundo exterior; y en que, además 
(espontáneamente y sin emplear, por supuesto, 1* tecnología 
científica, entonces ignorada por completo) hemos deslinda­
do unos de otros los fenómenos mismos de nuestro ser; esto 
es, en qtíe hemos distinguido nuestres actos de nuestros pensa­
mientos, nuestros pensamientos de nuestros dolores, nuestros 
dolores de nuestros placeres; y en que hemos también distin­
guido placeres de placeres, dolores de dolores, etc., etc. 

Pues bien; desde el momento en que, inconscientemente, 
empezamos á hacer esas DISTINCIONES, alboreó en nues­
tra inteligencia la idea de PLURALIDAD. 
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«DISTINGUIR, es ver la «MULTIPLICIDAD». 
Distinguir una o<»a de otra es, en el fondo, tener la idea 

de dos. 

Durante mucho tiempo no existe en la mente del niño 
más que la confusa idea de MULTIPLICIDAD y de UNI­
DAD (por supuesto, sin saber aplicarles estos nombres). 

Sabe (sin darse de ello cuenta) que él es «ÚNÓ» y qué los 
objetos son cMUCHOS»; pero no sabe OONTAE, y tanto, 
que,hasta el contar le es refraotairio. 

Mas lle^a al fin esa época en que no solamente percibe ya 
la multiplicidad, sino que además ve «GRADOS» en la mul­
tiplicidad, en MÁS, en MBNOB; y no sólo ve el HAS y el MENOS, 
sino que nota como «eccio»e« y trozos y grados en el MÁB, y 
como, secciones y trozos y grados en el MENOS. 

Pero percibir esos grados es dar pasos de gigaiite en las 
regiones de la inteligencia; es nada mehos que tener la por­
tentosa idea de «NÚMEROi. 

¿Qué son, pues, los NÚMBBOS? 
LOS NÚMEROS SON LOS GRADOS DE LA ESCALA 

DE LA PLURALIDAD. 
¿Qué es, pues, UNO? 
UNO es el primer grado de la escala de la pluralidad. 
¿Qué es DOS? , ' 
El segundo grado de la escala de ia pluralidad. 
¿Qué es TBBs? 
£1 tercer grado de 1& escala dé la pluralidad. 
Y asi sucesivamente. (Véase nota página 15.) 

La idea de pluralidad, puea, y sus grados, nos han acudí-
do, «DISTINGUIENDO» secciones en la idea de MUCHOS. 

Y la hemos adquirido independientemente de que esos 
MUCHOS fuesen ó no dé l a misma especie, semejantes ó de­
semejantes, corpóreas 6 itttelBotuales. (Véase la introducción 
á la Pairte II.) 

Pero ¡cuánto tiempo ha tardado la humanidad eíi descu­
brir que la idea de FIÜBALIOAD ei un puro ooencepto de la in­
teligencia, INDEPENDIENlíE de lik/idea de ctrBBFO, y que 
nada hay en ella-de común «ion la idea de objeto material!! 
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Por consiguiente: 
La ciencia que trata de los números puros tiene, en gene­

ral, por objeto la TEORÍA del ORDEN, de la sucesión y re­
petición de los hechos, y de la SITTJAOIOlí de las cosas con 
ABSTRACCIÓN C O M P L E T A de su TAMAÑO, DISTANCIA, SUS­
TANCIA, NATDBAIiKZA y OStado de QUIETUD ó HOVIMIENTO. 

¿Pero es esto definir? No, sin duda. 
Las ideas de orden y pluralidad no se pueden definir: son 

un hecho primitivo y ningún hecho primitivo puede definirse; 
como no se define la idea de ser, ni la de placer ó dolor, etc.; 
porque tras esos conceptos no hay una idea más general de 
su misma especie. "̂  

Y, sin embargo, la falta de definición en nada amengua 
ni perturba el concepto de orden ó sucesión, ni mucho me­
nos el de pluralidad, que es UNO DE LOS MÁS CLABOS Y PERSPI­
CUOS QUE HOY POSEE LA CIVILIZACIÓN MODERNA. 

Ni sería necesaria la definición, caso de existir, porque 
no añadiría claridad á lo que de suyo es clarísimo; EVIDEN­
TE para todo ser cuya razón esté algo cultivada. 

¿Cuál es el objeto de toda definición? 
Hacer claro un concepto. Pues cuando el concepto es cla­

ro. < a 2"''<'̂ ''"> ^o hace falta la definición. 

APÉNDICE. 

UNO, DOS, MUCHO. 

Durante largo tiempo el niño no puede contar. Todo lo 
más que hace es distinguir el grado uno y el grado dos. En 
pasando de dos, todo para el niño es mucho. 

Lo mismo ocurre, á los pueblos salvajes estacionados en 
el ínfimo nivel de la civilización. 

Ya ARISTÓTELES menciona una tribu de Traces que nunca 
tuvo palabras para contar más d^ 4. 

Las tribus muy atrasadas de los bosquea d* la América 
del Sur, y-las délos desiertos de Auatraliaj no poseen á m e ­
nudo palabra ninguna para designar nuestro concepto de 5. 
Los viajeros no han podido encontrar en los idiomas de gran 
número de estas tribus nombres para los números superiores 
al 4, y á veces al 8, y ¡¿un al 2! 

Los JP«rí> del Brasil sólo conoeén el 1, el 2 y el 3, <jue' 
significa, además, mucAo. Los Boioendos de la misma región 

TOMO l. i 
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tienen 1, y 2, que es igualmente mucho. Los Tasmanios po­
seen el 1, el 2 y otro vocablo que significa más de 2. (Siu em­
bargo, la palabra que en su lengua significa hombre les sir­
ve Igualmente para designar el número 6.) Los Neo-Holandeses 
occidentales carecen de vocablo para los números que pasan 
de 2. La escala numérica de los Watchandies consta de las 
voces expresivas de 1, 2, mucho y muchísimo (inmensamente) 
Para el 3 dicen dos-uno, y para el 4, dos-dos. En ei mismo 
principio se funda la numeración de los habitantes de Queens-
land, si bien las palabras son otras (uno, dos, dos-uno dos-
dos). Además poseen otro vocablo que significa más de cua­
tro, mucho, considerablemente. El dialecto Camilaroi tiene 
vocablos para el 1, el 2 y el 3, y puede contar hasta ef 6 di­
ciendo: dos-dos, dos-tres, tres-tres. ' 

De.esta pobreza de expresiones nos es imposible dudar 
comprobada como esta por unánime multitud de viaieros na­
turalistas, etnógrafos y misioneros. Por más que al filósofo 
de nuestros días le sea imposible imaginar una mole tan eran-
de o un átomo tan pequeño que no sean inmediatamente com-
putados por nuestros matemáticos, preciso es reconocer que 
los llamados axiomas de la aritmética están muy leios de ser 
lo. Ni al nifio de los actuales pueblos civilizados, ni al hom­
bre de las razas más salvajes, es accesible semejante género 
de verdades. Diez y diez son veinte, es un enigma para ellos 

GuiLLEBMO DK HuMBOLDT obscrva que las expresiones su­
perlativas formadas sobre el número 3 son una reliquia He 
gada hasta nosotros desde los tiempos en que TBES era sino 
mmo de MOCHOS: tris-megistus,ter felix, thrice blest, troís ÍOÍH 
o¿m... pueden servir de ejemplos. 

En los jeroglíficos egipcios, un caballo, por ejamplo, se 
mdic» por una linea de arriba abajó; dos caballos, por dos 
lineas; muchos caballos, por tres líneas (símbolo que al mismo 
tiempo puede ser sinónimo de 3 de dichos animales) 

No pocas lenguas tienen tres números gramaticales: sin­
gular, dual y plural. El egipcio, el árabe, el hebreo, el sans-
<!rito, el griego, el gótico ... poseen estos tres números gra­
maticales, supervivencia de un período ÍB cultura muv pri­
mitiva, en que todo cuanto excedía de dos era, para inteli­
gencias no desarrolladas aún, un concepto indefinido de mticho 
o de pluralidad.. 
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Unidad pura. — IJntdad mtfdalo. 

Los objetos discontinuos son los que nos sugieren la pri­
mera idea de la pluralidad. Nuestros dedos, las estrellas, las 
olas del mar, los árboles de los bosques, sus ramas y sus ho­
jas, la innumerable suma de piedras, conchas y arenas de las 
playas... son multitudes que nos asombran, que acaso no po­
demos contar, pero en todas las cuales está la sugestión de la 
idea de número, porque todas esas miiltitudes se hallan forma­
das de objetos DISCONTINUOS, DISTINTOS los unos de los otros. 

La extensión del cielo azul, la del horizonte en la mar, la 
de una llanura que se aleja uniformemente hasta perderse" de 
vista, la de una ensenada, el agua de ua lago, de un río... no 
nos dan la idea de número, porque en esas extensiones sólo 
percibimos la CONTINUIDAD. 

T, sin embargo, esas extensiones resultan numerables, no 
naturalmente, sino en virtud del artificio de los hombres. Yo 
puedo escoger una longitud oonocidaj el metro, y puedx) con­
tar cuántas veces cabe el metro entre la última casa de este 
barrio y la primera del vecino. Me es dado escoger un volu­
men que todos conozcamos, el litro, y medir Con él la canti­
dad de mosto que contiene cierta cuba, etc., etc. 

Hay, pues (en'el sentido acabado de exponer), números 
NATÜBALE8 y númeroB ABTXFICIALES. Los árboles de un jardín 
son, por ejemplo, 20, porque lo son naturalmente, y nó 
porque yo quiera ni deje de quererlo. Las casillas de un ta-
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blero de ajedrez son 64, porque lo son. Pero el mosto de un 
tonel será 200 si cabe 200 veces en él la medida que yo escoja 
(200 litros, T. gr.); pero, si es 200 litros, no puede en el mis­
mo instante ser 200 cuartillos ni 200 cánWas. Los números 
que resulten han de depender (y siempre dependen cuando 
se trata de las cosas continuas) de mi arbitrio al escoger el 
módulo de medir. 

Pero la idea de número puro no brilla aún en los ejemplos 
anteriores. 

Cuando decimos 100 árboles, ó bien cuando hablados de 
100 fanegas de trigo... nuestro pensamiento está más en los 
objetos que en los números; porque, no pudiendo formarnos 
bien idea de lo que sean esas masas de árboles y de trigo, 
resulta que 100 árboles y 100 fanegas Tienen á ser expresiones 
en cierto modo equivalentes á las indeterminadas tmuchotri-
go^, "muchos árboles^. 

El número puro sale de la idea de repetición; lo sugiere 
la sucesión de los fenómenos; lo afirma la renovación de los 
actos. Cuando un cazador dice tengo tres escopetas, su pensa­
miento se fija en el conjunto de las armas; pero, cuando ma­
nifiesta que ha hecho una cosa cierto número de veces, siete 
por ejemplo, su atención se dirige á la repetición como repe­
tición, y nó á determinados objetos como distintos de otros 
objetos semejantes ó diferentes. Piensa, por tanto, ^n un nu­
meró de veces, nó en nn número de cosas; piensa en un núme­
ro, nó en iin algo material. 

El 1 de numeración no tiene, pues, nada que ver con 
el 1 de mensura ni con el 1 de colección (1). 

La palabra XTKIDAD tiene, pues, tres acepciones muy dife­
rentes, todas importantisimas: 

1.* Significa unidad pura (2), el principio de la escala de 
la pluralidad. 

(1) (Véase elT>rfncáMo de la Parte n.) Es incorrecto, por lo tan­
to, decir gue las operaciones aritméticaa se hacen sobre magnitades, cuan­
do la verdad es que noestro entendimiento las realiza sobremos conceptos 
de repetición, nó de magnitud. |}st4s ideaa fueron nn tiempo generalmen­
te admitidas (hoy no lo son); y tanto, que en la idea de número se jnzgó 
de «lénciii el concepto de la reoetileión, de tal modo que hasta se llegó A 
poimrén duda que el 1 fuese numero. 

^ Signmca también uno. Agregue Y. & esa suma la imidad. 
Tient, wítmim, otn aeepiáón meramente téenioa de los eistemasde 
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2.° Significa aquello conforme á lo cual se llama uno á 
cada cosa discontinua (1). 

3.° Significa módulo de medir las entidades continuas. 
LA. UNIDAD PÜBA KS INDIVISIBLE; no tiene partes; carece de 

toda pro'piedad corpórea; no huele ni tiene sabor; ni se oye, 
ni se vé, ni se palpa, ni es susceptible de movimiento... La 
frase hacer algo media vez carece de sentido. 

Las cosas discontinuas forman CONJUNTOS: son agrega­
dos de objetos. 

Las cosas continuas, extensiones, 'volúmenes, pesos, son 
mentalmente DIVISIBLES; tienen siempre propiedades físi­
cas y químicas; siempre se ven y ge palpan; sus partes pue­
den moverse, etc. 

La idea de UNIDAD PÜBA es IDÉNTICA para todos los 
hombres á quienes es dado llegar al sublime concepto del nú­
mero puro: no conoce nacionalidades: lo mismo el ruso, que 
el español, que el americano... saben lo que es «hacer algo 
una vez», «hacer una cosa dos veces», «hacerla tres veces», 
cuatro, cinco... ciento, mil... un millón... 

Las ideas de UÓDULO varíau. de pueblo á pueblo y de hom­
bre á hombre. Los españoles no saben lo que es una wersta ó 
un kreutzer, así como los rusos y los alemanes ignoran lo que 
es nuestra legua, ó nuestra fanega, ó nuestra vara de medir, 
y tanto ellos como nosotros ignoramos lo que fuesen las me­
didas de que habla el profeta EZEQUIEL... 

Todo cuanto se puede preguntar y predicar científicamen­
te de los objetos discontinuos y de los módulos de las cosas 
oontinnas, es impredioable de la idea de unidad pura; y, por 
consiguiente, de la idea de número puro. Por ejemplo: 

Podemos, familiar y científicamente, preguntar: ¿cuánto 
pesa esa mangana? ¿qué tamaño tiene? ¿cuál es su forma? ¿á 
qué huele? ¿á qué sabe? ¿de qué color es?... ¿Qué dimensiones 
tiene una fanega de sembradura?... 

T nada de eso sé puede preguntar del número puro. 
¿Cuánto pesa el número 1? ¿qué tamáfio tiene la idea de uni ' 

nnmeMeión, oomú otuuado se dice: unidadea d« primer orded; unidade» de 
BMnmdo ó decenas; vnidade» de tercero & oentuiais; unidúdí» de cuarto ó 
mulares, etci, etc. 

(1) Góaseeaenoia de la muy coaoóida deñnioióa de Ecounos. 
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Esto, con ser tan claro, recibe mayor luz tratando de res­
ponder a la siguiente pregunta: 

¿ffay algo menor que uno? 
No; porque siendo uno el principio de la escala de la plu­

ralidad, sena contradictorio que hubiese algo anterior al prin • 

No; porque, de suponer que hay algo más pequeño que 
««cresu taran absurdos evidentes.—He comido media vez -
He dado tres golpes y m«dio;-He entrado en el teatro si^te 
^ ^ ' ' ' ' - ^ ' '-'.'''' - ^ ^ « - * « ' - H e dado medio 

Pero, ¿puede haber algo menor que un MÓDULO? 
S I ; la mitad de su conjunto, el tercio de su tamaño, de su 

pe o...; porque, entrando en la idea de conjunto, de misa, de 
volumen la idea de magnitud no es contradictorio ^ue 
otra cierta magnitud exista en tamaño menor. 

ASI : S I nos preguntasen ¿hay algo menor que un metro? 
podríamos responder sin absurdo: medio metro, un cuarto de 

. Asi, media libra, una tercia, medio duro, etc., son con­
ceptos en que no hay contradicción. 

DIS^c 'o¿¥mTT; ' 'TmnA'*n^?.^^ ^ ^^^ ^^^^^-^ ANIDAD JJibOUNTINUA y UNIDAD CONTESTUA 
Llamaremos á la «unidad pura, (que es INDIVISIBLE Ó 

IDÉNTICA de hombre á hombre), UNIDAD NUMÉRICA ó sim 
plemente UNIDAD. ^ 

Y llamaremos UNiDAD-MÓDOLo, ó simplemente MÓDULO á 
toda magnitud que sirva para contar ó medir. 

Los módulos siempre serán FRACCIONABLES y VA 
RIABLES de pueblo á pueblo, de provincia á provincia y á 
veces hasta de hombre "á hombre. 

(1) Es de creer que no haya entendimiento tan romo ó meniruado has­
ta eí punto de juzgar que la forma del 1, esto es, del t r a z o ^ o K e W -
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Y dividiremos los módulos en indeterminados y determi­
nados; ó sea, en tntímeros genéricamente abstractos* y en «WM-
meros concretos determinados». 

Hoy sabemos lo que es un metro, un lifcro, una peseta... 
módulos determinados para nosotros. 

Pero ¿qué era la caña de Ezequiel? (Ez. cap. XL.) 
¿Qué pesaban los cincuenta sidos de la barra de oro que 

robó Acháu ( i ) , por lo cual lo apedreó el pueblo y fué con­
denado al fuego por Josué? (Jos. cap. Vil . ) 

Estos ciertamente fueron módulos de medir, pero resultan 
indeterminados hoy para nosotros. 

Los «números puros» son números sui generis: los demás 
son abstractos y concretos. í l l uno en que principia la escala 
de los números puros es indivisible, de donde se deduce el 
importantísimo principio siguiente: 

« L o s NÚMEROS PÜB08 SON POB ESENCIA NlUEBOS ENTE-
BOS» ( 2 ) . 

Los «números-módulo» se refieren siempre á una colección 
ó conjunto; ó á una masa ó volumen: y, como todo conjunto 
y toda masa pueden ser siempre menores, se deduce de esto 
el no menos importante principio siguiente: 

« L o s NÚMEKOS-MÓDUIiO SON SIBMPEE FBACCIUNABLES Y DIVI­

SIBLES.» 

El concepto de «número puro» es simple y no supone otras 
ideas más que la de «grados» en la escala de la pluralidad. 

El concepto de «número-moduló» es siempre compuesto: 
1.° De la idea de «número puro». 
2.° De la idea de «módulo.» 
Para comprender lo que significan las palabras «cinco 

balas», coinoo libras», «cinco duros», «cinco litros»... no bas-

(1) Regulamqae aui-eam... quiuquaglata siolorum... cDucupisceas abs-
tuli. 

(2) Recuérdese pág. 11. 
—Y ¿me matarás de la muerte que yo escoja ? I 
—Palabra de gigante. 
—Pues mátame de media bofetada. 



98 ARITMÉTICA PUKA 

ta tener la idea de ^cinco»; es preciso haber visto ó saber lo 
que 68 «bala», «libra», «duro», «litro»... 

La ARITMÉTICA es la CIENCIA DE LOS NÚMEROS. 
Y, como los números se dividen en paros y modulares, la 

Aritmética se divide en dos grandes secciones: 
í.* Aritmética pura, ó de los números. 
2.* Aritmética concreta, ó de los módulos. (V..notap. 15.j 

A P É N D I C E . 

Es tan difícil á las inteligencias poco cultivadas adquirir 
la idea de número puro, que por lo regular no pueden ver 
ningún número independientemente de algún módulo. 

Aun hoy, no pocas sirvientes ajustan sus cuentas con gar­
banzos.. Van echando en un montón tantos graíios como cén­
timos han gastado; y, cuando el montón llega á 25, ponen 
aparte una simiente en representación de un real. Cuando 
han reunido éuatro de éstas, ponen! en un sitio más distante 
otra simiente, Como símbolo de una peseta... etc. 

En mucho» Jjuntos de España (y de Inglaterra) sensa el 
sistema de las tarjas, qu^, por stí ingenio y facilidad, sera 
más adelante objeto de especial examen. (Véase el Apéndice 
a la Leécion IV.) -^ 

Este método represmíaíwo de contar, llamado por H u n 
boldt numgraeián palpable; estÁ muy lejos del concepto cien-
tífioo de.número, puesto que el número puro no tiene propie­
dad ninguna física: caree© dé largo, anobo y grueso, no-pesa 
m tiene color,'sabor, ol^r... ni se mueve, etc. Pero, oomo eu 
ocho garban,zo8, por ejemplo, está comprendida la idea de 
ocho, ese numero de «mijBntes, no por sus propiedades físi-
coff ó almerOietas, amo por su grado en la esoala de la plura­
lidad, puede repreneíitar á inteligencias mal desarrolladas el 
mismo j|f/a«ío de la escala en absoluto, cuando se trata de 
oéntetao« de p6seta. 
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Por lo dicho, es fácil ver cómo la NUMEBACIÓ.V PALPABLE 
lleva naturalmente al fundamento de los valores aritméticos de 
POSICIÓN. El garbauzo, que eu el primer montón vale 1 para 
la sirviente del ejemplo vale, en lugar aparte, 25, y cuatro 
veces más en un tercer lugar, etc., etc. 

Por medio de habas calculan los hombres del campo, en 
Inglaterra. 

Y por medio de piedrecillas (calculi, de calx), cal, már­
mol... (de donde toma origen el verbo calcular), contaban los 
antiguos romanos. 

—¿Cuántos años tiene V., buena abuela? 
—¡Ay! hijo mió, «^a tengo cuatro duros y dos reales^, es 

expresión que con frecuencia se oye todavía.—ilfur/d de cin­
co duros y un real. 

Pero calcular por simientes, ó por piedrecitas, ó por las 
cuentas de un rosario... supone un estado de civilización ya 
sumamente adelantado. Así es que los pueblos inferiores lin­
dantes casi con el salvajismo, se han servido todos, y aun se 
sirven algunos, de los dedos de las manos y de los pies para 
contar. 

Los dedos nos han enseñado la Aritmética. 
Los Tamanacos del Orinoco, después de hacer uso de sus 

números hasta 4, expresan el siguiente grado cinco por medio 
de una palabrsí compuesta cuya traducción es una-mano-ente­
ra. Seis resulta expresado por un término que significa uno-
de-la-otra-mano. Siete es dos-de-la'Otra mano, y así sucesiva­
mente hasta nueve inclusive. Nombran el diez con palabras 
que significan lasados-manos. Para Indicar el quince extien­
den las dos manos y adelantáis un pié, diciendo al mismo tiem­
po una frase que significa un-pié-completo. Para diez y seis 
dicen un-pié-yuno-del-otro-pié, ó solo uno del otro pié, y así 
sucesivamente hasta diez y nueve inclusive. Para veinte di­
cen un-indio: 21 es uno-de-la-mano-de-otro-indio: 25 es _una-
mano-de-otro-indio. 40 resulta expresado por dos-indios, y 
así 60, 80, 100 son respectivamente tres-indios, cuatro-indios, 
cinco-indios, y más si les es necesario. 

Las lenguas de la América Meridional abundan en hechos 
análogos. Las "huellas de la numeración digital se ven claras 
en los dialectos de los Gayrivis, ios Tupis, los Avipones, los 
Caribes... que rivalizan con los Tamanacos por su sistema de 
numeración en que una-mano, dos-manos, un-pié, dos-piés 
indican respectivamente los números 5, 10, 15, 20. 

Otros dialectos no ofrecen tan claro el mismo procedi-
irüenfco. Los Omaguas emplean la palabra mano para desig­
nar el 5, y reduplican el vocablo para indicar el 10. Hombre, 
cbmq hetnos visto, signifíoa en varios idiomas de la América 
Meridional 20, por sumar 20 el total de los dedos de las ma-

TOBó %. 5 
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nos y los pies; pero en otros dialectos, que revelan nn estada 
intelectual muy inferior, la misma voz hombre significa 5, 
pues los individuos que los hablan no han sabido contar mi -
meros mis elevados. 

También hombre era 5 para los Tas*manío8. 

Es tanta la dificultad de separarla idea de número pura 
de la expresión de un módulo, que hasta pueblos célebres por 
su cultura relativa, tales como lo» Mniscas de Bogotá, acu­
dían al mismo recurso d© los dedos, manos y pies, y asi para 
11, 12, 13... decíanj)i¿-ttno, ^¿¿-do8, j)í¿-tre», etc. 

£ u las gramáticas groenlandesas modernas se ve que la 
palabra usada para el 5, signifioó en lo antiguo mano., y 
así, 6 se dice con una expresión que significa uno-sobre-la-
otra-mano; 7, dos-gobre-la-ofra-mano; 13, tres-sobre-el-primer-
^ié; 18, tres-sobre-el-otro-pié; 20, equivale á un-hornbre-com-
pleto, y así, contando muchos hombres-completof llegan á ci­
fras relativamente elevadas: por ejemplo, para 63 dicen, tres-
dedos-del-primer-pié-del-tercer-hombre. 

Entre los aztecas, tanto septentrionales, como meridio­
nales, la nomenclatura numérica era uua supervivencia de la 
numeración digital, tanto de ias manos, como do los pies (1), 

Para los Towkas de la América del Sur, 10 era medio-hom­
bre, y 20, un-hombre. 

La palabra cempoalli, de los Aztecas, que numéricamente 
oxpresa la idea de 20, quería decir en su lengua uno-entero; 
osto es, un hombre completo, en el sentido de haberse com­
putado todos los dedos de las manos y de los pies de un me-
jioano. . 

Análogamente algunas tribus australianafl occidentalear 
dicen para expresar el 16, una frase que significa; las-manos-
de-cada-lado-y la-mitad-de-los-piés. 

En la lengua maré de la Melanesia, lO significa los-dos-la-
doSf esto es, las-dos-manos; y un-hombre es también 20. Trein­
ta y ocho se expresa diciendo, un-hombre-dos-lados-y-ocho. 

El nombre que los negros veis del África. Occidental dan 
á 20, significa una-perso»a-es-acahada; 40 es dos-personas-
MOn-acábadas, 60, 80... tres-hombres-son-acabados, cuatro-
kómbres-son-aeabados, eto!, etc. 

Los zolús presentan ua caso di^no de ijaendión que paten-^ 
tiza la dificultad de desprender la idea de número de la de un 
objeto contado. Empiezan los zulús sus cómputos por el dedo-
mefiiqne de la mano izquierda, y al llegar á 6, dicen «tanó-

' concluida; entonces pasan al pulgar de la miaño derecha, y 
la palabra 6, significa tomando-el-gordo. 

(1) ifás'adelante (Apéndice á la Lección IV} sari esta nameración 
asunto de m&s amplio estudio. 
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La palabra correspondiente á nuestro verbo indicar, si el 
^ulá señala al mismo tiempo su dedo índice, significa 7; y 
así , para responder á la pregunta: «¿Cuánto te ha dado tu 
amo?» un zulA dirá: *Ha-adelantado-su-indice», esto es, me ha 
dado siete. Para decir había siete caballos, se expresarán de 
«ste modo: los-caballos-han-indicado. La frase dos-dedos-ce­
rrados quiere decir 8, jr un-dedo-cerrado 9. Una palmada ce­
rrando las dos manos, indica el 10. 

* ¡Diferentes son en verdad tantos y tan raros medios de 
«xpresiónl Pero todos ellos coinciden y convienen en que la 
idea de número puro no se expresa de un modo independien­
te, sino que va en todo caso unida á la de un objeto. Y, por la 
circunstancia de formar parte integrante del hombre mismo 
los dedos, las manos y los pies, estos órganos han sido los ob­
jetos escogidos con preferencia para contar. 

Y lo son todavía, aun en nuestros pueblos civilizados. 
Y, si no se recurre á los dedos, se acude á otros objetos 

materiales. 
La humanidad, antes de tener la idea de numero puro, 

independiente por completo de toda cosa material, ha tenido 
la idea de número adherida á algún objeto y encarnada en él. 

Y la pobreza primitiva'se nos hace actualmente difícil de 
-creer, no sólo porque estamos habituados á nuestros excelen­
tes métodos de contar, en que existe todo lo necesario al efecr 
to, sino también porque en ellos abunda hasta lo superfino 
(acaso con detrimento de lo sistemáticamente científico). 

En electo; están fuera de sistema las voces once, doce, 
¿rece, catorce, quince, par, pareja, trinca, talega (1 000 duros), 
manada, piara, bandada, etc. 
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Denominaciones.-JSiiPiíos opei'atorlon. 

La Aritmética pura trata de los números puros: esto es^ 
de los grados de la escala de la pluralidad con abstracción 
completa de las cosas, de su naturaleza, de sus magnitudes y 
de sus distancias respectivas en quietud y en movimiento. 

Con los número» puros no se pueden hacer más que do» 
operaciones: 

«AGBEGABLOS y DI8GBSGABL0S.» 
El agregarlos se llama en Matemáticas «SUMAR». 
El disgregarlos, «RESTAR». 
El odmero que se agrega á otro (ó á otros) se llama SU­

MANDO (1). 
El resultado de la agregación se dice SUMA. 
El número del cual se quita otro se llama BBSTANDO ó MI-

NUKNDo; el número que se quita, KESTADOB Ó'SUSTBABNDO, y el 
resultado de la operación, BESTDUO, BBSTÓ Ó DIFBBBMOIA (2). 

6j 
,A\ A«1 «n J * 14 i *"*"*"*'* ( los números 6, 7, 14 y 9 son los SÜMAN-W -^sien! g) , DOS. V el 36 ea 1* R«MA. 9 ) ( DOS, y el 36 es la SUMA. 

= 36 auma i 
Inmediatamente ae evpUcará el significado de los signos + ; —; = i X > -̂  
(2) Así en 36 rvttanih 6 minuendo 

—14 re$tador 6 natrüeitdo 

= 22 retídUp ó diferencia 
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La agregación puede hacerse indefinidamente: la disgre­
gación no puede bajar del uno. 

Del uno puro, sólo se puede quitar uno. 
En la «ABiTMÉTicA-MODüLAB» uo sucede así: de un «MÓDU­

LO» puede quitarse un fragmento (un quebrado). 
Desde luego se deduce de esta división que cuanto se afir­

me de los números puros, será también afirmable de los nií-
meros concretos; pero que la recíproca puede no ser cierta: 
y , en efecto, muchas cosas que son verdad en los números 
concretos, resultan absurdas aplicadas á los números puros. 

El número puro supone la repetición, la sucesión. 
El número conjunto supone la individualidad, la distin­

ción, la discontinuidad. 
El número propiamente modular supone la medida, la in­

tervención humana en el cómputo de la cantidad, esto es, del 
cuanto de una continuidad. 

Los números puros aprecian la multiplicidad de los cos-
JUNTOS naturales de las cosas discontinuas. 

Los números modulares son HKLACIONKS artificiales entre 
una continuidad y otra que le sirve de medida. 

Las cosas discontinuas forman multitudes, muchedumbres, 
PLUBAHDADE8. 

Las cosas mensurables forman masas, cantidades. 
Pero, por extensión, se llama cantidad á la multiplici­

dad (1) y también inmensidad (2). 

La operación de sumar puede abreviarse cuando los su­
mandos son. iguales; y la operación de sumar abreviadamen­
te se llama JÍÜLTIPLICAB. 

MuLTiPLiOAB es, pues, sumar abreviadamente cierto número 
de sumandos igualts. El número que se repite se llama uxnt-
TiPLioAimo: el número de veces que ese sumando se repite se 

el núm. 36 es el minuendo, el 14 es el sastraendo. y el 22 la diferencia; ó 
Hen, respeetivamente, el restando, el testadov y el tesiduo. 

(1^ Escriba V. las sigmentes cantidad^ 457; 602; 24. 
(2) La inmentidad de las estrellas de primera magnitud, la iwnenaidad 

d« éLcboles que hay en estos paseos,... son multitudes que no es imposible 
contar. 
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llama MDLTIPLIOADOB Ó COEFICIBNTB (1) y la suma de los su­
mandos iguales se llama PBODUOTO. AI prodacto contribuyen 
tan ineludiblemente el multiplicando como el multiplicador; 
por eso los dos se llaman factores del producto, y cada uno 
de ellos indistintamente factor. 

Cabe deshacer la multiplicación (así como otra"clase espe­
cial de suma, en que todos los sumandos son iguales, menos 
uno, que es menor) y la operación se llama nivipiB ó A B T I B : 
al resultado de la operación se da el nombre de OÜOCIBNTB (2). 
La suma en este caso especial se llama DIVIDENDO, y el su­
mando que, repetido cierto número de veces, la .forma, se 
llama pivisoB. El divisor y el cuociente se llaman factores 
del dividendo. Si á más de los sumandos iguales que inte-
gran el dividendo hay otro menot, éste se llama BESÍO^O. 

Cuando formas escritas de un mismo grado de la plurali­
dad son diferentes,, y queremos manifestar que en grado son 

. (1) Asi en 22 el número 22, que se repite tres veces, es el MULTI-
X 3 PLiCANDO: el 8, que es el número de veces que el 

^ 22 se repite, es el MÜLTIPLICADOE Ó ooBMOiBiiiTit, y el 
=5 66 66 es el. PBODUOTO. 

La voz ooefíeiente ea más del Algebra'que de la 
Aritméticas j siempre se usa en el sentido de nwltiplieador, no & mttlti-
plicandó. £n Algebra se da, oon espeoialidad^ «1 jiombre de epfflñeutt» 
á los &ctores anmérioos que se tsolocan delante de las exprerionés litera-
íes. En S abo; 3 a>b; 8(a — b); el Q de estas esjg^^eáo&eAaauaéÁeoeficiente. 
Sin embargo, los eoefidentes pned«i ser teunbién literales: «n a* (b - - o) 
hace de co«/í(c»<n<e 8'. 

(2) Todo eerto se explanar^ á su tiemM. Ahora sólo se enonoian no^t>-
De& indispensables para poder seguir. Én Aritmétíoa es preoiso á locroó-
mieusos suponer nociones no ezpUoadas todavía, lo ^ e se hará más y 
más patente á medida que adelantemos. 

86 I 9 En YJ-', el 36 es él DIVIDENDO, el 9 el onnsoB j el 4 el cuocatMTB. 

Aquí no faaj retiduo, porque el 86 es una suma de 4 sumandos igwúiwK 

9^-9-»-»+. 9 a* 86. 

871 9 • '"' 
Pero habüa retiduo en . i-r- porque 87 tm una soma de 4 soóianSos 

guales todos á 9, y además otro sumando laeáor igoíd, á 1; 

87 = (9-*-9-^ 9 + 9) V 1 s= (4 X 9) + 1 ; 
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iguales (como tienen que serlo por referirse á un sólo y mis­
mo número) entre ambas formas diferentes se escribe este 
signo ==, que se lee «IGUAL» . 

La operación de sumar se indica con este siguo -4-, que se 
lee «MÁS». Así: 

4 -t- 5 •+- 6 = 15 
se loe: cuatro, más cinco, más seis, igual quince; y significa 
que el 4 jse suma primero oon el 6, y luego el 9, resultante 
con el 6, y que la suma de esos tres sumandos es quince. 

La operación de restar se indica con éste signo —, que se 
lee «MBKos». Asi la expresión 

7 — 5 = 2 

se lee: siete menos cinco, igual dos; lo cual quiere decir, que 
del 7 se ha de restar el 5, y que la diferencia será 2. 

La operación de multiplicar se indica con el signo X, que 
se lee «HÜLTIPI/ICAUO POB» Ó simplemente' «POK». 

4 x 8 = 12 

se lee: cuatro, multiplicado por tres, igual doce, A más breve­
mente, cuairo por tres, igual doce; cuyo significado es que 
4 H- 4 -+' 4 = 12, ó sea que el ramando 4, repetido tres veces, 
da 12 como 817HA. (en este caso, llamado PRODUCTO, por ser 
igoaleslos treii saraaadcM) (I)-

También el signo X se lee «rcccí*.» Así la anterior expre­
sión se le»: cuatro veces tres, igual doce, ó. sea 

3 + 8 + 3 + 3ÍS12 . ' 

La operación de partir sé indica copí el signo -r (ó bien con 
el signo : ) . Ambos s^ lova. «partido por» 6 "dividido por» (el 

(1) ÉQlapATtTBsqgtuidase tratajráá6los otros ca^os del multiplieary 
ñalpartir. 
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por suele supr imirse) . También se indica la operación de par ­
t i r colocando el divisor bajo el dividendo y en t re los dos u n a " 
raya horizontal . 

se lee: veinte, partido cinco, igual cuatro. 
Lo mismo se lee 

• 20^-5 = 4; ó bien 20 : 5 = 4 

' veinte, dividido cinco, igual, cuatro. Y cualquiera de las t res 
expresiones significa que el 20 está formado por 4 sumandos 
iguales á 5. 

,5 4-.5-(-5 + 5 = 20 

La operación se dispone también en la forma 

20l_5 

y también entonces se dice ^veinte, partido cinco». Y, cuando 
en la operación hay residuo, 

21 
1 

5 

el resul tado se lee diciendo: «veintiuno, partido cinco, igual 
á cuatro, más uno de residuo; . 

21 = (5 X 4) -+- (1 de residuo) ' 

H a y u n caso part icular del mul t ip l icar , en el que son 
iguarles el sumando que sé repi te y,el número de veces que ese 
sumando se ha de repet i r ; ó, lo que es lo mismo, en que son 
iguales los factores: 

3 x 3 = a 
E l producto así obtenido se l lama en este caso POTKNOIA. 

Esa potencia puede mult ipl icarse después por el mismo fac­
tor una vez más , y o t ra y o t ra . . . y así sucesivamente. 

'1) Más adelante se completarás estas nociones. 
21 ' 21 + 5 = -E- = 4 oon un sobrante de 1 , " - - • 

porque- ' . 
Í5 -t- 5 -+- 5 -»- 5) -(- 1 = 21 = (4 X 5) + 1 (cuatro veces 5, y además 1). 
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3 x 3 x 3 = 9 x 3 = 27 
3 x 3 x 3 x 3 = 27x3= 81 

3 X 3 x 8 X 3 X 3 = 81 x 3 = 243, etc. 

Esta clase de operaciones se llama ELEVACIÓN Á POTENCIAS 
ó INVOLUCIÓN. Así como el producto es una especie de suma, 
la potencia es una especie áe producto, y se indica escribiendo 
en tipo pequeñito á la derecha del número dado, el número 
de veces que ese número entra en toda la operación como 
factor del resultado final. El número escrito en tipo pequeño 
se llama EXPONENTE. 

9 

3 x 3 = 3- = !l; segunda potencia del 3 
3 X 3 X 3 = 33 = 27: tercera potencia del 3 

3 x 3 x 3 x 3 = 3* = 81; cuarta potencia del 3 
3 x 3 x 3 x 3 x 3 = 3''' = 243; quinta potencia del 3 

3 x 3 x 3 x 3 x 3 x 3 = 3 0 = 729; sexta potencia del 3, etc. 

Q Elevar á la segunda potencia, á la tercera potencia, á la 
cuarta, á la quinta... etc., es hallar el producto en que un 
número entra dos voces como factor de sí mismo, 10 X 10; 
tres veces 10 X 10 X 10; cuatro veces 10 X 10 X 10 X 10; 
cinco veces 10 X 10 X 10 X 10 X 10, etc.; por manera que 
100 es la segunda potencia de 10; 1 000, la tercera potencia 
de 10; 10 000, la cuarta potencia de 10; 100000, la quinta 
potencia de 10; 1 000 000, la sexta potencia de 10, etc. 

La operación de deshacer una INVOLUCIÓN se llama EVOLU­
CIÓN ó EXTRACCIÓN DE KAÍCEs, y SO' índica por medio del sig­
no / , llamado radical. En la parte superior del ángulo agudo 
86 escribe en tipo pequeñito el número de veces que en el pro­
ducto entra el sumando como factor, y bajo una raya hori­
zontal se escribe el prodaoto. 

2' 

^ 2 7 _ = 3 
V''£l̂  = 3 
^243 = 3 

y ^ 7 2 9 = 8 i l ) 

(1) A su tiempo se explicará detenidamente la BVOLUCIÓN Ó EXTRAO 
CIÓM DB RAÍCES. Baste por ahora con el conocimiento de los signos qr.e 

sirven para indicarla; etc. 
TOMO I. 6 
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^ De modo que con los números puros no pueden hacerse 
más que tres clases de operaciones: 

Sumar (reunir sumandos); 
Restar (deshacer la suma para hallar un sumando;: 

dos abreviaciones: 

Multiplicar (reunir sumandos iguales)-
Part ir (deshacer esta suma); 

y dos graduaciones: 

Elevar á potencias; 
Deshacer esta operación. 

Toda la clasificación es, pues, como sigue: 

Operaciones 
fundamentaleg. Abrevlaclone». Graduaclonc. 

I '^ í^f ; MULTIPLICAR INVOLUCIÓN. 
EBSTAP.. PARTIR. EVOLUCIÓN. 

Estoa tres modos diferentes de operar se llaman ALGO-
BITMOS (1) : 

Algoritmo por suma; 
Algoritmo por multiplicación-
Algoritmo por potencia». ' 

Cuando un grado de la pluralidad es mayor que otro se 
usa este signo > , y cuando es menor, este otro < , 

5 > 4 ; 6 < 8 

se leen; cinco mayor que cuatro; seis menor que ocho. 

fe se lee: tmoffor ó menor ^tte». 

(1) La voz algoritmo tiene otras acepciones. Se deriva delerieico ariik 
tms, numero, precedido del articulo árabe. Otros la sarán r 1 « i f * / r J ^ * 
célebre matemático árabe que vivió en tiemno« L i -. t í f f ^ í Af^»««t, 
rante el primer tercio del siglo ix ^ *^ ' '^^ '^ Al Maman du-

La voz ALGORITMO es, pues, procedimiento de cálculo, forma de opera­
ción con los numero^ género particular de notación: Algoritmo del cSlcu 

c ? a ^ ! ' X ^ Í t 4 ^ f T e t ' ' s ' d í f e ? e í : i ' ¿ 
S ^ lo mismo que .Ariü^^S^ ^ Í ^ ^ J T ^ ^ T ^ ^ ^ Í 
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Para presentar unas expresiones separadamente de otras, 
siendo todas componentes de un resultado, se usan los parén­
tesis llamados en las imprentas redondos y cuadrados. Tam­
bién se usan las llaves. 

100 + [ (4 X 3) + (5 X 2) ] i - 2 = (100 + 12 -t- 10) - 2 = 120 

100 H- [ (4 -1- 4 -t- 4) -t- (5-t- 5) ] I — 2 = 120 

oo se lee: «la diferencia entre». 
. ' . se lee: «por consiguiente». 
••• se lee: «porque». 
? se lee: «¿por qué? 

R E S U M E N . 

^Qaé son Matemáticas? 
¿a s Matemáticas estudian el número en sí mismo, como 

igualmente las relaciones de proporción y de medida de las 
cantidades. 

Por tanto, estudian el UNO y el MUCHOS en sus grados; la 
unidad y la pluralidad; así como el orden, sucesión y situa­
ción de las cosas, con abstracción completa de sus relaciones 
y de las distancias más ó menos grandes que las separan. 

Constituyen, pues, la ciencia del número y la magnitud en 
sus estados sucesivos de quietud y movimiento.' 

¿Cómo se llama la ciencia que trata de los niimeros? 
Aritmética. 
¿Qué son los números? 
Los grados de la escala de la pluralidad. 
¿Cuándo hemos adquirido las ideas de unidad, de plurali­

dad y de número? 
No las tuvimos en el momento de nacer, ni tampoco las 

hemos adquirido en la actualidad, sino en una época inter­
media, cuando empezábamos á entrar en el uso espontáneo 
de nuestra razón; esto es, cnanto nos fué dado ^distinguir» 
(sin damos cuenta de ello) unos de otros los objetos, y las 
modificaciones de nuestro ser. 

¿.^n qué se dividen los números? 
En puros y modulares. 
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¿Y las unidades? 
Én unidad pura, unidad discontinua, y unidad continua. 
¿La «unidad pura» ó numérica es divisible? 
NO. 
¿La unidad discontinua es divisible? 
SI (media manzana). 
Pero no siempre es fraccionable: no cabe decir: media es­

trella. 
¿La «^unidad módulo» es divisible? 
SI (media vara, media libra)... 
¿Hay algo menor que uno? 
NO, hablando de números puros. (No se puede emitir un 

voto media vez, etc.). Pero, hablando de módulos, siempre 
hay algo menor que uno; pues no es contradictorio que la 
magnitud módulo se divida en magnitudes menores, como la 
mitad, el tercio, el cuarto... del módulo de que se trate. 
(Así es que puede decirse sin absurdo: «he visto media man­
zana», «he visto medio metro», «he andado media legua», etc.) 

¿Todo lo que se dice de los números puros, puede decirse 
de los modulares? 

Si; pero lo que se dice de los modulares, no siempre pue­
de predicarse de los puros. 

¿Qué es sumar? 
Reunir sumandos. 
¿Qué es sumando? 
El número que hay que agregar á otro ú otros. 
¿Qué es restar? • • 
Hallar QQ sumando, dada una suma y otro sumando. 
¿Qué es multiplicar? 
Sumar abreviadamente sumandos iguales. 
¿Qué es multiplicador ó coeficiente? 
El número de veces que un sumando se repite, 
¿Cómo se llama la suma de sumandos iguales? 
Producto. 
¿Qué son factores? 
Los elementos de un producto; esto es, el multiplicando 

y el multiplicador. 
¿Qué es ezponente? 
JSI número de veces que t̂ n número entra como factor de 

un producto. 
¿Qué es elevar á potencias? 
ü n caso particular del multiplicar, en que son iguales el 

sumando y el número de veces que el sumando se repite (1); 

(1) M&s adelante se dará la definición de las demás operaciones. 



PRENOCIONES 45 

Ó bien, hecha una primera multiplicación, se repite de nuevo 
el resultado un número de veces igual al sumando primitivo; 
3* así sucesivamente, 

r= (íQvié significa este signo? ¿cómo se lee? 

6 . O j_3_ 

23; 2*; 7» 

> 
< 

( )• [ ]j I { ¿Para qué sirven los paréntesiv^í y las llares? 
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SISTEMAS DE NUMERACIÓN 

LECCIÓN I. 

Sistemas de Nameración hablada (l) 

SISTEMA DECIMAL. 

El hombre tiene la facultad de hablar acerca de los ffra-
dos de la escala de la pluralidad. 

Siendo infinitos esos grados, no era posible inventar un 
nombre distinto para cada grado; y, asi, los pueblos más cul­
tos de la tierra han formado un sistema que con poquísimas 
palabras (en español son sólo treinta y una palabras las de 
uso más frecuente) puede expresar todos los números; inge­
niosísimo sistema que es una de las más felices conquistas 
intelectuales de la Humanidad. 

Esas treinta y una palabras son: 

Uno, veinte. miríada (ó diez mil) 
dos, treinta. millón (2) 
tres, cuarenta, billón, 
cuatro, cincuenta, trillen, 
cinco. sesenta. cuatrillón. 
seis, setenta, quinquillón, 
siete. ochenta, sextillón, 
ocho. noventa, septillón, 
nueve, ciento, . ootillón, 
diez, mil. nonillón. 

(1) VéasB el apéndice al final de esta Lección. 
Recuérdese que los pueblos salvajes no saben contar: «ttf»o», «áoí» v «mu­

cho» es todo lo más á que algunas razas han llegado. (Apéndice á la Lee. 1.1 
(2) En los libros de Aritmética españoles de hace dos siglos no se em-

TOMO U 
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El sistema de numeración hablada supone la noción (si­
quiera sea inconsciente) de las ideas fundamentales 

Del sumar (1) 
Del multiplicar (2) y 
De la elevación á potencias (3) 
De aquí la dificultad de su enseñanza (4), 
El sistema consiste én lo siguiente: 

El primer grado se llama Tino. 
La suma de uno más nao (1 + l).se llama dos . . 
L a de dos más uno (2-+- 1) se llama t r e s . ' 
La de tres más uno (3-*- 1) se llama e n a t r o . 
La de cuatro más uno (4-t- 1) se llama c i n c o . 
La de cinco más uno (5 + 1) se llama s e i s . 
La de seis más uno ( 6 H - 1) se llama s i e t e . 
La de siete más uno (7 + 1) se llama o c h o . 
La de coto más uno ^ 8 ^ 

(9 4-
iS se llama n u e v e . 
1) se llama d l e x . La de nueve más uno 

^ 8 ^ 
(9 4-

iS se llama n u e v e . 
1) se llama d l e x . 

Dies! y diez, ó sea dos veces diez ( 2 X 10) se llama T e i n t e . 

plean por lo regular las palabras millón, billón, trilión,... sino las de cuen­
to, bicuento, trlcnento... 

En la Aritmética del P . Joseph Zaragoza (año de 1663) no se nombra la 
palabra millón. 

(1) Efectivamente: 
diez y seis, diez y siete, diez y ocho, etc., 

son expresiones que suponen la operación de sumar: 
10-+-6; 10 + 7; 10 H-8.. . 

(2) Doscientos, trescientos, cuatrocientos, etc., son frases ininteligibles 
no sabienilo, aunque sea de un modo espontáneo, lo que es multiplicar: 

2 x 1 0 0 = 200; 3 x 1 0 0 = 300; 4 x 100 = 400; etc. 
(3) Diez, cientOj mil, mirlada, cien mil, millón... son expresiones que 

indican las potencias del 10; incomprensibles sin ideas de lo que es la i;i-
votucütn, ó sea lo que signiñca que un número entre en una serie de pro­
ductos consecutivos cierto número de veces como factor de si mismo. 

100 _ 1 
101 =: 10 
10» = 100 
IOS = . . . . 1000 
10* = . . . 10 000 
105 =, . . 100000 
106 - . 1000000 

(4) En general, los guarismos exigen el conocimiento -previo del »»«-
nar, del multiplicar y de la involueión: 

8 75432a 
= f 8 x 1000000)-4-(7 X100000) -v-(5x 10000) -»- ( 4 x 1000) -H- ( 3 X VXS) 

^ 4 - (2X10) + ( 9 x 1 ) 
—(8 X10») •+- (7 X 105) •+• (5 X 10*) -*- (4 X 10») H- (8 X 10») -f- (2 X m) 

-t- (9 X 100) 
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y los números intermedios entre diez y veinte se designan 
con los nueve primeros unidos al diez, de este modo: 

Diez y uno (10 -+- 1) 
Diez y dos (10 -i- 2) 
Diez y tres ÍIO -(. 3) 
Diez y cuatro (10 -t- 4) 
Diez y cinco (10 -t- 5) 
Diez y seis (10 -i- 6) 
Diez y siete (10 -i- 7) 
Diez y ocho (10 + 8) 
Diez y nueve (10 + 9) (1) 

La sama de diez y diez y diez, ó sea tres veces diez, se 
llama t r e in ta , y los números intermedios entre veinte y 
treinta se forman cor ios nueve primeros, agregados suma­
dos al veinte, de este modo: v e i n t e y u n o , v e i n t e y do», 
v e i n t e y t r e s , etc.; esto es, dos veces diez, y uno; dos veces 
diez, y dos; dos veces diez, y tres; etc. 

(2 X 10) -+-1; (2 X 10) + 2; (2 x 10) -t- 3; (2 X 10^ -H 4; (2 x 10) + 5: 
> , (2 X 10) -H 6; (2 X 10) + 7; etc. 

Diez y diez y diez y diez, ó sea cuatro veces diez, se lla­
ma e a a r e n t a , y los nombres de los números intermedios en­
tre treinta y cuarenta se forman agregando á treinta los nue­
ve primeros números, de este modo: 

T i l i n t a j ' ano, treinta y dos, treinta y tres, etc.; 
esto es, tres veces diez, y uno; tres veces diez, y dos, tres 
veces diez,.y tres, etc. 

{3 X 10) -t. 1; (3 X 10) -f 2; (3 x 10) -+-3; (3 X 10) -^ 4; (3 X 10) -•- 5; 
(3 X 10) + 6; (3 X 10) + 7; (3 x 10; -t- 8; (3 x 10) -t- 9 

Cinco veces diez ( 5 x 10) se llama e l a e n e n t s . 
Seis . veces diez ( 6 x 10^ se llama s e s e n t a . 
Siete veces diez ( 7 x 10) se llama Meten t a . 
Ocho veces diez ^ 8 x 10) se llama o c h e n t a . 
Nueve veces diez í 9 x 10) se llama n o v e n t a . 
Diez veces diez (10 x 10) se llama c i e n t o . 

Los números ifUermedios, entre cada dos productos con­
secutivos del diez, se nombran intercalando, oomo antes, los 

(1) E n español tenemos las paUbras (supérfluas verdaderamente) 
oscB, DOCB, TBBOB, OATOBCB y QOTKCB, due en rigor aritmético sobran y 
perturban el sistema. ' 
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nombres de los nueve primeros, mío, dos... etc.; con lo cual 
se obtienen los nombres de los cien grados primeros de la es­
cala de la pluralidad. 

Ciento y ciento se llama dosc i entos , y los nombres de 
los números intermedios se obtienen intercalando los nom­
bres de los noventa y nueve anteriores, uno, dos, tres... etc., 
noventa y ocho, noventa y nueve. 

f lOO^l ) ; ( l f » * 2 ) ; (100 + 3); (100 + 2 0 + 7 ) ; (100 + 20 + 8); 
(100 + 20 + »);... (100 + 30)... 

r 

Ciento y ciento y ciento se llama t r e s c i e n t o s , y los 
nombres de los números intermedios entre doscientos y tres­
cientos se forman intercalando los noventa y nueve primeros. 

(2 X 100) + l';(2 X !«)) + 1 ; (2 X 100) + 3;... (2 x 100) + 87; (2 x 100) + 88 
(.í X lUO) + 89; (2 X 100) + 90; (2 x 100) + 91... 

Cuatro veces ciento * _.•. . 
Cinco veces ciento '. ^ ' « « « t r o c l e n t o » . 
Seis veces ciento • es q a l n l e n f o s (1). 
Siete veces oienfo ^^ « e l - c l e n t o B . -oieie veces ciento .^.—^.•. « . » . . . • 
Ocho veces ciento " ' ' ^^ « e t e c l e n t o í T , 
Nueve veces ciento." ^^ « e h o e l e i i t O B . 

Siete veces ciento. 
Ocho veces ciento. 
Nueve veces ciento ""' ~—---•«—•«"• 
Die . veces ciento. . . ' .V.- . ; : se llama J ^ f « * * * » * « • • 

Los números intermedios entre cuatrocientos y quinien-
l a n d o t r ' " T " ' r T «"«°i«-*^08, etc., se designan interca­
lando los nombres de los noventa y nueve números primeros. 

( 8 x l 0 0 ) + l ; ( 8 x l 0 0 ) + 2 ; (8 x 100)+3;.. .Í9xl00) + 98; ( 9 x l 0 0 ) + 9 9 

int«^^^ ^ """ ' ! '* ' ' '^*'•• " " ^ ' y 1«« ̂ °«^^"« d« lo« ^únieros 
intermedios entre mil y dos mil se obtienen intercalando los 
novecientos noventa y nueve números primeros. 

iJe un modo análogo se construyen los nombres de los 
números intermedios entre dos mil y tres mil, tres mil y cua-

y dî z mir'''° ' " ' ' "''^' "^^ "*"' °°̂ *̂  "^"' °°«^« "»" 
m.ZT^^Í^'^'' "^^ ' ° ^ '^**»*« » " ' y 1«« ^'i°^«ros inter­
medios se obtienen intercalando los nombres de los nneve 
mil novecientos noventa y nueve... etc., etc. 
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Los nvimeros desde el uno al nueve se l laman DÍGITOS (de 
«^digifus» dedo, en la t ín) , sin duda porque por los dedos pri­
mi t ivamente se' indicaron los primeros grados de la escala de 
la plural idad; 

De diez á noventa y nueve se l laman DECENAS; 

De ciento á novecientos noventa y nueve se l laman CEN­
TENAS; 

De mil á nueve mil novecientos noventa y nueve, MILLARES; 

De diez mil á noventa y nueve mil novecientos noventa y 
nueve, MIBÍADAS (1) ó DECENAS DE MILLAS; 

De cien mil á novecientos noventa y nueve mil novecientos 
noventa y nueve, CENTENAS» DE MILLAS; 

De un millón en adelante, , MILLONES, y respect ivamente , 
DECEBAS DE MILLÓN, CKNTENAS DE MILLÓN, MILLARES DE MI-
LLÓN, etc . , e tc . 

E n el sistema, pues, de nues t ra numeración hablada, todo 
dígito enunciado antes de una decena, de una centena, de u n 
millar, e tc . , es su multiplicador ó coeficiente, y todo número 
enunciado después de este producto es sumando del producto. 

Asi en la expresión hablada 

doscientos dos, 

el pr imer dígito ÍÍO« es mult ipl icador ó coeficiente del ciento; 
y el segundo dígi to dos es sumando del precedente producto 

"^doscientos. 
(2 X 100) -+• 2 ( = dos veces 100, y además 2). 

E n la expresión 
cuatro mil ocho (2) 

el dígi to cuatro «s mult ipl icador ó coeficiente de mil, y el dí­
g i to ocho es sumando del producto cuixtro mil, e tc . , e t c . 

( 4 x 1 000) H- 8 (== cuatro veces 1000, y además 8). 

{V\ La voz miríada no est& muy en two, aunque debiera estarlo más. 
(2) Se vé, pues, que no és posible explicar la numeración hablada á 

quien no posea siquiera nteionea previas dd: sumar, del multiplicar y de 
la elevación á potencias. Pero pi^ra todo eatb resulta preciso saber la nn-
nMraoióa hablada; de modo (jue es patente el drculo vicioso que en los 
oomienzoB tanto dificulta elá^rea#Ei^e4e la ciencia aritmétiísa. 
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Todo dígito desde 2 en adelante es el 1 repetido (1). 

2 = 1 x 2 = 1-1-1 ( = 1 repetido dos veces). 
3 = l x 3 = l -» - l -+ - l (= l repetido tres veces). 
4 = l x 4 = l - H l - * - l - » - l (etcétera). 
5 = 1 X 5 = 1-+. 1-f-l-+-1-(. 1 
6 = 1 x 6 = 1 - ^ l -Hl- j - l - t - lH- l 
7 = l > r 7 = l - i - l - H l - » - l - » - l - i - l - t . l 
8 = 1 x 8 = 1 - 1 - 1 + 1-4-1-(-I + l - t - l - t - l 
9 = 1 X 9 = 1-f-1-I-1-t-1-*-1-t-1 + 1-t-1 + 1 

De modo qae, si se exceptúa el 1, todo dígito es un pro­
ducto. ' "• 

Por tanto, y en general, 
Cualquiera combinación de nuestra numeración hablada 

expresiva de un grado cualquiera de la escala de la pluralidad 
és una SCMA DE PBODUOTOS de las potencias del diez, enuncia­
dos á continuación unos de otros de mayor á menor (2). 

En 
cuatro mil seiscientos setenta Y cinco 

existen los sumandos: 

(1) Lo mismo que con los digitoa pasa con los demás números: con • 
tddos. 

(8) Caando se dice una decena seguida de un dígito, entse ambas pala­
bras se pone la conjución T; 

diez Y seis, veinte T uno, treinta Y cinco, cuarenta y nueve, 
diez T siete, veinte T doa, Creinu r seis, cincuenta vtioa, 
diez X ocho, veinte Y tees, treinta y siete, sesenta Y tres, 
diez Y nueve, veinte Y cuatro, trtoínta r ocho, noventa Y «natro, etd. 

Fuer» át> estos casos de deeenet jdigitos la r no s« usa: 

ciento uno, .s^soteatos treinta, cien mil cuatrocientos 
doseientos Aof, . mil eieata uno, cuarenta, 
trescóe^tosireá^ qtil trascieotasreinte, , un áüllón cuatroeien-
cual̂ tocietttos ooatto, .diezmilsetfteiea^scuatro, tos setenta súl. 
quioieatos veinte,, T^ntentilocdlfóoieiitosseis, 

Pero si la expresión coafcieAft'dieeelww y iigito» ae usa la Y: 

ciento reíate Y «m ,̂ . dos ¿aliones seiscientoB treinte Y 
tresñentos cuarenta Y do«, enaeroi uil quinientos setenta Y dos, 
qa{níeiitoso«heiita Ynneve,' ^áo^-aiUttaes treinta Y enatromü 
nore^«ntos not«ata Y nueve, ' Ttóütei "Y oeho, eto^ eto. 

El oko 4aieM,ikdeiná9, qa»la )r-JÉ|Mĝ |iiIeejpM «xósmoúto en expresiones 
tálds <H»mo «li? r MtM Í>/I(WÍAM(W, (>feiî  

J ^ Mt» éredoite d» &lt«nt*)|Krlá V «ati^i¿<owM*y tmideiMÍM, nuestro 
$iéimua de tta««t«tti<$&'lwUaiij» #ená-é« ̂ ts*. ¡fUta eoUMeneñtes y precisos 
<tae pOMMt los pueblo* «ivi^tai<N). 
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Cuatro mil (producto de cuatro por mil, ó sea de 4 por la tercera po­
tencia de 10); 

-+- seiscientos (producto de seis por ciento, ó sea por la segunda potencia 
de 10); 

-t- setenta (producto de siete por diea, ó sea por la primer potencia 
de 10); 

•+ cinco (producto de cinco unos; ó sea de cinco veces 10") 

= (4 X 103) + (6 X 10«) -»- (7 X 101) + (5 X 10») 
= (4 X 1000 ) -I- (6 X 100 ) •+ (7 X 10 ) -t- (5 X 1 ) 

= (4 veces 1000) -c (6 veces 100) -t- (7 veces 10) •+• (5 veces 1) 

El número de productos en que entran las potencias con­
secutivas del 10 es igual al número de dígi tos ó de cifras 
significativas; 

76 549 = 7x10000 j 
"t! K í inn ' cinco productos: tantos como cifras sia-
+ 4 X 10 i «ifi<'atí^«^s(l). 
- + - 9 x 1 

íío podemos hablar de los números puros más que con las 
palabras que se acaban de exponer; porque no hay muchos 
sistemas de numeraoíón hablada, ni conviene tampoco que 
los haya. Después veremos que puede, sin inconveniente, 
haber muchos sistemas de numeración escrita, aun cuando 
sólo exista uno usual de nuinéraoión hablada (2). 

Hay, sin embargo, en ciertas industrias ó en ciertos cóm­
putos otro sistema, que es el duodecimal (apUoable casi siem­
pre á números-módulo) (3). 

(1) Claro es qufi, cuando no haya cientos 6 decenas ó dígitos,,,, no se 
los mencionari eâ  la expresión banlada. 

20306 ^ 0 7 8 •'20 500 

veinte uül, . TCinte mil, veinte mil, • 
-»-tcesoientds, -H «atenta, + ^uihieutos. 

,4-o0l»o. . . .'•-.oobó, , 
Aquí faltan millares Aqtjij&ltan millares Aquí faltan millares, 
, y decenas. j-centanas. decenas y dígitos. 

(i¡) Véase m&s adelante él aso dalas voces protoena, d^euteoa, trie-
> na... etc. 

(8) A veesfi la palabra iheena M «mplaa como númerp puro: La hice 
una dóeená de meei. Pero Jre|^«rmettte .al sistema duodecimal se aplica 
4 núiilieroe>-laódQlo. , , , ' • . 
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Sas vocablos son los siguientes: 
Uno, 
dos, 
tres, 
cuatro, 
cinco, 
seis, 
siete, 
ocho, 
nueve, 
diez, 
once. 

Una docena, 
dos docenas, 
tres docenas, 
cuatro docenas, 
cinco docenas, 
seis docenas, 
siete docenas, 
ocho docenas, 
nueve docesas, 
diez docenas, 
once docenas. 

Una gruesa, 
dos gruesas, 
tres gruesas, 
cuatro gruesas, 
cinco gruesas, 
seis gruesas, 
siete gruesas, 
octo gruesas, 
nueve gruesas, 
diez gruesas, 
once gruesas. 

Un paquete. Una caja, 
dos paquetes, dos cajas, 
tres paquetes, tres cajas, 
cuatro paquetes, cuatro cajas, 
cinco paquetes, cinco cajas, 
seis paquetes, '-—'-
siete paquetes, 
ocho paquetes, 
nueve paquetes, 
diez-paquetes, 
once paquetes. 

seis cajas, 
siete cajas, 

.ocho cajas, 
nueve cajas, 
diez cajas, 
once fajas. 

Los nombres de los números intermedios se construv«n 
análogamente al sistema decimal, v. gr.: «instruyen 

.Cuatro cajas, ocho paquetes, tres gruesas, once docenas y diez agujas.. 

Este sistema, en pasando de doce caías « í ^ \ . 
las cajas con las voces del sistema d e c i m i h ' ^ ' ' ° * * " ' ^ " 

Trece cajas, catorce cajas, etc., etc. 

El sistema duodecimal se emplea én ciertaclase de medi 
das con otros nombíes; . »"«'"« meai-

dooe puntos hacen una línea; 
doce lineas forman una pulgada-

, doce pulgadas son un pie. 

Tratándose del tiempo: 

doce meses, un año; 
dos veces doce horas ea ua día, etc. 

El número doce es muy cómodo, y habría sido mucho más 
conveniente para base del sistema de numeración; pero nTZ 
puede toy pensar en un cambio, porque todas las t abks y 
elementos de cálculo están hechas sobre el sistema decini l 
Cambiar el lenguaje tradicional sería casi un imposible, mien­
tras que ha sido muy fácil conformar con la tradición los mó-
dulos de medir. «a uiu 

Gomo se ve, pues, 
Sólo hay dos sistemas de numeración hablada-
Uno general y aplicable ¿ lo» números todos, paro3 y mo-

dulares, ^ue es el decimal, y, . '^ ^ "*" 
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Otro, usado solamente en ciertos tráficos ó en cómputos 
«speciales, que es el duodecimal. 

^Ambos resultan de la invención, en primer lugar, de 
unos pocos vocablos (diez en el sistema decimal, y doce en el 
duodecimal) para nombrar los primeros grados de la escala 
de la pluralidad: y en segundo lugar, de otras pocas palabras 
más para nombrar: 

1.° Los grupos de diez ó los de doce (llamados respecti­
vamente decenas y docenas); 

2;" Los grupos de diez dieces, ó de doce doces (respecti-
v&meúte llamados centenas y gruesas); 

3.° Los grupos de diez cientos ó de doce gruesas (denomi­
nados respectivaníente millares y paquetes); 

4.° Y así sucesivamente. 

En Una palabra: el sistema de numeración hablada con­
siste: 

1.° En designar los primeros grados de la phiralidad con 
ciertos vocablos; 

2.° En formar grupos con esos primeros grados (diez ó 
doce). 

3.° En contar los gr.upos de á diez (ó de á doce) cpmo se 
contaron los primeros grados de la pluralidad hasta tener 
diez grupos de á diez (ó doce grupos de á doce); esto es, has­
ta obtener centenas (ó gruesas), (segundas potencias del diez 
ó del doce [10 «; 12»]); 

•4.° En contar el mismo número de grupos,de centenas (ó 
-gruesas) cómo se contaron las decenas (ó docenas) hasta obte­
ner diez conjuntos de á ciento (ó doce de ciento cuarenta y 
cnatro)i esto es, ^lasta obtenífr millares (ó paquetes), (terce­
ras potencias del 10 6 del 12 [10»; 12«]); 

b.° En contar el mismo número de millares (ó paquetes) 
como se contaron los grupos de decenas y centenas (ó doce­
nas y gruesas (cuartas potencias del 10 ó del 12 [10 *; 12 ']). 

6." .Y así sucesivamente laá quintas, lás sextas, las sépti­
mas, las octavas potencias del 10... (10*, 10 ' , lO-', 10*...) 
esto es, 10000, 100000,1000 000, 10000000, lOOOOOOOO..., 

TOMO I. . 8 
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N . Los números intermedios se nombran intercalando lo» 
nombres dé los números de los grupos aateriores. 

Y así sin interrapciÓn. 

ADVEÍlTairOlA 

Son, en rigor, excepciones en nnpstro sistema de numera­
ción tablada las palabras once, doce, treee, entorte y.quince (1). 

, Las voces unidades, decenas, centenas, etc., son voces téc­
nicas propias de la nameraoióa escrita. 

v • - " • • • — — ¡ 

Numeración hablada es, pues, el sistema, convencional 
con que expresamos verbalmenteios números. Esta numera­
ción se llama décupla por servirle de baíe las potencia» 
del 10. , 

Véase con atención el siguiente euadro (2): 

(1) En bueatrp siatem» de nameraoión hablada la «ama de los nroauo-
tos se enano» siempre de mayor Ameopr, esto e8,pí&nerose diceí» lo» 
mOowss, lue^o los etmmúet, despo^ las éecewn de mflar 6 nñfiadm'^ «á 
sucesivamente los múlarn, las «m«mat> len deeetm y las utúdaiu' 

Paes, coafcrariameníe á éste ristooia, en onct, doce, tr^pe, otOmé v «Min­
ee se eatmciatk pinmerolasmndaáftjémfnéalosdiáset. ^^r'' »"*^ 

oace -sB umSttím. » 1 .f. 10 
. Aov»- = i^iadfúiin = 2 ^ 10 

*iwe* • «iMdtoiM» , xaft-HlO 
<»*oM9 = fli"«'«»Wi«>Íin=:í4-i.lO • 
qninee =yt(MMleBÍM. tesS^-lO . 

. \5íi ^gjbiw «umeatra en 1* «cosleiit» Atítw&tios de D. AUIBOSI» 
S í ^ t d í í í t i S S : ' ^ * * ^ ' ^ ^ * ^ « « « ^ Í.O ^ de n«itro. 
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RESUMEN• 
¿Qué es numeración hablada? 
El sistema conyencional con que expresamos los números 
¿Cuantos sistemas de numeración hablada hav? 
Uno usual y corriente para los números puro» y los nú­

meros modulares; y y y^" y loa nu -
f «-?*!« «^«i"«i^»f ««*« modular que sólo se emplea en cier­tos tráficos ó en cómputos especiales: 

12 meses, un año; 2 Veces 12 horas, un día... 

¿Ouál es el usual y corriente? 
El decimal. 

¿En, qué consiste el sistema decimal? 
1° En haber inventado cierto número de palabras nara. 

; f f i S Í d T °"° "' lOprneroa grados de £ e S K 
2.» En formar grupos de diez unos, y en contar esos cm-

pos como se contaron los uno, hasta uL^ar á l i e? grupofde 
á diez unos, ó sea centenas; K^upoa ae 

^;° ^ ° ^*"'°^*'̂  ^ P ° ^ **® cenfe«a, y contarlas como s» 

4.° Y en contar los millares... eto qÍAm« -̂ f j 

¿Qué es miríada? * 
El grupo especial de diez mües, 
¿Qué algoritmo se emplea de diez á diez v nueve? Jja suma. «̂  **^"" 
¿Y de veinte á noTeata y naeTe? 
La mnltipHoaoión y la suma.' 

• ¿Y de oióníto en adelante? 
La involuieidn, la multiplidáoión V la aiHMft-o«*« — A j 

lo» tres algoritmos generala. ^ °^*' ***** ^ ' *°^°» 
meroT^ es, ptw», en general el nombre de cualquier nú-

^nInL'T^ll,lT'^^°f' cada tino foímado por tm pro-
docto deudos factorea, de los cuales uno ee un» S o t e S a d S 
diez, y el otro uno de los dígitos el cual Mrvede ^« f iS í í t í ¿ 
tu respectiva potencia: ó, de to modo m& w f un " « Í S i 
^Jjprf^cto, de las potencias del diez, e ^ S i S S d e n X -
mente de mayor á menor. »«*«««<«*» 
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, Un ejemplo: 
Sea el 

siete mil caatrocientos cincuenta y seis. 
= (7 X 103) -,. (4 X lO'i) -(- (5 X 10') -+- (6 X 100) (1) 

Desde diez en adelante, ¿son compuestos todos los nom­
bres de los números? 

Sí: hasta el once, el doce, el trece, el catorce y el quince 
lo son, atendiendo á su etimología. 

A P É N D I C E 

¿De dónde procede nuestra numeración hablada? 
Hé aquí un problema.que ha ocupado preferentemente la 

atención de los sabios, no sólo por el interés etimológico que 
entraña, sino también (y muy principalmente) porque para 
la Antropología es de esencia conocer el cómo se han inicia­
do las ideas de número en los pueblos primitivos, y el cómo 
desde ellas se ha desarrollado la Aritmética hasta su porten­
toso estado científico actual. 

Podría haber quien á primera vista creyese que el descu­
brimiento de los orígenes de nuestras palabras numéricas es 
tarea no difícil para la moderna ciencia de las etimologías; 
pero quien tal pensara olvidaría sin duda que el etimólogo 
no ha llegado hasta el nacimiento de un vocablo, mientras 
no encuentra el significado material que tuvo en su acep­
ción primaria, objetiva y no abstracta (2). 

(1) El símbolo a» = 1 sólo es explicable por el álgebra. (Véase LOGA­
RITMOS^ 

(2) Por ejemplo, se sabe que ciertas voces arias manifiestan afinidades 
existentes en: 

EspaAol. fiiuMrito. Z«-Dd. Orirgo. Latín. Qóttoo. IngMs. Francés. 
Padre.. PitAr. . . . Patar. . . . Jtati^p... Pater. . F&dar . . . Father... Pére. 
Madre.. M&tár . . . M&tar... |i^xi)p... Mater. .• Motber.. Mere. 
H i j a . . . Duhitax.. Dugdhar. 9'r(iznf í)auhtar. Danghter . . . . . . . 

\ (LiltiáMieo.) 

Pero no se trata de encontrar estas afinidadea ai de acrecentar su nú­
mero & faensa'de estudiar lenguas emparentadas: lo (̂ ne siempre se quie­
re es llegar & un primer significado que dé razón del significado moderno. 

Fadre se deriva de.nna raíz'PA, que no significa engendrar, sino prote­
ger, alimentar. Padre ootao generador se llamaba en sánscrito ganiiar, y 
como j>Toteotor de su hijo jHÍdr.—Madre procede de v n radical M A. que 
eigoinoa /%>mar.—XHiftaw, hija, viene de DUH, ordeñar (acaso el latín 
MÜIO). Hija, sigi;uflca, pues, la íeekerita, VOK que es todo un idilio de la vida 
pastoril: k la hija estaba encomendada la provisión de leche para toda la 
&milia. (Véanse ampliadlus estas ideas en MAx-Mar.Las, *Mitologia com­
parada».) 
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No se trata pues de saber que uno viene del latín DNÜS . 
A UM; dos devvo,M,o; tres de rn^, TBIA: cuarháeTj 
TUOB.cmco de QÜIKWE.. . veinte, treinta, cuarenta delí 

1», f<°«r® dé probar que la semejanza entre los numera­
les Italianos, provenzaks, catalanes, franceses, e s p á S 
portugueses, gallegos, rumanos... es ínexplioabí; s?n la pre-

^ Ni tampoco áe trata de evidenísiar que esta setoeianza ra-
dica entes (l)<me ofrecen las lengua! arias S S S u a í 
sahd*. de aquella otra eúgua. l^y desconocida' de d S 
provienen^ei^sanscntó, el aend, el gí-iego, el latín el JSfon 
y laa demás lenguas de l i gran fomilia^indo-europU ^ ' 

Ni tampoco basta concebir que-la numeraH^r.í.oW„-í 
d»l sistema decimalVfundad» sobré una oTtl^Sl í*^^*'^» 
de la idea de número, debió h S üiadLtSo V ¿ t t S T 
en una sociedad reducida, que d e s p u ^ r C b o ¿ ^ ^ ' ' * ' ' 
por dilatadas regi^^es de As?a y S p l ^ «^arcirse 

uno, do., tres, cuatro, L . , para%te l"deTe?¿ S / ^ n L ^ ^ r 
ar»o aprendió el sistema por el cómputo dicita 

Pero, por niás que la ciencia ha investio-lHn I »Í 
'^^-^-^ --^^ definitivo ha logrado deTcufrir? l o T u V ^ : ! 

I. Ekas. . . . (»t(, pívYj).. UnüS. / Wiena*. 7-
II. Dvau.... 8t5».... . Dúo.. !)„ î "̂»-

n i . Trajas.. ..,p.rc Tres ..",'. i;;; Try¿ ??"*-. . 
. IV. Katvítr«.rf"«ft-«--. Q ^ o r . . . . | ^ [ Threis.. 

v^'^Urr-r- •••teteúi:l^"«-;... !•.«. 
/¿•«V-gü-ill^^i'-W: lif. 

X. Das».. . . Stfxa . . . . 0e«im: D ^ J ^ l I*??' 
xn. DvtóiL. KK::; SSte : vf fe^^*-. Ai«-iif o. 
XX. Vinjuaíá., «1»<K»I.... V l g i i ^ . D t r i S j - V i * S ! í¿^- . 

(7*w BOOM m.'i»r«ui« aoQ tk»*. tíni MU ««I:, « ¿ S Í L . v-w- *:. ^ 
<.tw«i*d.rtl«rttorí.. <««irtt»Wen(»«fÍM¡X •^*"*-»^***««»^ *«»«»««»«l«»r/ 
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mos, flin género alguno de duda, es, por una parte, que em­
pleamos hoy las mismas palabras de que se servían hace mu­
chos, muchísimos siglos, nuestros abuelos de Ja raza aria, 
sin más cambios que los debidos á las naturales influencias 
fonéticas; y, por otra parte, que la época en que los nume­
rales adquirieron y fijaron su sentido abstracto de número 
puro, olvidando su primitiva acepción etimológica de carác­
ter material, debe pertenecer al período prehistórico de una 
civilización remotísima; porque el olvido de las etimologías 
primarias exige, por necesidad, enormes lapsos de tiempo, 
que no pueden contarse sino por miles de afios. ¿Cómo, sin el 
transcurso de muchos siglos, pudo olvidarse que «jjowfí/íce,» 
significó el que hace puentes? ¿que «^simple,» etimológicamen­
te quiere decir sin pliegue? ¿que <ivirtud,» es la cualiÁad de 
varón? etc., etc., etc. 

Nada, tampoco, sabe la ciencia etimológica del significa­
do primitivo de los numérales I , 2, 3, 4 en las tribus inferio­
res quejio han podido llegar al núm. 6. Y, aun tratándose 
de las razas que, salidas ya del salvajismo, han sabido pro­
gresar hasta el grado emiuente decentar por manos, pies, y 
hombres-enteros los numerales cinco, diez y veinte, también s*« 
ignora qué acepción pudieron originariamente tener, en tiem­
pos más antiguos, los nombres de los números anteriores al 6. 

De donde conjuntamente etipiólogos y antropologiatas 
deduQen que, como más necesarios los nombres de Jos núme­
ros 1, 2, y 3 con el significado de mucho, fueron creados los 
primaros, y, por tanto', por muy viejos, hubieron de perder 
.->n matefial sentido etimológico; al pasó que los nombres nu­
méricos 6, 10, 15 y 20 (expresados por pies, manos y hom­
bres), hubieron de ser invención de épocas relativamente 
cercanas, por lo cual dejan ver isún su sentido original. 

Y, asimismo, deducen los antiropólo^os que, si bien la filo­
logía no puede dar con la aoepoión originaria de los nombres 
que en las lenguas indp-européM se asignan i los nñmdros, 
no ha de inferir8« por ello que el procedimiento de formación 
empleado por el pueblo qOe hablo 1»lengua hoy perdida, dé. 
donde salleroa todas huí de 1» familia aria, faese distinta de 
este'otro procedimiento que produce la nuqiersoi^a dedíicida 
de las mimos y los píes, tan dominante y evideiitie en los 
idiomfts salvajes. Y, en efeoto, no sé vislnmbra a ^ 1« etimo-

' logia de naestros nmn^al'es; pero es de incnesiionable clari­
dad su esenci«;deeiiáafl. Y el modo 4e combinAcióti de las vo­
ces numéricas, indeciso y .no «everMnente sisiemátieo, es el 
propio deBÉKSienes no UegadM ftl «npremo ^rado de OÍTÜÍ-
saoión. 

S ñ nnestranttmerftoióxi-hablada líodo dígito enunoiacl^ 
a o ú las decenas és mttItipUcador de éstas, j , ennnoiado d^^ . 
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pues , sumando del producto (lo cual no sucede sistemática-
juente en la numeración aria), prueba de una confusión de 
ideas na tura l en quienes barajaban denominaciones relat iva­
mente nuevas con otras mucho ínás ant iguas . E n undecim 
duodecim, tredecim... se ve c laramente que estas voces están 
compuestas de decem, diez', precedido como sumando y no 
como multiplicador, de unus, dúo, tres... (que según el 's iste­
ma actual) habr ían de ser 

diez y nno, diez y dos, diez y tres... 
y no como son 

1 + 10; 2-^ 10; 3 + 10... 

ivSixoE, Sé^zxa, son igua lmente : 

1-1-10; 2-1-10: 
y ya t rece es en gr iego ' 

ísxaTptrj, 10 •+• 3. 

Si en sánscri to los dígi tos colocados an te las decenas 
fuesen mult ipl icadores, 

ekádasa y dvadasa, 

no significarían 10 -f- 1, 10 -f- 2, sino 1 X 10, 2 x 10. 

L a falta de sistema se ve clara en el la t ín mismo, donde 
los numerales suelen indicarse por suma sin orden ¿io v á 
veces por res ta ; por ejemplo: j » j ' 

13, tredecim, tres et decem, ó bien, decem et tres-
14, qaatuordecim,.qaataor et deoem, decem et quatuor 
17, septemdeeim, ó deeem et septem; • ' 
18, dúo de viginti (= 20 - 2), octodecim, decem et octo, octo et deeem; 

' ' '"díem,^eta ^^^~^^^ novemdecim, decem et'novem, nove^ et 

Por o t ra par te , no acusa una civilización muy adelantad» 
en el a r te de contar el hecho de que los arias, mientras vivie­
ron jun tos formando un solo pueblo, no supiéaen contar más 
que has ta 100; pues evidentemente no proceden de un t ronco 
único y común, igual para todos los dialectos mea antiiruos 
de los arias, los nombres del número 1 000, usados por los 
diferentes pueblos de «sta g r a n familia (1). ' 

(1) No hay manera de sacar unos de otros los diferentes"nombres del 
námero mü existentes en las lenguas principales de U gran famiüa aria. 

Sámwrito. Griego. utln. UtoiBUo. Q^OCC, 
" ' jt—fc—— — t . — ' . ' 

lODD Sahasram. xí^ ' i- MiUe. Takstantig. Thusundi. 
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Lo cual prueba que los nombres d«l mil fueron inventados 
<lespués de Ja dispersión de estas gentes, cuando Jas necesi-
<lades del progreso las obligaron á ello en regiones muy apar­
tadas y distantes unas de otras. 

Y, si los arias primitivos no contaban mAs que hasta cien­
to, es de toda improbabili-dad que hubiesen llegado desde 
luego, y de un goipe, á la idea abstracta de" número puro,^ sin 
haber contado antes por mucho tiempo al arrimo de algún 
módulo; y, si tal sucedió por necesidad fatal é ineludible, en­
tonces es de altísima verosimilitud que los niímeros digitales 
los hubiesen llevado á su evidente sistema decimal. 

Por supuesto, nada más común que la pérdida del sentido 
etimológico, ya porque las voces al cambiar de acepciones no 
conservan las letras ó el acento antes necesarios para dar á 
conocer su primer sentido, ya por las mutilaciones del uso, 
ya por motivos de rapidez ó de eufonía^ ya por otras causas 
enteramente artiíiciales y arbitrarias (1). 

Para el progreso humano es preciso, en absoluto, no ver 
en imagen, sino en idea; y, por consiguiente, la voz que 
empezó significando cosas sensibles ó actos materiales ha de 
ir olvidando su significación primaria para llegar á e ĵ̂ pre^ar 
•conceptos puros. Esto ha sucedido siempre, y sigue sucedien­
do, y sucederá constantemente; por- lo.cual, con gran razón 
se dice que el lenguaje es nnn, poesía fósil. Y, efectivaineute, 
para las grandes concepciones'del entendimiento es preciso 
que las multitudes pierdan la conciencia etimológica. 

Nad-a, pues, más natiiral ni de utilidad mayor que el trán­
sito de las palabras desde la imagen á la idea. Y en el caso 
actual, nada más útil que el hecho de que el vocablo UNO sig­
nifique abstractamente el primer número- puro, el principio 
de la escaja de la pluralidad, y no luna, ni menor, votes quo 
pueden expresar el ÜNO, por no huber más que una. luna, ó 
por no haber más que una sola cosa menor que las demás (2). -

, (1) A veces las causas de estos cambios desconciertan la más fecunda 
previsión. Por ejeüiplo: ^ ^ 

En la Polinesi», machos de los-indígenas, aVadvenimiento de un nue­
vo rey, varían las palabras cuyo sonid'b se aproxima al nombre de su jelé. 
Los táitianoa, asi, en vez de rúa, nomble del dos, aí¡optaa-on la voa />»/», 
4iue significaba/«níoa. Para cinco decían rima, niano.'voz <iué fué abando­
nada por la de pac, cuyo significado era parte, ^dMsívn, pava indicarlA di- -
visión de las dos manos. ' . ^ • 

Estos cambios por causa del ceVemonií»!, suelen r.o persistir cuando 
cesan pronto loa motivos á que debieron su origen; p n o á veoef* sa peipe-
táau '^n el habla, copio ha acontecido-cOn los nuevjs vocablos pttiy páe, 
para el dos y para el cinuo. 

(•̂ ) El vocablo latino umts no está emparentudo con el súr.scrita ela, 
aino oon ENA-S, que quiere decir metjíor, 

liO.s sabios de la lu'iia formaron una serie de ]r*lab;as' (jue les-; ÍLvie-' 
TOHf I. ' 9 
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Y, análogamente, nada más propio de un pueblo dotado (aun­
que sea de modo inconsciente) del sentido filosófico del len­
guaje, que haber heclio significar á una palabra desligada d» 
todo concepto material, v. gr., al dos, el segundo grado de-
la escala de la pluralidad, y que, de modo idéntico, hubies» 
llegado á formar palabras que no significasen mário para el 
cinco^ dos 'manos para el diez, ni gavilla, ni manojo, etcéte­
ra, §to., pata los líúmeros puros superiores. 

iBémonQS, pues, el parabién de poseer palabras para los-
núineros puros, expresivas en abstracto de los grados de la 
escaia de la pluralidad; y <$ontentémonos con saber que en 
Aritmética usamos todavía de los mismos vocablos haljlado» 
por los arias primitivos, si bien nos es hoy imposible dar con 
el significado primario de los números, expresivos sin duda, 
alguna de algo sensible y material. 

Es un hecho: cuando una palabra llega por cualquier mo­
tivo á ser símbolo de algo abstracto, las lenguas todas tien­
den á dejarle perder su significación imaginativa para afir­
marle más y más su nueva acepción ideológica. 1?, si esto su­
cede con todpsi^los vocablos, mucho inás ocurre con las voce» 
numerales; y así es muy natural que de los dígitos anteriórea 
al cinco no se conozca el origen en ninguna lengua. 

aé> d« mtdioJs amemottoiiíe!)» paca Mcd;-^ las fftehalsylos nún^rbs, 
£atM«^«8 palabras btit&n k/mjtienv f^ta, eí mo; yievAmldoi ser don. 
1«« Toe«8 ̂ / éiái, bratof..^ par» treinta ydótÁ vocablo iitnU$, «te. 
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STameraelón sapérflaa.—Ordinales. 

Pertenecen á la numeración hablada modular los vocablos 
llamados partitivos; como mitad, tercio, décimo, diezmo, mi' 
ííon^sima, etc., etc.', y también son propios de ella los lla­
mados proporcionales, que indican el número de veces que una 
«antidad comprende en ai & un módulo conocido, como duplo, 
triplo, cuadruplo... décuplo... céntuplo, etc. (1). 

Además de las voces, anteriormente citadas, once, doce, 
trece, catorce, quince, por completo fuera del sistema, existen 
«n la numeración hablada modular muchas más muy arbitra­
rias; y sin las cuales, por supuesto, pudiéramos pasarnos, por 
ser en rigor superfinas. 

Tales son 
par, tema, OHatema; 

pero el tiso lap prefiere en determinados casos. El uso, pues, 
príncipalmente)i y razones de brevedad ó de eufonía aconse­
jan que, ya qtie éxisteii en la práctica, nadie piense en su­
primirlas. ' 

Tampoco son absolutamente necesarias las voces eolecti' 
cas que «xpteatín números determinados; como <l«c«nai docena, 

(1) A veoés eetas VOCM expresan n&méros pn̂ oa, v. gr.; 
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quincena, veintena, cuarentena, quincuagena, centenar, mi­
llar,... pues bien pudiéramos decir un diez, dos dieces]., un 
ciento, un mil... 

Existen también otros nombres expresivos de números 
modulares para muy reducidos empleos y usos, en que siem­
pre se suponen módulos especiales. 

En los juegos de naipes, de dados ó de dominó el UNO se 
denomina as. DOS se dice collera hablando de pavos, galli­
nas ó perdices; un tronco, sirve para designar DOS caballos 
de tiro, una yunta para DOS jueyes. Pareja es el nombre de 
DOS guardias que hacen servicio juntos mientras esfcán de 
facción... trinca designa en los ejercicios de oposición á cá­
tedras vacantes TEES opositores que demuestran iuntos 
sus respectivos méritos; y, oomo éstas, otras varias palabras 
numerales de uso restringido á determinados módulos- dúo 
triduo, qmnario, septenario, octava, novena, cuaresma, cua­
rentena (bien que esta voz, por lo común, no signifique ac­
tualmente cuarenta, sino detención durante variable número-
de días por medida sanitaria), etc., etc. Las voces semana, 
mes trimestre, cuatrimestre, semestre, año, bienio, trienio, 
lustro, siglo, peseta, metro, Mómetro... entrañan c l l rameut ; 
la idea de numero, etc.; una talega es 1 000 duros 

En algunas localidades la palabra corral, unida' á cierto* 
verbos, significa 12 gallinas y 1 gallp; v. gr.: la madre le re­
galó un corral de galltnas: he comprado un corral (lo que no 
impide que corra sea también el nombre de un número inde­
terminado de gallos y gallinas) (1). 

La palabra m«cAo, restringida en varias tribus inferiores 
a lo que es tres, 6 mas de tres, se dice en nuestra lengua do 
multitud de maneras, ^egún los objeto» á qué se aplica. 

Enjambre de abejas; manada de lohos; jauría de perros^ 
piara de cerdos; relaño de ovejas; yeguada; Urada; Ladar 
bandada y banda (voces aplicables sólo á las aves de vuelo)-
un fta«co de arenques; una nube A^ insectos; una «íaoa de 
langosta; escuadra de gastadores; llanda de oorpetal; banda 
de tambores; pelotón; éeeeión; compañia; tercio; encuadvónr 
batallón; regimiento; brigada; división; bateHa; parque; tren 
debatir; escuadra dB hieles ( todasóstas, voces, militares)^ 

(1) Véase el apéndice al final de esta Leeeión. ' 
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turba, tropel, muchedumbre, multitud, gente, pueblo, gremio, 
Academia, Claustro (de una Universidad), Cabildo, flota, 
pulgarada, manojo, puñado, espiga, mazorca, ristra, recua, 
reata, tiro de muías, tren, un diluvio de ment i ras , la mar de 
l ibros . . . (1). 

Como se vé, la superfluidad de las voces numerales no 
daña á nuestro sistema de numeración hablada referente á 
los números puros, que sería uno de los más consecuentes y 
precisos que hoy se hablan , si pudiéramos prescindir de los 
vocablos i r regulares , no correspondientes al sistema, 

once, doce, trece, catorce, quince, 

y dejar de usar la conjunción y en t re decenas y unidades. 
Entonces cualquier grado de la plural idad se expresaría (en 
pasando de los primeros) enunciando sucesivamente, de ma­
yor á menor, una serie de productos constituídoá por 

millones, 
centenas de millar, 
decenas de millar, 
millares, 
centenas, 
decenas, 
onidades.-

E n Ari tmét ica siempre nos a tenemos al sistema con la 
mayor fidelidad. Sólo en la práct ica d© la vida nos separamos 
de él, especialmente al contar . las horas y los siglos. 

Así decimos, DIPEBENGIALMKNTK, las cuatro menos veinte 
minutos (2), las seiá menos cuarto, las diez menos cinco... en 
vez de decir ADITIVAMENTE^ Za« tres y cuarenta, las cinco y tres 
cuartos, las nueve y cincuenta y cinco... 

Análogamente , en laa fechas, al hablar , decimos: el pri-

(1) Como ejeniVlos notables del inglés, análogos á los anteriores espa-
. ñolesj citaré ios siguientes: a flight of awalhws. un vuelo de golondri­

nas; a ríionl of herrvngSyXta banco de arenques; a tchool ofwhales, un tro­
pel de ballenas; a íroo/>o^c«uairj/,^ un escuadrón de caballería; <i bevy of 
oeauties, un certamen de bellessas; a throng, una muchedumbre. 

También spn dignos de mención los siguientes de entre los muchos 
que abundan en francés: une oompaanie de perdrix. una bandada de perdi­
ces; un vol d'hir«ndelle», una nube de golondrinas; IH» baño de hnrengu, lui 
banco de arenques; ««« oompagñie de oaoalefie, un escuadrón de oaballerín; 
tine rhinion de beauté», un congreso de bellesas; une multitude, una turba, 
de gente. 

(2) Cuando se escribe, por ejemplo, en un almanaque náutico, se usa la 
aam^raoión aditiva, no la difereiicul: las 8 y,40; 5 y 45; 9 y 55... 
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mer cuarto de este siglo, al mediar el siglo xix (1), la revo-
lución del 68... 

También se emplea la cuenta diferencial al tratar de mo­
nedas y de píBsas... 

tte» pesetas menos cinco <i¿ntimos, 
cuatro duTos menos tres pesetas... 
tres kilos menos diez gromos... 

Corresponden i la nameración hablada los números ordi­
nales, que, en general, se derivan de los cardinales. 

Hay, sin emharg(>, excepciones. 
Por ejemplo: la voz jwitwero no viene del cardinal uno, 

sino que está emparentada con las preposiciones pra,pre en 
el significado de antes., al principio (2). Segundo no viene de 
áo«^ sino del.verbo seguir, se^i{S). 

Los números ordinít̂ les presemtan bastante irregularidad. 
Empiezan cou la terminación ero, luego sigiiexi sin termina'!' 
ción sistematiza, hasta que, por último, adoptan como defini­
tiva la terminación ^íjrao... 

primero, . undécimo, onceno, décimo primero, 
segando, daodéoimoj décimo segundo, 
tercero, décimo ̂ rcew», \ 
cuarto, décdnio on«$o^ JX )̂ 
quinto, ' dé^mo qtdiit^ ) . , 

* sexto,' . décimo siexto, , 
séptimo, décimo sépt&iO) ' 
octavo, décimo octavo, * 
noveno, nono, déeimo noveno^ déoimó nMM), 
déeifiBO, vigé^mo, tricésimo, eoadn^^^íxaó, etô  

Beguli»rménte no se nsftn los oráin&leis d^ó en lós primé-
ros grados. Para los otros se pi-efieren los oardinales: 

£l primero de alio, y el dos, el tres; el cuatro de Enero. 
Carlos primero, Carlor segnndoi Carlos tercero, Carlos 

cuarto, Carlos quinto... y parios dooe, Pfo nono y León treoe^ 

(1) £n lo eserito se m^^ t«abiétt:fll ordmi «ditiro: 18^, 1850, lde8.,i 
Tenriéndono«ai»mpr«aI^o;ivmyaD'atx]X. '< * • 

(2) ei.nMTÍtOfpratkamtts; gif«go,iit{ibi»c; iMitâ  primut; ífvoée^preiiúar; 
Ixiglit, fird; etc. " 

(3) Té«B6 el apéndice 4 «stal«ee6i¿tt. 
(4), -Estos ordinales entran más eo sistema qa* los «ódinales rŝ ^we 

vos ír«ee> ooforee y jtcMuX. 
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Alfonso décimo y Alfonso doce... El uso es quien decide en 
mijchos casos particulares. 

En los mimaros muy altos, ó que pueden serlo, casi no se 
usan más que los cardiaales: 

Lección primera, segunda, tercera, cuarta, quinta, y lec­
ción seis, siete, ocho, nueve... página primera y página dos, 
tres, cuatro... ciento dos, doscientos cincuenta y cuatro, etcé­
tera, etc. > 

Hay, además, ordinales formados independientemente de 
los radicales numéricos, como sucede con las palabras expre­
sivas dé los grados de parentesco 

hijo, nieto, biznieto, tataranieto, chozno, 
6 bien 

padre, abüeU), bisabuelo, tatarábueto; 

y en sentido general é indeterminado las voces ascendientes 
y descendientes. 

En el mismo caso se bailan los días de la semana; domin­
go, lunes, martes, etc., y los meses del año. Enero, Febrero, 
Marzo, etc, ,, . 

Pero, de entre las voces que indican orden, ningunas ha­
cen de numerales con más frecuencia que las letras del alfa­
beto". • • .• . . 

Bien es verdad que las letras sirveii más bien para indi­
car la sucesión de los objetos; que no 8^ gcádo. 

Por ejen^plo, se sabe que tras el cuaderno ó el párrafo... 
m ha de seguir el «/ pwro sólt» 'baciendo un cómputo (fácil en 
verdad) puede saberse qttem íe{>re8ent« el grado 14°, y n el 
grado 16° , etc. - ' • - ' 

'> '» .== •1» 
b =s 2" 
c = 3» 

\ 
\ 

d = 4* 
e = a » 

• f =a 6» 
> =̂  ,7° 

V . i == 9» 
' -i «XOP 

k V l i P 
-i «XOP 
k V l i P 

, I =12» 
, n=:ia" ina»U* 

n ¡sais* 
•te. 
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APÉNDICE 

El uso de palabras en rigor supérflaas, no es exclasivo de 
nuestra lengua castellana. 

Los ingleses, para el jios tienen j j a / r (del latín par 
Igual) (1); para el veinte, score, muesca, mortaja; los alema­
nes dicen shege, que dignifica escalera estrecha, para desig­
nar una veintena (de varas especialmente); y por este estilo 
en otras leaguns pueblo es treinta; gente, cuarenta; 'multi­
tud, ochenta; gamlla,, sesenta; cuerda, treinta, eto 

Estos significados metafóricos de las palabras comunes 
usadas como numerales, son frecuentes en las razas inferio­
res Cuando uno de los reyezuelos del Dahomev atacó á 
Bekouta, perdió 4 820 soldados, guarismo expreTalo por doí 
cabezas, veinte cordones y veinte monedas de hombres 

La miiltiplicidad de voces numerales no precisas, si resul­
ta superfina se hace por lo mismo engorrosa pues exiee 
cierta atención para su apropiado emplef; y, po^ L ¿ ¿ « s a 
t i e n d ^ naturalmente á desaparecer/Los'nVfiSya mayorct: 
tos suelen preguntar: ,puede decirse uu rebaño de cochinos? 
,.y una bandada d^ abejas? ¿y una collera de corderos? ¿y una 
recua de caballos? ¿y un banco de atunes?... <;> ""» 

Así, pues, estarcíase de voces desaparece poco á poco en 
las naciones dotadas de buen sentido en el lenguaie nués 
pronto los naturales sienten (aunque no lo p S a ^ p o ^ r e ! 
n í ^ i r í í ! ? r . " ^ ^ ' , ? ^ " ^ « lu joea io jWde vocablos el 
« í S . „ í r h"" ^"^<l^^Jl«?^^^icamente respecto de cuyo sig-
nmcado no cabe nunca dudar. *' * 

. n ó S ^ ' '^';®"^f^^^ ^« ^ e s t r a numeraciÓHháblada no se 
encuentra en otras lenguas dé Eiíeblo* muy civilizados. 

Los alemanes anteponen; por yuxtaposición, los nueve 
primeros dígitos a a voz die^, y «st l yuxtaposición signífila 
para ellos «urna (literalmente .dióen: o„ci, doíe, Ír^-Oiez, 

(1) Es peculiar del inslés una vo» qué determina el ,núm 3 en casos, 
especiales exclusivos. Asi dicen a leáth nf nkririAn^. ^^ 1 • -n ^°^ ^^°* 
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cuatro'diez, cinco-diez, seis-diez,, siete-diez, ocho-diez, nueve-
diez) (1). . 

También anteponen los dígitos seguidos de la conjanción 
und á las demás decenas: (literalmente: uno y veinte, dos y 
veinte, tres y veinte, cuatro y veinte... cinco y treinta, seis 
y treinta, siete y cuarenta... ocho y setenta... nvieve y no­
venta) (2). 

Sólo desde ciento en adelante son ínultiplicadores (como 
entre nosotros)' los dígitos colocados ante las centenas, los 
miles, ó bien las decenas y las centenas ante los miles, etc. (3) 

En inglés (como en alemán) los dígitos preceden al diez, 
y desde veinte á cincuenta pueden ir antes ó después de las 
decenas (4). ^ 

En inglés, además, se cuenta por veintenas, score (5); 
three score, sesenta; four score, ochenta; six score, ciento 
veinte. 

Pues todavía es peor el sistema francés, porque en él se 
anteponen los dígitos al diez, como sumandos hasta el diez y 
seis (6); desde sesenta á ciento se cuenta más por el sistema 
vigesimal que por el decimal (7); y, en vez de mil ciento, mil 
doscientos, mil trescientos... se dice once'cientos, doce cien­
tos, trece cientos (8)... 

(1) Eilf; zwolf, dreizeha, vierzehn, fttafzehn, seehszen, siebzehn, 
achtzehn, neunstehn. . , ' 
, (2) Eia und zwanzig, zwei uad zwanzig, drei «nd zwanzig... 

(3) Zwei Hundert, -200; drei Handert, 300; vier Hundert, 400; fünf 
Hundert, 500,-... zwei Tansend, 2000; drei Tansend, 3 COO; zehen Tausend, 
10000; zwanzig 'íausead, 20000; dreissig Tausend, 30000; Hundert Tau­
send, 100 000... etc. 

(4) Eleven, 11; twelve, 12; thirfceen, 18; fonrteen, 14; fifteen, 16; six-
teen, 16; seventeen, 17; eighteen, 18; nineteen, 19... (*) twenty one, ó bien 
one and twenty, 21; twenty two, ó bien, two and twenty, etc., etc. 

(5) Score, signi&ea literalmente muena^, tnoft<^'a, aeñal. Una scarc sal 
géneris (en el sistema gr&flco usado antiguamente en Inglaterra para 
llevar las ouentas^los iberoaderes oon sus parroquianos) significaba vevnte, 
y da aquí la saperVivenoia del signifioa lo numeral de esta palabra. 

(6) Onse, 11; dooze, 12; treize, 13; quatorze, 14; quinze, 15; seize, 16; 
dix-aep, 17; dix-huít, 18; dix-neo^ 19. 

(7) Soixante, 60; SDÍxante-un, 61; aoixante-deux, 62; aolxante-trois, 63; 
8oixanoe-dix, 70; soixante-onae, 71; soixante-dpuze, 72; aoixante-treia!e,'73; 
soix&nte-dix-neof, 79; quatre-viiigtg, 80; qaatre-viugt>an,Bl; quatre-vingt-
d«ax, 82; qüatre-vingt-dix, 90; qqatr«-ving&<tmze, 91; quatre-vingt-dix-
«euf, 99. ' 

(8) También se dioetüiíle cent; milh dfux cents; mille troU cents;.» pero, 
en la pí&ctica, prevalecen las expresiones onz« cents, iouee cents, treize ctnts... 

4*) TttH» M la termlmudón ile eito» ordttuileí logioiu, f, •« «mplMMIo en fnt«e« com i 
la HKutob»: Shi itvther ftm. EU»' «itá en aa panod6 d» «da4 «toe fiuette tntio íoi tnoa y 
iM dl*i r >><i*va afto*. - > . ) 

T(MW l, 10 
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.0-
No es nuevo el método de contar diferencialmeñte, que 

empleamos para determinar las horas: 

Leu cinco minos veinte, las seis menos cuarto, las ocho menos cinco... 

Ya en latín eran usuales las expresiones 
duodeviginti, 20 menos 2 = 18, duodetricesimus, vigésimo 
undeoiginti, 20 menos 1 = 19, octavo. 
duodetriginta, 30 menos 2 = 28, duodesexagesimus, qoineua-
undetrigtnta, 30 menos 1 = 29, etc. gésimo octavo, etc. ' 

El sistema diferencial era en latín únicamente usado para 
expresar los números menores que el veinte, ó el treinta, ó 
el cuarenta,... en una ó dos unidades; es decir, para el diez y 
ocho y diez y nueve ó el veinte y ocho y veinte y nueve, ó el 
treinta y ocho y treinta y nueve;... pero se empleaba, en 
general, entre los quichés y los mayas de América. Unos y 
otros, como los aztecas, poseían un sistema completo vige­
simal; pero lo» mayas y los quichés, para significar 41, 42, 43 
44, decían y dicen" uno-para-sesenta, dos-para-sesenta, tres-
para-sesenta, cuatro-para-sesenta, y al llegar al 61, dicen uno-
para-ochenta, dos-para-ochenta, tres-para-ochenta, cuatro-
para-ochenta, etc.; es decir, que ellos contaban las veintenas 
como nosotros los ^ños dentro de cada siglo; pues en nuestra 
numeración hablada en vez de decir 1821, 1822 1823 1845 
^P.9-'Í^S^^'"°T "^ *^° ,^^ í**® este siglo xix), el año 22,'el 23,' 
el 46, el 70... La revolución del 40 no f^é la más notable del 
Siglo XIX (1). - * 

D. 

Ni tampoco es propio y exclusivo de las lenguas superio­
res el no derivar los ordinales de los números cardinales. 

Los groenlandeses prescinden de su «MO, para formar la 
palabra i>rííwero, que sacan de un radical que lignifica desde 
luego. T&mhien prescinden de su dos para la voz segundo, que 
significa su-compañero. 

•En Australia, los naturales del distrito de Addayda, cuya 
numeración no pasa de íre«—que significa también mucho,— 
designan los hijos por el oíden de su nacimiento hasta el no-
• ~ • 1 .1 .1 . . - ' jt 

(1) Lo análogo hacen los alemanes onando dicen ein viertel aufzwei; 
un cuarto de la segunda hora, esto es, la uhav cuarto. Drct vierlélauf 
«te6«n, siguifica tres cuartos sobre las siete; ó bien, las siete menos cuarto; 
o hien, un cuarto para las siete. Et sic de ceteris. 
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veno, y no solamente tienen nombres ordinales para indicar 
los varones, sino también para designar ordinalmente á las 
hembras. Los niños conservan estos apelativos numéricos 
hasta que sus padres, parientes y amigos se los reemplazan 
por nombres personales. 

Los maléseg tienen también hasta siete nombres para de­
signar ordinalmente el nacimiento de los hijos y de las hijas. 

Lo análogo ocurre entre los dacotas de la América del 
Norte, que tienen hasta cinco numerales de parentesco. 
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o t r o , «litema» co«oe ld« . 4e Hnmerae ién hablada. 

Los dedos han enseñado al hombre las primeras nociones 
de Antmética. No cabe dudar de que en todos los pueblos de 
la tierra se ha empezado contando por los dedos. Aun hoy 
mismo se recurre por los hombres civükados ¿ la cuenta di­
gital (1). 

En nnos pueblos se ha contado, ó se cuenta todavía, por 
los dedos de una mano hasta 5, y se continúa después por los 

-de la ofa-a mano, agregando al cinco los nombres de los cua-
e s í e ^ T ^ " " ' * ' ' ' ' ' ' '"**""* ^' '^ P''^'^^ representarse d e ' 

1,2,3, 4,5; 6 ̂  1; 5 + 2; & H-& 6̂ * 4; 2 vece» 5; (S yeoes 5) + 1; 
(2v«oe8 5)^.2;(2yeoaB5)^-8, eto, ' 

Contar así de einco en cin<ío es hacer uso ¿ e l » HÜMSBA-
cióííQTOíABiA, como lo efectúan varios puebloí de la Poline­
sia. En gnego, el verbo ?tíjA«á|u, contar poi-fos ein¿o dedos, 
contardé 5 en5,j en sentido general, computar, meditar, es, 
Bin dnda, vestiglo ó reli<imft de una época en que preponderó 

. . (̂ } N*^ más frecuente qae cpeatas por esta ertUo: Eli» estuvo aaní 
el viernes por la nodie, W es miércolesí. de modoVe ^ « T ^ o ( X 
««ala un dedo); sábado, dos y se señala otro); domingo, tres-lCe, on^ 
«1 viernes... de inodo que liaee ̂  cinco noches qSe día ¿tuvo aquí, 

véase el apéndice de esta Leoclín. «VV-HIU. 
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el contar por cincos. L09 números romanos son, sin duda, 
restos de un sistema quinario no conservado en la lengua 
hablada (1). 

Contar hasta diez consecUtivamemte los dedos de las dos 
manos, y después agregar al diez los números primeramente 
mencionados... es hacer uso de la NUMERACIÓN DECIMAL, á la 
cual se han consagrado las precedentes lecciones. 

Y contar por los dedos de las manos y de los pies es ha­
cer uso del sistema hablado de NUMEKACIÓN VIGESIMAL. 

A la numeración decimal habían llegado muchos pueblos 
de América: los apaches, los dahotas, los esquimales, los al-
gonquines... 'peto sólo alcanzó su completo desarrollo entre 
los peruanos que la trasmitieron á los chilenos, los yuvaca­
res y tal vez los patagones. ^ , 

Los peruanos tenían las mismas clases de las llamadas 
unidades que nosotros los europeos. El 1, el 10, el 100, el 1 000, 
el millón, el billón, el trillón... Y entre ellos, lo mismo que 
entre nosotros los españoles, los números dígitos antepuestos 
á las unidades de orden superior les servían de coeficientes ó 
multiplicadores, mientras que pospuestos hacían las veces de 
sumandos. -

Como ejemplo notable de la numeración vigesimal, se pre­
senta él sistema de los nahuas^ ó pueblos de la Confederación 
azteca, cuya población más importante fué Méjico. 

Tenían nombres para los números 

1, 2, 3,4, 6!, 10,15, 20,400,8 000. 

Hasta veinte su numeración era quinaria, y desde el 20 en 
adelante perfectamente vigesimal, 

6 = p-vl', 7 = 5-4-2; 8 = 5 -t- 3; 9 = 5 -1- 4; 
i m : 10-4-1; 12 = 10-+-2; 13=r 10-t-8; 14 = 10-í-4; 
16=15.»-1; 17Í±=16H-2; 18 =±; 15-*-8; 19 =: 15-<-4. 

Estas combinaciones eran, sin duda, reliquia de las cuen­
tas hechas por los dedos dei las manos y de los pies, é igual 
á la de los pueblos que todavía dicen: 

(1) I, n, m, mi, v, vi, vii, vm, vnn, vv (Ó D, etc. 
Ya se volverá sobre este punto. 
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Uno dos trpí .̂ cuatro maro. 
Mannynoo.,.. muioydo* manojrtre» inauo ;* cuatro, doamanos. 
DostoAnoaruno dosDUnosjrdos. duamanos y tfes do» manos y dos manos y un 

cuatro pié. 
Dos manos nn dos manca un dos manos nn dcs' manca un 

piéyuno pKydos pié y tres pié y cuatro.. un hombre (I). 

Desde veinte contaban los aztecas por veintenas, ó sea, 
por grupos de i veinte; 

Dos veintenas, tres veintenas, cuatro veintenas..^ hasta 
veinte veintenas, ó sea cuatrocientos de los nuestros. 

Desde cuatrocientos contaban por grupos de veinte vein­
tenas; 

Dos cuatrocientos, tres cuatrocientos, cuatro cuatrocien­
tos... hasta 

Veinte cuatrocientos, 6 sea ocho miles de los nuestros; y 
desde este número contaban por grupos de octimillares: dos 
ocho miles, tres ocho miles, cuatro ocho miles, etc. (2). 

Si en la numeración mejicana hubiese habido diez y nue­
ve nombres simples para los 19 primeros grados de la plura­
lidad (en vez de tantas combinaciones del sistema quinario), 
ó si, como ahora decimos, los aztecas hubiesen tenido 19 nú­
meros dígitas directos, su sistema vigesimal habría sido per­
fecto. 

Los dígitos antepuestos eran coeficientes 6 multiplicado' 
res de las unidades de orden superior (veintenas, veintes de 
veintenas, octimillares; etc.). 

(1) Lo» achaguaa tenian cinco vocablos para los náméros uno, dos, tres, 
cuatro, cinco. Combinando el cinco con los cuatro niimeros primeros llega­
ban hasta nueve. Con loa dedos de ambas manos expresaban el diet, con 
los dedos de las manos y de los pies veinte, Las manos v los pies de dos 
hombres eran cuarenta: Las manos v los pies, de tres hombres, sesenta. 
Laa manos y los pies de veinte hombres, cuatrpcientos. 

El mismo vocablo, pues, significaba cinco y lodos-los-deáos-de-íma-mano. 
Con un» misma voz decían, los'dedos-de-ambas-manos y diéx) etc. 

Entre los fnui«ca« ó ('Ai6t:Áa« once era, pie-uno; doce, pie-dos; trece, pie-
tres... 2p, casa-una, 40, casa-dos... ciento, casa-cinco... 

En la lengua guaraní la palabra uno era la forma negativa de compañe­
ro; esto ea:sin-compañero. La etimología de dos, de tres y de cuatro no 
está determinada; pero cinco era cuatro-y-uno, ó bien de-persona-mano-una; 
diez quería decir de-persona-manos-dos; veinte significaba mimos-pies-tam-
bién; y así mismo de-persona-manos-pies-también; esto es, los-pifs-y-las-
mano*. 

v2) £1 sistema vl^simal de los nahuas eta.también el de los yucatecos, 
niiMr<yuateca8...; y vigesimal asimismo, aunque no idéntico al de los me­
jicanos, por lo que tenia de diferencial, era la numeración hablada de los 
mayas, quichés... 
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Como se ve, no ha habido más que tres sistemas hablados 
de numeración, 

el quinario, 
el decimal, y 
el vigesimal, • 

porque la Aritmética ha salido de la anatomía humana. Y, si 
alguien no quisiera asentir aún ̂  ése debería tener presente el 
argumento que, con este nlismo motivo de la influencia nu­
mérica de los dedos, empleaba ya Aristóteles hace más de 
2 000 años.—Esto no puede ser efecto de la casualidad, decía 
el gran filósofo, porque lo que se produce siempre y en to­
das partes, no es obra del azar;, es un hecho consecuencia de 
ía misma naturaleza de las cosas.—Y, en efecto, la casuali­
dad habría producido mayores variedades en los sistemas de 
numeración hablada, y Ho se habría limitado exclusivamente 
á los tres, quinario, decimal y vigesimal, á no haber tenido el 
hombre constantemente á la vista los grupos de sus dedos, 
con los cuales es natural que comparase todos los demás. 

Así, necesariamente la sublime concepción del número 
puro, hubo de salir del número digital. Las manos y los pies 
nos han dado, no solamente los números, sino las medidas 
también: un geme, dos palmos, tres codos, veinte pies, cien 
brazas; pentcha, en persa, es cinco y mano; TIÍJAT̂ X̂W, en grie­
go, es meditar y contar de cinco en cinco, etc. 

La aritmética modular precedió a l a aritmética pura; pero 
á ésta tenia ál fin que elevarse el ser racional, porque calcu­
lar no es combinar módulos, sino combinar ideas. 

Las naciones más progresivas y adelantadas de la tierra 
se han decidido por el sistema DECIMAL, descartando el QUIKA.-
Bio por rednciclo, y el viaESiiiAL por amplio. 

Así el sistema decimal, usado por los antiguos arias, por 
ios hebreos, los árabes, los peruanos... es el que hoy preva­
lece en todos los pueblos civilizados. 

Sin embargo, patentes son las huellas del sistema vigesi­
mal aun en la Europa misma. En la lengua gaélica (Trlanda' 
y Escocia), para traducir, por ejemplo, nuestro 61, se usaría 
una constrnoción tal bomo *uno-diez-y-do8-veinteTuu. > En el 

'país de Gales para 36 tendríamos kuno-y-^uinee-sóbre-veinte,» 
y en bretón 71 seria *once-y-tres-veintena8.» En francés, la 
numeración hablada decimal, es sin duda el fondo del siste* 
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ma; pero la numeración TÍgesimal de loa antiguos celtas ha 
sido tan preponderante, que á las expresiones, procedentes 
dol latín, septante, huitante y nonante para 70,80 y 90, son pre­
feridas las frases soixante-dix, quatre-vingts, y qiiatre-vingt-
dixi tgésenta-diez,» ^cuatro-veintes» y * cuatro-veinte-diez.» 
Nadie dice en francés para 13 xeptante-trois, Bino 'soixante-
treize, ñi para 95 d i r i tampoco lipn'ante'cinq, en vez de quntre-
mnfft-quin¿0, etc. "' ' . 

y esto, cómb es natUfáí,' se extiende hasta táás allá del 
lóO; pues para 120, 14Ó, Í60... liallamos con frecuencia eu 
francés «geís-eetníes», «sícíé-neíníes», * ocho-veintes»..'. y un 
Hospicio ó Adilo de París se llarma de los «Quinze-vingts», 
por ser 300 ei numeró de pobres allí albergados. 

Quizá sea también resto de costumbre céltica el uso inglés 
de contar por veintes, sbore: three score and ten, tre«-veinte-y-
diex; four score and ihirteen, cuatro-veinte-y-treoé, etc., son 
acaso reliquias del áistema céltico vigesimal. 

La estructura, pues, de los sistemas de numeración habla­
da no deja duda dé que la cuenta digital fué el medio origi­
nariamente adoptado por «I hombre para sus primeros y sen­
cillos cómputos; aserción confirmada no solamente por la eti­
mología' patente aun de muchas voces numéricas superiores 
al cinco, que significan mano y pie, sino también, y, «OBBE 
TODO, en la construcción y organización de los sistemas ha­
blados, siempre- QÜI»ABIA, DBOIMAL Ó VIQESIIIAIÍ, cuando no 
conjuntamente QUiííAEíO'yiGaaníAL... 

APÉNDICE 

La cuenta digital, aunque expedita, es incómoda é iusu-
ficieüte; y, por eso, desde muy antiguo han venido inventan­
do loa pueblos de cierta Qulttira intelectual «eneillos aparatos 
coii que hacer cómputos ¿ e»tílo de los de los dedos, para que, 
desempeñando es9^ apáratot; el mismo ofieio que-los dedos al 
óbntor, que(iasé«libré el oso dé las man'oai 

Todos estos aparatos (pertenecientes á la immeración pal-
pá'ble) tenían y tienen dé común la répetioión de un mismo 
pontO) trazo ó medio significativo del 1. Así la repetición 
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de un punto indica los números 2, 3, 4, 5 y 6 en los dados y 
en las fichas del dominó. 

• 
• 

• 
• • 

• e 

1 

• • 
• 

• • d 1 d 
Klgui» 2.» 

La repetición de las campanadas es el medio empleado en 
los relojes para indicar las horas desde las dos en adelante. 
Al pase repetido de las cuentas de un rosario acuden los que 
rezan reiterando unas mismas oraciones. Señalando muchas 
veces unas rayas se indica el número de tos objetos que se 
reciben ó se entregan, ó los fenómenos que ocurren mezcla­
dos con otros, etc. 

Conviene mucho observar que los signos, trazos ó medios 
repetidos están muy lejos de ser los símbolos abstractos de 
los números puros de la numeracióh escrita. Las cifras 

1,2,3,4,5,... 
13, 14, 15, 16, 29,... 

118,305, 473,... 1003, 78 436... etc. 

indican grados de la escala de la pluralidad con entera abs­
tracción de toda propiedad física, geométrica ó mecánica;... 
al paso que los signos de las fichas del dominó, ó los- de los 
dados, son puntos puestos allí en cierto número; los valores de 
los naipes son representación de los palos llamados oros, copas, 
espadas y bastos en número de dos oros,... de tres copas,.'., 
de cuatro espadas,... de cinco, seis, siete bastos, etc. Y, así, 
en los dóminos ó en los naipes se ven grupos de figuras que es 
preciso contar, porque no son verdaderos números. El siete 
de oros, no es el número siete, ni el cuatro de copas e^a el 
cuatro puro, ni\el as de oros es la unidad indivisible. Cuando 
vemos las áos cifras que representan e»! 31, no hay que contar 
paria saber de cuál grado de la pluralidad se trata, como in­
defectiblemente habría que hacerlo, si nos encontrásemos nná 
expresión equivalente" de trazos repetidos, tal como la que 
sigue: 

i i i l l l l l l l l l t t i l i l l l l l l l l l i l l l i 
Y ¿cuáJ no sería la dificultad, si en vez del 81 nos hubié­

semos encontrado con 810 rayas, ó con el número 3100... 
expresado por trazos verticales? 

TOMO I . 11 , 
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Para introducir, pues, algún orden cuando se recurre á las 
rayas, la última de cada grupo de á cinco se indica con un 
trazo más visible ó más largo qué los otros, ó bien los grupos 
se escriben algo distantes, ó se recurre á todos estos medios 
á la vez 

lllf|llll|llM|fffl|ílll|illl|l=31 
iiiii üHi í i i i r i iu t i i ü i i i m 
iiii | i m | i i i i | n i i | i i i i | i i i i | i=3 i 

' • . » 
Acostumbrados cómb estamo^s á ver constantemente el 

cinco en nuestros dedos, los grupos de cuatro trazos segui­
dos de otro diferente en tamaño nps son muy fáciles de con­
tar. Por esto cualquier persona de. poca cultura, una criada, 
por ejemplo, aprende en'brevísimo tiempo á leer la escala de 
un termómetro; ó los milímetros de un metro.,. 

En el rosario, cada diez cuentas iguales están separadas 
por otra más gruesa. ' 

Entre los aparatos' relativamente modernos, y ouya cons­
trucción eacige algún caidado, merece mención el tablero 
contador ó abaco de billar, que consiste en un mfirco rectau-
gulaír, liso ó con adornos, doáde se sujetan'horizontalmente 
paralelos y unos bajo otros, gruesos alambres rectos, en los 
cuales -están ensartadas bolas, en número de cuarenta regu-

'larmente, las cuales pueden correr por ellos con facilidad de 
izquierda á derecha o al revés: las hol&a quinta, décima, dó-
cimaquinta, etc., son mayores ó de diferente color*que las 
demás, ó las dos cosas á la,vez. Las bolas suelen sustituirse 
pbr discos. Al empozar una partida, cada alambre se destina 
á uno de los jugadores, y todas las bolas están juntas a l a 
izquierda del marcos mas, á meidida que T« ifa^ciendo tantos 
cada jugador, se van pasando 4 la derecha, en el alamor á 
él destinado, bolas en número igú&t at de los tantos hechos. 
El número de partidas que cada uno gatta^/se apunta en 
alambres suplementarios. Este sistema pertenece áf llamado 
por Humboldt de nurikeracvin ptApeMe. 

Este ábaoq tiende visiblemente, i desaparecer; porqué las 
modernas lAesas de biUar tienen en el larguero de una de Jias 
bandas un contador áe ruedas de engranaje, y iidémás un 
tiinbre que simia á coda tanto qtíeie a&ota« 

Aettxalme|itíe.la9je«iiett«^í^ áe|»ái;;rai<l« fíóiééa ibao0s,aná« 
Jogos en un* de la» formas «gftieiites: - -̂  
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Figura í.* 
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Estos abacos están imaginados para enseñar á los niños el 
sistema decimal de nuestra numeración escrita (en que cada 
cifra tiene un valor absoluto y otro locativo ó de posición). 

Pero, como una bola, ó dos, ó tres bolas... no son el con­
cepto puro de los grados de la escala de la pluralidad, 1, 2, 
3, 4,..; y, por otra parte, como los guarismos representados 
por las bolas de cada alambre, utilizados en cada caso parti­
cular, no se leen, sino que se cuentan, no faltan quienes con­
sideren que el abaco de los números en las escuelas de pár­
vulos no es un medio tan eficaz de «nseñanza como se ponde­
ra, ni tan propio, como se dice, del estado de nuestra civili­
zación. Y, verdaderamente, los hechos dan la razón á los que 
tal objetan, ya que en gran numero de escuelas, al cabo de 
algilu tiempo, lo% abacos constituyen más bien objetos de 

ngsms.' 
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adorno que medio positivo de enseñanza. Sin embargo, sea 
lo que quiera de la eficacia pedagógica del abaco de los pár­
vulos, el aparato es muy fácil de comprender. 

El plano del marco está vertical, y horizontales y parale­
los los alambres, unos debajo de otros; el alambre inferioiNse 
destina á las unidades; el inmediato de encima, á las decenas; 
el superior que sigue, á las centemas, etc.: por manera que 
en la figura 2.* se supone representado el número 3 125 348 
por las bolas situadas á la derecha. • 

La figura ó.""* es una variante que por evidente no necesita 
explicación especial. 

Los antiguos etruscos habían ima:g¡nado otro abaco, co­
nocido por el nombre de ahacus numeronim. Era éste un ta­
blero horizontal dividido en líneas paralelas; la primera para 
las unidades, la segunda para las decenas, la tercera para las 
centenas, etc. Primitivamente se hicieíon los cálculos con 
piedrecitas (los cálculi, de calx, calcis, la cal, de donde viene 
el verbo calcular); después con fichas, cuyo valor aumenta­
ba decimalmente, según la linea ó columna en que se ponían. 
Luego se perfeccionaron estos abacos, y las líneas ó colum­
nas se convirtieron en ranuras. 

Este abaco etrusco fué el que usaron los romanos, y de 
éstos pasó á los pueblos neolatinos. Á faltar del abaco etrus-
oo, se salpicaba de arena fina una'superficie plana y horizon­
tal, y oon nn punzón ó estilo de madera se marcaban en Ta 
arena surcos paralelos que hacían las veces de las ranuras ci­
tadas. Muchos" ábacosi romanos hají llegado hasta nosotros, 
En el siglo xvii Mad. Sevigné, y en el xViii Buffon, hablan 
(como de práctica bastante común) de las cuentas por fícÉias, 
hechas por las mujeres que no sabían leer. 

Los chinos poseen un abaco especial llatúado nuan pam, y 
lo manejan con,, tal destreza, que causa maravilla. Mientras 
una persQna W rápidamente los samandos 'de una ouecata, 
otra va háüiendo la snma^con tanta velooídftd:, qne la tiene oon-
cluída al terminar la lectura. El abaco chinó es un tablero 
liorizontál en forma do reotinguto, dividido á lo largo en dos 
mitades por una varilla. E& alaxpbres perpeüdiculares i la 

' varillaí^Be .ven bolas ensartadas.' Lá mitad del tablero más dis^ 
tante del qne calcula no tiene en cada alambré más qne una. 
bola cuyo valor es &. En la mitad m&s próxima hay en cada 
alambre cinco bolas, cada una de las cuales vale 1. Las bolatr 
que valen 5 se distinguen de las que valen 1 en el tarnaáo ó 
en el color, ó en ambas cosas á la veas. - . 
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El siian pan ha sido en todas épocas decimal, y los chinos 
han podido siempre servirse de esto abaco para sus cuentas, 
por ser decimal su sistema de pesas y medidas. Así, el alam­
bre que está á la izquierda de otro, hace valer á sus bolas 10 
veces más de lo que valeu las bolas del alambre á la derecha. 
En la práctica toman como primero cualquier a lambre . El 
resultado del cálculo aparece próximo á la varilla, á uno y 
otro lado de ella. El ejemplo de la figura representa el nú­
mero 3 ."¡Ts 1'29. 

Pero un solo aparato no podrá ser de gran utilidad en los 
]jueblos cuyo sistema métrico difiere del decimal. Un inglé's, 
en r igor , necesitaría un abaco especial para sumar libras, 
chelines y peniques; otro para los pesos llamados avoirdupois; 
otro para los fro//... e tc . : y, efectivamente, la historia nos 
demuestra que los ingleses tuvieron que recurr i r á especiales 
abacos de no poca complicación. 

Consta que las cuentas ú operaciones ari tméticas concer­
nientes á los reyes de Ingla ter ra , antes de la conquista por 
los normandos (y c ier tamente sucedería lo mismo con las de 
los soberanos de otras naciones europeas) se efectuaban sobre 
un tablero horizontal por medio de fichas—regularmente mo­
nedas,—dispuestas en filas paralelas, las cuales representa­
ban valores más y más altos, conforme ascendían en la serie. 
Cuando la conquista, las operaciones se hicieron sobre una 
mesa l lamada scaccarium ó ftcaccharium. Esta mesa estaba 
cubierta con un paño lleno de rayas que formaban cuadros, 
casas ó casillas. La raya inferior representaba peniques; la 
segundn, docenas de peniques, ó sea chelines; la tercera, 
veintenas de chelines, ó sea libras; la cuwrta, decenas de li­
bras; la quinta , centenas de libras; la sexta, millares. . . y así 
sucesivamente, ascendiendo ya en el sistema decimal puro. 

Las indicaciones se sigaieron haciendo con fichas, ó bien 
con monedas. Como estas rayas , formando casilleros, se lla­
man en inglés checlcera ó chcquers, y servían para h: cer las 
cuentas, se nombró en Ingla te r ra Excliequer al t r ibunal de 
las (.Contribuciones, y, por extensión, al Tesoro público. 

Es ta clase de áb:ico, no enteramente decima), ha tenido 
uso en Ingla te r ra hasta una ('-poca que pudiéramos Ihuiiar 
reciente. Las casas de cambiar nioneilas tenían por muestra 
un tablero de esta clase; y, ú l t imamente , los tuvieron las 
j>osíHÍas, tabernas y cafés donde la gente se reunía ()ara sal-
ilar ó solventar sus cuentas . Es rara coincidencia que un ta­
blero dividido en casillas se ve también á la puerta de una 
posada en la desenterrada Pompej 'a . 
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Los dedoá, pues, no solamente han sido el origen de la 
numeración hablada en sus tres clases, quinaria, decimal y 
vigesimal, sino que han hecho quinarios ó decimales los ro­
sarios, las escalas termométricas, los metros, y los abacos de 
contar. 

(Véase más adelante el ABACO natural.) 
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Hameracitin escrita. 

Los números pueden expresarse por escrito. 
1.° Se escriben (como todas las palabras de nuestra len­

gua) simbolizando los sonidos con que pronunciamos los nom­
bres de los números: 

Uno,dos, tres,... treinta,... tremía y cinco,... 

2.° Se escriben ó representan gráficamente, poniendo en 
vez de ellos grupos de puntos, rayas ó signos de igual forma, 
como pasa en las fichas de los juegos de dominó, en los dadoa 
de los juegos de azar, en los naipes, en las escalas dé los ter­
mómetros, en los metros, en las graduacioues de los sextan­
tes, etc. (1). 

(1) Los objetos materiales que se usan para representar números, como 
por ejemplo, los garbanzos con que las sirvientes haoen sus cájcwioa, las 
cuentas de los rosarios, las fichas del tanteo de los juegos, los ¿bacos ó 
contadores de las mesas de billar, etc., los dedos • mismos de que nos ser­
vimos á veces pa ra i ace r peque&ps cálculos... no pertenecen á la numera--
•ción escrita^ sino á la numeración palpable. La numeración paipahle, espe­
cialmente la digital, ha existido en todos los pueblos de los tiempos más 
remotos: la NDMBRACIÓN ESCRTTA, por imperfecta que sea, supone siempre 
eminente grado de cultura, y por eso no aparece nunca en loa pueblos 
primitivos y salvajps. • ' 

Conviene no contundir la acepción general én que hoy usamos la frase 
aritmética palpable, con el ingenio'so sistema inventado por el famoso N I ­
COLÁS SAÜNDBKSUS, uno de los matemáticos más notables de Inglaterra, 
que se quedó ciego á consecuencia de las viruelas cuando tenía doce me­
ses. Nació en 16á'2, murió en 1739. Su sistema áe aritméfiúa palpable le 
sirvió para inventar una máquina con la óaal haci» fácilmente las opera­
ciones más complicadas. 

TOVOI. 12 
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3.° Se escriben con las letras del alfabeto, como acontece 
en los números romanos. Esta clase de numeración escrita 
con letras supone un gran estado de cultura, por muchos que 
sean sus inconvenientes. Las letras son ya símbolos de lo» 
números, no sólo independientes de toda propiedad física, 
geométrica ó mecánica, sino símbolos graduados en serie con­
vencional (1). 

4." Se escriben, de un modo independiente y universal, 
(exteriorizando la idea, y nó cualidad alguna física" ni mecá­
nica, de tiempo ni de espacio) con las cifras llamadas árabes: 

1,2,3,4,5,6,7,8,9,0, 
30, 31, 64, 77, 200, 239,1 111, etc. (2) 

Los VOCABLOS uno, dos, tres,.., treinta,... no son com­
prendidos por los que no hablan español. 

Los trazos, cifras, guarismos, símbolos ó signos 1, 2, 3 , . . . 
30,.;. son entendidos por todo el mundo civilizado; son, pues, 
signos universales. 

Por tanto, hay dos clases de escritura para los números: 
una universal ó ideográfica (3) que pinta las ideas de núme-

(1) I, V, X, L, C, D, M... 

uno, cinco, diez, cincuenta, ciento, quinientos, mil... 

El convenio de la numeración romana es el siguiente: 
Toda letra, si está seguida de otra de igual 6 de menor valor, sa suma 

con la siguiente: 
Así, 

111= 3 
VI = 6 

X I I = : 1 2 
LXX = 70 

MDCIiXVI = 1 666 

pero, á toda letra precedida por otra de m3nor valor se le resta la pe­
queña, asi: 

IV = 4 
I X = 9 
XL = 40 
XC = 90, etc. 

(2) Véase el Apéndice á esta Lección. 
' (3) Ideográfica^ significa que pinta las ideas. 
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ro, j otra fonética (1), propia de cada nación, que pinta los 
sonidos expresivos de loe grados de la pluralidad. 

La ideográfica se aprende estudiando la Aritmética. 

Llámase notación el método de expresar los números por 
medio de signos escritos llamados CIFHAS Ó guarismos. 

NOTACIÓN, es, pues, sinónimo de NUMEBACIÓN ESCEITA; Ó 
sea, sistema convencional con que expresamos gráficamente 
los números. 

Laescritnra ideográficaónotación depende decuatro ideas: 
1.* De haberse inventado un corto número de trazos, sím­

bolos ó signos llamados cifras significativas, 1, 2, 3, 4, 6, 6, 
7, 8, 9, para expresar (en el sistema decimal) los 9 primeros 
grados de la escala de la pluralidad; y ptro signo ¡invento ad­
mirable! el CERO, para indicar la caren-cia de cifras corres­
pondientes á alguno de los órdenes locativos del sistema. 

2.̂ ^ De haberse supuesto órdenes ó jerarquías deposición 
«n los lugares que sobre la superficie en que Se hace la escri­
tura ocupan esos trazos, símbolos ó signos llamados cifras ó 
guarismos. 

3.** De haberse convenido que cada cifra significativa 
vale en el segundo lugar tantas veces más que en el prime­
ro, como cifras, ó trazos, ó signos tiene el sistema de nume­
ración; que vale en el tercero tantas veces más que en el se­
gundo como cifras ó trazos tiene el sistema; que vale en el 
cuarto tanta» veces más que en el tercero como trazos, cifras 
ó signos tiene el sistema escrito... Y a«í sucesivamente (2). 

4.'^ De haberse admitido que la TOXTAPOSIOIÓIÍ de una 
"«cifra & otra significa SUMA; esto es, que el valor de la cifra de 
la izquierda se suma con el valor de la cifra que está á la 
derecha (3)... , 

(1) Fonética, de fono»., sonido; raíz de donde salen cacofonía, sinfonía, 
afonía, fonógrafo, teléfono, etc., etc. 

(•2) El cuerpo de doctrina que enseña á operar con la numeración es­
crita en que cada cifra tiene wn valor •por al y otro locativo, se ha llamado 
por machos y se llama todavía ARITMÉTICA DB POSICIÓN. 

(3) Importa fijarse bien en que la YUXTAPOSICIÓN siguiñca SUMA en 
Aritmética y no MOLTIPLICACIÓK como en Algebra: 

abe en Algebra = a x b x o, 
mientras que 

^ 4 en Aritmética = 200 -i- 30 -t- 4. 
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Lo mismo que en la numeración hablada, para explicar la 
numeración escrita, es preciso suponer conocidas las ideas 
fundamentales del sumar, del multiplicar y de la elevación á 
potencias. 

Los sistemas de numeración escrita pueden ser muchos. 

I. . 

FBIUEBA APLICACIÓN. 

A) Inventemos un trazo para el uno, principio de la escala 
de la pluralidad, y sea ese trazo el-siguo 1 (uno). (!)• 

B) Inventemos, por otra parte, un signo, que no indique 
ningún grado de la escala, y sea el signo O (cero). (1) 

Ya tenemos dos signos, el 1 y el 0; el primero para ex­
presar el primer grado de la pluralidad, y el segundo (que 
no expresa grado ninguno) para indicar, en caso necesario, 
puestos y jerarquías vacíos. 
. El O es, pues, un signo esencialmente locativo. 

Oon. estas dos solas cifras, trazos ó signos (1 y 0), ya te­
nemos lo suficiente para escribir todos los grados de la escala 
de la pluralidad. 

* 
C) Convengamos en que el 1, colocado en segundo Ingar, 

raiga tantas veces m^s que en el primero, como trazos, ci­
fras ó signps tieae el sistema; que colocado en el tercer lu­
gar, valga tantas veces más .que en el segundo como'cifras 
tiene, el sistema, etc., etc., etc. Y nada nos falta ya para 
escribir todos los grados. 

Como el número de trazos, cifras ó signos que tiene el 
sistema es sólo dog (el 1 y el 0), un uno en segundo lugar, 
valdrá dos veces más que en el primero; estd es, valdrá dos: 
colocado en tercer lugar, valdrá dos veces más que en 6l -se­
gundo; esto es, valdrá ctjtatro: colocado' en-coarto, valdrá 

(1) Pudiera ser otro trazo enalquiers. Fácil es imaginar los qoe se 
deiseien. 
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dos veces más que en el tercero; esto es, ocho: colocado en «I 
quinto, valdrá dos veces más que en el cuarto; esto es, diez y 
.se/.s'; colocado en el sexto, valdrá dos veces más que en el 
quinto; esto es, treinta y dos... y, así sucesivamente, 

8e8enta y cuatro, 
ciento y veintiocho, 
doscientos cincuenta y seis, etc., etc., 

según que el signo 1 esté colocado en el 
sexto, 
séptimo ú 
octavo lugar, etc., etc. 

D© suerte, que de esta manera podremos escribir los 
números 

Uno, 
dos, 
cuatro, ' 
ocho, 
diez y seis, 
treinta y dos, 

.MSenta y cuatro, etc., etc. 

Pero ahora hace falta saber cómo indicaremos las jerar-
qüí«s de lugar. 

En la superficie del papel podemos considerar un puesto, 
sitio ó posición cualquiera como el primer lugar, y á su iz­
quierda (1) (también pudiera ser á su derecha, ó encima, ó 
debajo,...) podremos suponer el segundo lugar, y á continua­
ción del designado cotoo segando, podremos suponer el ter­
cero, el cuatto, el quinto, el sexto, etc., etc. 

Es, pues, indiferente que el segundo puesto esté á la iz­
quierda ó á la derecha, ó encima ó debajo del primero (ó en 
cualquiera otra posición); y, SIENDO INDIFEBBNTE, convenga­
mos DE UNA VEZ T PAHA siEUPBE en que, ya escogido sitio, 
puesto, punto ó posición,'como primer lugar, se considere 
como segundo él lugar que se encuentre inmediato á la iz­
quierda; como tercero, el siguiente á la izquierda del segun-

(l) La palabra izquierda ha de entenderse, no cíimo la izquierda del 
número, sino como la izquierda del observador, del lector ó del operador. 
Siempre ha de encenderse así, auil cuando se usen (como efectivamente, se 
usan por extensión), los pronombres posesivos ó genitivos, etc., etc.; de 
modo que, cuando se diga coloquemos á la derecha del S tres ceros, ó bien 
coloquemos & su derecha tres ceros... ha de tomarse en el sentido de que 
los ceros se escribirán desde el 2 hacia nuestra derecha, como sigue: 

2 000, etc. 
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do; como cuarto, el inmediato á la izquierda del tercero; como 
quinto, el próximo á la izquierda del cuar to . . . y así sucesi­
vamente . 

Ahora bien: un 1 colocado en puestos consecutivos signi­
ficará cada uno de los números que se acaban de indicar; así : 

Uno se escribirá. 1 
dos 10 
cuatro 100 
oclio 1000 
diez y seis 10 000 
treinta y dos 100 000 
sesenta y cuatro 1000000 

Vemos, pues , que sólo con los dos signos 1 y O se pueden 
expresar el uno, el dos, el cuatro, el ocho, el diez y seis, e tc . 

Pero ¿cómo podremos escribir los números intermedios? 
Si uno se escribe 1 en el sistema binario (que así se l lama 

el sistema de dos cifras), y si dos se escribe 10, es claro que 
tres se escribirá así: 11. 

E n efecto; 1 en segundo lugar , es dos, y 1 en pr imero , es 
uno: luego su yuxtaposición ó suma será tres. 

Si cuatro se escribe en dicho sistema binario 100, es claro 
que cinco se escribirá 101. 

E n efecto; aquí hay un uno en tercer lugar , que vale cua­
tro, no hay n ingún tino en segundo lugar ; pero hay un 1 en 
pr imero, que vale uno: luego la SUMA Ó CONJUNTO de esa 
expresión del sistema binario 101 significa cuatro y uno: lue­
go la expresión 101 vale cinco. 

Siete se formará así, 111: en efecto; un 1 en tercer lugar , 
vale cuatro; un 1 en segundo, vale dos, y un 1 en pr imero 
vale uno: luego la YUXTAPOSICIÓN Ó SOMA de esa expresión 
(que vale parcia lmente cuatro -+- dos -+- uno) vale, en tota l i ­
dad, siete, 

Sistrma binario. 

Si ocho es 1 0 0 0 
nueve será 1 0 0 1 
diez » 1 0 1 0 
once » 1 0 1 1 
doce » 1 1.0 0 
trece » 1 1 0 1 
catorce » 1 1 1 0 
quince » 1 1 1 1 (ó sea 8 -t- 4 -t- 2 -<- 1, del 

o B § ' S sistema decimal.) 
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S i d iez y se is se e s c r i b e 10000, los n ú m e r o s c o m p r e n d i d o s 
e n t r e d iez y se is y t r e i n t a y dos s e r á n : 

Diez, y siete lOOOL 
diez y ocho 10010 
die/i Y n u e v e . . . . . . . lOOU 
veinte lOKx) [Vi 
veinte y uno 10101 
veinte y dos 10110 
veinte y t r e s . . . , 10111 
veinte y cuatro 110(X) (2) 
veinte y cinco 11001 
veinfcsyseis 11010 
veinte y siete l lOll 
veinta y ocho 11100 (;!) 
veinte y nueve 11101 
treinta l l l lO (4) 
treinta y uno 11111 {'i) 
treinta y dos 100000 

11. 

SESüND.^ APLICACIÓN. 

Inventemos un trazo que valga uno, y sea 1 (uno). . 
Inventemos otro trazo que valga dos, y sea 2 (dos). 
Inventemos la cifra locativa O (cero). 
Tendremos, pues, que el sistema TERSAHTO constará de 

los signos 1, 2 y 0. 
Convengamos en que el 1, colocado en segundo lugar^ 

vale tres veces más que en el primero; que el 1 colocado en 
tercer lugar, vale tres veces más que en el segundo; que el 1 
colocado en cuarto lugar, vale tres veces más que en el ter­
cero... y así sucesivamente. 

(1) Como el 1 ea quinta lagar vale en el si.stetna binario diez y seis,y 
el 1 en tercero vale auatro, es claro que sa YUXTAVOSICIÓN Ó tíVHi. hace 
veinte. 

(2) Como el 1 en quinto lugar ea diez y $eis, y el 1 en cuarto es ocho, 
claro es que la suma ó yuxtaposición ha de ser veinte y cuatro. 

(8) El 1 en quinto lugar en die* j^ scw, el 1 en cuarto es ocAô  el 1 en 
tercero es cuatro; luego la yuxtaposición ó suma será veinte y ocho. 

(4) El 1 en quinto lugar es diez y 8cis, el uno en cuarto es Qcho, el 1 en 
tercero cuatro, y el 1 en segundo, dos: luego, por su yuxtaposición, valdrán 
irñnta. 

(5) Diez y seis + oohg -t- cuatro •+• dos -t- uno ss treinta y uno. 
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En el sistema ternario, pues, 
Uno será 1 
tres » 10 
nueve » 100 
veinte y siete » 1000 
ochenta y uno » 10000 

etc., etc. 

y los números intermedios se obtendrán (análogamente á los 
del sistema binario) del modo siguiente: 

Uno 1 
dos 2 
tres 10 
c u a t r o . . . . . . 11 
cinco 12 
seis 20(1) 
siete 21 
ocho 22 
nueve 100 
diez 101 
once 102 
doce 110 
trece . . . .* 111 
catorce 112 
quince 120(2) 

diez y seis 121 
diez y siete 122 
diez y ocho . . . 200\i3) 
diez y nueve 201 
veinte 20;: 
veinte y uno 210 
veinte y dos 211 
veinte y tres 212 
veinte y cuatro 220 
veinte y cincoi 221 
veinte y seis 222 
veinte y siete lOCW 
veinte y ocho 1001 

etc., etCí 

III. 

TEHCEBA. APtlCACIÓN. 

Inyentemos un trazo para el uno, y sea 1 (uno). 
Otro para el dos, y sea 2 (dos). 
Otro para el tres, y sea 3 (tres). 
Inventemos la cifra locativa, y sea O (cero). 
Tendremos con las cuatro cifras 

1, 2, 3 y 0 • 

el sistema CUATJEBSABIO, siempre que convengamos en que 
cada 1 en segundo lugar vale cuatro veces más que en el pri­
mero; en que cada 1 en tercer lugar vale cuatro veces más 

(1) Si un 1 en segundo lugay vale fres, dos veces el 1 ea el.mismo sitio 
valdrá aci$. 
A (2) yueve del 1 en tercer lugar, y seis del 2 en segundo, son, sumadps 
<S yuxtapuestos, guiñee. 
t" (8) 8i ttñ 1 en tercer lugar vale nueve, dos veces el 1 ea el mismo ^t io ' 
valícá) por conaigaieafce, dos veces nueve; e^to es, diez y ooko. 
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<jue en el segundo; en que cada 1 en cuarto lugar vale cuatro 
veces más que en el tercero... y así sucesivamente. 

Entonces 

Uno será 1 
dos » 2 
tres » 3 
cuatro » 10 
cinco » . . . . 11 
seis » 12 
siete » 13 
ocho » 20(1) 
nueve » 21 

diez será 22 
once » 23 
doce » 30(2) 
trece » 31 
catorce » 32 
quince » 33 
diez y seis » 100 
diez y siete » 101 

etc., etc. 

IV. 

CUARTA APLICACIÓN. 

El sistema QUIITABIO tendrá los siguientes trazos ó cifras: 

1, 2, 3, 4 y O 

y el convenio será que cada 1 á la izquierda valdrá cinco 
veces más que cada 1 que esté inmediatamente á su derecha. 

Uno ; 1 
dos : 2 
tres 3 
cuatro 4 
cinco 10 
seis. 11 
s ie te . , . . 12 
ocho 13 
nueve 14 
diez 20 
once 21 
doce 22 
trece . ^ . . . . 23 

catorce ' 24 
quince. SO 
diez y seis 31 
diez y siete 82 
diez y ocho 33 
diez y nueve. 84 
veinte 40 
veinte y uno 41 
veinte y dos 42 
veinte y tres 43 
veinte y cuatro '44 
veinte y cinco 100 

etc., etc., etc. 

El sistema de seis cifras, ó SENARIO, tendrá las siguientes: 

1, 2, 3, 4, 5 y O 

(1) Si un 1 en sep;undo lagar vale cuatro en el sistema cuaternario, dos 
veces el 1 en el mismo lugar, valdrá oeko. 

(2) Si nn 1 vale cuatro en segundó lugar, tres veces ese 1 valdrá doce 
TOHO I. 13 



98 AniTMÉTICA PURA 

y el convenio será que cualquier 1 á la izquierda valdrá sei» 
veces más que cualquier otro 1 inmediato á lá derecha. 

VI. 

El sistema DÉCIMAI. tendrá las siguientes cifras: 
1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9 y O, 

y el convenio será que cada uno & la izquierda, valdrá diez 
veces más que cada uno contiguo á la derecha. 

U n o . . . . . I 
dos 2 
t r e s . . . . . 3 
cua t ro . . . 4 
c i n c o . . . . 5 
seis 6 
si^te 7 
ocho 8 
n u e v e . . . 9 
diez 10 
once 11 

doce 12 
trece 18 
catorce, etc 14 
veinte 20 
treinta 30 
cuarenta, etc 40 
ciento loo 
mil 1000 
diez mil 10 000 
cien mil 100 000 
un millón 1000000 

VII. 

Se ve, pues, que puede haber (sin inconveniente teórico) 
tantos sistemas de numeración como se quiera, y que todo» 
consisten: 

1." En expresar con ciertos trazos el primero ó los prime­
ros grados de la escala de la pluralidad. 

2.** En el convenio de qne cada trazo, colocado á la izquier­
da, valga tantas veces más de lo que el Tnismo trazo valdría 
colocado inmediatamente á la derecha, como cifras tuviere el 
sistema de numeración en que el aritmético calcule. 

3." En que un signo locativo, que no exprese, por sí solo, 
grado ninguno de la escala de la pluralidad, haga ocupar 4 
las cifras significativas el lugar que les corresponda, y 

4.** En que la yuxtaposición significa suma; esto es, que 
el valor de toda cifra á la izquierda se adiciona á lo que valga 
la cifra que esté inmediatamente á la derecKa... 
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En el sistema decimal tiene nombre cada orden de cifras. 
Las cifras del primer orden se llaman. ttnidades, 
las del segando orden decenas, 
las del tercero centenas, 
las del cuarto millares, 
las del quinto decenas de millar, 6 miríadas, 
las del sexto centenas de millar, 
l as del séptimo millones, 
las del octavo decenas de millón, 
y así sucesivamente centenas de millón, 

mill»res de millón, 
decenas de millar de millón, 
centenas de millar de millón, 
billones, 
decenas de billón, etc. 

Etc., etc. 

Los números se leen dando á cada cifra un apelativo se­
gún el orden que ocupa. 

Así el número siguiente del sistema, decimal se lee (em­
pezando desde la izquierda), , 

69 875 2,9 8 5 6 7 2 3 4 8 
S o a a o 

=fl II lililí!, 
Análogamente se leen los demás números del sistema de-

«imal. ' 
Las palabras 

decenas, centenas, millares, etc., 

«on propias y exclusivas deil sistema decimal. 
Para leer en los demás sistemas, es preciso reparrir á 

otras palabras^más generales, llamando 
' protoenas & las cifras del primer orden, 
deuUna» í las cifras colocad^ en segando, 
tríenos 4 las en tercero, 
tetraena» á las en outtrto, 
pentaenas & las en quinto, 
hexaenas á las en sexto, 
hepíaenas ¿ las «n séptimo, 
oeiaenas & las en ootavo, 
eneaena» ¿ las es norono, 
decáenos ¿ l a s e n déoimo, 
endeeamas á las en onoeno, 
áodeeaenas ¿ las en duodécimo, eto. 
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Y , e m p e z a n d o s i empre por la i zquierda , l e eremos cua l ­
quier g u a r i s m o de cualquier s i s t e m a de n u m e r a c i ó n . 

P o r e j e m p l o ; el s i g u i e n t e g u a r i s m o del s i s t e m a qu inar ia 
s e leerá: 

dos hexaenas quinarias, 
tres pentaenas, 

caatro tetraenas, 
dos trienas, 

tres deutenas, 
I cuatro protoenas (1). 

2 3 4 2 3 4 

El siguiente guarismo del sistema duodecimal se leerá 
como sigue, empezando por la izquierda: 

dos heptaenas duodecimales, 
cinco pentaenas, 

siete tetraenas, 

O 
nueve protoenas. 

O O 

Estas palabras son también aplicables al sistema decimal; 
de modo que en vez de decir 

348 
trescientos cuarenta y ocho, 

podemos leer: 

tres trienas del sistema decimal, cuatro deutenas y ocho protoenas. 

(^ La etimología de estas palabras es completamente griega.* 

1." De las raices ítp<3T<j{ primero. 
8ti>x«pos segundo. 
tpítoc tercero. 
Títaptoí cuarto. 
iiífíjtToc quinto. 
*«oí sexto. 
*68o|ioS séptimo. 
ST'OOC octavo. 
*vvat©c noveno. 
Séxaioí décimo. 

\'^'- ^«.,^*t«™»<'i*'i colectiva y numeral «ena», cuyo masculino 
<ceno. viene del latín .en«*, (casi inus) aue connota cualidad de «eme an-
ZB [como en moreno (color de moro), aíalastrino, canino, etc.]. 

Este termipación sale de la raíz griega is'inos, que significa fuer-
ál¿ü5** '"^ *""'"'* *̂'*̂ ''*'** "^^ ^^ *̂ •l'*^*^' '^'^''''* ^^"'^ ^ i«* 
^ 1 « ^ Í « ^ = T J * ^ * " ^ griego^», i«oí expUoa.el latiao vis (fuerza, virtud) 
^ S e n r r i ^ l i S í a T e ^ " ^ * ^ " ' ' " "'"' "*"' ^«<*''' varonía; Uronü'; virtudj 
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De lo expuesto se deduce: 
1.° Que el número puro es un concepto puro de la inteli­

gencia, igaal para todos los hombres civilizados; 
2 ° Que su forma ideográfica escrita varia con los siste­

mas de numeración. 
Por lo cual, y para no confundir el concepto con la forma, 

al concepto inídecUtal se llama siempre NUMERO. 

Y se designa 
la forma ideográfica escrita con el nombre de GUARISMO. 

Por consiguiente, aunque en algún caso pueda tomarse la 
forma por la esencia, preciso es siempre distinguir con gran 
cuidado el concepto de NÜMEEO de la idea de GUARISMO. 

Los guarismos se dividen en 

digitos y 
compuestos. 

Son digitos los que tienen valor por sí, sin necesidad de 
ningún valor de posición. 

Son compuestos los que para su forma ideográfica escrita 
necesitan más de una cifra. 

ADVEBTEÑCIA. Los números ordinales se indican con los 
correspondientes cardinales, agregando á la derecha de éstos 
una o peqüeñita á manera de exponente, y debajo de ella 
paede 6 no ponerse un punto, 

1." 2.» 3.° L" 5." 6." 7.» 8." 9." 10.» 
1» 2" 3" 4» 6» 6° 7» 8» O" 10" 

Desde 10'en adelante se suelen escribir como si fueran 
números cardinales. 

Para expresar gráficamente un número puro cualquiera, 
se escriben sucesivamente los dígitos de cada orden de iz­
quierda á derecha. 

Oada dígito es el coeficiente ó multiplicador del valor co­
rrespondiente á cada orden. 

Y el valor correspondietíte á cada orden es una potencia 
del número de cifras del sistema. Así, los dígitos del primer 
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orden, ó protoenas, no tienen más valor que el suyo propio: 
los dígitos del segundo orden, ó deutenas, son el producto de 
cada dígito por lo que en cada sistema valga la expresión 10: 
los dígitos del tercer orden, ó trienas, son el producto de ca­
da dígito por lo que en cada sistema valga la expresión 100: 
los dígitos colocados en cuarto lugar, ó tetraenas, son el pro­
ducto de cada dígito por lo que en cada sistema valga la ex­
presión 1 000... 

Y asi sucesivamente. 
Cada dígito posee, pues, dos valores: uno como dígito, y 

otro como deutena, triena, tetraena, pentaena, etc., «egún 
el lugar que ocupe. El valor de cada dígito, con indepen­
dencia de toda posición^ se llama absoluto; y relativo el que 
tiene locativamente. 

Asi, en el sistema decimal, el dígito 
3 = 3 X 100 

vale 3; y en segundo lugar, 
30 = 3 X 301 = tres veces 101; 

y en tercero, cuarto, quinto, sexto, en séptimo, etc., vale 
300 = 3 X 10» = tres veces 10» 

3 000 = 3 X 10* = tres veces 10» 
30 000 = 3 X 10* = tres veces 10* 

300 000 = 3 X 10* = tres veces 10^ 
3 000 000 = 3 X 10« = tres veces 10« 
etc. 

De modo que colocar un cero, dos, tres... á la derecha de 
un dígito, ó, lo que es lo mismo, hacer ocupar á un dígito el 
segundo, el tercero, el cuarto lugar... equivale i multipHoar-
lo por lo que en cada sistema valgan las expresiones 

10,100,1000, etc. (iguales á 10», 10«, 10«, etc.). 

El dígito 1 seguido de un cero ó dp varios, empresa un gra­
do >- que el mayor que pueda formarse oon las cifras más al­
tas de orden inferior: 10 en el sistema decimal > 9; 100>> 99; 
1000 > 999, etc. 

Lo cual es evidente, teniendo en cuenta la generación 
gráfica de los números: se escribe 10 después de haber ago­
tado todos los dígitos (el 9 en el sistemaí decimal); 100, des­
pués de 99; 1000, desptiés de 999... eto. Y lo análogo en los 
demás sistemas de numeración. 
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R E S U M E N . 

¿Pueden escribirse los ntxmeros de un modo independien­
te del sonido? 

Sí: por medio de la escritura ideográfica. 
¿De cuántas ideas depende esta escritura? 
De cuatro: 

1.* De haberse imaginado un corto número de trazos, cifras 
ó signos expresivos en absoluto del primero ó de los primeros 

. grados de la escala de la pluralidad, y también la cifra O, ce­
ro, puramente locativa. 

2.* De haber supuesto jerarquía en los lugares que ocu­
pan las cifras. 

3.* De haber convenido que cada cifra á la izquierda vale 
tanto más que colocada inmediatamente á la derecha como 
cifras tiene el sistema áe numeración. Cada cifra posee, pues, 
un valor absoluto y otro local ó de posición; y 

4.* De haber establecido que la yuxtaposición de las ci­
fras significa suma. 

¿Cuántos sistemas de numeración escrita puede haber? 
Cuantos se quiera. Pero, por nuestra poca fuerza intelec­

tual, sólo pueden ser accesibles los de corto número de dígitos. 
¿En qué consiste el sistema quinario? 

. ¿En qué el decimal? 
¿En qué el duodecimal? 
¿Qué nombre tienen en el sistema decimal las cifras, se-

^ún el lugar que ocupan? 
Unidades, decenas, centenas, millares, decenas de millar, 

centenas de millar, millones, etc. 
¿Qué nonibres tienelí en los demás sistemas, y, de un mo­

do general, también en el decimal? 
Protoenas, deutenas, trienas, tetraenas, pentaenas, he-

xaenas, heptaenas, octoenas, etc. 
¿Qué es guarismo? j 
XiO, forma ideográfica escrita de cualquier número, distin­

ta en cada sistema. 
¿Qué'es BÚmiaro? 
El concepto invariable de grado de la escala de la plura­

lidad, independiente, por tanto, de la forma escrita.. 
¿Cómo se dividen los guarismos? 
En dígitos y compuestos. 

ÍCuáles son los dígitos? 
JOS grados de ia escala de la pluralidad que se escriben 

•on una sola cifra en el sitio de las protoenas. 
¿Cuáles son los compuestos? 
Los grados de la escala de ia pluralidad que se escriben 

con más de una cifra. 
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A P É N D I C E . 

Las cifras de nuestra numeración proceden de la India 
cuyos habitantes las atribuían á la Divinidad. Pero^ respecto 
á su introducción en Europa, hay diferencia de opiniones. 

Dícese que Gerberto de Aurillac, después Papa Silves­
tre II , halló esas cifras ya en uso, hacia fines del siglo x, en­
tre los árabes españoles. Efectivamentej Gerberto estuvo en 
Cataluña; pero no hay indicios seguros para estjmar como 
cierta la aserción de que en Cataluña aprendiese la ciencia 
india. Afirmación más probable es que Leonardo de Pisa in­
trodujera esos símbolos en una obra titulada Liber abhaci 
<1212). Otros suponen que las Tablas Alfonsinas, en que- co­
laboraron muy principalmente tos árabes matemáticos de la 
corte de Don Alfonso el Sabio, deben haber sido la primer 
obra importante en que el sistema apareciese. 

Lo que sí se estima como cierto es que, antes del siglo xii 
y quiza ya en el ix, las cifras eran conocidas por los pprsas v 
los árabes, quienes las atribuían á los habitantes de la India 
y hasta les daban nombres que significan Ciencia India (1)' 
lampoco puede determinarse con exactitud cómo el sistema 
se extendiera por Europa. 

Las cifras árabes (así llamadas todavía, aunque los árabes 
las reconociesen como indias) se hallan ya en un manuscrito 
Italiano terminado en 1300, y en otros muchos manuscritos 
un siglo posteriores. 

Ni tampoco cabe asegurar que los números arábigos fue­
sen de uso general antes de la invención Se la IMFBENÍA, pues 
consta que los comerciantes siguieron haciendo sus cuentas 
hasta el siglo xvi en números romanos. 

Así, pues, hasta la difusión del álgebra ó poco antes no 
parece probable que la numeración arábiga se hiciese en 
XiUropa de uso general (2). 

(1) Los árabes la llamaban hendesaeh. 
(2) Dícese que la obra más antigua escrita sobre esta materia se titula 

Alg<»-%thmm demonstraíus, por Jordanus de Namur (siglo xui), tratodo de 
Aritmética comentado y publicado por Jacobo Faber (nació en 1455) poo^ 
después de la invención <le la imprenta en el siglo xv. El monje PlanuZ 
(Planudes), ^nació en Nicomedia; en 1325 era embajador en Venecia del 
Emperador Bizantino Andrónico) escribió también una obra titulada 
Antmctíaa India, modo de calcular según los indios 

Todavía en la misma época. Sacro Bosoo (Juáñ HaHfax) dio una Arit­
mética en versos latinos, cuyas cjfras tienen casi las mismas formas que 
isk.fi Tiimnt.rna ^ 

Asegurase también que en tiempo de Carlo-Magno. ya habían traído á 
Europa los árabes la Ciencia india... pero todo cuanto se diga sobre los 
comienzos de la ciencia en Europa, ha de .recibirse con suma circunspeo-

isk.fi
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¿Cuál pudo ser el origen de los t razos, rasgos ó cifras con 
que se escriben los números arábigos, es decir, nuestros gua­
rismos? 

Nada de cierto se saW; y , sin embargo, no han faltado 
quienes conjeturen que los dígi tos se indicaran en un prin­
cipio por medio de tan tas rayas como unidades tenía cada 
dígi to . 

Uno I 
Dos = 
Tres Eí-

, Cuatro I I 

Cinoo i—I ó bien '—: 

Seis ó bien A 

Ocho 

V Siete I j—¡ ó bien ^ ó abreviadamente 
Ll 

A 
V 
A 
V 

ó bien — 

V 

A A 
Nueve — ó bien abreviadamente Y 

V 1 
El cero fué pr imit ivamente un punto : pa ra hacerlo más 

visible se convirtió en un circulito. 
W . DoNisTHORPE presentó en la revista inglesa t i tulada 

JVature, del 30 de Septiembre de 1875, el s iguiente t ránsi­
to , análogo á lo anterior , desde la escri tura numérica simbo­
lizada por rayas á la escri tura cursiva y corr iente (fig. 7). 

Tampoco sé sabe el origen de los t razos ó símbolos de la 
numeración romana. Pero se supone que, como los de los nú­
meros arábigos ó indios, se indicaran al principio también por 
r ayas :una raya para cada uno da los diez pr imeros grados. 

Es ta conjetura, sostenida aún este siglo por Leslie en su 
Filosofía de la Aritmética, se expresa ya en el Cur^us Mathe-
maticus de Dechales (1690), quien la da como opinión ad-

ción, por falta de códices, 6 por las infidelidades de los copistas, que no 
siempre conservaban las nuevas cifras, y las sustituían por los números 
romianos, ó al revés. 

TOMO I. 14 
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5 
Ó 

% 

2 

5 
6 
Z 

2 
3 
5 
e 
1 

Figura 7 • 

mitida por mnchos en su tiempo. También se encuentra la in­
dicación de estas ideas en la obra De numeris Libri Dúo, de 
Juan Noviomagus (1B39). 

En tal hipótesis los primeros números romanos se habrían 
indicado por m«dio de raji tas verticales 

f 

uno, 
dos, 

cuatro, 
cinco, 
seis, . 
siete, 
ocho, 
nneve, 
diez. 

Al llegar á diez se señalaría por medio de otra raya día* 
gonal 

SlfonS.* 
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que este número se había, ya tomado en cuenta; y, á fin de 
ahorrar trabajo, se simbolizarían las once rayas por medio de 
dos solamente en forma de aspa X; 

y, asi, por medio de una figura semejante á la equis, se 
marcaría luego el diez. Tomando la mitad superior de la X se 
representaría la mitad de diez; esto es, cinco con una figura 
parecida a l a V; 

y, desde que tal cosa se imaginara, los diez primeros nú­
meros hubieron de aparecer en la forma siguiente: 

I II ni iiii V VI VII viíi vini x 
Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez. 

No es muy satisfactoria la manera de explicar por rayas y 
ahocros de trazos, los símbolos 

L para cincuenta 
C para ciento 
D ó bien JO para quinientos . 
M, CIO, (D, para mil, 

ni tampoco la época en que empezó el sistema difétenoial de 
la numeración romana, en cuya, virtud (cuando se trata de 
números que no llegan al ciento) toda letra de menor valor 
se resta de la que le sigue en categoría (la I ante la Y y la X, 
y la X ante la L y la O), si la menor está colocada inmedia­
tamente antes de la mayor; al paso que se suma colocada des­
pués (método hasta cierto punto de carácter locativo). 

I u IIIIV V VI v u VIH IX X 
XX XXX XL L LX LXX LXXX XC C 

ce CCC CCCC D DC DCC DCCC DCCCC M 

i 1 1 
nt«ni 9.» 
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i Por ingeniosas que parezcan estas conjeturas, más fáci' 
resulta la explicación de los que pretenden que los primeros 
grados hasta el 10 de la numeración romana son ieroíílífiros 
de la mano y de los dedos (fig. 9.»). jeroguncos 

Las representaciones gráficas abreviadas resultarían nri-
meramente así: *̂  

/ //.J(l lili ^ 
tíí Mi 1̂11 ^ 1 ^ 

Figura fO. 

y,'con el transcurso de los tiempos y la necesidad de ahorrar 
tiempo y trabajo, aparecerían como sigue: 

I II «I lili V 
VI Vil VIIIVIIII X 

Tignn U. 

Mas, como se vé, todas estas no son sino conjeturas. 

De cualquier modo el sistem/i romano resulta como sigue: 
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I XI XXI XL (5) 
11 XII XXII L 

III , X l l lv l ) XXl l I LX 
IV ó bien IIII XIV (2) XXIV LXX 
V XV XXV LXXX (6) 

VI XVI XXVI xc 
v i l 

VIII 
IX 
X 

XVII XXVII 
XVIII (3) XXVIII 

XIX (4) XXIX 
XX XXX 

c 

ce M ó bien CIO; (1); ^ 
ccc MM ó bien CIOCIO 

cccc • MMM 
D ó bien 10 MMMM 

DC ó bien lOC 100 ó bien V = 5 003 
DCC ó bien lOCC CCIOO = - 10 000 

DCCC ó bien lOCCC 1000 ó bien D = 50 000 
DCCCC ó bien lOCCCC CCCIOOO ó bien C = 100000 

lOOOO = 500000 
X ó bien CCCCIOOOO = 1000 000 

En rigor la numeración romana no tiene más que siete 
signos 

I, y, X, L, C, D, M. 
esto es: 

El uno I 

cinco veces el uno V 
el doble del cinco '. X 

cinco veces el diez L 
el do1)le del cincuenta C 

cinco veces el ciento D 
el doble del quinientos M 

(V) También, aunque raro, XIIV = X + IIV = 10 -- 3 
2) 

(3) 

(5) 
<6) 

XII ri 
XIIX = X + I I X = 10-4-8 

x y i i i i 

xxxx 
xxc 
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Evidente formación de origen digital 

Un dedo.. . , I 

ana mano Y 
dos manos (ó un hombre) X 

una mano de hombres (ó 5 veces 10) L 
dos manos de hombres (gente) ; . C 

una mano de gente (6 5 veces 100) D" 
dos manos de gente (ó 2 veces 500) M 

Los grados intermedios entre los siete signos de lá nume­
ración romana se indicaban por la repetición de las letras 
menores en valor; de modo que las expresiones resultantes 
no eran verdaderos numero^, pues había que. contar los sím­
bolos repetidos, como hoy pasa en el juego de naipes cuando 
86 dice, cinco de oros, ó bien, seis de bastos, e t c . , 6 con los 
puntos de las fichas del dominó ó los de los düdo$... 6 las cam­
panadas de un reloj, etc. 

III, i m , XX, XXX, XXXIH, 
LXXXVIII, ce , CCC, CCCCLXXXIII = 483 

CCCCIOOOO CCCIOOO CCIOOCCIOO ClOCIOCIO CCCCLXXXIII 
ali BltUa iile«u valiue j tnt nll eiutrodMiM oeluau j tre> 

Esta misma cantidad puede escribirse también del modo 
siguiente: 

X C CCIOOCCIOO MMM CCCC LXXXIH 
* 

Be cualquier modo, estas expresiones son siempre incó­
modas y engorrosas, mezcla de símbolos numéricos y de uni­
dades repetidas, correspondientes á distintos órdenes que 
necesariamente hay que contar. Y no se olvide que los ejem­
plos presentados distan, y muchoj de ser dB los de mayor 
complicación. 

Esta oíase- de sistemas de pooos signos qu« necesitan acu­
dir al recurso de la repeiioión, es todo lo más á que pueden 
llegar los pueblos primiÜv'os. 

- Y, como prueba, vétiue los siguientes ejemplos de la nume* 
raoión de 1M antiguos egipcios y asiríos. 
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EGIPTO. 

r^ -»10 r t ) = nao 1 "̂  *̂*'' 

eennnii! 
e nn III 
ASIRÍA. 

( « X«0)-1OCD 

24S1 

Finura 12. 

Los mejicanos no tenían verdadera numeración escrita: 
sólo sabían simbolizar el 20, y sus potencias. Representaban 
el 20 poruña bandera cuadrada, el 400 por una pluma y el 800Q 
por una bolsa (1). Una pluma era 400, pintada oon todas sus 
barbas; pintada con sólo las d^ ̂ n lado, significaba 200; la mi­
tad de las barbas de un lado, indicaban el 100; las barbaí de 
un lado y la mitad délas del lado opuesto, representaban 300. 

La bandera estaba dividida en 4 cuarteles. Si todos apa­
recían de color, significaban el 20; si quedaba un cuartel en 
blanco, había qtle restar 5 del 20; si dos, 10; si tres, 16. 

Estos eran los símbolos numéricos: para lo demás se acu­
día á la repetición. El uno se expresaba por un pequefiito 
círculo, y los números siguientes,del 2 al 19, se indicaban por 
i* repetición del circulillo; tres, cuatro, cinco, seis... diea y 
? i t " j**?*^*^*?' ^^"^ *̂ representación del número 3, del 4, 
í?«,^'«? iS;;;^?^ ^^¿" '^^''^ banderas significaban 60; cuatro 
plumw, 1600; diez bolsas, 80000... 

¡Ouáustiperior^á estos pobres recursos sea la numeración 
de procedencia iiidia ó wA^iga, es cosa que no necesita pon-
deración! Pero ocurre preguntar: ¿cabe siquiera presumir có^ 
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deoj^., .« r ia i ' lo , del . i , t . ^ a ^ r j r i t S T V „ r p . ' t ^ ^ ^ ^ ^ ^ la India por medio de loa árabes? "^upa, aesae 
Un sistema de numeración escrita, de uso en China m ar. 

el Japón y entre los pueblos tamiles d^l Indostán, consiíte eS 
la traducción fiel de a numeración hablada; por manera Que 
para expresar las unidades, las decenas, las centenas X -
usan dos clases de signos: los unos expresivos del ' t f rmin: 
correspondiente de la progresión décupla propia del sistema 

•decimal que all siguen, y los otros expresivos^del m m e i n e 
veces que ese termino se repite. (Por esto se ha dado á esta 

de las cifras árabe, para lo, Z S n S ^ ^ ^ ° ° . " " " = h ° " " ' 

rismo S 8o2, por ejemplo, segdn lo haoei los tam¿7aJlÓ 
d r e m o í ' ° ' ' " ' ° " ' " « ' ''«'»•"» <»« • - - l o r e s d£í¿¡^';tZ 

3 M 8 C 5 D 2 U 
tres mill»re« ouho CÍBOUJ» eiuco dieces j dox unos; 

y, SI se quiere representar el mismo número se<rñ„ i„ v 
los chinos, que colocan los coeficientes s o b r ^ T r l ' ^ ^ ^ ° ^ ' ' 
clases de unidades, resultará ^°°'®'"^®^ ' ° ^ " ía« diferentes 

3 8 ó 2 
M C D U 

ó^sea también tres millares, ocho cientos, cinco dieces y dos 

Como es facilísimo de ver «1 aíQfo»,̂ » j i n • 
traducción fiel de la numeración h a b C » A' ^««fi"««t««. 
simplificarse y se simpli^có ^^''^^' P^"^'* P'^' ^«^*"^» 

En la expresión última pueden suprimirse los signos 

Ji I, , n . M C D U 
y quedar sólo los coeficientes • 

8 8 5 2 

con tal de que se sobreentienda que el lugar ocupado por cada 

(1) En China hay otros sistemas más. 
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uno representa respectivameute, millares, centenas, decenas 
y unidades. 

No hay testimonios históricos que prueben el cómo desde 
la numeración por coeficientes se hubo de llegar á la numera­
ción locativa actual; pero es de altísima probabilidad que su­
cediera como queda expuesto, y que los sabios de la India, 
tan en contacto con los del ludostán, realizaran hace muchos 
siglos lo que éstos no han logrado .aún. 

Algo de este sistema por coeficientes se encuentra en la 
numeración escrita de los griegos. 

Los griegos adoptaron el sistema de los fenicios y hebreos 
para indicar los números por letras; y copiaron tan servil­
mente el sistema hebreo, que cuando en el alfabeto griego 
faltaba alguna letra correspondiente al del hebreo, prefirie­
ron siempre intercalar un nuevo signo á tener que pasar al 
carácter inmediato del propio alfabeto. 

Hé aquí cómo los hebreos usaron las letras de su alfabeto 
para representar los números: 

K a M T n « ' n . •a 1 
1 2 s 4 6 6 •; I » 9 10 

3 h a ^ ^ D y 5 V P 
20 30 40 ftO 60 70 80 90 100 

Véase á continuación el sistema alfabético numeral de los 
griegos: 

a 6 Y 5 s S ? •>1 e i 
1 2 8 4 b 6 7 8 ' 9 10 

X • X | i V S 0 It 6 P 
20 80 10 60 60 70 80 90 loo 

Sería dificultar la explicación del sistema griego de do­
bles signos ó de coeficientes, el hacer uso de estos exóticos 
caracterds. Para allanar, pues, loa conceptos, supongamos 
que laa naeve primeras letras de loa griegos se sastituyen 
por nuestrasi cifras arábigas, y que estas mismas cifras, se-
gaidas de un tilde (como los nuestros acentuales), representan 
las decenas; seguidas de dos tildes, las centenas; seguidas d© 
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tres tildes, las millares, y seguidas de una m, las miríadas ó 
diez miles; y, en estos supuestos, tendríamos: 
1 2 3 4 5 6 '7 8 9 

UDO, dos . t r e s . cuatro, cinco, seis, siete. ocho, nueve . 

1' 2' 3 ' 4 ' 5' 6' 7' 8' 9' 
diez, TílolC, t re foU, cuarenta , c iacuenta, sesenta , se tenta , ochenta . DOTen U , 

1" 2" 3" 4" • 5 " 6" 7" 8" 9" 
ciento. doscientos, t rescientos, c u a t r o d e c t o s . quinientos . seiscientos, seteoieotos, ochocientos, Do védenlos , 

1'" 2'" 3"'> 4'" 5'" 6'" 7/// 8'" 9'" 
mil, dof mi l . t res mil , t u a t r o mil , cinco mil, seis mi l , siete mil , ocho mil , nueve mil . 

Im 2m 3m 4m 5™ 6m 7in 8m 9m 
uaa dos 

mi r íada , mi r í adas , 
ó bien ó bieu 

10000 20000 

t res 
mi r íadas , 

ó bien 

30 000 

cuatro 
ni i r i adas , 

ó bien 

40000 

clocó 
mir íadas , 

ó bien 

50000 

«els 
mi r í adas , 

^ bien 

60 000 

siete 
mirifeiiía, 

ó bien 

70 00C-

ocho 
mi r í adas , 

ó bien 

80000 

nueve 
mir tadai t , 

ó bien 

90 000 

Por consiguiente, á nuestro guarismo 

46 379 268 

correspondería en el sistema griego 

4'" íj" 3 ' 7m 9'" or/ g' 8 
cuatro mil ..l«,le,>w, trei».. j ,ie,, mlr,.a..; „„„v. mil do.olent., .o.c„,a y ocho uuidudc. 

Como se ve, a cada dígito sigue la indicación del orden 
de sus unidades decuplas; y decenas, centenas, millares mi­
ríadas, etc., se escriben con dos signos, uno de los cuales in­
dica la clase de unidad decupla, y otro su coeficiente multi-
piícador. 

Nada parecía más natural que el que aquellos matemáti­
cos insignes hubieran llegado á suprimir los tildes, índices 
del valor locativo o de posición, quedando reducidas sus do­
bles expresiones a sólo los coeficientes en determinados pues­
tos; pero aquellos genios, Arquímedes, Apolonio, Diofan-
tp, etc., nunca llegaron á la simplicísima idea de que la posi­
ción podía hacer el oficio de los tildes. Y es que nunca les 
fue dado inventar un carácter, trazo ó símbolo meramente 
locativo que ocupase el lugar de las unidades de cualquier 
orden no existentes en la expresión hablada. Por eiemnlo-
para escribir •• ^ 

60 070 030 
ponían 

en vez de 
6'" 7ni 3 ' 

6'" O" O' 7m O" O" 8̂  O 
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De aquí su dificultad en sumar los dos guarismos pro­
puestos 

4'" 6" 3 ' 7m 9'" 2" 6' 8 
•4- 6'" 7m 3 ' 

mientras que no habría habido ninguna colocándolos según 
sus correspondientes valores locativos. 

4'" 6" 3 ' 7m 9'" 2" fi' 8 
-t- 6'" O" O' 7m O'" O" 3 ' O 

El modo de operar de los griegos, lleno de dificultades 
comparado con el nuestro, y ajeno al objeto de esta obra, 
se encontrará perfectamente explicado en la Historia de la 
Astronomía antigua, escrita por Delambre (1817). 

Si escribir, en su acepción más general, es hacer visibles 
nuestros conceptos, á la numeración escrita corresponde el 
raro sistema numeral de los peruanos (1) y de otros varios 
pueblos de América. 

Cuando la invasión de Pizarro era de uso general en el 
Perú un medio gráfico de muy diversa índole que todos los 
nuestros: el Quipu. 

Consistía el Quipu en un cordón de lana, generalmente de 
más de un metro de longitud, al que se prendían y del que 
colgaban cordoncillos de diversos colores, en los cuales se 
hacían nudos sistemáticamente y con arreglo á determinado 
plan. Había quipus con tantos cordoncillos-, que pesaban me­
dia arroba. 

«Cuando los cordoncillos, dice G-AHOILASO EL INCA, eran 
de diversos colores, se asentaba el oro en los amarillos; la 
plata, en los blancos; la gente de guerra, en los rojos; cuan­
do de un mismo color, se ordenaban en ellos las cosas según 
la importancia que las unas respecto ¿ las otras tenían. Si se 
trataba, por ejemplo, de armas, destinábase el primer cor­
doncillo á las lanzas; el segundo, á los dardos; el tercero, á 
los arcos, etc.; si de vecinos de una localidad, el primero, á 
los hombres de más de sesenta años; el segundo, á los que 
pasaban de cincuenta; el tercero, á los que habían cumplido 
los cuarenta... el último, á los niños de pecho. Los nudos ha­
cían el oficio de números: los inferiores indicaban las unida­
des; los superiores inmediatos, las decenas; los que los se-

(1) Sería muy grosero pensar que todos los medios gráficos se reducen 
á trazar con tinta, lápiz, tiaa, buril, etc., etc., caracteres ó signos especia­
les sobre superficies lisas, como el papel, el pergamino, los enoeradoSJ las 
pizarras, las láminas de cobre, etc., etc. 
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guían, las centenas; y así sucesivamente. Los mi,ín« A^ „^A 
orden de unidades formaban gruoo- los HA „ « L ^ ^• .*'**̂ * 
estaban separados los unos d e ^ S ^ ^ s . ¿ e S b ± % t í ^ " ' * ' 
ees á ]as centenas de millar.» -alegábase raras ve-

«No pudiendo creer, escribe CiEZA an« Tin,. rv,»j- x i 
piesen tan exactas cuantas, regué en S-J./ífi^' ' ' ,**^ ''''-
Guacarapora-que me lo demistSse; rélf^rnd'and'o T r / i " " 
qnipus, me dijo desde luego detaílída¿eníe cuántrnor «°ñ 
parte se había, entregado á los españoles desde qíe enteró P ? 
zarro en el valle de Jauja; cuánto'^les había dado en oío í ." 

c o s Í t f d t á t t : r e ? L ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ! - ^ba-
, sarios... fuesen aparatos anxüZJZ oJoiT''!'. ^""^ ^°-
feccionados de l^ numeraron llTpabe^í^^^^^^ 
reflexione, se verá la diferenni/ w? V I T ' ^ P^^^ <i°e «e 
llar, la cuanta hechí con íos diecf; 5^* '° ^ ' ""^ ^^"«° ^^ ^^• 
cen no bien se ha obtenido : i ; e 3 : t f r V e r o T - ; , ' f^'T^ 

Pí y Í[a7galir"° '^^''"*'^ ^«* « - " ' « - «1 Sr. D. Francisco 

ba, no sólo en cada nnfde los LrSn °n '̂•«°P«'̂ «^» Pambia-
cada uno de los h i losT que se c o m Z i " ' ' 1'?° 1**°'̂ ^ '̂' "" 
cordoncillos se hacían nSdos I T - f ^ *°;-> ° ^"'̂ «^ ^» ̂ o» 
orden de signos, viriaban dj s V n S c ' a S l S ' r J '«S'^»^^ ^e^rdej^í^Arf^ri:?^^^^^^^ 
^^upo ocupasen, ; £ T - t K ; - | J ^ ? i C a % r s X ^ 

.Por poco que el lector reflexione comprenderá da ««.,«r« 
que para la expresión de conceptos no E , f ^ ? ! ^ ^ * ' 
sufioiente el sistema como á n S r f I? T ®̂ ^®i***̂  "'" 

.Estoy, con todo, lejos de creer que por los solos ««inna 

que, . . g i n lo. p r W t i , ; . i . i S . t : . ' l : ^ ^ " . ^ ¡ b r t 
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Incas á la tradición oral, y las muchas precauciones que adop­
taron para que no se la interrumpiera ni se la falseara. 

»Pero... servían los quipus, decididamente para todo lo 
que era ó podía ser objeto de numeración y cuenta. Por ellos 
llevaba la Administración una rigorosa estadística de los na­
cimientos, matrimonios y defuhciones que ocurrían en todo 
el imperio; de la gente apta y la inepta para los servicios 
públicos; de los jefes, los oíiciaJes, los-soldados y las diversas 
unidades tácticas de que se componían los ejércitos; de la 
cuantía, reparto y cobranza de los tributos; de la aplicación 
que se les había dado; de las entradas y las salidas de los 
tamboH, y los pósitos, y de los gastos é ingresos del Tesoro 
del Cuzco... 

»Lo8'quipus, á lo que parece, no fueron privativos de los 
peruanos. Se cree que los usaron en Quito los puruax mucho 
antes de perder su independencia, y en Méjico los nahuan 
mucho antes de conocer y adoptar Ja escritura jeroglifica. 
Dice Boturini que encontró verdaderos "quipus en e lpaís de 
los tlaxcaltecas. Entre los nahuas,- según Clavijero, se les 
daba el nombre de nepohualtzintzin. Se dice también si en el 
Canadá los hubo desde remotos siglos. 

»En el mismo Perú, y sobre todo en Quito, se asegura 
que había además contadores, que eran cajas de madera ó de 
barro divididas en cajetines, donde con pedrezuelas de diver-
.sos tamaños y colores se llevaban cuentas, y tal vez se re­
cordaran también acontecimientos. Wiener, al fih de su libro 
Perú y Bolivia, nos da el diseño de uno que se encontró en 
Chucana. Desgraciadamente, ni él ni autor alguno indican la 
manera de usarlos.» 

Eü España existe en uso todavía un sistema gráfico de 
numeración, sumamente ingenioso, pero no tan completo 
como el de los quipus peruanos, porque solamente sirve para 
llevar ciertas cuentas. Difiere en pormenores de una provin­
cia á otra, aunque todos convienen en lo esencial. 

He aquí el modo de practicarlo en Carmena y sus alrede­
dores (provincia de Sevilla): 

El sistema se denomina cuentas por TABJAS, y mal comun­
mente en dicha provincia, cuentas por TAJAS. 

^Las tarjas ó las tajas son varas dé higuera, 6 de olivo, ó 
de manillas de pitones^ en las cuales con navaja se hacen 
corteé de formas especiales que representan números. 

Las varas de higuera, por su mayor tamaño, se prefieren 
pitra lleVár la» cuentas de las fanegas de aceituna durante los 

^ njeses de la rócoleeeión de esté fruto. 
Begnlarmente estas tarjas son Varas no pulimentadas de 

^ metro ó pooó más de longitud. 
Cerca de uno dé los extremos se hace un corte -en direo-
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ción oblicua á la longitud, el cual penetra basta la mitad del 
diámetro, y ea seguida se hiende Ja vara á todo lo largo en 
dos listones como medios cilindros hasta llegar al corte obli­
cuo; de modo que la tarja resulte dividida en dos trozos de 
la forma siguiente, capaces de encajar exactamente el uno en 
el otro, cocno partes constituyentes de una vara misma. 

•.íi^*iil'i;i'iSJsyé¡^/^" 

\ ^ \ \ 1 y\ /\ 

Figure 13. 

Estos trozos ó listones tienen nombre difeTente. El mayor 
se llama el macho, y el menor se llama la hembra. 

Se preparan así tantas tarjas como grupos de tareros, ó 
sea de personas que cogen aceituna, pueda haber; y cada 
grupo se denomina cosa. 

Los machos quedan en poder del capataz del olivar, que es 
el representante del dueño, y cada casa conserva en su poder 
la hembra correspondiente. 

Los machos se cuelgan del tendedero, que es una cuerda 
horizontal, sujeta por sus extremos en las ramas.de dos oli­
vos, y cada casa conoce su tarja por el número de orden que 
ocupa en la cuerda, previo el sorteo correspondiente. 

El conjunto de casas que cogen aceituna en itna h^icienda 
se llama cuadrilla y ésta tiene un representante denominado 
manijero; con el que se entiende directamente el capataz 
para todo lo relativo á la medida y precio de las fanegas de 
aceituna, etc.» etc, 

Cuando una casa ha recogido cierto número de fanegas 
del fruto, el representante de dicha casa lleva al capataz la 
mitad de la correspondiente tarja, y entonces, yuxtapuestos 
macho j'hemira, se hace con navaja un corte en las dos mita­
des yuxtapuestas en forma de muesca ó mortaja por cada una 
de las fanegas cogidas, y una incisión que se llama media 
mortaja por cada media fanega. 

Hecho lo cual, el capataz vuelve á colgar del tendedero 
«1 macho, y el representante de la casa se lleva la hembra 
que le corresponde: no siendo posible que desconfíe ninguna 
de las doa partes, porque cada cual se lleva su comprobante., 

En las primeras tarjas de á metro próximamente que se 
ponen en el tendedero no se hacen mas que mortajas y me' 
diasmortajus, indicadora» de fanegas y medias fanegas; y , 

ramas.de
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cuando se han llenado los dos lados de cada tarja, se cuentan 
en presencia del capataz y del manijero, y se pasan los resul­
tados á nuevas tarjas en que entran nuevos signos. 

En las nuevas tarjas se Hacen cinco distintas clases de 
señales, á saber: 

Jj&s mortajas, como antes, cada una de las cuales vale 1. 
Las medias mortajas, cada una de las que vale V«-
Las crucetas ó dieces, de las cuales cada una vale 10. 
Los bolos, cada uno vale lOÓ. 
El bolo se indica en la tarja descortezándola toda al rede­

dor á modo de cilindro, de modo que coja tanto al macho co­
mo á la hembra en forma de una faja de ocho á diez milíme­
tros de altura. 

El medio bolo vale 50. Se obtiene practicando media faja, 
de manera que resulte señalada en dos mitades repartidas 
con igualdad entre el macho y la hembra. 

Todas las marcas resultan muy visibles, porque aparecen 
del color de la madera blanca sobre el fondo obscuro de las 
cortezas oscuras de las varas de higuera. 

Completarán estos detalles las dos figuras que siguen, co­
rrespondientes á una sola tarja, vista de dos puntos dife­
rentes. • 

10 mortajas 2 crucetas ISolo 

i i mortajas 

Figura 14. 

i bolo 

Pongamos, por ejemplo, que haya que pasar de una tarja 
primitiva 182 fanegas y media á otra tarja secundaria. En­
tonces en la nueva tarjarse señalará 1 bolo, */, bolo, 3 cruce­
tas, 2 mortajas y media mortaja, terminado lo cual se inutili­
za la tarja anterior, habida unanimidad entre el capataz y el 
manijero, ó la correspondiente casa. 

Si, como queda dicho anteriormente, las tarjas de un me­
tro ó poco más sirven para llevar la cuenta de las fanegas re­
colectadas de aceituna-, también se lleva del mismo modo en 
tarjas más pequeñas-la cuenta de Jos panes ó la de las cuartas 
de aceite suministradas á cada casa durante la recolección. 

Terminada la cogida de aceituna y finiquitadas las cuen-
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tas pendientes á entera satisfacción de capataces y maniie-
ros, se queman ó inutilizan todas las tarjas (1). 

Un sistema análogo (no igual precisamente) servía en In­
glaterra para llevar las cuentas de la recaudación de con 
tnbuoiones ó impuestos; pero las tarjas (tallies) se conser­
vaban y archivaban como documentos de resguardo en el 
Exchequer, lo cual fué causa del horroroso incendio ocurrido 
en 18i34, que destruyo el palaqio del Parlamento. 

La mano ha servido para oficios permanentes algo seme­
jantes a los de los quipus y las tarjas, por lo cual se le ha 
dado el nombre de abaco natural, considerada como aparato 
para hacer todas las operaciones numéricas. Este estudio de 
la mano llego a formar un arte muy complicado, por medio 
del cual se efectuaban cálculos de«lguna importañcL, y esta^ 
ba tan infiltrado en las costumbres populares oue d é s d r í í 
venal, Pimío y San Isidoro hasta N^bflja, a ^ ^ n l s h a í escrt 

de la Aritmética hasta principios del siglo xvi. En las artes v 
religiones antiguas, tuvo gran consideración este sistema de 
numeración, que ha sido común á muchos pueblos. La esta­
tua de Jano, por ejemplo, tenía los dedos de la mano de tal 
modo que expresaba el número 366, de los días del año 

1 oda vía permanecen en nuestras costubibres pooulares 
algunos restos de este abaco primitivo con que se hacían los 
cálculos en la vida doméstica y en las ciencias; y entre ellos 
el modo de saber los días que tiene cada mes d é u ñ o , contan­
do por las articulaciones de los dedos llamadas vulgarmente 
nu i l l o s , dando treinta días á todos los meses que c r r e s -
ponden al intermedio de dos articulaciones, y treinfa y uno 
a los que corresponden á la prominencia articular ó nudiUo 
ejemplo que j u e d e servir para demostrar hasta qué punto es'-
taba estudiada la mano, considerada como abaco matemático. 
También se conservan en España, especialmente entre los 
pastores y gente del campo, curiosísimas aplicaciones de la 
mano, fundadas en relaciones numéricas, que servían anti­
guamente para reducir los florines á reales, los zahénes (2) v 
tarjas á marayedises, y, sobre todo, los reales á maravedises 

Algunos autores han llamado también á la mano abaco 
principal 6 primitivo (abacus primus, abacus princeps), por-
que los primeros hombres contaron indudablemente p¿r los 
^^^<>^^^^^ inano, y de aquí proviene la numeración díoimal. 

A ^^K ^%^A **"^°* '^^^ curiosos pormenores á la.amabmdád de mi ílustra-
cJr^a '^^'^ ®'- ^•^""^ ^ ' ^ 8 * ^ ^ y Prieto, hS'endíl^ de 

(3) .Zi»Aé».—Dioese de una dobla que valia 445 maravedises. 
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s i s tema binario. 

Como ejemplos de las ideas emitidas en la Lección IV, 
hallará el discípulo en los cuadros siguientes, escritos de once 
modos distintos, los grados de la escala de la pluralidad desde 
«el primero hasta el ciento cuarenta y cuatro». 

El discípulo notará que el sistema binario, el ternario y los 
demás de pocas cifras significativas presentan el no peque­
ño inconveniente de necesitar muchos trazos para expresar 
grados de la escala tan inferiores como los comprendidos en­
tre uno y ciento, por lo cual no son de uso, ni podrán serio 
nunca para las actuales operaciones de aritmética. 

Para sistemas de señales, de telégrafos, etc., sería muy 
conveniente el binario, etc. 

El sistema de'doce cifras resultaría muy útil; pero, como el 
de diez es el usual y hablado; como, además basta para las 
necesidades del cálculo; y, como, en fin, en este sistema lla­
mado decimal e&tán escritas todas las tablas de Astronomía, 
Navegación, etc., no hay que pensar por ahora en sustituir­
lo con otro ninguno, por más ventajas teóricas que pueda 
ofrecer. 

A la izquierda de oada guarismo, en los sistemas no usua­
les, se hallará su traducción al sistema decimal, para que el 
alumno no titubee en caso de dada. 

TOMO I. 10 
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SISTEUA BINABIO. 

Tiene las dos cifras siguientes: 1, O. 

Uno 1 
Dos • 10 
Tres 11 
Cuatro 100 
Cinco 101 
Seis 110 
Siete 111 
Ocho 1000 
Nueve 1001 
Diez 1010 
Once 1011 
Doce 1100 
Trece 1101 
Catorce '. 1110 
Quince 1111 
Díezyseis 10000 
Diez y siete 10001 
Diezyoóho 10010 
Diez y nueve ,.'. . . . 10011 
Veinte 10100 
Veinte y uno 10101 
Veinte y d o s . . . . . . ; 10110 
Veinte y tres 10111 
Veinte y cuatro 11000 
Veinte y cinco 11001 
Veinte y seis.. . .i, 11010 
Veinte y siete.;, 11011 
Veinte y ocho 11100 
Veinte y nueve l l lOl 
Treinta . ' , . . 11110 
Treinta y uno.. 11111 
Treintaydos 100000 
Treinta y tres...' 100001 
Treinta y cuatro 100010 
Treinta y cinco 100011 
Treinta y seis 100100 
Treinta y siete lOÓJOl 
Treinta y ocho lOOllO 
Treinta y nueve. lOOlll 
Cuarenta 101000 
Cuarenta y uno 101001 
Cuarenta y dos 101010 
Cuarenta y tres lOlOll 
Cuarenta y cuatro 101100 
Cuarenta y cinco 101101 
Cuarenta y s o s 101110 
Cuarenta y símete 101111 
Cuarenta y ocho 110000 
Cuarenta y nueve.. 110001. 
Cincuenta 110010 
Cincoentfty u a o . . . > < . . . UPOll 
Cineaent« y dos ilOlOO 
"Ointíitóiitft yixM: - 110101 
Ciaon«iita y cuatro IIPIIO 

Cincuentayoinco 110111 
Cincuenta y seis 111000 
Cincuenta y siete 111001 
Cincuenta y ocho 111010 
Cincuenta y nueve 111011 
Sesenta 111100 
Sesenta y uno ^ . » . . . 111101 
Sesenta y dos 111110 
Sesenta y tres l i l i l í 
Sesenta y cuatro 4000000 
Sesenta y cinco 1000001 
Sesenta y seis 1000010 
Sesenta y siete 1000011 
Sesenta y ocho 1000100 
Sesenta y nileve 1000101 
Setenta lOOOllO 
Setenta y uno lOOOlU 
Setenta y dos lOOlOOO 
Setenta y tres f.... 1001001 
Setenta y cuatro 1001010 
Setenta y oinoo. 1001011 
Setenta y seis 1001100 
Setenta y siete 1001101 
Setenta y ocho 1001110 
Setenta y nueve 1001111 
Ochenta 1010000 
Ochenta y uno 1010001 
Ochenta y dos 1010010 
Ochenta y tres 1010011 
Ochenta y cuatro 1010100 
Ochenta y cinco 1010101 
Ochenta y seis 1010110 
Ochenta y siete 1010111 
Ochenta y ocho 1011000 
Ochenta y nueve 1011001 
Noventa , 1011010 
Noventa y uno lOllOíl, 
Noventaydos lOlllOO 
Noventn y tres'. 1011101 
Noventa y cuatro 1011110 
Noventa y cinco. 1011111 
Noventa y 9eis 1100000 
Noventa y siete 1100001 
Noventa y ocho llOOOlO 
Noventa y xmeve. 1100011 
Ci«ato. 1100100 
Ciento u n o . . . . . . 1100101 
Ciento dos 1100110 
Ciento tres. "... llODlll 
Cientocoatro 1101000. 
Ciento oineo 1101001 
CioAto s e i s , , . . . . , . < . . . . 1101010 
Cieato cáete..». 1101011 
Cieoio cobo . . . . . « . .< . . •» 110UOO 
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Ciento nueve 1101101 
Ciento diez llOlllO 
Ciento once 1101111 
Ciento doce 1110000 
Ciento trece . . 1110001 
Ciento catorce 1110010 
Ciento quince 1110011 
Ciento diez y seis 1110100 
Ciento diez y siete 1110101 
Ciento diez y ocho 1110110 
Ciento diez y nueve 1110111 
Ciento veinte IIUOOÓ 
Ciento veinte y u n o . . . . . 1111001 
Ciento veinte y dos . . . . . 1111010 
Ciento veinte y tres . . . l l l l O l l 
Ciento veinte y cuatro. . . lllUOO 
Ciento veinte y cinco . . . l l t l l O l 
Ciento veinte y seis IHII IO 

Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 
Ciento 

veinte y siete 1111111 
veinte y ocho 10000000 
veinte y nueve . . . ' 10000001 
treinta 10000010 
treinta y uno lOOOOOH 
treinta y dos. . . . 10000100 
treinta y tres lOaXllOl 
treinta y cuatro . 10000110 
treinta y cinco . . . 10000111 
treinta y seis 10001000 
treinta y siete. . . 10001001 
treinta y ocho . . . . 10001010 
treinta y nueve. . . lOüOlOll 
cuarenta 10001100 
cuarenta y u n o . . . 10001101 
cuarenta y dos . . . 10001110 
cuarenta y t r e s . . . 10001111 
cuarenta y cuatro. 10010000 

RESUMEN. 

¿Cuántas cifras tiene el sistema binario? 
Dos: el 1 y la cifra locativa 0. 
¿Cuál es el convenio del sistema? , 
Un 1 á la izquierda vale doble que el situado ó supuesto 

contiguamente á la derecba. 
;.Qnó inconveniente tiene este sistema? 
Exige muchas cifras aun para expresar los primeros groa­

dos de la escala de la pluralidad. 
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Sistema ternario. 

Tiene las tres cifras siguientes: 1, 2 , O. 
Uno 1 
Dos . 2 
Tres . 10 
Cua t ro . , , . 11 
Cinco l'¿ 
Seis 20 
Si«fce 21 
Ocho 22 
Nueve 100 
Diez 101 
Once 102 
Doce 110 
Trece.. , 111 
Catorce , 112 
Quince 120 
Diez y seis 121 
Diez y siete 122 
Diez y ocho 200 
Diez y nueve 201 
Veinte 202 
Veinte y uno -210 
Veinte y dos 211 
Veinte y tres 212 
Veinte y cuatro 220 
Veinte y cinco 221 

.Veinte y seis *, . 222 
Veinte y siete 1000 
Veinte y ocho 1001 
Veinte y nueve 1002 
Treinta 1010 
Treintayano 1011 
Tréintaydos 1012 
Treintaytres 1020 
Treínte y cuatro 1021 
Treinta y cinco ,..;.. 1022 
Treinta 7 seis 1100 

Treinta y s iete . . 
Treinta y ocho. 
Treinta y nueve. 
Cuarenta,. 
Cuarenta y uno . . , , 
Cuarenta y dos 
Cuarenta y t r e s . . . , 
Cuarenta y cuatro, . 
Cuarenta y cinco . . 
Cuarenta y seis . . , , 
Cuarenta y siete. , . 
Cuarenta y ocho. . . . 
Cuarenta y n u e v e . . 
Cincuenta 
Cincuenta y uno . . . , 
Ci ncuen ta y dos . . . 
Cincuenta y t r e s . . . , 
Cincuenta y cuatro. 
Cincuenta y cinco. , 
Cincuenta y se is . . . . 
Cincuenta y s ie te . . . 
Cincuenta y ocho... 
Cincuenta y nueve, 
Sesenta 
Sesenta jr uno 
Sesenta y dos 
Sesenta y tres , 
Sesenta y cuatro,,. 
Sesenta y cinco..... 
Sesenta y seis 
Sesenta y siete 
Sesenta y ocho..... 
Sesenta y ansve... 
Setenta , 
Setenta y uno 
Setenta y dos 

1101 
1102 
1110 
1111 
1112 
1120 
1121 
1122 
1200 
1201 
1202 
1210 
1211 
1212 
1220 
1221 
1222 
2000 
2001 
2002 
2010 
2011 
2012 
20^ 
2021 
2022 
2100 
2101 
2102 
2110 
2111 
2112 
2120 
2121 
2122 
2300 
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Setenta y tres 2201 
Setenta y cuatro 2202 
Setenta y cineo 2210 
Setenta y seis 2211 
Setenta y siete 2212 
Setenta y ocho 2220 
Setenta y nueve 2221 
Ochenta 2222 
Ochenta y uno 10000 
Ochenta y dos lOOOl 
Ochenta y tres 10002 
Ochenta v cuatro lOOlÜ 
Ochenta y cinco 10011 
Ochenta y seis 10012 
Ochenta y siete 10020 
Ochenta y ocho 10021 
Ochenta v nueve 10022 
Noventa.' 10100 
Noventa y uno 10101 
Noventa y dos 10102 
Noventa y tres 10110 
Noventa y cuatro 10111 
Noventa y cinco 10112 
Noventa y seis 10120 
Noventa y siete 10121 
Noventa y ocho 10122 
Noventa v nueve 10200 
Ciento..." 10201 
Ciento uno 10202 
Ciento dos 10210 
Ciento tres 10211 
Ciento cuatro 10212 
Ciento cinco 10220 
Ciento seis 10221 
Ciento siete 10222 
Ciento ocho 11000 

Ciento nueve 11001 
Ciento diez 11002 
Ciento once 11010 
Ciento doce HOll 
Ciento trece 11012 
Ciento catorce 11020 
Ciento quince 11021 
Ciento diez y seis 11032 
Ciento diez y siete 11100 
Ciento diez y ocho 11101 
Ciento diez y nueve 11102 
Ciento veinte 11110 
Ciento veinte y uno 11111 
Ciento veinte y dos 11112 
Ciento veinte y tres 11120 
Ciento veinte y cuatro 11121 
Ciento veinte y cinco 11122 
Ciento veinte y seis 11200 
Ciento veinte y siete 11201 
Ciento veinte y ocho 11202 
Ciento veint 3 y nueve . . . . . 11210 
Ciento treinta 11211 
Ciento treinta y u::o 11212 
Ciento treinta y dos 11220 
Ciento treinta y tres 11221 
Ciento treinta y cuatro . . . . 11222 
Ciento treinta y c inco . . . . , , 12000 
Ciento treinta y seis 12001 
Ciento treinta y siete 12002 
Ciento treinta y ocho 12010 
Ciento treinta y nueve 12011 
Ciento cuarenta 12012 
Ciento cuarenta y uno 12020 
Ciento ciuarenta y dos 12021 
Ciento cuarenta y tres 12022 
Ciento cuarenta y cuatro. . . 12100 

RESUMEN 

¿Cuántas cifras tiene el sistema ternario? 
Tres: 1, 2, y la cifra locativa 0. 
¿Cuál es el convenio del sistema? 
Una cifra cualquiera de las dos significativas á la izquierda 

vale triple que la colocada ó supuesta contiguamente á la de» 
recha. 
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Sisteni» cuaternario. 

Tiene las cuatro cifras siguientes: 1, 2 , 3» O. 
Uno : 1 
Dos 2 
Tres 3 
Cuatro 10 
Cinco , . . 11 
Seis . , 12 
Siete 13 
Ocho 20 
Nueve 21 
Diez 22 
Once 23 
Doce 30 
Trece 81 
Catorce 32 
Quince 83 
Diézyse i s 100 
Diez y siete 101 
Diez y ocho.. '. 10*2 
Diez y nueve 108 
Veinte 110 
Vemte y uno U l 
Veinte y d o s . . . . . 112 
Veinte y tres. . . . . . 119 
Veinte y cuatro 120 
Veinte y cinco 121 
Veinteyse is 122 
Veinte y siete 123 
Veinte y ocho 130 
Veinte y nu«ve... 181 
Treinta 132 
Treinta y u n o . . . . . 183 
Treintaydos 200 
Treinta y tres.. UOl 
IVeint» y cuatro 202 
Treint» y cinoo 2C8 
Treintayseis 210 

Treinta y siete 211 
Treinta y ocho . . . , 212 
Treinta y nueve 213 
Cuarenta. 220 
Cuarenta y uno , 22J 
Cuarenta y dos 222 
Cuarenta y tres 228 
Cuarenta y cuatro 280 
Cuarenta y cinco 231 
Cuarenta y seis 233 
Cuarenta y siete 233 
Cuarenta y ocho 300 
Cuarenta y nueve 301 
Cincuenta 802 
Cincuenta y uno *.,. 806 
Cincuenta y dos. . . .310 
Cincnenta y tres 811 
Qincnenta y c u a t r o . . . . . . . . . 812 
Cinénentay c i n c o . . . . . . . . . . 813 
Oiucoentay s e i s . . , . . . . . . . . 820 
Cincuenta y siete., 821 
Cincuenta y ocho 822 
Cincuenta y nueve. > 828 
Sesenta... .» 880 
Sesenta y uno.. 331 
Sesenta y dos 882 
Sesentay tres. 8 ^ 
Sesenta y c u a t r o . . . . / . . . , . . lOOO 
Sesenta y c inco. . ¿ iOOl 
Sesentay seis 1003 
jSesentay s i e t e . . . . . . . . . . . . . . 1003 
Sesenta y ocho 1010 
Sesenta y naeve 1011 
Setenta 1012 
Setenta y uno lOlS 
SetefttKydos. .1030 
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Setenta y tres 1021 
Setenta y cuatro 1022 
Setenta y cinco 1023 
Setenta y seis 1030 
Setenta y siete 1031 
Setenta y ocho 1032 
Setenta y nueve 1033 
Ochenta 1100 
Ochenta y uno 1101 
Ochenta y dos 1102 
Ochenta y tres 1103 
Ochenta y cuatro 1110 
Ochenta y cinco 1111 
Ochenta y seis 1112 
Ochenta y siete 1118 
Ochenta y ocho . • 1120 
Ochenta Vnueve 1121 
N o v e n t a / . . . . . ; . . . . 1122 
Noventa y uno 1128 
Noventa y dos 1130 
Noventa "y tres 1131 
Noventa y cuatro '..... 1133 
Noventa y cinco. 1133 
Noventa y seis 1200 
Noventa y siete 1201 
Noventa y ocho, 1202 
Noventa y nueve 1203 
Ciento 1210 
Ciento vino 1211 
Cientodos 1212 
Ciento tres 1213 
Ciento cuatro 1220 
Ciento cinco 1221 
Ciento seis.. 1222 
Ciento siete 1223 
Ciento ocho 1230 

Ciento nueve 1231 
Ciento diez 1232 
Ciento once 1233 
Ciento doce 1300 
Ciento trece 1301 
Ciento catorce 1302 
Ciento quince 1303 
Ciento diez y seis 1310 
Ciento diez y siete 1311 
Ciento diez y ocho 1312 
Ciento diez y nueve 1313 
Ciento veinte 1320 
Ciento veinte y uno 1321 
Ciento veinte y dos 1322 
Ciento veinte y tres 1323 
Ciento veinte y cuatro 1330 
Cientp veinte y cinco 1331 
Ciento veinte v seis . . . . . . . . 1332 
Ciento veinte y siete 1333, 
Ciento veinte y ocho 2000 
Ciento veinte y nueve 2001 
Ciento treinta 2002 
Ciento treinta y uno 2003 
Ciento treinta y dos 2010 
Ciento treint» y tres 2011 
Ciento treinta y cuatro 2012 
Ciento treinta y cinco 2013 
Ciento treinta y seis 2020 
Ciento treinta y siete 2021 
Cieoto treinta y ocho 2022 
Ciento treinta y nueve 2028 
Ciento cuarenta 2030 
Ciento cuarenta y nno 2031 
Ciento cuarenta y dos 2032 
Ciento cuarenta y tres 2033 
Ciento cuarenta y cua t ro . . . . 2100 

RESUMEN. 

¿Caántas cifras tiene el sistema otiaternario? 
Cuatro: 1, 2, 3 y la cifra locativa 0. 
¿Cuál es el convenio del sistema? 
Una cifra aignifíoativa colocada ¿ la izquierda vale el cua­

druplo que la igual Colocada d. supuesta contiguamente á la 
derecha. 
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Sistema qnlnario. 

Ti"ne las cinco cifras signientea: 1, S, 3 , 4 , O. 
Uno 1 
Dos 2 
Tres 3 
Cuatro. 4 
Cinco. . . . 10 
Seis H 
Siete 12 
Ocho 13 
Nueve • 14 
Diez 20 
Once. . . . 21 
Doce 22 
Trece 23 
Catorce 24 
Quince 30 
Diez y seis 31 
Diez y siete 82 
Diez y ocho 33 
Diez y nueve 34 
Veinte 40 
Veinte y uno , . 41 
Veinte y dos . . 42 
Veinte y tres 43 
Veinte y cuatro 44 
Veinte y cinco 100 
Veinte y seis 101 
Veinte y siete 102 
Veinte y ocho.. 103 
Veinte y nueve 104 
Treinta 110 
Treinta y uno 111 
Treinta y dos 112 
Treinta y tres 113 
Treinta y cuatro 114 
Treinta y (anco . . 120 
Treinta y seis 121 

Treinta y siete 
Treinta y o c h o . . , , 
Treinta y nueve '. 
Cuarenta 
Cuarenta y uno . . . , . . . 
Cuarenta y dos 
Cuarenta y tres 
Cuarenta y cuatro 
Cuarenta y cinco 
Cuarenta y seis 
Cuarenta y siete 
Cuarenta y ociio 
Cuarenta y nueve 
Cincuenta t. 
Cincuenta y uno 
Cincuenta y dos 
Cincuenta y tres 
Cincuenta y cuatro 
Cincuenta y cinco 
Cincuenta y seis 
Cincuenta y siete 
Cincuenta y ocho 
Cincuenta y nueve 
Sesenta 
Sesenta y uno 
Sesenta y dos 
Sesenta y tres 
Sesenta y cuatro 
Sesenta y cinco, i 
Sesenta y seis .>... 
Sesenta y siete 
Sesenta y ocho 
Sesenta y nueve 
Setenta 
Setenta y ano 
Setenta y dos 

122 
123 
124 
130 
131 
132 
133 
134 
14a 
141 
142 
143 
144 
20O 
201 
202 
203 
204 
210 
211 
212 
213 
214 
220 
221 
222 
223 
224 
230 
231 
282 
233 
234 
240 
241 
242 
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Setenta y tres 243 
Setenta, y cuatro 244 
Setenta y cinco 300 
Setenta y seis 301 
Setenta y siete 302 
Setenta y ocho 303 
Setenta y nueve. . . . . . . . . . . 304 
Ochenta 310 
Ochenta y uno 311 
Ochenta y dos 312 
Ochenta y tres 313 
Ochenta y cuatro.. 314 
O íhent.T, y cinco 820 
Ochenta y seis 321 
Ochenta y siete 322 
Ochenta y ocho 323 
Ochenta y nueve 324 
Noventa 330 
Noventa y uno 331 
Noventa y dos 332 
Noventa y tres 3.33 
Noventa y cuatro í534 
Noventa y cinco 840 
Noventa y seis 841 
Noventa y siete 342 
Noventa y ocho 343 
Noventa y nueve 344 
Ciento 400 
Ciento uno 401 
Cientodos 402 
Ciento tres 403 
Ciento cuatro 404 
Ciento cinco 410 
Ciento seis 411 
Ciento siete 412 
Ciento ocho 413 

Ciento nueve 414 
Ciento diez 420 
Ciento once 421 
Ciento doce 422 
Ciento trece 423 
Ciento catorce •. 424 
Ciento quince 4í)0 
Ciento diez y seis. 431 
Ciento diez y siete 432 
Ciento (Uez y ocho 4;«> 
Ciento diez y nueve 434 
Ciento veinte 4-tO 
Ciento Veinte y uno 441 
Ciento veinte y dos 442 
Ciento veinte y tres 443 
Ciento veinte y cuatro 444 
Ciento Veinte y cinco 1000 
Ciento veinte y seis 1001 
Ciento veinte y siete 1002 
Ciento veinte y ocho 1003 
Ciento veinte y n u e v e . . . . . . 1004 
Ciento treinta 1010 
Ciento treinta y uno gí 1011 
Ciento treinta y dos 1012 
Ciento treinta y tres 1013 
Ciento treinta y cuatro 1014 
Ciento treinta y cinco 1020 
Ciento treinta y seis 1021 
Ciento treinta y siete 1022 
Ciento treinta y ocho 1023 
Ciento treinta y nueve 1024 
Ciento cuarenta 1030 
Ciento cuarenta y uno 1031 
Ciento cuarenta y dos 1033 
Ciento cuarenta y tres 1033 
Ciento cuarenta y cua t ro . . . . 1034 

RESUMEN. 

¿Cuántas cifras tiene el sistema quinario? 
Cinco: 1, 2, 3, 4 y la cifra locativa 0. 
¿Cuál es el convenio del sistema? 
Un 1 colocado á la izquierda vale el quíntuplo que el co­

locado ó supuesto contiguamente á la derecha. Y lo dicho 
del 1 se entiende de cualquier otra cifra signififcativa. 

TOMO l. 17 
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SlRtema senario. 

Tiene las seis cifras siguientes: 1, 2 , 3 , 4 5 O. 
Uno 1 
Dos 2 
Tres , 3 
Cuatro 4 
Cinco •• 6 
Seis 10 
Siete H 
Ocho 12 
Nueve 13 
Diez U 
Once 15 
Doce 20 
Trece 21 
Catorce 22 
Quince 23 
Diez y seis 24 
Diez y siete 25 
Diez y ocho 30 
Diez y nueve 81 
Veinte 32 
Veinte y uno 33 
Veinte y dos 34 
Veinte y tres 35 
Veinte y cuatro 40 
Veinte y cinco 41 
Ve in teyse i s 42 
Veinte y siete 43 
Vein teyocho 44 
Veinte y nueve , . . . 45 
Treinta 50 
T r e i n t a y n n o 51 
Treinta y d o s . . . . 52 
Treinta y tres 53 
Treinta y cuatro 54 
Treinta y cinco 65 
Treinta y seis ' 100 

Treinta y siete 101 
Treinta y ocho 102 
Treinta y nueve 103 
Cuarenta 104 
Cuarenta y uno 105 
Cuarenta y dos 110 
Cuarenta y t res . 111 
Cuarenta y cuatro 112 
Cuarenta y cinco 113 
Cuarenta y seis 114 
Cuarenta y siete 115 
Cuarenta y ocho 120 
Cuarenta y nueve 121 
Cincuenta '. 122 
Cincuenta y uno 128 
Cincuenta y dos 124 
Cincuenta y tres « 125 
Cincuenta y cuatro 130 
Cincuenta y cinco 131 
Cincuenta y seis 132 
Cinouenta y siete 133 
Cincuenta y ocho 134 
Cincuenta y n"ueve 135 
Sesenta 140 
Sesenta y uno. 141 
Sesenta y dos 142 
Sesenta y tres. 143 
Sesenta y cuatro 144 
Sesenta y cinco 145 
Sesenta y seis 150 
Sesenta y siete 151 
Sesenta y ocho . . . , 152 
Sesenta y.nueve 1 ^ 
Setenta 154 
Setenta y ano 155 
Se t eü t aydos 200 
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Setenta y tres 201 
Setenta y cuatro 202 
Setenta y cinco 203 
Setenta y seis 204 
Setenta y siete 205 
Setenta y ocho 210 
Setenta y nueve 211 
Ochenta . . 212 
Ochenta y uno 213 
Ochenta y dos 214 
Ochenta y tres 215 
Ochenta y cuatro 220 
Ochenta y cinco 221 
Ochenta y seis 222 
Ochenta y siete 223 
Ochenta y ocho 224 
Ochenta y nueve 225 
Noventa . . 280 
Noventa y uno 231 
Noventa y dos 232 
Noventa y tres 233 
Noventa y cuatro 234 
Noventa y cinco 235 
Noventa y seis 240 
Noventa y siete 241 
Noventa y ocho 242 
Noventa y nueve 243 
Ciento 244 
Ciento uno 245 
Ciento dos .' 250 
Ciento tres 251 
Ciento cuatro 252 
Ciento cinco 253 
Ciento seis 254 
Ciento siete 255 
Ciento ocho 800 

Ciento nueve 301 
Ciento diez 302 
Ciento once 303 
Ciento doce 304 
Ciento trece 305 
Ciento catorce 310 
Ciento quince 811 
Ciento diez y seis 312 
Ciento diez y siete 313 
Ciento diez y ocho 314 
Ciento diez y nueve 315 
Ciento veinte 320 
Ciento veinte y uno 321 
Ciento veinte y dos 322 
Ciento veinte y tres 323 
Ciento veinte y cuatro 324 
Ciento veinte y cinco 325 
Ciento veinte y seis 330 
Ciento veinte y siete íiSl 
Ciento veinte y ocho íi32 
Ciento veinte y nueve 333 
Ciento treinta 334 
Ciento treinta y uno 335 
Ciento treinta y dos 340 
Ciento treinta y t r e s . . . . , , . , , 341 
Ciento treinta y cuatro 342 
Ciento treinta y cinco 343 
Ciento treinta y seis 344 
Ciento treinta y siete 345 
Ciento treinta y ocho 350 
Ciento treinta y nueve 351 
Ciento cuarenta 352 
Ciento cuarenta y uno .%3 
Ciento cuarenta y dos 354 
Ciento cuarenta y tres 355 
Ciento cuarenta y cuatro . . . . 400 

RESUMEN. 

¿Cuántas cifras tiene el sistema senario? 
Seis: 1, 2, 3, 4, 6 y la cifra locativa 0. 
¿Cuál es el convenio del sistema de seis cifras? 
T7a 1 colocado á la izquierda vite el séxtuplo que el colo­

cado ó<supuesto contiguamente á la derecha, etc. 
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Sistema septenario. 

Tiene las siete cifras siguientes: 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , O. 
Uno 
Dos 
Tres 
Cuatro 
Cinco 
Seis 
Siete 
Ocho 
Nueve 
Diez 
Once 
Doce 
Trece 
Catorce 
Quince , . . 
Diez y seis 
Diez y siete 
Diez y ocho 
Diez y nueve . , . 
Veinte 
Veinte y uno. . , • 
Veinte y d o s . . . . 
Veinte y tres.. . 
Veinte y cuatro. 
Veinte y cinco ., 
Veinte y se i s . . . . , 
Veinte y s ie te . . . , 
Veinte y ocho. . . , 
Veinte y nueve.. . 
Treinta 
Treinta y u n o . . . . 
Treinta y d o s . . . . 
Treinta y t r e s . , . . 
Treinta y cuatro. 
Treinta y c inco . . 
Treinta y se i s . . . . 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

10 
H 
12 
13 
14 
15 
16 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
80 
81 
32 
33 
34 
35 
36 
40 
41 . 
42 
43 
44 
45 
46 
50 
51 

Treinta y siete 52 
Treinta y ocho 53 
Treinta y nueve 54 
Cuarenta 55 
Cuarenta y uno ' 56 
Cuarenta y dos 60 
Cuarenta y tres 61 
Cuarenta y cuatro 62 
Cuarenta y cinco 63 
Cuarenta y seis 6J-
Cuarenta y siete 65 
Cuarenta y ocho 66 
Cuarenta y nueve 100 
Cincuenta 101 
Cincuenta uno 102 
Cincuenta y dos 103 
Cincuenta y tres « 104 
Cincuenta y onatro 105 
Cincuenta y cinco 106 
Cincuenta y seis 110 
Cincuenta y siete 111 
Cincuenta y ocho 112 
Cincuenta y nueve 113 
Sesenta 114 
Sesenta y uno 115 
Sesenta y dos 116 
Sesenta y tres - . . 120 
Sesenta y cuatro 121 
Sesenta y cinco 122 
Sesenta y seis 123 
Sesenta y siete 124 
Sesenta y ocho 125 
Sesenta y nueve 126 
Setenta .' 130 
Setenta y uno 131 
Setenta y dos 132 
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Setenta y tres 133 
Setenta y cuatro 134 
Setenta y cinco 135 
Setenta y seis 136 
Setenta y siete 140 
Setenta y oolio 141 
Setenta y nueve 14'2 
Ochenta • 143 
Ochenta y uno 144 
Ochenta y dos 145 
Ochenta y tres 146 
Ochenta y cuatro 150 
Ochenta y cinco 151 
Ochenta y seis 152 
Ochenta y siete 153 
Ochenta y ocho 154 
Ochenta y nueve 155 
Noventa 156 
Noventa y uno 160 
Noventa y dos 161 
Noventa y tres 162 
Noventa y cuatro 168 
Noventa y cinco 164 
Noventa y seis 165 
Noventa y siete 166 
Noventa y ocho 200 
Noventa y nueve. 201 
Ciento 202 
Ciento uno 203 
Ciento dos 204 
Ciento tres 205 
Ciento cuatro 206 
Ciento cinco 210 
Ciento seis 211 
Ciento siete 212 
Ciento ocho 213 

Ciento nueve 214 
Ciento diez 215 
Ciento once 216 
Ciento doce 220 
Ciento trece 221 
Ciento catorce 222 
Ciento quince 223 
Ciento diez y seis 224 
Ciento diez y siete 225 
Ciento diez y ocho 226 
Ciento diez y nueve 230 
Ciento veinte. 231 
Ciento veinte y uno 232 
Ciento veinte y dos 233 
Ciento veinte y tres 234 
Ciento veinte y cuatro 235 
Ciento veinte y cinco 236 
Ciento veinte y éeis 240 
Ciento veinte y siete 241 
Ciento veinte y ocho 242 
Ciento veinte y nueve. 243 
Ciento treinta 244 
Ciento treinta y uno 245 
Ciento treinta y dos 246 
Ciento treinta y tres 250 
Ciento treinta y cuatro 251 
Ciento treinta y cinco 252 
Ciento treinta y seis 258 
Ciento treinta y siete 254 
Oiento treinta y ocho 255 
Ciento treinta y n u e v e . . . . . . . 256 
Ciento cuarenta 260 
Ciento cuarenta y uno 261 
Ciento cuarenta y dos 262 
Ciento cuarenta y tres 263 
Ciento cuarenta y cuatro . . . . 264 

RESUMEN. 

¿Cuántas cifras tiene el sistema septenario? 
Siete: 1, 2, 3, 4, B, 6 y la cifra locativa 0. 
íCuál es el convenio del sistema? 
Una cifra de las significativas colocada á la izquierda va­

le el séptuplo que la igual colocada ó supuesta contiguamen­
t e á la dereo^ia. 
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s i s tema octonario. 

Tiene las ocho cifras 
Uno 
Dos. . 
Tres 
Caatro 
Cinco 
Seis 
Siete / 
Ocho 
Nueve , 
Diez 
Once 
Doce , 
Trece 
Catorce 
Quince 
Diez y seis. 
Diez y siete ' 
Diez y ocho 
Diez y nueve 
Veinte 
Veinte y nno 
Veinte y dos 
Veinte y tre.s . . . 
Veinte y caatro 
Veinte y cinco 
Veinte y seis , 
Veinte y siete 
Veinte y ocho 
Veinte y nueve 
Treinta 
Treinta y uno 
Treinta y dos 
TreintA y tres 
Treinta y cuatro 
Treinta y cinco 
Treinta y seis 

siguientes: I , 2 , » , 4 , 5^ g^ y^ ^ 
1 
2 
8 
4 
6 
6 
7 

10 
H 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
30 
31 
32 
S8 
34 
85 
36 
37 
40 
41 
42 
43 
44 

Treinta y s i e te . . . . 
Treinta y ocho. . . . 
Treinta y nueve.. . 
Cuarenta . . . . . . . 
Cuarenta y uno . . 
Cuarenta y dos . . . . 
Cuarenta y tres . . . , 
Cuarenta y cuatro., 
Cuarenta y cinco... 
Cuarenta y seis 
Cuarenta y siete.''.'. 
Cuarenta y Ocho . . , 
Cuarenta y nueve. . 
Cincuenta . . ] 
Cincuenta y uno .','.* 
Cincuenta y dos. . ' . 
Cincuenta y t r e s . , . 
Cincuenta y cuatro. 
Cincuenta y cinco.. 
Cincuenta y s e i s . . , 
Cincuenta y siete... 
Cincuenta y ocho . . 

' Cincuenta y nueve. 
Sesenta 
Sesenta y u n o . . . . . . 
Sesenta y dos " 
Sesenta y tres. . . . . . ' , 
Sesenta y caatro...'.' 
Sesenta y cinco 
Sesenta y seis. 
Sesenta y siete 
Sesenta y ocho ', 
Sesento y nueve . . . . . 
Setenta. [][' 
Setenta y nno 
Setenta y dos 

. 45 

. 4íí 

. 47 

. 50 

. 51 

. 52 
. 53 
. 64 
. 55 

56 
57 
60 
61 
62 
68 
64 
65 
66 
67 
70 
71 
72 
73 
74 
76 
76 
77 

100 
101 
102 
108 
104 
105 
106 
107 
110 
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111 Ciento 
112 Ciento 
113 Ciento 
114 Ciento 
115 Ciento 
116 Ciento 
117 Ciento 
120 Ciento 

........ 121 
... 122 

Ciento 
Ciento 

123 Ciento 
124 Ciento 
125 Ciento 
126 Ciento 
127 Ciento 
130 Ciento 
181 Ciento 
132 Ciento 
133 Ciento 
134 Ciento 
135 Ciento 
136 Ciento 
137 Ciento 
140 Ciento 

. 141 Ciento 
142 Ciento 
143 Ciento 
144 Ciento 
145 Ciento 
147 

Ciento 
Ciento 

151 
Ciento 
Ciento 

152 Ciento 
153 Ciento 

Ciento 

135 

I nueve 155 
diez 156 
once 167 
doce 160 
trece 161 
i catorce 162 
quince. 163 
i diez y seis 164 
diez y siete 165 
diez y ocho 166 
diez y nueve 167 
veinte l'̂ O 

1 veinte y uno 171 
veinte y dos 172 
veinte y tres 173 
veinte y cuatro 174 

I veinte y c inco . . . . . . . . 175 
I veinte y seis 1T6 
I veinte y siete 177 
veinte y ocho 200 

) -veinte y nueve 201 
t re inta . . . . 202 
treinta y uno 203 
treinta y dos 204 

I treinta y tres 205 
i treinta y cuatro 206 
treinta y cinco 207 

I treinta y seis 210 
I treinta y siete. ̂  211' 
I treinta y ocho 212 
treinta y nueve 213 

I cuarenta 214 
cuarenta y uno 215 

I cuarenta y dos 216 
I cuarenta y tres 217 
I cuarenta y cuatro. . . .» 220 

RESUMEN. 

¿Cuántas cifras tiene el sistema octonario? 
Ocho: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y la cifra locati,va 0. 
¿Cuál es el conTenio del sistema? 
una oifra significativa colocada á la izquierda vale ocho 

veces más que la igual contigua ó supuesta á la derepha. 
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Sistema novenario 6 nonarie. 

Tiene las nueve cifras siguientes: 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , O. 
Uno 1 
Dos 2 
Tres 3 
Cuatro 4 
Cinco 5 
ee is 6 
Siete 7 
Ocho 8 
Nueve 10 
Diez 11 
Once 12 
Doce 13 
Trece 14 
Catorce 15 
Quince 16 
Diez y seis 17 
Diez y siete 18 
Diez y oolio 20 
Diez y nueve 21 
Veinte 22 
Veinte y uno 23 
Veinte y dos 24 
Veinte y tres 25 
Veinte y cuatro 26 
Veinte y cinco 27 
Veinte y seis 28 
Veinte y siete < 30 
Veinte y ocho 31 
Veinte y nueve 32 
Treinta 33 
Treinta y uno .' 34 
Treinta y dos 35 
Treinta y tres 36 
Treinta y cuatro 37 
Treinta y cinco 38 
Treinta y seis 40 

41 
.... 43 

44 
45 
46 
47 
48 
50 
51 
52 
53 
54 
55 

,... 56 
.... 57 

60 
61 
62 
63 

Cincuenta y ocho 
Cincuenta y nueve 

. 64 
65 

Sesenta y uno .-... 67 
68 

Sesenta y tres 70 
71 

Sesenta y cinco 72 
73 

, ,, , 74 
... 75 

76 
77 
78 
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Setenta y tres 81 
Setenta y cuatro 82 
Setenta y cinco 83 
Setenta y seis 84 
Setenta 'y siete 85 
Setenta y ocho 80 
Setenta y nueve 87 
Ochenta 88 
Ochenta y uno 100 
Ochenta y dos AOl 
Ochenta y tres 102 
Ochenta y cuatro 103 
Ochenta y cinco 104 
Oolienta y seis 105 
Ochenta y siete 106 
Ochenta y ocho 107 
Ochenta y nueve 108 
Noventa 110 
Noventa y uno 111 
Noventa y dos 112 
Noventa y tres 113 
Noventa y cuatro 114 
Noventa y cinco . . . 115 
Noventa y seis 116 
Noventa y siete 117 
Noventa y ocho 118 
Noventa y nueve. 120 
Ciento Í21 
•Ciento uno 122 
Ciento dos 123 
•Ciento tres 124 
Ciento cuatro 125 
Ciento cinco 126 
Ciento seis 127 
Ciento siete. 128 
Ciento ocho 130 

Ciento nueve 131 
Ciento diez 132 
Ciento once 133 
Ciento doce 134 
Ciento trece 135 
Ciento catorce 136 
Ciento quince 137 
Ciento diez y seis 138 
Ciento diez y siete 140 
Ciento diez y ocho 141 
Ciento diez y nueve 142 
Ciento veinte l'i^ 
Ciento veinte y uno 144 
Ciento veinte y dos 145 
Ciento veinte y tres 146 
Ciento veinte y cuatro 147 
Ciento veinte y cinco 148 
Ciento veinte y seis 150 
Ciento veinte y siete 151 
Ciento veinte y ocho 152 
Ciento veinte y nueve 153 
Ciento treinta. 154 
Ciento treinta y uno 155 
Ciento treinta y dos 156 
Ciento treinta y tres 157 
Ciento treinta y cuatro 158 
Ciento treinta y cinco 160 
Ciento treinta y seis 161 
Ciento treinta y siete 162 
Ciento treinta y ocho 163 
Ciento treinta y nueve 164 
Ciento cuarenta 165 
Ciento cuarenta ji uno 166 
Ciento cuarenta y dos 167 
Ciento cuarenta y tres 168 
Ciento cuarenta y cuatro . . . . 170 

RESUMEN. 

¿Cuántas cifras tiene el sistema nonario? 
Nueve: 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8 y la cifra locativa 0. 
¿Cuál es el convenio del sistema? 
Un 1 colocado á la izquierda vale nueve veces lo que el 

colocado ó supuesto contiguamente á la derecha, y lo mismo 
las otras cifras significativas. 

TOMO 1. 18 



LBCCIÓN XIII 

Sistema decimal. 

Tiene las diez cifras s 
Uno 
í>os 
Tres 
Caatro 
Cinco 
Seis 
Siete 
Ocho 
Nueve 
Diez 
Once 
Doce 
Trece 
Catorce 
Quince 
Diez y seis 
Diez y siete 
Diez y ocho 
Diez y nueve 
Veinte. , 
Veinte y uno 
Veinte y dos 
Veinte y tres, 
Veinte y cuatro 
Veinte y cinco 
Veinte y seis 
Veinte y siete 
Veinte y o c h o . . . . . - . . , . . . 
Veinte y nueve 
Treinta.. ' . 
Treinta y uno 
Treinta y dos 
Treinta y tres , . 
Treinta y cuatro 
Treinta y cinco 
Treinta y seis 

liguientes: 1, 2, 3 , 4, 5, 6 , 7 , 8, 9 , O. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
18 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
84 
35 
36 

Treinta y siete 87 
Treinta y ocho t^ 
Treinta y nueve. . . .39 
Cuarenta 40 
Cuarenta y uno 41 
Cuarenta y dos 42 

I Cuarenta y tres 43 
Cuarenta y cuatro 44 
Cuarenta y cinco . 4.S 
Cuarenta y seis 46 
Cuarenta y siete 47 
Cuarenta y ocho., 48 
Cuarenta y nueve 4t> 
Cincuenta 50 
Cincuenta y uno * 51 
Cincuenta y dos 52 
Cincuenta y tres 53 
Cincuenta y cuatro 54 
Cincuenta y cinco 55 
Cincuenta y seis 56 
Cincuenta y siete 57 
Cincuenta y ocho . . 58 
Cincuenta y nueve 5!) 
Sesenta 60 
Sesenta y uno 61 
Sesenta y dos 62 
Sesenta y tres 6.̂  
Sesenta y cuatro 64 
Sesenta y cinco 65 
Sesenta y seis 66 
Sesenta y siete 67 
Sesenta y ocho 68 
Sesenta y nueve 69 
Setenta 70 
Setenta y uno 71 
Setenta y dos 72 
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Setenta y treg 73 
Setenta y cuatro 74 
Setenta y cinco 75 
Setenta y seis 76 
Setenta y siete 77 
Setenta y ocho ^ 78 
Setenta y nueve 79 
Ochenta 80 
Ochenta y uno 81 
Ochenta y dos 82 
Ochenta y tres 83 
Ochenta y cuatro 84 
Ochenta y cinco 85 
Ochenta y seis 86 
Ochenta y siete 87 
Ochenta y ocho 88 
Ochentay nueve 89 
Noventa 90 
Noventa y uno 91 
Noventa y dos s 92 
Noventa y tres 93 
Noventa y cuatro 94 
Noventa y cinco 95 
Noventa y seis 96 
Noventa y siete 97 
Noventa y ocho 98 
Noventa y nueve 99 
Ciento 100 
Ciento uno 101 
Ciento dos 102 
Ciento tres 193 
Ciento cuatro 104 
Ciento cinco 105 
Ciento seis 106 
Ciento siete 107 
Ciento ocho 108 

Ciento nueve 109 
Ciento diez 110 
Ciento once 111 
Ciento doce 112 
Ciento trece 113 
Ciento catorce 114 
Ciento quince 116 
Ciento diez y seis 116 
Ciento diez y .«iete 117 
Ciento diez y ocho 118 
Ciento diez y nueve 119 
Ciento veinte 120 
Ciento veinte y uno 121 
Ciento veinte y dos 122 
Ciento veinte y tres 123 
Ciento veinte y cuatro 124 
Ciento veinte y cinco 125 
Ciento veinte y seis 126 
Ciento veinte y siete 127 
Ciento veinte y ocho 128 
Ciento veinte y nueve 129 
Ciento treinta 130 
Ciento treinta y uno 131 
Ciento treinta y dos 132 
Ciento treinta y tres 138 
Ciento treinta y cuatro 134 
Ciento treinta y cinco 136 
Ciento treinta y seis 136 
Ciento treinta y siete 187 
Ciento treinta y ocho 188 
Ciento treinta y nueve 189 
Ciento cuarenta 140 
Ciento cuarenta y uno 141 
Ciento cuarenta y dos 142 
Ciento cuarenta y tres 143 
Ciento cuarenta y cuatro 144 

RESUMEN. 

¿Cuántas cifras tiene el sistema decimal? 
Diez: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y la cifra locativa O. 
¿Cuál es el convenio del sistema? 
Un 1 colocado á la izquierda vale el décuplo que el situa­

do ó supuesto contiguamente á la derecha, etc. 



LBCCIÓN XIV 

SMatema nndeclmal. 

Tiene las cifras siguientes: 1, 2, 3 ,4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , a, O, 
Uno 1 
Dos . , 2 
Tres 3 
Cuatro 4 
Cinco 5 
Seis 6 
Siete. 7 
Ocho 8 
Nueve . . 9 
THez a 
Once 10 
Doce n 
Trece 12 
Catoooe 13 
Quince 14 
Diez y seis 15 
Diez y siete 16 
Diez y ocho 17 
Diez y nueve 18 
Veinte 19 
Veinte y uno Ift 
Veinte y dos 20 
Veinte y tres 21 
Veinte y,cuatro 22 
Veinte y cinco 23 
Veinte y seis 24 
Veinte y siete 25 
Veinte y ocho i . 26 
Veinte y nueve 27 
Treinta 28 
Treintay uno.. 29 
Treintaydos < 2a 
Treinta y tres. 80 
Treinta y cuatro 81 
Treinta y cinoo 32 
Trtínta y se i s , . . . 88 

Treinta y siete 34 
Treinta y ocho 35 
Treinta y nueve 36 
Cuarenta 07 
Cuarenfa y uno [[[[ 3g 
Cuarenta y dos ! . ! i .*!." 39 
Cuarenta y tres. . . ! .! . ' . ' . '* i 3a 
Cuarenta y cuatro '.',','.'. 40-
Cuarenta y cinco .'..,,.. 41 
Cuarenta y seis .',. 42 
Cuarenta y siete . .". . . ' . ' . ' . . . . 43 
Cuarenta y ocho 44 
Cuarenta y nueve 45 
Cincuenta 46 
Cincuenta y uno !•! .! . !! 47 
Cincuenta y doa. 48 
Cincuenta y tres . 49 
Cncnenta y cuatro 4a 
Cincuenta y cinco 50 
Cincuenta y seis 51 
Cincuenta y siete 52 
Cincuenta y ocho [ 53 
iincuenta y nueve . . . . . . . i.'! 54 
Sesenta 55 
Sesenta y uno 56 
Sesenta y dos 57 
Sesenta y tres. 58 
Sesenta y cuatro 59 
Sesenta y cinco Sa 
Sesenta y seis. 60 

TSesenta y siete 61 
Sesenta y ocho 62 
Sesenta y nueve 63 
Setenta 64 
Setenta y uno.. 65 
Setenta y dos. . 66 
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Setenta y tres 67 
Setenta y cuatro fS 
Setenta y cinco 69 
Setenta y seis 6a 
Setenta y siete 70 
Setenta y ocho 71 
Setenta y nueve "̂ 2 
Ochenta 78 
Ochenta y uno 74 
Ochenta y dos 75 
Ochenta y tres 76 
Ochenta y cuatro 77 
Ochenta y cinco 78 
Ochenta y seis 79 
Ochenta y siete 7a 
Ochenta y ocho 80 
Ochenta.y nueve 81 
Noventa. 82 
Noventa y uno 83 
Noventa y dos 84 
Noventa y tres 85 
Noventa y cuatro 86 
Noventa y cinco 87 
Noventa y seis 88 
Noventa y siete 89 
Noventa y ocho 8a 
Noventa y nueve 90 
Ciento 91 
Ciento uno 92 
Ciento dos 93 
Ciento tres 94 
Ciento cuatro 95 
Ciento cinco 96 
Ciento seis. 97 
Ciento siete 98 
Ciento ocho 99 

Ciento nueve 9a 
Ciento diez aO 
Ciento once a l 
Ciento doce a3 
Ciento trece a3 
Ciento catorce a4 
Ciento quiuce a5 
Ciento diez y seis aO 
Ciento diez y siete a7 
Ciento diez y ocho a8 
Ciento diez y nueve a9 
Ciento veinte aa 
Ciento veinte y uno 100 
Ciento veinte y dos 101 
Ciento veinte y tres 102 
Ciento veinte y cuatro , . 103 
Ciento veinte y cinco 104 
Ciento veinte y seis 105 
Ciento veinte y siete 106 
Ciento veinte y ocho 107 
Ciento veinte y nueve IOS 
Ciento treiifta 109 
Ciento trleinta y uno 10a 
Ciento treinta y dos 110 
Ciento treinta y tres . . 111 
Ciento treinta y cuatro 112 
Ciento treinta y cinco . . . . . . 113 
Ciento treinta y seis 114 
Ciento treinta y siete 115 
Ciento treinta y ocho 116 
Ciento treinta y nueve 117 
Ciento cuarenta 118 
Ciento cuarenta y u n o . . . . . . . 119 
Ciento cuarenta y dos H a 
Ciento cuarenta y tres 120 
Ciento cuarenta y cuatro 121 

RESUMEN. 

¿Caánfcas cifras tiene el sistema undécima!? 
Once: 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, a y la cifra locativa 0. 
¿Cuál es el convenio del sistema? 
Un 1 colocado á la izquierda vale once veces más que el 

contiguo ó supuesto á la derecha. Y asi de las demás cifras 
significativas. 
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SJHtema daodeelmal. 

Tiene las cifras siguientes: 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , a , b , O. 

Uno 1 
Dos 2 
Tres 3 
Cuatro. 4 
Cinco 5 
Seis 6 
Siete 7 
Ocho 8 
Naeve 9 
Diez a 
Once b 
Doce 10 
Trece H 
Catorce. 12 
Quince 13 
Diez y seis ^14 
Diez y siete 15 
Diez y ocho 16 
Diez y nueve 1,7 
Veinte 18 
Veinte y uno 19 
Veinte y dos l a 
''i'eínte y tres Ib 
Veinte y cuatro 20 
Veinte y cinco 21 
Veinte y seis 22 
Veinte y siete 23 
Veinte y ocho 24 
Veinte y nueve 25 
Treinta 26 
Treinta y uno 27 
Treinta y dos 28 
Treinta y tres 29 
Treinta y cuatro 2a 
Treinta y cinco 2b 
Treinta y seis 80 

Treinta y siete 31 
Treinta y ocho 32 
Treinta y nueve 33 
Cuarenta 34 
Cuarenta y uno 36 
Cuarenta y dos ¿6 
Cuarenta y tres 37 
Cuarenta y cuatro 88 
Cuarenta y cinco 39 
Cuarenta y seis 3a 
Cuarenta y siete •, 3b 
Cuarenta y ocho 40 
Cuarenta y n u e v e . . . . . . . . . . . 41 
Cincuenta. 42 
Cincuenta ^ uno .* 48 
Cincuenta y dos 44 

"Cincuenta y tres 45 
Cincuenta y cuatro 46 
Cincuenta y cinco 47 
Cincuenta y seis 48 
Cincuenta y siete ; 49 
Cincuenta y ocho 4a 
Cincuenta y nueve 4b 
Sesenta 50 
Sesenta y uno 51 
Sesenta y dos 52 
Sesen t ay t r e s 53 
Sesenta y cuatro 54 
Sesenta y cinco. i . . . 55 
Sesenta y seis 56 
Sesenta y siete ; 57 
Sesenta y ocho 58 
Sesenta y nueve. . . . ' , 59 
Setenta 6a 
Setenta y uíio. 6b 
Setenta y dos 60 
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Setenta y tres 61 
Seteata y cuatro 62 
Setenta y cinco 63 
Setenta y seis 64 
Setenta y siete 65 
Setenta y oxjho 6(5 
Setenta y nueve 67 
Ochenta 68 
Ochenta y uno . 69 
Ochenta y dos • . . 6a 
Ochenta y tres 6b 
Ochenta y cuatro 70 
Ochenta y cinco 71 
Ochenta y seis 72 
Ochenta y siete "ÍS 
Ochenta y ocho 74 
Ochenta y nueve 76 
Noventa 76 
Noventa y uno 77 
Noventa y dos 78 
Noventa y tres 79 
Noventa y cuatro 7a 
Noventa y cinco . . . . 7b 
Noventa y seis. 80 
Noventa y siete 81 
Noventa y ocho 82 
Noventa y nueve 83 
Ciento 84 
Ciento uno 86 
Ciento dos 86 
Ciento tres 87 
Ciento cuatro 88 
Ciento cinco 89 
Ciento seis 8a 
Ciento siete 8b 
Ciento ocho . • • 90 

Ciento nueve 91 
Ciento diez 92 
Ciento once 93 
Ciento doce 94 
Ciento trece. 95 
Ciento catorce 96 
Ciento quince 9 ( 
Ciento diez y seis 98 
Ciento diez y siete 99 
Ciento diez y ocho 9a 
Ciento diez y nueve 9b 
Ciento veinte aO 
Ciento veinte y uno a l 
Ciente veinte y dos. i2 
Ciento veinte y tres a3 
Ciento veinte y cuatro a4 
Ciento veinte y cinco ÍI5 
Ciento veinte y seis a6 
Ciento veinte y siete .*.,. a7 
Ciento veinte y ocho a8 
Ciento veinte y nueve .i9 
Ciento treinta na 
Ciento treinta y uno ab 
Ciento treinta y dos bO 
Ciento treinta y tres bl 
Ciento treinta y cuatro b2 
Ciento treinta y cinco b3 
Ciento treinta y seis b4 
Ciento treinta y siete b5 
Ciento treinta y ocho b6 
Ciento treinta y nueve b7 
Ciento cuarenta b8 
Ciento cuarenta y uno b9 
Ciento cuarenta y dos ba 
Ciento cuarenta y tres bb 
Ciento cuarenta v cuatro 100 

RESUMEN. 

¿Cuántas cifras tiene el sistema duodecimal? 
Doce: 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, a, b, y la cifra locativa 0. 
¿Cuál es el convenio del sistema? 
Un 1 colocado á la izquierda ó cualquiera otra de las ci­

fras significatiras vale doce veces más que la igual contigua 
ó supuesta á la derecha. 
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APÉNDICE GENERAL Á LAS LECCIONES V Á XV 

E n toda lista de números consecutivos empezados á con­
tar desde el uno, resulta lo siguiente, según el sistema de 
numeración que se adopte: 

La primera columna de la lista, ó sea la columna de las 
protoenas, está formada por series repetidas de los dígitos 
de que consta el sistema, colocadas ordenadamente unas bajo 
otras. Así en el sistema cuaternario sólo se ven los dígitos 
del sistema unos bajo otros 1 

La segunda columna, ó sea la de las deutenas, con- ^ 
tiene los mismos dígitos, pero cada uno repetido tantas Q 
veces como cifras tiene el sistema. Así, en el mismo i 
cuaternario, bajo 4 unos hay 4 doses; bajo estos 4 doses 2 
hay 4 treses; y bajo los 4 treses siguen 4 ceros, y así ^ 
sucesivamente 1 j 

En la tercera columna, esto es, en la de las trie- J 2 
ñas, se repite cada dígito la segunda potencia del ^ 3 
número de las cifras; 2 9 

En la cuarta columna se repiten la tercera po- 2 ^ 
tencia; 2 ^ 

En la quinta, la cuarta potencia... y así sucesi- g O 
vamente; de modo que en la columna de las tríenas 3 ^ 
del sistema cuaternario, bajo 16 unos hay 16 doses; 3 g 
bajo estos doses, 16 treses; y bajo estos treses, 3 Q 
16 ceros, y asi continuamente; ^ j 

En la columna de las tetraenas, bajo 64 unos Q ^ 
hay 64 doses; bajo los 64 doses vienen 64 treses; y O , o 
bajo los 64 treses se colocan 64 ceros, eto., etc.; * & 

La primera serie de los 4 unos, 4 doses y 4 treses de la 
columna de las deutenas empieza frente al primer cero de la 
columna de las protoenas; la primera serie de los 16 unos, 
16 doses y 16 treses empieza trente á los dos ceros contiguos 
de las dos primeras columnas, la de las protoenas y la de las 
deutenas; 

La primera serie de los 64 unos, 64 doses y 64 treses em­
pieza frente á los tres primeros ceros de las tres columnas de 
las protoenas, deutenas y tríenas; 

Etc. , etc. 
Y así en todos los sistemas de numeración escrita. (Yéans6.) 

APENDIC8 ESPBCIAL A LA LECCIÓN ? • 

El sistema binario parsoe haber sido usado por los chinos. 
Un jesuíta de Pekín comunicó á Leibnitz los siguientes sím­
bolos chinos, llamados por ellos la coea. ó lineaoión, atribuid» 
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á Fohi, fundador del imperio. La cova está en los templos 
de China y es tenida por un misterio. 

^^ ^^ 
cero 1 cero 1 cero 1 cero 1 
cero cero 1 1 cero cero 1 1 
cero cero cero cero 1 1 1 1 

Las dos líneas cortas significan cero. 
La línea larga representa el uno. 
Expresados estos símbolos conforme á nuestro convenio 

binario, resultará: 

000, 001, 010, 011, 100, 101, l io , 111; 
tres ceros, uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete. 

Estos números se leen en chino de »bajo arriba. 
Por consiguiente, estos símbolos son equivalentes de los 

que en el sistema decimal se llaman el O, fel 1, el 2, el 3, el 4, 
el B, el 6 y el 7. 

Leibnitz asegura que existe otra cova que llega hasta 63. 
Pero no hay ningún otro testimonio de elloj de modo que 
solamente puede decirse que hay algún fundamento para 
creer que los chinos desde hace muchos miles de años tenían 
idea del signo locativo, y, por consiguiente, de la aritmética 
de posición. 

TCVO I. Itf 
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Compoftlcidn de loa soarUmos por razón d« su forma 
escrita.—AnAliBls del caarlsino, nó del número. 

La forma escrita es la condición del cálculo. 
Una vez adquiridas las ideas de ano y de pluralidad y 

además las de grados de la pluralidad, las operaciones todas 
de la Aritmética dependen de la escritura. 

Sin la pluma no es posible calcular (1). 
El hombre no hace cálculos hablando, sino escribiendo. 
El poder de la palabra queda aquí subordinado al poder 

de la escritura (2). 
Los ojos y la mano son los sentidos del cálculo; nó los 

oídos y la boca. 
« 

A excepción del primer grado de la escala de la plurali­
dad, todos los números son conjuntos ó agregados del 1. 

Dos es igual á uno, más uno. 

Tres es igual á uno, más uno, más uno. 

( J + l + l = 3) 

(1) Ko se olviden las ((ir;a« aadaluzas, los quipus peracinos, etc.; para 
las mortajas se necesitan nó plomas, sino navegas; para los encerados, ti> 
sas, etc. 

(2) No sev olvide el aparato de calcular inventado por el ciego. 
Ni tampoco se olvide que ha j máquinas notabilísimas de calcular osa­

das en los observatorios astronómicos, oüciüas de eátadistica, etc., etc. 
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Cuatro, á uno, más uno, más uno, más i;no. 
( 1 -+- 1 H- 1 -1-1 = 4 ) 

Y así sucesivamente. 

Pero los números pueden mirarse como conjuntos de con­
juntos, ó agregaciones cualesquiera de sumandos (1). 

Mas, desde el momento en que estos grados se consideran 
formados por grupos cualesquiera de sumandos, resulta ser 
inmenso el número de combinaciones con que se puede llegar 
á cada grado. 

Esta composición puede ser regular 6 irregular. Y la im­
portancia de esta última es de tal naturaleza, que á ella hay 
que concederle sección aparte: la del sumar. 

Pero hay una copiposición característica de los guarismos, 
sin cuyo conocimiento no se puede dar un paso en la ciencia 
de la Aritmótica. 

Esta composición es aquella que intimamente depende de 
la forma escrita; es decir, del convenio que sirve de base á la 
expresión del NÚMERO por medio del GUARISMO. 

En efecto: 
Adoptado un sistema de numeración ¿cuál es la esencia, 

el fondo, lo general de cuanto queda expuesto acerca de la 
forma escrita? 

Lo esencial es la composición de grupos ó conjuntos ajus­
tados á cierta ley de generación; nó ad libitum y caprichosa­
mente, sino de un modo especial, regular y escalonado as-
cendentemente; de tal modo que cada deutena valga más que 
una protoena, lo mismo que una trieiía vale más que una 
deutena, ó que una tetraena vale más que una trieua, etcé­
tera, etc., et«. (En una palabra, todo sistema ha de estar 
escalonado por potencias.) 

Analicemos este modo de agrupación en un sistema cual­
quiera: en el quinario, por ejemplo. 

En este sistema, colocamos solamente en el primer lugar 

(1) Recuérdese que se Unma sumando todo numero que apregado á, 
otro ú otros contribuye á la formación de un grado cualquiera de la esca­
la de la pluralidad. 
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(además del 1) el 2, el 3, ó el 4: es decir, cualquiera de los 
pequeños conjuntos de unos que pueden formarse antes de 
llegar al quinto grado de la escala de la pluralidad; pues en 
cuanto tenemos que escribir el quinto grado (ó sea el cinco) 
ya nos es forzoso (por no haber en el sistema más que cuatro 
trazos ó cifras), pasar al lugar destinado 4 las deutenas; y en 
este segundo lugar tenemos que seguir escribiendo, mientras 
los grados de la escala de la pluralidad no lleguen á cinco 
deutenas (ó cinco grupos de á cinco); porque én cuanto tene­
mos ya cinco grupos de á cinco (ó sea veinte y cinco) ya nos 
es forzoso trasladarnos al lugar de las trienas, basta llegar á 
cinco grupos de á veinte y cinco (ó sea ciento veinte y cinco), 
en cuyo caso ocupamos el lugar de las tetraenas... y así suce­
sivamente. 

Ponemos, pues, además del 1, en el primer lugar: 
el2 I 
el 3 - I PROTOENAS. 

el4 ) 

Ponemos en el segundo lugar: 

ó bien 1 conjunto de á cinco \ 
6 bien 2 conjuntos de á cinco ( r)„..__.,. „ 
ó bien 3 conjunto? de á cinco j ^*'UTB^AS. 
ó bien 4 conjuntos de á cinco / 

Ponemos en el tercer lugar: 
ó bien 1 conjunto de 5 cincos \ ^ 
ó bien 2 conjuntos de 5 cincos f _, 
ó bien 3 conjuntos de 5 cincos I ^^^^^^s. 
ó bien 4 conjuntos de 5 cincos / 

y , así sucesivamente, con los grupos de á ciento veinte y 
cinco unos (tetraenas), ó de seiscientos veinte y cinco unos 
(pentaenas)... etc. 

Por manera que^ dado un grado de la escala de la plurali­
dad y admitiendo todavía que tenemos que expresarlo por es­
crito en el sistema quinario, empezaremos por averiguar cuál 
es la combinación más alta que ese número contiene de gru­
po» de á cinco; 
6 bien áe grupos de d cinco veces cinco; 
6 bien de grupos de d cinco veces cinco por cinco; 
^ bien de grupos de á cinco veces cinco por pinco y por cinco; 
etcétera, etc.; esto es, empezaremos por averiguar cuál es el 
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número mayor de... pentaenas, tetraenas, trienas, deutenas ó 
protoenas que contiene el número dado en el sistema quina­
rio; ó lo que es lo mismo, cuál es el número de... quintas po­
tencias, de cuartas potencias, de terceras, de segundas, de 
primeras que contiene el número. 

Ejecutado esto, por ejemplo, con el número cincuenta y 
ocho, hallaremos que este grado de la escala está formado 
en el sistema quinario: 

Por 2 gprupos de á cinco cincos (ó sea 2 x 5*) 
Por 1 grupo de á cinco (ó sea 1 x 5M 
Por 1 grupo de á tres (ó sea 3 x 50) 

por lo cual habremos de escribir ese número en el sistema 
quinario dándole la forma de 

213; 

y, he aquí cómo el cincuenta y ocho POB HAZÓN DE SU FOBMA 
ESCBíTA (ó NOTACIÓN) EN EL SISTEMA QüiNABio se oompondrá 
forzosamente de los tres sumandos siguientes: 

200; dos trienas. 
• 10; una deutena. 

3; y tres protoenas. 

213 = (2 X 25) -t- (1 X 5) -<- (3) = (2 x 52) + (1 x 5») + (3 x50) 

descomposición capital, á causa de la notación ó forma del 
guarismo, del grado cincuenta y ocho de la escala de la plu­
ralidad en el sistema quinario. 

Pero si trabajásemos en el sistema decimal ese mismo 
NÚMERO se descompondría en la siguiente suma de solos 
dos sumandos: 

50 ; cinco decenas ó grupos de é, diea. 
-f- 8 ; ocho unos. 

,58 == (5 X 10)-+-(8) = (5 X IQi) + (8 X 100) 

Y, si esoribiésemoB el mismo grado de la pluralidad 58 eu 
otros sistemas de los estudiados hasta ahora, obtendríamos 
agrupaciones como las siguientes: 
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/100 000 ; 1 hexaena, ó grupo de treinta y dos. 
I 10 000 ; 1 pentaena, ó grupo de diez y seis. 
I 1000 ; 1 tetraena, ó grupo de ocho. 

BINARIO •' 1 0 ; 1 deutena, ó grupo de dos. 

TERNARIO. 

111010 = 32 + 16 + 8 4 - 0 - 4 - 2 + 0 
_ _ = (1 x25)-i-(lx2*)-(-(lx2-')+(0x22)-i-(lx2«)-K0x2<') 

2 000 ; 2 tetraenas, ó 2 grupos de veinte y siete. 
10 ; 1 deutena, ó 1 grupo de tres. 
1 ; 1 protoena, ó sea uno. 

2 011 = ( 2 x 2 - ; - v - O - » - ( l x 3 ) -í- 1 
= (2 X 33) + (O x 32) + (1X 3') -^ (1X S») 

Cf ATEKKAR10.| 

300 ; 3 trienas, ó 3 grupos de diez y seis. 
20 ; 2 deutenas, ó 2 grupos de á cuatro. 

2 ; 2 protoenas, ó 1 grupo de dos. 

322 = ( 3 x 16^ -1- (2 X 4) -H 2 
= (3 X 4'¿j -i- (2 X 41) -+- (2 X 40) 

Siempre es posible este género de descomposiciones en 
sumandos escalonados por productos de potencias; esto es, 
escalonados conforme al convenio de los sistemas de nume­
ración; por ser nn caso particular de una propiedad general 
tan importante como evidente; á saber: 

Todo NÚMEEO contiene é otro más pequeño cierto número 
de veces 

exactamente 
ó con sobrante. 

Así el número 20 se puede dividir en 20 s'umandos de á 1 
sin sobrante: 

l_^- l^- l -^- l •+• l - t - l -^- l - i - l^- l -^- l -^- l -^ l -^- l -+- l - l - l -^- l - í - l -v l -^- l -^- l 

Ó bien en 10 sumandos de á 2, también sin sobrante: 
(l+l).^(l+l).<.(l-f.l).4-(l4-l)-)-(l-í-l).)-(l-t-l)-t-(l-f-l)-)-(l+l)-t.(l+l)-»-(l+ll 

= = 2 - ^ - 2 - ^ 2 - ^ 2 - » - 2 - ^ 2 - t - 2 - ^ - 2 - t - 2 - ^ - 2 

Ó en 6 secciones de á 3, con un sobrante de á 2 
(l4.1 + l)-HÍl-Fl-rl)H-(l-+-l-(-l)-H(l+l-í-l-)-4-(l-(-l-t.l)+(l + l-fl)-t-[l-f-l] 

: ^ 3 - í - 3 4- 3 -t- 3 - + - 3 . - * . 3 - * - 2 

6 bien en 4 de á 5 sin sobrante 
(1+1^.1+14-l).^.(l-»-l + l-^l-t-l)-^-(l + l-^•l-^l-^-l)-t-(l-•-l-t-l-*•l-^l 

= r 6 *• 5 + 5 + ' 5 
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Ó bien en 3 sumandos de á 6, con un sobrante de 2 
(1 + 1 + 1 + 1 +1 + 1)+ (14-1 + 1 + 1 + 1+1)+ (1+1+ 1 + 1 + 1 + 1) +[1 + 1] 

= 6 + 6 + G + 2 

Ó bien en 2 secciones de á 7, con un sobrante de 6. 

(1 + 1+ 1+1+1 + 1+1)+ (1+1 + 1+1+1+ 1 + 1)+ (1 + 1 +1 + 1+1+1) 
— 7 + 7 + 6 

Etc., etc., etc. 

Por consiguiente: 
Dado un grado cualquier^ de la escala de la pluralidad, 

este número contendrá 

exactamente 
6 con sobrante 

alguna de las agrupaciones regular y normalmente escalona­
das (por productos de potencias), constitutivas de los suman­
dos de los sistemas de numeración: esto es; contendrá 

exactamente 
ó con sobrante 

protoenas, <5 deatenas, ó trienas, ó tetraenas, ó pentaénas, 
etcétera. 

Es decir, en el sistema quinario, 
conjuntos de & cinco; 
ó de á cinco por cinco (5*); 
ó de á cinco por cinco y por cinco (5^)... 

ó bien, si operamos en el septenario, 
conjuntos de á siete; 
ó de á siete por siete (7*); 
ó de á siete por siete y por siete (T")... 

ó bien, si calculamos en el decimal, 
oónjantoB de dieces;. 
6 de dieces por diez (10*); 
ó de dieces por diez y por diez (lO^); 

Y asi de los demás sistemas. 

Si el grado de la escala dado, contiene 

exactamente 

un número dígito de dodecaenas, undeoaenas, decaenas^ etc.. 
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se escribirá ese dígito seguido de los ceros correspondientes; 
pero, si no contiene exactamente, sino 

con sobrante 

alguna de las altas agrupaciones regulares (dodecaenas, un-
decaenas, decaenas, eneaenas, e t c . ) , entonces, después de 
escribir el dígito de dodecaenas, undecaenas... que quepan 
en el número, averiguaremos del mismo modo si el sobrante 
contiene á su vez 

exactamente 
ó con sobrante 

alguna de las agrupaciones inferiores... Y asi procederemos 
sucesivamente siempre que nos resulten sobrantes, hasta lle­
gar á las protoenas ó cifras del primer lugar. 

De aquí resultan las dos importantes proposiciones si­
guientes: 

1,^ Todo grado de la escala de la pluralidad, por razón 
de su forma escrita, se descompone en tantos sumandos cuan­
tas sean las cifras con que el número está escrito (1). 

Y 2.* Cada sumando consta de un dígito seguido de tan­
tos ceros como cifras tenga el dígito á su derecha. 

Hagamos, por tanto, aplicaciones. 
En el «istema decimal el guarismo trescie&tos cnsrenta y 

ocho 
348 

T 

88 descompone eil los tres sumandos 

300 
-+- 40 • 
•*• 8 

348 

c«d» uno de los cuales contiene ün dígito (esto es, una cifra 
significativa, bien sólo, ó bien seguido de tAnion ceros como 
oi^as resalten á la derecha)* 

(1) Se exceptúan los ceros. 
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En el miamo sistema decimal' 

394 856 

se descompone, como sigue, en 6 sumandos: 

800 000 
-t- 90000 
-*- 4000 
H- 800 
•*- 50 
4- (5 

394 85B 

En el sistema quinario el guarismo 

342 

(que vale tanto como 97 en el sistema decimal) se descom­
pondrá en los sumandos siguientes: 

300 = setenta y ciuco 
-t- 40 = veinte 
•+• 2 = d o s . 

342 = noventa y siete 

En el sistema duodecimal el guarismo 
124 

<que corresponde al 172 del sistema decimal) se subdividirá 
«n los tres términos siguientes: 

100 = ciento cuarenta y cuatro 
' -4- 20 = veinte y cuatro 
-t- 4 = cuatro 

124 = ciento setenta y dos 

Y a%i respectivamente de los demás sistemas. 

De donde resulta el enunciado que sigue: 
TJn sólo y mismo grado de la escala de la pluralidad, se 

-descompone por causa de la NOTACIÓN, en sumandos, qué son 
diferentes de un sistema de nunjeraciótt ¿ otro. 

Por consiguiente: 
Todos los sistemas d.e numeración son métodos de forma­

ción de sumandos, generados conforme al joónvenio de que 
TOMO I. M 
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cada dígito valga en la izquierda más que inmediatamente á 
la derecha tanto cuantas cifras hubiere (en el respectivo sis­
tema de numeración): 

O bien: 
Todo guarismo es: 

1.° Una suma de tantos sumandos como cifras significati-
vas hubiere en el guarismo; 

2." Estos sumandos aparecen escritos de mayor á menor 
empezando por la izquierda; 

3,° Cada sumando es un producto de dos factores; 
4." Un factor es uno de los dígitos; 
o." Y el otro factor es una potencia del número de cifras 

del sistema de numeración en que se opere. 

Los antiguos griegos temieron que su sistema de nume­
ración escrita pudiera no permitirles algún día escribir todos^ 
los números posibles, y á remediar esta deficiencia consagra­
ron su inventiva hombres de tanto genio como AEQUIMEDES y 
APOLONIO. 

A nosotros los modernos no puede molestarnos semejante 
preocupación. 

Nuestro admirable sistema de numeración escrita bastará 
siempre para todas nuestras necesidades aritméticas- porque 
con él podremos siempre simbolizar todos los números posi­
bles, aun cuando no nos sea dable formarnos idea adecuada 
ni concepto siquiera aproximado de lo que representan nues­
tros guarismos de gran número de cifras (1). 

R E S U M E N . 

¿Oómo se descomponen los números por razón de su for-
nui Mentar 

lEn sumandos. 
i £ n cuántox? 
fin tantos cuantos dígitos tenga el guarismo. (Se excep-

j ^ P l P , 9tiM, Iw ceros.) . ^ '̂  
"•^'^l^íiñto vale cada sumando? 
, - •,^«mr' "' 

(1) Téiae el Apéndice de esta LeeeiÓB. 
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Lo que valga cada dígito seguido de tantos ceros como 
cifras hubiere á su derecha. (Se incluye la locativa.) 

¿Esta clase de descomposición es dependiente del número 
•ó del guarismo? ' 

Lo es del guarismo, no del número; pero el número ad­
mite siempre las descomposiciones del guarismo, 

¿Luego siempre es posible? 
o l . 
¿Por qué? 
Porque todo número contiene é otro MENOR cierto nú­

mero de veces, exactamente ó con sobrante. 
¿Luego los sumandos que por razón de su forma escrita 

integran un número, son diferentes de un sistema á otro? 
Evidentemente. 
¿Qué es, pues, todo guarismo? 
Una suma, cuyos sumandos se ajustan á las reglas de los 

sistemas de numeración. 
¿Y qué es todo sistema de ntmieraciónr 
Un método de formación de sumandos ajustados á la ley 

de la notación. 

A P É N D I C E . 

No cabe dar razón de los fenómenos más familiares sin 
recurrir á guarismos de gran número de cifras, de cuyo va­
lor aritmético, sin embargo, no podemos jamás formar con-
<3epto ni aproximado siquiera. 

I>e un lado, nacesidad de grandes guarismos; de otro, im­
posibilidad de concebirlos. 

Evidenciar en estilo jocoso este doble inconveniente de 
los cómputos es el objeto de los artículos titulados Los billo­
nes y Los glóbulos de la sangre, insertos en una obra mía pu­
blicada con el título de En el umbral de la Ciencia. Hé aquí 
lo principal de esos artículos, cuyo tono festivo tal vez con­
tribuya á dar amenidad á nuestras graves lucubraciones nu­
méricas, no reñida ciertamente con la seriedad científica, 
según lo han demostrado cien y cien veces cuantos autores 
han escrito de «Recreaciones aritméticas». 

L O S B I L L O N E S 

—¡Quién fuera millonario!—oímos decir con suma frecuen­
cia á los que apenas tienen^ porque los millonarios no lo di­
cen, "í, sin embargo, todos somos BÍLLONARIOS. 

¡Verdaderamente somos bilionarios! 
En la sangre existen unos globulillos tan-diminntos, qne 
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en un milímetro cúbico caben nada menos que cuatro millo­
nes. Se entiende, si la sangre es de hombre, pues si fuera d© 
camello cabrían hasta 10 millones; y si de cabra, 18. La cor­
pulencia del animal no tiene nada que ver con la finura ni la 
densidad de la sangre. 

Todos saben que existen esos glóbulos; pero ¡qué poco» 
los han visto! ¡Cuan pocos se imaginan su exigüidad! ;Quién 
su numero? 

Pero en este siglo de los portentos, no ha querido Mr de 
Malassez que el problema quedara sin solución, y, por medio 
de un tubo capilar achatado, y de un rhicroscopio cuyo ocular 
se hallaba dividido en retículas de dimensiones conocidas, ha 
llegado á contar con perfecta exactitud el número de esos 
seres misteriosos. 

Suponiendo que el hombre encierre en su organismo has­
ta 12 litros y medio de sangre; como cada litro contiene un 
millón de milímetros cúbicos, y como cada milímetro cúbico-
encierra cuatro millones de glóbulos, resulta que en el hom­
bre hay 

121/j X1000 000 X 4 000 ooa 
, = 50 000 000 000 000 

—¡Cincuenta billones de glóbulos! 
—Pero, ¿qué es un billón? 
A cada instante de nuestra existencia tenemos que habér­

noslas con BILLONES. Somos billonarios y ¡nadie sabe lo ane­
es un billón! ^ 

—¡Hombre! No. Un billón es la unidad seguida de doce 
ceros: ° 

1 OOO OOO OOO 0 0 0 
¡Ya! 

Pero es el caso que ese guarismo representa una noción 
tan obscura, que solamente recurriendo á espacios de tiempo 
considerables y a ficciones extravagantes de la imaginación 
es como podemos empezar á asombrarnos de lo que eso es. 
Una veterana revista inglesa, Nautical Magazine, demuestra 
que 81 se hubiese encomendado á DUBNDBS muy listos é indus-
triosoK la tarea de construir gotas de agua, encargando á cada 
operario el colocat ea el orden conveniente un millón de mo­
léculas por segundo de tiempo, sin serle nunca permitido pa­
rarse, ni descansar, m dormir... «ida uno de los tales duendes 
necesitaría 10 millones de años para terminar una gotita d© 
1% capaeidadde un milímetro cúbico, y cinco billones de año» 
para llenar una botella de medio litro de capacidad. 

Yo me acuerdo d© que, estando en la escuela—hace ya 
bastantes semanas—un ayudante me hacía esoribir oantída-
des de ^ y 30 cifras—¡tantas cuantas en la piaarra cabían!— 
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y yo me quedaba como una? castañuelas de alegre y satisfe­
cho cuando, sin tropezar, leía un guarismo que empezaba, 
V. gr.: '¿41 000 ti ilíones..\. ¡Pobre de mi! ¡Qué ajeno me halla­
ba yo entonces de sospechar que no estaba haciendo otra 
cosa que poner nombres á indescifrables enigmas! 

¿Habrá alguien que se imagine saber lo que es UK BILLÓN? 
Hace años corrió por los periódicos la graciosa computa­

ción siguiente, que, pior su ingenio, no debe caer en el pozo 
del olvido. 

Imag'inemos una persona de lengua tan expedita y pro­
nunciación tan clara, que pueda contar 100 números, segiin 
•la serie de los números naturales, diciendo muy de prisa 1, 2, 
3, 4, 5, 6... sin omitir nunca ninguno, ni pasar nada por alto. 
Imaginemos también—contra lo evidente—que siempre in­
vierta el mismo tiempo que en pronunciar 1, 2, 3, 4, 6... eu 
decir, por ejemplo, 27 891, 27'892, 27 893... y tendremos, 
que si en cada minuto dice 100 números, en cada hora dirá: 

60 X 100 = 6 000. 
Y en cada día 

6 000x24=144000. 

Pues admitamos que lie2;uecuotidianamente hasta 200 000, 
Entonces en cada añ i dirá 

365 X •200 000 = 73 millones. 

Echemos por lar^o, que para todo da la viña, y concedá­
mosle al año hasta 100 millones. Y, así, en 10000 años lle­
gará á 

10 000 X 100 millones = 1 BILLÓN. 

Y ahora entra lo jocoso, que hasta este momento kio había 
• aparecido. 

Entre los locos que andan sueltos porque no muerden, se 
hallan los fabricantes de eras y''dé crono)ogías. Según la 
ouentfi de algunos buenos de estos señores, no hace 8 000 
años todavía de la creación del mundo; por manera que, si 
nuestro padre Adán no se hubiese muerto aún, y jamás se 
hubiera ocupado uiáx que en decir números sin saltar nunca 
ninguno, y sin comer, ni dormir, ni descausar, ni distraerse 
en ocasión ninguna ni por ningún motivo—ni aun por la ten­
tación de la manzana,—todavía necesitaría más de 2 000 años 
para llegar á decir un millón de millones, ó sea UN BILLÓN. 
¡La unidad «eguida de doce ceros! 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 OOO 
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Hay un modo raro de contar en que no se cuenta, y sin 
embargo, se mide. El habituado á las grandes reuniones dice 
sin equivocación al entrar en un teatro muy concurrido: 
«Hoy hay más gente que anoche» (ó menos, según). Y, aun­
que el inteligente no se equivoque, claro es que este modo de 
computar no satisfaría á ninguna empresa, y de ahí lo nece­
sario de una buena contabilidad. 

Un cantante reproduce sin error la escala de las orquestas* 
y, si lo hace con toda exactitud, su garganta ha de ejecutar 
precisamente: 

para el do 522 vibraciones por segundo. 
para el re 567 ' /* * >' 
para el mí 652 '/a » » r 
para el fa 696 » » 
para el fol 788 » » 
para el la 870 » » 
para el si 986 V* • * * 

Si el cantante produce más ó menos vibraciones por se­
gundo, los oídos inteligentes notan en seguida que se ha subi­
do, ó se ha bajado; y los instrumentos de los físicos cuentan 
exactamente el número de vibraciones en que consistió la fal­
ta ó el exceso. 

Así, pues, la sensación del la de las orquestas no es sim­
plemente el conocimiento general de que fuera hay MOVIMIEN­
TO, VIBRACIONES, siuo el conocimieuto concreto de que el nú­
mero de vibraciones es ¡cosaadmirabje! de 870 cada segundo; 
es decir, que cuando de fuera conmueven^mi oído 870 pulsa­
ciones, digo que oigo un la: si lo conmueven 783, digo que 
oigo un sol; si 622, un do; si 696, un fa, etc. Verdaderamente 
el oído no cuenta, pero siente el batallón de pulsaciones como 
conjunto; y sabe apreciar perfectamente cuándo ese conjunto 
es la mitad ó el doble que otro conjunto de pulsaciones pre­
cedente ó siguiente; ó bien los Ys ó bien los ' / j , etc.;'al modo 
con que podemos decir que un talego de monedas pesa la mi­
tad, ó el doble, ó ̂ el tercio que otro, sin necesidad de conocer 
el número exacto de monedas contenidas en ninguno de los 
dos. La BKiiACióN, pues, puede sernos perfectamente percep­
tible, siendo del todo desconocidos los números absolutos so­
bre que recae el juicio en que la relación se apoya. 

Pues, COMO FUEBA DE N080TB08 los fenómeuos de la luz 
son pulsaciones del éter, sucede con nuestros juicios referen­
tes á ellas lo mismo que con las referentes al sonido. El ojo 
distingue las relaciones existentes entre ellas, y las l^ama, 
según los casos, 

violeta, amarillo. 
Índigo, naranjado y 
azaJ, rojo, 
verde, 
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Pero, así como los físicos de la acústica no se han conten­
tado con el conocimiento de conjuntos y relaciones que deja­
ba satisfechos á los músicos, antes bien, por muchos métodos 
distintos han contado las vibraciones correspondientes é cada 
nota musical, del mismo modo los físicos de la óptica no se 
han contentado con el conocimiento que del colorido tienen 
los grandes poetas de la pintura; antes bien, por muchos 
métodos distintos han contado las vibraciones de la luz co­
rrespondientes a cada color, y se han encontrado con que las 
undulaciones etéreas son, no ya centenares ni millares como 
para el sonido, sino siempre considerable número de BILLONES. 

Sigamos. 
Todos, de niños, hemos andado detrás de la cocinera has­

ta obtener un poco de agua de jabón en una jicara, regular­
mente sin asa (en los experimeutjos de física debe resplande­
cer la economía). Antes nos habíamos procurado un canuto 
de caña, abierto por sus dos extremos á costa de algunos 
arañazos y de unos cuantos millones de glóbulos de sangre; 
que la letra con sangre entra, y no se cogen truqhas sin re­
mojo. Pues, provistos de tan complicados aparatos científi­
cos, nos hemos puesto al balcón, no sin enredar en sus hie­
rros los pies; y allí hemos estado haciendo pompas de colo­
res, y llenando de agua de jabói^ á los transeúntes, hasta 
agotar el contenido de la jicara, que siempre tenía fin antes 
que nuestras ansias de soplar. ¡Válanos Dios, y qué poco sa­
bíamos entonces que estábamos haciendo ciencia por todo lo 
alto! 

La película de la pompa de colores no se rompe mientras 
tiene el grueso de una cienmilésima de milímetro. Los ópti­
cos y los geómetras lo demuestran, y no hay más que creer­
lo. Con agua pura no pueden formarse pompas de coloresj 
pero, agregando al agua su centésima parte de jabón, ya 
adquiere el liquidó la visoosidad necesaria para el entreteni­
do experimento. 

Supongamos que haya una sola p^olécula de jabón en la 
película de la pompa de colores al tiempo de romperse, y cla­
ro es que esta molécula será la 

•jj^ parte de lag^^ d« milímetro; 

de manera que en un milímetro lineal podrían colocarse en 
fila, cuando menos, 10 millones db moléculas de jabón; y «n. 
el milímetro cúbico cabrían 

10 000 000< = 1000 000 600 000 OOÓ 000 000 

Ift mudad seguida de 21 ceros. 
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¡MIL TRILLONES de moléculas de jabóa! 
¡Oh, tú, sabio pasante, que eu la escuela me hacías hacer 

aquellos endemoniados ejercicios de lengua á la pizarra, tan­
to mayores y primorosos cuanta más larga era ésta! ¿Qué se­
ría de mí ahora sin tu previsora gimnasia? Yo te estoy suma­
mente re...co...no...cido... 

Pero ¿de qué? ¿Sé yo acaso lo que es un trillón? 
Después de bien reflexionado todo, te retiro mi explosión 

de gratitud. 

La molécula de jabón no es un cuerpo simple; antes bien, 
resulta soberanamente complicado. En ía, cutícula de mis 
pompas de colores había ciertamente al desgarr&rse 

sodio 

jabón compuesto de. 

sosa, compuesta de j *°4^'* 

j oarbono< 
ácido esteárico, de I bidrógeno 

I oxigeno 

ácido margárieo, de I hidrógeno 
C oarbono 

hidrógen 
oxigeno 

^ carbono 
ácido oleico, de < bidrógeno 

( oxígeno 
y agua, de A ^drógeno 
•' * ' I oxigeno. 

¿Qué tamaño debemos asignar á los componentes de sodio, 
carbono, hidrógeno y oxígeno? Si antes teníamos trillones, 
¿qué nos saldrían ahora? ' 

£n virtud de atendibles consideraciones, estiman los que 
creen en las moléeulas que en un milímetro 'lineal caben eh 
fila 100 niillones; de modo que el milímetro cúbico debe con­
tener (no hay, que asustarse) 
> ' . 

ula cuatrillón 
1000000000000000000000000 

jla unidad seguida de 24 ceros! , 
¡Y estábamos hablando de billones! ¡UN BILLÓN! ¡Bah! 

¡Qué insignificanoja! No me vuelva üd. á hablar más de bi­
llones en todos los días de su vida. 

¿Sí? Pues, por dar á usted gusto, tijeretas han de ser. 

Las cosas no son lo qué parecen. 
Una aguja penetra hacia el interior do mi epidermis: fue­

ra, MoviHiBKToieii mi 0onoiencia, I^OLOB: lo que en mi pasa 
no «8 lo mismo que en la aguja: ¿ la aguja nada le nfnsLS. 
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Uaa cuerda de una guitarra vibra, es decir, está animada 
<ie rapidísimos movimientos de vaivén, que veo con los ojos, 
<jue siento con mis manos; si en la cuerda pongo á caballo 
una tira de papel doblada, el improvisado jinete es despedido 
irremediablemente y va al suelo. Fuera, MOVIMIENTO: en mi 
«onciencia, sensación de SONIDO: yo oigo: la cuerda no oye. 
Lo que en mí pasa, no es lo mismo que en la cuerda. 

Una flor despide menudísimas partículas aromáticas, que 
bombardean mi órgano olfatorio. Fuera, MOVIMIENTO: en mí, 
sensación agradable de aropaa: en la flor no hay tal agrado. 

Ei éter vibra, como el aire, ó' análogamente. En verdad, 
nadie ha visto esas vibraciones, como se ven las del sonido; 
pero con los ojos de la inteligencia no podemos negar nues­
tro asentimiento á la teoría de la undulación. Fuera, excur­
siones de vaivén del éter; es decir, MOVIMIENTO; en mí, sen­
sación de LUZ y <}e COLOB. 

Hé aquí lo? clásicos números de Fresnel. 
El total de vibraciones durante un segundo es 

para el rojo = 497 000000 000000 
» uaranjado. = 528 000 000 000000 
» amarillo. . . = 5 5 9 000 000 000 000 
» v e r d e . . . . . =601000000000 000 
» azul = 6 4 8 000 000 000000 
» índigo = 680 000 000 000 000 
» v io le ta . . . . = 728 000000000000 

Asi, cuando 497 billones de sacudimientos vibratorios del 
«ter impresionan por segundo nuestra tetina, decimos que ¡ve­
mos Hojo, cuando 628 billones, amarillo... etc. 

Los fenómenos naturales no podrían explicarse suponien­
do solamente diminutísimas las moléculas gaseosas; hay, 
además, que imaginarlas dotadas de movimientos enormes, 
vibratorios y translaticios; y diferentes para diferentes gas'es. 
Según los cálculos de Clausius, las moléculas del hidrógeno 
se mueven con una celeridad de 1 844 metros por segundo. 
La velo'éidad de un tren de ferrocarril es de 16 solamente: la 
de los últimos proyectiles de los cafiones es de 700. Calcúlase 
que él libre trayecto de una de estas moléculas, en el estado 
«omún gaseopo, es como unas 5 000 vepes el diámetro de la 
molécula misma: y que el número de choques de una molécu­
la de oxigeno con sus compañera», debe ser de 7 646 xnillones 
por segundo. La tensión de los fluidos gaseosos es la comple­
j a resultante de los choques de esos oorpúscnlosjiaseosos con-
tira las paredes de los vasos que los bontienen. En un cilindro 
de vapor, la presión contra él émbolo e{s -la suma de los cho­
ques que de las moléculas recibe: sí se dobla .en el mismo ci-

TOMO 1. 21 
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lindro el número de corpúsculos gaseosos, recibirá el émbolo, 
en el mismo tiempo que antes, doble número de golpes, etc. 

Abora bien: en un recipiente lleno de abejas, éstas no po­
drán apenas moverse; pero si se las va extrayendo hasta que 
en el vaso queden muy pocas, estas pocas no se estorbarán 
mutuamente tanto como antes, sino que ya podrán volar con 
celeridad suma y golpear con gran violencia las. paredes que 
las retienen encerradas. 

Esto es lo que ha hecho Crookes con las moléculas gaseo­
sas en sus famosos tubos. Por medio de una bomba pneumáti­
ca especial hace el vacio en esos tubos hasta una millonésima 
de atmósfera; redúcese asi asombrosamente el número de los 
antes inevitables choques; la trayectoria libre de cada mo­
lécula es, por lo tanto, muy larga y rectilínea; y, entonces, 
ayudando la acción eléctrica, aparecen fenómenos de LUZ, de 
CALOB y de MOVIMIENTO, que confirman sorprendentemente 
las ideas admitidas acerca, no sólo de la pequenez de las mo­
léculas, sino de la prodigiosa energía de sus veloces movi­
mientos-

Todo cuerpo constantemente golpeado, se calienta. Pues 
en los tubos de Orookes el bombardeo de las moléculas funde 
instantáneamente los metales, el platino inclusive; pone lu­
minosas lAs paredes de los vidrios golpeados, y mueve ruede-
citas de paletas construidas al efecto. Para estos fenómenos 
de luz y de fusión vuelven á aparecer, como condición im­
prescindible, los obscurísimos BILLONES. 

Siempre, siempre estamos entre dos infinitos; el infinita­
mente grande de los espacios celestes, y el infinitamente pe­
queño de los diámetros y de las distancias moleculares. 

"Verdaderamente no tenemos ni aun idea de los números 
grandes. 

Sabido es que en los Estados Unidos había en Tesorería 
en 1888 un sobrante de 

150 millones de duros,-

de que loa yankees no sabían qué hacer. ¡Enorme suma sin 
empleo, insensatamente arrancada á la prodnpción por el pro­
teccionismo norte-americano! i Inútiles millones encerrados 
en las bóvedas de la Tesorería federal! 

«¡Que me los traigan!»—oigo >a decir á' alguno pon las 
narices no tan largas como su tsodicia.—Pero ¡cuál no «ería la 
sorpresa de este honrado codicioso, si le dijera alguna de 
aquellas fantásticas magas de los cuentos de nilLos: «Tuyos 
8on, BÍ cuentas en un a&o una & una las monedas». 
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A principios del año de }888 fué necesario hacer el re­
cuento de esos 160 millones de duros, y la tarea ocupó me­
ses á veinte y cinco hombres expertos. Y cuenta que existían 
en billetes 25 millones de duros y que los peritos los contaban 
á razón de 5 000 billetes por hora. El oro no se contaba, sino 
que se computaba al peso, Los duros en plata también se con­
taban por sacos... La dificultad del recuento consistió en ha­
ber 10 millones en plata menuda, los cuales exigieron tres se­
manas... Si los 10 millones hubiesen estado todos en pesetas, 
un solo hombre habría necesitado tres años para contarlas. 

Nó; nosotros, bilionarios, no nos hacemos cargo de Jo que 
«9 una cosa repetida un gran número de veces.—En los Esta­
dos.!! nidos ha inventado un constructor de cajas de hoja de 
lata un procedimiento para ahorrar una gota de soldadura en 
cada caja; y, como la máquina suelta botes por millares, el 
ahorro diario de estañó realiza una economía de 15 duros. 
Indudablemente, el pensar remunera. El salir de la rutina, 
paga bien. 

Nó: no sabemos lo que son los grandes números. Para ayu­
dar al concepto imaginativo, hubimos antes de recurrir a la 
idea de TIEMPO, y supusimos que nuestro padre Adán no se 
había muerto de fastidio contando 

1000000000000 

Pero es el caso que la idea de los grandes tiempos tampoco ^ 
nos es concebible. 

¿Qué es 

1000000 

de años? Parece que este numerillo (ya que tratamos de bi­
llones) debe Ser una idea accesible á la imaginación. 

Pues nó: traduzcamos ese TIEMPO en ESPACIO. Por ejemplo: 
Supónese que algunas estrellas se hallan á tan enorme dis­

tancia de nosotros que su luz tarda en llegarnos un millón de 
años. ¡Bien pudiera suceder que en ese tiempo hubiese pere­
cido el astro cuya luz nos hace el honor de entrar ahora por 
nuestros telesoopiosl Pero no pensemos en la muerte (que eso 
da ganas de llorar). Oaloulemoa en kilómetros (que es lo que ^ 
ahora hace al caso) la distancia & que se encuentra ese lejano 
sol, retirado filosóficamente allá en el abismo de los cielos. 
La luz camina & buen paso: 300 000 kilómetros por segundo, 
que no es poco correr (de aquí á los antípodas no hay más 
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que 6 370). Pues un cálculo biei\ fácil nos hará -ver que la dis­
tancia entre esa estrella y nosotros es de más de 

d millones de billones de kilómetros! 
9 460 800000 000000000(1). 

Y esto sin contar los días intercalares de los afios bisies­
tos. ¿A qué? ¿No da lo mismo? ¿Quién se forma imagen'ni 
concepto de semejante longitud? 

Kó: nosotros BILLONABIOS ni aun imaginamos siquiera loa 
grados algo creciditos de la escala de la pluralidad. 

La cantidad pagada por Francia á Alemania, como in­
demnización de la guerra franco-prusiana de» 1870, fué de 
5 000 millones de francos. No llega ni con mucho á la quinta, 
parte el número de minutos de la Era Cristiana hasta 1870 (2). 

(1) Un día tiene 24 horas. 
cada hora 60 minutos. 

1440 
cada minuto. 60 segundos. 

86400 
Ttn año tiene 365 días. 

482000 
518400 
259200 
31536000 

la luz anda por segando 300000 kilómetros, 
9460800000000 

recorre, pues, en un millón de años 94608O00OOD0OO00O0O 
f 

¡Una friolera! 9 ttíllones y... un pioo de billones!! 

(2) Un día tien» 24 horas. 
x 6 0 

Un dia tiene 1440 minutos. 
866 i 
7200 
8640 
4890 

860 
Un sfio tíene 625960 minutos. 

, 1870 
86817900 4907680 596960 

La £ra Ortetiaaa bovta 1870 tiene $183646300 míautcMk 



LKCCIÓN X V I I 

Talor absolnto de las elfras. — Valor relativo. 
Talor eorrelatlT/o. 

En todo sistema, los primeros grados de la escala de 1» 
pluralidad se escriben con trazos ó cifras, qne, en absoluto, 
y sin recurrir á convenio ninguno respecto á la significación 
locativa, tienen representación numérica, por no depender de 
ningún convenio la idea qne simbolizan; y, asi que se han ago­
tado esas cifras destinadas al primer lugar (1), se recurre al 
convenio, en virtud del cual cada cifra colocada á la izquier­
da vale más de lo que valdría colocada en el inmediato lugar 
á la derecha, tantas veces cuantas cifras tiene el respectivo 
sistema de numesación. 

(1) Los autores dicen «unidades de primer orden, unidades de segundo, 
orden, unidades de tercero»..., etc.; pero ya hemos visto que la voz wiidad 
tiene en matemáticas do» acepciones: 1.* La de primer grado de la escala 
de la pl^alidad. 2.*̂  La de módulo. 

Si ahora se admite esa otra acepción, tendremos que: 
3.* Unidad significa también «cifra en determinado lugar». 
Pero esta última acepción no es absoluta, puesto que depende del sis­

tema de-numeración adoptado; y, así, en el sistema decimal la idea de dies 
contiene «na €unitUid» (10) del segundo orden, mientras qne en el sistema 
quinario contiene do» (90). En Aritmética pura no debería, pues, decirse 
«unidad de tal orden», sino «citra» de tal orckn. Veremos que en la *Arit-
mítica modular» podrís tal vez pasar esa expresión eñ el sentido concreto de 

«IJMmAD-MÓDULO». 

JPero no es de esperar que la palabra unidad deje de emplearse en esta, 
terdem acepción^ - ' 
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Por esto se dice que las cifras tieneu dos valores: 

uno absoluto, 
y otro relativo (1). 

El valor absoluto es el de cada cifra como protoena, inde­
pendientemente de toda combinación locativa. 

, El valor relativo es el de cada cifra como déntena, ó trie-
na, tetraena... esto es, .el valor dependiente de la colocación 
respecto de las protoenas; ó, de otro modo, el valor relativo 
es el de cada cifra, como mnltiplicador ó coeficiente de algu­
na de las potencias del número de cifras que tenga el sistema 
de numeración. 

Generalizando la idea dada en la Leqción IV, diyemos: 
Llámanse dígitos aquellos grados de la escala de la plu­

ralidad que se expresan por medio de una sola cifna en su 
vsibr absoluto. 

Y llámase también «dígitos» á las cifras de cada sistema, 
exceptuando el cero. 

Cada sistema de numeración tiene, pues, tantos «dígitos» 
como cifras significativas. 

Así, el decimal, tiene nueve: 

1,2,3,4,6,6,7,8,9. 

El sistema undecimal, tiene diez: 
« 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 8, 9, a. 
» 

El duodecimal, once: 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, b. 

El sistema quinario, tiene cuatro*. 

1,2,3,4. 

El binario, sólo tiene el 

(1) Los libros de Matemáticas dicen, con incorrección manifiesta, que 
los nünteroB tienen esos dos valores: absoluto y relativp.̂  No son los 
números, sino las cifras: el valor de los niimeros es invariable, porque 
«ada número representa on grado de la escél» de la pluralidad; ése y no 
otro. " 
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Los demás guarismos de cada sistema se llaman <c»m-
puestos». 

Si las deutenas valen más que las protoenas tantas veces 
como cifras tuviere un sistema, podemos decir, generalizan-

. do, por ejemplo, que las hexaenas son deutenas de las pen-
taenas, puesto que las hexaenas valen más que las pentaenas 
tantas veces como cifras tiene el sistema; y, llevando la gene­
ralización á. su último limite, diremos que 

En todo sistema una cifra cualquiera es deutena de la 
contigua colocada á la derecha. 

Si las trienas valen más que las protoenas tantas veces 
como el número de cifras que tuviere el sistema, multiplica­
do por sí mismo (ó sea elevado á -la segunda potencia), gene­
ralizando, diremos que 

En todo sistema, cualquier cifra es triena de la que estu­
viere situada dos lugares á la derecha: por tanto, las dode-
caenas sotí trienas de las decaenas: las'heptaenas lo son de 
las pentaenas, y- los millares son centenas de las decenas, 
etcétera, etc. 

En general: 
Son deutenas, trienas, tetraenas, pentaenas... correlativas 

(ó en segundo respecto) las cifras que distan de otras, lo que 
distan de las protoenas las deutenas, trienas, tetraenas, pen­
taenas... naturales. 

Así las dodecaenas son pentaenas de las octoenas, los mi­
llones son millares de millar... 

Y así sucesivamente. ^ 

R E S U M E N 

¿Qué valores pueden i,enev las cifras? 
Tres: absoluto, relativo y correlativo. Es decir, valor in­

dependiente de todo,convenio sistemático; valor locativo res­
pecto de las protoenas; y valor jerárquico de un valor locati­
vo respecto de otro locativo. 

¿Cnál es el valor absoluto? 
El de cada dígito independientemente de la posición lo­

cativa. 
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¿Cuál es el valor relativo? 
^„u-^ r® "̂ f*̂* Í^'^'*S f««P«°to de las protoenas, ó sea como 
multiplicador ó coeficiente de «na potencia del n u m e r ó l e 
cifras que tenga el" sistema de numeración en que se opere 

¿Cuál es el valor correlativo? ^ ^ '̂ ®-
n„í5.1® ^*^ cifras de un orden respecto de las cifras de cual­
quier otro orden; de modo que se llaman deutenas, trienas 
correlativas las cifras que distan de otras lo que las deute­
nas, trienas... naturales distan de las protoenas 

¿Qué és dígito? 
El guarismo que se escribe con una sola cifra: 1, 2, 3, 4, 

¿Qué es guarismo compuesto? 
El que se escribe con más de una cifra- 10 Ti ^9 QOI 

480, 79 647, 6 000 000... ' ^^' •^-•••' ^^h 
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Doble lectara de los enarismos.—Reglas generales 
del decimal. 

De lo expuesto en la lección anterior se deduce que hay 
varios modos de leer los guarismos. El siguiente del sistema 
decimal 

5 431 

se leerá, en general, 
cinco mil cuatrocientos treinta y uno 

y, en particular, 

quinientas cuarenta y tres decenas, más uno 

ó bien 
cincuenta y cuatro centenas, más treinta y uno 

o 
cinenenta y cuatro centenas, más tres decenas, más uno. 

Leamos el siguiente guarismo del sistema decimal en to­
dos loB modos posibles 

8456 789 

tres millones, cuatrocientos cincuenta y seis mil, setecientos oohem-
ta y nueve 

Ó bien 
treeoientas cuarenta y cinco mÜ seiscientas setenta y ocho decenas, 

más nueTe ' 
«oao I. 
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Ó bien 

treinta v cuatro mil quinientas sesenta y siete centenas y ochenta 
Y nueve (ó sea ocho decenas y nueve, esto es, 80 -t- 9) 

Ó bien 
tres mil cuatrocientos cincuenta y seis millares y setecientos ochen­

ta y nueve (ó 3 456 millares, 7 centenas, 8 decenas y 9) 

Ó bien 

trescientas cuarenta y cinco decenas de millar y seis mil setecientos 
ochenta y nueve (ó 6 millares, 7 centenas, 8 decenas y 9) 

Ó bien 

treinta y cuatro centenas de millar y cincuenta y seis mü setecien­
tos ochenta y nueve (ó 5 decenas de millar, 6 millares, 7 cente­
nas, 8 decenas y 9), et<5., etc. 

Léanse de todos los modos posibles los siguientes guaris­
mos del sistema decimal 

2444 
347 896 

84870476 
97 670005 

147 678 906 
Í23456 789 

En general, en el sistema decimal para leer un guarismo, 
se divide en períodos de á tres cifras de derecha á izquierda. 
El período extremo de la izquierda (por el cual empieza siem­
pre la lectura) puede, pues, contener una, dos ó tres cifras. 
Los autores llaman al pritoer período de la" derecha donde es­
tán las protoenas, deutenas y trienas, período de las unida­
des; al segundo, período de los millares; al tercero, período 
de los millones; al cuarto, período de los millares de millón; 
al quinto, período de los billones; al sexto, período de los mi­
les de billón... 

Cada dos de estos J>eríodos forman lo que se llama seo-
eión, oofflo sigue: 



NUMERACKJN 171 

BECCIÓN 
DE LOS BILLONES 

SECCIÓN 
DB LOS MILLOKRS 

SECCIÓN 
DE LAS UNIDADES 

Periodo Periodo 
millares de ™'"' 

billón. uñones. 

8 3 5 

5 
a 
J.S 

9 2 4 

o 

Periodo 
de los 

millares de 
millón. 

6 7 1 

Periodo 
délos 

millones. 

8 6 2 

Periodo Periodo 
de los de las 

millares. nnlOades. 

Este guarismo se lee: 

55 

§ s 
£ s S 
o a 01 2 i ° 

4 7 9 

O ^ 

1 "a 
' i <« > 
S «> 1.̂  

5 3 8 

fi.S u 

Si hubiese habido otra sección de seis cifras á la izquier­
da, se habría llamado 

sección de los trillones; 
y si otra aún, 

sección de los cuatrillones; 

y así sucesivamente, cada sección hacia la izquierda, 

quiutillones, 
sextillones, 
septillones, 
ootillones, 
nonillones, 
decillones, 
undecilloues, '' 
dodecillones... 

Muchas personas hacen escribir una coma ó un punto en­
t re el período de los millares y el período de las unidades, y 
un 8ub-uno, un sub-dos, un sub-tres, en vez de la coma ó del 
punto al final de la sección de los millones, de la de los billo­
nes, de la de los trillones... como sigue: 

844 567,8763 456,667, 488,916, 994,567 
Ó bien 

34^ 567.876, 466.667^ 488.916, 994.667 

Este guarismo se lee en el sistema decimal: 
Treinta y cuatro cuatrillones, 

quinientos sesenta ys ie te mil ochocientos setenta y seis trillones, 
cuatrocientos cincuenta y seis inil seiscientos sesenta y siete billones, 
cuatrocientos treinta y ocho mil novecientos dieciséis millones, 
noveoientos noventa y cuatro mil quinientos sesenta y siete. 
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No 68 de aconsejar el uso de la coma ó del panto ni el de 
los snbdígitos; porque, sobre no ser ordinariamente necesa­
rios, pueden inducir á error, confundiendo un guarismo na­
tural con los llamados quebrados decimales (de que se habla­
rá en la Aritmética modular). Hoy está proscrito el uso de 
tales índices. 

Lo que sí debe hacerse es escribir cada sección de seis ci­
fras algo apartada de la inmediata, y cada período de tres 
cifras, algo separado de su compañero dentro de cada sección 
como sigue: 

¡U 567 876 456 667 438 916 994567 

Cuando el guarismo pasa de billones, pueden, sin incon­
veniente, indicarse las secciones y los períodos, señalando un 
punto sobre la última cifra de cada período: 

34* 667* 876* 456 667 438 916 994 567 

Hay quienes duplican ó triplican...' los puntos en la últi­
ma cifra de los billones, trillones... 

* • • 

34 567 876 466 667 438 916 994 567 

Hay también quienes proceden como sigue: 

84 557 876 456 667 438 916 994 567 « 
Ó bien 

34 567 876 456 66? 538 916 994 567 

Ninguno de estos recursos y otros análogos es de censu­
rar, atendiendo á que los índices de secciones y períodos se­
ñalados sobre las cifras no pueden inducir en error. 

Los ingleses, alemanes, norteamericanos y machos ita­
lianos leen los guarismos como nosotros; pero los franceses 
signen otro método en cuanto el guarismo pasa de nuera 
cifras. 

•̂ *'̂ » 981 744384 

se lee del mismo modo por franceses, ingleses, alemanes... y 
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españoles; pero, en teniendo el guarismo diez cifras ó más, ya 
hay variación, y, por cierto, capital. 

Hé aquí el sistema francés. 
Cada período de 3 cifras tiene nombre diferente: 

Periodo Periodo Terlodo Periodo Pi'rlodo Periodo Periodo 
de lo» de les de los de los de los de los rte las 

quintUloues cuatrillones. trlUones. billones. millones. millares. unidades. 

3 2 . 5 4.5 4 6 7 4 9 9 9 9 9 8 7 4 8 6 5 5 
Que se lee 

05 i r 
B = 
?! J S S Oí) 

? 9 5í a B 
1 'i o y-i tí < J 

• S s S ? 2 d . s i l ' S d S -Sf lS . 2 S 2 S 2 § 
O J B " " ^ ^ Í 3 C O O ? " l > t > á t > E > ^ « o S O ¿ n O . 3 

¿ • S " §.S 'S -S" o o i ^ 0 0 ° 1 3 ° - s S " 
M > t > i o o f * i oacot») flfl>^ t3cl>i c n o t » > a i o t » > 

De donde resulta que los trillónos franceses corresponden 
á los billones de los ingleses, alemanes... y españoles; y nues­
tros trillones corresponden á los quintillones de los france­
ses, etc. (Véase el Apéndice de esta lección). 

Análogamente á lo ya expuesto respecto del sistema deci­
mal, todo guarismo de otro cualquier sistema puede leerse 
de varios modos. 

Sea el guarismo 
876432 

de un sistema diferente del decimal, podrá leerse así 

ochcrhexaenas, siete pentaenas, seis tetraenas, cuatro trieaas, tres 
deiiteass y dos protoenas (de tal sistema). 

ó bien 
ocho ]>entaeiias, siete tetraenas, seis trieuas, cuatro deutenas, y tres 

protoenas de deutenas, mAs dos 

Ó bien 
ocho tetraenas, alíete tríenas, seis deutenas, y cuatro protoenas de 

trienas, más tres deutenas, más dos protoenas. 
Etc., etc., e»c. 

(Véase el Apéndice de esta lección). 
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R E S U M E N 

¿Cómo se leen los guarismos? 
De un modo general con referencia á las protoenas, y de 

otros varios modos cuando conviene expresar los valores de 
las cifras superiores con referencia á otras inferiores, pero 
siempre superiores á las protoenas. 

¿Cómo se dividen los guarismos para su lectura? 
Los ingleses, los alemanes, los norteamericanos... y nos­

otros los españoles los dividimos en secciones de á seis cifras 
y subdividimos cada sección en períodos de á tres cifras. 

Los franceses dividen los guarismos solamente eu periodos 
de á tres cifras. 

¿Qué nombre damos á cada sección de á seis cifras, empe­
zando por la derecha, en el sistema decimal? 

Unidades, 
millones, 
billones, 
trillones, 
cuatrillonea, 
quintillones, 

etc. 

¿Cómo se llama cada uno de los dos períodos que compo­
nen una sección? 

El de la izquierda en cada sección toma el nombre de pe­
ríodo de los millares, y el de la derecha toma el mismo nom­
bre que da á conocer cada sección. Ejemplos: Período d» lo» 
millares de billón y período de los billones; período de los mi­
llares de millón y periodo de los millones; período de los mi­
llares y período de las unidades. 

¿Se dividen los guarismos del mismo modo por los france­
ses que por los ingleses, alemanes... y españoles? 

No. Los franceses dividen los guarismos por períodos de 
á tres cifras, y á cada período dan nombre distinto. 

¿Cómo? 
Conforme & los dos ejempos siguientes: 

SISTBMA ESPAî OL 

346 000 OOÓ 000 OOÓ 000 000 
= tresúentoB oaarenta y seis trillones. 

BISTBMA fRAHCAS , 

346 OOÓ OOÓ OOÓ OOÓ OOÓ OOO 
= trescientos cuarenta y seis quintillones. 
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A P É N D I C E 

Los franceses leían antiguamente sus guarismos lo mismo 
que nosotros los españoles, dividiéndolos en secciones de á 
seis cifras, y cada sección en dos períodos de á tres. Hé aquí 
la autoridad que trae LITTBÉ: 

Billion —Hist. XVI's.—Ung billion yault mille milliers de 
millions, EsT. DE LA ROCHE. Arismetique, f° 7. L'on peut di­
visor les figures de six en six, en commen9ant toujours á 
dextre et sus la premiere figure d'une chescune sixiesme, la 
premiere exceptée, Ton peult metre ung petit point; et doit 
on savoir que toutes les figures, depuís le premier point jus-
ques au second, si tant eu y a, sont tous millions; et du second 
au tiers sont millions de millions; et du tiers au quart sont 
millions de millions de millions; e tainsi des aultres pointz, 
en proferatit ce vocablo million aafcant de fois comme il y 
aura de pointz; ou, qui veult, le premier point peult signifier 
million, le second point billion, le tiers point trillion, le quart 
quadriilion, etc. 

El mismo LITTBÉ dice luego: 
Bíilíon.—ETIMOLOGÍA.—Palabra formada por el modelo 

de millón, con bi en lugar de bis, para indicar el grado supe­
rior inmediato al de millón. Estas formas, billón, trillan, etc., 
fueron creadas en el siglo xvi para significar secciones de 
seis en seis cifras. Así, contando de derecha á izquierda, 
las seis primeras cifras representan la sección de las unida­
des; las cifras desde el 7.° orden al 12.°, ambos inchisive, 
forman la sección de los millones; las cifras del 13." al 18.°, 
representan los billones... y así sucesivamente. Por esta ra­
zón dice EsT. DB LA ROCHE, que un billón vale mil millares de 
millones. Hasta mediados del siglo xvii no »e dispuso que las 
divisiones, en lugar de practicarse de seis en seis cifras, fue­
sen de tras en tres cifras, de donde resultó dividido por 1000 
el antignó>billón, el antiguo trillón, etc. Este nuevo modo de 
contar tardó en ser adinitido en Inglaterra, puesto que LOCKB, 
Essai sur l'entendement humain, I I , 16, echa en cara á sus 
compatriotas el no poder contar los guarismos superiores 
sino repitiendo siempre el nombre de millón.» 

"WBBSTEE en^u Diccionario inglés dice al artículo Billion: 
palabra formad» arbitrariamente del latín bis, dos veces, y del 
bajo-latín millio... Según el método francés de numerar, sig-
nifio» mil millones, 1 000000000; y, conforme al método in­
glés, un millón de millones, 6 bien 1 000000000000. 
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E l mismo W E B S T E B en el art ículo Numeración, dice: 
E a nuestro actual sistema de numeración se ha decidido 

por los autores emplear las palabras unidad, decena, centena, 
millar, millón, billón, tr i l lón, cuatri l lón, quint i l lón, sexti-
Uón, septi l lón, e tc . Puro anhelo ó lujo de exposición en la 
mayor par te de los casos; porque los términos billón, tr i l lón, 
e tcétera , aunque definidos por los t ra tadis tas de Ari tmética, 
no t ienen nunca aplicación en el uso corr iente, y nunca hay 
necesidad de emplear cantidades t a n considerables (1). A pro­
pósito de esto, dice TONSTAL, que en su t iempo (Enrique V I I I ) , 
el cálculo común por millones pasaba luego á millones de mi­
llones, e t c . . y RECOBDE no usa más que el vocablo millón re­
petido; de manera que parece que los billones ú'otrOs guar is ­
mos de orden más elevado nunca fueron ot ra cosa sino mera 
fantasía de los autores de Ari tmética. La probabilidad de esto 
aumenta por su dist into valor en diferentes naciones. E n 
Ing la t e r r a , el billón es un millón de millones; un tr i l lón, u n 
millón de billones.. . y cada nueva denominación es un mi­
llón de veces la que le precede. L a palabra billón, según el 
sistema de numeración francés, vale un millar de millones 
1 000 000000 (2); según el sistema inglés , un millón de millo­
nes, á saber: 1000000 000 000. 

Sin embargo de lo manifestado por WEBSTEB, parece que 
en Ing la te r ra están en uso ambos sistemas de leer guarismos. 
Algunos autores modernos de Ar i tmét ica (JACKSON en t re 
otres) l laman ai sistema francés de dividir los guarismos en 
períodos de t res cifras, el sistema breve (tjie short system); y 
al otro, el de dividirlos por secciones de seis cifras, formada 
cada una de dos períodos de á t res , el sistema^ largo (the lotig 
tystem). 

Y JACKSON ag rega que el pr imer modo es el más adecua­
do pa ra leer los guarismos de pocas cifras, y el segundo, p a r a 
leer los de muchas. 

Véase el cuadro s iguiente: 

(1) Si se trata de libras y penique» esto es cierto. Pero no lo es, eviden­
temente, cuando se trata de las undalaciones de la loz, de la distancia de 
las estrellas, etc., eto. 

(2) En el Diccionario de LITTKÉ se encuentra el artículo siguiente: 
«MnxiABD. «. m. Mil veces un millón ó diez veces cien millones. Es si-

mónimo de billón.» 
Los n-anceses, sin embargo, prefieren en la oonversación y en la 1111»-

ratara<;orriente la vos miUiari á la de billüm: un milliard entier: des mi-
lliard» acewnulíB. 
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Valor de nn dígito segnldo de ceros. —Talor de la» 
expresiones aritméticas formadas de , Tarios disolto» 

ignales puestos & eontlanaeliln unos de otros. 

X 

Sabemos que en las deutenas, trienas... el dígito es el 
coeficiente de una potencia del número de cifras del sistema, 
correspondiente de numeración. 

40 en el sistema decimal = 4 x ID' = 10 -+- 10 -t-10 -»- 10 

Esto, no obstante, importa mucho el análisis siguiente: 
Por ejemplo: 

40, en el sistema decimal, está formado por 10 sumandos iguales A 4: 

4 + 4 + 4 + 4-*-4 + 4 + 4 + 4 - í -4+4 = 40; 

c3 decir, que la cifra significativa 4 del guarismo propuesto^ 
])ttede formar el 40, si se repite el número de veces expresa-
(lo por un 1 seguido de un cero. 

En el sistema quinario se escribe el número 20 también 
con un 4 seguido de un cero; pues bien, el 4 deutenas del sis-' 
tema quinario es igual á 

4 + 4 + 4 + 4-»-<^ 

es decir, que la cifra significativa coa que se escribe veinte 
«n el sistema quinario, expresará también dicho grado de la. 
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•escala de la pluralidad, si se repite el número de ^ecea que 
-eifel mismo sistema quinario vale un 1 seguido de un cero. 

Generalizando, tendremos la importante proposición si­
guiente: 

Todo número expresado por un dígito seguido de ceros es 
una suma de sumandos iguales al dígito, en la cual el dígito 
entra como sumando el número de veces que en cada sistema 
valga un 1 seguido de los ceros que tuviere ^1 número pro­
puesto. 

Así, el guarismo del sistema decimal 

384 

divisible en 

«stá compuesto:; 

800 = 3 repetido 100 veces. 
-K 80 = 8 repetido 10 veces, 
-t- 4 = 4 repetido 1 vez. 

884 

í." De un sumando 
2." De diez sumandos 

Y 3." De cien sumandos 

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

1 
8 
8 
S 
8 
etc., 
etc. 

£1 guarismo del sistema quinario 

842 

divisible en 800 = faree trienas quinarias, 
-t- 40 =« euatro deutmas » 
HKJI = dos protowias » 

842 
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se compone: 
1." De un sumando 

2.° De cinco sumandos 

De veintinco sumandos 

4 
4 
4 
4 
4 

3 
3 
3-

EI guarismo del sistema ternario 

3 
3 
3 
8 
3 
3 
3 
3 
8 
3 
3 
3 
3 
8 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

212 

divisible en 

es igual á Ion sumandos siguientes: 

200 = dos tríenas ternarias-
• 10 = una dentena » 

2&='dos protoenas 

212 

2 
1 
1 
1 

f 2 
2' 
2 
2 

• 2 
2 
2 
2 

l a 
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El guarismo del sistema binario 

111 

divisible en 

es igual 4 los sumandos siguientes: 

y asi de los demás sistemas. 

100 = una triena binaria 
-+-10 = una deutena » 
-t- 1 = una protoena 

111 
1 

1 1 
i 1 
\l 
1! 

De lo dicho es consecuencia inmediata que todo guarismo 
expresado por un dígito cualquiera, colocado á continuación 
de si mismo cierto número de veces como 

66, 222, 5555, 99 999 

está formado por la repetición del mismo dígito, como su­
mando, tantas veces como valga en el correspondiente siste­
ma de numeración un guarismo formado sólo de unos, en 
igual número que cifras hubiere en el guarismo dado: 

2222 = 2 x l l l í . 
Por ejemplo: 

«n el sistema decimal el guariímo 
888 

se puede descomponer on los términos: 

800 
-^ 80 
-t- 8 

Ó lo que es lo mismo, 

en el snmando 8 cien veces =: 8 x 10» 
eo el samando 8 diez veces = 8 x 10' 
en el propio sumando' 8 'una vez = 8 x 1 0 ' ' 

N 
ó, en último resoltado, como si se repitiera el samando 8 cien* 
to once veces 

8.x 111. 
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En el sistema quinario el guarismo 
4444 

86 descompone en 
4000 = cuatro tetraenas quinarias 

• 400 = cuatro menas » 
40 = cuatro deutenas » 
4 == cuatro protoenas » 

4444 

<S lo que es lo mismo, 
en el samando 4 repetido ciento veinte y cinco veces ==: 4 x 10' 
en el sumando 4 repetido veinte y cinco veces = 4 x 10* 
en el sumando 4 repetido cinco veces = 4 x lO» 

y en el sumando 4 una vez = 4 x 10* 

Ó bien 
el sumando 4 repetido el número de veces que en el mismo sistema 

quinario vale la expresión 1111; esto es: 

1000 = ciento y veinte y oínco 
100 = veinte y cinco 

10 = niñeo 10 = cinco 
-t- 1 = uno 

«n junto, ciento cincuenta y seis. 
En el sistema temario el guarismo 

22 (que vale ocho) 

es la suma siguiente: / 2 ' 
I 2 
I 2 

2 = 2 x 1 1 

«n que entra el 2 como sumando tantas veces como rale en el 
'mismo sistema ternario el guarismo 11 (esto es, cuatro). 

Y asi de los demás sistemas. 

RESUMEN 

¿A qué es igual un guarismo escrito con un dígito segui-
áo de ceros? 

A una suina de tantos sumandos igtíales al dígito, como 
«xprese, en al correspondiente sistema, un 1. segtudo de los 
ceros que hay en el guarismo pro||Qesto. 

¿A qvíé «s igual cualquier guarismo? 
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A tantas sumas por el estilo de las anlieriores como cifras 
significativas tuviere el guarismo. 

¿A qué ea igual una expresión formada por un dígito es­
crito á continuación de sí mismo cierto número de veces? 

A una suma en que el dígito entra como sumando tantas 
veces como valga en el correspondiente sistema, una expre­
sión formada por tantos unos como dígitos iguales hubiere. 
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De la eifra m&xfma de cada s i s tema. 

¿Cuándo escribimos en cualquier sistema de numeración 
una deutena, es decir, la expresión representada por au 1 y 
un O? ¿Cuándo escribimos 10? 

Cuando tenemos que anotar por escrito aquel grado de la 
escala de la pluralidad inmediatamente superior al represen­
tado por la cifra más alta del sistema. 

Así, en el decimal representamos con la expresión 
10 

el grado inmediato superior al 9, que es la cifra mayor del 
sistema de diez cifras. 

Así, en el sistema octonario escribimos 
10 

cuando tenemos que expresar el grado ocho,^ que es el inme­
diato superior al 7, cifra máxima de dioho sistema. 

Así, en el sistema de cinco cifras ponemos 
10 

cuando necesitamos escribir el cinco, grado inmediato supe­
rior al 4^ cifra máxima del sistema quinario. 

De modo que si 
Z 

representa, en general, la cifra mayor de cualquier sistem», 



NlíMKUACION 1S5 • 

tendremos que una deutena, ó sea 10, es siempre igual á Z 
más 1. 

10 = Z + 1 
Ahora bien: 
¿Cuándo escribimos, sea cual fuere el sistema de numera­

ción, la expresión representada por el 1 seguido de dos ceros, 
es decir, una t r iena, es decir, 100? 

Cuando tenemos que expresar el grado inmediato supe­
rior al que represente la cifra máxima puesta una vez á con­
t inuación de sí misma. 

Así, después de 99, escribimos 100 en el sistema deci­
mal (10«). 

Así, después de 44 (veinticuatro) escribimos 100 (veinti­
cinco) en el sistema quinario (b^). 

Así, después de 65 ( t re inta y ciüco en el sistema de seis 
cifras) escribimos 100 (que significa t re in ta y seis en dicho 
sistema (6*). 

De modo que en cualquier sistema de numeración, una 
t r i ena , ó sea 100, es igual á Z Z más 1. 

100 = Z Z + 1 (1) 

¿Cuándo escribimos una t e t raena , es decir, 

1000, 

es decir, un 1 y t res ceros, en los sistemas de numeración? 
Cuando hemos escrito una expresión formada por t res ci-

(i) No se olvide nunca (Lee. V, nota) que en Ari.tmékíca la yuxtaposi­
ción significa SUMA (¡/ no MULTIPLICACIÓN, como en Algebra). 

Así, pues, las expresiones 
. Z + 1 , 

Z Z + 1, 
Z Z Z + 1, 

z z z z +1... 
Mg^ifícan, aritméticamente consideradas, 

Z protoenas + 1 
Z deutenas + Z protoenas-+-1 

Z trienas •*- Z deutenas + Z protoenas + 1 
Z tetraenas + Z trienas + Z deutenas + Z protoenas + 1 

Ó sea, en el sistema decimal, 
9 unidades - t - l = 9 + 1 = 10 

9 decenas + 9 unidades -»-1 = 99 + 1 = la) 
9 centenas 4-9decenas+ 9 unidades+1= 9 9 9 + 1 = 1000 

» mulares + 9 centenas + 9 decenas + 9 unidades + 1 =; 9999 + 1 = 10 OOU 
TOMO 1. 2^ 
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fras máximas del sistema; de suerte que siempre una tetrae-
na, ó sea 1 000, es igual á Z Z Z más 1. 

1 000 = Z Z Z + 1 (1) 

Así, después de haber anotado 
444 

(que significa en el sistema quinario ciento veinticuatro) es­
cribimos el grado inmediato superior (que es ciento veinti­
cinco) con la expresión 

1 000 (es decir, una tetraena) = (5"' i 
En general, 

una pentaena, ó sea 10 000, es igual & Z Z Z Z + 1 ¡1) 
una hexaena, ó sea lOiJ 000, es igual k Z Z Z Z Z ••(- 1 (l'i 
una heptaena, ó sea 1 000 000, es igual á Z Z Z Z Z Z + l\^l) 
una octaena, etc., etc. 

De forma que, si se agrega un 1 á cualquier expresión es­
crita únicamente con la cifra máxima de un sistema, puesta 
varias veces á continuación de sí misma, obtendremos el gra­
do inmediato superior de la escala de la pluralidad; el cual 
se escribirá en dicho sistema con un 1 seguido de tantos ce­
ros como cifras máximas puestas á continuación unas de 
otras había en 9I guarismo; ó, lo que es idéntico, una poten­
cia del número de cifras del sistema igual al número de ceros. 

Por tanto, en el sistema decimal. 
Diez 1 0 = 9 + l = f l 0 i | S 
Ciento 1 0 0 = ;«) + 1 = (IQ-̂ f 
Mil 1000=r ít9;» + l = (103) Sist«ina 
Diezmil 10000= ÍJ 999-t-1 =-(10* W decimal. 
Cienmi l . . 10(JO00= 9'J ftíW-•-1 = (10*) I 
Un millón 1 ttX) 000 = 999 91)9-H 1 = (10*0 / 

Cinco 10=. 4 + l = (10>lj 
A'oiute y cinco 1 0 0 = 44+ l={10" í ) f Histema 
Ciento veinte V cinco. 100<J= 444•+• 1 = (lO^i í quinario. 
Seiscientos veinte y cinco 10000 = 4444+1 = (40*) / 

Ocho 1 0 = 7 + l = (10>)j 
Sesenta y cuatro 100 = ' 7/ + 1 = (10*) f Sistema 
Quinientos doce 1 0 0 0 = 777-4-1 = (10') í octonario. 
Cuatro mil noventa y seis 10000 = 7777 -t-1 = (10*) / 

D o c e . . 1 0 = b-4-l = (10«)\ 
Ciento oparenta y caatro 100 = • bb -f-1 = 110*) I Sistema 
Mil setecientos veinte y ocho 1 0 0 0 = bbb + 1 = (lO^) í duodecimal 
Veíate mil setecientos treinta y seis 10 000 = b b b b -»-1 = (10*) / 

(1) Véase la nota de la página anterior. 
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P o r c o n s i g u i e n t e : 
E n e l s i s t e m a dec imal 

10 = 9 + 1 = (10<) 
-+-10= + 9-( - l=-<- (10") 

20 = (* e T f ) + 2 = (2 X 10') == (al dígito X por la 1.* potencia de 10). 

Luego 20 está compuesto de cierto número de veces el 9 
(cifra máxima) más 2, que es la cifra significativa del 20. 

Por tanto; 
10 = 9 + 1 = (101) 

-+-10= + 9-»-l = -4-(10>) 
-4-10 = -t-9-»-l = -*-(10') 

80 = ( ' /,«5*») -f- 3 =r (3 X 101) == (al dígito x por la 1." potencia del 10). 

Luego 30 está compuesto de cierto número de veces el 9, 
más la cifra significativa con que el guarismo está escrito. 

Asi: 

1 0 = 9 + 1 = (101) 
-^10 = + 9-i-l = + (10i) 
-^ 10 = + 9 + 1 = -+-(101) 
+ 10 = + 9 + l = + (10i) 
+ 10 = + 9 + 1 = + (101) 

50 = (*e'*f") + 6 = (5 X 101) = (al dígito X por la 1.» potencia del 10). 

Luego 50 está formado por cierto número de veces el 9, 
más el dígito que entra en la representación del guarismo 50. 

Pasemos ahora á números mayores: en el sistema decimal 

100 = 99 V 1 = (10«) 

pero 
99 = 9 0 + 9 

pero 

90 a= ^ cierto número de veces la cifra máxima del siatema decimal 

pero 
9 = tambito á ana ves dioba cifra máxima. 



18H ARITMÉTICA PUHA 

Luego 
100 

que es igual á 99 más 1, 
es igual á cierto número de veces la cifra máxima -f- 1. 

Por cousiguiente: 

• 100=-- 99 + 1 = (10*) 
-t-100 = +• í»9 + 1 = + {im 
+ ioo = + 9í) + i = + (m^) 

300 = (""*"° ° • 9* ''*"") + 3 = (3 X por la 2.» potencia de 10). 

Luego 300 es igual á cierto número de veces la cifra má­
xima del sistema decimal, más el valor absoluto de la cifra 
signitícativa 'ó, que aparece en el guarismo 300. 

Continuemos: 

1 0 0 0 = 999 + 1 
= (900 + 90 + 9) + 1 

pero 

900 es igual i, cierto número de veces la cifra máxima, 

pero 

90 es también igual 4 cierto número de veces dicha cifra* 

pero 

908 la misma cifra. 

Luego 

999 es igual á cierto número de veces la cifi-a máxima, 

luego 

1000, 2 000, 3 000,... 6 000, 7 000, etc. 

son iguales á cierto número de veces la cifra máxima más 
el valor absoluto, ó no locatÍTO de la cifra con la cual en cada 
caso se representa el gnarismo en el sistema decimal. 
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Greneralizando tendremos: 
1 0 = (Z+1) 

+ 10 = + (Z + 1> 
+ 10=-H(Z-(-l) 

100 = (ZZ + 1 
+ 100 = + (ZZ + 1 
-+-100 = + (ZZ -*-1) 
+ 100 = + (ZZ + 1) 

jQO -_ ( cierto n.» de vece» \ ^ 4 
Etc., etc. 

De donde resulta: 
Que cualquier guarismo acabado en cero (esto es, desde 

una deutena en adelante) es igual á cierto número de veces 
la cifra máxima del respectivo sistema más el valor absoluto 
{ó no locativo) del dígito con el cual el guarismo se escribe. 

Pasemos ahora á guarismos de cualquier clase. 
Supongamos el guarismo del sistema decimal 

4860 

Este guarismo es igual 
á cierto número de veces el 9, dígito máximo del sistema + 4 + 8 + 6. 

porque ese guarismo se descompone en 
4000 
800 

60 
y sabemos que el 

4000 
esti compuesto por cierto número de veces el 9, mis 4; 

el • 
800 

por cierto número de veces el 9, más 8, 

y el 
^ 60 

por cierto número de veces el 9, más 6. 

Luego todo guarismo acabado en un sólo cero es igual ¿ 
una ó muchas veces el dígito mayor del sistema, mis lo que 
sumen los dígitos con que el guarismo esté esorito. 
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Supongamos ahora que el guarismo NO acabe en un ce­
ro, y sea tt^l como 36. Este guarismo se descompone en 

30 
-t- 6 

36 

£1 30 (que acaba en un cero) es igual á cierto número de 
veces el 9 más 3: si á esto se agrega el 6, resultará que el 36 
es igual á (cierto número de veces el 9) -H (3 -l- 6), que son 
las cifras signifícatiyas con que el número está escrito; pero 
como 3 -t- 6 suman 9, diremos que el 36 está formaáo exacta­
mente por cierto número de veces el 9. 

Si en vez de 36 se nos hubiese dado 37, este guarismo es­
taría formado de (cierto número de veces el 9) -f- (3) -f- (7); 
pero 3 + 7 suman también otro nueve, con la excedencia de 
un uno. 

Luego el 37 está formado por (cierto número de vece» 
el 9) -+- (um excedente). 

Pasemos á otro sistema. 
Sea, por ejemplo, el guarismp 

812 

del sistema quinario: (vale 82 en el decimal). 
En el sistema quinario el dígito mayor es 

4. 

Ese guarismo 312 es descomponible en 

800 

•4- 2 

312 

El 300 (que vale 75 en el sistema decimal) es igual (á cier­
to número de veces el 4) + 3; 

El 10 (que vale 5 en el siatema, decimal) es .igual (á qierto 
número de veces el 4) -f- 1. 

Luego el número 812 es igual á 
ñerto a^mtro de VMM «i 4 

•+• 8-•• 1-»-2: 
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pero como (3 + 1-1-2) suman seis, esto es, 4 -í- 2, diremos 
que el 312 del sistema quinario es igual á 

cierto número de veces su dígito mayor 4 
-+- una excedencia de 2. 

Luego, en general, 
Todo guarismo está formado exactamente por repeticio­

nes de la cifra máxima si se le rebaja el valor absoluto de 
sus cifras. 

Pero con el valor absoluto de las cifras pueden ocurrir dos 
cosas: 

1.° O bien forman una suma exacta de cifras máximas, 
2.° O bien dejan un excedente. 
En el primer caso, el guarismo todo está formado exacta­

mente por repeticiones de la cifra máxima. 
Y en el segundo caso, si se quita el excedente, resultará 

un número menor que el propuesto, pero también formado 
todo por repeticiones de la misma cifra máxima. 

Luego todo número está formado por repeticiones de la 
cifra máxima 

exactamente 
ó con una excedencia menor quft la misma cifra máxima. 

"Y, eu caso de que baya excedente, ha de encontrarse la 
excedencia en la suma del valor absoluto (ó no locativo) de 
las cifras. 

De lo dicho resulta, que 
La diferencia entre dos guarismos escritos con idénticas 

cifras es siempre un múltiplo exacto de 9, sin excedencia 
ninguna. 

Sean los guarismos 664 y 456 escritos con las mismas ci­
fras: su diferencia 198 es una suma exacta de nueves. 

En efecto: 

654 = (cierto nAmero de veces el 9) -t- (6 -»- 5 -»- 4) 
4Ó6 = (cierto número de veces el 9) -i- (4 ^. 5 + 6) 

Por consiguiente, 

fó4 = (cierto número de veces el 9) + (9 + 6) 
456 = Incierto número de veces el S>) + \p •+• 6) -
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Ó, lo que es lo mismo, 

654 = (cierto número de veces el 9) -t- 6 
456 = (cierto número de veces el 9) -+- 6 

Luego la diferencia será = (cierto número exacto de ve­
ces el 9) sin sobrante ninguno, porque el 6 de arriba se des­
truye con el de abajo, al obtener el residuo. 

Y efectivamente 
198 es un múltiplo de 9 

porque 

100 = (cierto número de veces 9) -+-1 
.+. 90 ^ (cierto número de veces 9) 
-f- 8 = -+-8 

198 = (cierto número de veces 9) •+• (otro cierto número de veces 9) -i-
(l-f-8) = 9 

Luego 198 = cierto número de veces nueve sin sobrante (1) 

RESUMEN 

¿A qué es igual todo guarismo? 
A cierto número de veces la cifra máxima más el valor 

absoluto (nó locativo) de las cifras con que está escrito. 
¿Cuándo es un guarismo una suma exacta de cifras má­

ximas? 
En general: cuando de cualquier guarismo, se rebaja el 

valor absoluto de sus cifras. 
Y, en particular, cuando la suma délas cifras es una suma 

exacta de cifras máximas. 
¿Y qué sucede cuando la suma dé las cifras no hace una 

suma exacta de cifras máximas? 
Entonces el guarismo es una suma de cifras máximas, 

más un sobrante. 
¿Ciómo se llama á ese sobrante? 
Excedencia ó excedente. 

A P É N D I C E 

El Dictionnaire des sciences mathémaHqtus de MONT-
rsBBiBR trae traducido un trozo de la Exposición de las raices 
del edículo y de la aritmética, obra escrita por AVICBMA (Ibn 

(1) y éftM el Apéndice de esta Leomón. 
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Sina), el más ilustre de los médicos árabes de Oriente (nació 
en 980 y murió en 1037). Este trozo (que también trae LA-
ROüsst) dice así: 

*Has de tener en cuenta desde ahora para siempre, que 
todo número, sea el que sea, no es otra cosa que el núme­
ro 9 ó su múltiplo, más un excedente, porque los números no 
se representan más que por nueve signos y además el pun­
to (1), el cual no expresa ningún número. Si llegas á conocer 
este excedente y el multiplicador novenario, el número te 
será conocido. 

»Todo múltiplo de nueve cuyas cifras sumes horizontal-
mente sin tener én cuenta su valor de posición, te ha de dar 
•de modo forzoso el número 9, ya solo, ya extraído del total 
por la misma operación. Así: 

18 nos da 1-4-8 = 9 
27 » » 2 + 7 ^ 9 
:!<! » » 3-4-0 = 0 
4.5 » » 4 -+- 5 = !t, etc. 

»Siempre que sumando en análoga forma las cifras de un 
número cualquiera, te encuentres con 9 como resultado de tu 
operación horizontal, puedes estar seguro de que el número 
«s un múltiplo de 9; y, si no, después de extraído el 9, te que­
dará un sobrante variable entre uno y ocho. 

«Todo número compuesto de signos (cifras) no repetidos 
cambia forzosamente de valor si se cambia ó altera el orden 
de los signos componentes. Pero has de saber que entre el 
primer número y los que puedan resultar del cambio de or­
den de los signos (cifras) componentes, no puede existir ja­
más otra diferencia que la de 9 ó un múltiplo de 9. Así: 

En 12 cambiando sus cifras obtenemos 21 y la diferencia es 9 
42 •> " o » 24 1 8 = 2 X 9 
85 » ' ' » 58 2 7 = 8 X 9 

/ 87Ó 1 8 = 2 X 9 
OR7 . ) 5;]7 180 = 2 0 X 9 
^ ' ' " " ' i .578 2 i r i = 2 4 X 9 

( 7ó8 .'JOJJ = 44 X »•» 

AviosKA sabía, pues, no sólo que los guarismos están en 
«I sistema decimal formados por repeticiones del nneve con 
sobrante ó sin él, sino también que las diferencias de los 
guarismos escritos con las mismas cifras son siempre un múl­
tiplo de 9. 

(1) £1 panto significa aqu! el cero. Primitivamente el cero, ó sea la 
táfta locativa, era un panto. , 

TOKO I. 26 
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Y sabía asimismo que de esta propiedad pueden salir la» 
pruebas llamadas del 9 para las cuatro principales operacio­
nes aritméticas. 

No era, pues, tan escaso, como algunos piensan, el saber 
aritmético de los persas y los árabes al finalizar el siglo x . 
Hoy la generalidad de lo3 hombres de carrera ignoran lo que 
AvicEXA y sus discípulos sabían hace ya nueve siglos. 
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IVúmer» de cifras mAximaü de cada g;narIsino. 
Excedencias. 

Si todo guarismo está formado 

exactamente 
ó con excedencia 

por cierto número de veces la cifra máxima, ¿pudiera averi­
guarse "con facilidad cuál es ese nt'imero de veces? 

Sabemos que 9 es la cifra máxima del sistema decimal. 

10 = ( 9) + un excedente de 1 
20 = ( a + 9 ) + . 2 
30 = ( í» + 9 + 0) +- 3 
40 = ( 9 + 9 + 9 + 9 ' n - 4 
5 0 = ( 94-9-»-9 + 9 +91 4- 5 
60=:( 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 ) + 6 
70 = ( 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 W 7 
80 = ( 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 ) + 8 
90 = ( 9 + 9 + 9 + 9 + 9 +9 +9 + 9 + 9 ) + 9 

= 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 
= 10 veces 9 

99 = 90 + 9 = (10 veces 9) + 9 = 11 veces 9 
100 ==.(11 veces 9)+1 

El análisis anterior nos demuestra que hay un momento 
«n que la excedencia, siempre en aumento gradual, iguala á la 
cifra máxima, y entonces la excedencia se incorpora al nú­
mero de veces que la cifra máxima se repite, y aumenta, por 
tanto, en una unidad ese número de veces, como acabamos 
<ie ver que sucede con el noventa, igual á 9 veces la cifra má-

.w , i " ^ 
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xima, más nn excedente igual á esta misma cifra; lo caaT 
hace que también 90 sea igual á 10 veces el 9. 

Y como de 90 á 100 va otra vez la cifra máxima, + 1, re­
sulta que 

100 = (11 veces 9) + 1 

Ahora bien, ¿puede este número de veces obtenerse me­
cánicamente? 

Sí: procediendo del modo que sigue: 

1' (10 veces 9) ó sea 90 
-H ( 1 vez 9) ó sea 9 

+ 1 6 sea 1 

(11 veces 0 ) + l = 100=:(10«) 

Generalizando, tendremos que 

200 (ó sea, 2 X (10») 

tiene las cifras máximas y el sobrante que siguen: 

j 10 veces 9 
1 i -•- 1 vez 9 

200 = 1 *^_í.^!!!!!í! = ' 4- 2 veces 9 

+ 1 

¡ = 1 -»- c veces » 
j 10 veces 9 ( + 2 
I + 1 vez 9 

(22 veces 9) + 2 

Por tanto, el número de cifras máximas de 

800 (ó sea, 3 X (10«) 
será 

30 veoes 9 
+ 8 veces 9 ' 

+ 8 
(88 veces 9)+ 8 

Y el número de cifras máximas y él excedente necesario 
para componer 

3 000 (ó sea, 3 X (10») 

se obtendrán como signe: 
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300 veces O 
30 veces í) 
3 veces í> + 3 

(333 veces 9) + 3 
Así, el número de cifras máximas y el excedente del gua­

rismo del sistema decimal 
40000 

serán 
4 000 veces el 9 

+ 400 veces el!) 
+ 40 veces el 9 
•+• 4 veces el 9 

= (4 444 veces el!)) + 4 

Así, el número de nueves y la excedencia contenidos en 

50000 
serán 

(5 555 nueves) + 5 

Así, el número de nueves y la excedencia contenidos en 

600000 
¿eran 

(66 666 nueves) + 6 

Así, el número de nueves y la excedencia contenidos en 

8000000 

(888 888 nueves)+ 8 

Y, en general, el número de nueves y la excedencia con­
tenidos en cualquier guarismo formado por un dígito seguido 
de ceros, será igual al mismo dígito puesto á continuación de 
sí mismo tantas veces como ceros hubiere en el guarismo, 4 
lo que siempre habrá que agregar el valor absoluto del dígito, 
considerado como protoena. 

600 000 000 = (al 5 puesto & oontínuaoión de sí mismo 8 veces por haber 
ocho ceros) + 5 

= 65 565 555 veces el nueve) -«• 5 
etc., etc. 
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Entendido ésto, fácil será saber el número de nueves y la 
excedencia contenidos en cualquier guarismo (no precisa­
mente en los guarismos terminados en ceros). 

¿Cuántos nueves hay y cuál es la excedencia en el guaris­
mo decimal 

54B? 
Este guarismo se descompone en 

500 
• 40 
• 3 

El 500 tiene tantos nueves como expresen dos cincos (por 
ser dos los ceros de 500) colocados á continuación uno de 
otro, •+• una excedencia de 6 protoenas 

Columnas 
de loe nueves. Excedeudas. 

= 55 nueves + 5 
El 40, por no haber más 

que un cero, tiene — 4 nueves -4- 4 

El 3 no contiene ningún 
nueve, pero constituye 
en la expresión total 
ana excedencia =^ -i- 3 

Examimando esta expresión, vemos.que en las excedencias 
se encuentran de arriba hacia abajo, todas las cifras del gua­
rismo propuesto 643; 

Que la primera columna de los nueves (esto fs, la de sus 
protoenas) contiene todas las cifras del 543 menos una: esto 
es, contiene las dos primeras cifras del guarismo: el 5 y el 4; 

Y que la otra columna de los nueves (la de sus deatenas) 
contiene sólo la primera cifra (ó sea el 5). 

Examinemos ahora el guarismo 
7645 

Este gnarismo se descompone en: 
Colnmpaa 

de los nueves. Exeedeoelas. 

7000 = 
+ 600 =Í: 
... 40 = 
4. 6 = 

777 
66 

4 

+ 7 
+ 6 
•+• 4 
-»- 5 
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También aquí (como antes) la columna de las excedencias 
contiene, de arriba abajo, todas las cifras del guarismo pro­
puesto: esto es, el 7, el 6, el 4 y el 5. 

La primera columna de los nueves (la de sus protoenas) 
contiene todas las cifras del guarismo menos una (el 5, que 
ya está en la columna de excedencias); contiene el 7, el 6 y el 
i: esto es, contiene las tres primeras del guarismo propuesto. 

La segunda columna de los nueves (la de sus deutenas) con­
tiene todas las cifras menos dos: contiene el 7 y el G (faltan 
el 4 y el B de lá derecha del guarismo); 

Y la tercera columna (la de las trienas) contiene todas las 
cifras menos las tres de la derecha; esto es, contiene sólo el 7 
inicial, por faltar el O, el 4 y el 5 de la derecha. 

Sea ahora el guarismo del sistema decimal 
8 765 430 

descomponible como sigue: 

8000000 = 888 888] llueves -*- 8 de excedencia 
700 0 0 0 = 77 777 » -f-7 » 
6 0 0 0 0 = 6666 » -^6 » 
6 0 0 0 = 555 » -«-5 » 

4 0 0 = 44 » -^4 » 
3 0 = 3 » + 3 » 

6 = + 6 » 

Aquí también la columna de las excedencias coatiene, de 
arriba á abajo, todas las siete cifras del guarismo propuesto 
8, 7, 6, 6, 4, 3, 6. 

La primera columna de los nueves (la de las protoenas), 
todas menos las de la derecha: sólo falta el 6; 

La segunda columna de los nueves (la de las deutenas), 
todas menos las dos de la derecha: faltan el 3 y el 6; 

La tercera columna de los nueves (la de las trienas), todas 
menbs tres: faltan el 4, el 3 y el 6; 

La cuarta columna de los nueves (la de las tetraenas), to­
das las cifras menos cuatro: faltan el 6, el 4, el 3 y el 6; 

En la quinta columna de los nueves (la de las pentaenas) 
faltan cinco: que son el 6, el 5, el 4, el 3 y el 6; 



2 0 0 ARITMÉTICA PIRA 

Y en la sexta columna de los nueves, faltan seis cifras; 
<jne son: el 7, el 6, el 6, el 4, el 3 y el 6. 

Bealicemús ahora las operaciones antes indicadas. 

543 = 55 nueves -t- 5 
+ 4 » -1-4 

Si sumamos los nueves, tendremos: 
543 = 55 nueves H- 5 de excedencia 

H- 4 » -t- 4 » 
-4 -3 » 

(59 nueves) -<- (5 -i- 4 -*- 3) de excedencias 

Pero como estas excedencias dan á su vez otro nueve, con 
un sobrante de 3, habremos de agregar ese nueve de las exce­
dencias al 59, suma anterior de nueves, lo que nos dará final­
mente 

(60 nuevas) -t- 3 de sobrante. 

Pero, según este modo de operar, no se obtiene de una vez 
el resultado; por lo cual, para lograrlo desde luego, se empe­
zará computando antes de todo los nueves contenidos en las 
excedencias y agregando el número de nueves gue resulte á 
la primera columna de los nueves. 

Volvamos al segundo de los ejemplos anteriores: 
¿Cuántos nueves hay en 

7 645? 

¿Cuál es la excedencia? 
Formemos la correspondiente pina de descomposición: 

7 645 = 777 nueves -t- 7 de ezoedencía. 
-+- <>6 » -t- 6 » 
-f- 4 j> -»-4 » 

-^5 

84!) nueves -<- '4, sobraut« de las excedencias des­
pués de extraídos sus nueves, 



NTMERAl'lÓN 201 

y digamos: 
7 + 6 -)- 4 4- 5 de las excedencias = 22: 

22 contiene dos nueves con un sobranr* de 4. 
Escribo el 4 en la columna de las excedencias y llevo 2 nueves á 
la suma de los nueves; 

y sigo diciendo: 
2 nueves de las excedencias + 7 -t- 6 -+- 4 de la primera columna de 

los nueves = lí>: escribo í' debajo de esta primera columna y llevo 
1 á la columna siguiente: y digo: 

1 ijue llevaba + 7 + <! = 14; escribo 4 debajo de la segunda columna 
de nueves, y llevo 1, para agregar á la tercera colamna de los 
nueves, y digo: 

• I que llevaba más 7 = 8; y escribo el 8. 

Luego el guarismo del sistema decimal 

7 645 
es igual á 

(849 aueves) + C4 unidades) de excedencia 
= (849X9,1 4- 4 = 7fi41-+-4 = 7t>45 

Formemos la pina para el cálculo de los nueves y de la 
excedencia del guarismo 

8 7<>543r, 

anteriormente estudiado, y tendremos: 

888 688 + 8 
77 777 + 7 
6 666 + 6 
555 -1- 5 
44 + 4 
8-+-3 

-t-H 

973 937 -»- 3 
y digo: 

8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 6 de las excedencias = 39; 
39 = 4 nueves + 8; v 
Pongo 8 en el sitio de las excedencias, y 
Llevo 4 á la snma de los nueves; 
Y en seguida sumo la pifia de los nueves, según es uso sumar. 

¿Cuántos nueves hay en 67 435, y cuál ea la excedencia? 
Bespuesta: 7 492 nueves y un sobrante de 7 unidades. 

tono 1. 
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66fi6 + 6 
777 4- 7 

44 •*- 4 
3 + 3 

+ 5 

/ 7492 \ ^ / 7 W n 
\ nueve»/ Vanidades/ ' 

Por manera que el guarismo 
67 435 

del sistema decimal está formado por 

7 492 sumandos iguales á 9 
•+• 7 unidades de excedencia. 

¿Cuántos nueves hay en el guarismo 
57 231 

y cuál es la excedencia? 
Excedencia, ninguna. 
Nueves, 6 359. 

¿Cuál es la excedencia y cuántos nueves hay en el gua­
rismo 

.545 4543 
« 

Excedencia, ninguna. 
Nueves, 60 606 

Pero ahora ocurre preguntar: 
¿No habría medio de encontrar el número de nueves de 

un guarismo, así como su excedencia, caso de haberla, sin 
necesidad de escribir pifias de agrupaciones como las que 
preceden? 

En efecto: nada más fácil- No hay necesidad de escribir 
agrupación ninguna en pifia. 

Sea el guarismo 
67435 

(1) Yéase el Apéndice k esta Lección. 
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La columna de las excedencias contiene todas las cifras 
del guarismo que se nos ha propuesto 

67 435 

y, por cierto, en el mismo orden. 
Luego, para hallar el sobrante de las excedencias, suma­

remos el valor absoluto de las cifras del guarismo. 
6 + 7 + 4 - ^ 3 + 5 ; 

deduciremos de esa suma el número de nueves en ella com­
prendido, y el sobrante que resulte (si lo hay) se escribirá 
como tal. 

En el presente caso del guarismo 67 435, la suma es = 25; 
en la cual se comprenden 2 nueves con un sobrante de 7. Es­
cribamos este siete. 

. . . . + 7 

Sumemos ahora, con el 2 que indica los nueves hallados 
en las excedencias, todas las cifras del guarismo menos una, 
la de la derecha, y encontraremos 

([2]+6+7 + 4+3=22); 

escribamos el 2 y reservemos 2 para seguir la suma según es 
uso; y tendremos 

...2 + 7J 

Sumemos el 2 de la reserva con las cifras del guarismo 
propuesto, menos las dos de la derecha 

([2] + 6 + 7 + 4 = 19); 

escribamos 9 y reservemos 1 para seguir sumando, y ten­
dremos 

. . 92 + 7 

Agreguemos el 1 de la anterior reserva á las cifras del 
guarismo, menod las tres de la derecha, lo que nos dará 

( [ l ] + 6 + 7==14); 

escribamos el 4 y reservemos 1 para continuar la »nma, y re­
sultará 

.492 + 7 
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Y, por Último, agreguemos el 1 de la reserva al 6 inicial, 
y el último resultado de la operación será 

(7 492 nueves) + 7 

De donde, generalizando, resulta: 
I.*' Para hallar en el sistema decimal el número de nue­

ves (cifras máximas) de un guarismo, juntamente con el so­
brante, si lo hay, se empieza por hallar en primer lugar el 
excedente, y para ello se suman las cifras por su valor abso­
luto; y el sobrante (después de DEDUCIR la cifra máxima 
cuantas veces se pueda) se escribe á la derecha precedido del 
signo -f-. 

2.'̂  El número de veces que la cifra máxima estaba con­
tenida en las excedencias, se agrega como HESEBVA á la 
suma de todas las cifras del guarismo, menos una (la de la 
derecha), lo cual dará las protoenas del número de veces que 
el 9 está contenido en el guarismo. 

3.° Después, agregando la reserva (si la hubiere), se su­
marán todas las cifras del guarismo, menos las dos últimas 
de la derecha, lo que dará las deutenas. 

4." En seguida, agregando la reserva (si la hubiere), se 
sumarán todas las cifras del guarismo dado, menos las tres 
últimas de la derecha, lo que dará las trienas... 

5.° Y asi sucesivamente, hasta terminar con todas las oi-
fras del guarismo (sin alterar nunca el orden en que las ci« 
fras se encuentran colocadas en el guarismo propuesto). 

Ejemplo: -
¿Cuál es la excedeooia y cuál el número de nueves del 

guarismo del sistema decimal « 

8934?= 8-+-9-»-3J-4 = 24 = 2dere8erva-t-« 
-̂ [21 -t- 8 -4- 9 + 3 =22 = 2 de reserva -»- 2 

-•- [2] -̂  8 -»- 9 == 19 sst 1 de reserva -4- 9 
-|.[l1-».9 = 9 = H-9 

9 9 .2-t-6 
1." Excedencia: 

8-I-9 4-8-4-43= 24; de donde, exoluyeado al 9 opantas veces se 
paeda (q^ son 2 veees), aoe resuHatá na exoedente de 6 y uaa re­
serva dé 2. 
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'¿.° Número de nueves: 

2 (de la reserva) -+- 8 -i- O -t- 3 = 22 = 2 decenas (que reservo) y 2 
unidades que escribo. 

2 (decenas reservadas) + 8 + !• = 19 = 1 centena (que reservo) y 
9 decenas que escribo. 

1 (centena reservada) -4-8 = 9 centenas; 

de modo que el guarismo 
8 934 

está compuesto de 
992 veces el nueve, -4- una excedencia de 6. 

¿Cuántos nueves forman el guarismo 64 687 del sistema 
decimal? ¿Cuál es la excedencia? 

Bespuesta: 
Excedencia = 4 
Número de nueves = 7 187 

¿Cuántos cuatros y cuál es la excedencia del guarismo 
3 223 del sistema quinario? 

Respuesta: 

ExcedenoÍB == 2 = 8 - i -24 -2H-3=2de res. -f- 2 
Número de cuatros = 414 •*- [2] -<- 3 -+- 2 -f- 2 = 1 de res. -+- 4 

-t- f 1] -<- 3 •+- 2 = 1 de res. -f- 1 
••• [1] -•- 8 = 4 

4 1 44-2 

De lo expuesto resulta que toda potencia del número de 
cifras que tiene un sistema, es igual i una expresión de tan-
ios unos como unidades tiene el exponente de la potencia, 
multiplicados por la cifra máxima correspondiente, y ade* 
más 1-(multiplicados por 9 en el sistema decimal: por 4 en el 
quinario, eto.): 

(1) Clsro ea que los que sepan partir podran bailar el a&mero de nueves, 
de oncea, de cincos, etc., dividiendo. Pero siempre resultará que la inves-
ticadón del número de cifras m&ximaa por medio de la suma ha de ser 
nüs fácil que por medio de la división. 

Además de esto, la división no da á conocer la composición del gnaris-
mo, mientras que la soma lleva la ventaja de que hace desde laego com-> 
prender dicha eomp<Msición. 
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S I S T E M A DECIMAI, . 

1.* pot.» d© 10, Ó sea 10; 10i=( 1 X 9)+1; un 1, porque el 
exp. es 1. 

2 / pot.» de 10, ó sea 100; 10*=( 11 x 9)-+-1; dos 1, porque el 
exp. es 2. 

3.» pot." de 10, ó sea 1 000; 10»=( 111 X 9)+1; tres 1, porque el 
exp. es 3. 

4.» pot.* de 10, ó sea 10 000; 10*= ( 1111 X 9">-t-1; cuatro 1, porque el 
exp. es 4, 

5.» pot. ' de 10, ó sea 100 000; 10is=( 11 m X 9)+ 1; cinco 1, porque el 
exp. es 5, 

().' pot.» de 10, ó sea 1 000 000; 106=( 111 111 X 9)+ 1; seis 1, porque el 
exp. es a. 

7." pot.» de 10, ó sea 10 000 000; 10 '=(1 l l U l l X 9)+ 1; siete 1, porque el 
exp. es 7. 

SISTEMA QUINARIO. 

1.» pot.» de 5, ó sea nuestro 5;10 ' = ( 1 X 4)-t-1 
2.» pot.» de 5, ó sea nuestro 25; 10* = ( 11 X 4) -t-1 
3.» pot."" de 5, ó sea nuestro 125; 10^ = ( l l l X 4 ) t - l 
4.» pot.» de 5, ó sea nuestro 625: 10* = ( 1111 X 4) + 1 
5.» pot.» de 5, ó sea nuestro 3 125; 10^ = ( 11 111 X 4) -t-1 
6.» pot.» de 5, ó sea nuestro 15 625; 10* = (111111 X 4) + 1 

RESUMEN 

¿Se puede saber de an modo fácil y como si dijéramo» 
mecánico cuál es el número de cifras máximas de un gua­
rismo? 

Sí: 
¿Cómo? 
Si no hay excedencias, sumando todas las ci'fras menos 

una, de izquierda ¿ derecha, lo que dará las protoenas: su­
mando, seg^n es uso, todas las cifras menos dos, lo que dará 
las deutenas: sumando todas las cifras menos tres, lo que dará 
las trienas... etcétera. 

A las protoenas hay que agregar el número de nueves 
(cifras máximas) que den las excedencias si las hay. 

¿Y para hallar el excedente hay algo nuevo que ejecutar? 
No: lo manifestado en'la Lección anterior. 
¿A qué es igual una potencia cualquiera del número de ci­

fras de un sistema? 

APÉNDICE 

Las pifias de agrupaciones formadas-pi^ra hallar el núme­
ro de cifras máximas d a r ^ el mismo resultado si se escriben 
todas las cifras del guarismo en un renglón, y debajo un In-
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gar hacia la derecha, todas las dichas cifras menos una, y 
luego dos lagares á la derecha todas menos dos, y luego tres 
lugares á la derecha todas menos tres.. . como sigue: 

¿Cuántos nueves hay en 

7 817? 

Método normal. Método equivalente. 

777 + 7 781 + 7 
88 + 8 7 8 + 1 

1 + 1 7 + 8 
+ 7 + 7 

868 + 5 «68 + 5 

¿Cuántos nneres hay en el guarismo 

7 893 456 786? 

Método normal. . .Hétodo equivalente. 

777777777 + 7 789345678+6 
88888888 + 8 78t)34567 + 8 

f)ÍH>9í)99 + 9 7893456 + 7 
asas»} + 3 789346 + 6 
44444+4 78934 + 5 
5565 + 5 7898 + 4 

. 666 + 6 789 + 3 
77 + 7 7 8 + 9 
8 + 8 7 + 8 

+ 6 + 7 

877a50764 + 0 877050754 + 0 

Es de evidencia que el resultado ha de ser idéntico por 
ambos procedimientos, puesto que, por el método equivalente, 
cada columna contiene de abajo arriba las mismas cifras que 
aparecen de arriba abajo por el método normal. 
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LKCCIÓN I 

Del 

En el Libró I qneda explicado el género de stima qne sir-
ye de base á la formación de los guarismos. 

Sabemos, pues, que todos los sistemas de numeración son 
métodos de suma; no de sumandos cualesquiera, sino de su­
mandos ajustados á las reglas de la notación, j que cualquier 
guarismo en cualquier éistema es la suma de cierto número 
de esos sumandos especiales de la nnm'eración escrita. 

Toca ahora tratar de la SUMA DE GUAEISMOS cua-
lesqtiiera. . 

No hay operación (1) más importante que ésta, ni tampo­
co mis desdeñada. 

Y, sin eij^bargo, en el profundo conocimiento de la oper 
ración de sumar está toda la Aritmética; que, en cnanto se 
conocen debidamente, las ba$e$ de la integración de tos gua-

(1) Llámase operadón el proeedimiento de c&loulo que nos ooaduee 4 
la solaoión de un problema. 

Hay en añtmética pura cuatro opieraciones fdndamentaleB: 
Samar, restar, multiplicar y partir. 
Y otraa dos que son casos importantísimos del multlplioar y del partir, 

A saber: la elevación á potencias ó involacida, y la extraooión de raides 
6 evolndón. 

ddamtar és componer y descomponer los nánMros mediante esas opera­
ciones y el cálcalo mental. 
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rismos', todas las dificultades de la ciencia se resuelven con 
suma facilidad. 

«SuHAB KS HALLAS, atendiendo á la forma escrita, BL OBA-
DO DK LA KSGALA DK LA PLUBALIDAD k QCB ASCIENDE LA B K U N I Ó N 
de varios NÚHCBOS BXPBSSADOS POB MEDIO DE GUABISKOS». 

Los números que se suman se llaman guarigmos-suma-
torios 6, simplemente, SUMANDOS. Pero SUMANDO es, propia­
mente, todo Número que agregado á otro ó á otros contribu­
ye á la formación de un grado cualquiera de la escala de la 
pluralidad. 

El resultado de la operación de sumar se llama SUMA. 
La operación de sumar se indica con este signo -f-, que se 

lee mas. 
Asi 4 + 4 se lee: cuatro mas cuatro. 
Antes de sumar se ejercita á los niflos, durante algunos 

meses, en cantar la siguiente tabla de sumar: 

1 y 1, 2 4 y 1, 5 7yl, 8 
1 y 2, 3 4 y a, 8 7 y 2, 9 
1 y 8, 4 4 y 3, 7 7 y 3, 10 
1 y 4, /6 * y *, 8 7 y 4, 11 
ly6, 6 4 y 5, 9 . 7 y 5, 12 
iy6, 7 4 y 6, 10 7 y 6, 13 
ly 7, 8 4 y 7, 11 7 y 7, 14 
ly8, 9 4 y 8, 12 7 y 8, 15 
1 y 9, 10 4 y 9, 13 7 y 9, 16 

2 y 1, 3 5yl, 6 8yl, 9 
2 y 2, 4 By2, 7 8 y 2, 10 
2 y 3, 5 5 y 3, 8 8 y 8, 11 
2 y 4, 6 &y4, 9 8 y 4, 12 
3 y 6, 7 B y 6, 10 8 y 5, 18 
2 y 6, 8 5 y 6, 11 8 y 6, 14 
2 y 7, » 5 y 7, 12 8 y 7, 15 
2 y 8, 10 6 y 8, 12 8 y a,.16 
2 y 9, 11 5 y 9, Í4 8 y 9, 17 

»yi. i 6 y i , 7 9 y 1, 10 
8y2, "b 6 y 2, 8 9 y 2, 11 
8 y 8, 6 6y 3, 9 9 y 8, 12 
8 y 4, 7 6 y 4, 10 9 y 4, 18 
8 y B, 8 6 y 5, 11 9 y 5, 14, 
8 T 6 , 9 6 y 6, 13 9 y 6, 16 

f 8 y T, 10 6y 7, 18 9 y 7, 16 1 
8 y 8, 11 6 y 8, 14 9 y 8 17 • 
8 y 9,13 6y 9, 15 9y 9, 18 
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Después se les hace cantar, como más compendiosa y para 
ejercitarlos en los signos + y ==, la siguiente tabla: 

24-2 = 
3 + 2 = 
4 + 2 = 
54-2 = 
6 + 2 = 
7 + 2 =-
8 4- 2 = 
94-2 = 

4 
5 
6 
7 
8 
í» 
10 
11 

5 4-5= 10 
6 -1- 6 = 11 
7 4- 5 = 12 
8 4- 6 = 13 
y 4- 6 = 14 

24-2 = 
3 + 2 = 
4 + 2 = 
54-2 = 
6 + 2 = 
7 + 2 =-
8 4- 2 = 
94-2 = 

4 
5 
6 
7 
8 
í» 
10 
11 6 4- 6 = 12 

7 4- 6 = 13 
8 4- 6' = 14 
9 4- tí = 15 34-3 = 

44-3 = 
54-3 = 
6 4-3 = 
74-3 = 
8 4-3 = 
94-3 = 

6 
7 
9 
10 
11 
12 

6 4- 6 = 12 
7 4- 6 = 13 
8 4- 6' = 14 
9 4- tí = 15 34-3 = 

44-3 = 
54-3 = 
6 4-3 = 
74-3 = 
8 4-3 = 
94-3 = 

6 
7 
9 
10 
11 
12 

7 4- 7 = 14 
8 4- 7 = 15 
9 4- 7 = 16 

44-4 = 
5 J- 4 == 
6 4-4 = 
74-4 = 
8 4-4 = 
94-4 = 

8 
9 
10 
11 
12 
13 

8 -1- 8 = 16 
9 -f 8 = 17 

44-4 = 
5 J- 4 == 
6 4-4 = 
74-4 = 
8 4-4 = 
94-4 = 

8 
9 
10 
11 
12 
13 9 -f 9 = 18 

Más tarde se les hace aprender la ,f 

Tabla de aamar. 

0 1 2 8 4 5 6 7 8 y 
1 2 8 4 6 6 7 8 9 10 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
3 4 6 6 7 8 9 10 11 I2 
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
6 6 7 8 9 10! 11 12 13 14 
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
7 8 9 10 11 12 18 14 15 16 
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
9" 10 11 12 18 14 16 16 17 18 

Con esta tabla á la vista se hace observar ¿ los alamnos, 
<jae son iguales los guarismos anotados en las diagonales que 
de arriba abajo van de derecha á izquierda, y que difieren en 
dos unidades los que van de izquierda á derecha. 
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Para samar se disponen los sumandos nnos debajo de 
otros y de tal modo que las cifras de cada orden (esto es, de 
cada potencia) caigan respectivamente unas debajo de otras; 
esto es, protoenas bajo protoenas, deutenas bajo dentenas, 
trienas bajo trienas, etc., etc. 

Para sumar bien se necesita una'̂  gran práctica. Quien no 
la adquiere podrá llegar á saber lo que es sumar, pero nunca 
sabrá sumar. 

Sucede con el sumar una cosa parecida á lo que pasa con 
el leer; que,'siendo muchos los que leen, pocos llegan á ha­
cerlo con sentido, rapidez y exactitud. 

Así, todo el mundo suma; pero ¡qué rara es la persona 
que llega, siu equivocarse, á finalizar una adición algo larga! 

Besulta, por tanto, de grandísima importancia ejercitar á 
los niños en esta capital operación, lo mismo que á los hom­
bres inexpertos. Una de las cosas que más se oponen á la 
práctica del sumar, es la precisión de escribir bien los su­
mandos, por el mucho tiempo que su escritura exige y I» difi­
cultad de ordenarlos pronto y de manera que se correspondan 
exactamente las cifras del mismo orden: protoenas bajo 
protoenas, deutenas bajo deutenas..., etc. 

De modo que el disponer bien una suma depende, más 
que de la habilidad aritmética, de la habilidad caligráfica. 

Los maestros pierden lastimosamente en las escuelas un 
tiempo preciosísimo dictando guarismos y guarismos y más 
guarismos á sus alumnos: mientras los nifios escriben, no su­
man. T lo peor es que, como los discípulos no estampan los 
guarismos para escribirlos con buenos caracteres, sino para 
que les sirvan inmediatamente en ejeroioios aditivos, se acos­
tumbran á hacerlos mal, apresurados y sin primor, y sin el 
cuidado precbo para colocarlos unos bajo otros. Los maestros, 
sin querer, contribuyen á la general perversión caligráfica. 

T, como no todos tienen facilidades para enmendar la es­
critura, y muchos, cuando empiezan á calcular, han llegado 
ya á una edad en que es muy difícil todo cambio, de ahí el 
que la carencia de habilidad manual, impida la pronta adqtú-
BÍoión de otra habilidad en orden muy distinto, cual es la de 
operar con expedición y exactitud. 

De aquí la ntilidad de lot coMlemofl para snmar, tan ex­
tendidos m otros países y tan escasos en Espafia. 



INTEGRACIÓN 215 

De aquí tambiéa la necesidad de recomendar todos los 
meiios que faciliten la repetición de los ejercicios del sumar 
y ahorren la fatiga del escribir, uno de los mis felices es el 
sistema del inglés Jakson, consistente en cuadrados dispues­
tos como sigue: 

1 6 6 7 4 8 6 7 4 
7 Q 
5 1 5 7 6 8 4 
8 2 5 4 
9 á 1 1 " 

3 , 5 5 
6 6 i ..̂-̂-J 4 3 
5 9 3 4 5 1 3 
8 ." 2 
7 5 6 7 8 6 4 5 9 

Con los dos cuadrados precedentes hay para hacer, cuan­
do menos, 96 sumas; procediendo'así: 

Se empieza á sumar por el 1 del cuadrado menor en senti­
do dextrorsum (como se mueven las agujas de un reloj) y se 
adiciona el 1 con el 6, y con el 7, y con el 6, y con el 8, y con 
el 5, etc., hasta dar la vuelta al cuadrado; lo que nos produ­
cirá 74 como suma. 

Después no se empieza ya por el 1 de la esquina, sino por 
el 5 escrito á su derecha, y se sigue hasta dar la vuelta al 
cuadrado y concluir por el 1; operación que, si no nos hemos 
equivocado, volverá á darnos el mismo 74 de antes. 

Luego, para una tercera adición, se empieza por el 7 que 
está i. la derecha del 5 que antes nos sirvió de inicio... 

Y asi sucesivamente, lo que nos dará 16 sumas. 
Hecho esto, volveremos á empezar por el 1, pero en senti­

do sinistrórsum (contrario al movimiento de las agujas de un 
reloj), sumando el 1 con el 2 inmediato y con el 3 y con el 6, 
y con el 9 y oon el otro 3 . . . , hasta dar la vuelta, etc., etc., lo 
que nos dará otras 16 sumas. 

Y si se procede análogamente con el cuadrado mayor dando 
en primer lugar en sentido dextrorsum todas las vueltas po­
sibles, y, terminadas, dándolas en segundo lugar al revés ó 
en sentido sinistrórsum, obtendremos 64 nuevas sumas, siem-
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pre con los mismos sumandos y siempre en combinación di­
ferente. 

También pueden obtenerse nuevas adiciones dando á cada 
cuadrado dos vueltas ó tres, ya hacia la derecha, ya hacia la 
izquierda; ó bien vuelta y media, ó vuelta y cuarto, etc., etc., 
ó bien muchas más combinaciones sumando los dígitos de 
ambos cuadrados, ya en un sentido, ya en otro, ya un cuadra­
do en un sentido, ya el otro cuadrado en sentido contrario... 

En general, cualquier suma se dispone de modo que las 
protoenas estén debajo de las protoenas, las deutenas debajo 
de las deutenas, las trienas debajo de las trienas... y así su­
cesivamente. Por debajo del último guarismo se traza una 
raya, y otra debajo de la suma. Esta última suele suprimirse. 

Así, si tuviéramos que sumar los guarismos del sistema 
decimal, 

86!)+ 438-1-1790-I-71 

prepararíamos laoperación de uno de losdos modos siguientes: 

869 869 
438 438 
1790 1796 
71 71 

Colocadas ya las cifras en correspondencia unas debajo de 
otras, se efectúa la operación de sumar, como se expresa á con­
tinuación. 

Se empieza por la derecha (1), es decir, por la columna de 
las protoenas desde arriba hacia abajo (2) agregando sucesi­
vamente el valor de las cifras protoenas unas á otras, y cuan­
do se baya llegado asi sumando hasta la última inferior de la 
columna sucederá una de dos cosas: 

1.0 O la suma encontrada de las protoenas se escribe en 
el sistema de numeración en que se trabaje con uu solo dígito, 

2.° O la suma de las cifras del primer orden ae escribe con 
más de una cifra. 

(l) Podríamos empezar pjr la izqaierda, ó por el centro... pero se toca-
xá« el inconveniente <le tener casi siempre que hacer una segunda soma, 
71» operación no resaltaría de la primera vez. 

''2) No hay inconveniente en híacerlo de abajo arriba. 
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Ahora bien: 
1." Si esa suma parcial de las cifras protoenas ó del pri­

mer orden se escribe con un dígito, se pone ese dígito por de­
bajo de la raya, en la misma dirección vertical de las protoe­
nas; y se procede á sumar las cifras de la segunda columna, 
«orno en el ejemplo siguiente del sistema decimal 

24 
32 
21 
22 

2.° Pero, si la suma parcial de la primera columna se es-
•cribe con más de una cifra (caso el mi^ común), entonces bajo 
la raya y también bajo las protoenas se escribe de las dos 
{ó más) cifras que expresen la suma parcial, solamente la de 
la derecha, y la otra (ú otras) que se llaman RESERVA, se 
guarda (ó guardan) para sumarla (ó sumarlas) con las cifras 
<le la segunda columna, la de las deutenas: como en el ejem­
plo siguiente del sistema decimal 

24 
65 
78 

donde se dirá 

cuatro y cinco son nueve; nueve y ocho son diez y siete; 

diez y siete se escribe en el sistema decimal con Un uno y un 
aiete (17); pues bajo la raya y en el sitio de las protoenas se 
escribe el 7, y el 1 (que es la RESEEVA) se guarda para 
Agregarlo ¿ las cifras de la segunda columna, la de las dente» 
ñas, como sigue: 

34 
65 
78 

Hecho esto con la primera columna, se procede con la se­
gunda como si no existiese ya la primera. 

TOMO 1. 28 
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Y, habiendo procedido con la segunda columna, la de la*-
fleutenas. como queda indicado, se pasa á la tercera (si la 
hay) como 8Í no existiesen ya las otras dos..., y asi sucesiva­
mente hasta llegar á la última columna de la izquierda 

Y, si la suma parcial de la última columna (que es áieii;-
pre la primera de la izquierda) se escribe con más de una ci­
fra, entonces se ponen por debajo de la raya todas las cifra i-
resultantes. 

EJEMPLO EN EL SISTEMA DECIMAL 

t i i 5 i 
24 678984 1 •2T(;T8 08 4' 
3 4 789721 3 478 9 72 

11 O 7 4 8 9 0 1 se procede asi; 1 1 0 7 4 8 9 0 
2 4 ü 9 1 2 4 6 9 1 

90 201 190 I 90 201 190 
129 458 72 7 

K.JÍ;MI'LO ES BL SISTEMA CIATERNARIO: 

Se procede así 

í 1 
'lál 
32 2 
2 2 f 

1 3 

2 1 ] : ; 

Se dice: 
Uno y doo, tres: tres y uno, cuatro: cuatro y tres, si<ete; siete se t-,-

eribe en el sistema cuaternario con dos cifras, el 1 y el 3: eî  ' r i l» 
sólo el 3 y agrego el 1 á las cifras de la columna inmediata (que 
es, en este ejemplo, la centra)) diciendo: uno y tres, cuatro: cn;if: o 
y dos, seis; etc., etc. 

EJEMPLO KX EL SISTEMA yüINARIO: 

43 4 3 
3423 

3 i 3 
4 8 4 2 
8 4 2 3 12 3 4 Se procede así: ', o >• 'í 

4 4 4 3 ' ^^''* 
3243 4 4 43 

3 2 4 3 

334 00 

Se dice: 
Do» y tre», cinco; cinco y cuatro, nueve; nae-^e y tros, doce: doeo y 

tres, quince, que se escribe 30 en al sistema quinario; pongo, 
pneü, el oero y agrego el 3 como reserva á las cifras de la colum­
na inmediata, que es la de tas deatenas quinarias, etc., etc. 
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Se dice: 

:.li;\li'i,(i !:v v.¡, S I S P I Í M A I>I IHVKIIMAI : 

;' s , I; I, ii I 
h '.1 7 ;• 7 I: ri 

1 - - - -% i 

;i S 7 f. hTíh 
,:,Í;H:>1H^ Sf procede n^í: ^'''Itl-t 

1 a b a b < a I , Í i " 
-1 a b a b o 

:í 2 í t; 7 b 5 : 

Once y diez, veinte y uno; veinte y uno y ocho, veinte y nueve; 
veinte y nueve y diez, treinta y nueve, y diez, cuarenta y nueve: 
ahora bien: como cuarenta y nueve, se escribe en el sistema duo­
decimal 41. pongo el 1, y utilizo el 4 para agregarlo como 
reserva á la segunda columna, en la cual procedo análoga­
mente, etc., etc. 

>l'MA.S KN KL SI.STEMA Cl'A IKIISAIÍK) V S I S 
EN EL DECIMAL. ' 

( OltHESl'OSDESCIAS 

Cuaternario Declm8\ CuatemarUi I>eclni«t Cuaternario Decimal 

10115 iiinto iÍU7> 

irn 8 6 TafTs 99 ^sS'i 1 8 9 
1 3 0 . 2 8 1 0 0 8 . 67 3 1 3 2 2 2 2 
1 3 3 3 1 1 3 3 3 1 2 7 8 : Í 2 3 2 5 1 

1133 9 5 2 3 2 3 1 8 7 3 3 3 3 2 5 5 
2312 1 8 2 1 2 8 0 1 0 8 3 3 2 1 2 4 9 
1111 8 5 3 3 1 2 2 4 6 3 3 3 3 2 5 5 
2222 1 7 0 1 1 2 2 2 3 2 1 0 2 2 8 
3 3 3 1 . 2 5 3 3 3 2 1 2 4 9 3 3 2 2 2 5 0 

3 2 2 0 1 9 2 9 1 0 1 1 0 1 Í 1 0 5 

pío. 

1 3 1 2 2 3 1 8 9 9 

iplo. l.« ejemplo. 2.* ejeni 

Í 1 0 5 

pío. S er ejen 

1 8 9 9 

iplo. 

Explicación: 
Sumo la primera colamna de la derecha (en el 1.*' ejemplo 

del sistema cuaternario) y hallo por resultado 13, qne en di­
cho sistema se escribe 31. 

Póngó 1 bajo la raya y reservo 3 para segnir sumando. 
Sumo esta reserva con la segunda columna y resulta 20 

dentenas cuaternarias, que se escribe 110. 
Pongo un cero bajo la raya y reservo It que en dicho sis­

tema representa 5 del decimal, y digo, cinco de la reserva y 
Tino, seis; y uno, siete; y uno, ocho; y uno, nueve; y tres, do­
ce; y uno, trece; y dos, quince; y tres, diez y ocho, que en el 
sistema cuaternario se escribe 102. 



220 ARITMÉTICA PURA 

Pongo, pues, el 2 bajo la raya, y reservo 10 que en el y» 
dicho sistema representa 4, del decimal; y digo, cuatro de la 
reserva y uno, cinco; y uno, seis; y dos, ocho; y uno, nueve; 
y dos once; y tres, catorce, que en el sistema cuaternario se 
escribe 32. 

Como no hay más columnas que sumar, pongo el 32 deba­
jo de la raya, y queda terminada la suma. 

Análogamente se ha de proceder para efectuar las suma» 
en los ejemplos 2." y 3.° del cuadro expuesto. 

Por causa de la brevedad se suma sin repetir los resulta­
dos de la agregación parcial de cada dígito: supongamos el 
ejemplo siguiente del sistema decimal : 

8 
4 
7 
9 
8 
7 
9 

Así, en vez de decir 3 y 4, 7; 7 y 7, 14; 14 y 9, 23; 23 y . . . 
etcétera, etc., se dirá: tres, siete, catorce, veintitrés, treint» 
y uno, treinta y ocho, etc. 

También, por brevedad, es 'costumbre no escribir las re­
servas en lo alto de las columnas; sin embargo de que el es­
cribirlas conviene mucho cuando las sumas son largas y no se 
tiene seguridad ni práctica en el sumar. 

También cuando hay muchos sumandos suelen registrarse 
las reservas debajo de cada columna, escritas con cifras pe-
qnefiitas: ejemplo en el sistema decimal: 

4 7 
9 8 

3 4 7 
8 7 8 
6 7 6 
6 8 9 
719 6 
9 9 9 
9 8 7 
9 4 7 
7 8 5 
6 6 9 
6 6 9 
4 9 8 

8 9 6 5 
« 1 0 
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Es de gran importancia adquirir la práctica de sumar di­
ciendo sólo los resultados parciales sin nombrar los sumandos. 

Y es del mayor interés adquirir el poder de sumar en si­
lencio. 

OBSERVACIÓX.—Cuando sumamos, desde la segunda co­
lumna en adelante hacia la izquierda, cometemos voluntaria­
mente un error para enmendarlo en el acto: en vez de sumar 
decenas, centenas, millares..., ó en general deutenas, trienas, 
tetraenas, pentaenas... etc., que son lo que respectivamente 
expresan los dígitos de la segunda columna, de la tercera, de 
la cuarta..., sumamos siempre los dígitos como si fueran pro-
toenas; pero, como escribimos el resultado en el segundo lu­
gar, en el tercero, en el cuarto..., enmendamos en el acto el 
error que por brevedad y sencillez hemos á sabiendas co­
metido. 

Supongamos el ejemplo siguiente del sistema decimal: 
34 
50 
62 
Bl 
82 

Después de haber samado los dígitos de la primera colum­
na, en la que no hay reserva, no decimos, al calcular la se­
gunda, lo siguieiite: 

Tres decenas y cinco decenas, son ocho decenas; ocho de­
cenas y seis decenas, son catorce decenas; catorce decenas y 
cinco decenas, son.... eto; sino que, simplificando, decimos: 
tres, ocho, catorce, diez y nueve, veintisiete. Este veinti­
siete, es diez veces menor de lo que debe ser; pues no se 
trata de veinte j siete protoenas del sistema decimal, sino 
de veinte y siete decenas, ó sea de doscientos setenta unos; 
pero, como al escribir en segundo lugar el 7 que hemos ob­
tenido, lo hacemos valer 70, y al llevar al tercer lugar el 2 de 
la reserva le hacemos valer, no dos, sino doscientos, que^a 
enmendado en el acto el error, oon gran ahorro de palabras, 
y , sobre todo, de tiempo. 
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Prnebns comanes.—Prueba de la cifra máxima. 

El hombre rio es infalible, y suele equivocarse con la ma­
yor frecuencia en sus cómputos, especialmente en todas las 
operaciones de la Aritmética. 

Siempre conviene, pues, y & veces es absolutamente pre­
ciso, comprobar esas operaciones. 

PRUEBAS. 

Las pruebas de una operación son otras que dan los mis­
mos resultados de la primera, i>i ésta se ha ejeonto/io bien, ó 
que presentan indicios muy probables de haber sido correc­
tamente ejecutada. 

Las pruebas no ban de ser mis difíciles qne la operación 
primitiva, j m grado de probabilidad (caso de ser probables 
únicamente) ha de ser mny considerable. 

Sólo una gran probabilidad puede hacer admisible ana 
prueba; porqae á resultados idénticos cabe* llegar habiendo 
á la vez error en la operación y en sus comprobaciones; y 
pnede existir discrepancia en los resaltados siendo exacta 1» 
operación y errónea la prueba, ó errónea la operación y 
exacta la prueba. 

A pmeba muy difícil ó de poca probabilidad no debe, 
pues, nunca recnnirse. 

Las pruebas del sumar son varias. 
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1.* Si se ha hecho la suma adicionando las columnas de 
arriba hacia abajo, regularmente se repite la operación, para 
comprobar el resultado, adicionando las mismas columnas di 
abajo hacia arriba. 

Esta comprobación es muy cómoda, porque no hay nece­
sidad de escribir nuevos signos. Se funda eu que es de escasa 
probabilidad la coincidencia de una equivocación igual á otra 
anterior. 

2.*^ Hecha la suma, según las reglas, se prescinde de un 
samando (regularmente del primero de arriba): en seguida se 
suman los restantes, y á la segaada suma que resulte se 
agrega el primer sumando antes eliminado: esta tercera suma 
debe aparecer igual é. la primera, si no ha habido equivoca­
ción en ninguna de las tres. 

R.IEMFLO ('SISTEMA UECIMAIA 

:>4K eumancloaoparedomentalmeu 
647 
784 
897 

2 r,7G 

348 348 
647 
784 647 
897 784 

897 
784 
897 

•2 676 •2 676 
2328 sama de los 3 id. 

•*- 348 (umando separado '2 •V28 sumacomprobntoriaen quemt,::-
talmente se ha unldoel 9uu)u:r 

2 676 suma conprotatorla do wpamdo. 

Al hacer esta comprobación, se debe practicar de memo­
ria todo lo más posible, por cansa de la brevedad; así es que 
«e hace casi siempre como se indica en la tercera operación 
sin separar sino mentalmente el primer sumando. Las más 
veces se ponen las comprobaciones en papel aparte. 

3.^ En las casas de comercio y en donde quiera que se ha­
cen adiciones que contienen machos sumandos, se suele com­
probar la suma del modo sigaiente: 

Se dividen las columnas largas de sumandos en secciones, 
regularmente de á diez ó doce sumandos; se escribe al lado 
derecho la suma de cada sección, y, hecho esto, la suma de 
todas estas secciones ha de ser la total que se comprueba. 
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POR EJEMPLO (SISTEMA DeCIXAl.). 

1861 
1862 
2681 
2 682 
8161 17 247 
8162 
8 611 
8 612 
8216 
8126 41727 
8888 
8884 
8880 
1111 
2235 29998 

88972 = 88972 

Esta comprobación suele verifíoarse en papel aparte. 

'También en las casas de comercio se suele snmar ponien­
do en papel aparte la suma de cada columna. 

Asi, las cifras de la derecha en el papel aparte 7, 1, 8, 6, 
3, 7, resultan ser las de la suma, y además el 6, en que ter­
mina (en dicho papel aparte) la columna de las hexaenas. 
En el mismo papel constituyen las reservas las cifras 4, 6, 3, 
4 y 5, que ocupan el segundo lugar (esto es, el de las dece­
nas ó den tenas). , 

486167 47 
486 287 51 
946876 38 

7 646 46 
911111 53 
42.9374 67 
547867 (r«pel 
960 000 a])atte.) 
970005 
997 484 

6 736 817 

Este procedimiento es muy conocido, fácil y seguro: es 
de aconsejar su práctica. 

También es de recomendar la siguiente, para cuando se 
suma de arriba abajo y se comprueba de abajo arriba: 
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3 9 8 
T ít 
8 9 
7 !t 
'.) 4 

1 8 ! ) 
2 y í> 
5 4 7 
7 8 i» 

:t 1) 
2 O 
4 Vt 
'J O 

5 73G 817 Suma. I ;] ¿ 

48C167 
486287 
946 876 

7 646 
l i l i l í 
423 374 
347 807 
960 000 
970 005 
997 484 

65* 354 Seitervas. i *? ^ 
5 9 D 
6 7 4 
1 S 9 
1 9 8 

5 3 8 4 

Reservas... B IB l^ 

Hay, por último, otra prueba muy eficaz: la prueba de la 
cifra máxima. Verificada la suma, se la comprueba como sigue: 

Se suman parcial y horizontalmeute las cifras de los su-
.mandos; y, en cnanto la suma parcial pase de la cifra máxi­
ma del sistema, la excedencia (ó lo que sobre) se agregará á 
las demás cifras hasta obtener otro valor que exceda del va­
lor de la cifra máxima... y así sucesivamente hasta llegar 
al fin. 

Si hay entonces todavía excedencia, se escribe el exce­
dente junto á la raya de la suma, separado por un parénte­
sis; y, si la operación está bien hecha, el excedente de los su­
mandos será igual al excedente de la suma. O se empieza por 
el de ésta. 

Ejemplo en el sistema decimal, cuya cifra máxima es 9̂  
466 
328 
546 (« 

1840 (« 

Hecha la sojna, se le saca el excedente, diciendo: 

1 + 3 + 4 + 0 = 8 
TOMO I . 2» 
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como el 8 no contiene ningún 9, se escribe el 8 á la derecha 
de la sama, separada de ella por un paréntesis. 

Y en seguida se empieza á comprobar por el sumando su­
perior diciendo: 4 y 6 son 10; fuera de 9 queda 1 de exceden­
cia; 1 excedente y O son 7 y 3 del segundo sumando son 10; 
fuera de 9 queda 1 de excedencia; 1 y 2 son 3 y 8 son 11; 
fuera de 9 quedan 2 de excedencia; 2 y 5 del tercer sumando 
son 7 y 4 son 11; fuera de 9 quedan 2; 2 y 6 son 8. Entonces 
se escribe un '* pequeño á la derecha del último sumando, 
que es el 546, y como la excedencia final de los sunjandos es 
igual á la de la suma, debemos dar por buena la adición. 

Otros ejemplos de la prueba de los nueves: 

85 76.5 
14.^21 
46 853 
2 ' J 7 6 2 (* excedencia de los sDiiuuidos 

176 701 ¡i excedeDcia de la «urna 

15184 
44 632 
25 798 
56 673 

¡i 

excedencia de los samandos 

142 287 

¡i 

excedencia de la sniaa 

Supongamos la siguiente suma en el sistema octonario, 
cuyo dígito mayor es 7. La operación se hará como sigue: 

447 
.572 
433 
567 (< 

2468 (1 

Primeramente se extraen los sietes de la sama dioiendo; 
2 y 4 son 6, y O, 12; fuera de los siete quedan 5; 5 y 3, 8; 
fuera de los siete, uno; y este (' se escribe separado á la de­
recha de la suma. 

Inmediatamente, se procede á la comproBaoión diciendo: 
4 y 4 son 8; fuera de 7, uno (de excedencia): y 7, son 8; fuera 
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de 7, uno; y 5, 6 j 7, 13; fuera de 7, seis; (! y 2, 8: £aera de 7, 
uno; 1 y 4, 5, y 3, 8; fuera de 7, uno; 1 y 3, 4; y 5, 9; fuera 
de 7, dos; 2 y 6, 8; fuera de 7, uno; 1 y 7, 8; fuera de 7, uno; 
y se escribe el (' á la derecha del último sumando. 

Como el excedente final de los sumandos es igual al de la 
suma, la suma está bien hecha. 

Puede suceder que alguna suma parcial de las cifras adi­
cionadas horizontalmente produzca una excedencia igual á la 
cifra máxima. Entonces en el sistema decimal se dice 9 fuera 
de 9, cero; y se vuelve á empezar hasta que se llega al fin. 
Claro.fis que en el sistema septenario se diría: 6 fuera de <>, 
cero; y en el octonario, 7 fuera de 7, cero; y lo análogo en 
cualquier otro sistema de numeración. 

SISTEMA DECIMAL 

ií 672 En gracia á la brevedad se aho-
5 4518 rran machas palabras diciendo: 
•̂  *^^ (" a, 9; 0: 7, 9; 0: .5, 9; 0; 

3, 11; 2: 9; O: 4, G, 9: 0: 
16 533 (O 1, 7. 12; 3: 6, 9; O 

^ . ^ _ ^ , ^ Excedenteíi iguales, suma buena. 

Esta prueba de la cifra máxima se funda en lo siguiente: 
1.° En la suma no puede haber más ni menos de lo que 

hubiere en los sumandos. 
2.** Los sumandos están compuestos de la cifra máxima 

más el valor absoluto (no locativo) de sus cifras. 
3.° Este valor absoluto está compuesto también de la ci­

fra máxima, ó exactamente 6 con excedencia. 
4." Si exactamente, el valor absoluto de las cifras de la 

suma no debe dejar sobrante ó excedente; porque, si lo dejase, 
habría en ella algo más que eu los sumandos. 

5.0 Si con excedencia, el valor absoluto de las cifras de 
la suma debe dejar el mismo sobrante; porque, si no dejase 
ninguno, ó lo dejase mayor ó menor, resultaría que la suma 
no estaba formada de la cifra máxima el mismo número de 
veces y del modo mismo que los sumando^. 

La prueba de la cifra máxima llega á hacerse con una ce 
leridad extraordinaria, para lo cual hay muohas razones. 

En la práctica nunca se hace caso de la cifra- máxima ni 
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de las combinaciones evidentes que saman su valor, porque 
es inútil agregarlas, para eliminarlas después. 

Así, en el sistema decimal no se toman en cuenta los nue­
ves, ni aquellas evidentes combinaciones que dan nueve por 
resultado, como 

81, 18, 72, 63, 36, 54, 45, 
621, 612, 126, 1116, etc., etc. 

Ni aun otras combinaciones más complicadas, por ejemplo. 
297, 792, 4995, 693, 

396, 369, 7821, 6336, 6633, 
6921, 2691, 12996, 4491, 1944, 

y otras muchas análogas. 

El hábito de combinar tan corto número de cifras de 
modos que al fin resultan sobremanera conocidos, hace ra­
pidísima mentalmente la prueba de la cifra máxima; y espe­
cialmente la prueba de los nueves en el sistema decimal. 

3699 6314 
972 5 721 
795 3268 
4S1 9 792 
225 2 763 
992 5445 

7227 (* 2123 (» 

14341 (• 35421 (« 

Asi un calculador ejercitado advierte al primer golpe de 
vista que el 4 es el sobrante de la sama sígnente, porque las 
sumas sucesivas de cada dos ó tres sumandos importan 9 siem­
pre, excepto al final en que se encuentra el 4 excedente. 

453 
736 
612 
216 
814 
554 • 

• 274 (• 

8658 (* 

OBSXBVAOJÓK.—Ninguna de las anteriores pruebas de su­
mar es exacta rigurosamente, pprque pueden desusarse en la 



INTEGRACIÓN 2 2 9 

prueba equivocaciones que compensen con exactitud un error 
padecido al hacer la operación. 

La única prueba infalible seria la de la cifra máxima, si, 
«n vez de contentarnos con saber que tanto los sumandos co­
mo la suma están compuestos de la dicha cifra, exactamente 
ó con excedencia, averiguáramos el número fijo de veces que 
sumandos y suma contienen á la cifra máxima con exactitud 
ó con excedencia; pero, aunque no difícil (como hemos visto), 
«1 medio de averiguación del número fijo de cifras máximas 
es un tanto complicado para prueba, la cual nunca ha de ser 
más enojosa que lo sería el repetir la operación. 

A pesar de ser falibles las pruebas del sumar, deben siem-
pre efectuarse, por ser de altísima probabilidad que no hay 
equivocación cuaudo coinciden la operación y su prueba. 

La comprobación más fácil del sumar es la adición de 
abajo arriba, si la operación se ha hecho al contrario. 

Por último: 
Cuando interesa inmensamente la exactitud de las opera­

ciones aritméticas (como sucede en los Observatorios astronó­
micos), no hay más recurso para obviar la falibilidad de los 
calculadores, que encargar el mismo cálculo á dos parejas, 
que lo trabajan en mesas y salas separadas, y que entregan 
los resultados á otra pareja de comprobadores, quienes los 
dan por buenos onando los encuentran conformes. 

Ésta se llama prueba por dobles manos. 
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Samas borlzontales (I). 

Mnchas veces para ciertos trabajos se necesita saber lo 
qae importan cada día cierto número de artículos de con-
snmo, y además es preciso conocer por semanas 6 por me­
ses ó por años lo que se ha gastado en cada artículo, junta­
mente con lo que se ha gastado en todos. 

Otras veces el censo de población, los fenómenos atmos­
féricos, etc., etc., exigen operaciones análogas. Para hacer­
las con facilidad, suele ser preciso sumar hoiizontalmente, y 
la generalidad de las plantillas, facturas, cuademps ó esta­
dos se dispone como sigue, ó de un modo semejante. 

Provincia de N... 

' PliBBLOS lloBibre». Ngjrrei. Niíos. «iou. ToTítüi. 

M . . . . 
N 
L 
0 , 

1500 
1381 
1¿15 

ÍWO 

1521 
1141 
1106 
1012 

4782 

829 
755 
943 
813 

1040 
832 
512 
720 

4890 
4109 
3 778 
3525 

M . . . . 
N 
L 
0 , 

5076 

1521 
1141 
1106 
1012 

4782 3340 3104 16803 

(1) Esta lección, por el fondo oorre^onde más bien á la Aritmética 
modular qne á 1& Aritmética para. Pera aparece ea este sitio por la gene-
rtdidad de los preceptos operatorios. Y, además y priDcipálmente, porque 
para combinaciones de números pnros se necesita saber sumar guarismos 
no dispuestos ea colnmnaK tal sucede en los cuadrados mágioos, etc. 
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f r o v i n c i a de X . . . 

PUEBIXIS Agrkultore'». Menestrales. Marim-ros. MiliUres. SirvU-nles 

2 572 
6 310 
5014 

11 l;»5 

TOTAL. 

iz 
! V 

R 

.—.— 

300Í» 
8ÍI13 
5 421 

10 892 

820 
2 615 
2 609 
7 427 

315 
1161 
2 013 
3168 

(! 657 

2 570 
6 345 
5 027 

10 415 

SirvU-nles 

2 572 
6 310 
5014 

11 l;»5 

!> 286 
25 374 
20 084 
43 097 

iz 
! V 

R 

.—.— 
28 235 13 471 

315 
1161 
2 013 
3168 

(! 657 24 357 25 121 97 841 

Los ejemplos anteriores son exiguos casos de los infinitos 
que hay análogos, y en los que varían los géneros, clases, 
especies ó individualidades á que se refieren los sumandos, 
pero no la disposición de los sumandos, en renglones hori­
zontales y columnas verticales. 

Empiézase, pues, sumando horizontalmente, pero efec­
tuando ei cálculo del mismo modo que si los sumandos estu­
vieran colocados ordenadamente unos debajo de otros; para 
lo cual se van sumando primero las cifras de primer orden ó 
protoenas desde cualquiera de los extremos de cada renglón 
horizontal, y, hallada la suma de las protoenas, se escribe á 
la derecha en la colamaa.de totales 3'' en el mismo renglón 
horizontal, solamente la cifra de la derecha, y la otra ú otras 
se guardan como reserva para agregarlas á las citras de se­
gundo orden ó deutenas. 

Sigaense luego sumando las deutenas como se sumaron 
las protoenas... y así se continúa con las demás cifras de los 
órdenes superiores (caso de haberlas) hasta sumarlas todas y 
obtener una suma total del primer renglón horizontal. Obte­
nida ya la suma del primer renglón horizontal, se procede 
luego del mismo modo á la suma horizontal de cada uno de 
los demás renglones; y, ya sumados todos los renglones, se 
suman de arriba abajo los totales obtenidos, y se logra así 
un TOTA.L de TOTALES. 

Hecho esto, se suman verticalmente las columnas de su­
mandos y se escriben las samas que resalten, al pie de su 
respectiva columna; y, después que se haya concluido con 
todas, se saman horizontalmente los totales de todas las co­
lumnas, y sa ai^ma ha de ser igual al anterior total de totales. 

colamaa.de
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Por ejemplo: 

"Viernes 

Carne. Tocino. Aceite. Vino. Pan. TOTAL. 

"Viernes 

5 
2 
7 

8 
7 
9 

1 
2 
1 

7 
9 

11 

9 
2 
1 

30 
22 
29 "Viernes 

14 24 4 27 12 81 

Donde se dirá 
5 y 8 son 13, y 1, son 14, y 7, son 21, y 9, son 30; así s© 

obtiene todo el gasto del miércoles y se escribe la sama á la 
derecha en la columna del total; se signe con las otras parti­
das horizontales del jueves; 

2-+-7-H2 + 9 - I - 2 = : 2 2 

y ¿1 22 se escribe en la columna de totales bajo el 30. 
Hecho esto, se continúa con las partidas del viernes 

7 + 0 + 1 + 11 + 1 = 29 

y el 29, total del viernes, se escribe bajo el 30 y el 22 acaba­
dos de sentar. 

Obtenidos ya los totales parciales correspondientes al 
miércoles, al jueves y al viernes, se saca verticalmente la 
suma total, 30 -f- 22 -+- 29 = 81; y se anota. • 

En seguida se procede á sumar las columnas correspon­
dientes á la carne, al tocino... Para la carne se dirá 

5y2 ,7 ,y7 ,14 , 

que se escribe debajo; y así se sab^ el importe de la carne en 
los tres días: se suman del mismo modo las otras columnas 
verticales y se ponen las sumas en la parte inferior de su» 
respectivas columnas; por cayo medio se averigua lo gastado 
durante los tres días en los otros, artículos: tocino, aceite, 
vino y pan. 

Por último, horizontalmente ae adicionaa las sumas de las 
columnas; y, si todas las operaciones se han hecho con exac­
titud, esta última suma será igual al total general 6 de tota-
le$. Y, en efecto, las protoenas d&n 

4 + 4-«-4 + 7 * 2 = 2 1 
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Se anota el 1 en el total de totales poniendo un punto 
debajo y se pasa á las deutenas diciendo 

2 de la reserva -i-1 + 2 + 2 -H 1 = 8; 

y se señala el 8 con otro punto debajo. 
• 

1 Carne. Queso. Uva« Han. Tocino. Fideos. Fruta. TOTAL. 

. .' 3(5 21 r.i 14 10 24 13 137 

..! í' 32 
15 

24 
42 

23 
31 

8 
40 

13 
3!l 

8 
22 

117 
M artes . 1 22 

32 
15 

24 
42 

23 
31 

8 
40 

13 
3!l 

8 
22 211 

..i 54 54 33 5t5 25 48 17 287 
43 51 72 32 53 3:5 281 

..i 34 8 27 28 15 02 32 23(! 

..i 42 12 3il 311 58 m 15 241 
! 55 (!1 8 15 

278 

l!l 4 25 187 
1 
í 259 24<j ' 243 

15 

278 I 207 3í)!) i 155 1<»7 

La prueba de estar bien hechas estas operaciones será el 
que todos los totales parciales den el t i ta l general 1 697: para 
efectuar esto se sumarán dichos totalns horizontal y ordena­
damente. 

DÍAS. d 
2 
•-• O .c 

XI 1 i O D 
a 1 1 o 

3 g O 
TOTILSS 

I £ 
XI 1 

o* •-5 t- X ^ tb 

I 
1 20 10 11 11 10 12 11 20 17 122 
2 17 1'7 12 10 11 ' li5 10 24 18 132 
3 16 lli 10 12 12 15 12 26 16 135 
4 13 17 11 17 13 17 15 30 15 148 
.5 15 18 13 12 15 19 13 44 14 163 
fí 14 IH 15 13 17 21 20 •48 13 180 
i 21 11 14 14 18 23 22 31 12 160 
H 20 12 16 15 20 11 21 17 11 14!{ 
!) 11 13 13 15 30 10 17 31 17 160 
10 12 14 12 16 31 30 18 36 19 188 
11 i 13 15 17 10 17 15 19 3S 20 164 
12 18 16 18 11 20 16 14 37 21 171 
13 19 10 20 12 21 17 13 35 23 173 
14 15 12 lít 10 23 18 12 36 25 170 
15 1 14 20 11 11 22 22 11 38 27 176 
115 12 11 30 12 21 20 15 40 29 lí» 
17 11 10 15 13 16 23 13 41 32 174 
18 10 IS 16 14 14 U 12 42 35 167 
l'J 12 21 17 16 13 12 11 43 33 177 
20 15 IS 19 13 12 13 16 •^ 36 187 

238 + 293 +B09 + 2.56 -«- 359 + ^38 + 295+705 + 433 3 286 

Por tanto, si se nos diera el primero de los dos estados 
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sigaientes para qne hiciéramos las correspondientes sumas, 
tendríamos que devolverlo, después de efectuadas las opera­
ciones, según expresa el segando estado. 

$. TOTALES 

DÍAS. 
5 
40 

SI a 
w 

10 

Ó 
a 
1 
H 
20 

i 
4 

o 
• 

> 
15 

1 
•< 
10 

1 
25 

S 
< 

d 

1 
20 

DE 
CADA U I A . 

1 
5 
40 

SI a 
w 

10 

Ó 
a 
1 
H 
20 80 

i 
4 

o 
• 

> 
15 

1 
•< 
10 

1 
25 10" 

d 

1 
20 

2 45 9 15 71 2 19 8 10 12 5 
íi 41 11 14 69 7 11 9 15 17 3 

- A 50 18 37 21 9 7 4 9 17 1' 
5 20 7. 2 15 7 7 8 10 12 30 
6 40 12' 13 10 11 2 1 3 17 1 
7 38 4 20 30 11 1 7 4 15 6 
K ^42 30 30 18 9 7 6 5 14 » 
9 28 4 10 15 8 2 4 6 7 15 
10 25 5 8 9 4 3 5 1 6 » 
11 31 9 7 6 12 4 8 9 3 » 
12 21 2 11 4 10 8 4 8 7 2 
13 15 1 9 2 7 2 1 3 4 > 
14 17 » » 16 1 8 3 2 5 2 
15 19 4 18 13 » 4 1 5 6 7 
16 21 » 7 » 2 » 2 

' 
1 3 21 » 7 2 2 

' 
1 3 

' TOTALIS 

DÍA?. S 
u 
40 

i 
3 

10 

0 
o 

20 
1 
80 

a 
•3 

4 

ó 
> 
15 

0 

1 
10 

s -0 € m w 
25 

a 3 
M 

10 

•o 
S 

20 

DK 
CADA DfA. 

1 

S 
u 
40 

i 
3 

10 

0 
o 

20 
1 
80 

a 
•3 

4 

ó 
> 
15 

0 

1 
10 

s -0 € m w 
25 

a 3 
M 

10 

•o 
S 

20 234 
2 45 9 }t 71 2 19 8 10 12 5 196 
3 41 11 }t 69 7 11 9 16 17 8 197 
4 50 18 37 21 9 7 4 9 17 1 173 
5 20 7 2 16 7 7 8 10 12 30 118 
6 40 12 13 10 11 2 1 3 17 1 110 
7 38 4 20 30 11 1 7 4 15 6 136 
8 42 80 80 18 9 7 6 5 14 > 161 
9 28 4 10 15 3 2 4 6 7 15 94 
10 25 5 8 9 4 3 5 7 6 » 72 
11 »1 9 7 6 12 4 B 9 3 > B» 
12 21 2 11 4 10 8 4 6 7 2 75 
13 16 1 9 2 i 2 1 8 4- > 44 
14 17 > > 16 1 8 8 2 5 2 54 
15 19 4 18 13 » 4 1 5 6 7 77 
16 21 

493 126 

7 

221 379 

2 

99 

> 

100 

2 

119 

1 

153 

8 86 21 

493 126 

7 

221 379 

2 

99 

> 

100 81 119 

1 

153 95 1866 



LECCIÓN IV 

necias generales del •amar, comaneii á todos los 
sistemas de numeración. 

Para la práctica de las Lecciones anteriores se pondrán 
ejemplos suficientes de sumas en cada uno de los sistemas 
binario, ternario... hasta el duodecimal. 

T, para que las reglas dadas se estudien con perfección 
hasta en sus menores detalles, se especificarán y repetirán 
para cada caso en la parte que parezca necesaria. 

Las reglas siguientes son comunes á todos los sistemas: 
1.* Escritos los sumandos unos bajo otros, de modo que 

se correspondan las cifras de un mismo orden, se traza una 
raya horizontal por debajo del último sumando; y en seguida 
se procede á la operación, la cual se empieza sumando los 
dígitos de la primera columna de la derecha (la de las pro-
toenas), según su valor ftbsoluto. •' 

2.* La suma obtenida de las protoenas te imagina escrita 
como corresponda al sistema en ĉ ué se trabaje. 

3.* Esta suma necesitará para su expresión una sola cifra, 
6 dos, ó más. 

4.* Si necesita sólo una cifra, asta se escribirá bajo la 
raya, en el sitio de las protoenas; y acto continuo se proce­
derá á sumar los dígitos de la segunda columna (la de las 
dentenas). 

5.* Si la suma de la primera columna, ó de las protoenas, 
exige en sn expresión escrita dos cifras, se escribirá sólo la 
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de la derecha bajo la raya y bajo la primera columna, y la 
otra cifra se gnardará para agregarla (como reserva) á los dí­
gitos de la segnnda colamna, ó sea la de las dentenas, qne en 
seguida se sumarán por su valor absoluto,y no por el locativo. 

6.^ Si la suma de la primera columna se escribe con tres 
(ó más) cifras, se pone la de la derecha bajo la raya, y con 
las otras dos (6 más) se constituye la reserva, por el valor 
que en cada sistema tuvieren esas dos cifras (ó más). 

7.* Esta reserva se agrega á los dígitos de la segunda co­
lumna, la de las deutenas, dándoles de valor (nótese bien es­
to) lo que en el sistema en que se trabaje representen las dos 
(ó más) cifras que constituyen la reserva. Por ejemplo: si la 
columna de las protoenas en el sistema temario importa se­
tenta y tres, imaginaremos escrito este grado de la plurali­
dad en dicho sistema, ó sea en la forma 

2 201: 

y, concebida esta forma del sistema temario, escribiremos 
el 1 bajo la raya y bajo la columna de las protoenas; y, cons­
tituiremos la reserva con el reato de la expresión (ó sea con 
la forma 220); pero al empezar á sumar la columna inmedia­
ta, daremos al 

220 

su valor en el BÍstema ternario, ó sea 
veinticuatro (deutenas ternarias) = 1 8 + 6 del decimal. 

8.^ Con las demás columnas se procederá como se acaba 
de decir respecto de la primera, ó sea la de las protoenas; 
pero empezando por la reserva, si la hay... 

9.* En fin, bajo la raya y al pie de la última colamna, se 
pondrá integramente lo que ella sume (incluyendo en su im­
porte lo que habría sido reserva si hubiese habido más co­
lumna»), y dándole la forma e:;cigida por el sistema en que se-
opere. 

OBSEBTAOIÓN.—En rigor, la reserva que consta de dos ci­
fras constituye una reserva doble; pues sólo la cifra de la 
derecha de la reserva forma en realidad la reserva especial 
oorrespondiente á la columna correspondiente, pues la otra 
cifra pertenece i la columna siguiente situada & la izquierda 
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de la inmediata. Si la reserva tuviese tres cifras, sería, en ri­
gor, reserva triple, pues, etc. 

OTEA OBSKRVACIÓN para los que ya saben la operación do 
partir. 

En realidad, para sumar en el sistema que se quiera no 
se necesita pensar cómo se esdV-iben los grados de la escala 
de la pluralidad en dicho sistema. Si una columna suma, por 
ejemplo, 17 en ei sistema binario, ¿qué pondré al pie de la 
respectiva columna, y cuánto llevaré de reserva? 

Digo: 17 partido 2, da 8 y sobra 1. 

Pues pongo el 1 sobrante bajo la columna, y llevo de re­
serva á la inmediata el cuociente 8. En efecto, 17 en el siste­
ma binario se escribe 10001, que se descompone en 

10 000 .•• 1 = ocho pares + uno. 

Y ¿si la suma 17 perteneciese al sistema ternario? 
Entonces se diría; 

diez y siete entre tres, á cinco y sobran dos. 

Pues pongo dos al pie de la columna y llevaré de reserva 
á la inmediata el cuociente cinco. 

Si la suma 17 perteneciese al sistema cuaternario, se di­
vidiría el diez y siete entre cuatro: se pondría el sobrante 1 
al pie de la columna y ae llevarían 4 de reserva. 

Si la suma 17 perteneciera al sistema decimal, se pon­
dría 7 al pie y se llevaría de reserva 1, porque 

17 
7 

i2 
1 

Si la suma 17 fuese en el sistema duodecimal, la reserva 
seria también 1; y el sobrante 5, etc., etc. 

En general: 
Dada la suma de una columna, se divide su importe por el 

número de cifras del sistema; se escribe el sobrante bajo la 
columna respectiva, y ei cuociente se lleva como reserva & la. 
inmediata columna de la izquierda. 

Cuando hay que sumar guarismos colocados, no en oolnm-
nas unos bajo otros, sino en lineas horizontales,-como aconte-
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ce regularmente en la Aritmética modular, entonces es preci­
so sumar primero todas las protoenas, luego todas las deute-
nas, después todas las trienas..., etc., etc. Claro es que á las 
deutenas se agregará la correspondiente reserva de las pro­
toenas (si la hay); y á las trienas la de las deutenas..., etcé­
tera, etc. 

Para esta clase de sumas en sentido horizontal, es necesa­
rio mucha práctica. 

La suma de dos dígitos nunca llega á dos deutenas. 
En efecto; en el sistema decimal la cifra máxima es 9, 

y 9-f-9 = 1 8 < 2 0 . 
En el sistema quinario la cifra máxima, es 4; y 4 -f- 4 

= 13 < 20 ( = ocho < diez). 
Y lo mismo en los demás sistemas de numeración. 

Si la suma de dos dígitos es mayor que la cifra máxima, 
«1 número se escribe con dos cifras; y de estas la protoena 
es <C que el menor de los sumandos. Lo que evidencian las 
tablas del sumar. 

La suma de varios números es = á la suma de los dígitos 
de un mismo orden (ó sea de una misma columna) de todos 
los sumandos: 

36467 
7453 

48 889 ) En el sistema deciiAfiL 
48646 
37 986 

31 
31 

81 
86 

14 

179441 

Lo mismo se evidenciaría de cualquier otro sistam». 

Por consigniente: el ndmero de samas parciales es « al 
número de oolomnas; ó bien => al número de cifras que tenga 
«I mayor sumando (inolasos los ceros si los hay). 

Dispuestos ordenadamente los dígitos anos bajo otros, 
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según es uso, en cada suma parcial han de entrar todos los 
dígitos de cada columna, y sólo ellos, con mis la reserva que 
venga de la anterior, , 

Por consiguiente: 
La regla del sumar es en todos los sistemas como sigue: 
Se suman los valores absolutos de todos los dígitos de un 

mismo orden; la suma, si'tiene una cifra, se escribe bajo la 
raya y en el lugar correspondiente al orden de los dígitos 
sumados, y, si tiene más de una cifra, la de la derecha se es­
cribe bajo su respectiva columna, y la que haga de deutenas 
en la misma suma parcial, se agregará como reserva á los 
dígitos del orden inmediato superior... 

Sumada la última columna, se sientan íntegramente bajo 
la raya todas las cifras que la expresan. 

A P É N D I C E . 

Regularmente, sólo en la Aritmética modularse emplean 
los procedimientos horizontales de la adición; pero también, 
á veces, se exigen para combinaciones de Aritmética pura, 
según ocurre en los cuadrados mágicos, donde, no sólo hay 
que sumar guarismos colocados en líneas horizontales, sino 
también dispuestos diagonalmente. 

Los ÁBA.C0S KÁ.OIC08 sou cuadrados divididos en casillas 
también cuadradas, en los cuales se colocan números corres­
pondientes á una progresión regular, dispuestos de tal mane-

í» 

4 

7 

3 

0 

1 

8 

ra, que, adicionados en sentido vertical, horizontal <5 diago­
nal, den la misma suma, ó el mismo producto, 6 la misma 
serie armónica, según que la progresión á que los números 
correspondan sea aritmética, geométrica ó armónica. En 1A 
ñgura anterior suman 16, en cualquier sentido, los números 
de la progresión aritmética 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Combinaciones de esiftt cíase eran mny conocidas desde 
los primitivos tiempos por los indios, los egipcios y los chi­
nos; porque entre ellos, lo mismo que entre los europeos de 
la Edad media, se hallaba arraigada la or«encia de que los 
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talismanes qae tenían esculpidos semejantes cuadrados po­
seían cualidades astrológicas y divinatorias de portentosas 
virtudes. Manuel Moscópulo, de Constantinopla, escribió una 
obra eu griego, á mediados del siglo xv, sobre tan extraordi­
narias virtudes. (Hay quienes atribuyen la obra á otro Mos­
cópulo, cretense, qi;e vivía á mediados del siglo xiii.) Un 
cuadrado tou el número 1 en su interior |T]) era el símbolo de 
Dios, á causa de su unidad y de su inmutabilidad; y la razón 
consistía en que 1 X 1 = 1. Un quadrado con un 2 dentro, 
representaba la imperfecci'ón de la materia, por Ja gran ra-
zóu de ser imposible arreglar mágicamente una serie de 4 
términos. El cuadrado dividido en 9 casillas estaba consagra­
do á Satuiiio, y simbolizaba todas sus influencias; el de 16, á 
Júpiter; el de 25, á Marte; el de 36, al Sol; el de 49, á Venus: 
el de 64, á Mercurio; y, en fin, á la Luna, el de 81 casillas. 

Modernamente, las propiedades de los abacos mágicos 
han sido objeto del estudio de grandes inteligencias: entre 
otros, hau escrito sobre el asunto LEIBNITZ, FBEKICLE, BA-
CHET, LA HIRE, SAÜHIN y varios más, citados por MONTUCLA 
en su Historia de las Matemáticas, en el Diccionario de HÜT-
TON, en las Recreaciones Matemáticas del mismo autor, en la 
Enciclopedia metódica y en otras obras. 

Tómese de una progresión aritmética cualquiera una se­
rie de términos tal, que su número sea un cuadrado (por 
«jemplo, nueve términos, dieciséis términos, veinticinco tér­
minos, etc.). Al efecto, pueden servir los 16 primeros grados 
de la escala de la pluralidad, tíi los escribimos en dos líneas, 
como sigue: . 

1 -2 :•! 4 .7 •! 7 8 
1« 15 14 1!$ 12 11 10 H 

la suma vertical de cada dos números correspondientes da 17, 
por la conocida propiedad da las series aritméticas, de que 
cada dos términos equidistantes de los extremos suman lo 
mismo que los extremos. Si los escribimos en cuatro líneas, 
formando un cuadrado, las diagonales 1, 6, 11, 16, y 4, 7, 10^ 

1 2 1 8 4 

5 6 7 8 

<) 10 11 12 

13 
1 

-14 15 16 

13, sumarán 2 X 17 = 34, por constar cada una de dos pares 
de número^ correspondientes: 1 -+-16 y 6-í-11; 4 -+-13 y 7-f-10. 
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Evidentemente, ninguno de los números de 1M diagonales se 
halla en más de una hilera ni en mis de una columna; pero, 
3Ín estar en diagonal, muchos otros números del cuadrado 
pueden llenar esta condición: por ejemplo, 6, %, 15, 12. A.ho* 
ra bien, siempre que del cuadrado se escojan cuatro térmi­
nos, de tal modo que de cada hilera y de cada columna no 
salga más que un solo término, la suma de los ouatro será 
también 2 veces 17. Si en lugar de los términos i -4- 6 + 11 + 
16 = 34 de una diagonal, tomamos los términos 1 'H- 10 + 7 + 
16, muy fácilmente se notará que también han de sum&r 34; 
porque el segundo término 10 es mayor en 4 unidades que su 
correspondiente de la diagonal, y el tercer término 7, ooátro 
unidades menor que su correspondiente 11. Lo mismo es fácil 
de hacer ver de cualesquiera otros cuatro números del cua­
drado; de manera que siempre sumarán 34 cuatro términos 
cualesquiera del anterior abaco, como no pertenezcan más 
que á una sola hilera y á una sola columna. Hé aquí varioa 
cuadrados mágicos del 34: 

1 

12 

8 

13 

15 

6 

10 

3 

14 

7 

11 

2 

4 

9 

6 

16 

1 

8 

12 

16 

4 

9 

5 

U 

7 

14 

T 

6 

10 

3 

4 

6 

9 

15 

11 

13 

2 

8 

14 

12 

T 
1 

6 

8 

16 

10 

13 4 5 12 18 3 10 5 8 12 5 9 

IGl G 11 1 T 3 18 11 t i "T 'íñ 6 

3 
1 

» | 8 14 9 16 4 6 18 T "íó 4 

2 Ujio 7 T 14 7 12 2 TT "i" 16 

8 10 8 18 18 2 8 16 8 13 5 9 

15 1 12 6 12 7 6 9 ' 10 1 1« 7 

9 T 14 4 6 íT ló̂  T 18 ^ TT T 
2 li" T ir T 14 1? 4 • ' 8 Ti" a 14 

10 11 5 8 4 9 5 16 • 8 1 12 18 
- . . • . *••'•'•• — i . I - 1 1 . « M M • • ' — • ^ • ^ _». _ i . i 1 T.rttlM 

15 2 16 1 14 7 U a 5 16 9 4 

6 7 9 13 16 < 10 r l i » 7 U 
- • • • 1 .«-. f,m— — • - M>Mte . k « . p - «-w-t « é M k «MdM. — M i k 

8 14 4 18 1 13 8 18 10 1.S « f̂ 
«QMai. M 
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13 i 1 14 3 0 6 15 10 

12 9 7 6 14 7 2 11 

1 16 2 15 4 9 16 5 

T 5 11 10 13 12 1 8 

Por supuesto que, para qae haya cuadrado mágico, no es 
necesario que la progresión empiece por 1, ni tampoco qoe 
la razón aritmética sea 1. Los términos 12, 14, 16, 18, 20, 
22, 24, 26, 28, que no empiezan por í, y cnya razón aritméti­
ca es 2, y los 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, cnya razón 
es 3, fonnan &ba«os mágióos en las figuras siguientes: 

14 28 18 27 j24 39 

24 26 16 42 30 18 

22 12 26 21 86 33 

Ei número de los abacos mágicos es mnoho mayor de lo 
qae á primera tbta pnáiera imaginarse. 

1 

T 
9 

2 

T 
10 

14 

3 
7 
11 
15 

4 
8 
12 
16 

L» figura formada con los 16 primeros grados de la plura-
fidad (segán el cuadro inmediato) puede dar lugar á las 34, 
combinaciones signiented, empesadas siempre por uno de los 
térmiaos áe la primera columna de la isquierda del cuadrado. 

1 61116 

1 61612 

110 716 

110 815 

l U 713 

11411 8 

5 3 1 U 6 9 2 716 

5 SIS 12 9 216 8 

620 816 9 6 816 

61016 4 9 616 4 

614 812 914 7 4 

6 U 1 1 4 914 8 8 

18 2 712 

13 211 8 

13 6 312 

13 611 4 

1310 7 4 

1310 8 d 

Bitas 24 oomtnaadoiiM pwmiten que de cada columna se 
•aqne fáoilment» mi» hflen oo& que formar un cuadrado en 
q,a« ningáB número Mt>¿ repetído; si bien sería una oasuali-
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dad qoe las onatro hileras escogidas sii ad UbUmm j sin sa-
jeoián á propósito ninguno, diesen xm. eaadrado mágico. 

1 6 11 16 

5 2 16 12 

9 14 7 4 

13 10 3 8 

Conseryándose invariable la primera columna de la ante­
rior combinación, se ve que ésta pnede escribirse de cuatro 
modos: 

1 6 11 16 1 6 11 IG 

2 15 12 

9 14 7 

13 10 3 8 18 10 

5 2 15 12 

9 14 3 8 

1 6 11 16 

5 10 15 4 

9 14 3 8 

13 

1 6 11 16 

5 14 3 12 

9 2 15 8 

7 12 13 10 7 

Conservindose invariable la segunda columna, la tercera, 
la cuarta, tendríamos nuevos modos aA¿log08, etc. En fin, el 
cálculo de las combinaciones demuestra que el número de los 
cuadrados posibles en que ningún número se repite pasa 
de 191 millones (191102 976), y que el modo de formar hile­
ras que sumen 34 es todavía mucho mayor; de suerte, que se­
ria verdaderamente cosa de magia que en tau enorme multi­
tud de cuadrados no se encontrasen muchos que reuniesen 
las condiciones de los anterioriBS abacos mágicos, de sumar 34 
en sentido horizontal, vertical y diagonal. FBBMICLK en­
contró 880 métodos de formarlos. Falta aún uu método ge­
neral, pues las reglas matemáticas descubiertas son diferen­
tes, según que la raÍE del cuadrado es impar ó par; y, siendo 
par, hay que distinguir si la raíz es imparmente par ó par-
mente par. Es raíz parmente par la que dividida por 2 da un 
número par; como 

4==/'Í6; 8=:/'64J 12=(/Í44: 

y es imparmente par la raíz par que dividida por 2 da un nú­
mero impar; como __ • 

6 = /86i IÓ = /ÍQ5, et». • 
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La serie de lo* 25 primeros grados de la escala de la plu> 
ralidad da migicameiite cuadrados mágicos que snman 65^ 
como en el abaco siguiente: 

17 
23 
4 
10 
11 

24 
5 
6 
'ñ 
18 

1 
7 
13 
19 
25 

8 
14 
20 
21 
2 

15 
16 
22 
8 
9 

La serie de los 36 primeros nútneros da 111. 

29 
82 
28 
"il 
2 
ir 

12 
31 
18 
24 
1 

28 
3 
15 
ir 
34 
10 

9 
4 
16 
22 
38 
27 

V 
36 
19 
18 
6 
30 

26 
5 
20 
17 
36 
8 

Haj cuadrados mágicos que todavía continúan siendo ma­
leóos cnando se les qmta ana banda entera alrededor. 

1 
38 

86|84 5|dO 6 1 
38 11 25 24 14 4 
« ffl" 16 17 "ÍS ~9^ 
~8 "m »" "aT IÍB 29 
10 33 ¡13 12 26 27 
81 2| 8j82| 7 86 

Los Iny también que, drrididM en onadrados i | ^ l e s , son, 
BO t i ^ nágíeos «n ni totalidad, sino en sos sabdirisiones. 



INTEGRACIÓN 245 

1 63 62 4 9 56 54 12 
60 6 7 57 52 14 15 49 
8 58 59 5 16 50 51 13 

"Óí "i 2 64 68 11 10 56 
17 47 46 20 25 89 88 28 
44 22 23 "ir 36 30 31 'E 
24 42 43 21 32 34 35 "29* 
45 19 18 48 37 "ÍT 26 40 

Cada uno de los cuatro cuadrados parciales de la anterior 
figura da mágicamente 130, y el total da el doble, 260. 

El siguiente cuadrado corresponde á la progresión geo­
métrica 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 2B6. 

128 
4 
8 

1 
16 
256 

32 
64 
2 

En este cuadrado, los productos horizontales, verticales ó 
diagonales dan siempre 4 096. 

Al libro, de Hútton, titulado Recreaciones matemáticas^ 
puede acudir quien desee conocer más á fondo las'propie­
dades de estos cuadrados. 



LKCCION V 

VIereietMi de samar ea el BteteMa biaarlo. 

Número de sns cifras, do»: el 1 y el O. 
En el sistema binario hay: 

TiadaeddB 
en el 

kl. 

1 pROTOKNA, ¿ sea 
la potencia O del 2, número de cifras del sistema. 2<* = 1 

« 
1 DBÜTKSA, 6 sea 

la 1.* potencia del 2 3« = 2 
1 TitiBNA, 6 sea 

la 2.* potencia del 2 2 * = 4 

1 TBTRABWA, 6 sea 
la 3.* potencia del 2 2 * = 8 

-1 PENTAENA, Ó sea 
la 4." potencia del 2 2* = 16 

1 HEXAKMA, Ó sea 
la 5.* potencia del 2 2 * = 82 

1 HHPTASNA, Ó sea 
la 6.» potencia del 2 ge =r 64 

1 OCTOENA, ó sea 
la 7.* potenoU del 2 2 ' = 128 

1 ExBAEHA, etc., etc. 
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Por consiguiente: 
En el sistema binario, traducido al decimal, 

Knel Enel ED«1 Enel Ku el En el Kn el En el Enel En el En el 
Un 1 J." í . » S.er 4.» 5 o «.• 7.« 8.« 9.» 10.« l l . « Un 1 logar lugar lugnr lugar lugar lugar lugar lugar luEar lugar lugar 

rale rale •vale rale rale 

16 

ralo 

32 

rale ralo rale 

256 

rale vale 

del decimal 1 2 4 8 

rale 

16 

ralo 

32 64 128 

rale 

256 512 1024 

EJBHPLOS. 

Buten» blouio Trnducctón al decimal. 

10 10 1 1 
1 Ü " l l 0 = 1 6 + 4-+. 3 == 2 2 
1 1 0 0 1 = 1 1 ) + 8 + 1 = 2 5 
1 0 1 0 0 = 1 (i + 4 = 2 0 
1 1 0 1 0 = 1 < ! + 8 + 2 = 2 6 
1 0 1 0 1 = 1 6 + 4 + 1 = 2 1 

1 1 1 0 0 1 0 
I 

6 4 + 8 2 + 1 6 - 4 - 2 1 1 4 

1 4 - 1 : = dos, que se escribe 10: pongo O y reservo para 
, las deutenas el 1, que vale uno ea la 2." columna. 
Uno de la reserva -|- 1 -}- 1 = tres, que se escribe 11; 

pongo 1 y llevo k la 3." columna el 1 de reserva que 
vale en ella uno. 

Uno de lá reserva + 1 -j-1 -f-1 = cuatro, que se escribe 
100: pongo O y llevo k la 4." columna 10 de reserva 
que vale dos. 

Dos de la reserva - | -1 + 1 = cuatro: pongo O, y llevo dos. 
bo8 de la reserva 4 - l - ^ l + l - 4 - l - < - l = siete, <j[ue se es-

oribe así: 111, y lo copio como final de la operación. 

NOTA. Demuestre el discípulo que está bien la traducción al sistema 
decimal de los ejemplos siguientes: 

S o m a Tndurclón 
en el alkUlcma 

•Istenui bioarto. decimal . 

10011 10 1 

Trrro z:r 3 0 
1 1 1 1 1 = 8 1 
1 1 1 0 1 = 2 5) 
1 I 1 1 0 = r 8 0 
1 1 1 0 1 

= 

2 9 

1 0 0 1 0 1 0 1 = 1 4 9 
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Soms 
en el 

•iiteina binario. 
Tnducelóa 
al •Utema 
dec imal . 

100 1011 1 
1 To To 2 6 

1 0 1 0 — 1 0 
1 1 1 0 = 1 4 

1 1 1 1 1 3 1 
1 0 1 0 = 1 0 

1 1 0 1 1 

= 

2 7 

1 1 1 0 1 1 0 = 1 1 8 

101 1110010 
1 TcTS'i 

= 

2 5 
1 1 1 1 = 1 5 
1 0 1 1 =: 1 1 
1 1 1 0 = 1 4 
1 1 1 0 = 1 4 
1 0 1 1 = 1 1 

1 1 0 1 0 2 6 

1 1 1 0 1 0 0 1 1 6 
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EJereicio» de samar en el üintents ternario, 

Número de sus cifras, t res : el 1, el 2 y el O. 
En el sistema temario hay: 

TndaodAn 
en«l 

siitMn» decimal 

•2 PROTOESA». Ó sea ( 1 V '3" 
dos múltiplos de la potencia O del H i 2 v 30 

2 DBCTENA», ó sea l 1 y 3» 
dos múltiplos de la 1.* potencia del 3 ) 2 V 3' 

2 TBIKNAS, Ó 8«a I 1 V 31 
dos múltiplos de la 2.* |>ot encia del 3 j 2 v 31 

2 TBTRAENAS, Ó sea ( 1 V 3* 
dos múltiplos de la 3.* potencia del 3 ) 2 V 3> 

2 PKNTABIA^ Ó sea 1 1 V 3* 
dos múltiplos de la 4.* pcteooia del 3 i o O 34 

2 HBXAKNAS, Ó sea I 1 V 8^ 
dos múltiplos de la 5.* potencia del 3 J 2 v 8S 

2 HBPTAKNAC^ Ó sea I 1 V 3 ' 
dos múltiplos de la 6.* potencia del 8 I 2 v 38 

2 OcTOEKA», etc., etc. 
TOMO I. 

1 
2 

:i 
K 

!) 
18 

27 
54 

81 
162 

248 
48« 

729 
1468 

82 
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Por consiguiente: 
En el sistema ternario, traducido al decimal, 

En el En el En el En el En el En el En el En el En el 
l e ' 2.» S." 4 . 0 5.' «• 7.« 8.» 9.» 

logir lugar Itigar lugar lugar Ingar lugar logar lugar 
T«le vale vale 

9 

vale yule vale vale vale vale 

Vu 1 1 3 

vale 

9 • 2 7 81 243 729 2187 6 561 
U n 2 2 6 18 54 162 486 1458 4374 13122 

ijisWma ternario. 

E J E M P L O S . 

Tradncdón al dedmal. 

1010 i 

•2 O 
1 1 1 

2 2 
2 2 2 2 

2 0 2 0 1 
I 

9 + 
= 1 8 + 
= 2 7 - 1 -
= 1 8 -L 
= 5 4 4-

6 
1 
9 4-
6 + 

1 8 + 

+ 1 

+ 1 = 
+ 2 = 

= 1 6 2 + 1 8 + 1 

1 6 
1 9 
4 O 
2 6 
8 O 

1 8 1 

i + l-j-l-f-2-1-2 = siete; que se escribe 21: pongo el 1 y 
llevo & la reserva el 2 

2 de la reserva -f -2-f l - t -24-2 = nueve; que se escribe 100: 
pongo O y llevo 10, á la reserva, que vale tres, 

tres de la reserva-•-l- |-2-|-14-24-2=:once; que se escri­
be 102: pongo 2 y llevo 10, á la reserva, que vale tres, 

tres de la reserva-j-1 ^-2 = seis; que se escribe 20<» y lo pongo 
completo por final de suma. 

NOTA. Demuestre el alumno que las siguientes traducciones al siste­
ma decimal es'án bien hechas. 

Ttadnodón 
Slsteoia • al 

t emar lo . dedmaL 

i 1010 3 
§'(rr2 = r» 1 2 0 1 = 4 6 
2 1 2 0 = 6 9 
1 2 0 2 = 4 7 
2 0 2 1 = 6 1 
1 0 1 2 = 8 3 
2 0 2 1 =(ld«ioi»ante 6 1 «¡ 

1 1 1 2 2 0 = (1 3 7 5 (6 
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Traduoolón 
Siatema al 

ternar io . decinial. 

l i l i 10 
a ' 2 ' 2 2 

1 
8 0 

1 l ' l 1 — 4 0 
1 2 1 2 • — 5 0 
2 1 2 1 — 7 0 
1 2 2 1 = 5 2 
2 1 1 2 = 6 8 
1 2 1 2 

= 

co 

(0 

EObrante 5 0 

1 2 0 0 1 2 = 

co 

(0 

EObrante 

4 1 0 

10 10 10 
1^0 2 

= 

co 

(0 

EObrante 

s 
í 7 

2 0 1 1 rzn 5 8 
1 2 0 2 __. 4 7 
2 1 2 0 = > 6 9 
2 2 1 2 = 7 7 
1 0 2 0 = 3 3 
2 0 1 2 

-:— 

(0, 

(0 

sobrante 

sobrante 

5 9 

1 1 2 1 1 0 -:— 

(0, 

(0 

sobrante 

sobrante 3 9 0 

(5 

(5 

Háganse las pruebas de la cifra máxima de estas sumas: fuera del 2 
para el sistema ternario, y fuera del 9 para el decimal. 

Tiadureión 
Blstema temarlo. al decimal . 

toro i 
" 2 ! 2 1 " • 7 0 
2 2 2 2 = r 8 0 
2 1 2 0 — (! !t 
2 0 1 1 — 5 8 
1 1 0 1 = 3 7 
1 1 1 1 t = 4 0 
1 2 1 2 (0 

= 

5 0(8 

1 1 2 2 2 2 (0 = 4 0 4(8 

1010 l i l i 121% 11 19 

= 

"""'^íCafáTa — 5 6 3 
2 0 0 0 2 1 =^ 4 9 8 

2 2 2 1 2 :^ 2 3 9 
2 1 2 0 1 1 2 1 ^^ 5 6 3 2 
' ' 1 2 1 2 1 2 1 =: 5 7 4 0 
1 2 1 2 1 2 0 0 — • 4 0 9 5 

1 1 1 2 2 2 2 0 1 = 1 0 1 9 8 
2 1 2 2 2 2 (0 

:^ 

6 4 7(* 

1 1 0 1 1 1 2 1 1 1 (0 :^ 2 7 6 0 7 (* 
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Tndnoclón 
Sirtams temarlo. al decimal. 

101111 10 i 1010 10 
•"Il'll'2l5"2 2 = 3 3 0 2 
1 2 1 2 2 0 0 0 1 = 1 2 8 1 3 

1 2 1 1 1 0 2 = 1 3 3 4 
2 1 1 2 0 0 2 1 = 5 5 1 S 

2 1 2 2 2 1 2 1 1 = 1 7 4 6 4 
2 1 0 0 0 0 0 = 1 7 0 1 

2 0 0 0 0 0 2 2 2 = 1 3 1 4 8 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 (O = 9841(7-

1 0 0 2 1 1 2 2 0 2 1 (O = 6 4 6 1 8 (' 

Para hacer la pmeba de la cifra máxima del sistema ter­
nario, se snman los unos y se excluyen los doses, del modo si­
guiente, aplicado al segundo ejemplo de la pig. 250. 

1 = 2; fuera del 2, cero 
1 = 2; faera del 2, cero 
1 = 2; faera del 2, cero 
1 = 2; fuera del 2, cero 
1; queda 1 de sobrante en los sumandos. 

JUa suma, en este caso, da también 1 de sobrante. 
Luego la operación está bien efectuada. 

AoyKBTENCiA para los que sepan partir: 
La suma de ana columna cualquiera en el sistema temario 

se parte por tres: el cuociente se guarda para la reserva, y el 
sobrante se escribe bajo la raya de la suma al pie de la co­
lumna respectiva. La reserva puede anotarse en lo alto de la 
inmediata columna de la izqrierda. 
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EJercleios de • o m s r em el • istem» eaatemaxio . 

Número de las cifras, caa tro : el ] , el 2 , el 3 y el O. 
En el sistema oaatemsrio hay: 

TndoadAa 
«nel 

(IsUmadeolinaL 

8 PROTOENAS, Ó «ea / 1 X 4» = 1 
tres mAltiplos de la potencia cero del 4 \ íx4P = 2 

" 8 

3 DBUTENAS, ó sea M x 4 ' = 4 
tres múltiplos de la 1.* potencia del 4 { 2 x 4' = 8 

/ 1 X 4" = 
.] 2 X 40 = 
( 3 X 40 = 

M x 4 ' = 
. 2 x 4 » : 
( S x 4 < : 

8 TRimNAS, ó sea ( 1 x 4 * = 16 
tres múltiplos de la 2.* potencia del 4 ¡ 2 x 4 * = 32 

3 x 4 * = 48 

3 TBTRABNAS, Ó sea 
tres múltiplos de la 8.* potencia del 4. 

1 x 4 » = 64 
2 x 4 » = 128 
3 x 4 » = 192 

3 PBNTAENAS, Ó sea í 1 X 4* = 266 
tres múltiplos de la 4.* potencia del 4 ! 2 x 4 * = 512 

I 3 X 4* = 768 
3 HBXAENAS, Ó sea / 1 X 4» = 1024 

i.r«í múltiplos de la 6 / potencia del 4 j 2 x 4''' = 2 048 
( 8 x 4 » = : 8072 

3 HBPTABNAB, 6 sea 
tres múltiplos de la 6.* potencia del 4. 

I x 4 « = 4096 
2 x 4 » = 8192 
3 X 4« = 12 288 

3 OcTOBNAS, etc., etc. 
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Por consiguiente: 
En el sistema cuaternario, traducido al decimal, 

Un 1 
Un 2 
Un 3 

En En En Kn En En En 
1." 2.» 8." i» 5» 6.» 7 * 

lagar lugar logar lugar lugar lugar lugar 
T»le vale vale vale Tale Tale vale 

1 4 16 64 256 1024 40S6 
2 8 32 128 512 2 0 4 8 8 1 9 2 
3 12 48 192 768 3 072 12 288 

En 
8.» 

lugar 
vale 

16 384 
32 768 
49152 

KJEHPLOS. 
Traducción 

{Hatema al 
enatemario. declmaL 

iO 3 3 
1 1 1 = 1 6 •+• 4 + 1 = 2 1 
1 2 2 = 16 H- 8 + 2 = 2 6 

1 2 1 1 = 64-t- 32 * 4 -». 1 ==. 1 0 1 
3 1 8 —- 48 -t- 4 -4- 3 = 5 5 

1 3 1 3 = 64-4- 48 + 4 4 - 3 = 1 1 9 
2 3 3 1 =; 128-4- 48 -f- 12 -4- 1 = 1 8 9 
3 3 3 3 (i = 192 -t- 48 -4- 12 -H 3 = 2 5 5(« 

2 3 3 3 2 (í = 512 -f- 192 -I- 48 12 7 6 6(1 
> « ' * 

l -» -2- t - l - f3-+-3- i - l -»-3 = catorce, que se escribe 32: 
pongo 2 y llevo tres de reserva, que vale 3. 

3 de la reserva - i - l - + - 2 - 4 - l - » - l - < - l - t - 3 - t - 3 = quince, 
que se escribe 33: pongo 3 y llevo de reserva tres. ** 

3 de reserva -» - l -» - l - f -2 - ( -3 - f -3 - t -3 - i -3= diez y naeV«, 
que se escribe 103: pongo 3 y llevo de reserVa 10, que vale 
cuatro. 

4 de reserva - • - l - f - l -»-2- f -3 = once, que se esérlbe^f^ que 
copio íntegramente por final de suma. '^ 

NOTA. Demuestre el discípulo que están bien hechas la. ^^oientes tra>-
dncoiones al sistema decimal: 

Tndn«elón 
Siatema al 

cuaternario. 

1011 5 .1, 
TTTi Sí 

1 3 0 «.a 
8 5 TTTi Sí 

1 3 0 «.a 2 8 
138 's.a 3 1 

1 1 8 3 l a 
2 3 1 2 g je 

9 5 1 1 8 3 l a 
2 3 1 2 g je 1 8 2 
1 1 1 1 . S * 8 5 
2 2 2 2 ¿^ 1 7 0 
3 8 3 1 (« 2 5 3 

3 2 2 0 1 (> 9 2 9 
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TraduoclóD 
Sistema al 

cuaternario. decimal, 

11 10 10 
l 2 0 3 9 9 
1 0 0 3 6 7 
1 3 3 3 1 2 7 
2 3 2 3 1 8 7 
1 2 3 0 1 0 8 
3 3 1 2 2 4 6 

1 1 2 2 2 
3 3 2 1 (< 2 4 9 

1 0 1 1 0 1 (« 1 1 0 5 

1211 3 
2 Blí 1 1 8 9 
3 1 3 2 2 2 2 
3 3 2 3 2 5 1 
3 3 3 3 2 5 5 
3 3 2 1 2 4 9 
8 3 3 3 2 5 5 
3 2 1 0 2 2 8 
3 3 2 2 (0 2 5 0 

1 3 1 2 2 3 (« 1 8 9 9 c 

Háganse las pruebas de la oifra máxima, qne es el 3 para 
las sumas del sistema cuaternario, y el 9 para las del decimal. 

Para hacer la prueba de la cifra máxima en el sistema cua­
ternario se samarán todas las cifras sigaifícativas (menos los 
8), y el sobrante de los sumandos (después áfi excluir 3 siem­
pre que la suma exceda de 3) ha de ser igual al de la suma. 

Si los sumandos no dan sobrante, tampoco ha de darlo la 

En el primer ejemplo de la página 254 se dirá: 

l y l y l = 3i 
1 y 2 = 3: 
2 y 1 = 8: 
2 y l = 8i 

l y l y l = S ; 

fuera de 8, cero, 
id. de 3, Id. 
id. de 8, id. 
id. de 8, id. 
id. dea, id. 

I y 2 j = 8 ; id. dea. id. 
1 sobrante de los sumandos 

2 y 2 = 4; fuera de 3,1. 

£1 sobrante de la sama es, pues, igual al de los suman­
dos; ittego la suma operada está exacta. 
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ADVEBTENCIA FABA LOS QUE SEPAN PABTIB. 

Para samar en el sistema cuaternario, se procede como 
signe: 

1.° Se sama la colnmna de las protoenas; 
2.° Se parte por cnatro, número de cifras qoe tiene el 

sistema; 
3." El sobrante, si lo hay, se escribe bajó la raya, al pie 

de la colnmna de las mismas protoenas; 
4.** El caociente so lleva de reserva á la columna inme­

diata de la izquierda, que es la de las deatecas; 
5." Y en seguida se procede con la colnmna de las deute-

nas, como se hizo con la de las protoenas... 
Y así sucesivamente. 
Por tanto, en el último ejemplo de la cuartilla 166 di­

remos: 
l - f -2 - í -3 - f -3 - l - l -+ -3 - f -2 = quince; quince entre cua­

tro, á tres, y sobran tres; escribo este sobrante tres bajo la 
columna de las protoenas, y llevo el cuociente tres como re­
serva á lo alto de la columna de las deutenas; 

Y continúo: 3- l -3- f -3-h2-<-3-+-2- t -3- í - l +-2 = veinte 
y dos; veinte y dos entre cuatro, á cinco, y sobran dos; escri­
bo el 2 bajo la colnmna de las deatenas, y llevo el cuocien­
te 5 (que en el sistema cuaternario se escribe 11) á lo alto de 
la colnmna de las trienas, etc., etc. 
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KJerelcioR de snmar en el alaterna quinario. 

Námero de las cifras, c inco: el 1, el 2, el 3 , el 4 y el O. 
Ea el sistema quinario hay: 

Traducción 
al 

sistema decimal. 

4 PROTOBNAS, Ó sea 
cuatro múltiplos de la potencia cero del 5. 

4 DBTDTBNAS, Ó sea 
caatro múltiplos de la 1." potencia del 5., 

4 TRIBKAS, Ó sea 
caatro múltiplos de la 2.^ potenom del 5. 

4 TETRAÜNAS. Ó sea 
cuatro mmtiplos de la 3.* potencia del &... . . 

4 PENTAKNAS. Ó sea 
cuatro múltiplos de la ^^^ potencia áel 5...,, 

A HBXABKAB, Ó sea 
caatro múltiplos de la 6.* potencia del 5. 

1 x 5 0 = 
i 2 X 50 = 
I 3 X 50 = 
; 4 X 5« = 

1 x 5 » : 
2 x 5 1 : 
8 x 5 » : 
4 .x 6»: 

l x 5 « = 
2 x 5 « = 
8 x 5 * = 
4 x 5 2 = 

1 X 53 : 
I 2 x 5 ^ = 
I 8 X 5»: 
, 4 x 5 » = 

1 x 5 * = 
2 x 5 * = 
3 x 5 * = 
4 x 5 * = 

l x 5 > i = 
2 x 5 5 = 
8 x 5 » = 
4 x 5 ' = 

4 HaTTABHAa, et«. 
•miuo t. 

1 
2 
8 
4 

5 
10 
16 
20 

25 
50 

• 75 
100 

125 
250 
375 
500 

625 
1230 
187i 
2S00 

8125 
6260 
9875 

12 600 

U 
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P o r c o n s i g u i e n t e : 
E n e l s i s t e m a q u i n a r i o , t r a d u c i d o a l d e c i m a l 

i 

En el 
1." 

luraT 
Talo 

1 
2 
3 
4 

En el 
2.» 

Ingur 
vale 

IJn 1 

En el 
1." 

luraT 
Talo 

1 
2 
3 
4 

5 
10 
15 
20 

Un 3 

En el 
1." 

luraT 
Talo 

1 
2 
3 
4 

5 
10 
15 
20 

En el 
1." 

luraT 
Talo 

1 
2 
3 
4 

5 
10 
15 
20 

En el 
3.er 

l u g a r 
Tale 

25 
50 
75 

100 

En el 
i ' 

luffar 
vale 

125 
250 
375 
500 

vale 

Eu el Kn el 
í»." ti. o 

Vale 

62'> , 3 125 
125U| 6250 
IST-i' 9375, 
2 500 1 12 500 i 

En el 
7." 

l u g a r 
vale 

15625 
31250 
46 875 
62 50O 

EJEUPLOa. 
Blatema 

quinar io . 

= 

* 

625 

125 
250 
500 

•*- 500 

•+• 

- t -
•+• 

Tradncclón 
al 

decimal. 

= 

* 

625 

125 
250 
500 

•*- 500 

•+• 

- t -
•+• 

3 1011 4 

1 2 3 
2 3 4 

' 3 4 1 
1 2 4 '8 
2 4 4 4 
4 4 4 4 

1 4 4 4 4 (» 

= 

* 

625 

125 
250 
500 

•*- 500 

•+• 

- t -
•+• 

2 5 + 5 - f - l = 3 1 
25 H- 10 -(- 3 = 3 8 
50 -(- 15 ^ . 4 = 6 9 
7 5 - » . 2 0 - ^ l = 9 6 
5 0 - + - 2 0 - ( - 3 = : . 1 9 8 

1 0 0 - 1 - 2 0 4 - 4 = 3 7 4 
1 0 0 - + - 2 0 - » . 4 = 6 2 4 
1 0 0 - t - 2 0 - + - 4 = 1 2 4 9 ( 

4 1 2 O 4 (3 2 6 7 9 (« 

^ t / "^ i "^ ! . "^ ^ •*- * -^ 4 + 4 = veinte y cuatro: qae 

ueperr-.^-ir2^-3^/r.%"-4":72¿; 
" u T a e d n c r " " ^ '^'-- P - « ° - 2 y llevo de r e s é r v a l a 

»i . pongo 1 y llevo 3, que vale tíes. 
+ 1 = 4; y lo copio por final de suma. 

J d r i o n ^ s T s t ^ e V a ^ e c T ^ f ^"^ ''^'' ' ' ^ ° ^ ^ ' ' ' • - '^ « ^ « - - * -
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Traducción 
BtsMmk a\ 

quinario . decimal. 

lito 10 
t t T 1 15 6 
2 2 2 2 3 12 
8 3 3 3 4 6 8 
4 4 4 4 6 2 4 
4 3 2 4 6 8 9 
2 4 8 4 3 6 9 
14 4 4 2 4 9 
1 4 2 4 (« 2 8 9 CO 

4 4 0 1 1 (ü 3 0 0 6 (O 

S 4 ó 5 , 
^ " 2 3 4 6 9 
4 4 3 2 0 3 0 8 5 

3 2 2 8 7 
4 0 2 10 2 

2 4 4 4 3 7 4 
3 2 4 (» 8 9 (« 

1 1 0 2 1 1 (« 3 8 0 6 (8 

1 1 5 5 1 
"""^344 9 9' 

2 4 0 7 0 
4 4 1 4 3 2 1 5 2 4 2 

2 4 0 0 3 5 0 
2 0 0 0 4 0 6 2 7 0 
4 0 0 0 0 0 (' 1 2 5 0 0 (' 

2 1 0 1 1 1 1 (3 3 4 5 3 1 (' 

Háganse las pruebas de la cifra máxima, qa&es el 4 para 
las sumas del sistema quinario, y el 9 para las sumas del de­
cimal . 

Para hacer la prueba de la cifra máxima en el sistema 
quinario se sumarán las cifras signifícativaa (excepto los 4), y 
« r sobrante de los sumandos (después de excluidos los 4) ha 
de ser igual al sobrante de la suma. 

Si los sumandos no dan sobrante, tampoco ha de darlo la 
fluma. 

En el ejemplo primero de esta Lección se dirá: 
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l-f-l + l-t-l=4; fuera de 4, cero. 
2 -»- 3 = 5; id. de á, uno. 
l-f.2-t-3 =6; id. de 4, dos. 
2^-3 == 5; id. de 4, uno. 
1 -•- 1 -H 1 -I- 2 = 5; id. de 4, uno. 
1-1-3 = 4; id. de 4, cero. 
2 -*- 1 = 3 sobrante de los sumandos. 

1.+. 2 = 3 sobrante de la suma. 

A sobrantes iguales , suma buena. 

ADVERTENCIA Á LOS QUE TA 8ABEN LA OPERACIÓN DE PARTIR. 

Para snmar eî  el sistema quinario: 
1." Se suma la colamna de los protoenas; 
2.° La sama obtenida se parte por cinco, número de ci­

fras del sistema; 
3.° Se escribe el sobrante, si lo hay (y si no se pone cero) 

bajo la raya, al pie de la misma columna; 
4.** El cuociente sirve de reserva para la columna de las 

deutenas, y en las columnas siguientes se procederá de un 
modo análogo; 

6." En la última columna de la izquierda se escribe ínte­
gramente, según lo exige el sistema quinario, la suma que se 
obtenga 
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EJerelcloa de « a m a r e n el HlRtcín» nenarlo . 

Es te sistema t iéhe s e i s cifras: el 1, el 2 , el 3 , el 4 , el S 
y el O. ' 

E a el sistema senario hay : 
Traducción 

al 
siitemKdecinul. 

5 PKOTOBNAS. Ó sea 
cinco máltiplos de la potencia cero del fi. 

1x60 = 
2X60: 
3 x 6 0 = 
4 x 6 0 : 
5 x 6 0 : 

1 
2 
3 
4 
5 

5 DBDTENAS. Ó sea 
cinco múltiplos de la 1." potencia del 6. 

5 TRIENAS, Ó sea 
cinco múltiplos de la 2." potencia del 6. 

5 TBTRAENAS, Ó sea 
cinco máltiplos de la 8.* potencia del 6. 

5 FBNTAENAS, Ó sea • 
einoo múltiplos de la 4.* potencia del 6. 

6 HEZABSAS, eto. 

I x 6 « = 
2x6> = 
3x6> = 
4 x 6 « = 
5 x 6 » = 

1 x 6 » = 
2 x 6 » : 
3 x 6 » = 
4X6» = 
6 x 6 » = 

1 x 6 » = 
i 2 X 6« = 
3 x 6 » = 

I 4 X 6» = 
6 x 6 8 = 

1 x 6 * = 
| 2 x 6 * = 
8 x 6 * = 
4 x 6 * = 
5 x 6 * = 

6 
12 
18 
24 
30 

36 
72 

108 
144 
180 

216 
482 
648 
864 

1080 

1296 
2592 
8888 
5184 
6480 
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P o r c o n s i g u i e n t e : 
E n el s i s t e m a s e n a r i o , t r a d u c i d o a l d e c i m a l : 

U n . l 
Un 2 
Un 3 
Un 4 
Un 5, 

En el 
l.er 

l u e a r 
rale 

1 
2 
3 
4 
5 

Encl 
2." 

l n g « r 
Tale 

6 
12 
18 
24 
30 

En el 
3.«r 

l u g a r 
vale 

36 
72 

108 
144 
180 

En el 
4.» 

l a g a r 
Tale 

216 
432 
648 
864 

1080 

En el En el Knel 
5.» 6» 7.» 

l u g a r l u g a r l uga r 
vale vale 

7 776 

Tale 

1296 

vale 

7 776 46 656 
2 5;)2 15 552 93 312 
3888 • 23 328 139 968 
5184 31104 186 624 
6 480 Í58 880 233 280 

Sistema 
s e n a r i o . 

4 4 

1296 

EJEMPLOS. 
Ttaduoclón 

al 
decimal. 

36 -»- G - H 4 =^ 4 6 
36 -t- 12-1-5 = 5 3 
72 -f- 24 -V 5 = 1 0 1 

144 -t- 30 ^- 5 = 1 7 9 
216 -H 180 -+- 30 -t- 5 = 4 3 1 
432 -+- 180 -4- 24 -(- 5 = 1 9 3 7 

1080-*-180- i -30-<-5 = 1 2 9 5 (í 

3 O 
i ! 

4 1 4 (« 4 0 4 2 

1 4-
2 de 

4 - f -5 - í -5 -e5-» -5 - ( -5 -Ho = treiuta y cuatro, 
I , escribe 54: pongo 4 y llevo 5 de reserva. 
I 5 de reserva - H l - i - 2 - f - 4 - ( - 5 - + - 5 - t - 4 - + 
! uno, que se escribe 51: pongo 1 y llevo 5 
5 - f - l - f - l - t -2 - f -4 - f -5 - t -5 - i -5 = veinte y o 

cribe 44: pongo 4 y llevo 4. 
+-1 -t- 2 4- 5 = doce, que se escribe 20: pongo O y llevo 2. 
reserva y 1 = 3: copio el 3 por final de suma. 

que se 

5 = treinta y 

y ocho, que se es-

NOTA. Demuestre el discípulo que están bien hechas las siguientes 
traducciones al sistema decimal. 

Siitema 
l e ñ a r l o . 

= 

TradiicclAn 
al 

decimal. 

t 3 4 
• ^ T T i 

1 2 5 4 5 
4 5 5 
2 8 4 

6 
4 5 

= 4 3 
1 9 8 7 

1 7 9 
9 4 

5 
2 9 

1 4 3 8 1 

= 

2 2 8 7 
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Traducción 
Sistema •1 

s e n a r i o . denimal. 

i 1 :i 2 
'" " -2 '¿ 2 8 C 
2 0 0 0 0 2 5 ;t 2 

4 4 8 1 1 0 2 7 
1 2 8 4 3 1 0 

5 0 0 0 0 6 4 8 0 
5 5 0 0 0 7 5 6 0 
5 ó 5 0 0 7 7 4 0 
6 5 o 5 0 7 7 7 0 
5 5 5 5 5 

(" 

7 7 7 5 (5 

1 5 2 2 0 (" 4 1 3 4 0 (3 

Háganse las pruebas de la cifra itiUxima, (jue es el 5 par* 
las sumas del sistema senario, y el 9 para las del sistema de­
cimal. 

La prueba de la cifra máxima del sistema senario se hará 
sumando las cifras signiñcativas (con exclusión de los 5) que 
quepan en la suma, y el sobrante que resultare después de 
estas exclusiones, ha de ser en los sumandos igual al sobran­
te de la suma. 

Si no hay sobrante en los sumandos, tampoco lo ha de 
haber en la suma. 

Ea el ejemplo primero de esta Lección se dirá: 

1 -t- 1 -4- 4 =^6; fuera de 5; ano. 
1 -t- 1 -1- 2 -t- 2 = 6; id. de 5; vmo. 
1-4-4 = 5 ; Id. de 5: cero. 
4 -t- 1 = 6; id. de 5; cero. 
1 -I- 2 -+- 4 = 7 ; id. de 5: dos. 

2 es el sobrante de los sumandos. 

3 -f- 4 = 7 ; fuera de 5, dos; sobrante de la sama. 

A sobrantes iguales, suma buena. 

ADVERTENCIA k LOS QUE YA SABEN LA OPEBACIÓN DE PABTIB. 

Para sumar en el sistema senario: 
1." Se suma la columna de las protoenas: 
2.*' La sama obtenida se parte por 6, número de cifras 

del sistema; 
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3.° Se escribe el sobrante, si lo hay (si no se pone cero) 
bajo la raya, al pie de la dicha columna; 

4.° El cuociente- se lleva de reserva á la columna de las 
deutenas, y en las columnas sucesivas se procederá de un 
modo análogo; 

5.° En la última columna de la izquierda se escribe ínte­
gramente, según lo exige el sistema senario, la suma que se 
obtenga. 
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E j e r c i d o s de s a m a r e n e l s i s t e m a s e p t e n a r i o . 

Este sistema t iene s i e t e cifras: 1, ü , 3 , 4 , 5 , 6 y O. 
E n el sistema septenario hay: 

Traducción 
al 

sistema dccimn 

fi PROTOESAS, Ó sea 
seis múltiplos de la potencia cero del 7. 

fi DEÜTENAS, Ó sea 
seis múltiplos de la 1." potencia del 7. 

6 TRIE.VAS, Ó sea 
seis múltiplos de la 2.''' potencia del 7. 

6 TGTRAEMAS^ 6 sea 
seis múltiplos de la 3." potencia del 7. 

6 FoNTAKKASj Ó Ma 

seis máitiplos de U 4.* potencia del 7. 

6 H»»A»»A8, etc., etc. 
TOMO I. 

1 x 7 " = 
2 x 7 " = . 
3 x 7 0 = 
4 x 70 = 
5 x 7 0 = 
6 x 7 0 = 
1 x 7 » = 
2 x 7 ' = 
8 x 7 « = 
4 x 7 1 = 
5 x 7 « = 
6 x 7 1 = 
1 x 7 2 = 
2 x 7 « = 

' 3 X 78 = 
4 x 7 2 = 
5 x 7 « = 
6 X 7« = 
1 x 7 3 = 
2 x 7« = 
3 x 7 » = 
4 x 7 » = 
5 x 7 ' = 
6 x 7 » = 
l x 7 « = 
2 x 7 * = 
8 x 7 * = 
4 x 7 * = 
5 x 7 * = 
6 x 7 * = 

1 
2 
:J 
4 
5 
6 
7 

14 
21 
28 
35 
42 
4!) 
ÍW 
147 
lí>6 
245 
294 
843 
686 

102D 
1372 
1716 
2058 
2401 
4802 
72C» 
9604 
12006 
14406 

84 
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Por consiguiente: 
En el sistema septenario, traducido al decimal 

Uu i 
Un 2 
Un 3 
Uu 4 
Un 5 
Un 6 

En el 
1." 

l u g « r 
vale 

En el 
2.» 

l u g a r 
vale 

7 
14 
21 
28 
85 
42 

En el 
3.er 

l u g a r 
vale 

49 
98 

147 
196 
245 
294 

En el 
4.» 

l u g a r 
vale 

343 
686 

1029 
1 372 
1715 
2 058 

en el 
5.0 

luKar 
vale 

2 401 
4 802 
7 203 
9 604 

12 005 
14 406 

En el En el 
6.» 7,o 

l u g a r lugar 
vale vale 

16 807 117 649 
33 614 2a5 298 
50421 352 947 
67 228 470 b'.fd 
84 035 588 245 

100 842 705 894 

EJEMPLOS. 

SUtema Traducción 
septenario. al 

decimal. 

3 10 

1 1 6 = 49 -t- 7 -+- 6 = 6 2 
1 1 6 = 49 -+- 7 ^ - 6 = 6 2 
1 2 6 = 49 -í- 14 H- 6 = 6 9 
2 3 6 = 98 H- 21 -H 6 = 1 2 5 
3 4 6 = 147 -f- 28 -4- 6 = 1 8 1 
4 5 6 = 196 -+- 35 -H 6 = 2 3 7 
6 6 6 = 245 -t- 42 -+- 6 = 2 9 ;; 
6 6 6 = 294 -t- 42 -t- 6 = 3 4 2 
6 6 6 '? = 294 -t- 43 -K 6 — 3 4 2 ,3 '? = 294 -t- 43 -K 6 — 

4 6 6 5 (3 1 3 r' 

^'t^i^-^''^'"-J" cincuenta y cuatro.^uue se escri-

se escribe 56: po^n^o'e ' uaVocTncT""*'' ' ' "'^°' '̂̂ ^ o de reserva -+-l-*-1-( . iJ .o, . ^ • ^ 
que se escribe 46, yTo'crpfo^oV finri deTuLT ''"''*^°' 

. ^ g ^ I n ¿ e . s 2 S : í d t c f r ? ' ^ ^ " ^' "*" ' ' ^ - " ^ - ' ' - 1 - traducciones 
Slstenu TradDccIén 

s e p t e n a r i o . decimal. 

1 5 4 
1 2 4 5 4 7 4 

6 5 2 3 8 1 
2 8 4 5 8 6 6 

6 6 6 3 4 2 
3 3 3 1 7 1 

6 4 4 6 
3 3 8 3 1 2 0 0 

6 4 2 (* 3 2 4 (' 

1 3 6 4 2 (k 3 7 5 4 ( ' 
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Traducción 
Sistema al 

s e p t e n a r i o . decimal. 

S íi 4 3 
^ ^ 6 9 3 3 1 8 

4 2 6 2 1 6 
1 6 5 4 2 4 7 3 4 
1 6 5 4 2 4 7 3 4 
1 6 5 4 2 4 7 3 4 

8 3 4 1 7 2 
2 5 1 1 3 4 

1 0 2 6 1 (' 

(' 

2 5 3 5 (0 

1 0 2 1 5 0 

(' 

(' 1 7 5 7 7 (0 

1 2 2 3 
4 4 4 2 2 8 

3 5 2 1 1.2 8 9 
2 2 5 1 1 7 
3 2 6 1 6 7 

2 1 1 5 
2 1 0 0 6 5 1 5 1 
2 1 0 2 1 5 1 6 0 
2 1 0 0 0 5 1 4 5 (1 

1 0 1 2 3 3 1 7 2 7 2 1̂ 

3 3 5 
• 'T'2 6 6 8 

5 2 6 2 6 5 
6 6 6 3 4 2 

6 6 4 8 
4 0 6 2 0 2 
5 5 5 2 8 5 

1 2 1 4 (Oaobr «nte 4 5 2 (• 

4 5 6 3 

(Oaobr 

1 6 6 2 (• 

liin 6 

(Oaobr 

2 6 Í 6 1 0 1 4 
4 6 0 0 1 6 6 6 
1 6 6 6 6 0 5 

6 0 0 2 !» 4 
6 6 6 3 4 2 
6 6 6 8 4 2 

2 6 6 6 1 0 2 8 
4 6 5 5 1 7 0 6 

6 6 6 8 4 2 
5 6 6 6 (iMbí «nt« 2 0 5 7 (» 

8 6 4 2 5 

(iMbí 

9 4 7 6 (» 
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PEÜTAENAS, Ó sea 
siete múltiplos de la 4." potencia del 8. 

7 HEXAENAS, etc., etc. 

Traducción 
al 

sistema decimal. 

1 X 8 * = 4 0w; 
2XB* = 8102 
3 X 8 * = 12 288 
4 X84 = K5 884 
5 X 8 * = 2CJ480 
6 X 8 * = 24 57fi 
7 X 8 * = 28 672 

Por consiguiente: 
En el sistema octonario, traducido al decimal, 

Un 1. 
Un 2. 
Un 3. 
Un 4. 
Un 6. 
Un 6. 
Un 7. 

E a e l Eae l En el E a e l En el En el 
1 er 2.» 3.8r 4 » 5.» e.» 

l u g a r l u g a r l u g a r l u g a r l u g a r l u g a r 
rale Tale Tale Tale Tale vale 

1 8 64 512 4 0í>6 32 768 
2 16 123 1024 8192 65 536 
3 24 192 1536 12288 98304 
4 .82 256 2048 16384 131 072 
5 40 320 3560 20 480 163 840 
6 48 384 S072 24 576 196 603 
7 6fi 448 3 584 28 672 229 376 

En el 
7.» 

l u g a r 
Tale 

262144 
524 288 
786 432 

1048 576 
1 310 720 
1 572 864 
1835 008 

EJEMPLOS. 
Tiadncdón 

Siitema al 
o c t o n a r i o . dedmal. 

B 7 • 
1 1 7 = 64 + 8 -f- 7 — 7 9 
1 2 7 zz: 64 + 16 + 7 — 8 7 
2 3 7 = 128 + 24 + 7 ;sr 1 5 9 
3 4 7 = 192 + 32 + 7 zir 2 3 1 
4 5 7 = 256 + 4 0 + 7 = 3 0 3 
5 6 7 =: 320 + 48 + 7 = 3 7 6 
7 7 7 z = 448 + 56 + 7 = 5 1 1 
7 7 7 = r 448 + 56 + 7 = 5 1 1 
7 7 7 448 + 56 + 7 5 1 1 (• 

5 8 1 7 

448 + 56 + 7 

2 7 6 7 (* 

7 + 7 + 7 ... =r sesenta y tres, qne se escribe 77: pon­
go 7 y llevo 7. 

7 de reserva + 1 + 2 + ... = cnarenta y nueve, que se 
escribe 61: pongo 1 y llevo 6. 

é de reserva + 1 + 1 + ... cuarenta y tres, que se escri­
be 63 y lo copio por flnaL 

KoTA. Demuestre el discípulo que están bien hechas las siguientes tra­
ducciones al sistema decimal: 
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Traducción 
Sistema al 

o c t o n a r i o . decimal. 

:; :; 
7 7 6 3 

7 7 7 5 1 1 
1 7 2 1 2 2 
2 3 5 1 5 7 
5 5 7 3 6 7 
tí 0 7 3 0 1 
7 7 7 ii 5 1 1 

4 1 1 2 ,1 2 1 2 2 

a 7 6 r, 
t í 7 '§1 1 
7 0 0 4 4 8 
2 2 7 1 5 1 
7 1 7 4 6'3 
7 0 0 4 4 8 
7 2 6 4 7 0 
7 0 0 4 4 8 
7 4 7 4 8 7 
7 3 7 4 7 9 ' 
7 0 0 4 4 8 
7 7 7 5 1 1 
7 0 0 4 4 8 
7 7 7 5 1 1 
7 7 7 i" 5 1 1 

1 4 2 7 tí ,8 6 3 8 4 

ADVERTENCIAS A LOS QUE SEPAN DIVIDIR PARA SUMAR 

EN EL SISTEMA OCTONARIO. 

1." Se snma la columna de las protoenas. 
2." La suma obtenida se parte por 8, número de cifras 

del sistema. 
3.* Se escribe el sobrante ó residuo, si lo hay (si no se 

pone cero), bajo la raya al pie de dicha columna. 
4." El cuociente se lleva de reserva á la columna de las 

dentenas, y en las columnas sucesivas de trienas, tetraenas, 
etcétera, se procederá de un modo análogo. Si no hay cuo­
ciente, no hay reserva. 

5.* En la última columna de la izquierda se escribe ínte­
gramente, según lo exige el sistema octonario, la suma que 
se obtenga. 
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P E U E B A DE LA CIFRA MÁXIMA. 

En el sistema octonario se suman las cifras de los gua­
rismos (como en los otros sistemas) por su valor absoluto (no 
locativo), y se excluyen los 7. 

El sobrante de los sumandos (si lo hay) ha de ser igual al 
de la suma. 

En el ejemplo primero de esta Lección, se dirá: 

l - » - l + l + 2 + 2 = 7; fuera de 7, cero. 
8 -I- 3 -)- 4 = 10; id. id. id. tres. 
3 -f- 4 = = 7 ; id. id. id. cero. 
5 -t- 5 = 1 0 ; id. id. id. tres. 
3 + 6 = 9; id. id. id. dos. 
2 es el sobrante de los svimandos. 

5 + 3 + 1 = 9 ; fuera de 7, dos. 

Igualdad de sobrantes, suma buena. 



LBCCION XII 

Ejercicios de «amar en el sistema nonario. 

Este sistema tiene nueve cifras: 1, 2,3,4, 5 , 6 , 7 , 8 y O. 
En el sistema nonario hay: 

Traducción 
al 

sistema decimal. 

1 X !>" = 1 
2 X 9 " = 2 

PBOTOENAS. O sea 4 v 90 = 4 
ocho múltiplos de la potencia cero del 9 ( 5 C '|o "i 

6 X 9" = 6 
7 X 9" = 7 
8 X 90 = ti' 
l X f " = '.> 
2 X ! " = 18 

DECTENAS, ó 8ea 1 4 x 1 ^ - 30 
45 

G X O ' = 54 
f 7 X ! > ' = tV! 
' 8 X 9 ' = 72 
/ l X ! > - = = 81 
1 5 X 9 * = 1G2 

ocho múltiplos de la 1." potencia del 9 i ? O fü H 

8 THIEKAS, ó seiv l t y 0 i l ¡ Wí 
ocho múltiplos de la 2." potencia del '4 ' c.Cy íis _ jn-

( Í X 9 i = : 486 
7 X 9¿ == 567 
8 X 9 - í = 648 

• / 1 X 9- = 729 
1 2 X 9^ = 1 458 

TETRAEXAS, Ó sea H ^ 9^ == 218< 
ocho múltiplos de la 8." potencia del 9 5 O 93 — 3 64ñ 

I (i X ÜS = '4 374 
7 X 9 ^ = 5103 

1 8 X 9 ^ = • 5832 
TOUOI ' 13 
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8 PKNTAENAS, Ó sea 
ocho múltiplos de la 4.* potencia del 9 , 

8 HEXABMAS, etc. 

1 X 9 * : 
2 X 9 * = 
3 X 9 * = 
4 X 9* = 
5 X 9 * = 
6 X 9 * = 
7 X 9 * = 
8 X 9 * = 

Traducción 
al 

sistema decimal. 

C561 
13122 
19 683 
26 244 
32805 
39 366 
45 927 
52 488 

Por consigaiente: 
En el sistema nonario^ traducido al decimal 

U n í 
U n 2 
U n 3 
U n 4 
U n 5 
U n 6, 
U n 7 
U n 8 

En el 
l«r 

Ingai 
Tale 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

En el 
2.0 

lugar 
•ale 

9 
18 
27 
36 
45 
54 
63 
72 

En el 
3.« 

lugar 
Tale 

81 
162 
243 
324 
405 
486 
567 
648 

Eael 
4.' 

lugar 
vale 

729 
1458 
2187 
2 91& 
3 6 4 5 
4 3 7 4 
5 1 0 3 
5 8 3 2 

En el 
5.» 

lagar 
vale 

6 561 
13122 
19683 
26 244 
82805 
89366 
45927 
52 488 

En el 
6.» 

lugar 
Tale 

59049 
118 098 
177147 
236196 
295 245 
%4 294 
413343 
472 392 

En el 
7.« 

lugar 
Tale 

631441 
1 0 6 2 8 8 2 
1594 823 
2 1 2 5 7 6 4 
2 657 205 
3 1 8 8 6 4 6 
3 720087 
4 2 5 1 5 2 8 

SUtenut 
nonario . 

B 7 
""8 8 
1 8 7 
3 8 8 

7 8 
8 1 8 

4 8 
3 8 
7 8 

2 6 8 (1 = 

KJEltPLOB. 

72 - f 8 
81 + 72 + 7 

243 + 72 + 8 
63 + 8 

6 4 8 + 9 + 8 
36 + 8 
27 + 8 
63 + 8 

162 + 64 + 8 

2 2 5 8 (1 

Traducción 
al 

decimal. 

80 
160 
323 

71 
665 
44 ' 
35 
71 

224 (8 

1673 (8 

8 + 7;.. = Setenta y uno; qtte ge escribe 78: pongo 8 
, y l l evo 7. . r o 
7 de r e s e r v a + 8 + 8 + . . .Cincuenta y nueve: que se 

escribe 65; pongo 5 y l levo 6. > i "^ 
6 de reserva + 1 + 3 + ... Veinte; que se eboríbe 22: y lo 

copio por final. 

N O T A . Compruebe el discípulo si est&n bien hechas las s i eo ientes tra-
d u e á o n s » al s i s tema decñmal. 
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Tndncclón 
Sistema >l 

nonario . deotmal. 
4 3 

s i s 2 8 2 
5 7 8 4 7 6 
6 4 8 5 3 0 
3 2 1 2 6 2 
4 5 6 8 7 5 
7 8 0 6 3 9 
3 4 6 2 8 4 
5 6 4 a 4 6 3 (S 

4 4 7 8 (7 3 3 1 1 (8 

7 C 
^^"7 4 6 6 
8 0 4 6 5 2 
6 8 4 5 6 2 
8 8 7 7 3 7 
7 8 8 6-4 7 
5 5 6 4 5 6 
8 7 5 7 1 6 
4 6 6 3 8 4 
6 7 8 5 5 7 
5 6 3 P 4 6 2 (* 

7 6 4 4 » 5 6 2 9 (* 

ó 3 5 
5'5 T3 2 6 3 1 
7 8 1 2 5 7 6 2 
4 3 2 4 3 1 8 1 
6 6 7 8 4 2 0 2 

8 4 6 2 8 4 
6 4 5 8 

4 3 2 6 3 1 8 3 
3 0 7 2 5 0 

2 8 2 6 
3 M 3 (5 

2 8 7 6 5 (* 1 9 5 8 0 (5 

Haga el (discípulo la prueba de la cifra máxima. 
ED el ejemplo primero de esta Lección, se dirá (dejando 

de contar los 8): 
1 -f- 7 = 8 ; fuera de 8, cero. 
3 + 7 =10; id. 8, dos. 
2 + 1 + 4 + 3=10; id. 8, dos. 
2 + 7 = 9; id. 8, uno. 
1 + 2 + 6 = 9: id. 8, uno. 
1 sobrante final de los sumandos. 

2 + 2 -}- 5 = 9 ; fuera de 8, uno, sobrante de la soma. 
Y á igualdad de sobrantes, suma buena. 
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ADVERTENCIA A LOS QUE SEPAN DIVIDIB. 

Para sumar en el sistema nonario ó novenario se t endr i 
presente: 

1.° Que ha de empezarse sumando la columna de las pro-
toenas; 

2." La suma obtenida se parte por 9, número de cifras del 
sistema; 

3.° Se escribe el sobrante ó residuo, si lo hay (si no, se 
pone cero), bajo la raya al pie de dicha columna; 

4." El cuociente se lleva de reserva á la columna de las 
deutenas; y en las sucesivas columnas de trienas, tetraenas... 
se procede de un modo análogo. Si no hay cuociente, no hay. 
reserva; y 

6.*' En la última columna de la izquierda se escribe ínte­
gramente, según lo exige el sistema nonario, la suma que se 
obtenga. 
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Ejercicios de samar en el sistema decimal. 

Este sistema tieae d iez cifras: 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 y O. 
En el sistema decimal hay: 

» PROTOENAS, Ó sea 
nueve múltiplos de la potencia cero del 10. 

9 DEUTENAS, Ó sea 
nueve máltiplos de la 1." potencia del 10. 

TRIBNAS, Ó se& 
nueve múltiplos de la 2." potencia del 10.. 

9 TETBAENAS, etc., etc. 

Tradaoción 
al 

sistema decimal. 

1 X 10» = 1 
•2 x 10" = 2 
3 X 10" = 3 
4 X 10« = 4 
5 X 10» =: 6 
6 X 10" = 6 
7 X 10" = 7 
8 X 10" = 8 
9 X 100 = 9 

I x 101 = 10 
2 X 10» = 20 
3 x 1 0 1 = 30 
4 x 1 0 1 = 40 
5 x 1 0 1 = 50 
6 x 1 0 1 = 60 
7 X 101 = 70 
8 x 1 0 1 = 80 
9 x 1 0 1 = 90 

l x l O « = 100 
2 x l 0 í = 200 
8 x 1 0 * = 300 
4 X 10» = 400 
6 X 10« = 500 
6 X 10* = 60O 
7 x 1 0 * = 700 
8 X 10* = 800 
9 x 1 0 * = 900 
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Por consiguiente: 
En el sistema decimal 

1 Eoel Knel En el 
1 I ." 2.» 3.«r 
i Ingar lagar lugar 

Vale rale vale 

Un 1 1 10 100 
Un 2 2 20 200 
Un 3 3 30 800 
Un 4 4 40 400 
Un 5 6 50 500 
U n 6 6 60 600 
Un 7 7 70 700 
Un 8 8 80 800 
Un 9 ,, 9 90 

1 
900 

En el 

1000 
2 000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 

10000 
20000 
80 000 
40000 1 
50000 
60000 
70000 
80 000 
90000 

100000 
200000 
300 000 
400000 
500000 
600000 
7130*0 
800000 
900000 

1000000 
2000000 
3000000 
4000000 
5000000 
6000 OOfJ 
7000000 
8000000 
9000000 

Sistema 
dec ima l . 

5 A 
^ Í 9 
2 6 6 
9 9 0 

1 9 
9 4 
3 9 
9 4 
6 2 
6 0 1 

EJEUPI.08. 

Haga el discípulo 
estas sumas: 

1 6 5 3 (8 

' ' 'tníl.'i • = ''"*''enta, que se escribe 43: pongo 3 y llevo 4. 
t" '̂  í ^tct • • • "^ cincuenta y cinco, que se escribe 55: pongo 5 y llevo 5 > l " " » " 

r„ r . ; r ; ^ ^ i ^ •*'*' ^^^^ »« escribe 16: y lo copio por iinal. •' 

8 4 6 7 8 
9 9 6 3 3 6 

8 1 6 4 6 1 1 
5 1 0 4 5 6 
7 8 9 4 7 6 

2 7 8 6 6 4 7 
7 2 1 8 6 3 
5 3 1 4 2 1 

• 3 4 6 4 7 8 
7 8 4 3 2 2 
2 2 4 5 7 9 

6 4 1 4 4 6 7 1 7 
7 7 6 4 8 8 0 
5 5 5 4 4 5 1 
3 9 8 4 7 3 2 

3 8 4 
6 6 6 3 
7 2 4 6 
6 8 4 5 

6 1 3 2 1 
6 1 2 9 
9 9 4f i 

9 9 9 9 9 
1 8 4 9 
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La prueba de los 9 en el primer ejemplo de los auteriore* 
68 como sigue: 

3-4-2-1-6 = 1 0 : fuera de i), uno 
1 •+• 6 -H 1 -4- 4 = 12; id. de 9, tres 
3 •+- 3 -f- 4 = 1 0 ; id. de 9, uno 
1-4-6-+-2 = 9 ; id. de 9, cero 

6 sobrante de los sumandos 

1 -»-6-t .5-f-3=:15; fuera de 9, seis. 

Igualdad de sobrantes, suma buena. 

Las pruebas de la cifra máxima en el sistema decimal s& 
harán sumando todas las cifras significativas, según su valor 
absoluta (no locativo) y excluyendo los 9 (ó las combinacio­
nes evidentes que sumen 9). El sobrante que resultare des­
pués de hechas las exclusiones, ha de ser en los sumando»^ 
igual al sobrante de la suma. 

Si no hay sobrante en los sumandos, tampoco lo ha de ha­
ber en la suma. 

ADVKKTENOIAS Á LOS QUK 8BPAN DIVIDIR. 

Para sumar en el sistema decimal se ha de tener pre­
sente: 

1."̂  Que ha de empezarse sumando la columna de las pro-
toenas; 

2.* La suma obtenida se parte por 10, número de cifra» 
que tiene el sistema; 

3.^ Se escribe el sobrante ó residuo, si lo hay Csi no, se-
pone cero) bajo la raya al pie de dicha columna; 

4.*̂  El cuociente se lleva de reserva á la columna de las 
deutenas; y án lá3 sucesivas columnas de trienas, tetraenas... 
se procede de un modo análogo. Si no hay cuociente, no hay 
reserva; y 

5 . ' En la última columna de la izquierda se escribe ínte­
gramente, según lo exige el sistema decimal, la suma que s» 
obtenga. 
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EIJereieloB de samar en los sistemas nndeelmal 
y daodecimal. 

El nndecimal tiene o n c e cifras: 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 
a ( = 1 0 ) y c e r o . 

El daodecimal doce cifras: 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7, 8 , 9 , a 
b ( = 11) y c ero . 

Poco esfuerzo de generalización bastará para compren­
der que el undecimal tiene diez protoenas ó múltiplos de 11"; 
diez deutenas ó múltiplos de 11' ; diez trienas ó múltiplos 
de 11*; diez tetraenas ó múltiplos de 11 ' . . . etc., etc.; 

Y que el duodecimal tiene once múltiplos de 12'; once de 
12'; once de 12*; once de 12*; once de 12'... etc., etc.; 

Asi como cuál ha de ser l̂a manera de hacer las pruebas de 
la cifra máxima en ambos sistemas; la de a ('=10) en el unde­
cimal, y la de fe (=11) en el daodecimal. 

Lo que conviene ya en estos sistemas es la práctica; y, 
al efecto, se presentan los ejercicios siguientes: 
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Tndacción 
Biatema «1 

undecimal. deoimul. 

4 5 6 
1 9 a = 121 + 99 + 10 = r 2 3 0 

a = 10 :=: 1 0 
2 9 4 = 242 -4- 99 + 4 = 3 4 5 
a 3 6 = 1 210 + 33 •+- 5 r=r 1 2 4 8 

1 4 7 8 __ 1331 -»- 484 -h 77 •+ 8 = 1 9 0 0 
a 9 9 =: 1 210 -t- 99 + 9 = 1 3 1 8 
a a a =:= 1 210 4-110 + 10 = 1 3 3 0 
a a a 1 210 + 110 •+- 10 1 3 3 0 ( ' 

. 5 8 8 0 

1 210 + 110 •+- 10 

7 7 1 1 (' 

a + a + ... = sesenta y seis, que se escribe 60: pongo O y 
llevo 6. 

6 de reserva + 9 + ... = sesenta y tres, que se escribe 58: pon­
go 8 y llevo 5. 

5 -t- 1 -t- 2 + ... cincuenta y dos, que se escribe 48: pongo 8 y 
llevo 4. 

4 -•- 1 = 5, y escribo este 5 por final de suma. 

NOTA. Demuestre el discípulo que están bien hechas las siguientes 
traducciones al sistema decimal. 

Sistema 
ondeclmal. 

Traducción 
al 

decimal. 

6 5 5 
1^ &a, 1 0 5 2 6 

3 4 6 4 1 8 
8 a 7 1 0 8 5 
6 6 6 7 9 8 

2 a 6 8 3 9 4 6 
3 9 4 8 5 1 3 4 

a a 6 1 8 2 6 
6 a 9 ( ' 8 4 6 (7 

1 7 0 a 5 (» 2 4 0 7 3 C 

5 6 5 
"g"4 Y8 4 5 6 2 

a a 8 1 3 2 8 
a a a 1 3 3 0 

, a a a 1 3 8 0 
a a a 1 3 3 0 

1 1 8 9 1 5 4 9 
9 9 9 (» 1 1 9 7 (» 

9 5 8 9 (• 1 2 6 2 6 (« 

TOMO I . 3ft 
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PHUEBA DE LA CIFBA MÁXIMA. 

En el sistema undecimal se snman las cifras de los guaris­
mos, como en los otros sistemas, por su ralor absoluto (no lo­
cativo) y se excluyen las a, ó sean los dieces. 

El sobrante de los sumandos (si los hay) ha de ser igual al 
de la suma. 

En el ejemplo primero se dirá: 

1 + í) = 10; fuera de 10, cero 
2 + 9 = 11; id. de 10. uno 

1 + 4 + 3 + .5 — 13; id. de 10, tres 
3 + 1 -»- 4 -í- 7 = 1.5; id. de 10, cinco 

5 + 8 = 13; id. de 10, tres 
3 + 9 = 12; id. de 10, dos 
2 + 9 = 11; id. de 10, uno 

1 sobrante de los sumandos. 

5 4- 8 = 13; fuera de 10, tres. 
3 -t- 8 = 11; id. de 10, uno. 

1, sobrante de la suma. 

Sobrantes iguales, suma buena. 

ADVERTENCIAS -i LOS QUE SEPAN WVIDIB, P A Ó A S U M A B EN EL ' I 

SISTEMA VNDECIilAL. 

1." Se empezará sumando la columna de las protoenas; 
2.'"* La suma obtenida se parte por 11, número de cifras 

del sistema; 
3.* Se escribe el sobrante ó residuo, si lo hay (si no, se 

pone cero), bajo la raya al pie de dicha columna; 
4." El cuociente se lleva de reserva á la columna de las 

dentenas; y en las sucesivas columnas de trienas, tetraenas... 
se procede de un modo análogo. Si no hay cuociente, no hay 
reserva; y 

5 . ' Bajo la última columna de la izquierda se escribe inte­
gramente, según lo exige el sistema undecimal, la suma que 
se obtenga. 
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EJEMPLOS. 

f'Istems 
d u o d e c i m a l . 

:> 5 
2'íí b 

a b 
I b a 
2 3 4 
b a « 

b b 
b b b 

2 8 a 4 

Tralucclón 
al 

decimal. 

288 + 108 + 11 4 0 7 
120 11 = 1 3 1 

144 + 132 + 10 = 2 8 6 
288 -4- 30 4- 4 = 3 2 8 

1 584 + 120 + 6 = 1 7 1 0 
132 -t- 11 = 1 4 3 

1 584 + 132 + 11 1 7 2 7 ( ' 11 

4 7 3 2 C (* 

I b -»- b -(- a -t- ... = sesen ta y cua t ro , que se escribe 54: 
I pongo 4 y l levo 5. 
5 -t- íi -t- a -T- ... = se ten ta , 

l levo 5. 
5 -f- 2 -*- 1 -4- ... = t r e i n t a y dos, que se escribe 28, y lo co­

pio por final. 

que se escribe 5 a: pongo a y 

sistema 
d u o d e c i m a l . 

Tradiirclin 
al 

decimal. 

4 5 .S 
a ^ l 3 1 8 9 1 5 
3 4 a b 5 8 9 1 

7 7 4 1 0 9 6 
3 4 b 4 9 1 
7 b a 1 1 5 0 

2 3 fi 5 4 0 0 1 
4 3 a 6 2 2 
b b b (* 1 7 2 7 (' 

1 7 7 4 5 (* 3 3 8 9 3 c 

5 6 
3 4 b 4 9 1 

a b 1 3 1 
b a 1 4 2 

2 8 b 3 8 5 
b a b 1 7 1 5 
a b a 1 5 8 2 

3 4 4 0 
9 9 9 c 1 4 1 3 (« 

3 4 7 6 (» 5 8 4 9 c 
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FBUEBA DE LA CIFBA MÁXIMA. 

£a ei sistema duodecimal se suman las cifras de los gua­
rismos, por su valor absoluto (no locativo) y se excluyen las 
b ó sean los onces. 

El sobrante de los sumandos (si lo hay) ha de ser igual al 
de la suma. 

En el primer ejemplo anterior duodecimal, se dirá: 

2 -*- 9 = 11; fuera de 11, cero 
1 0 + 1 = 11; id. de 11, cero 
10 + 2 = 12; id. de 11, uno 

1 + 3 + 4 + 10 = 18; id. de 11, siete 
7 + 6 = 13; id. de 11, dos 

2 sobrante de los sumandos. 

2 4- 8 •+• a = 20; fuera de 11, nueve 
O + • 4 = 13; id. de 11, dos 

2 sobrante de la suma. 

Sobrantes iguales, suma buena. 

ADVEBTBHCIAS 1 LOS QUB 8EPAK BIVIDIB, FABA 8C1CAB EK El. 
SISTEMA DUODECIMAL. 

1." Se empezará sumando la columna délas protoenas' 
2.'' La Btlma obtenida se parte por 12, número de cifras 

del sisteipa; 
3.^ Se escribe el sobrante ó residuo; si lo hay (si no, se 

pone cero), bajo la raya al pie de dicha columna; 
4,^ Ei cuociente se lleva de reserva á la columna de las 

deutenas; y en las sucesivas columnas de trienas, tetraenas... 
se procede de un modo análogo. Si no hay cuociente, no hay 
reserva; y 

6.* Bajo la última columna de la izquierda se escribe in­
tegramente, según lo exige el sistema duodecimal, la snma 
que se obtenga. 
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Clases de sam»» y medios K^Afleos de consignar 
las reservas. 

Ya el discipnlo conoce la principal de las varias clases de 
sumas, que es la que sirve de base á los sistemas de nume­
ración. 

En efecto, todo guarismo es una suma de productos orde­
nados de mayor á menor, cuyos factores son, de una parte, 
las potencias sucesivas del número de Itis cifras de un sistema; 
y de otra parte, como coeficiente, alguno de sus dígitos. 

Así, cualquier guarismo del sistema decimal es una suma 
de productos dispuestos de mayor á menor, cuyos factores 
son, de una parte, las potencias del 10, y de otra parte, al­
guno de los dígitos del mismo sistema decimal. 

34567=«30000 + 4000 + 500 + O) + 7 
= 3 X 10* -t- 4X 10» + 5 X 10» + 6 X 10* + 7 X lO» 

Tantos productos 6 sumandos, como dígitos hay en el 
guarismo. 

Conocida ya esta clase esencial de sumas, falta sólo enu­
merar las otras clases, que son tres: 

1.* Suma de sumandos desiguales; 
2.* Suma de sumandos iguales todos; y 
3.* Suma de sumandos todos iguales, menos uno menor. 
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EJEMPLOS EN EL SISTEMA DECIMAL 

Sumandos 
Snmandos Sumandos todos iguales 

des iguales . iguales. menos uno menor. 

38 38 38 
85 647 38 38 

10004 714 38 38 
81ít 38 38 
246 38 3é 

8 723 103 38 14 

' 

En las sumas de sumandos desiguales puede haberlos 
iguales por casualidad, sin que por tal accidente se altere la 
clasificación. 

342 
2417 
568 
342 
7C84 
342 

Las sumas de productos de potencias ordenados de mayor 
á menor son la base esencial de los sistemas de numeración. 

Las sumas de sumandos iguales dan origen á la operación 
de multiplicar. 

T las sumas de sumandos todos iguales menos uno menor, 
son el fundaúieuto de la operación de partir. 

Por manera, que sólo las sumas de sumandos todos des­
iguales (ó algunos iguales por casualidad) son el objeto ex-
CIUSÍTO de la verdadera operación de sumar, ó sea ISTXOBA-

CIÓN. 

El modug operandi del sumar es el usual y corriente, y el 
generalmente empleado, porque da de una vez la suma. Pero 
pudiera haber otros, como el siguiente, que algunos recomien­
dan especialmente-para las sumas largas, porque facilita el 
repaso, pero con el inconveniente de requerir otra suma, y el 
de haber de escribir muchas más cifras, .^demis, mientras 
mayor es el número de las operaciones y el de los signos es-
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critos, mayor resulta la posibilidad de nuevas equivocacio­
nes, más largo el tiempo necesario para cada operación, y, 
por consiguiente, mayor la fatiga del trabajo. No obstante, 
el procedimiento es recomendable. 

Sean los siguientes sumandos del sistema decimal: súmese 
cada columna y anótese debajo el resultado bajo la raya: sú­
mense, por fín, las sumas parciales. 

6 4 8 7 
5 8 9 2 
4 5 7 8 
9 1 9 9 
8 7 8 8 
9 9 9 7 
4 (> 6 8 
8 6 4 9 
9 9 9 9 
9 9 9 9 
9 9 8 8 
8 8 8 8 
7 7 7 7 
9 8 7 9 
7 8 9 9 
9 7 8 8 ^ 
9 9 4 7 

1 :Í 2 Suma de las protoenas 
1 2 9 Suma de las deuteuas 

1 1 5 Suma de las trienas 
1 2 9 Suma de las tetraenas 

protoenas 
1 4 1 9 2 2 Suma de las sumas de \ ^^^i^^^^ trienas 

tetraenas 

En esta suma de las sumas parciales de las columnas ha 
habido abreviación; pues en rigor, el nuevo modus operandi 
habría exigido que tales sumas parciales se hubiesen sumado 
como signe: 

132 protoenas 
129 deutenas 

115 trienas 
129 tetraenas 

2 protoenas 
12 deutenas 
8 trienas 

11 tetraenftS' 
8 pentaenas 

1 hexaenas 

141922 
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Por supuesto, que no es necesario en esta manera de ope­
rar empezar por las protoenas ni seguir orden ninguno: basta 
con sumar aisladamente las columnas y sumar después las su­
mas parciales. 

6 4 8 7 
5 3 9 2 
4 5 7 8 
9 1 9 9 
8 7 8 8 
9 9 9 7 
4 6 6 8 
8 6 4 9 
9 9 9 9 
9 9 9 9 
9 9 8 8 
8 8 8 8 
7 7 7 7 
9 8 7 9 
7 8 9 9 
9 7 8 8 
9 9 4 7 

1 2 9 tetraenas 
1 1 5 tiienas 

1 3 2 protoenas 
1 2 9 deutenas 

1 4 1 9 2 2 

6 4 8 7 
5 3 9 2 
4 5 7 8 
9 1 9 9 
8 7 8 8 
9 9 9 7 
4 6 6 8 
8 6 4 9 
9 9 9 9 r 
9 9 9 9 
9 9 8 8 
8 8 8 8 
7 7 7 7 
9 8 7 9 
7 8 9 9 
9 7 8 8 * 
9 9 4 7 

1 1 5 tríenas 
1 3 2 protoenas 

1 2 9 dente ñas 
1 2 9 tetraenas 

1 4 1 9 2 2 

Pero, fácil es de comprender que toda falta de orden sería 
siempre una perturbación; y que, por tanto, nada es mejor 
que el sistema de reservas en uso general. 

n u i.> 
6 4 8 7 
5 3 9 2 
4 5 7 8 
9 1 9 9 
8 7 8 8 
9 9 9 7 
4 6 6 8 
8 6 4 9 
9 9 9 9 
9 9 9 9 
9 9 8 8 
8 8 8 8 
7 7 7 7 
9 8 7 9 
7 8 9 9 
9 7 8 8 
9 9 4 7 

1 4 1 9 2 2 
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El sistema de las reservas merece algunas consideraciones. 
La reserva de las protoenas aparece siempre englobada en 

lo alto de las deutenas; englobada también se estampa la de 
las deutenas en lo alto de las trienas, y siempre englobada la 
de cualquier columna en lo alto de la siguiente. 

Pero puede convenir el conocer en sus menores detalles la 
composición de las reservas; y por esto, y, mis que por ello, 
por ser un fácil medio de comprobación (facilísimo), reco­
miendan muchos, con fundamento, el siguiente modo de 
operar. 

Supongamos los siguientes sumaudos del sistema cuater­
nario: 

1 
l 
2 ' 
3 
3 
2 

y 86 dirá: 

1 y 1 son 2, y 2 son 4 (que es el niimero de las cifrag que tiene el sis­
tema cuaternario): se hará una seOal al 2, por ejemplo, uu tilde 
(ó se orneará con una raya oblicua, 6 se tachara, de algúü otro 
modo): 

1 
1 
2 ' 
8 
3 
2 

y ae sigue diciendo: 
\ 3 y 8 son 6: póneae otra señal, por ejemplo, otro tilde, al segundo 3 

Sorqae 6 és un námero mayor que ei de las cifras componentes 
ol sistema cuaternario, pues es igual k una vez ese número 

-¡C tm excedente de 2: 
1 
1 
2 ' 
8 
8» 
2 

TOVOi 37 
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y se sigue diciendo: 
2 de excedencia + 2 son 4, número igaal otra vez al de las cifras que 

forman el sistema cuaternario: se hace, por consigniente, una 
•: nueva señal al último 2; 

1 
2 ' 
3 
3 ' 
2 ' 

y, como de esta sama final no ha resultado excedencia ningu­
na, se escribe un cero debajo de la columna que se acaba de 
sumar; 

1 
1 
2' 
3 
3 ' 
2 ' 

O 

y el número de tildes, que es 3, constituirá la reserva para 
la columna inmediata, si la hay; y, si no, se escribirá íntegra­
mente á la derecha del cero * 

1 
1 
2 ' 
3 
3 ' 
2 ' 

30 

Por manera, que la suma de los sumandos dados, es 3 den-
tenas cuaternarias ( = 12 unidades en el sistema decimal). 

Si hubiere dos columnas, se pondrá la reserra (ó sea el nú­
mero de tildes, rayas ó señales) en lo alto de la segunda ó de 
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las deutenas, y en seguida se procederá á sumar esta segun­
da columna, y se marcarán en ella las señales de modo que 
no se confundan con las correspondientes á la primera co­
lumna, según indica el ejemplo siguiente del mismo sistema 
cuaternario: 

3' 1 
2' 1 
1 2' 
1 3 
2' B' 
1 2' 

Las nuevas señales son también 3 j el sobrante 1: lo es­
cribo, pues, en el lugar de las deutenas, y con el nuevo nú­
mero de señales constituyo la reserva, si hay más columnas; 
y, si no las hay, escribo el número 3 de tildes á la derecha 
d e l l . 

3' 1 
2' 1 
1 2' 
1 3 
2' 3 ' 
1 2' 

8 1 0 

y la suma será 310 en el sistema cuaternario ( = 52 en el sis­
tema decimal). 

Supongamos, ahora, el ejemplo en el mismo sistema como 
sigue: 

2 3 1 
3 2 1 
2 1 2 
3 1 8 
2 2 3 
2 1 2 
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y marcaremos los tildes según se indica en este otro: 
i 2. 
2' 3 ' 1 
3 ' 2' 1 
2 1 2 ' 
8' 1 3 
•J 21 3' 
2' 1 2' 

4 1 1 0 

De este modo, y sin pensar en ningún sistema de nnme-
raciÓD, se ha hecho nna suma en el sistema cuaternario. 

- Entendido esto, supongamos ahora los siguientes suman­
dos del sistema decimal: 

4 5 8 
7 iJ 8 . • 
8 4 6 
9 5 6 
7 9 8 
9 7 9 

Procederemos como sigue: 
Se empezará diciendo: 8 y 8 son 16, cantidad que contiene una vez 

á 10 (número de las citras que componen el sistema) -f- nn exce­
dente de 6: se hace al segundo 8 la señal conrenida para indicar 
qne se ha Uegado ¿ 10 ó pasado de 10; j luego s4 seguirá agre-
gando cada excedencia que resulte á las cifras inmediatas hasta 
obtener otro 10 6 un resultado que pase de diez:... marcándose, 
por consiguiente, ias señales de modo análogo al seguido en los 
ejemplos del sistema cuaternario, sin más diferencia que la de 
£ notar ahora una sefial por cada diee unidades, mientras qne an­
t is se marcaba por cada cuatro. Terminada la operación aparece­
rán las señales como resultan del siguiente ejemplo. 

_4 
8 

T 9' 8' 
8 ' 5' 6' 
9' 4 6 
7 9' 8' 
9' T 9' 

4 8 8 5 
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Sean ahora los sumandos, que siguen, del sistema duo­
decimal: 

2 4 6 
8 a o 
b 5 8 
2 1 a 
7 8 b 
a 7 2 

Se procederá así: 

' 6 y O son 6, y B son 9, y o (que es diez) hacen 19, número igual á 
12 + un excedente de 7: se hace una señal al a', y se continuará la 
operación del mismo modo ya explicado en los ejemplos anterio­
res, con lo que al cabo se tendrá ' 

«̂  
í 6 
8' a' 0 
b 5 8 
2' 1 af 
7 3 ' b ' 
&i 7 2 

8 6 8 8 

por lo que las cifras 3688 del sistema duodecimal (que valen 
tanto como 6152 en el decimal), serán la suma total de los 
sumandos dados (resultado obtenido como mecánicameute y 
sin pensar casi en el sistema duodecimal). 

Este modo de sumar, generalizado, se recomienda macho 
con esta variante: 

Supongámonos operando en el sistema decimal. Y en la­
gar de hacer una sefial cada vez que se obtenga 10 <S se pase 
de este número, se hará ana seftal cada ves que se obten­
ga 20, 6 se pase de 20: sumada cada columna, se llevará como 
reserva á lo alto de la columna inmediata el doble de las se-
flales; ó bien el doble -f- ano, cuando la suma de la« cifras 
entre la liltíma sefial y la raya de la suma pase de 10. 
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¿ £ S 

6 4 8 9 
9' 8 6 5 
9 9 ' 9' 1 
2 3 4 5 ' 
5 4 3 2 
4' 4 4 6 
3 3 ' 5 ' 2 
2 2 6 4 
7 6 2 3 
2 3 4 1 
1 1 2 1 
1 2 1 1' 
1 2 2 ' 2 
2 ' 3 ' 4 9 
9 2 í 7 

6 9 2 6 8 

La ventaja de esta manera de operar consiste en que es 
menor el número de señales que hay que hacer, y en que 
para todo eí mundo ea hasta familiar el contar hasta 20. 

ti u 13 

6 4 8' 7 
5 ' 3 ' 9 2 
4 5 7 8 
9 1 9' 9 ' 
8 ' 7 8 8 
9 9 ' 9' 7 ' 
4 6 6 8 
8 ' 6 4 9 
9 9 ' 9 ' 9 ' 
9 ' 9 9 9 
9 9 ' 8 8 ' 
8 ' 8 8 ' 8 
7 7 7 7 
9 8 ' 7 ' 9 ' 
7 ' 8 9 9 
9 T 8 8 ' 
9 ' 9 4 ' 7 

1 4 1 9 2 3 
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V^Jerelelos «obre las anotaelones gráfica» 
de las reBervas. 

Por vía de ejercicio se ponen, á continuación, dos ejem­
plos de sumas en cada uno de los distintos sistemas de nu­
meración estudiados; uno, para que se haga la adición según 
la regla general, y otro, para que se efectúe segitn esta otra 
regla auxiliar. 

SUUAS EN EL SISTEUA BINABIO 

Regís genetaL Itegla auxiliar. 

lOIOJOUJ^ J0OU1O1 
1 0 1 1 1 0 1 l ' l l ' l 1 
1 1 0 0 0 1 l ' l l ' l l'O 
1 0 1 0 1 0 1 l ' l l'O O 
1 1 0 0 1 0 l ' l l'O O O 
1 0 0 1 1 1 1 l'O 0 0 0 
1 0 1 0 1 1 l ' O O O O O 

1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 
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SISTEMA TEBNABIO 

Rcgbi ecnenl. Begla «uxUlar. 

ü íi !3 1 ti 15 2 í 
2 2 2 2 2 1 2' 2 '2 ' 2 
1 1 1 1 1 1 '2 ' 2 ' 2 O 
2 1 2 1 2 1 2 ' 2 0 0 
1 2 1 2 1 1 2 0 0 0 
2 0 1 2 0 1 0 0 0 0 
2 1 0 2 1 1 1' 1' 1' 1' 
2 1 0 2 1 1 1 1 1 0 
1 2 1 1 2 1 ' 1 1 1 2 

1 2 2 2 1 1 1 1 1 0 2 2 2 2 

BISTKMA CUATKBXABIO 

ReglA ganeml. ' ' ' B^tla aoziUar. 

Íiüí5¿ íi ü li ' 
3 8 8 3 3 2' 2' 2' 8' 8 
2 2 2 2 2 3' 3' 3' 2' 2' 
1 1 1 1 1 1 1 1 3 2 
1 2 8 1 2 2' 1' 2' 1' 1' 
1 8 2 2 1 3 ' 2 1 2 1 
3 2 2 1 1 . sf 1 1 1 1 1 
2 1 2 3 2 '• 2 Qí 2' 2' 2' 
8 1 1 2 1 3 ' 3 ' 3 ' 3' 8 

1 1 1 0 0 2 1 1 1 2 0 0 0 8 
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SISTEMA QrXNABIO 

Reg'.a general. Regla auxiliar. 

10 10 4 ¿ 10 11 10 J 

1 2 3 4 4 1' 2 ' 3 ' 4' 4 

2 3 4 1 1 2 3 ' 4' 4' 1' 

3 4 2 1 1 3 ' 4 ' 4 ' 1 2 
2 3 4 4 2 4 ' 4 1 2 ' 3 ' 
1 1 1 1 1 4 1' 2 3 4 

3 3 3 3 3 1' 2 3 ' 4 ' 4 ' 
2 2 2 2 2 2 3 ' 4 ' 4 ' 1 
2 3 •! 4 4 8' 4 4' 1 2 ' 

4 1 1 2 3 3 1 0 0 4 0 2 1 

SISTEMA SENARIO 

Regla general. Regla auxiliar. 

i ¿ i. * ' •' i "• 
1 2 3 4 5 5 ' 4' 3 ' 2 1 

2 3 4 5 1 4 ' 3 ' 2 1' 5 ' 

3 4 6 1 2 3 2 1 5 4 

4 5 1 2 3 2 ' 1 5 ' 4' 3 ' 

5 1 2 8 4 1 5' 4' 3 ' 2 
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 ' 
2 3 4 5 1 2 3 ' 4 ' 5' 1 
3 4 5 1 2 3 ' 1 6' 1 2 

4 1 5 1 4 5 4 1 5 1 4 5 

TOMO I. 88 
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SISTEMA SKPTENABIO 

Regla geneMl. B«gl« «oxlUar. 

tit-i ¿ 1 i ¿ 
1 2 3 4 5 6' 5' 4' 3 2 
6 1 2 3 4 1 2 3 4 '5 ' 
5 6 1 2 3 6' 1 2 3 4 
4 5 6 1 2 5' 6' 1' 2' 3' 
8 4 5 6 1 4 5 ' 6 1 1 
2 3 4 5 6 3' 4' 5' 6' 6' 
1 2 8 4 5 2 8 4 ' 5 2 
6 1 2 8 4 2 4' 6' 2' 1 

4 4 0 2 4 2 4 6 0 0 1 3 

SISTBHA OCTOKABIO 

Bc(ta gauenl. BegU anztUu. 

¿¿¿¿ ¿ ¿. ¿ í 
1 2 8 4 5 7' 6' 5' 4' » 
6 7 1 2 8 2 1 2 8 4 
4 5 6 7 1 5' 6' 7' 2 8' 
2 8 4 5 6 1 2 8 4 '5 
7 1 3 8 4 1 2 8' 6 4' 
5 6 7 1 2 1 2' 5 6' 7' 
8 4 5 6 7 T 1 V T T 
1 3 8 4 6 2 8' 4' 6' 6 

4 1 2 8 4 1 8 6 2 0 0 7 
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SISTEMA KOVENAEIO Ó NONABIO 

B«gU general. RegU knxHiar. 

1 2 3 4 5 
6 7 8 8 1 
2 8 4 5 6 
7 8 8 7 5 
4 5 6 7 8 
8 1 2 3 4 
5 6 7 8 1 
8 1 2 3 4 

4 3 3 

2 8 4 5 
7' 8' 1 2 
4 5' 6' 7' 
5' 6 7' 7' 
2 4' I 6' 
1 2 8 4 
6' 8' 1 2 
2 8 2' 1 

5 0 2 0 3 7 8 6 6 1 7 

SISTEUA DEOIVAL 

Beglft gcnwBl. 
RegUi MixUlu. 

(8efiiJsiidoda2«eaao). 

¿t¿l i i Z i % 

1 2 8 4 5 6 9 8 7 6 5 
' 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 

9 8 7 6 1 2 5 6' 7' 8 
5 4 8 2 1 1 1 2' 3 8 9' 
1 2 8 4 5 1 1 2 4 5 7 
6 7 8 9 0 1 1 4 5 7' 2 

1 2 8 4 l i l i l í 
5 6 7 8 9 1 1' 1 1 1 1 

2 8 2 6 9 0 1 6 0 9 6 8'9 
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i i. £ 4 •; ¿ 
5 3 7 6 2 1 1 4 
5 B 4 6 4 S 2 1 
4' 5' T' 8' 1 2 4 3 
8 9 9 4 2 1 4 4 
3 7 3 3 6 7 8' 1 
6 5' 4' 3 1' 0 0 4 
3' 4 5 6 2 0 4 5' 
4 5 7 1 3 4' 5 4 
2 6 5 4' 7 4 6 9 
3 1' 4' 6 8' 7 6' 2 
6 4 3 3 ' 1 1 1 1 
2 8 0 0 1 1 1 1 
2' 0 6 7 1 1 1 6' 
1 1 1 6 ' 2 3' 4 1 
6 1 1 2 3 4 3 2 
2 1 1 1 3 3 2 1 

6 9 5 3 5 5 i 7 6 9 

.1 ¿ ¿ 5 7 H 
5 0 7 5 1 5 6 1 
4 5 3 2 2 6 1 2 
6' 1 2 8 2 3' 6 1 
8 6 3' 4 6 6 5' 6 * 
6 1 2 5 1 2 8 3 
1 7' 2 2' 1 7 5 8 
1 8 6 5 3' 5' 2 7' 
9' 8' 5 7 4 0 1 0 
2 0 8' 5 8 3 5' 6 
6 7 3 1 1 4 8 2 

: ' 1 7,0 5' 5 8 7 5 
1 2 5 1 1 0 8' 5' 
8 5' 1 3 3 0 2 0 
6' 5 6' 4 1 1 0 6 
6 3 1 6 2' 1 1 "o 
1 3 6 1 9 1 1 1 

6 6 8 7 9 4 9 « 0 6 
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i i i S B S 

1 1 - 1 6 5 5 5 5 
2 0 1 0 7'5 7 7 
( 5 0 3 0 5 7' 5' 6 
1 3 0 1 7 6 3 2' 
2 3 6 7 6 3 3 2 
iJ' 5 5 ' 5 3 ' 1 2 1 
9 5 ' 2 0 2 1 3 3 
2 5 3 6 ' 3 6' 1 2 
5' 7 5 5 1 2 1 6 
7 7' 5 3 1 6 3 3 
6 5 1 1 3 2 3' 5' 
4 ' 3 6' 5 9' 5 2 0 
7 5 3 6' 3 6' 5 2 
2 5 ' 6 5 4 9 5 5 
3 7 1 1 1 7 5 1' 
7' 5 7' 7 1 5' 2' 5 

8 0 2 0 8 6 9 2 0 5 

SISTEMA trNDECIUAL 

Regla geneml. Begla anztlUr. 

1 2 3 4 5 1 2 5 2 6 
2 7 8 9 0 2 7' 8 ' 9' O 
a l 2 3 4 1 2 8 4 5 
5 2 7 8 9 2 8' 8 ' 9' 1' 

a 1 2 3 a' a' a' a' a 
4 6 2 7 8 2 ' 8 a' 8» 8 ' 
9 a a a a 8 2 2 a ' 3 
2 3 2 2 2 8' a' 1 2 8' 

3 3 a 6 4 8 3 6 9 8 2 2 
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SISTEMA DUODECIMAL 

Begto geneitl. BegU «tudlUr. 

5 3 3 3 4 4 4 

1 3 3 4 5 2 a ' b ' 3 2 
2 a 7 8 b 2 2 3 a ' 4 
a b 5 7 8 a' 1 2 9' b' 
» 9 2 3 2 4 5 6' 7 8' 
» 2 2 7 2 b' b' a' b' a 
7 b 6 4 8 . - 5' 7' 6 7' 8' 
9 a 5 4 3 7 4 7 ' 2 3 
8 2 1 2 2 8 / 4 / 3 5 / 2 ' 

5 1 1 7 6 0 4 5 0 4 TT" 
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SUBSTRACCIÓN 

LECCIÓN I 

Del restar. 

Restar es la operación contraria del sumar. 
Agregando 1 á un guarismo, por ejemplo, al 1, se tie­

ne el 2; 
1 + 1 = 2 

Agregando al 2 otro 1, resulta el 3; 

2 + 1 = 3 

Agregando al 3 otro 1, se tiene el 4; 

3 + 1 = 4.... 

Y asi, por sucesivas agregaciones del 1, se pueden obte­
ner todos los números imaginables. 

Ahora bien: supongamos que por sucesivas agregaciones 
se haya obtenido un guarismo cualquiera; el 9, por ejemplo. 
Si de 9 quitamos 1, tendremos el 8; 

9 - 1 = 8; 

TOMO I. 39 
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si de 8 quitamos otro 1, resultará el 7; 

8 - 1 = 7; 

y, así sucesivamente, haciendo lo contrario del sumar, ven­
dremos á parar al 1 de partida: 

7—1 = 6; 6 — 1 = 5 ; 5—1 = 4; 4 - 1 = 3;3 — 1 = 2;2 — 1 = 1. 

Pueden obtenerse muchos números por la agregación de 
otros números distintos del 1: por ejemplo, 

11 + 2 = 1 3 ; 13+7 = 20; 

Pues, quitando del 20 el 7, y de lo que resulte el 2, volve­
remos al 11 de partida: . 

20 — 7 = 13; 13 - 2 = 11. 

Hestar es, pues, aquella operación en que, dada una suma 
y uno de los sumandos, se ha de hallar el importe de los de­
más- sumandos. 

Y, cuando los sumandos son sólo dos, restar es: dada la 
suma y uno de los sumandos, hallar el otro sumando. 

Si tenemos una suma de varios sumandos, como, por ejem­
plo, 3 -{- 4 -f- 5, 

3 
*• 4 
+ 5 

= 12 

y si nos dan la suma 12 y uno de los sumandos, v. gr. el 5, 
el problema queda reducido á hallar el importe de los otros 
sumandos (que en el caso presente es 7 = 3 -}- 4). 
• Análogamente, si tenemos la suma 

6 + 2 = 8, 

y nos dan la suma 8 y el sumando 6, el problema consiste ea 
encontrar el otro sumando, 2. 
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Bestar no es quitar, sino hallar lo que queda después de 
quitar. 

DENOMINACIONES 

Cuando se trata de restar (operación que también se lla­
ma sustracción, como á la de sumar se la denomina adición) 
la sama recibe el nombre de 

minuendo 6 
restando; 

el sumando conocido se llama 

sustraen do ó 
Testador; 

y el resultado se denomina 

residuo, 
resto ó resta, ó hien 
diferencia. 

También el residuo se llama exceso del minuendo sobre el 
sustraendo. 

Por esto se dice también que restar es hallar la diferencia 
de dos números, aun sin saber cuáles sumandos contribuye­
ron á la respectiva forniación de cada uno. 

Para restar con rapidez es preciso aprender de memoria 
una de las dos tablas siguientes, ó las dos. 
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TABLA DE RESTAR FUNDADA EN LA SUMA (Ij 

De 1 á 1 va 0 De 4 á 4 va 0 De 7 A 7 va 0 • 
De 1 á 2 va 1 De 4 á 5 va 1 De 7 A 8 va 1 ' 
De 1 A 3 va 2 De 4 á 6 va 2 De 7 á 9 va 2 

. De 1 á 4 va 3 De 4 á 7 va 3 De 7 A 10 va 3 
De 1 A 5 va 4 De 4 á 8 va 4 De 7 A 11 va 4 
De 1 á 6 va 5 De 4 á 9 va 5 De 7 A 12 va 5 

, De 1 á 7 va 6 De 4 á 10 va 6 De 7 A 13 va 6 j 
De 1 á 8 va 7 De 4 á 11 va 7 De 7 A 14 va 7 ; 
De 1 á 9 va 8 De 4 A 12 va 8 De 7 A 15 va 8 

1 De 1 á 
¡ 
1 . 

10 va 9 De 4 á 13 va 9 De 7 A 16 va 9 

i De 2 á 2 va 0 De 5 A 5 va 0 De 8 A 8 va 0 
! De 2 á 3 va 1 De 5 á 'i va 1 De 8 á 9 va 1 
i De 2 á 4 va 2 De 5 A 7 va 2 De 8 A 10 va 2 ! 

De 2 á 5 va 3 De 5 A 8 va 3 De 8 A 11 va 3 : 
De 2 4 6 va 4 De 5 A 9 va 4 De 8 A 12 va 4 
De 2 á 7 va 5 De 5 á 10 va 5 De 8 A 13 va 5 ¡1 
De 2 á 8 va 6 De 5 á 11 va 6 De 8 A 14 va 6 „ 
De 2 á 9 va 7 De 5 A 12 va 7 De 8 A 15 va 7 
De 2 á 10 va 8 De 5 A 13 va 8 De 8 A 10 va 8 ' 
De 2 á 11 va 9 De 5 A 14 va 9 De 8 A 17 va 9 : 

De 3 A 3 va 0 De 6 A 0 va 0 
i 

De 9 A 9 va 0 ^ 
De 3 a 4 va 1 De 6 A 7 va 1 De 9 A 10 va 1 ' 
De 3 á 5 va 2 De 6 A 8 va 2 De 9 A 11 va 2 i 
De 3 á 6 va 3 De 6 A 9 va 3 De 9 A 1^ va 3 i 

De 9 A 13 va 4 | De 3 á 7 va 4 De <? á 10 va 4 
De 9 A 1^ va 3 i 
De 9 A 13 va 4 | 

i De 3 á 8 va 5 De 6 cá 11 va 5 De 9 A 14 va 5 ¡ 
1 De 3 A 9 va 6 De 6 A 12 va 6 De 9 A 15 va 6 i 
1 De 3 A 10 va 7 De 6 A 13 va 7 De 9 A 16 vá 7 

De 3 á 11 va 8 De 6 A 14 va 8 De 9 A 17 va 8 
De 3 A 12 va 9 De 6 A 15 va 9 De 9 A 18 va 9 

(1) El alumno debe dar la preferencia A esta tabla, por ser ella exce­
lente preparación para la operación de partir. 
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TABLA DE RESTAR 

18 — O 

17 
17 

I'. 
i, 16 
1 16 
i 16 

15 
15 
15 
15 

= (1 
= 7 
= 8 
= í> 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

9 = : 2 
H = 3 
7 = 4 
6 = 5 
5 = 0 
4 = 7 
3 = 8 
2 = 9 

10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 

0 = 1 
8 = 2 

6 = 4 
5 = 5 
4 = 6 
3 = 7 

1 

i 14 — 9 = 5 
10 
10 — 

2 = 8 
1 = 9 

i 14 — 8 = 6 
! 14 - 7 = 7 
|i 14 — 6 = 8 9 — 9 = 0 
,! 14 — 5 = 9 9 — 8 = 1 

7 = 2 
9 

8 = 1 
7 = 2 

9 6 = 3 
13 — 9 = 4 9 — 5 = 4 
13 — 8 = 5 9 — 4 = 5 

|, 13 — 7 = 6 9 — 3 = 6 
13 - 6 = 7 9 — 2 = 7 
13 - 5 = 8 9 — 1 = 8 

: 13 - 4 = 9 
8 8 8 = 0 

!; 12 - 9 = 3 8 — 7 = 1 
1 12 - 8 = 4 8 — 6 = 2 
12 — 7 = 5 8 — 5 = 3 
12 — 6 = 6 8 — 4 = 4 
12 — 5 = 7 8 — 3 = 6 
12 — 4 = 8 8 — 2 = 6 
12 — 3 = 9 

1 
8 — 1 = 7 

7 — 7 = 0 
( — 6 = 1 
7 — 5 = 2 
( — 4 = 3 
7 — 3 = 4 
( — 2 = 5 
( — 1 = 6 

6 — 6 = 0 
6 — 5 = 1 
6 — 4 = 2 

L « - 3 = 3 
6 — 2 = 4 
6 — 1 = 5 

5 — 5 = 0 
5 — 4 = 1 
5 - 3 = 2 
5 — 2 = 3 
5 — 1 = 4 

4 = 0 
3 = 1 
2 = 2 
1 = 3 

3 = 0 
2 = 1 
1 = 2 

2 = 0 
1 = 1 

1 - 1 = 0 
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1^9 dos tablas siguientes son de gran utilidad. 

2 - 1 = 1 5 — 4 = 1 8 — 7 = 1 
3 - 1 = 2 6 — 4 = 2 9 — 7 = 2 
4 - 1 = 8 7 — 4 = 3 10 — 7 = 3 
5 - 1 = 4 8 - 4 = 4 11 - 7 = 4 
6 — 1 = 5 9 - 4 = 5 12 — 7 = 5 
7 - 1 = 6 10 — 4 = 6 18 — 7 = 6 
8 - 1 = 7 11 — 4 = 7 14 - 7 = 7 
9 — 1 = 8 12 - 4 = 8 15 - 7 = 8 

! 10 — 1 = 9 
1 

13 — 4 = 9 16 — 7 = 9 

3 — 2 = 1 6 — 5 = 1 '9 — 8 = 1 
4 - 2 = 2 7 — 5 = 2 10 — 8 = 2 
6 - 2 = 3 8 — 5 = 3 11 — 8 = 8 

! 6 — 2 = 4 9 — 5 = 4 12 — 8 = 4 
, 7 - 2 = 6 10 — 5 = 5 13 — 8 = 5 
8 - 2 = 6 
9 - 2 = 7 

11 — 5 = G 14 — 8 = 6 8 - 2 = 6 
9 - 2 = 7 12 — 5 = 7 15 — 8 = 7 
10 — 2 = 8 13 — 5 = S 16 — 8 = 8 
11 — 2 = 9 14 — 5 = 9 17 — 8 = 9 

4 - 3 = 1 7 — 6 = 1 10 — 9 = 1 
5 — 3 = 2 8 — 6 = 2 11 — 9 = 2 
6 — 3 = 3 9 - 6 = 8 12 — 9 = 3 
7 — 3 = 4 10 — 6 = 4 13 — 9 = 4 
8 — 3 = 5 11 — 6 = 5 14 — 9 = 6 
9 — 3 = 6 12 — 6 = 6 15 — 9 = 6* 
10 — 3 = 7 13 — 6 = 7 16 — 9 = 7 
11 — 3 = 8 14 — 6 = 8 17 — 9 = 8 
12 — 3 = 9 16 — 6 ;= 9 18 — 9 = 9 
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2 — 1 = 1 5 — 1 = 4 8 — 1 = 7 
3 — 2 = 1 6 — 2 = 4 9 — 2 = 7 
4 - 3 = 1 7 — 3 = 4 10 — 3 = 7 
5 - 4 = 1 8 — 4 = 4 11 — 4 = 7 

! 6 — 5 = 1 9 — 5 = 4 12 — 5 = 7 
i 7 — 6 = 1 10 — 6 = 4 13 — 6 = 7 
! 8 — 7 = 1 11 — 7 = 4 14 — 7 = 7 
1 9 - 8 = 1 12 — 8 = 4 15 — 8 = 7 
i 10 — 9 = 1 
j 

13 — 9 = 4 16 - 9 = 7 

3 - 1 = 2 6 - 1 = 5 9 - 1 = 8 
4 — 2 = 2 7 - 2 = 6 10 - 2 = 8 
5 — 3 = 2 8 — 3 = 5 11 — 3 = 8 
6 — 4 = 2 9 — 4 = 5 12 — 4 = 8 

; 7 - 5 = 2 10 - 5 = 5 13 - 5 = 8 
8 — 6 = 2 11 — 6 = 5 14 — 6 = 8 

: 9 — 7 = 2 12 - 7 = 5 15 — 7 = 8 
10 - 8 = 2 13 — 8 = 5 16 — 8 = 8 

, 11- — y = 2 14 — 9 = 5 17 — 9 = 8 

; 4 - 1 = 3 7 — 1 = 6 10 — 1 = 9 
! 5 — 2 = 3 8 — 2 = 6 11 — 2 = 9 
' 6 — 3 = 3 9 — 3 = 6 12 — 3 = 9 
! 7 — 4 = 3 10 — 4 = 6 13 — 4 = 9 
, 8 — 5 = 3 11 - 5 = 6 14 — 5 = 9 
• 9 — 6 = 3 12 — 6 = 6 15 — G = 9 
10 — 7 = 3 13 - 7 = 6 16 — 7 = 9 
11 — 8 = 8 14 — 8 = 6 17 — 8 = 9 
12 — 9 = 3 15 — 9 = 6 18 - 9 = 9 

E D la Lección inmediata estiidiaremos otra tabla de la 
mayor importancia: la de sumar destinada á la explicación y 
análisis de uno de los procedimientos del restar. 

Para restaf se disponen el minuendo (ó la suma dada) y 
el sustraendo (ó el sumando conocido) de tal modo, que las 
cifras de cada orden resulten colocadas respectivamente unas 
debajo de otras; protoenas bajo protoenas, deutenas bajo 
deutenas... Por debajo del sustraendo se traza una raya hori-
sontal. 

Colocados ya los dígitos en correspondencia unos bajo 
otros, se efectúa la operación de restar como sigue cuando ca­
da cifra del minuendo es mayor que la correspondiente del 
sustraendo, ó igual, respectivamente. 
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Se empieza por la derecha, ó sea por las protoenas, reba­
jando del valor de la cifra de primer orden, que fuere minuen­
do el valor de la cifra del mismo orden que fuere sustraen-
do: se sabe por la tabla cuál es el residuo (ó sea el sumando 
desconocido), y se escribe este residuo por debajo de la raya, 
en el lugar correspondiente de las protoenas: en seguida se 
hace lo mismo cou las deutenas ó dígitos del segundo orden, 
restando del que hiciere de minuendo el que aparezca como 
sustraendo, y escribiendo bajo ellos por debajo de la raya el 
residuo correspondiente conforme á la tabla: luego se hace lo 
mismo con las trienas ó cifras del tercer orden del minuendo 
y del sustraendo, después con las tetraenas ó del cuarto... 

Y así sucesivamente. 
Ejemplo en el sistema decimal 

38 567 
—12 145 

se dice: de 5 á 7 van 2, y se escribe el 2 por debajo de la 
raya en el lugar de las protoenas, 

88 567 
12145 

En seguida: de 4 á 6 van 2, y se escribe este segundo 2 
bajo los dígitos del segundo orden por debajo deja raya, 

38 567 
12145 

22 

y se continúa diciendo: de 1 á 5 van 4, y se pone el 4 en ter­
cer lugar, 

38 567 
12145 

422 

luego: de 2 á 8 van 6, y se pone el 6 en cuarto Jugar, 

38 567 
12 145 

6 422 
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y , en fin, se dice: de 1 á 3 van 2, y se pone ese 2 en el quinto 
l aga r •* 

38 567 
12 145 

2fi 422 

El número 26 422 os el sumando que se pide, porque uni -
•ílo al sumando conocido 

12145 

dan los dos la suma ó minuendo conocido, 

38 567; 
asi: 

26 422 
+ 12 145 

= 38 567 

Observemos ahora que esta suma 38 5íi7 se ha obtenido 
agregando el 2 al 5, el 2 al 4, el 4 al 1, e tc . , y de este modo 
sacamos el 7, el 6, el 5, e tc . , de manera que, rebajando del 7 
el 5, del 6 el 4, del 5 el 1, e tc . , volvemos á hallar el sumando 

26 422 
como sigue: 

38 567 
-26 422 

=12 145 

De modo análogo se procederá en los demás sistemas de 
numeración, cuando las cifras del miuuei i lo soau mayores^ 
respect ivamente, que sus correspondientes ilol snstraendu, ó 
bien iguales á ellas. 

íílSTEMA lUNAKIl) 

U O O l l l W l l I I I I I I J I U 
— IWtX) 10001 — KKHtl l l l l 

— KKKIllO'TOiO :r-. lOlUiKMuXi 

TOMO I. 4 0 
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SISTEMA TEKXAIUO 

2221002211 '2fWf^¡2íí2f2 
1120001100 — 1112210012 

= 1101001111 = 1110012210 

SISTEMA CUATERNARIO 

Í233'22S1'23 33332221 lí 
122213112 — 3123221011 

= 1111010011 = 210001100 

SISTEMA QUINARIO 

4433221144 3123443214 
4333211034 _ 1011342214 

= 100010110 = 2112101000 

SISTEMA SENARIO 

5432105554 5555555555 
4420004554 _ 4342154320 

= 1012101000 = 1213401235 

SISTEMA SEPTENARIO 

6666665432 4312566665 
1245664232 — 420015661a 

= 5421001200 = 112410056 

SISTBMA OCTONARIO 

765^21077 1284507076 
1112220077 _ 34222(K1 

= : 6542101000 = 1200345025 

SISTEMA NON ARIO 

8343788876 3466788810 
7001478865 _ 33480000 

= 1342310011 = 8443806810 
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SISTEMA DECIMAL 

9943000123 8997694561 
9941000111 — 8997691111 

= 2000012 == - 3450 

SISTEMA VNDECIMAl. 

a3a9465aa8 aaaaaciaaa9 
198465998 - 1234567431 

= : aSllOOOllO = 9876543078 

SISTEMA DUODECIMAL 

b245321abb ))abbbb987b 
a2141109aa — lllbb4387b 

= 1031211111 . = a9a0076000 
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c i fras del sns t r aendo mayores qne sus correspondiente» 
del minuendo. 

PBIMEB PB0CED1M1E»T0 

Supongamos que nos dan la siguiente operación de restar: 
34 

— 18 

¿Cómo podremos rebajar 8 de 4? 
Con lo que hasta ahora sabemos, no tenemos lo suficiente 

para resolver el problema. 

Hay dos maneras de hacerlo, y cada una necesita la expo-
posición de previas consideraciones. 

El discípulo estudiará en esta Lección uno de los procedi­
mientos, y en la Lección inmediata el otro. 

PRIMEE PBOCKDIMIKNTO 

Si todo minuendo es la suma de dos solos sumandos, el 
análisis de esta clase de sumas sugerirá la solución del pro­
blema. 

Siendo dos los sumandos, la suma total estará constituida 
por sumas parciales y sucesivas de dos dígitos: 
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2134 
• 7453 

!»587 

Y, en efecto, la suma 9587 es el resultado de las sumas 
parciales: 

4 1 3 = 7 protoeuas 
'í - j - 5 = 8 deu tenas 
1 - j - 4 = 5 trienas 
2 -(- 7 = 9 tetraenas 

¿Cuántos casos de sumas de dos dígitos pueden ocurrir eu 
el sistema decimal? 

Los 81 consignados en la tabla qua sigue á continuación: 

TABLA DE SUMAR . 

-f I 8 1 3 4 5 ft 7 H ! 0 
1 2 3 4 5 6 7 8 0 |l0 
« 3 4 5 6 7 8 9 10; 11 
3 4 6 6 1 8 9 10 11 12 
4 5 0 7 8 9 10 11 12 13 
_5 (5 7 8 9 lo 11 12 13 14 
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
7 H 9 10 11 12 13 14 15 16 
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
"9 10 U 12 13 14 15 16 17 18 

En las tablas (como la anterior y la denominada de PITA-
O0BA.8, de que se tratará en la multiplicación) formadas sobre 
un cuadrado dividido en casilleros, los dígitos encasillados 
en el primer renglón horizontal, así como los encasillados en 
la primera columna vertical de la izquierda, se conocen con 
el nombre de argumentos. 

La anterior tabla de samar está formada de tal modo, que 
si bajamos con la imaginación una línea vertical desde nn ar-
f^mento cualquiera de los del reúglón horizontal, de arriba, 



318 ' ABITM*TICA PURA 

y al mismo tiempo tiramos horizontalmente otra linea imagi­
naria hacia la derecha desde otro argumento cualquiera de 
los de la columna de la izquierda, hallaremos en el casillero 
donde se corten las dos lineas imaginarias vertical y horizon­
tal, la suma del argumento del renglón horizontal de arriba y 
del argumento de la columna vertical de la izquierda. 

Así, j>ara saber cuánto suman 4 + 5 , bajaremos con la 
imaginación una vertical desde el argumento 4 d l̂ renglón 
horizontal de arriba, y extenderemos horizontalmente otra 
linea imaginaria hacia la derecha desde el argumento 5 de la 
columna vertical déla izquierda, y veremos que'ambas li­
neas imaginarias se cortan en un casillero donde está regis­
trado el número 9. De donde, por construcción, deduciremos 
que > 

4-{-5 = 9 

Y análogamente de las demás combinaciones. 
La tabla nos manifiesta que con los dígitos del sistema 

decimal no puede formarse 6l 2 más que de una sola manera: 
l-f-l; que el 3 puede formarse de dos: l-f-2 y 2-t-l; que el 
4 puede obtenerse por medio de tres combinaciones: l-f-3, 
2-f-2 y 3-f-l,' que cuatro combinaciones dan el 5: l-f-4, 2-f-3, 
3-f-2 y 4-f-l; que hay cinoo medios de obtener el 6: l-f-5, 
2-t-4: etc., etc. 

Pero lo que más interesa para la operación de restar, es 
qne sólo 36 combinaciones dan sumas que se escriben oon un 
dígito, y que las otras 45 combinaciones se escriben con dos 
cifras, de las cuales la dentena es siempre un 1. 

10 se obtiene por medio de naeve eombinaciones: 
11 por ocho oombiuaoiones;' 
12 por siete; 
18 por seis; / . 
14 por cinco; 
15 por cuatro; 
16 por tres; 
17 por dos, y 

,18 por nnft. , > ' > 

Y éfl también de obswTAr que la ptdtoénft de estas sumas 
de do« dígiios es siem|Hre otro di^to inenúr qu# sos snmui» 
d(M oompoiumtés. 
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9 4 - 1 = 10: el O es < 9; elOes < 1 ' 
9-f-2 = 31: el 1 (protoena) es < 2, y también < 9 
9 -|- 3 = 12: el 2 (protoena) es < 3, y < 9 
9 -{- 4 = 13: el 3 (protoena) es < 4, y < 'J; etc. 

8 + 2 = 10: el O (protoena) es < 2, y < 8; 
8 4-8 = 11: el 1 (protoena) es < 3, y < 8; 
8 - j - 4 = 12: el 2 (protoena) es < 4, y < 8; etc. 

Y asi en las demás combinaciones cuyas samas exigen 
dos cifras: en todas las cuales (repitámoslo]: 

la deutena es siempre un 1, 
y la protoena es < que cualquiera de sus dos componentes. 

Para evidencia hagamos una suma «Orno sigue: 

456 
+ 789 

(6-f.9 = 
(5-+-8 = 
(4H-7 = 

15 
13 
11 

(6-f.9 = 
(5-+-8 = 
(4H-7 = 

:15) 
:13) 
:11) 

= 1245 

Tomemos á la suma como minaendo y á uno de los dos 
sumandos oomp sustrapndo, por ejemplo, al 789; 

1245 
- 789 

y claro es qae en, esta forma no podremos restar, porqn» 
cada reserva está englobada en alguna suma parcial (respec­
tivamente); pero demos al minaendo la forma de la primiti­
va sama, y ya será facilísima la operación. 

3 ' í 
1 
B u 

— 7 
18 

— 8 
16 

— 9 
= 4 5 6 = 456 

Por oonsigniente, cnandb una óiff& del sostraendo es ma­
yor que vtx correspoixdidnte del mintwpido, tenemos i« seguri-
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dad de que, englobada con la cifra contigua de la izquierda 
en el minuendo, hay un 1. 

Así en la resta 

34 
18 

las sumas parciales dieron para constituir el minuendo, 

20 + 14 

de modo que, á fin de efectuar la sustracción pedida, tenemos 
que aumentar una deutena'al 4 y rebajarla al 3. 

Puesto, pues, el minuendo dado 34 en la forma 

20-f 14 

la operación propuesta de restar es ya muy fácil. 

2 deutenas y 14 protoeiias 
1 deutena y 8 protoenas 

=:: 1 deutena + 6 protoeuas 

Encontrado así el sumando pedido 16, veremos que este 
16 formó con el sumando dado IS la sumar 34, como sigue: 

4 - , 
18 

. 10 

+ 
14 
2 

i r m 

resultado eu el cual el 1 de la suma 14 de las protoenas 8 -f- 6 
se englobó con él 2, suma de las deutenas 1 -t- 1. 

Por consiguiente, par* deshacer 1̂  suma 34, habremos de 
decir: 
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84 
— 18 

14—8 = G IG 
2 - 1 = 1 (1) 

Si, en vez de una, hubiese en el sustraendo varias cifras 
mayores que sus correspondientes del minuendo, se procede­
rá de modo análogo al acabado de explicar. Por ejemplo: 

3452 
lóOti 

Sin necesidad de averiguar el otro sumando, podemos afir­
mar que, por ser las cifras del sustraéudo mayores quo sus 
correspondientes del minuendo, e^te fué constituido por las 
sumas parciales siguientes: 

12 
14 

la 
9. 

3452 

Y, por tanto, á cada cifra del minuendo debe agregarse 
•el 1 de la reserva incorporada en la inmediata cifra do orden 
superior, la cual habrá de computarse como una unidad más 
«hica. 

Y así diremos en el caso propuesto: 

(1) Por lo expuesto se evidencia cuan siu raaóu sa hace burla do los 
dómines que, eu el caso actual, dirían: 

Íi4 
18 

8 de 4 no se puede restar; se toma do la cifra inmediata uuii unidad quj 
vale 10; 10 y 4 14; 14 menos 8, 6; y se pone (i. 

E l 3, rebajada la unidad que se le quitó, queda en 2; 2 menos 1, 1 ; y so 
«acribe. 

Por manera, que 34 menos 18 es II5. 
£t tic de cileriB. 

TfiMO I. 41 
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3452 
15o8 

De 8 í'i 12 van 4; 
De G á 14 van 8; 
De 5 á 13 van 8; 
D e l á '2 va 1. 

Y, por tanto, tendremos 
3452 
15G8 

Y, en efecto, 
15Í38 

— 1884 

:3452 

Lo diclio 63 aplicable á los sistemas de numeración distin­
tos del decimal. Si una cifra del sustraendo es mayor que la 
correspondiente del minuendo, se agrega á esta cifra del mi-
naendo la reserva 1, incorporada en la cifra inmediata, la 
cual reserva vale tanto como valga en el sistema la expre­
sión 10. Y la cifra de doade se sacó la reserva.se computa, 
como una unidad más chica. 

Sea la siguiente resta del sistema quinario: 
43-20 
1443 

Y se dirá: 
De 3 á 5 van 2; 
De 4 á O van 2; 
De 4 íi 7 van 3; 
De 1 á 3 van 2; 

de modo que la operación resultará así; 

4320 
— 1443 

= 2322 

reserva.se
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Y, con efecto, los sumandos del sistema quinario 

1443 
-4- 2322 

dan 
10 

11 
12 
3 

4320 

Y, análogamente en los demás sistemas. 

Para restar, según este procedimiento, se rebaja ordena­
damente de cada dígito del minuendo cada uno de los del sus-
traendo, efectuando tantas restas parciales como cifras tu­
viere el sustraendo con inclusión de los ceros. Si en alguna de 
estas sustracciones parciales el dígito del sustraendo resulta 
>• que el de su mismo orden en el minuendo, se agrega á 
éste lo que valga la expresión 10 en el correspondiente sis­
tema de numeración; y, hecha la resta, se rebajará en com­
pensación un 1 á la cifra inmediata superior del minuendo 
^de la cual se sacó la reserva ( = 1) en ella incorporada). 
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Cifras del snstraendo mayoren qne ana eorrespondlente» 
del mlmnendo. 

SEGUNDO PHOCEDIMIENTO. 

Es de toda evidencia que si agregamos tin I á un suman-
do, hay que agregar también otro 1 á la suma; y, por consi. 
guíente, si agregamos un 1 á la suma y otro 1 á cualquiera. 
de los sumandos, no hay que tocar á los demás sumandos. 

18 
+ 2 

18+1 
+ 2 

18 + 2 
+ 2 

18 + 3 
+ 2 

20 20+1 20 + 2 20 + 3 

Así, si agregamos 1 al sumando 18 y otro á la suma 20, no 
habrá que tocar al otro sumando 2. 

Así, si agregamos 2 al mismo primer sumando 18 y tam­
bién 2 á la suma 20, no habrá tampoco que tocar al segundo 
sumando. 

Igualmente, si agregamos 8 al sumando 18 y también 3 á-
la suma 20, permanecerá invariable el propio sumando 2... 

Por consiguiente, si agregamos cualquier número á un su­
mando, y la misma cantidad á la suma, no hay que tocar á loa 
demás sumandos. 
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18 
+ •2 
4- 5 

18 + 
+ 2 
-t-5 

72 

25 25 + 72 

325 

Esta preciosa propiedad de la suma sirve para orillar la 
dificultad que con frecuencia ocurre en la operación de restar 
cuando un dígito del sustraendo es de mayor valor que su co­
rrespondiente del minuendo. 

Supongamos que nos hayan dado la suma 21 y el suman­
do 19, y que hayamos de averiguar cuál es el otro sumando. 

Dispondremos la operación de restar del modo siguiente: 
21 

- 1 9 

Pero ¿cómo se rebaja 9 de 1? 
Sabemos 

1.° Que 21 es una suma, 
2.** Que 19 es un sumando, 
3.° Que, si agregamos un nvímero cualquiera á la suma-

21 y el mismo número al sumando 19, no por eso variará el 
otro sumando que tratamos de buscar. 

Pues bien, entre las muchas cantidades que podemos es­
coger, daremos preferencia á aquella que nos facilite más lâ  
operación del restar; y ninguna como la del número de cifras 
que tenga el sistema en que estemos operando. 

Si estamos, pues, restando en el sistema decimal, agrega­
remos diez ^\ minuendo (ó suma) y también 10 al sustraend» 
(ó samando conocido) y, en vez de los guarismos dados> 
que son 

tendremos estos dos 

21 
— 19 

2 0 + 1 
10 + 9 

81 
- 2 ! ) 

2 0 + 1 1 
90+ 9 
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y a puedo restar : once menos nueve igual á dos; 11 — 9 = 2 y 
escribo el 2; 

20 + 11 
20+ !J 

y digo en seguida: 20 del minuendo menos 20 del sustraendo 
== cero; y nada más pongo por debajo de la raya . 

E n el ejemplo s iguiente procederemos de un modo aná­
logo: 

í)4r,78 
aS521 

No hay dificultad respecto de los t res primeros órdenes de 
d íg i tos , y tendremos 

Í>4G7S 
38521 

157 

pero, al l legar al cuarto orden, nos encontramos con que de 4 
no se puede rebajar 8; entonces con la imaginación agrega­
mos al -1 del minuendo (que representa millares) un diez (que 
locativamente vale 10 millares por t ra ta r se de una agrega­
ción hecha á una cifra que ocupa el cuarto lugar) y un 1 al 
inmedia to 3 del sustraendo. Y, hecho esto, en vez de los nú­
meros dados 

94078 
— 38521 

157 

t endremos 
9c678 
48521 

157 

donde la le t ra c significa 14. Ahora bien; si de 14 rebajamos 
8, nos quedan 6; y escribimos este 6 en el cuarto lugar; así: 

9e678 
48521 

61BT 



SUHSTRACCION 

Y, contíuuaiido la operación, direuios: si de nueve rebaja­
mos 4 quedarán o; y la operación resultará terminada en la. 
forma siguiente 

í) 41)78 
3S521 

5(;i57 

Si sumamos el sustraeudo con el residuo, obtendremos la 
suma, ó sea el minuendo. 

i»521 
-1- 5(U57 

= 94Í;78 

Al efectuar esta operación, notaremos que la suma de 
los dígitos del cuarto lugar 8 -t- 6 da pDr resultado 14; expre­
sión representada por dos cifras (el 1 y el 4), de las cuales 
sólo escribimos el 4 bajo la raya, porque llevamos el 1 como 
reserva á la columna siguiente, quinta de la izquierda. Por 
esto, si restásemos por el primer procedimiento, se liaría ne­
cesario sacar esa reserva del 9 del minuendo, en la cual es­
taba comprendida, y agregarla al 4 de la suma, entonces mi­
nuendo. 

Como el minuendo es la suma del sustraeudo y del resi­
duo, cada dígito del minuendo lia de ser la suma de los dos 
del sustraeudo y del residuo cuando esta suma no pasa de 10. 

2-222 8507 
-f mió — 2-222 

= S567 = 6345 

Pero, cuando la suma pasa de 10, el dígito de la derecha 
68 menor en la suma que cada uno de los dígitos-stimando, y 
ol 1 de la izquierda se incorpora, como reserva, á los dígitos 
del orden inmediato superior: 

f c 8 4 
-L- 8 8 tí 8 

= 1 0 6 2 2 
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Por lo cual es preciso en estos casos restituir á cada cifra 
del minuendo la reserva englobada en la inmediata superior. 

Si en el sustraendo hubiere muchos dígitos mayores que 
sus correspondientes del minuendo, se-procederá en conse­
cuencia de lo acabado de exponer. 

Sea el siguiente ejemplo del sistema Quinario: 

8 4 2 3 2 
1 4 4 1 4 

agrego cinco al 2 de las protoenas del minuendo, y lo haré 
en la forma de 10 (que vale cinco en el sistema quinario): 
agregaré otros cinco á las deutenas del sustraendo eu forma 
de 1; y, en vez de los guarismos dados, tendré 

3 4 2 3 ~ 
14 4 2 4 

13 

pudiendo ya restar, digo: de 4 á 7 van 3; y escribo el 3 en el 
lugar de las protoenas, y sigo diciendo: de 2 á 3 va 1; y escri­
bo el 1 en el lugar de las deutenas. Al llegar á las trienas, 
veo que no puedo seguir; por lo cual agrego 5 al 2 del mi­
nuendo; y, en compensación, agrego también 6 en la forma 
de un 1 á las 4 tetraenas del sustraendo; con lo que tendré: 

3 4.I 82 
O 

1 I 414 

1 3 

pudiendo ya restar las trienas, resto; y tendré 

3 4 I 3 2 

l | 4 1 4 

3 1 4 
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Siguiendo adelante, encuentro convertido en 6 tetraenas 
el primitivo 4 tetraenas del sustraendo: no puedo ya restar 
ese cinco del 4 que tiene encima, por lo cual agrego cinco al 
4 tetraenas del minuendo, y en compensación agrego 1 al 1 
de las pentaenas: 

Entonces, bajo la raya escribo 4, diciendo 

de 5 á 9 van 4 

8 I 232 

2 i 4 1 4 

4 313 

Por fin, y convertido por compensación en 2 el 1 del 
quinto lugar del sustraendo, diré para concluir: de 2 á 3 va 1; 
lo escribo, y, terminada ya la operación, resultará en la forma 
siguiente: 

8 4 2 3 2 
1 4 4 1 4 

1 4 3 1 3 

!i efecto: 
i 1 1 
114 r4 

4 - 1 4 3 1 3 

= 3 4 2 3 2 

De lo dichp se deduce: 
1.^ Si á minuendo y sustraendo se les agrega la misma 

cantidad, el resto uo varia. 
2.° Cuando uu dígito del sustraendo es mayor que el co­

rrespondiente del minuendo, se agrega al del minuendo un 
número igual al de las cifras que tenga el sistema; y, para 
compensar, se agrega 1 en el sustraendo á la cifra inmediata 
de la izquierda. 

Agregar lo que valga en un sistema la expresión 
10 

tono I. 42 
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al digito de un orden cualquiera del minuendo, es lo mismo 
que agregar en el sustraendo 

1 

á la cifra del orden inmediato superior de la izquierda. 
35 

— Ití 
— 19 

De 6 á 15 van 9. 
De 2 á 3 va 1. 

En ningún sistema varía la diferencia si agregamos la 
forma 10 á un dígito del minuendo y la forma 1 al dígito in­
mediato superior del sustraendo: 

(35 + 10) = 45 = (30 -f- 151 
-(ir, -4- 10; — 2(; = (20 + 6) 

10 9 = 19 

Este segundo procedimiento es muy superior al primero, 
porque sólo exige la operación de sumar: á la cifra del mi­
nuendo menor que la correspondiente del sustraendo se agre­
gan 10, y en compensación, á la inmediata del sustraendo se 
agrega 1. Agregar 10 y agregar 1; esto es todo lo que exige 
del operador el segundo procedimiento, mientras que el pri­
mero necesita dos operaciones contrarias: agregar y rebajar; 
agregar 10 y rebajar 1. Esto de hacer dos operaciones contra­
rias dificulta grandemente toda ejecución; por lo oual sólo es 
de aconsejar el segundo modo de operar. 

3 4 2 1 0 0 0 5 7 4 4 0 7 6 
1 9 7 6 3 0 0 9 8 4 4 0 9 8 
1 4 4 4 6 9 9 5 8 9 9 3 7 

de 8 á 16 . . 
de 10 4 17. . . . 

de 7 á 10 
de 5 á 14 

de 5 á 14 
d e 9 á l 7 , 

de 10 II 15 
de 1 AlO 

d e l ¿ 1 0 
d e 4 á 10 

d e 7 á l l 
de 8 á 12 

Se 10 4 14 
; e 2 á 3 

, 

9 
<) 
8 
5 
9 
3 
6 
4 
4 
4 
1 
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APÉNDICE 

De lo expuesto se deduce que 
Si 

ffl, n, p, q, 

representan cifras de un sistema de s cifras; 
Si además suponemos que 

»í > )í ; 

p > q ; 

Y si, por último, tenemos una resta de la forma 

m -h q 
— (n + P) . 

la operación se efectuará en cualquier sistema con arreglo á 
la fórmula y disposición que sigue 

m -híq + s) 
— [(/ít -^ 1) -f- p ] 

porque á q <.p, agregaré en el minuendo, el valor de s (que 
es el número de cifras del sistema), y en compensación agre­
garé 1 al sustraendo en la cifra inmediata de la izquierda. 

En general, si nos dan 

m -h p + q 
— (n •¥ o + r) 

donde « < m ; ^ < o y g < r , transformaremos minuendo y 
sustraendo como signe: 

m + (p -h s) -t- (q -t- H) 
— (h + 1) — (o + 1) — r 

La 8 agregada al minuendo se escribe 10 y vale (según 
los sistemas) dos en el binario, tres en el ternario, cuatro en 
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el QUaternario, cinco en el quinario,... diez en el decimal, 
once en el undecimal, doce en el duodecimal.,. 

Y el 1 agregado al sustraendo nn lugar á la izquierda del 
de la cifra del minuendo á que se agregó s, vale lo mi.smo 
que 8, de modo que hay compensación perfecta, 
porque 

1 un lugar á la izquierda = á lo que valga la expresión 10 
un lugar á la derecha. 

La fórmula en general será, pues, 

m + (p -i-10) M- (q + 10) 
(n+l) — (o + 1) — r 

Se llama complemento de un número la diferencia entre 
este número y la expresión de orden superior formada por 
un 1 seguido de tantos ceros como cifras tenga el número. 

El complemento de 8 es 

El de 57 es 

El de 941 es 

El de 2 743 es 

10 — 8 = 2 

100 - 57 = 43 . 

1000—941 = 59 

10000—2 743 = 7257 
etc., etc. 

De aquí resalta que la diferencia entre dos números es 
igual á la suma del mayor con el complemento del menor, 
menos la unidad inmediata superior al menor. 

357—lí»= ^7-4-(1000— 128) —1000 
= a57 -». 872 — 1000 
==1229— 1000 
= 229 
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Prnebss.—EJereieloa. 

La prueba de la operación de restar consiste en sumar el 
resto con el sustraendo, los cuales kan de dar el minuendo. 

Ó bien, en restar del minuendo el residuo, lo cual ha de 
dar el sustraendo. 

También puede hacerse la prueba de la cifra máxima con­
siderando á sustraendo y resto como sumandos y al minuen­
do como suma: el sobrante de los dos sumandos, ó sea de sus­
traendo y resto ha de ser igual al sobrante del minuendo, 
que es la suma (teniendo cuidado de excluir cuantas veces 
se pueda la cifra máxima del sistema en el cual se esté ope­
rando). En algunas ocasiones los sobrantes (después de ex­
cluida la cifra máxima) son de tal evidencia, que no hay ape­
nas necesidad más que de prestarles atención para conven­
cerse de la exactitud del residuo. 

OPERACIONES DE RBSTAR 8M LOS DISTIKTOS SISTEMAS 

Bloario. 

•) 

al 
decimal. 

(» 

Prueba 

1101011 
101001 

•) 107 
41 

66 (» 

101001 
+ 1000010 

1000010 

•) 107 
41 

66 (» = 1101011 
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Temario. 
Traducción 

al 
decimal. 

(' 

(• 

') 

») 

Pruebas. 

1, 1221021 
121020 [O-

1411 
438 

973 

(' 

(• 

') 

») 

121020 
+ 1100001 

1100001 (I 

1411 
438 

973 

(' 

(• 

') 

») 

1221021 

CUBUTDBrio. 

15129 
10501 

(' 

(• 

') 

») 

ü-, 32S0121 
2210011 I' 

15129 
10501 

(' 

(• 

') 

») 

2210011 
1020110 

1020110 (;i 4628 

(' 

(• 

') 

») 

32TO121 

Quinario. 

156011 
24130 

131881 

557955 
32401 

526554 

(' 

(• 

') 

») 

¡>) 1444.3021 
12:33010 (i 

156011 
24130 

131881 

557955 
32401 

526554 

(' 

(• 

') 

») 

1233010 
13210011 

13210011 (1 

156011 
24130 

131881 

557955 
32401 

526554 

(' 

(• 

') 

») 

14443021 

.«enarlo. 

156011 
24130 

131881 

557955 
32401 

526554 

(' 

(• 

') 

») 

*) 15543051 
410001 (1 

156011 
24130 

131881 

557955 
32401 

526554 

(' 

(• 

') 

») 

410001 
15133050 

15133050 (3 

156011 
24130 

131881 

557955 
32401 

526554 

(' 

(• 

') 

») 

1.554:5051 

Septmario. 

5764145 
1112357 

4661788 

(' 

(• 

') 

») 

'') 66665042 
12312011 (" 

5764145 
1112357 

4661788 

(' 

(• 

') 

») 

123ia}ll 
5435;»U 

54353031 (« 

5764145 
1112357 

4661788 

(' 

(• 

') 

») 

66665042 

Ocioaarlo. 

15097215 
1575561 

(' 

(• 

') 

») 

"I 77777777 
6005211 (• 

15097215 
1575561 

(' 

(• 

') 

») 

6005211 
7177-25(56 

71772566 (« 13521654 

43045992 
84153660 

8892342 

(' 

(• 

') 

») 

77777777 

¡Conario. 

13521654 

43045992 
84153660 

8892342 

(' 

(• 

') 

») 

• 

0) 88888000 
71235000 Ĉ  

13521654 

43045992 
84153660 

8892342 

(' 

(• 

') 

») 

71235000 
17653000 

17653000 (« 

13521654 

43045992 
84153660 

8892342 

(' 

(• 

') 

») 

88888000 
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Diciraiil. 

14ír.)0167 
7201C7 (5 

' ) 14900167 . 
7201(57 5) 

14270000 5) 

Pruebas. 

») 

Diciraiil. 

14ír.)0167 
7201C7 (5 

' ) 14900167 . 
7201(57 5) 

14270000 5) 

7201G7 
14270000 

14270000 (5 

' ) 14900167 . 
7201(57 5) 

14270000 5) 14ít!t01(57 

Las pruebas consistentes en sumar el sustraendo y el re­
siduo para ver si dan el minuendo (en cuyo caso la resta está 
bien efectuada) deben hacerse de memoria, para ahorrar el 
tiempo y el trabajo de copiar inútilmente guarismos que se 
tienen á la vista. 

También debe hacerse de memoria la prueba de la cifra 
máxima, si bien convendría que consignen los resultados por 
escrito quienes no tengan aún práctica bastante. 

Haga de memoria el discípulo las pruebas de los ejemplos 
siguientes, consistentes en la suma de sustraendo y residuo. 

Vndecimal. 

2aa aa 29 76 CA'i OCÓ 83:í 
aa23 45 1 759 OW 

2aa00 00ai Ü41305.S42 

Duodecimal. 

3a 74bb Ob 139 200 (53.5 
14 62bb 04 49 830 804 

2(5120007 89 4G9 831 

Al restar cometemos á sabiendas el mismo error que al 
sumar para enmendarlo en el acto. 

Así, en el sistema decimal, no restamos decenas, de dece­
nas; centenas, de centenas; millares, de millares, etc.; sibo 
dígitos, constantemente, de dígitos; pero, al colocar en segun­
do lugar el resto de decenas, el de las centenas en tercero, en 
cuarto el de los millares..., etc., enmendamos en el acto el 
error, ganando mucho en economía de tiempo y de trabajo. 

MÁS EJEMPLOS 

Haga de memoria el discípulo las pruebas de la suma de 
sustraendo y residuo: 
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Slctcm* binario. SUtema ternario 

lllllOOlOl 
lOlOilOOl 

1010001100 

Hi<(«ms costemario. 

«) 3330333032 
122320201 (« 

3202012281 (' 

eterna senario. 

») 5552^0213 
1422310430 (» 

4125515343 (' 

SUtema octonario. 

n 7457674476 
. 1567433274 (« 
5670241202 (' 

Sistema tdnario. 

1011100101 
100011010 

111001011 

Sistama enatcrnario 

í̂  ^10213032 
2132321-2)1 (» 
1011281231 i" 

HtttmaieDMlo. 

*) 6341^0318 
84fi3S10^ (« 

lit^ltmi (* 

2101212212 
221001020 

1110211122 

SUtema quinario. 

») 4443240133 ' 
324321342 (O 

4113413241 (0 

Sistema septenario. 

0) 5565216543 
2256425504 (» 

3305461^6 (» 

SUtema nooario. 

») 1^66843768 
6651688878 »̂ 

^15143780 (s 

SUtema temario. 

") 2101212210 
212101021 (0 

1112111112 (» 

sistema quinarlo. 

') 2343-210120 
1824321842 ^i 

10183^231 {» 

SUtema M3>taii«rio. 

») 4S65210&48 
34364254S4 (i 

l€W4Bíim (% 
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Slitema octonario, Slttema novenario. 

i) 6453674376 e) 8566543765 
5567435674 {• 7657684876 (' 

664236502 (5 807747778 (' 

Sistema binario. Sistema temarlo. 

1001110110 0) 1211022201 
110011011 1122110212 íi 

11011011 11211212 (> 

Sistema coa temario. Sistema quinarlo. 

a) 2301303120 s) 42310.^321 
1212332231 (« a^42143231 C 

1022330223 (" 333341040 (• 

Sistema semirio. Sistema septenario. 

0) 4531023543 3) 6432150321 
3432184354 {•' 3543261432 {^ 

1054445145 (•' 2555565556 (o 

Sistema octonario. Sistema nonario. 

í) 7543216027 ^) 8765432103 
2554321000 (i 7656784321 (i 

4766675027 (i 1107536672 (« 

Sistema decimal. Sistema andecimal. 

s) 13876743 ') 84a79482a 
0956728 (1 548a34930 (« 
12920015 (« 80l85a4aa (' 

Sistema duodecimal 

«) 84ab005000746 
12b600ab46abb (* 

21b6bb6076847 (» 

TOMO I, ' i» 
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s i s temas defectivos de nameraeldn. 

Sabiendo ya el discípulo la operación de restar, se encuen­
tra en el caso de formar idea de una clase de sistemas de nu­
meración que pudieran llamarse defectivos (1). 

Aunque jamás se pondrán en práctica, por ser sólo una 
curiosidad científica, conviene, no obstante, si no estudiarlos 
detenidamente, adquirir al menos concepto de su naturaleza 
y composicióij, ya que el sistema de los romanos (y proba­
blemente de muchos otros pueblos de la antigüedad), pueden 
clasificarse entre los sistemas defectivos. 

Supongamos que, habiendo de operar en el sist'ema deci­
mal, sólo tuviéramos los caracteres 

1, 2, 3, 4, 5, 

y además el cero y el signo — (menos) de restar. 
¿Podríamos escribir todos los grados de la escala de la 

pluralidad con esos solos caracteres? 
Sí. 
¿Cómo? 
Por suma, según las reglas de todos los sistemas, mien­

tras las cifras existentes lo consintiesen. 

(1) Sería de gran importancia el estadio de la operación de restar en 
estos sistemas; pues de su análisis saldrian, naturalmente, las llamada» 
«& álgebra reglas de los signos. 
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Por resta, en cuanto no hubiera cifras al efecto. 
Veamos de qué modo. 
En cuanto se carezca de signo se aumentará un uno & la 

cifra inmediata de la izquierda, el cual valdrá diez; pero para 
compensar el aumento se pondrá en el inmediato lugar de la 
derecha la cifra cuyo valor sea preciso rebajar á lo que valga 
«1 uno para obtener el grado que se desea; y, para indicar que 
esta cifra es cifra de compensación, se colocará sobre ella el 
signo de restar (—). Llamaremos á esta cifra de compensación 
«ci/ro sustraendo*. 

En virtud de lo expuesto, 

uno se escribirá 1 

dos 2 

tres 3 

cuatro 4 

cinco 6 

seis l T = : 1 0 — 4 

siete 1"3 = 1 0 — 8 
ocho 1 ^ = 1 0 — 2 

y nueve l T = 1 0 — 1 

Llegados al diez volveremos á seguir las reglas generales 
del sistema de numeración decimal, hasta el quince; pero 
desde el diez y seis en adelante escribiremos 2 decenas, y i 
su derecha pondremos lo que hubiere que rebajar de 20 para 
obtener el 16, el 17, el 18 y el 19, todo como sigue: 

diez 1 o 
1 1 
1 2 
1 3 
1 4 
1 5 
2 T = 2 O — 4 
2 ¥ = 2 0 — 3 
2 2~Z= 2 0 — 2 
2 T = 2 0 — 1 

doce 

trece 
catorce 

quince 
diez y seis 

diez y siete 

diez y ' ocho 
diez y nueve 
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Análogamente se escribirán los grados entre 20 y 30, en­
tre 30 y 40 y entre 40 y 60. 

Pero, como no bay 6, no podemos escribir 60 por suma, 
conforme á las reglas generales de los sistemas de numera­
ción. 

Recurriremos al sistema de restar lo que fuere preciso, 
después de aumentar un 1 á la cifra inmediata de la iz­
quierda. 

Así sesenta se escribirá 1 4 0 

Por el mismo orden se escribirán las decenas siguientes: 

setenta 1 "3̂  O 
ochenta 1 "^ O 
noventa 1 T O 

G-eneralizando se escribirá: 

seiscientos ' i T O O 
setecientos 1~3 O O 
ochocientos l"^ O O 
novecientos l~í O O 

seis mU 1 T 6 O O 
siete mü 1 ¥ O O O 
ocho mil 1 "i" O O O . 
nueve mil 1 T O O O 

Como ejemplo, véase la escala de Ití» núm«ros entre 1 y 100 
del sistema decimal defectivo. 
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SISTEMA DECIMAL DEFECTIVO 

Las cifras que hay son 1, 2, 3 , 4, 5 y O. 

341 

1 vale 1 2G vale s T 51 vale 5 1 76 vale 1 2 4 
2 » 2 27 • » S T 52 » 5 2 77 » 1"2T 
3 » 3 28 » s i 53 » 5 3 78 » l'2"2' 
4 » 4 29 » s T 54 » 5 4 79 - » l ¥ T 
5 9 5 30 » 3 0 55 » 5 5 80 » i 'á 'o 
6 » i T 31 » 3 1 56 » l I T 81 » l ' 2 ' l 
7 » 1 3 32 » 3 2 57 » l T 3 82 3 1'2'2 
8 » l ^ 33 » 3 S 58 » iT"!" 83 » i'29 
9 » i T 34 » 3 4 59 » l l T 84 » 1 2 ' 4 

10 > 1 0 35 » 3 5 60 » • i T o 85 » 1 2"5 
11 » 1 1 36 » 4 T 61 » i T l 86 » i T T 
12 » 1 2 37 » 4 ¥ 62 » 1 T 2 87 » i T i r 
13 » 1 3 38 » 4 l 63 » 1 T 3 88 » lT"2 
14 » 1 4 39 » 4 T 64 » 1 T 4 89 » i T T 
15 » 1 5 40 » 4 0 65 » 1 T 5 90 » i T o 
16 » 2 T 41 » 4 1 66 » 1 3~4 91 > i T 1 
17 » a T 42 » 4 2 67 » 1"3¥ 92 » 1 T 2 
18 » a l 43 > 4 3 68 » l ¥ T 93 » 1 T 3 
19 > 2 T 44 ] i 4 4 69 » l"3"T 94 » 1 T 4 
20 » 2 0 45 » 4 5 70 » 1 8"0 96 » i T s 
21 » 2 1 46 » 5 T 71 » l ¥ l 96 » 1 o T 
22 » 2 2 47 » 6 ¥ 72 » 1 T 2 97 » 1 o T 
23 » 2 3 48 » 5 2 ' 73 » i f 3 98 » 1 o"§" 
24 » '2 4 49 » 5 T 74 » I I 4 99 » l o T 
25 > 2 5 50 » 5 0 75 » i T s 100 » 1 0 0 

Todo sistema defectivo ha de tener cuando menos la mitad 
de las cifras significativas, que exija el sistema respectivo, el 
cero y el signo menos. 

Asi, no puede haber m&s sistemas defectivos decimales qu» 
los siguientes: 

Primero.. 1, 2, 8, 4, 6, O, y el signo — 
Segando.. 1, 2, 8, 4, 5, 6, O, y el signo — 
Tereero.., I, 2, 8, 4, 6, 6, 7, 0, y el signo — 
Coarto 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, O, y el signo- — 
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Este Último es completamente inútil, pues necesita, in­
cluyendo al signo —, diez signos, que son precisamente los 
mismos que requiere el sistema decimal. 

Los treinta primeros grados de la eácala, según el segun­
do, tercero y cuarto sistemas decimales defectivos, se escribi­
rían asi: 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

iT 
iT 
iT 
1 O 
1 1 
1 2 
1 3 
1 4 
1 6 
1 6 
2'S 
ST 
2T 
2 O 
2 1 
2 2 
2 3 
2 4 
2 5 
2 6 

3'2" 
3T 
30 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

• 7 , 

l Y 
i T 
1 0 
1 1 
1 2 
1 3 
1 4 
1 6 
1 6 
1 7 
2 '2 
2 T 
2 0 
2 1 
2 2 
2 3 
2 4 
2 5 
2 6 
2 7 
8 ¥ 
sT 
8 0 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

iT 
1 o 
1 1 
1 2 
1 3 
1 4 
1 6 
1 6 
1 7 
1 8 
2T 
2 O 
2 1 
2 2 
2 3 
2 4 
2 6 
2 6 
2 7 
2 8 
sT 
80 

etc., etc. 
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OTKOS SISTEMAS DEFECTIVOS. 

Sistema quinarlo 
que carccieie de la cifra 4 . 

U n o l i 

Dos 2 í 
Tres 3 ! 
Cuatro 1 T I 
Cinco 1 O ; 
Seis 1 1 1 
Siete 1 2 ; 
Ocho 1 3 I 
Nueve 2 T 1 
Diez 2 0 
Once 2 1 I 
Doce 2 2 
Trece 2 3 
Catorce 3 1 
Quince 3 0 
Diez y seis 3 1 
Diez y siete . . . . 3 2 
Diez y o c h o . . . . 3 3 
Diez y nueve . . . 1 1 1 
Veinte i T O 
Veinte y uno . . 1 1 1 
Veinte y d o s . . . 1 1 2 
Veinte y tres . . 1 1 3 
Veinte y cuatro 1 0 1 
Veinte y cinco. . 1 0 0 
Veinte y se i s . . . 1 O 1 
Veinte y siete . . 1 0 2 
Veinte y ocho . . 1 0 3 
Veinte y nueve. 1 1 1 
Treinta 1 1 0 

Sistema nonnrlo | 
sía las cifras 7 y H, | 

Sistema duodeoliqal 
sin las cinco últlmac olfnu. 

! 
1 ¡ 1 
2 1 2 

3 ! 3 
4 4 
5 5 
(í G 

1'2 i T 
i T i T 
1 0 1 3" 
1 1 1 2 
1 2 i T 
1 3 1 0 
1 4 1 1 
1 5 1 2 
1 (> 1 3 
2 i? 1 4 
2 T 1 5 
2 0 1 6 
2 1 2T 
2 2 2 4 
2 3 2 T 
2 4 2Y 
2 5 « T 
2 6 2 0 
3 T 2 1 
3 1 2 2 
3 0 2 3 
3 1 2 4 
2 2 2 6 
2 3 2 6 

ADICIÓN 

La adición en los sistemas defectivos será una serie de 
samas y de restas, por ejemplo: 
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eistema decimal defectivo 
que carezca de las cifraa 8 , 7 , S y O. 

I 2 
5 5 
5 5 
2 4 
8 C 
4 2 

lFT(==l o 0 + 30 + 4) 
1 2 
3 2'(= 3 0 + 2 ) 

10 4 
l T 7 ( = l 0 0 + 40 + 4) 
1 T5( = l o 0 + 4 0 + 5) 
l T 2 " ( = l 0 0 + 1 0 + 2) 
6 8 1 

Su tradDccIón 
al (dstema decimal. 

5 6 
5 5 
2 4 
3 ' 6 ' 
4 2 
6 6 
1 2 
2 8 

1 0 4 ' 
5 6 
6 '5 
8 8 ' 

6 3 1 
I 

se dirá para sumar la primera columna ó de las protoenas 
del ejemplo defectivo 

5 y 5,10; y 4, 14; y 6, 20; y 2, 22; manos 4, 18; y 2, 20; menos 2,18-
y 4, 22; menos 4,18; y 5, 28; menos 2, 21; etc., etc. 

Convendrá á veces sumar cada columna por separado, 
porque pudiera ocurrir que lo que hubiese que restar fuese 
mayor que lo que debiera sumarse (como en el ejemplo que 
sigue), y entonces habría que aguardar para restar, á hacer 
la suma de las demás columnas. 

Traducción 
al tistema deolmal. 

1 F T 6 6 
S2 2 8 

1"2T 7 9 
2 4 2 4 
2 3" 1 7 

I T 2 f> 2 

T 
1 0 

1 3 0 0 

3 i T 3 0 6 
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Y diremos: 
PRIMERA COLUMNA 

menos 4 y menos 2, menos 6; y menos 1, menos 7: y -»- 4, es me­
nos 3; y menos 3, es menos 6; y -»- 2, es menos 4; 

finalizada la suma de la primera columna se escribirá al 
pie 4. 

Luego se dirá: 
SEGUNDA COLUMNA 

• menos 8 y + 3, es cero; menos 2 y + 2, es cero; + 2 y menos 1, es 1; 

finalizada esta suma pondremos 1 al pie de la segunda co­
lumna en la forma de una deutena, ó sea 10. 

Y continuaremos en seguida dicid)ido: 

TERCERA CX»LUMNA 

1 y 1 y 1, 3; y pondremos el 3 en la forma de tres trienas, ó sea 300. 

Por último, haremos la suma final, y obtendremos el resultado 3 14 . 

En la operación de restar números de sistemas defectivos 
ocurren muchas particularidades, no fáciles de explicar sin 
nociones de álgebra, como sucede con los casos en que los 
números del sustraendo son defectivos; pues entonces en vez 
de restar hay que sumar, ó restar según las circunstancias. 

£1 análisis del gran número de casos que pueden ocurrir 
ocuparía mucho tiempo sin gran utilidad práctica para el 
estudio puramente aritmético (1). 

(1̂  Quizá algún día saldrá á luz un esbozo de esta clase de sistemas de­
fectivos, para deducir 4̂ el estudio de tales sistemas las reglas de los sig­
nos algebraicos. Muchos son los casos que pueden ocurrir. 8in contar con 
las operaciones de multiplicar y de partir, sólo en la de restar puede suce­
der que no sean defectivas las cifras correspondientes de minaendo y sus­
traendo; que ambas lo sean, que lo sea una y otra no, con dos variantes de 
que en todos estos casos sea mayor la cifra del minuendo que la del sus­
traendo, ó que snoeda lo contrario; y, en ñn, que de restas parciales ante­
riores vengan 6 no reservas al sustraendo. 

TONO I. 4 4 
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X ^ X 3 S F 1 C 9 X - V 

M U L T I P L I C A C I Ó N 





MULTIPLICACIÓN 

LECCIÓN I 

Del multiplicar. 

DENOMINACIONKS.—T4.BLAS. 

Sabemos que hay varias clases de sumas (además de la que 
constituye la base y esencia de los sistemas de numeración): 

1.* Suma de sumandos todos desiguales (1); 
2.* Suma en que todos los sumandos son iguales; 
3." Suma en que todos los sumandos son iguales, menos 

uno menor. 
De la primera clase de sumas trata el anterior Libro II. 
A la suma especial, que entraña la operación de restar, 

está consagrado el Libro III. 
Y ahora corresponde estudiar la suma todos cuyos suman­

dos son iguales. 

Desde luego se comprende que á esta suma especial son 
aplicables las reglas dadas para la suma de sumandos des­
iguales. 

(1) O en qaoj por accidente, algunos son iguales. 
En la operación de restar el minnendo es la suma de dos siimandos, 

uno de los cuales se conoce. Los dos anmandos son regularmente des-
igualea; pero pudieran ser tal ve» iguales: 8 — ^ = 4; y, en e£ecto,4 + 4 = 8. 
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Pero ¡cuánto tiempo no se necesitaría para resolver esta 
clase de sumas, si no hubiese manera de abreviar la operación! 

Supongamos que hay un ejército de cien mil hombres y 
que cada soldado gana seis reales diarios. ¿Cuánto hay que 
pagar por tal concepto en un año? 

Admitamos que no hubiese medio de abreviar la opera­
ción: tendríamos que escribir trescientos sesenta y cinco ve­
ces el seis por cada soldado y repetir el resultado luego cien 
mil veces!!! 

Un hábil amanuense que trabajase á razón de diez horas 
diarias, y que escribiese sin cansancio cien cifras cada minu­
to, necesitaría solamente para poner por escrito esa enorme 
cantidad de signos, el espacio de seiscientos días, y es seguro 
que en dos años no acabaría de sumar. Y, sin embargo, tan 
laborioso modo de computar puede ser sustituido por otro 
que exigirá menos de un minuto á quien tenga ya adquirida 
práctica en multiplicar. 

Multiplicar, en Aritmética pura es, pues, una operación 
en virtud de la cual se hace abreviadamente una suma de su­
mandos iguales. 

¿Cómo? 
Vamos á verlo. 

Ante todo es preciso aprender de memoria cierto número 
de sumas cortas en que los sumandos son únicamente núme­
ros dígitos del sistema de numeración en que se opera. Asi en 
el sistema quinario habrá que aprender de memoria los re­
sultados de las siguientes sumas: 

1 
+ 1 

2 
+ 2 

3 
+ 3 

4 
+ 4 

= dos = cuatro = seis =• ocho 

1 
• + - 1 
+ 1 

2 
+ 2 
+ 2 

' 3 
+ 3 
-*-3 

4 
+ 4 
-»-4 

= tres = seis = nueve = doce 

1 
+ 1 

+ 1 

2 
-t-2 
+ 2 
•+•2 

3 
+ 3 
-f-3 
+ 3 

4 
+ 4 
+ 4 
+ 4 

= cuatro = ocho = doce = diezy8eíi 
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Aun estas sumas se indicarían abreviadamente en uua ta­
bla de la forma que s igue: 

2 veces 1 • 
3 veces 1 
4 veces 1 : 
2 veces 2 : 
3 veces 2 
4 veces 2 
2 veces 3 
3 veces 3 
4 veces 3 
2 veces 4 
3 veces 3 
4 veces 4 

dos 
tres 
cuatro 

cuatro 
seis 
ocho 

seis 
nueve 
doce 

ocho 
nueve 
diez y seis 

Y, adoptando la forma de la llamada 

TABLA DE MVLTIPLICAB ( 1 ) , 

atribuida á Pitágoras, obtendríamos más brevemente los re­
sultados. Helos aquí anotados, según el sistema decimal: 

X 1 » 3 4 
1 1 2 3 4 
« 2 4 6 8 
3 3 6 9 12 
4 4 8 12 IB 

Y, traducidos estos guarismos al sistema quinario, re­
sultaría: 

X ] » 3 4 
1 1 2 S 4 
X 2 4 11 13 
3 3 11 14 22 
4 4 13 22 31 

(1) En esta tabla se consignan los productos de oada dígito de la pri­
mera columna vertical de la izquierda por cada ano de los dígitos del pri­
mer renglón horizontal. O viceversa. Véase luego la explicación de 1» 
tabla de PITAGOKAS para el sistema decimal. 
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E a el s i s t e m a dec imal habrá que a p r e n d e r de memor ia IOE 
resulta dos de las sumas s i g u i e n t e s : 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
+ 1 + 2 ±± -+J J f 5 4-6 --1-7 -f 8 -f 9 

= 2 = 4 = 6 = 8 = = 10 = = 12 = = 14 = = 16 = 18 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
+ 1 + 2 4-3 + 4 +5 4 - 6 4 - 7 -1-8 n +± + 2 • tJ. 4-4 + 5 + 6 4 - 7 --f-8 n 
= 3 = 6 = 9 = = 12 = = 15 = = 18 = = 21 = = 24 = 27' 

1 2 3 4 5 , 6 7 ' 8 9 
+ 1 + 2 • 

4-3 . + 4 - - 0 - 6 - - 7 f 8 f 9 
+ 1 + 2 -4-3 . +-4 - - £ > - 6 - - 7 -+- 8 4- 9 
+ 1 + 2 i-'ó + 4 4-5 - - 6 - - 7 ' . +-8 - 9 
= 4 = 8 = = 12 = = 16 = = 20 = = 24 = 28 = = 32 = 36 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
+ 1 - 2 - - 3 -4-4 - - 5 -+-6 - - 7 - - 8 ti - 1 - 2 - - 3 -1-4 - - 5 4-6 - - 7 - - 8 ti 

- 1 - 2 - - 3 -t- 4 - - 5 -f- 6 - - 7 - - 8 4- 9 
- 1 f 2 -f 3 + 4 - - 5 4 - 6 - - 7 - - 8 + 9 

= 5 = 10 = = 15 = = 20 = = 25 = = 30 = = 35 = = 40 = 46 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
- 1 - 2 - - 3 - - 4 - - 5 - - 6 - 1 h 7 4 - 8 h 9 
- 1 - 2 - - 3 - - 4 - - 5 - - 6 -- 7 4-8 - 9 
- 1 - 2 - - 3 - - 4 - - 5 - - 6 - - 7 4 - 8 h 9 
- 1 - 2 - 3 - 4 - - 5 - - 6 4 - 7 -- 8 h » 
\- 1 -h 2 -1-3 -f- 4 -j - 5 . H h 6 4 - 7 4-8 h 9 

= 6 = 12 = = 18 = = 24 = 30 = = 36 = 42 *= = 48 = 54 

1 2 8 4 5 6 7 a 9 
U 1 + 2 H t -3 -h 4 4 - 5 -

- 5 -
U6 H - 7 4 - 8 - 9 

- 1 + 2 - - 3 - - 4 4 
- 5 -
- 5 -- 6 H - 7 - - 8 - 9 

- 1 - 2 - 3 -J - 4 4 - 5 4 - 6 4 - 7 - - 8 - 9 
- 1 - 2 - - 3 - - 4 -f - 6 - - 6 - - 7 - - 8 - 9 
- 1 - 2 - 3 -U í - 5 H - 6 - - 7 - - 8 - 9 
- 1 

= 14 = 
- 3 H U í - 5 4 

35 = 

- 6 - - 7 H h-8 - 9 

= 7 = 14 = :21 =1 • 28 = 
- 5 4 
35 = .42 = 49 ^ = 56 = 63 

1 2 8 4 6 6 7 8, 9 
+ 1 - 2 - - 3 - - 4 4 - 5 - - 6 4 - 7 - - 8 - 9 
+ 1 - 2 - - 3 -r- 4 - - 5 - - 6 4 - 7 - - 8 - 9 
+ 1 - 2 - - 3 - - 4 - - 5 - - 6 4 - 1 - 8 - 9 
I I . - 2 - - 8 H - 4 - - 5 - - 6 4 - 7 - - 8 - 9 
+ 1 - 2 - - 3 - _ 4 - - 5 - - 6 4 - 7 - - 8 - 9 
+ 1 - 2 - - 3 - - 4 4 - 5 - - 6 4 - 7 - - 8 - 9 
+ 1 - 2 - - 3 - - 4 -f - 5 - - 6 -f • 7 - - 8 - 9 

= 8 16 = 34 = 32 = 40 = 48 =e 56, = 64 72 
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2 3 4 5 6 1 8 !) 
L + 2 + 3 + 4 + 5 + fi -r 7 + 8 - - ít 
L -1 - 2 + 8 + 4 + 5 + 6 -r 7 + 8 - - y 

- 2 + 3 + 4 4- 6 - 6 - 7 + 8 H - ít 
- 2 + 3 + 4 + 5 - 6 - 7 A- 8 - - 9 

- - • h 2 H- 3 + 4 ti - 6 H - 7 + 8 - - 9 
+ ] L + 2 - 8 4- 4 ti - (í J - 7 + 8 H - 9 
-+- ] L +2 - 3 + 4 + 5 - tí - < + 8 - - 9 

+ i + 2 
) = 1 8 

f- 3 + 4 
= 36 

+ 5 
= 45 

f- 6 -h 7 + 8 -h » 
' 
i + 2 
) = 1 8 = 27 

+ 4 
= 36 

+ 5 
= 45 = 54 = = 63 = 72 = = 81 

Aun esto ha parecido largo; y las anteriores sumas se in­
dican más brevemente en la forma que expresa la tabla de 
PiTÁooBAS, según sigue á continuación: 

X 1 « 3 4 5 «1 7 8 » 

1 1 ' 2 • 3 • 4 ' 5 •6 •7 ' 8 '9 

¡e 2 • 4 6 ' 8 \ 0 '12 14 16 i 18 

3 *3 "fi "9 ! 12 15 18 21 2 4 | 2 7 

4 "4 • 8 12 16 20 24 28 32 36 

5 '5 10 15 20 25 80 35 40! 45 

6 *6 12 18 24 30 36 42 48J54 
y *7 14 j 21 28 S5 42 49 56 i 63 

8 "8 16 j 24 32 40 48 56 64 72 

9 •9 18 ' 27 i 36 45 54 63 72 81 

Como ya vimos al tratar de la tabla de sumar (Lección I I I 
del BESTAB), los dígitos del primer renglón, así como los de 
la primera columna de la izquierda, se llaman argumentos: si 
bajamos con la imaginación una línea vertical desde un ar­
gumento cualquiera de los del^renglón horizontal de arriba, 
y tiramos horizontalmento otra línea imaginaria hacia la de­
recha desde otro argumento cualquiera de los de la columna 
vertical de la izquierda, hallaremos en el sitio donde se corten 
las doa líneas imaginarias vertical y horizontal, lo que suma 
el argumento de arriba repetido tantas veces como exprese el 
argumento de la izquierda (6 viceversa). 

Así, si queremos saber cu4nto suma el 8 repetido cuatro 
TOMO I . 46 
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veces, bajaremos imaginariamente una línea vertical desde 
el 8 del renglón de arriba, y extenderemos borizontalmente 
otra línea imaginaria desde el 4 de la izquierda; veremos 
que ambas líneas se cruzan donde dice 32, y así sabremoe que 

4 veces 8 es 32 

Ó, lo que es lo mismo, que 

8->-8-h8-4-8=:32 

etc., etc. 

Para multiplicar en el sistema duodecimal habrá que 
aprender previamente de memoria los resultados de más su­
mas aún, las cuales serían los <Jue indica la siguiente tabla: 

X 1 1 2| » 4 5 |6 7 8 9 io|ii 
1 í 2 3 4 5 0 7 8 9 10 11 
s 2 4 'a 8 10 j 12 14 Ifí 1 18 20 22 
8 3 6 9 12 15 j IS 21 24 27 30 33 
4 4 8 12 16 20|24 as 32 36 40 44 
5 .5 10 15 20 25 ¡30 35 40 45 60 .55 
6 '6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 
7 •7 14 21 ^ 35 42 49 56 63 70 77 
8 '8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 
9 '9 18 27 36 45 54 63 72 81 90 99 
lO 10 20 30 40 m 60 70 80 i-90 100 110 

—— —«. __ 88] 99 11 11 22 88 44 55 66 77 88] 99 110 121 

Esta tabla está escrita, en obsequio á loó principíanteg, 
según el sistema decimal, aun cuando los re'sultados corres­
ponden al dnodecimal'. 

En el cuadro siguiente se halla todo tabulado, según la 
notación dnodecimal. 
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X 1 » 3 4 5 6 ! 7 8| 9 a j b 
1 1 2 3 4 5 G 7 8 1 y a j b 
-Á 2 4 6 8 a 10 12 14 • 16 

1 
18 la 

» 3 G ;) 10 13 1() 19 20 23 26 29 
4 4 8 10 14 18 20 24 2á 1:» 34 38 

_. 1 —^ —— 1 — 
5 5 a 13 18 21 26 2b C4 39 42 47 
6 fi 10 Ifi 20 2?, 30 36 4':) 46 50 56 

— —' - • • — — _ r < 12 i;i 2-t 2b 36 41 48 ¡ 53 5a 65 
8 s 14 ! 20 

t 
28 SI •IJ 1 4S j 51 CO 6á 74 

9 9 10 23 30 39 46 53 60 &.) 76 83 
a a 18 26 34 42 50 5a '68 76 84 92 
b b la 2;) 38 47 56 65 74 83 1 92 al 

Si queremos saber (según la notación decimal) cuánto es lo 
que suma el 11 repetido 11 veces, bajaremos en la tabla penúl­
tima una línea imaginaria desde el argumento 11 del renglón 
de arriba y extenderemos otra línea horizontal hacia la dere­
cha desde el argumento 11 de la columna de la izquierda; y, 
como esas líneas se encuentran en la casilla del 121, sabre­
mos que 

11 veces 11 es 121, 

etc., etc. 

Y, análogamente procederemos si queremos conocer ese 
'productillo según la notación duodecimal: (== a 1). 

Así, paés: 
Para multiplicar (ó, lo que es lo mismo, para sumar abre­

viadamente sumandos todos iguales), lo primero que hay que 
hacer es aprender de memoria la tabla de multiplicar corres­
pondiente al sistema de numeración en que se opere. 

Mientras más dígito» tiene un sistema de numeración, ma­
yor número de resaltados ó de sumas tenemos que encomen­
dar & la memoria. 

Cada tahla de multiplicar contiene los resultados de tan­
tas sumas como se pueden formar con las cifras- del sistema 
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repitiendo cada una dos veces, tres veces, cuatro veces... has­
ta que el número de los sumandos iguala á la cifra máxima. 

En el sistema quinario el mayor sumando de las tablas 
no excede de 4, mientras que en el sistema decimal llega has­
ta nueve, al par que en el sistema duodecimal alcanza hasta 
once. 

Aprendida una tabla de multiplicar correspondiente á un 
sistema de numeración que tenga muchos dígitos (por ejem­
plo el duodecimal), están aprendidas las de todos los sistemas 
inferiores al 12, porque la tabla del sistema de más dígitos, 
contiene necesariamente las sumas de los otros sistemas de 
menor número de cifras. 

La suma de sumandos iguales tiene un nombre especial y 
se llama PRODUCTO. El producto de un dígito por otro suele 
llamarse (y conviene mucho llamarlo) productillo. 

El sumando que se repite se llama HÜLTIPLICANDO, y MUL-
TiPLiCADOB el coeficiente expresivo del número de sumandos 
que hay iguales; ó bien el número de repeticiones de un mis­
mo sumando. 

El símbolo de la multiplicación (ó sea de las sumas abre­
viadas) es el siguiente x , que se lee multiplicado por; ó bien 
multiplicado; ó simplemente por; ó bien veces. 

Asi 
8 X 4 = 32 

se lee 8 maltiplicado por 4, igual á 82; 
6 bien 8 multiplicado 4, igíisS 32; 
6 bien 8 por 4, igual 32; 
6 bien 8 por 4, 82; 
ó bien 8 veces 4, iĝ nal 32; 
ó bien 8 veces 4,32. 

ClftTO es que 8 x 4 simboliza en abreviado las sumas 
siguientes (1): 

(1) En vez del signo X , algunos Aritméticos estampan un ponto; da 
moao que 

8 X 4, es lo mismo que 8 . 4, eto. 
Pero esta última indicación pupde presentar graves inconvenientes en 

las operaciones de los llamados deeimaUi'. Por eso pocos usan el punto en 
VM del X> 
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32 

ó bien 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

82 

8 repetido cuatro veces, ó bien 8 voces repetido el 4. 

No es de absolnta. necesidad aprender de memoria la si­
guiente tabla; pero es de grandísima importancia el hacerlo. 
Quien la aprendiere bien, verá largamente premiados sus es­
fuerzos. 

X 11 IS 13 14 15 1« 17 18 10 SO 

» 22 24 26 28 30 82 34 36 38 40 
ft 33 36 39 í2 45 48 61 54 57 60 
4 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 
5 55 60 65 70 76 80 85 90 95 100 
« 66 72 78 84 90 96 102 108 114 120 
r 77 84 91 98 105 110 119 126 133 140 
8 88 96 104 112 la) 128 136 144 152 160 
9 99 108 117 128 135 144 153 162 171 180 
lO 110 120 130 140 150. 160 170 180 190 200 
11 121 132 143 154 165 176 187 198 209 220 
1» 132 144 156 168 180 192 204 216 228 240 
IS 143 166 169 182 195 208 221 234 247 260 
14 154 168 182 196 210 224 238 252 266 280 
15 165 180 195 210 225 240 265 270 285 300 
16 176 192 208 224 240 256 272 288 804 320 
17 187 204 221 %8 265 272 289 306 323 840 
18L 198 216 284 252 270 288 306 824 842 860 
1« 309 228 247 ^6 285 304 328 342 361 880 
SO 220 240 260 280 800 820 340 360 880 400 
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nnitiplicfir por un dígito segaido de ceros. 

Si en el sistema decimal se repite diez veces un dígito 
cnalqxiiera, la sama de estos diez sumandos iguales estará 
representada por el mismo dígito seguido de un cero: 

1 
+ 1 
-- 1 
- - 1 
-- 1 
-r 1 
- - 1 
+ 1 

2 
+ 2 
+ 2 
-f- 2 

íi 
+ ¡ 

+ 1 H- 2 
+ 1 + 2 

3 4 5 G 7 8 
4- 3 + 4 -h 5 H - 6 H h 7 + 8 4 
- - 3 + 4 - - 6 - - 6 - - 7 + 8 -
- - 3 + 4 - - 5 - - 6 ^ - 7 + 8 -
4- 3 + 4 - - 5 - - 6 - - 7 + 8 -
- - 3 -\ h 4 -- 5 J - 6 - - 7 + 8 -
- - 3 - - 4 -- 5 n - tí - - 7 -h 8 -
- - 3 - - 4 -- 5 H - 6 - - 7 - - 8 -
- - 8 - - 4 + 5 H - 6 - - 7 - - 8 •-
- - 3 - . 4 _ h 5 H - 6 - - 7 - - 8 -

9 
í) 
9 
y 
!> 
9 
9 
9 
9 
9 

= 10 = ! » = 3 0 = 4 0 = 5 0 = 6 0 = 7 0 = 8 0 = 9 0 

Si en el sistema quinario se repite alguno de sus cuatro 
dígitos cinco reces, la suma de tales sumandos iguales resul­
tará representada por lo que valga en el sistema quinario el 
mismo dígito seguido de un ceYo.. 

1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 

2 
+ 2 
+ 2 
+ 2 
+ 2 

3 » 
+ 3 
+ 3 
ÍI 

4 

P 
- - 4 
- - 4 

= 10 ( = cinco) = 20 (=r diez) = 30 ( = quince) = 4Q (=veintej 
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En el sistema duodecimal, cualquiera de sus once dígitos 
repetido doce veces dará los resultados siguientes: 

1 2 3 . . . . 
+ 1 + 2 --I- r, . • . . . . 
+ 1 + 2 + 3 
+. + • + • 

— in / ' -dope 1 — 2 0 ('= "'o» docenas ÓN _ íV) í'= tres docenas 6\ 
_ i U ( - d o c e . ) — ÎJ (.veluve y cuatro, j — *̂ ^ UeinU y sei». ) • • 

En general, un dígito repetido tantas veces como cifras 
tiene un sistema, da por suma en cualquier sistema un grado 
de la escala de la pluralidad que eu el sistema se representa 
por escrito con el mismo dígito y un cero. 

En efecto: 
Esta es precisamente la primera propiedad de los siste­

mas de numeración, aunque dicha de otro modo. 
Todos los sistemas tienen cierto número de cifras, de las 

cuales una (que es el cero) carece de valor, por ser puramen­
te locativa. El número de cifras significativas ó que expre­
san grados de la escala es, pues, el número de las cifras del 
sistema menos uno. 

Por consiguiente, cuando queremos expresar aquel grado 
de la escala que sea igual al total do las cifras, como no hay 
ya después de la cifra máxima, ninguna cifra significativa 
más, para representar ese grado tenemos que recurrir al uno 
y al cero, conforme al convenio de que un 1 en segundo lu­
gar vale tantas veces como cifras haya en el sistema: por su­
puesto, con inclusión del cero mismo. 

Generalizadas estas ideas, diremos que para multiplicar 
un número cualquiera (no precisamente un dígito) por diez 
en el sistema decimal, por nueve en el nonario, por ocho en 
el octonario... por once en el andecimal, por doce en el dúo-
decimal, y, en general, por lo que valga, según el sistema 
en que estemos operando, un 1 seguido de un cero, no nece­
sitamos más que agregar un oero al número que necesitemos 
multiplicar por diez, ó bien por nueve, ó bien por ocho, etcé­
tera (según el sistema). 
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Y, continuando la generalización, diremos también qne, 
para multiplicar un dígito ó un guarismo cualquiera por lo 
que valga en un sistema la expresión formada por un 1 y dos 
ceros (ó por un 1 y tres ceros, ó cuatro, ó cinco, etc., ceros), 
no hay más que agregar al dígito, ó al guarismo, dos ceros 
(ó bien tres, ó cuatro, ó cinco, etc., según el caso). 

Ejemplos: 
Multipliqúese en el sistema quinario, por .veinte y cinco 

(que se escribe 100) el guarismo siguiente, del mismo sistema, 
quinario: 

2434 X veinte y cinco = 243400 (que vale 46125 en el sistema decimal). 

Multipliqúese por ciento Veinte y uno el siguiente, del sis­
tema undecimal: 

8446 X ciento veinte y uno = 844600 que vale en el sistema deci­
mal 1353022. 

Multipliqúese por diez y seis el siguiente, del sistema bi­
nario: 

111 X diez y seis = 11100000 (que vale 224 del sistema decimal). 

Es de evidencia que, si en el sistema decimal, multiplicar 
por 10 es realizar abreviadamente una suma de diez suman­
dos iguales, multiplicar por 20 será reunir dos sumas, cada 
una de diez sumandos iguales; y, por consiguiente, que mul-
,tiplicar por 30 es reunir tres sumas, cada una de diez suman­
dos iguales, etc., etc. 

De modo que, si tuviéramos que repetir en el sistema de­
cimal 40 veces el 7, la operación se reduciría á saber lo que 
en junto importaban las siguientes sumas, cada una de á diez, 
sumandos iguales á 7. 

7 7 7 7 
- f - 7 4 - 7 - t - 7 - v 7 
* 7 -»-7 + 7 4 - 7 
4 - 7 4 - 7 4 - 7 4 - 7 
4 - 7 A. 7 4 - 7 4 - 7 
4 - 7 4 - 7 4 - 7 4 - 7 
4 - 7 4 - 7 ' 4 - 7 -* - • / 
* 7 4 - 7 -4-7 -4-7 
4 - 7 4 - 7 - t - 7 4 - 7 
4 - 7 4 - 7 ' 4 - 7 - í - 7 
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Pero sabemos que cada uua de ellas es igual á 
70: 

•de modo que las cuatro reunidas serán 

•que en junto importan 

70 
- - 70 
- - 70 
- - 70 

280 

Ahora bien: ¿pudiéramos hasta ahorrarnos el hacer por el 
método ordinario la suma de esos cuatro sumandos iguales 
<70, 70, 70, 70)? 

En otros términos: 
¿Hay medios de abreviar esa suma de decenas? 
Sí. 
Al efecto se comete, á sabiendas, un error, que se en­

mienda inmediatamente después de haberlo cometido. 
En lugar de suponer que tenemos que hacer la suma de 

loa cuatro sumandos 
70 

- f 70 
- j - 70 
4- 70 

imaginamos que debemos efectuar la suma con los cuatro 
«amandos 

Pero, por las tablas de multiplicar, sabemos que una suma 
de 4 sumandos iguales á 7, importa 28; luego, sin escribirla, 
diremos de memoria 

el 7 repetido 4 veces suma, 28. 
TOMO í. 46 
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Mas, como ese 28 es diez veces menor de lo que debe ser,, 
lo haremos diez veces mayor agregando un cero, y diremos 
que una suma en que haya 40 sumandos iguales ¿ 7, suma 280. 

Si tuviéramos que repetir áOO veces el 7, supondríamos 
que no existían los dos ceros (lo que equivaldría á repetir 
el 7 cien veces menos de lo que debe ser, por lo cual el resul­
tado aparecería cien veces menor). 

Pero, suponiendo que no existen los dos ceros, tendremos 
reducido el caso á repetir 4 veces el 7; suma que ya sabemos, 
por las tablas, es igual á 28. 

M|is, como este resultado es 100 veces menor de lo que 
debe ser, lo haremos inmediatamente 100 veces mayor (y, 
por consiguiente, exacto), agregando al 28 los dos cerosh 
omitidos: 

7 X 400 = 2 8 0 0 

Si tuviéramos que multiplicar el 7 por 4 000, por 40 000,̂  
por 400 000... ó, en general, por 4 seguido de cualquier nú­
mero de ceros, prescindiríamos 'de los ceros (cometiendo en 
ello á sabiendas un error), multiplicaríamos de memoria 

7 X 4 = 28 

y enmendaríamos en el acto el error agregando al 28 los ce­
ros suprimidos. 

Aunque esto es bien sencillo, hagamos aplicación á algún 
otro sistema: al quinario, por ejemplo. • 

Supongamos que tenemos que repetir el 4 quince veces 
(ó sea tres deuteuas quinarias = 30): 4 x cinco tres veces. 

La suma se simbolizará en abreviado como sigue: 
4X30 

Imaginemos suprimido el cero (con lo que incurripos en 
el error de hacer al multiplicador cinco veces menor de lo 
que debe ser) y tendremos 

cuatro por tres = doce 

que se escribe en el sistema quinario 
4 X 3 = 22 

Como este resultado es cinco veces menor de lo que debía-
ser, enmendaremos el error & sabiendas cometido, agregando 
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•dicho cero á la expresión obtenida: de modo qup 
cuatro X quince = sesenta 

lo que se escribirá asi en el sistema quinario: 
4-H 30 =220 

Si en vez de multiplicar cuatro por quince, hubiésemos 
tenido que multiplicarlo por setenta y cinco ( = 300), habría­
mos escrito 

4X300 = 

habríamos además prescindido de los dos ceros, cometiendo 
el error de hacer al multiplicador 25 veces menor de lo que 
•ea; habríamos multiplicado 

4X3 ; 

habríamos hallado esta suma 
= 22 

y habríamos compensado el error, agregando los dos ceros 
suprimidos; 

4X300 = 2200 

En general, para multiplicar un dígito por otro seguido 
-de ceros 

1." Se prescinde imaginativamente de estos ceros; 
2." Se multiplica de memoria y conforme á las tablas un 

dígito por otro; 
3.° Se escribe este productillo como exija el sistema; 
4." Y, J>or último, se agregan los ceros suprimidos. 

Ifaltiplicar en el sistema cuaternario tres por ciento vein­
t e y ocho 

fdisposioión): 3 X 2000 = 
(con error): 8 X 2 = 1 2 (seis) 
(compensación): 3 X 2000 = 12000 

Holtiplioar en »1 sistema senario cinco por setenta y dos 

(dispoidoión): 5X200 — 
f con error): 6 X 3 = Í4 (diez) 
(oompensacióu): 5X200 =>:1400 



LKCCIÓN III 

Ceros en el malttplieadOF.—Proee<IIniieiito genermU 

Tenemos demostrado que los grados de la escala de l^ 
pluralidad se dividen por razón de su estructura escrita en 
t&ntos grupos como cifras significativas necesite su expre­
sión en un sistema.dado; y que, por consiguiente, un mismo-
grado de la pluralidad aparece compuesto en un sistema de 
una maniera diferente que en otro. 

Así, el grado 87 de la escala de la pluralidad se divide en 
el sistema quinario por razón de la forma escrita en 

800 + 40 + 2 j • 
I leintt**^ ochenta y siete; 
setenta y cinco ) 

y, según el sistema duodecimal, se dividirá en 
70 + 8 ) 

¡ tres I ochenta y siete; 
ochenta y oaatro ) v 

etc., etc. 
Ahora bien: • 
Es de evidencia que, si hay que dnpUcar, triplicar... decu­

plar,., dodaouplar... oentaplioar, etc., un todo, se logrará el 
objeto duplicando, triplicando..., decuplando, dodecuplan-
do..., ^to., cada una de sus partes, ó cada uno de sus trozos, 
«eociones ó componentes. 

Pues bien: con estas ideas ya tenemos lo necesario parâ  
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hacer abreviadamente en cualquier sistema todas las sumas 
de sumandos iguales cuando hay un dígito con ceros en el 
multiplicador. 

Supongamos que en el sistema decimal tengamos que re­
petir mil veces el número 342. 

Esto nos dará (conforme á la Lección anterior) 

8 0 0 x 1 0 0 0 = 300000 
-+- 4 0 x 1 0 0 0 = -4- 40000 
-+• 2 x 1 0 0 0 = -h 2000 

842 000 

pues, para multiplicar por un 1 seguido de ceros, no hay otra 
cosa que hacer sino agregar los ceros.al número dado. 

Sea ahora en el sistema decimal la suma de 2 000 suman­
dos iguales á 342 

342x2000 — 

En vez de escribir 2 000 sumandos iguales á 
842 

dividiremos tarabián este número (por razón dé su estructu­
ra escrita), en Ion 3 grupos 

800 
+ 40 
H- 2 , t 

y repetiremos abreviadamente 2 000 veces el 300, otras 2 OOO 
veces el 40 y otras 2 000 veces^el 2. 

Supongamos, en primer lugar, que el 300 no es 300, 
sino 3, y, en segundo lugar, que el 2 000 no es 2 000, sino 2 / 
(doble Bupoáioión que nos hace cometer un doble erlror qu» 
luego enmendaremos). Multiplicaremos primeramente de íne-
moria, según la tabla pitagórica, 3 X 2 : haliaremos que el pro-
ductillo (ó suma abreviada) es 6, y enmendaremos al punto el 
doble error agregando al 6 los cínoo ceros suprimidos (tre» 
del 2000 y dos del 800); con lo que habremos hecho expediti­
vamente una sama de 2 000 sumandos iguales á 300. '> 

Tendremos, pues, 800 X 2 000 = 600 000. 
En seguida procederemos á efectuar abreviadamente la, 

suma de 2 000 sumandos iguales á 40; la cual se hará come-
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tiendo á sabiendas el doble error de suprimir loa ceros; mul­
tiplicaremos en seguida de memoria y con arreglo á la tabla 
4 X 2; y, obtenido el productillo 8, enmendaremos el doble 
«rror con la agregación de 4 ceros (tres por el 2 000 y uno 
por el 40). 

Tendremos, pues, 
40 X 2 000 = 80000 

Acto continuo, repetiremos 2 000 veces el 2, según se ex­
plicó en la Lección última, y obtendremos 

2 x 2000 = 4000 

BQUniendo añora los resultados parciales, sabremos abre­
viadamente cuanto importa una suma en que haya 2 000 su­
mandos iguales á 342: 

300 X 2000 = 600000 
-t- 40 X 2000 = -H 80000 
H- 2 X 2000 = -•- 4000 

= 684000 

Por este método de cometer errores á sabiendas supri­
miendo ceros, de multiplicar luego de memoria y con arreglo 
á las tablas los dígitos solamente del multiplicando por el 
multiplicador, de escribir en seguida el prodnotillo de estos 
dígitos conforfne exige cada sistema, de agregar después para 
deshacer el error los ceros suprimidos, y de sumar, en fin, los 
resultados parciales, se hace abreviadamente y en cortos ins­
tantes una suma de mnchos centenares, ó de muchos miles, 
miríadas ó millones... de sumandos iguales. 

Supongamos ahora que debamos multiplicar 3231 por 
30000: 

8231x8000(^ 

dividiremos el samando 3231 en sus componentes 
8000 

•*• 200 
•*• 8 0 
••• 1 

^ repetiremos oada nno 80000 veces. Lo CTUtl nos dará: 
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3 x 3 , con siete ceros = 90000300 
- 4 - 2 x 8 , con seis ceros == •+• 6000000 
- 1 - 3 x 3 , con cinco ceros = •+• 900000 
• + - 1 x 3 , con cuatro ceros = -+• 30000 

y, samando los cuatro productos parciales, 
tendremos como producto total . . . 96930000 

Fácil es ver que, en vez de obtener en cuatro renglones 
los productos parciales, los habríamos tenido en uno solo, 
con gran ahorro de tiempo, procediendo como sigue: 

3231 
X 30000 

Prescindamos imaginariamente de los ceros, como si sola 
tuviéramos 

3281 
x 3 

en lo que cometemos el error de hacer 10000 veces menor de 
lo que es al multiplicador 3. 

Multipliquemos ahora este 3 por cada uno de los dígitos 
del multiplicando, coloquemos cada productillo en el lugar 
correspondiente de las protoenas, deutenas, trienas y tetráe-
nas, y tendremos 

3231 
X 3 

= 9693 

compensemos, en fin, el error, agregando los ceros suprimi­
dos, y vendrá, como producto total, lo que sigue: 

3231 
X 30000 

= 96930000 

Procediendo análogamente en los ejemplos siguientes, 
obtendremos en un solo renglón los productos totales: 

2212 342 
X 4000 X 200000 

= 8848000 = 8840000 
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Pero veamos ahora otro género de dificultad. 
Tratemos de repetir 5000 veces el sumando 359 

359 
X 5000 

Ya no podríamos (con lo que hasta ahora sabemos) obte­
ner el resultado desde, luego y en un solo renglón. 

Presentemos el sumando 359 dividido, conforme á su es­
tructura escrita, en sus tres componentes: 

300 , 
+ 50 • 
.+ 9 

Para repetir el 359 cinco mil veces, habría que repetir 
igual número de veces,cada uno de sus componentes. 

300 X 500C' 
4- 50 X 5000 
-h 9 X 5000 

Prescindiendo de los ceros resultaría: 

3 trienas x 6 = 15 trienas. 15 trienas. 
-f- 5 deutenas x 5 == 25 dentenas. -\- 25 deutenas. 
-}- 9 protoenas x 5 = 45 protoenas. —j- 45 protoenas. 

= 1795 . 

Y, compensando el error con, laá correspondientes agre­
gaciones de ceros, resultaría como final: 

300 X 5000 = 1500000 
4- 50 X 5000 = + 250000 
+ 9 X 5000 = - f 45ÓÓ0 

= 1795000 
\ 

Vése, pues, que el 9 y el 7 del producto total son resul-
iados de suma, y que en el producto total no ap'arecen los com­
ponentes tales como están en los prodnctillos parciales de un 
.dígito por otro. Y sin hacer tales sumas no es posible obte­
ner desáelaego y en un solo renglón el producto total. 
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Pero ¿no podrían hacerse esas sumas de memoria, con 
ahorro de tiempo y de trabajo? 

Por fortuna, cabe efectuarlo. Y con suma facilidad. 
Los productillos de un dígito por otro dígito se expresan 

gráficamente en todos los sistemas con una ó con dos cifras, 
según lo evidencian las respectivas tablas de multiplicar. 
(Véanse.) 

Si se expresan con una sola cifra, esta cifra se escribe 
desde luego en el lugar correspondiente, según los ceros que 
deban seguirla. 

Pero supongamos que el productillo parcial de un dígito 
por otro dígito se escriba con dos cifras: entonces procede­
remos como sigue: 

1.° Empezaremos por la derecha. 
2.° Multiplicaremos el primer dígito del multiplicando 

(protoena) por el dígito multiplicador; 
3." Escribiremos, de las dos cifras que suponemos consti­

tuyen el productillo, sólo la de la derecha en el lugar de las 
protoenas, y retendremos la de la izquierda como reserva; 

4.° Multiplicaremos la segunda cifra del multiplicando 
(deutena) por el dígito multiplicador, y al productillo agre­
garemos la reserva del anterior: esta agregación nos produ­
cirá una suma representada siempre por dos cifras; de las 
cuales escribiremos en el sitio de las deutenas solamente la 
cifra de la derecha, y retendremos como nueva reserva la ci­
fra de la izquierda; 

5." Multiplicaremos la tercera cifra del multiplicando 
(triena) por el dígito multiplicador; agregaremos la reserva; 
escribiremos en el sitio de las trienas sólo la cifra de la dere­
cha del productillo incorporado á su reserva, y guardaremos 
la otra para»,reserva...; 

Q.° Y así oontinuaremos hacia la izquierda, maltiplicando 
cada cifra del multiplicando por la del multiplicador, agre­
gando al productillo la reserva anterior (si la hay); escri­
biendo sólo la cifra de la derecha en el correspondiente lugar, 
y Ireteniendo para reserva lá de la izquierda (si resulta); 

7.** Hasta que, cuando se haya multiplicado la última ci­
fra de la izquierda del multiplicando por la del multiplicador. 
He agregará la última reserva y se escribirá íntegramente el 
resultado final. 

TOMO I. 4 7 
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Así, en el anterior ejemplo 
859 

X 5 

diremos: 

5 por 9, 45: escribo el 5 bajo la raya en el lugar de las protoenas, 
y guardo el 4 como reserva, para agregarlo al próximo produc-
tillo; 

359 
X 5 

Y sigo: 

5 por 25, 5; 25 del produotillo -f- 4 de la reserva, 29: escribo el 9 en 
el lugar de las deutenas, y guardo el 2 como reserva; • 

859 
X 5 

95 

Y continúo: 
5 por 3,15; 15 de este productillo + 2 de la reserva anterior, 17: 

y escribo bajo la raya esta suma como final de la operación; de 
modo que el 7 ocupe el lugar de las trienas, y el 1 el logar de 
las tetraenas: 

359 
X 6 ^ 

1795 

Otro' ejemplo, también en el sistema decimal: 

466789 
X 8 

8 por 9,72; escribo el 2 protoena, y reservo el 7 para incorporar­
lo oon el próximo productillo: 

456789 
X 8 

8poT 8,64; 64 4* 7 de la reserva, 71: escribo el 1 como deutena, y 
''%lÚKrao el 7 coíno reserva. 
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456789 
X 8 

12 

8 por 7, 56; 56 + 7 de la anterior reserva, 63: escribo el 3 como 
triena, y guardo el 6 como reserva; 

456789 
X 8 

312 

8 por 6, 48; 48 + 6, 54: escribo el 4 y reservo el 5. 

456789 
X 8 

4312 

8 por 5, 40; -t- 5 de la reserva, 45: escribo el 5 y reservo el 4. 

456789 
X 8 

54312 

8 por 4, 32; + 4 de la reserva, 36: y escribo integramente el 86 en 
el lugar debido, como final de la operación: 

456789 
X 8 

3654312 
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EJempIoa . 

" Es evidente que, cuando se multiplica un guarismo de va­
rias cifras por un dígito, sin aspirar á obtener el producto to­
tal desde luego y en un solo renglón^ es indiferente empezar 
por la derecha ó por la izquierda, ó en otro orden. 

EJEMPLO DE MUiTIPLICAB EN EL SISTEMA QUIKABIO 

Empezando 
por Id izquierda 

= 200X2 
= 80X2 
= 4X2 

te 7, desde 

Empezando 
por la derecha. 

= 4X2 
= 30X2 
= 200X2 

un solo reí 

Locativamente 
ó sin cerof. 

234 
X 2 

= 200X2 
= 80X2 
= 4X2 

te 7, desde 

234 
X 2 

13 
110 
400 

= 4X2 
= 30X2 
= 200X2 

un solo reí 

* 284 ' 
X 2 

400 
110 
13 

= 200X2 
= 80X2 
= 4X2 

te 7, desde 

234 
X 2 

13 
110 
400 

= 4X2 
= 30X2 
= 200X2 

un solo reí 

13 
11 
4 

1023 

= 200X2 
= 80X2 
= 4X2 

te 7, desde 

1023 

= 4X2 
= 30X2 
= 200X2 

un solo reí 

1023 

eviadamen 

= 200X2 
= 80X2 
= 4X2 

te 7, desde luego, en 

= 4X2 
= 30X2 
= 200X2 

un solo reí iglón, diremos 

234 
2 X 4 = 8, que se escribe 13; pongo el 3 y guardo de reser­

va el 1 para agregarlo al siguiente prodactilio; 
1023 2 X 8 = 6 , -f 1 de la reserva =s 7, que se escribe 12: pongo 

"~~~~"~~ el 2 y retengo 1 de reserva para el produotillo uune-
diato; 

2 X 2 == 4, -f-1 de reserva 5, ^ue se escribe 10, y pongo ín­
tegro este resultado 10, por final de operación. 
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EJEMPLO DE MULTIPLICAR EN EL SISTEMA SKNABIO 

Empezando 
por la izquierda. 

Itmpezando 
por la derecha. 

2445 
X 4 

15112 

2445 
X 4 

15110 

I.ocatÍTamei>te 
ósluceros. 

2445 
X 4 

12000 32 32 
2400 240 24 
240 2400 24 
32 12000 12 

15112 

abreviadamente y, desde luego, en«un sólo tenglón, diremos: 
2445 

X 4 

15112 

4 X 5 = 20 que se escribe 82; pongo el 2 y reservo el 3 
para agregarlo al siguiente prodactillo parcial. 

4 X 4 = 16, 4- 8 de la reserva = 19, que se escribe 81; pon­
go 1, y llevo 3 de reserva; 

4 X 4 = 16 + 3 de la última reserva 19;... 
4 X 2 = 8, -}- 3 de reserva 11, que se escribe 15; expresión 

que, por ser final de la operación, inscribo íntegra. 

EJEMPLO DE MüLTIPLICAB EN EL SISTEMA SEPTENABIO 

Empelando 
porlaixqulerda. 

Empezando 
por la derecha. 

Locatlvam«nt« 
0 iln ceroi. 

456 
X 3 

456 
X 3 

456 
X 8 

1500 
210 

24 

24 
210 

1600 

34 
21 

15 

2034 2084 9(m 

abreviadamente y, desde luego, en un solo renglón, diremos: 
456 

X 3 8 X 6 =s 18, que se escribe 24; pongo el 4 ^ guardo el 2 
como reserva para agregarlo al inmediato prodaoti-
11o parcid.; 

8 X 6 := 15, + 2 do reserva 17, que se escribe 23; pongo 
el 3 y reservo el 2; 

3 X 4 = 12, + 2 de reserva == 14, que se escribe 20; expre­
sión que, por final, escribo integramente. 
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EJEMPLO DE MULTIPI-ICAB EN EL SISTEMA OCTOKABIO 

Empezando 
por la izquierdo. 

567 
X 6 

EmpcuiTido 
por la derecha. 

567 
X 6 

Locativamente 
ó sin cetoM. 

567 
X 6 

8600 
440 

52 

52 
440 

3600 

52 
44 • 

36 

4312 4312 4312 

abreviadamente y, desde luego, en un solo renglón, diremos: 
667 

X 

4312 

6 X 7 = 42, que se escribe 52; pongo el 2 y llevo 6 al si­
guiente prodnotillo parcial; 

6 X 6 = 36,4" 5 de la reservs, 41, que se escribe 51; pongo 
el 1 y llevo 5 al produotillo signiente; 

6 X 5 = 30, + 5 de la última reserva = 85, que se escribe 
43; y pongo íntegramente el resultado por no haber 
máa cifras en el multiplicando. 

EJBUPLO DB KULTIFLICAB SN BL SISTEMA. NONABIO 

Empezando Empezando 
por la izquierda. por la derecha. 

B5H 
X 7 

3511 
X ,'7 

Looatlraniento 
6 ala oeroi. 

3511 
X T 

»000 7 
8800 70 

70 3800 
7 23000 

88 
23 

26877 26877 26877 

abreviadamente y, desde luego, en ñn solo renglón, diremos: 
8511 

X 7 

26877 

7 X 1 = 7, y como en el sistem* nonario hay <áfr» que ex­
prese este produotillO) 1A eseribimaos en el lag»r de 
üut protoenas: 

7 X1^ ~ 7,1» esonbiremos en el Ingu áé las denteoaa; 
7 X & = 88, que se esoribe 88; ponderemos el 8 jr reservare­

mos el 8 para el Ügóiente proáaotíHq paroial; 
7x8s==21,4-3delare9erva=s=24^que8éesoribe28; ys© 

escribe mtegramsnte, como final, por no qae4|» ya ea 
Al m^plicaado más ei£rfls que mtiltíiriUesJr. 
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EJEMPLO DE MÜLTIPLICAE EN EL SISTEMA, DECIMAL 

EmpezAudo 
por la izqalerda, 

34719 
X 6 

Empezando 
por la derecha. 

S4719 
X t3 

Locatiramente 
ó sin ceros. 

34719 
X 6 

180000 54 54 
24000 60 6 
4200 4200 42 
60 24000 24 
54 180000 18 

20^14 208314 208314 

abreviadamente y, desde luego, en un solo renglón, diremos: 
34719 

X 6 

20^14 

6 X 9 : : = 54; pongo el 4, y retengo para reserva el 5; 
6 X 1 = 6, 4- 5 de reserva = 11; pongo 1 y reservo 1; 
6 X 7 = •i2, - - 1 de reserva = 43; pongo 3 y llevo 4; 
6 X 4 = 24, 4- 4 = 28: pongo 8 y llevo 2; 
6 X 3 = 18,4- 2 = 20; y escribo el 20 en el lugar de las 

pentaenas (correlativas), por no haber ya en el multi­
plicando más cifras que multiplicar. 

EJEMPLO DE MULTIPLICAB EN BL SISTEMA TTNDECIMAL 

ando 
por la'izquierda. 

6311 
X 8 

EmpexnDdo 
por la derecba. 

5311 
X 8 

Locativamente 
ó sin oeroB. 

5311 
X 8 

37000 8 
2200 80 
80 2200 

\ B 37000 

39288 

22 
37 

S9288 

abreviadamente y, desdé luego, en un solo renglón, diremos: 
5311 

X 8 8 X 1 = 8; y, como hay dígito que expresn el 8, se escribe 8 
ea el lugar de las pcotoeuaS; 

8 x 1 = 8, id., id., en el lugar de las deatenos: 
8 x 8 = ^ qae se escribe 22; pongo el 2 de la deteoha y 

reservo el de la ú^iaierda. . 
8 X 5 = 4D,' 4 - 2 s= 42, que se escribe 89; y lo copio porSnaL 
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EJEMPLO DE MUÍíTIPLIOAB BN EL SISTEMA DUODECIMAL 

Empezando 
por Iftizqaierda. 

Empezando 
por la derecha. 

74U . 
X 8 ' 

Locativamente 
Id sin eeroa. 

74H 
X 8 

Empezando 
por la derecha. 

74U . 
X 8 ' 

74U 
X 8 

48000 
2800 

80 
8 

8 
80 

2800 
48000 

8 
8 

28 
48 

4a888 4ft888 4a888 

abreviadamente y, desde luego, en un solo renglón, diremos: 

7411 
X 8 

4a888 

8 X 1 = 8; y escribo en el logar de las protoenas 8, por ha­
ber en el sistema esa cifra; 

8 X 1 = 8, lo escribo en el lugar de las dentenas; 
8 X 4 = 82, que se escribe 28; pongo el 8 bajo la raya, y 

constituyo con el 2 la reserva para el productiUo par­
cial inmediato; 

8 X,7 = 56, + 2 de la reserva = 58, que se escribe 4a; su­
poniendo que a signifique diez; y copio este último 
productUlo y suma, como final de la operación. 
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Prueba de la cifra máxima. 

Sabemos que todo guarismo está formado, en cada siste­
ma de numeración, por repeticiones de la cifra máxima del 
mismo sistema, más el valor absoluto de los dígitos con que 
el guarismo está escrito; y sabemos también que pueden ocu­
rrir dos casos: 

1." O bien que el valor absoluto de las cifras de los gua­
rismos forme sin sobrante una suma exacta de cifras máximas; 

2." O bien que la suma deje un sobrante, después de des­
contar de ella la cifra máxima cuantas veces eea posible. 

Examinemos el primer caso. 
Supongamos la multiplicación siguiente, del sistema qui­

nario: 
224 

X iJ 
~ 1232 

Esta suma abreviada seria la suma real, si se presentase 
en los términos siguientes: 

? 2 4 
-f- 224 
-t- 224 

= 1232 -̂  
• J 

TOMO t 4 8 
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Samemos las cifras con que está escrito el primer suman­
do; descontemos de la suma la cifra máxima 4 cuantas vece» 
fuere posible, y hallaremos que ese número está compuesto 
exactamente por agrupaciones del 4. 

Luego los sumandos todos están formados sin sobrante 
por el 4. 

Luego la suma 1232 ha de estarlo también, porque no 
puede haber en la suma más ni menos qne en el conjunto de 
los sumandos. 

Luego sumadas por su valor absoluto las cifras que for­
man la suma, y descontado el valor dé la cifra máxima cuan> 
tas veces se pueda, no ha de aparecer sobrante, caso de estar 
bien hecha la adición; y, si tal sucede, tendremos un indicio 
de altísima probabilidad de que la suma es la exacta. 

Y, en efecto, digamos analizando la suma total: 

1 4 - 2 + 3 = 6; fuera del 4, dos. 
2 -|- 2 = 4 ; fuera del 4, cero. 

Luego suma buena. 
De aquí resulta la regla siguiente: 
Si el multiplicando está formado sin sobrante por repeti­

ciones de la cifra máxima, y también lo está el producto, la 
multiplicación está bien efectuada, por ser altaúiente impro-^ 
bable que hubiese habido dos ó. más equivocaciones que s» 
compensasen exactamente. 

Bsaminemos ahora el segando caso. 
Supongamos que el maltiplioando deje un sobrante. 
Sea la innltiplioación siguiente del sistema decimal: 

3i4 
X 8 

= 1952 

£sta sum», i ia «breTÚoida, es como sigue: 
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24i sobra 1 fuera de los 9. 
2ái sobra 1 fuera de los 9. 
244 sobra 1 fuera de los 9. 
244 sobra 1 fuera de los 9. 
244 sobra 1 fuera de los 9. 
244 sobra 1 fuera de los 9. 
244 sobra 1 fuera de los 9. 
244 sobra 1 fuera de los 9. 

1952 sobran 8 fuera de loa 9. 

Laego si en cada samando sobra 1, ¿no es evidente que 
en los 8 sumandos sobrarán 8; es decir, 

8 X 1 ; esto es, 8 veces el 1? 

Luego las reglas de la prueba m'áxima serán, en general, 
las siguientes: 

1.* Se suman por su valor absoluto las cifras que compo­
nen el multiplicando; 

2.* Se excluye cuantas veces se pueda de la suma el valor 
de la cifra máxima; lo que por hipótesis dará un sobrante; 

3.* Se repite el sobrante las veces que indique el multi­
plicador; 

4.* y , si la multiplicación está bien efectuada, sobrará en 
el producto total lo que imporfc'e el productillo del sobrante 
por el multiplicador. 

Para efectuar esta serie de operaciones con facilidad se 
adopta la disposición siguiente: 

1.** Se ^soribe el sobrante del multiplicando á su dereolia> 
separado del guarismo por un paréntesis; 

2.** Se multiplica el sobrante por la correspondiente ci­
fra del multiplicadocj 

8.** De este productillo se saca la cifra máxima, sumando 
las cifras que lo expresan; y, si hay sobrante, este sobrante 
se escribe á la derecha del producto total, separándolo del 
mismo por un paréntesis; 

4.<* Por fin, se suman las cifrM del producto total; se ex­
cluye' de Ift suma cuantas veces ae pueda la cifra máxima, y 
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el sobrante ha de ser el escrito á la derecha, si la operación 
está bien efectuada. 

Todo como sigue: 
Sistema decimal. 

244 (> 
X 8 

= 1952 (8 

2 - j - 4 -}- 4 = 10; fuera de 9, uno; y se escribe el sobranle 1 á lá derecha 
del multiplicando; 

8 - j - 1 = 8; y se escribe á la derecha del sitio que ha de ocupar el 
producto total; 

1 -J- 5 -f- 2 = 8. Igualdad de sobrantes, multiplicación bien hecha. 

Sea la multiplicación siguiente del sistema duodecimal: 

3aM7 
X 4 

Se empezará preparando la prueba, para lo cual sumare­
mos las cifras del multiplicando, diciendo: 

3 -|- a = trece; fuera de 11, dos; 
2 -[- 4 4" 7 = trece; fuera de 11, dos; 

y escribiremos el sobrante 2 á la derecha del multiplicando^ 
separado por el correspondiente paréntesis; as í : . 

3ab47 (« 
4 

En seguida multiplicaremos ese sobrante 2 por el multi­
plicador 4, y colocaremos el producto 8 á la derecha del ren­
glón, donde se pondrá el producto total que hemos de obte­
ner; y, hecha la preparación, aparecerá lo siguiente: 

3ab47 (» 
X 4 

(» 

Entonces efectuaremos la operación de multiplicAr, y ten­
dremos: 
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3ab47 (2 
X 4 

= 1370G4 (8 

y , para ver si está bien hecha la multiplicación, haremos 
la prueba diciendo: 

1 + 3 -|- 7 = once; fuera de 11, cero; 
9 -f- 6 = : quince; fuera de 11, cuatro; 
4 + 4 = 8 . 

Sobrantes iguales, multiplicación buena. 

Con frecuencia ocurrirá que el producto del sobrante del 
multiplicando por el dígito del multiplicador, haya de escri­
birse con dos cifras. 

Sea, en el sistema decimal. 

354 
X 7 

Preparemos y saquemos el sobrante del multiplicando. 

354 (8 
X 7 

3 -J- 5 4- 4 = 12; ahora bien, 1 -}- -2 = 3; y escribimos ese sobrante 3 frent& 
al multiplicaíndo; 

maltipliqnemos ese sobrante 3 por el dígito del maltiplicádor 
7, y tendrejjíios 21. > 

¿Qué haremos en este caso? 
Sumaremos, según su valor absoluto, las cifras del 21, lo-

cual nos dará 3, y escribiremos esa 3 á la derecha del sitio 
destinado al producto total que vamos inmediatamente á ob­
tener. 

354 (» 
X 7 
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Efectuaremos luego la multiplicación, y tendremos: 

354 (a 
X 7 

= 2478 (« 

y comprobaremos diciendo: 

2 -f 4 + 7 = 13; faera de 9, 4. -
4 + 8 =r 12; fuera de 9, 3. 

Sobrantes iguales, multiplicación buena. 
¿Por qué? 
Esa suma abreviada sería, sin abreviación, lo que sigue: 

854 (» 1 
354 (S ^oma de los sobrantes, 
354 (í 
364 (3 = 21; 
364 (' ( 
354 (« 1 y 21 (=:̂  2 + 1); fuera de 9 = 8, 
354 ( ' / 

2478 (» 

El sobrante de oada sumando es 3; luego el de los 7 su> 
mandos será 21; luego la suma 2478 estará compuesta por la 
•cifra máxima cierto número de veces 4-21. 

Pero 21 (como cualquier otro número mayoj que 9) está 
á su vez compuesta por la misma cifra^máxima, exactamente 
-ó con sobrante; para saber lo cual no tenemos más que sumar 
por su valor absoluto las cifras del 21; (2 +• 1 =«3). 

Y, hecha esta suma, sabremos qu» 21 está compuesto por 
ia cifra máxima-f-8. 

21 = 94-94.8. , 

Luego, como 2478 effiá oompaastp de la cifra máxima + 
-3, j como 21 lo está también con un sobrante de 8j resultará 
qad, siendo i^^ales los sobrantes, está bien la operación. 

Todavía puede ocurrir una ligerisima difiQultad. 
Supongamos él ejemplo del sistema decimal 

, 8 8 4 ' '• • 
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Sacado el sobrante, resalta 
284 (« 

+ 284 (» 
- - 284 (» 

8 8 4 ( 8 ( _ ) I 284(8 
X 8 — ( + 2 8 4 ( « 

- -284(8 
- - 284 (8 
- - 284 (» 

Mnltiplicado ahora el sobrante (' por el multiplicador 8,̂  
resalta 48, 

Y sumadas las cifras 4 y 8, tenemos 12, suma que se es­
cribe con dos cifras. 

¿Qué liaremos? 
Volver á sumar las cifras de la nueva suma; esto es, el 

l y e l 2 . 
Y, obtenido el 3 (que es dígito en el sistema decimal), lo 

escribiremos á la derecha del sitio que ha de ocupar el pro­
ducto. 

384 (8 

Y, efectuada la multiplicación 
884 (8 

X 8 

== 8072 (» 

veremos que está bien, haciendo la suma 3 -f- 7 -+- 2 = 12; de-
donde, excluyendo el 9, resulta de sobrante el 8 (14- 2 «> 8). 

De lo dicho se dedaoe el procedimiento siguiente, que-
abaroa toáoslos oanoapara la preparación dé la prueba: 

1.** Se saman las cifras del multiplioando; 
2." Se excluye la cifra máxima todo lo posible^ 
3." Se escribe é^ sobrante, si lo hay, ¿ la dereeha del mul­

tiplicando; y, si no lo hay, se pone cero también á la derecha 
del multiplicando; 

4.** Si no hay sobrante, le pone también cero ¿ladereoha^ 
del sitio destinado al producto total; 

5.<* Si hay sobrante se multiplica ese sobrante por el di' 
gito que aparezca como multiplioador; 
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6.° Esta multiplicación puede dar lugar á dos casos: ó 
bien se escribe el productillo con una cifra, ó bien con dos; 

7.° Si con una, se anota á la derecha del lugar destinado 
al producto total; 

8.° Si con dos, pueden ocurrir tres variantes: 
O bien las dos pifras suman menos que la cifra mixima; 
O bien suman lo que ella; 
O bien suman más; 

9.° Si menos, se escribirá á la derecha del sitio del pro­
ducto total el dígito que represente la suma. 

10. Si lo mismo, se pondrá cero; 
11. Y si más, se imaginará escrito el número según re­

quiera el sistema en que se opere; se sumarán de nuevo las 
cifras que lo compongan, y se anotará el resultado á la dere­
cha del sitio que ha de ocupar el producto total. 

'H.edhai la preparación se procede á la multiplicación; y, 
verificada, se pasa á la prueba; para lo cual se suman las ci­
fras del producto total; se excluye la cifra máxima, y el so­
brante, si la operación está bien, será igual al previamente 
escrito á la derecha del producto. 

Véanse como ejemplos las pruebas de las multiplicaciones 
analizadas en la Lección anterior. 

Quinarlo. Senario. 

234 
X 2 

2446 
X 4 

(0 . 

= 1023 

Septenario. 

= 15112 

Octonario 

(« 

456 
X 3 

567 
X 6 

(* 

= 2034 

Konarto. 

= 4312 

Decimal. 

e 

8511 
X 7 

34719 
X 6 

c 
= 26877 = 208314 (•« 
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Cndeoimal. Duodecimal 

5311 C 
X 8 

7411 (* 
X 8 

= 39288 (0 = 4a888 (6 

De lo expuesto en esta Lección se deduce un» ]^ropiedad 
curiosa de los productos por 1 dígito de la cifra máxima: ob­
servémosla en la decimal. 

Todo producto de 9 por 2, por 3, por 4, etc., tiene que ser 
divisible por 9; pero para que lo sea es forzoso que sumen 9 
sin sobrantes las cifras con que el producto se escriba. Y, 
como l<i.8 combinaciones de dos dígitos que den 9 de suma, 
no son más que 1 y 8; 2 y 7; 3 y 6; 4 y 5, forzosamente ban 
de resultar expresados por las permutaciones de las anterio­
res cifras, los demás productos del 9 por los dígitos restantes 
del sistema decimal: 5 y 4; 6 y 3; 7 y 2, y 8 y 1. 

Y, en efecto 
9 X 2 = 1 8 ; (1 y 8) 
9 X 8 = 27; (2 y 7) 
9 X 4 = 36; ?3y 6) 
9 X 5 = 4 5 ; ( 4 y 5 } 
9 X 6 = 64; (5 y 4) 
9 X 7 = 68; (6 y 8) 
9 x 8 = 72 ;hy2) 
9 X 9 = 81;(8yl) , 

Y lo análogo en los demás,sistemas. 

4» 
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Hnlt lp l l cador de machas e i f r s u . 

Hasta ahora en los ejemplos aducidos el multiplicadoi 
sólo ha tenido una cifra. 

Veamos lo que pasará cuando tenga más. 
Sea el ejemplo del sistema decimal 

'347 
X 33 

multiplico primeramente por el 3 protoena; 

347 
X 3 

1041 

multiplico luego por el 3 deutena; 

847 347 
X 80 , 3 

ó bien 

10410 1041 

Y, por último, sumo los dos productos parciales; 
1011 1041 

4- 10410 1041 
ó bien —• — 

= 11451 11481 
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Por fortuna, no es necesario hacer todas estas operacio­
nes separadamente. Pueden efectuarse seguidas y hasta su­
primiendo el cero de las deutenas; y el resultado será el que 
sigue: 

347 347 
X 38 X 33 

1041 ó bien 1041 
+ 10410 1041 

= 11451 11451 

Véase esto con todos sus detalles teóricos en el ejemplo 
siguiente. 

Supongamos que tuviéramos que jjacer la multiplicación 
del número 342 por 2 222. 

En vez de escribir 2 222 vec^s el sumando 342, lo repeti­
remos primero 2000 veces, luego 200, después 20 y, en fin, 2; 
y así tendremos: 

3 0 0 X 2 0 0 0 = 600000 
- f 40X2000 = -|- 80000 
4- 2 x 2 0 0 0 = - f 4000 

3 4 2 X 2 0 0 0 = 684000 

800 X 2 0 0 = 60000 
- f 40 X 2 0 0 = : + 8000 
- f 2 X 200 = - f 400 

.342 X 200 1= 68 400 

300X 
-f 40X 
+ 2 X 

342 X 

20 = 
20 = 4-
20 =: 4-

20 = 

6000 
800 
40 

6840 

-i- 2 X 

842X 

2 = 

2 = 

600 
80 
4 

684-• 
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Y, reuniendo los productos parciales, aparecerá la suma 
t otal 

684 000 684 
•4- 68400 684 

, 4 - 6840 684 
+ 684 ¿bien 684 

342 X 2 222 = 759 924 759924 

Be donde resulta que en teoría para sumar abreviadamen­
te se dividen en sus componentes, según la estructura escri­
ta, tanto el multiplicando como el multiplicador,' se prescin­
de de los ceros, se multiplica ordenadamente cada dígito del 
multiplicador por cada dígito del multiplicando, y á los pro-
ductillos se agregan los ceros suprimidos, ó, LO QITB ES LO 
msuo, se colocan las cifras en los lugares que los ceros indi-
carian. 

Y, desde luego, empezando por la izquierda, té obtiene 
la operación así: (protoenas, deutenas, trienas, etc.). 

342 
X 2222 

684 
684 

684 
684 

759924 

Sea la trama abreviada 222 repetido 342 veoes. 
Se dispondrá teóricamente asi, ai se empieza pur la iz­

quierda: 
Multipliecmdo.. 323 
MulHpliiaáor >í S42 _ 

,• / 60000 = 900x800 1̂  . 6000 = H - 20x800 
h - 600=: - - 3 x 9 0 0 

- - 8000a=- - 300x 40 
ProdMeto$ pareiaíe$.... / . - 800 = - . 30X 40 

1 •. >. 80 s s - - 3 X 40 
t . -aoox 3 r" . aox 8 

( H 4 = s ^ h 8 x 3 
Fiviiuk teial> = 75934 
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La operación, con grandes ventajas, puede empezarse por 
la derecha, así: 

222 
X 842 

4 = 2X 2 
40 = 20X 2 

400 = 200X 2 
80 = 2X 40 

800 = 20X 40 
8000 = 200X 40 

600 = 2X300 
6000 = 20X300 

60000 =200X300 
= 75924 

Pueden suprimirse los ceros si cuidadosamente se colocan 
las cifras de primer orden en primer lugar, las de segundo en 
segundo, los de tercero en tercero, etc. 

222 
X 342 

4 
4 

4 
8 

8 
8 

e 
6 

75924 

Y olard es qué en el ejemplo anterior ap tabr ía inoonye-
niente en cdl04»r las oifras en ísólo tres renglones, como sigue: 

¡MHplieímdo 222 
IMtípUoddor......... X 842 

PntáMoto» poreiale$.,.. 
444 

Proimto tetot......., Í6994 
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Examinemos otro ejemplo tambi én en el sistema decimal. 
Empezando Empezando Locatiramente 

,. por la izquierda. por la derecba. ó sin ceroa. 

Multiplicando 897 897 897 
X 366 X 365 X 365 

/ 240000 35 35 
27000 450 45 

1 2100 4000 4 
• / 48000 42» 42 

Piodwctoaparciaka.... . ! 5400 54C0 . 54 
, 420 48000 48 

, 4000 2100 21 ^ 
1 450 27000 27 ^ 
\ 35 240000 24 

3-27406 327405 327405 

Pero ya ahora estos ejemplos no pueden, desde laego, po­
nerse en tres renglones, como el de la mnltiplioacióu ante­
rior, por ser preciso hacer antes las sumas qne siguen, i causa 
de las reservas: 

SU 
450 

4000 

4485 

420 
5400 

48000 

63820 

2100 
27000 

240000 

269100 

4485 
58820 

269100 

327405 

Pero, si cupiera efectuar las tres sumas primeras de me­
moria, podríamos ya escribir los productos parciales en tan­
tos renglones como cifras significativas tiene el mtiltipUoa-
dor; y entonces, desde luego obtendríamos, con gran ahorra 
de tiempo y de trabajó, lo que signe: 

MuUi¡aie<mdo 897 
Mult^ieador X 865 

' í 44SB 
Proéhtatot parñaki.... \ BBSQ 

I 2891 

FroiHctoMat 827406 

Por snwrte, esta olas» de «timas puede faoüisimainente 
laacMrse de memoria, según lo ya demostrado. 

Obtenido el |nimer renglón de los prodaotos parciales, se 
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obtendrán análogamente el segundo renglón, el tercero, el 
cuarto, etc., etc., sin más diferencia que la de empezar el se­
gundo renglón desde el segundo lugar (el de las deutenas) 
hacia la izquierda; dos lugares á la izquierda (trienas) el ter­
cero; tres el cuarto..., y así sucesivamente. . 

Conseguidos de tal modo y desde luego los productos par­
ciales, se hallará la suma ó producto total sumando todos los 
productos parciales. 

Excusado es decir que, si no hay reserva no habrá nada 
que agregar al productillo parcial de un dígito por otro, y 
que, si este productillo se escribe con una cifra, se anotará, 
desde luego; pero si con dos, sólo se escribirá la cifra de la de­
recha reteniéndose la de la izquierda para agregarla como 
reserva al productillo parcial contiguo, á no ser que hubiése-
mps llegado al fin de la operación, en cuyo caso el productillo 
incorporado á su reserva se anotaría íntegramente. 

BEGIiA. 

Para efectuar una multiplicación, cuyo multiplicador ten­
ga muchas cifras, se multiplica todo el multiplicando por 
cada una de las cifras del multiplicador y los productos par­
ciales se coloQan en el lugar que les corresponda según el or­
den á que pertenezca la cifra multiplioadora (protoena, deu-
tena, triena, tetraena, péntaena,.., etc.) Luego se suman los 
productos parciales, y esta suma final representa la totali­
dad del producto. Véanse los siguientes ejemplos del sistema 
decimal. . 

384 1007 
X 30Í? X 5004 

768 
11520 

4028 
503500 

115968 5039028 

34681 
X 4000 

* 
7467867 

X 2Ü0Q6O3 

188724000 22403601 
448072020 

14986734000 
22403601 

448072020 
14986734000 

: « , . 1494Q2871ÍS801 
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Los ceros que en los productos parciales resnitan á la de­
recha suelen en la práctica suprimirse; pero es de aconsejar 
que se estampen siempre, no sea que en la multiplicación se 
olvide el sitio en que debe empezar el inmediato producto 
parcial. Por esto resulta censurable la práctica sistemática 
de lo siguiente: 

7467867 
X 2000603 

224(B601' 
44807202 

14935734 

' 149^23712^01 

S48004567 
X 105006028 

1044013701 
696009134 

2088a27«)02 
1740022835 

348004567 

3«561867813107041 
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Pruebas. 

La prueba de cada producto parcial se hace, como si ese 
producto existiera solo, escribiiendo el sobrante á la derecha 
«eparado por un paréntesis: para la prueba de la suma de los 
productos parciales (cuya integración da el producto total), 
se sniuan los sobrantes de los productos parciales; se saca la 
-cifra máxima á la suma total, y el sobrante se coloca á la de'-
recha del sitio que ha de ocupar el producto total. 

La multipUcaoión, pues, resultará bien efectuada si el »o-
l>rante de la suma de las cifras del producto total es el mis-
ano que el anotado á su derecha. Sea la multiplicación: 

8708 
X 8997 

PBXPA&ACIÓN 

8706 (» X, 899.7 

(• 

« + 7 =al^, «aera de 9,6; 64-6«13; faer» de 9,8, y seetóribeelS 41*de­
recha del mnltiplioMado. 

nwoi. ftO 



3 9 4 ARITMÉTICA PURA 

Ahora se multiplica cada cifra del multiplicador por el so­
brante 3 obtenido del multiplicando. 
7 X 3 = 21; 2 - j - 1 = 3; y se escribe el 3 4 la derecha del renglón que ha 

de ocupar el primer producto parcial. 
9 X 3 = 27; 2 - j - 7 = 9; fuera de 9, cero, y se escribe el cero á la derecha. 

del segundo producto parcial. 
Y del tercero. 

8 X 3 = 24; 2-4-4 = 6; y se escribe el 6 4 la derecha del cuarto producto 
parcial. 

Ahora se suman los sobrantes: 
3- | -0 - f -0- | -6 = 9; fuera de 9, cero; y se escribe el cero á la derecha del 

sitio destinado al producto total. 

OPISRACIÓN EFECTUADA 

8706 (S 
X 8997 

60942 (» 
78354 (« 
78354 
69648 Í: 
78327882 (O 

Obtenido el primer producto parcial 
se comprueba: 6 - j - 4 4 - 2 s = 1 2 ; l - f 2 = 3.—Bien. 

Id. el segundo: 7 - f . 84 .3 -^ -5^-4 = 2<;2 - f7 = 9, cero.—Bien. 
Id. el tercero: ídem. 
Id. el cuarto: G-f 6 - f 4 - f 8 = 24,2'-f 4,6.-BÍMi. 

« 
Bespecto del producto total se dirá: 

7 4- 8 = 15; fuera de 9, 6. 
6 - t - 3 = 9; fuera de 9, cero. . 
3 - ) - 7 = 9; cero. 
8 4 - 8 = 16;fuera de» ,7 . 
7 - f 2 = 9; cero. Operación bien hecha. 

Puede haberse esta prueba de una ves, sumando todas la» 
cifras del prodnoto total: 

74-8 + 3 + 2 - t -7+8 + 8 + 2 = 45; 4 .•-6 = 9; fuera de 9, cero. 

A la prueba de la cifra máxim|k debe darse un altísimo 
grado de probabilidad. 

Sin embargo, couTiene saber que es falible; porque, para 
que no lo fuera, en. preciso, como .ya se advirtió oportnna< 
mente, deóir, no que todo número está oompuMt^ ^ Ik íÁñar 
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máxima -I- un sobrante (que puede ser cero), sino que tal nú­
mero está compuesto de tantas veces la cifra máxima -+- el 
sobrante que resulte. Pero, á pesar de esta posible falibili-
<3ad, sólo hay que pensar alguna cosa en ella cuando en 
multiplicando y multiplicador haya ceros. 

Por ejemplo: 
300001 (* 

X 200007 

, 2100007 (i 
600002 [} 

60002300007 (« 

El producto verdadero es el que antecede; pero las reglas 
ele la prueba no nos advertirían de error, aun cuando hubié­
remos, por equivocación, hecho la operación como sigue: 

SOOOOl (* 
X 200007 

2100007 (• 
600002 (8 

8100027 (9 

O de este otro modo, también enormemente equivocado: 

800001 (• 
X 200007 

217 (1 
62 (.8 

837 (O 

O de este otro: 
800001 (* 

X 200007 

210007 (• 
6200 (8 

830007 (O 

Etc., etc.-
Cuando haya, pues, ceros en el multiplicando ó en el mul­

tiplicador, ó bien en ambos á la vez, además de aplicar la 
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prueba déla cifra máxima (siempre, siempre, siempre nece­
saria y oportuna), debe antes examinarse atentamente si ca­
da cifra está colocada en el lugar que le corresponde; y, es-
tándolo, vuelve la prueba á adquirir su inmenso grado de 
probabilidad. 

Por eso conviene tanto no dejar de anotar en los produc­
tos parciales (á no ser en casos muy sencillos) los ceros que-
deban aparecer á la derecha. 

300001 
X 200007. (• 

2100007 O 
6000020000 (.« 
60002300007 (<> 

E J E M P L O S (1) 

1284 
203 

4312 
30230 

312112 

22844 
14550 

11162 

28fi«i 
14868 

11664 

QXnUAKIO 

40(̂ 21 (« 
4003 

(O 
2202018 (« 

310283400 (O 
3110041013 (« 

SBNABIO 
3354 (O 
234 

14442 
534 

fo» 

í." 
(» 

1S31444 (O 

111052 
42^0 
12584 

?o 

SEfTBKAEIO 

2666 (» 
8046 

¡ 
122006^1 (> 

9381052 (O 

seeoQ (O 
.4601 
86608 f 

A 826134 (O 316816 i» 
36^00808 (O 

(1) El iágno X Éade saprimirm Ant» el tnol̂ bliissador ctumdo m sabo' 
qnela oparmoídii «i de mtdtipliottr. 
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OCTOHAEIO 
37467 (8 
50034 
176334 Cü 

136645 f* 
23602300 V' 
2363015004 (« 

137777 (* 
4706 

1077772 (' 
12377710 ,0 
577774 I* 
725073072 (S 

SON ARIO 
47888 (3 

8S3 
430381 [O 

480881 (O 
430881 (O 
47840001 (O 

46974 
39S (' 

375792 
422T66 
140922 
18695652 C 

840a 
285 (' 

15946 
al28 

^ 1 9 
788al6 c 

DECrMAL 

340002 (» 
56003 

' 1130006 (3 
226001300 (« 

i"-1820011 
21461253006 f» 

7640002 (í 
52006 

45840012(» 
1528000400 i» 

38200010 {» 
397325944012(•. 

UNDECIMAL 

IsOOS (* 
4a7 

12401a (» 
181028 (O 
77011 (.« 

(• 

DUODBCIUAIi 

T4ab8 (« 
432 " 

1399a6 
la!»99 
267790 
27713776 "(» 

3b476 (9 
a«}6 

178bl6 (I 
1896600 (S 
%5ad0 (> 
349963bl6 (» 

También se considera eomo prueba (y ooxoo prneba iztfali-
ble) la repetióión áe una operaoidn de mnltiplioa;̂  óon los fao-
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tores invertidos. Así, la prueba, por ejemplo, en el sistema 
decimal, de que 27 X 53 da 1431, es que también dé 1431 el 
producto de 53 x 27. 

27 
X 53 

1431 UBI 

Pero, aparte d© que pueden siempre coincidir íos resulta­
dos erróneos, ó de que una operación bien hecha puede pare­
cer equivocada por equivocación en la prueba, la repetición 
de una operación larga de multiplicar con los factores inver­
tidos tiene en contra suya el mucho tiempo que exige y el 
cansancio que produce el no variar de operación. En la prue­
ba de la cifra máxima, el, operador deja de multiplicar para 
encontrar los restos, lo que disminuye la fatiga, pues todo 
cambio es reposó; pero en la prueba de los factores invertidos 
no puede haber descanso, porque á una operación de multi­
plicar sigue otra, también de multipücar. Por eso no está en 
uso la pruebade la inversión, consistente, en Aritmética pura 
en la evidencia de que el orden de los factores no altera el 
producto: 4 x 3 = 3 x 4 . 

Sin embargo, por vía de ejercicio, deben repetir los alum­
nos los 16 ejercicios últimos, tomando'como multiplicador á 
cada uno de los multiplicandos, y como multiplicando á cada 
ano de los multiplicadores. • 

QCIKARIO 

203 4003 
X 1234 X 4(XB21 

1822 
1114 
208 , Etc., etc. 

812112 
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Como ya hubo ocasión de manifestarlo, el valor de una 
prueba depende todo de su facilidad de ejecución y de su gran 
probabilidad de exactitud; ¡preciosas propiedades que reco­
miendan efícacísimamente la prueba de la cifra máxima de 
cada sistema de numeración! 

Pero, por carencia de tales cualidades, no es de recomen­
dar la prueba de la inversión de los factores, considerada 
como la línica exacta en los Tratados de multiplicar, por ser 
de evidencia (1), en Aritmética pura, que el orden de lo» 
factores no cambia el producto. 

(1) Los aritméticos no lo oonsideraa ftsi, por lo oaal demuestraa muy 
láborioaftmeüte qae «el orden de los ñujtores no altera el producto». Tam­
bién en esta obra se demostrará más adelante. 
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JBJereiciiM de ntaltipllcar. 

Ejercítese el alumno en sacar los productos de las opera­
ciones siguientes: 

QCINARIO 

(Clneo dftM —Cita m^xtaui al i.) 

8434 
324 

(»' 

r 
(» 

(» 

SatTABIO 

(SMS eifiM.-Clta aásSa» ^ »•) 

6604 
436 

(• 

^ 

(' 
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8EPTENAKI0 

(Siete clfru.—Cl&a mázini* el 6.) 

6663 (•'' 
4056 

(* 

OCTOXAKIO ' 

(Ocbo oUraa.—Cifra máxima el 7. 

1764 c*. 
236 

(0 

c 
NONARIO 

(Kuevetdftttt.-Ciftamislmael S.) 

8788 f4 
235 

(* 

OECIHAL 

IMW «iftM^Cift* nisiBUl «19.) 

8788 (« 
285 

(• 

(• 

TOHOI. ** 
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UNDÉCIMA!. 

(Once cifru—Cifra máxima el a) 

3aa8 
342 

(1 

DUODECIMAL 

(Doce cifras.' - f^f» máxima el b ) 

8245 
baG 

(« 

c 
(7 

Para adquirir soltura y ejecutar con firmeza y sin vacila­
ciones la importante operación de multiplicar en los varios 
sistemas de numeración estudiados, siguen ejemplos de los 
que ofrecen alguna particularidad ó combinación difícil. El 
alumno debe repetir los siguientes casos, consultando los 
resultados parciales sólo cuando advierta equivocación, ma­
nifestada por la prueba de la cifra máxima. 

CUATBRNAHIO 

833ál 
X 321 

(<• 

QUINARIO 

24321 
X 423 

(• 

.«Í3321 
133302 

28322B 

, ( 0 134813 
104142 

218334 
(0 

32021301 

, ( 0 

23114333 c 
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SRKARIO SBPTBHARIO 

5432104 
X 4532 (* 64321 

X 453 
(* 

15304212 
25140320 

44444532 
86012424 (' 

256263 
451235 

353614 

4Í15S943QR419 (» 
43463343 (» 

OCTONARIO 

(» 

OCTOSARIO 

6743 
X 243 c 76451012235 

X 645 (' 

24651 
33614 
15706 

(* • 470715063421 
372244051164 

567366075656 
(» 
Í : -

2153611 e 63352165363061 

NONAKIO 

(« 

NONARIO 

63352165363061 

NONAKIO 

240788 
X 37602 (» 41006588(0 

X 30020003 

504687 
16152830 
1863182 
752586 (' 

133021886 (0 
82014287000 (<» 

13302188600 (» 

10662286087 (« 
133114024600188Í 

)BCIMAL 

1(0 

I 

133114024600188Í 

)BCIMAL 
V 8965874 

X 9743286 (• 

• 

23795244 
317^992 
7981748 

11897622 
16863496 

27761118 
85692866 

(» 
(• 
(• 

88640644621964 (» 
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54326543215438765432354876423 (' 
X 432532 

108653086430877530864709752846 fs 
162979629646316-296297064629269 ••« 

271632716077193827161774882115 « 
108653086430877530864709752846 í» 

162979629646316296297064629269 U 
217306172861755061729419506692 i 
2349796889006016008998781940e993(^. 

• 

INDECIMAI. 

34a6 1» 
X 4a3 

tóft7 (» 
81565 (0 

' 12892 f« 

1603137 i> 

\ 
3240aa |9 

X 200034 

11953a7 (« 
97l2a8 C 

6481a9000 (» 

6482aea8877 (» 

P0ODECIMAL 

a4b 3 
X tó 

189» (• 
8812 ( 

8m» (» • 

8ftb (• 
X âa 

79» (« 
8813 (• 

1878 (• 
* 

• ieb4b» -(* 
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ab4 (' 
X 3ba 

9154 
a048 
28a0 

(• 

377G14 c 
45b43a 
X b6a (* 

88b5724 
lá58972 
4164b62 

(' 

487779444 •(•'• 

89b7a 
X 8b7 . (' 

51996a 
811822 
5a7928 (" 

6790878a (• 

ab9 
X 8a2 (• 

19b6 
9196 
28b3 í." 
862a56 (• 

a2b 
X b8a 

8662 
2689 
9481 

Í: 

97b433 <* 
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ab32ab432 (« 
X b493a 

9148515678 (» 
28í)988aOy6 (3 
825522624(> (» 

3790b79508 (• 
a03b804aaa (O 

a4828454006al8 

84ba35aab435 n 
X b45lb 

786a525004bl7 (o 
2!)7b51b7795i8 (« 

860b855C68951 (* 
297b51b779ol8 (8 
786a5a5004bl7 i» 

7b83ab48393b3bl97 (« 

4t)5aabb54328 (' 
X 43ba5a 

416bllb656828 .(* 
209586b929414 (• 

4l6bllb656828 (• 
466500b5aab54 (» 
12a588ba40980 {••• 

179b7rb9950a8 (« 

t . 
1953b9702a89745568 ( « 

APÉNDICE. 

La operación de multiplicar no presenta por lo regalar se­
rias difíoultades & los qne metódicamente se ejercitan eii ellâ  
todo lo necesario para dominarla por completo. > 

Pero hay quienes siempre encuentran ardaas las opera­
ciones de memoria, especialmente cuando mnltiplioaudo y 
mnltiplioador tienen mnokas cifras; y, para esos individnos^ 
así como para alivio de la atención, ann en loq más hábiles y 
diestros, se inventó el ABACO BABDOLÓOIOO Ó neperiano (de-
^á^o;, varilla, y "í^of, discurso; y de KÍPÍBB, latinizado en 
Nóperus, a][>elUdo del inventor). 

Nápier, barón de Merchiston, conocido más bien por Ios-
latinismos de su apellido, ]!7ép6r, Néperus, de donde se han. 
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<lerivado los adjetivos Neperiano y Neperiana, y cuyos traba-' 
jos matemáticos parecían tener por muy principal objeto el 
de facilitar las operaciones aritméticas, publicó su invención 
de las varillas en una obra impresa en Edimburgo en 1617, 
titulada Ehabdologia (de ^¿¡ÍOOÍ, varilla, y )>dvo;, discurso). 
Por su ingenioso invento, la operación de multiplicar se re­
duce á la de sumar, y la de partir á la de restar; así como se 
reducen la de elevación á potencias y la de extracción de raí­
ces á las operaciones de multiplicar y partir por medio de las 
tablas de logaritmos, inventadas geométricamente por el mis­
mo Nápier ó Néper. 

El ABACO SABDOLÓOICO Ó NEPEBIANO, es uu tablero con re­
bordes (semejante á los de los galerines de imprenta), en el 
cual se colocan y sujetan las varillas neperianas cuando se 
usan para las grandes operaciones de multiplicar (ó de par­
tir), y en que, después de hechas las operaciones aritméticas, 
se guarda clasifícado y en orden el.juego de varillas. 

También por extensión (aunque impropiamente) se da el 
nombre de ÁBA-CO NEPEKIANO al conjunto de tablero y de va­
rillas. 

1 

2 • 

3 

4 ' 

5 

6 

7 

8 

9 

El tablero y las varillas tienen por objeto convertir en 
jiutnag muy sencillas todas las operaciones aritméticas de mul­
tiplicar números enteros (y en restas las operaciones aritmé­
ticas de dividir). 

Las varillas neperianas son por lo regular cuadradillos de 
madera blanca (peral, por ejemplo), ó bien (y es lo común) 
tiras de madera, metal ó cartón grueso y resistente; una 
de cuyas caras está dividida con esmero en nueve cuadra­
dos, y todos los cuadrados, excepto el superior, se hallan 
subdivididos 6tt dos triángtilos por una diagonal tirada des­
de el ángulo 'superior de la derecha al ángulo inferior 
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yí 

¿i 

de la izquierda. Ea el cuadrado primero de cada vari-
i l a (el DO dividido en dos triángulos) se halla trazado^ 
de tipo muy grueso ó más visible que los demás, uno de 
los números dígitos, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ,8 , 9 (en la i5gura 
adjunta lo está el dígito 8); y en cada uno de los cua-
Jdrados inferiores, ya subdivididus en triángulos, se es-

y^ .cribe el duplo, el triplo, el cuadruplo... el nóncuplo del 
TTl 'número inscrito én el cuadrado 'superior, cabeza de la-

|varilla. Cuando el prodlicto sea de una Bola cifra, ésta 
se trazará en el triángulo de la derecha; y, cuando de 
dos, la decena ó deutena se pondrá en la casilla trian­
gular izquierda y la unidad ó protoena en la trian­
gular derecha de un mismo cuadrado. 
I El ¿baoo, es decir, el tablero, tiene en su reborde iz­

quierdo, trazados de arriba abajo, los números dígitos 1 á 9, 
en tipos iguales á los que encabezan las varillas. 

Provisto ya el calculador del abaco ó tablero indicado y 
de un juego suficiente de varillas neperianas, supongamos 
que se desee multiplicar el número 6 785 399 por un dígita 

c 2 

cualquiera. Al efeoto se eolpáaráa nnss | ttnio ¿ otras en el 
abaco (como itidica 1» i ^ r a ) , «iete Tatíilas encabezadas por 
losdígitosS, 7, 8 , 6 , 3 , 9 7 9 ; f, hecho esto, se podrán obtener 
todos los productos parciales de 6 78ú 899 por 2, por 8Í por 4, 
por 5... por 9, ntilisanáo al efecto las cifras do las fajas ho> 
rizontales. 

Así, pues, el producto. 

«786889XS. 

•e halliri, sagán la ^ i n t a faja horisontal indicada por el 6 
qne se halla á 1* isqniercla del tablero en el ooadrado quinto 
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-de la columna de cuadrados (no divididos por triángulos); y, 
al efecto, escribiremos de derecha á izquierda: 

1." Las unidades del triángulo inferior de la derecha 5 
2.° La suma de las decenas y de las unidades de los dos 

triángulos, superior é inferior, de la misma faja horizontal, in­
mediatos al 5 y á la izquierda 4-1-5 9 

3." La suma (que por casualidad es también 9) de los otros 
dos triángulos contiguos á la izquierda 4-+-5 9 

4." La suma de los otros dos 1 -t- 5 6 
y sucesivamente la suma 2 -•- 0 2 
la 4 - ^ 5 9 
l a . . . . 3 - > - 0 . . . . 3 
y el 3 restante de la faja 3 . . 3 

resultando, por consiguiente, que el producto buscado es... 3 3 9 2 G 9 9 & 

Lo dicho del producto de este multiplicando por 6 se en­
tenderá análogamente del de cualquier otro dígito; y, así, si 
tuviéramos que multiplicar 6 785 399 por 978 624, los produc­
tos parciales serian dados por las sumas de decenas y unida­
des de las fajas del 4, del 2, del 5, del 8, del 7 y del 9, y 
tendríamos: 

6785399 (* 
X 97S524 

27141596 (8 
18570798 (* 

88926995 (« 
54283192 (1 

47497793 (S 
61068591 (O 

663967577107C ( ' 

Esta m^ltiplicaciíjn quéj sm el abaco y las varillas nepe-
TÍanas, reqíiehría bastante tiempo ¿ los poco ejercitados, se 
hace en breves instantes sin máa que poner algún cuidado al 
sentar, siempre de derecha á izquierda, los guarismos corres­
pondientes á cada faja. Sentado cada producto parcial, debe 
«iempre hacerse la prueba de los 9. 

(Véase más adelante ha aplicación del ábaoo Neperiano á 
la operación de partir O ' ' ' 

Las varillas y el tablero han recibido en eske siglo tin» 
modificación que hace más fácil su empleo y su lectura, pijr-
que, cuando el abaco está dispuesto-para fánoioiíar, cada dos 

TOMO I. 62 
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cifras de las que deben ser sumadas en cada faja horizontal 
se hallan dispuestas dentro de un rectángulo ó de un rombo. 
Al efecto, se da á los rebordes laterales del tablero una in­
clinación como de 60 grados, 

y a cada varilla la forma de un paralelogramo capaz de ajus­
tarse al abaco modiñcado. 

Asi, las rayas que han de formar los reptingnlos ó lo» 
rombos, cuando se hallan yuxtapuestas las varillas necesa­
rias para un cálculo, aparecen impresas 6 grabadas de tal 
modo, que resultan mucho más risibles que las junturas de­
cada dos rarillas. 

Hé aquí el abaco dispuesto para funcionar: 
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Abaco neperiano mmUricado. 

También hay un sistema de varillas oblicuas, cuyo ángu­
lo respecto de la base es de 45°, coa lo que los rectángulos 
-ó los rombos resultan cuadrados perfectos. 
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Humera de la» elfras del prodaeto total. 

Designemos, en general, por Z ta cifra máxima de na 
sistema cualquiera. 

Designemos por Y la cifra que en valor antecede á la mi-^ 
xima. 

Asi, en el sistema decimal Z será 9, y Y será 8. 
Digo que: Si se multiplica la cifra máxima por si misma,, 

el producto estará expresado en todos los sistemas por la. 
fórmula 

Y 1(1) 

ViU efecto, en el sistema decimal, 

9 X 9 = 81 
= ooho deatenas decimales + 1 
=«804-1 

£ n el sistema quinario 

4 x 4 = 81 , 
rs tr«B deateaas qaiiiftriu + 1 
«S80-+-1 
= en'el sistema decimal 4 15 + l'ac 16 

(1) Beeoárdese qae en Aritmétíea la Toxtaporiéión signifioa stuna. Por 
eoDaigoiento, la expeeión Y 1 quiere deett* Y 0 + 1 ; esto es, Y deutenas 
-f-1 protoena; (sa 81 en el sistetoa decimal: en eíbeto, 9 x 9 sa 81). 
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En el sistema duodecimal 

= diez deutenas duodecimales + 1 
== a.O + 1 
= eñ el sistema decimal á 120 + 1 == 121 

En el un decimal 

a X a = 9l 
= nneve deutenas undecimales + 1 
= 9 0 + 1 
= ea el sistema decimal á 90 + 1 = 100 

La demostración de esta propiedad es casi de evidencia. 
La cifra máxima en todos los sistemas, multiplicada por 

lo que valga en él un 1 y un cero, es igual á 

Z X 10 = Z o 
= Z deutenas 

Pero 
Z X Z = (Z X 10) — Z 
Z X Z = Z o — Z (1) 

Para Hacer la resta 
zo - z 

diremos: Z no se puede restar de cero: por tanto, agregue­
mos 10 al minuendo en forma de 10 protoenas, y la misma 
cantidad al sastraendo, en forma de 1 deutena, y resultara 
que de Z á 10 va 1, y de 1 á Z va Y. Luego 

zo 
- z 

'\ "71 = Y 0 + 1 

Luego 
Z X Z = Y 1 = : Y 0 + 1 

=e Y deutan%s + 1 . 

Ahora bien; •ttpoog^unoA.que d»bft efectuarse la mvltipli-
oaoión «igniente: 

(1) La ytu^pMactón dgnifioá mm». 
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Y resultará: 

Z Z Z Z 
(1) 

Y 1 
Y 1 0 = Z Z Z Z x Z protoenas. 

¥ 1 0 0 
Y I O O O 

Y I O 
T 1 0 0 = Z Z Z Z x Z 0 ; (esto es, Z deutenas). 

Y I O O O 
Y 1 0 0 0 0 

Y 1 0 0 
Y 1 0 0 0 = Z Z Z Z x Z 0 0; (esto es, Z trienas). 

Y I O O O O 
Y 1 6 0 0 0 0 

Y I O O O 
Y 1 0 0 0 0 = Z Z Z Z x Z 0 0 0: (esto es, Z tetraenas). 

Y I O O O O O 
YIOOOOOO 

Pedemos dar otra distribuoióa ¿ estos productos parciales, 
por ser de evidencia que el orden de los sumandos no altera 
la suma. 

En tal virtud, colocaremos inmediatamente unas bajo 
o t ras las cifras del mismo orden, y tendremos: 

Z Z Z Z 
X Z Z Z Z 

S.cr grapo ó de las trienas 

Y 1 l.«r grupo ó de las protoenfts 

Y 1 0 i ^'° f^^^V^ ^ ^^ ̂ ^ deatenas 
Y 1 0 0 
Y l O O 
Y l O O 

Y I O O O J 

Y 1 O O O 1 •̂"' S"*?" * ** ^'^ tetraenas 
Y l O O o ) 

Y I O O O O ) 
. Y 1 O O O a J 5,* grupo ó de las pentaenas 

Y I O O O O ) 

Y 1 O O O O O j *** 8">P'=' * de las hexaenas 
YIOOOOOO 7.0 grupo ó de las heptaenaa 

Estudiajido esta nneva disposición advertiremos: 

(1) Ntf s« olvide qué en Aritm6iá^ la yuxtaposiotón es soma. 
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QneTiay 1 sumando sin ceros; 
que hay 2 sumandos con un cero; 
i[ue hay 3 sumandos con dos ceros; 
que hay 4 sumandos con tres ceros; 
que hay 3 sumandos con cuatro ceros; 
que hay 2 sumandos con cinco ceros; 
que hay 1 sumando con seis ceros. 

De otro modo: 

Que hay un sólo sumando protoena; 
que hay dos sumandos deutenas; 
que hay tres sumandos trienas; 
que hay cuatro sumandos tetraenas... 

y que, después, los grupos de sumandos van decreciendo al 
revés de como crecieron (aumentando siempre un cero). 

La ley de los grupos de sumandos es, pues, muy clara: 
van creciendo para luego decrecer; y crecen hasta alcanzar 
el grupo más numeroso un número de sumandos igual al de 
las cifras del multiplicador. 

De modo que, si en vez de la piultiplicación que nos sirv» 
de ejemplo (y i 1» ««*' volveremos en seguida), se nos hubie­
se dado la siguiente 

ZZZZZZZZ 
X ZZZZZZZZ 

la ley de los grupos pediría lo que sigue: 

1 samando,, pretoeaa; 
2 sumandos, deutenas; 
3 sumandos, trienas; 
4 sumandos, tetraenas; 
5 sumandos, pentaenas; 

_ . , . a > 6 sumandos, nexaenas; 
8 , número m&ximo de J 7 gamandos, heptaena»; 

stmî ndoB == al de g aumando^ octoenas; 
cifras del >a«l«- 7 sumandos, eneaenas; 
pUoador ; 6 sumandos, deoaenas; 

5 sumandos, e&deoaenas; 
4 sumandos, dodeoaenas; 
8 sumandos, del lugar déoinu> tercero;-

'2 sumandos, del lugar décimo cuarto; 
1 sumando, del lugar décimo quinto. 

Pero, Tolvamos á nuestro ejemplo. 
Pnetto e« ea última forma con supresión de 1M ceros, re­

sultará: 
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Y l 
Y l 
Yl Yl Yl Yl Yl Yl Yl Yl Yl Yl Yl Yl Yl Yl 

ZZ2!Y0001 

Con efecto: 
1." La primera columna da 1 como sama, y no ofrece difi-

«ultbd; 
2.** La segnnda columna (la de las deatenas) es lo si­

miente: 

Y 
-+-1 
-f- 1 

que sumará = 1 0 

Esto es claro: ¿qué le falta á la penúltima cifra de un sis­
tema para valer lo que un 1 seguido de un cero? 1 + 1 s^ 2. 
Luego, si á Y se agregan 2, tendremos 10: pongo cero y reten­
go 1 de reserra para la tercera columna ó de las trienas. 

3." La tercera columna es ' , . 

y 
+ % 
+ 1, 
-hí. 
-+-1 

•Y,>g^egan<io el t de la tew^mA que ohtxír'tmoéeuleí mtañ 
de la colniana anterior, nos resültari , 
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Y 
Y 
1 
1 
1 

+ 1 

lo cual suma 20 

porque ¿qué les falta á dos cifras penúltimas de nn sistema 
para ser lo que en cualquier sistema valga un 2 y un cero? 
Claro es que 4. 

Pues, siendo asi, Y + Y - f - l - M - f - l ^ - l = = 2 0 ; pongo 
cero y retengo 2 como reserva de esta suma. 

4.° La cuarta columna ó de las tetraenas es 

Y 
+ Y 
+ Y 
4- 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 

si agrego el 2 de la reserva producida por la suma anterior, 
tendremos 

Y 
Y 
Y 
1 
1 
1 
1 

• 2 

cayo total será 30 

pongo cero y llevo 3 como reserva de esta nueva suma, 
6." La quinta columna es 

T 
+ Y 
•+-^ + Y 
+ 1 
4- 1 
+ 1 

TOMO I. M 
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Agregando la última reserva 3, tendremos: 

Y 
Y 
Y 
Y 
1 
1 
1 

4 - 3 

pero claro es que esta suma no podrá ser 40; porque á cua­
tro cifras penúltimas faltan ocho unos (dos por cftda una); y, 
como no hay más que seis, aun después de agregada la reser­
va, 1» suma será 40 — 2 = 3D 4- Y: pongo, pues, Y y llevo de 
reserva 3. 

6." La sexta columna es 

Y 
4-Y 
+ Y 
+ 1 
-+- 1 

agreguemos los 3 de la última reserva, y tendremos: 

Y 
Y 
Y 
1 
1 

- 3 

Esto no podrá'sumar^SO; porque á las tres cifras penúlti» 
mas hay que agregar'6 para que hagan 30: luego 

Y + Y-f-Y-f- l -hl + 3 
=Y-f-Y-+-Y+H-l+l-f-H-l =(Y+l-4-l)-+-(Y4-H-l) -4-(Y-+-l)=aO-»-Z 

Escribo, pues, Z y guardo 2 de reserva. 
7.'* La séptima columna es 

Y • 

-f- 1 
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Agrego la reserva 2, y tendré : 

Y 
Y 
1 

-2 

Esto no puede dar 20, porque para ello era preciso tener 

V + Y + 1 -h 1 + l-f-1 = 20, 
y sólo tenemos 

Y-f-Y+ 1 + 2 
= Y + Y + l + 1 + 1 
=a^ + i+i)+(Y + n = io+z 

Pongo, pues, Z y llevo 1. 
8.° La octava columna es 

Y; 

y agregándole la reserva 1, tendremos 
Y 

+ 1 

y pongo, pues, Z como final de la operación. 
Luego, en cualquier sistema, el producto de una expre­

sión formada de un número n de cifras máximas, multiplica­
da por si misma, es 

n — 1 cifras máximas, 
+ la cifra penúltima, ^ 
+ n — 1 ceros, 
+ 1 

Total = al número de cifras del multiplicando y el multiplicador. 

Luego el número de cifras del producto, en el caso de ser 
el multiplicando lo mayor posible (dado un cierto número n 
de cifras), multiplicado por sí mismo es igual á 2 veces n, ó 
sea á la suma de las cifras de multiplicando y multiplicador. 

Hagamos aplicación de estas deducciones al siguiente 
ejemplo del sistema decimal: 

999'.)9999 
X »í)9:)909;) 
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Digo: 
1." Que el producto tendrá 16 cifras; 
2." Que de izquierda á derecha habrá ante todo 7 nueves 

(n — 1 Zetas); 
3." Que seguirá luego un 8, cifra penúltima del sistema 

decimal; 
4." Que aparecerán á continuación 7 ceros (n — 1 ceros); 
5.° Y que será un 1 la primera cifra de la derecha (pvo-

toena). 
De modo que 

99999999 
X 99999999 

= 9999999800000001 

¿Cuál será en el sistema quinario el producto de 

4444 X 4444? 

Será el siguiente: 
44430001. 

¿Cuál será en el duodecimal el de 

bbb X bbb? 
Será 

Etc. , etc. 
bbaOOl. 

Estudiemos ahora el ejemplo 

Z Z Z Z 
x Z Z Z 

Be vé, pues, que 

Y l 
Y l 
Y l 

' Y l 
Y l 
T I 
Y l 

Y l 
Y l 

Y l 

Y 1 1 samando, protoen»; 
Y 1 1 

2 sumandos, deutenas; 

S sumandos, tríenaa; 

3 tefcraenas; 

^ 2 pentaenas; 
1 faexaena. 

e l to ta l será= Z Z Y Z O O l 

9999 X 999 
81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 

9989001 
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El producto tiene tantas cifras como suman reunidas las 
del multiplicando y multiplicador. 

Veamos el siguiente: 

Z Z Z Z 9 9 9 9 
X Z Z X 9 9 

Y l 8 1 
Y l 8 1 
Y l 8 1 

Y l 81 
Y l 8 1 

Y l 8 1 
Y l 8 1 

Y l 8 1 

Z Y Z Z O l 9 8 9 9 0 1 

El producto tiene tantas cifras como suman multiplican­
do y multiplicador. 

Veamos, por fin: 
Z Z Z Z 

x Z 
9 9 9 9 

x 9 

Y l 
Y l 

Y l 
Y l 

8 1 
8 1 

8 1 
8 1 

Y Z Z Z l 8 9 9 9 1 

El producto resulta con tantas cifras como tienen multipli­
cando y multiplicador juntos. 

En general, ningún producto (ni aun en el caso de ser los 
factores lo mayor posibles) puede tener más cifras que la su­
ma del número de cifras de los mismos factores. 

Ya sabemos, pues, cuál es el número máximo de cifras de 
un producto. 

Ahora bien: ¿cuál será el número mínimo de ellas po-
«ible? 

Fácil es verlo. 
Tomemos el menor multiplicando posible de uu cierto nú­

mero de cifras, y el menor multiplicador imaginable. Nece­
sariamente serán de las formas siguientes: 
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10 
x l O 

100 
X l O 

1000 

1000 
X 10 

1000000 
X 1000000 

100 

100 
X l O 

1000 = 10000 1000000000000 

Los productos tienen siempre una cifra menos que la sana 
del número de cifras de los factores. 

De todo lo que resulta, en general, que un producto tiene 
tantas cifras como los factores ó una menos. 

¿Cuándo tendrá el producto igual número de cifras que 
los factores? 

¿Cuándo una cifra menos? 
Tendrá una menos cuando se cumplan las condiciones si 

guientes: 
1." Cuando no se escriba con dos cifras el productillo de 

los dos últimos dígitos de multiplicando y multiplicador; es 
decir, el productillo de las dos cifras de la izquierda de am­
bos factores. 

311 (« 
X 320 

6220 f» 
933 (• 

99520 (1 

Aquí el productillo de 3 X 3 = 9, se escribe con una sola 
cifra: el producto total tiene, pues, una menos que los fac­
tores. 

2.* Cuando no se escriba con dos cifras la suma del últi­
mo productillo y la reserva que haya de agregársele. 

236 (« 
X 274 

944 C 
1652 C 
472 (* 

64664 (* 

En' este ejemplo, la reserva que viene de. la coimnna del 
6 -f- 7, unida al productillo 4 , del 2 X 2 (últimas cifras de 1» 
izqtúsrda de multiplicando y multiplicador) da una suma que 
se Mcribe oon una sola cifra. Asi el producto total tiene una 
cifra menos que los dos factores juntos. 
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Humero máximo de reRervas. 

Las cifras que aparecen en los prodactos totales de,las 
mnltiplicacioues no dejan ver los componentes que las en­
gendraron. Y la razón es obvia. 

Esas cifras son el resaltado de incorporaciones muy va­
riadas de las reservas con los valores de cada prodaotUlo: 
(multiplicación de cada dígito del multiplicando por cada dí­
gito del multiplicador). 

Conviene formarse idea exacta de esta complejidad; pues 
únicamente su conocimiento puede dar razón cumplida, no 
sólo de gran número de dificultades de las operaciones no ex­
plicadas aún, sino hasta de la últimamente estudiada res^ 
pecto al número de las cifras de un producto total. 

La operación de sumar abreviadamente se efectúa multi­
plicando cada dígito del multiplicando por cada dígito del 
multipUcsidor. ~ 

Estos productillos se escriben con una cifra ó con 2. Y 
como éstos dan reservas 7 los otros no (según las combinación 
nes de las cifras), es casi imposible calcular el total de las re­
servas en general. Pero sí es posible llegar á una deducción 
útil y digna de tenerse en cuenta, suponiendo que todos los 
productillos se escriben con dos cifras. 

Admitámoslo así, que sólo así podremos, por lo menos, 
determinar el máximo de las reservas que concurren á la for< 
aiAción de un producto total, si bien (conviene reiterar la 
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idea) al hacer la snma general todos los productillos parcia­
les de dígito por dígito confunden sus resultados unos en 
otros, y no hay medio de investigar, por las cifras finales, 
cnáles fueron los componentes de dígito por dígito genera­
dores de ellas. 

7 8 9 
7 8 9 

- 8 1 
72 

6 3 
7 2 Qi \ Ninguno de estos sumandos aparece 

5 g / visible en producto total. 
6 3 

5 6 
4 9 

6 2 2 5 2 1 

La suma total será siempre de la forma siguiente: 

•+• hexaenas -f- pentaenas -+- tetraenas -)- trienas •+• deutenaa 
-f- protoenas; 

y la razón de no poderse conocer por las cifras de este pro­
ducto total los generadores de ellas, se hará evidente anali­
zando la integración. 

Sea el multiplicando mayor posible formado con Z dígi­
tos, y sea igual á él el multiplicador. T, según lo dicho en la 
Lección última, ambos tendrán la forma siguiente, si Z repre­
senta la cifra máxima del sistema de numeración en que se 
opere: 

Z Z Z Z Z 
X Z Z Z Z Z 

La multiplicación de cada Z del multiplicando por cada Z 
del multiplicador nos dará un productillo de dos cifras de la 
forma Y 1, siendo Y la penúltima cifra del sistema ó la in­
mediata á la máxima en valor absoluto (no locativo). 

Por consiguiente, y conforme á lo explicado en la última 
Leeción, tendremos: 
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ZZZZZ 

Yl Yl Yl Yl Yl . Y Yl Y 1 Y 1 Y 1 . Y Y 1 Yl . Yl . . Yl . . . Yl Yl . Yl . . Yl . , . Y 1 . ... Yl , Y 1 . . Yl . . . Yl . . . . Yl 

Examinada la operación anterior, vemos que cada pro-
•ductillo da un 1 para la respectiva columna, y una Y de re­
serva para la contigua de la izquierda. De modo que (eu el 
caso presente) hay tantas reservas como productillos. Los 
productillos son, en el ejemplo, 25; y, por consiguiente, 26 
son también las reservas en la operación, tal como está pre­
sentada para obtener la suma total. De donde resulta que el 
número de reservas por causa de los productillos será siem­
pre, cuando éstos se escriban con dos cifras, igat^l al número 
de multiplicaciones que aparezcan de dígito por dígito. -

Pero hay n^ás: hay otra clase de reservas, procedentes, no 
de las multiplicaciones de dígito por dígito, sino de las su­
mas de las columnas. Y ¿cuántas son? En el caso de resultar 
cifras máximas todas las del multiplicando y el multiplicador, 
«zisten tantas reservas por suriMs de columnas, como cifras 
tienen ambos factores menos 2. Guando no sean cifras máxi­
mas las di) multiplicando y multiplicador, no es posible de­
terminar las reservas por suma, sino en cada caso particular. 

TOMO I Í4L 
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En consecuencia de todo lo analizado, resulta que, en el 
caso de ser máximos los dígitos de multiplicando y multipli­
cador, la organización de una suma abreviada, resulta "como 
sigue: 

Z Z Z Z Z y z z z z z 
Jiettrva» por »uma. 

y 1 1 sumando, protoena 
Y 1 I 
Y 1 ¡ 2 sumandos, deutenas 

^ ' 1 I 
I 3 sumandos, trienas 
t 

Y 1 
Y 1 

Y 1 
Y 1 
Y 1 
Y 1 

Y 1 
Y 1 
Y 1 
Y 1 

4 sumandotü, tetraena» 

5 sumandos, pentaenas 

Y 1 
Y 1 
Y 1 
Y 1 
Y 1 

Y 1 
Y 1 
Y 1 

y 1 
Y 1 

Y 1 

U sumandos, hexaenas 

3 sumandos, heptaenas 

2 sumandos, octoenas 
1 sumando, eneaena. 

Z Z Z Z Y O O O O l 

Hay, pues, dos clases de reservas: 
Una, reservas de los produotillos; ' 
Otra, reservas de la adición de las columnas. 
Estas en el cuadro anterior y todos sus análogos empie­

zan en la tercera columna. 

Ahora podemos ya representarnos y ver en imagen las 
condiciones necesarias para que un producto total tenga una 
cifra menos que la suma de las del multiplicando y multi­
plicador. 

Y, á fin de verlo en imagen, dispongamos un ejemplo 
análogamente al cuadro anterior. 
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249 
X 378 

249 
X 378 

1992 
1743 
747 

72 
32 
16 
63 
28 
14 
27 
12 

u 
u 
1= 

= 1992 

94122 

72 
32 
16 
63 
28 
14 
27 
12 

u 
u 
1= 

= 17430 

72 
32 
16 
63 
28 
14 
27 
12 

u 
u 
1= = 74700 

6 ) 
94122 

) 
94122 

Se necesita, pues (empezando por abajo el análisis de los 
productos parciales): 

1." Que el productillo de las cifras de la izquierda de mul­
tiplicando y multiplicador no se escriba con dos cifras (como 
sucede con 3 x 2 = 6); 

2.° Que, sumadas con este productillo, no le hagan llegar 
á 10 ni pasar de 10, las dos reservas de los produotillos si­
guientes: 

Una, la del último dígito del multiplicador por el penúlti­
mo del multiplicando (3 X 4 = 12); 

Otra, la del último dígito del multiplicando por el penúlti­
mo del multiplicador (2 X 7 == 14). 

Y, en efecto, 6 (del productillo 3 x 2) -h 1 (de la reserva 
del 12) -f- 1 (de la reserva del 14) dan una suma < 10, por lo 
cual esta suma no se escribe con 2 cifras; 

3.° Y, por último, es preciso, además, que la reserva por 
suma de la columna penilitima no contribuya á que la suma 
final de la última columna se escriba con 2 cifras. Y, con 
efecto, la reserva 1 (de la penúltima columna 1 -f- 2 -í- 4 -f- 2 
-f- 2), no ctmtribuye á que se escriba con 2 cifras la suma de 
que se trata; l - i - l - ) - 6 - + - l d e la reserva por suma. Así 
pues, por darse todas estas raras condiciones, el producto to 
tal de 249 por 378 tiene una cifra menos que sus dos factores 

Claro es que no se necesita que las tres reservas conjunta 
mente concurran á hacer que se escriba con 2 cifras el resul 
tado de la última columna (la de la izquierda): basta con que 
una sola de las tres reservas sea causa de ello para que el 
producto total se escriba ya con tantas cifras como haya en 
multiplicando y multiplicador, y no con una menos. 
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A P É N D I C E 

Conviene profundizar más aún el análisis de las reservas: 
¡tanta es su importancia! 

¿Puede igualar alguna vez al multiplicando lo que se agre­
ga por sumas y reservas al mayor producto parcial de una 
multiplicación? No. 

¿Puede llegar esa agregación en valor muy cerca al del 
multiplicando? Sí. 

¿Cuánto faltará á la totalidad de esas agregaciones en su 
valor máximo para igualarse con el multiplicando? 

Les faltará una deutena correlativa: 
En efecto: el caso en que.las reservas son mayores es aquel 

en que multiplicando y multiplicador se escriben con sólo ci­
fras máximas, y el multiplicador tiene tantas cifras como el 
multiplicando. 

Z Z Z Z Z Z Z 9999999 
X Z Z Z Z Z Z Z X 9999999 

XZZZZZ2LX O O O O O O 89999991 
^ " T Z Z Z Z Z ^ O L J Q J I S I C ; 89999991 

Y Z Z Z Z Z Í Z I O O O Ol 89999991 
Y Z Z Z Z b z i O O O 89999991 

Y Z Z Z t e z Z l O O l 89999991 
Y Z Z i Z Z Z Z 1 Oj 89999991 

Y a Z Z Z Z Z 1 89999991 
Z Z Z Z Z Z Y O O O O O O 1 99999í»0000001 

Supongamos divididas en dos alas ó mitades las cifras del 
producto total: 

Z Z Z Z Z Z Y 
0 0 0 0 0 0 1 

Ahora bien: 
¿Qué es lo que se agrega por todos conceptos al producto-

parcial de mayor valor, que es el 
YZ.ZZZZZIOOOOOO? 

Se le agregan doB clases de sumas: 
1.° Lo que valen los fragmentos siguientes de los otros 

seis productos parciales del ala izquierda de la operación: 
YZZZZZZ YZZZZZ YZZZZ YZZZ YZZ YZ 



MULTirUCAOION 429 

2.** Y lo que Taiga la reserva que por suma haya que agre­
gar procedente del resto de los fragmentos del ala derecha^ 
el cual resto es como sigue: 

1 0 0 0 0 o 
z 1 o o o o 
X Z 1 o o o 
Z Z Z 1 o o 
Z Z Z Z 1 o 
Z Z Z Z Z 1 

La reserva, por suma, de esta parte de la derecha impor­
ta &; pues la suma es como sigue; 

1 O ü O o O 
z i o o o o 
z z i o o o 
z z z i o o 
Z Z Z z 1 o 
Z Z Z Z Z 1 

5 0 0 0 0 0 1 

la cifra máxima + 1 = 10; pongo O y llevo 1. 
! la cifra máxima 2 veces -f 1 + 1 de reserva = 20. 
la cifra máxima 3 veces - j - J + 2 de reserva = 80. 

ia cifra máxima 4 veces + 1 + 3 de reserva = 40. 
la cifra máxima 5 veces -f 1 -f- 4 de reserva = 50. 

Por consiguiente, si agregamos este 5 de reserva por su­
ma á los fragmentos anteriores que se juntan al más alto 
producto parcial, tendremos: 

Y Z Z Z Z Z Z YZZZZZ YZZZZ YZZZ YZZ YZ 
ZZZZZY/Z 

á <i oifiras máximas faltan 6 para poderse esoriliiir 60: es así 
que no tenemos más que 5 de reserva; luego la suma se­
rá 5 Z: pongo Z y llevo 5. 

5 de reserva - j - 5 veces la cifra máxima -}- Y = 5 Z ( = 50) 
-f- Y: pongo Y y llevo 5. 

5 de reserva -f- 4 veces la cifra máxima -)- Y = 4 Z ( = 40) 
-f- Z: pongo Z y llevo 4. 

4 de reserva - j - 3 veces la cifra máxima -f- Y = 3 Z ( = 80) + Z: 
pongo Z y llevo 3. 

3 da reserva 4 - 2 veces la cifra máxima - j - Y == 2 Z ( = ^ ) 4- Z. 
2 de reserva - ^ Z - [ - Y = l Z ( = m i a deutena-}- Z): pongo Z y llevo 1. 
de reserva -}- Y == Z. 
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En donde se observa que las reservas (tanto por cansa de 
los productillos como por suma de columnas) en su importe 
máximo alcanzarán un valor de 

Z Z Z Z Z Y Z; 
y como el multiplicando es 

Z Z Z Z Z Z Z , 
se ve clarísimamente que jamás las agregaciones pueden 
igualar al multiplicando, y que para igualarlo en el caso má­
ximo les faltará siempre una deutena (deutena correlativa). 

Z Z Z Z Z Y Z 
-H 1 O 

Z Z Z Z Z Z Z 

En el ejemplo este 10 es una deutena de heptaenas. 
Hemos visto el valor de las dos clases de reservas cuando 

«1 multiplicador tiene tantas cifras como el multiplicando. 
¿Cuál será el valor máximo cuando tenga una menos? 

Z Z Z Z Z Z Z 9999999 
X Z Z Z Z Z Z X 999999 

y z z z z z z i o o o o o 89999991 
Y Z Z Z Z Z Z I O O O O 89999991 

Y Z Z Z Z Z Z I O O O 89999991 
Y Z Z Z Z Z Z I O O 89999991 

Y Z Z Z Z Z Z I O 89999991 
Y Z Z Z Z Z Z 1 89999991 

* 
Pues será lo que valen los conjuntos parciales de la iz­

quierda de la operación, -f- ia reserva por suma de los frag­
mentos de la derecha: 

IZQUIERDA DBKECHA 

YZZZZZZ Zl O O 00 YZZZZZ ZZIOOO YZZZZ ZZZ1 O O YZZZ ZZZZIO YZZ ZZZZZl 
ZZZZYZZ Z O O O O l y Uevo 4. 

I 4Z-«-Z;(=x=4Q-vZ):pongoZyllevo4. 
I 4 Z; (=• 40 •+• Z): pongo Z y llevo 4. 
4 Y; ( = 40 -í- Y): pongo Y y llevo 4. 

íiZ; ( = (30 + Z): pongo Z y llevo 3. 
2Z; ( = 20 + Z): pongo Z y llevo 3. 

IZ; ( = (10 -¥• Z): pongo Z y llevo 1. • 
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Pero 
Restando ahora 

Z Z Z Z Z Z Z, que es el multiplicando. 
Z Z Z Z Y Z Z, total de estas reservas. 

1 0 0 

Luego falta ¿ estas dobles reservas ana triena correlatiy» 
para igualar al multiplicando; esto es, 100. 

¿Qué faltará cuando el multiplicador tenga dos cifra» 
menos? 

zzz;zzzz 
X ZZZZZ 

YZZZZZZIOOOO YZZZZZZl0 0 0 YZZZZZZl00 YZZZZZZl o YZZZZZZl 

Análogamente á lo anterior, los fragmentos de la izquier­
da constituyen el conjunto de las reservas de los productillos, 
á lo que habrá que agregar la reserva por suma de los frag­
mentos de la derecha; todo lo cual importará 

Z Z Z Y Z Z Z 

Faltará, pues, en el ejemplo á estas dobles reservas una 
tetraena correlativa para igualar al multiplicando. 

Se ve, pues, ya la ley. Cuando el multiplicador tenga tres 
cifras menos que el multiplicando, faltará á las reservas una 
pentaena correlativa; cuando cuatro menos, una hexaena; 
cuando cinco menos, una heptaena... y así sucesivamente. 

Evidente es que á las reservas faltará mucho más para 
igualarse con el multiplicando cuando éste y el multiplicador 
no estén constituidos por cifras máximas. 

Concluyamos por una observación. 
Si consideramos divididas en dos alas (ó mitades) las ci­

fras con que se escribe un producto al cual hayamos agrega-
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•do un samando menor que el multiplicando, notaremos que 
•el influjo de este samando se ejerce principalmente sobre el 
ala derecha, mientras que el de las dobles reservas llega has­
ta las cifras más altas del ala izquierda. 

En el caso máximo de multiplicando y multiplicador igua­
les y constituidos por cifras máximas, el influjo de un suman­
do menor que el multiplicando no alcanza al ala izquierda. 
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Húmero de las cifras de un factor conocidas ias del 
producto y las del otro factor. 

Para efectuar sin vacilaciones la operación (no estudiada 
aún) de dividir, importa mucho tener resuelto el siguiente 
problema de multiplicar: 

Dado un producto y un factor, averiguar el mí mero de 
cifras del otro factor. 

Recordemos que un píoducto puede tener igual número 
de cifras que los dos factores juntos, ó bien una menos. 

Aliora bien; ¿cómo, viendo sólo el producto total y un fac­
tor, conoceremos cuándo el otro factor unido al factor, cono­
cido completa el número de cifras del producto, ó bien difie-

l'i-'nner caso.—Si el producto tiene tantas cifras como los 
dos factores juntos, entonces el factor incógnito está consti­
tuido por vin número de cifras igual á la diferencia entre las 
cifras del producto total dado y las cifras del factor conocido. 

Así, pues, y en ,tal supuesto, si el producto total tiene 10 
cifras y 4 el factor dado, digo que el desconocido tiene 6. 

¿egtindo caso.—El producto total tiene una cifra menos 
que los dos factores juntos; ¿cuál será, en este caso, el nú­
mero de cifras del factor incógnito? ¿Nos será dado hallar ese 
número? ' 

Sí. Lo hallaremos sacando, como antes, la diferencia en-
TOMO I. 65 
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tre el número de cifras del producto total dado y el uúniero 
de cifras del factor conocido, y agregando 1 á la diferencia 
resultante. 

Así, pues, si un producto de menos cifras que sus factores 
consta de 11 cifras, y de 3 el factor conocido, ¿cuantas ten­
drá el incógnito? 

Digo que tendrá 

(11 —;! 1-^1 = 9 

De donde resulta las siguientes reglas: 
1.° Dado un producto total y uno de sus dos factores, lo 

primero que hay que hacer es averiguar si el producto es de 
los que igualan en cifras al conjunto de cifras de los facto­
res, ó bien si es de los que tienen una menos. 

2.° Si resulta lo primero, entonces para averiguar el nú­
mero de cifras del factor incógnito, se saca la diferencia en­
tre las del producto total dado y las del factor conocido. 

3.° Pero si resulta lo segnudo, á la diferencia se le agre­
gará un 1. 

Conocidas estas reglas, la dificultad queda, pues, reducida 
á saber cómo por el análisis de los 'datos conoceremos & qué 
clase pertenece el producto total dado; si á la clase de los 
que igualan en número de cifras á sus dos factores, ó bien 
si pertenece á la clase de los que resaltan con una meaos. 

Ahora bien: 
¿En qué se conocerá que el producto total dado tiene un 

número de cifras' igual á la suma de las de los dos factores? 
¿En qué, si tiene una menos? 

Cuando un producto total tiene tantas cifras como, sus 
dos factores reunidos, ese producto total posee una propiedad 
preciosa: su primera cifra de la izquierda es menor qUe 1* 
}»riinera también de la izquierda de cualquiera de los facto­
res: (multiplicando ó multiplicador). 

En efecto, sea Z la última cifra de un sistema. 
Sea Y1» penúltima; 
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Sea X la an tepenúl t ima: 
Sea V la ante-antepeni í l t ima, etc. 
Y tendremos en todos los sistemas: 

En gcuer.il. En el sistema decimal. 

2 X Z = 1 Y ( = 20 — 2") 2 X i ' = 10 4-8 
3 X >i = 2 X ( = oO - 3 ) 3 X í> = 2CI -I- 7 
i Xy^ = 3 V , = 40 — 4 1 1 X í' — ¡ÍO 4- 6 
5 X 7- = 4 U I = rx) — 5 , r, X ;• = 40 -i- 5 
6 X Z = ~y T I = CO — K ! o X í» = ••>0 -I- 4 

Etc. Etc. 

Se ve, pnes , que cuando el productillo de un dígito por 
otro exige dos cifras, entonces la pr imera cifra de la izquier­
da del producto to ta l es menor que el dígi to, cuya repetición 
ha generado el productillo de dos cifras (1). 

Asi, pues, si la pr imera cifra de la izquierda de un pro­
ducto to ta l es menor que la priíjaera de la izquierda en cual­
quiera de sus factores, entonces el otro factor t iene t an t a s 
cifras como sean necesarias para completar ent re los dos el 
número de las cifras del producto tota l ; es decir, el factor in­
cógnito t iene t an t a s cifras como resul te de la diferencia en­
t r e las del producto to ta l dado y las del factor conocido. 

¿Cuántas cifras, pues , t endrá en el sistema quinario el 
factor que multiplicado por la expresión 4003 ha dado el p ro­
ducto 311(KM1013? Seis: (10 — 4). Y, con efecto: 

liX)321 X *t003 = 3110041013 

¿Cuántas cifras tendrá en el sistema senario el factor que 
con el 234 ha dado el producto to ta l 1331444? 

Tendrá 7 — 3 = 4. Y , efect ivamente: 

234 X 3354 = 1331444 

¿Cuántas cifras t iene en el s istema decimal el factor 
que multiplicado por 46974 da el producto to ta l 18696652? 
(8 — 5 = 3). 

46974 X 398 = 18695652 

(1) Véase esto cónfiruiado en las tablas de PITÁGORAS (Ó tablas de mul-
típlicar), donde se hallan registrados todos los casos que pueden ocurrir. 
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¿Cuántas cifras tiene en el sistema duodecimal el factor 
que con el 74ab3 ha generado el producto total 27713776? 
( 8 — 5 = 3). 

74ab3 X 432 = 27713776 

Pero podrá preguntarse: 
¿No invalidarán las reservas por samas esta regla? Admi­

tiendo que se escriban con 2 cifras los productillos de los dí­
gitos de la extrema izquierda de multiplicando y multiplica­
dor, y suponiendo que estos productillos empiecen necesa­
riamente con una cifra menor que los dígitos generadores, 
¿no podrá suceder que las reservas por sumas hagan que el 
producto total empiece con una cifra mayor que los dígitos 
generadores? 

No. 
Supongamos que los dígitos de la extrema izquierda de 

un multiplicando y de un multiplicador sean respectiva­
mente 7 y 6, cuyo productillo da 42, guarismo que empieza 
por 4, cifra <C que 6, y con mayor razón < que 7. 

Digo que, sean las que fueren las cifras restantes de los 
dos factores, el producto total no puede nunca, por mucho 
que sumen las reservas, empezar con una cifra mayor que 
el 6. 

F3n efecto; el peor multiplicando que empezando por 7 
se nos pudiera dar, sería, en este caso, uno cuyas cifras res­
tantes fuesen todas cifras máximas (nueve, por ejemplo, en 
el sistema decimal), y el peor multiplicador sería, análoga­
mente, una expresión que empezase por un seis seguido de 
nueves. Por ejemplo: 

79999 
X 6999 

Pues, aún así, el producto total de esa multiplicación sé-
ría, indudablemente, menor todavía que el de la siguiente: 

80000 
X 7(X)0 

Y como el producto de 7 por 8 no empieza todavía por 6, 
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resulta que no pnede empezar por una cifra mayor que 6 el 
último productillo de los factores 

79999 X 6999 

Por otra parte, en el caso peor posible estudiado en la 
Lección anterior, que es el de un ejemplo como 

Z Z Z Z Z 
X Z Z Z Z Z 

hemos visto que las reservas por sumas después de llegar á 
nn máximo, empiezan á decrecer hasta descender la última 
á l . , 

Z Z Z Z Z 
X Z Z Z Z Z 

Eeservas máximas: (' (2,(3 (• (• (8 (í (i 
Y l 

Y l 

Etc., etc. 

De donde resulta que todo lo más que puede agregarse á 
la cifra de la izquierda del último productillo, es una reserva 
por sumas igual á 1. Por manera que la cifra primera de 
la izquierda de un producto total nunca, ni ai^n en el caso 
peor posible, puede ser (por multiplicación de los dígitos ex­
tremos de los factores ni por agregación de la reserva final) 
mayor que la cifra inicial de cualquiera de los factores. 

Pero puede igualarla, caso que pronto estudiaremos. 

B 

Cuando la primera cifra de la izquierda de un producto 
total es mayor que cada una de las iniciales de los dos facto­
res, entonces el producto total tiene una cifra menos que el 
conjunto de multiplicando y multiplicador (1). 

Esto es claro: si (independientemente de las reservas) se 
escribe con nna cifra el productillo de dos dígitos, la cifra 
del productillo es mayor que las de los factores. 

(1) Véanse las tablas de Fitágoras, donde están todos los casos posiblek 
de los productillos que no se escriben cou 2 cifras. 



4 3 8 ARITMÉTICA PURA 

Por consiguiente, cuando la primera cifra de la izquierda-
de un producto total dado aparece mayor que la primera de 
la izquierda del factor conocido, entonces el otro factor tiene 
tantas cifras como, resulte de la diferencia de cifras de los 
datos -f- 1 • 

Y con tanta más razón resultará así, cuando á la cifra d& 
la izquierda del producto se haya agregado una reserva. 

Asi, si nos dan en el sistema decimal el .producto total 

3 675 

y el factor 
25 i 

direnios: 
Puesto que el 3, primera cifra de la izquierda del produc­

to total 3 675, es mayor que el 2, primera cifra de la iz­
quierda del factor conocido 25, debe el factor incógnito tener 
una cifra más que la diferencia entre 4, número de cifras del 
producto total y el número de cifras del factor conocido: lue­
go tiene 3 cifras: (4 — 2) -f-1 = 3. 

Y, en efecto, 
3 675 = 25 X 1-47. 

¿Cuántas cifras tiene en el sistema decimal el factor que 
con el 346 ha concurrido á la formación del producto to­
tal 77168? 

Puesto que el 7 de la izquierda del producto total es ma­
yor que el 3 de la izquierda del factor conocido, diremos 
que el factor desconocido tiene una cifra más que la diferen­
cia entre el número de cifras de los datos: tiene, pues, 3. 
(5 — 3) -f- 1 = 3. 

Y, con efecto, 
77158 = 346X223. 

¿Cuántas cifras tiene el factor del sistema decimal que 
mnltipliosdo por 

' 3 3 333 • 

ha engendrado el producto 

74073333325926}' 



MULTIPLICACIÓN 4 3 9 

Tieae 10 cifras; (14 — 6) - j - 1 = 10; >'> en efecto, 

7407333a82592fi = 
3:!;}33 X 2222222222 

Respecto de las reservas hay que considerar dos casos; 
O las reservas agregadas al último productillo dan una 

suma que todavía se escribe con un dígito solamente; 
O la suma se escribe con dos cifras. 
Si la suma se escribe todavía con un dígito, entonces es 

de evidencia que el dígito-suma será mayor que cualquiera 
de los de la extrema izquierda de n^ultiplicando ó multipli­
cador, que engendraron el productillo de una cifra; 

Y, por consiguiente, estamos todavía dentro de la re­
gla dada. 

Y, si las reservas hacen que la suma se escriba con dos 
cifras, entonces ya el producto total tiene tantas cifras como 
lo8 dos factores, y nos encontramos en el caso estudiado en 
la anterior sección A. 

Puede suceder que el producto total y el factor dados em­
piecen con la mistaa cifra. 

n • • I I 3267 producto total; 
Prxmer ejemplo.. j ^ ''^^^^ conocido. 
„ j . , I 8366 producto total; Segundo yemplo.. ¡ 33 ^ ^ ^ conocido. 

^ . I ( 3498 producto total; 
Tercer ejemplo... ¡ 33 ^«cíor conocido. 

En las tres variantes cuyas indicaciones preceden, empie­
zan por la tnisma cifra 3, tanto los productos totales, como 
«I factor dado para multiplicador. 

¿Cómo conoceremos abora el número de cifras, del factor 
incógnito? 

Por las cifras inmediatas de la derecha de los datos. Estas 
nuevas cifras auxiliares serán en los productos totales meno­
res, ó iguales ó mayores que sus correspoudieiites en los fac­
tores dados; y, según lo que fueren, se les aplicarán las re­
glas de las secciones anteriores A y B. 
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Si resul tan menores , el producto total es de los que t ienen 
tan tas cifras como los dos factores jun tos ; y, por consiguien 
te , el número de cifras del factor incógnito será igual á la di­
ferencia de cifras de los da tos . 

Y, efect ivamente , en el pr imer ejemplo anter ior t endre ­
mos: (4 — 2) = 2 

3267 = 33 X 9Í) 

Y , si son iguales , ó mayores , entonces el producto total 
t endrá una cifra menos que sus dos factores jpintos; y , por 
consiguiente , el número de cifras del factor inc(|gnito será 
igual á la diferencia 4 - 1. (En cada uno de los dos úl t imos 
casos anter iores , (4 — 2) -f- 1 = 3). 

Y, efect ivamente 

3íW,fí = 33 X 102 
34ÍI8 = ;-53 X lOC 

Puede aún acontecer que no baste todavía la inspección 
de las segundas cifras de la izquierda y haya que recurr i r á 
las terceras , ó á las cuar tas , ó á las qu in tas , e tc . ; pero, sea 
como fuere, siempre tendremos que, cuando una cifra del 
producto total dado sea menor que su correspondiente del 
factor conocido que h a g a de multiplicador, t endrá el factor 
incógni to el número de cifras que resul te de la diferencia 
en t re las de los datos; , 

Y una más cuando no suceda así: esto es, cuando la res­
pectiva cifra del producto to ta l sea igual ó mayor que su co­
r respondiente del factor conocido. 

.5̂ 50790 = 534 X 9í»4;(6-3) = 3 

porque en el producto to ta l la tercera cifra cero es < que la 
correspondiente tercera i- del factor. 

5*4000 = 5.54 X 100C>; («̂  — 3) -f 1 

porque la tercera del producto es = á la correspondiente del 
factor, 

.5350r>,S = .5!M X 1002; (6 — 3) + 1 
porque el .5, tercera del producto, es > que la correspondien­
te 4 del factor. 
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De lo expuesto en las tres secciones anteriores A, B y C, 
resultan las siguientes reglas prácticas para averiguar el nú­
mero de cifras que ha de tener un factor incógnito, cuando 
nos den un producto total y el otro factor: 

I."* Se separarán mentalmente en el producto total tantas 
cifras de izquierda á derecha como haya en el factor co­
nocido; 

2.^ Se examinará en seguida si la sección mentalmente 
aislada representa en la escala de la pluralidad un grado me­
nor, igual ó mayor que el factor conocido; 

3.^ Si es menor, entonces pertenece el producto total á la 
clase de los que tienen tantas cifras como los dos factores 
juntos; y, por consiguiente, las del factor incógnito serán en 
número igual á la diferencia entre los datos; 

4.* Y si es igual ó mayot, entonces pertenece el producto 
total á la clase de los que tienen una cifra menos que los dos 
factores juntos, y, por consiguiente, se hallarán las del fac­
tor incógnito agregando un 1 á la diferencia resultante de 
los datos. 

Si todavía esta inspección no resultase decisiva, se recu-
xrirá á inspeccionar las cifras inmediatas. 

¿Cuántas cifras tendrá el factor incógnito oou los datos 
siguientes? 

9999800001 producto total; 
99999 factor. 

Las cinco cifras de ía izquierda del producto 
99998 

representan un grado menor que laa del factor dado 
93999 

Luego el factor inoógqito tendrá 5; (10 — 6 = B). 
¿Cuántas cifras tendrá el factor incógnito, siendo los da­

tos como siguen? 

ZZZZYOOOOl producto total 
ZZZZZ factor. 

Como ZZZ?5Y del producto es menor que ZZZZZ del fac­
tor conocido, el factor desconocido tendrá 6: (10 — 5 = 5). 

TOMO I * 8 
• \ 
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¿Caintas cifras tiene el factor que multiplicado por 
64458 

ha dado en el sistema decimal el producto total 

64393542? 

Tiene tres: ( 8 — 6 ) . 
¿Por qué? Porque la sección 643 de la izquierda del pro­

ducto es < que la sección 644 de la izquierda del factor. 
Y, efectivamente, 

64458 X 999 = 64393542. 

¿Cuántas cifras tiene el factor que con el 
854325 

ha engendrado en el sistema decimal el producto total 
85431645675? 

Tiene 5; (U — 6 = 5); porque 85431 es < 85432. 
En efecto, 

854325 X 99999 = «Ó431()45675 

¿De cuántas cifras es el factor que con el 
1111 

ha formado el producto total 

1234469132963? De diez (13 — 4) - f 1. 

¿Por qué? Porque no hay en la sección fie la izquierda del 
producto, total ninguna cifra menor que en el factor dado-

Y, en efecto: 
1 2 > 1 1 

1111 X l l lH33a33 = 1234469132963 

¿Cuántas cifras tiene el factor, que multiplicado por 

22222-

ha engendrado el producto 
24691111108642? Diez (14 - 5) + 1; 

porque 24 > 22. 
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Y, en efecto, 

22222 X 1111111111 = 24691111108642 

¿De cuántas cifras es el factor que con el 

456789 
•da 

456789137(»67? " 

De 8; (13 — 6)-f-l i porque la sección separada mental­
mente á la izquierda del producto total 

456789 

-es igual al factor dado 
456789 

Y, con efecto, 

456789 X 10000003 = 4567891370367. 

A P É N D I C E . 

Las propiedades siguientes son sencillísimas consecnen-
«ias de los principios sentados en la Lección anterior; mas , 
por tener continua aplicación en la operación de dividir exi­
gen una especial atención. 

Si de una expresión formada por un dígito seguido de ce­
ros se resta el mismo dígito, la diferencia será igual: 

1." A una suma de sumandos todos iguales; 
2." Su número será igual al dígito en cuestión; 
3." Y cada sumando estará constituido por tantas cifras 

máximas como ceros hubiere á continuación del dígito. Asi: 

4000 — 4 = 999 + 999 -f- 999 + 999 
= 999 X 4 = 8996 

La razón es obvia: 
1000 — 1 =: 999 

Por consiguiente: 
1000 — 1 = 9 9 9 

+ 1000— 1 = 9 9 9 
- f - 1 0 0 0 — 1 = 9 9 9 
+ 1000 — 1 = 9 9 9 

= 4000 — 4 = 9 9 9 x 4 
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Así 

j en general 

300 — 3 = 99 + 99 + 99 
= 9 9 X 3 = 2 9 7 

800000 — 8 = 99999 X 8 

700000000 — 7 = zzzzzzz;? X 7 

De lo expuesto se deduce inmediatamente 2a propiedad si­
guiente (de continua aplicaóic^ en la operación de dividir). 

Una expresión de cifras máximas multipiicada por un dí­
gito da un producto menor que la expresión formada por el 
mismo dígito y tantos ceros como hubiere cifras.máximas. 

Ejemplo en el sistema decimal: 

999 X 4 <4000 
999999X 7 < 7000000 

Y en todos los sistemas 
ZZZZZZZZ X 6 < 600000000 

P e aguí resulta también que el producto de una expresión 
compuesta de cifras máximas yuxtapuestas, multiplicada por 
u n dígito cualquiera, empieza siempre por el dígito inme­
diatamente inferior al dígito multiplicador. 

Sea 
9 9 9 9 X 4 = 3 9 9 96 
ZZZZ X 4 = (3ZZZZ) - á 

En efecto, el dígito multiplicador es 4, y el primer dígita 
de la izquierda ea el producto total es 3. Pero el 3 es la cifra 
inmediatamente inferior al dígito multiplicador 4. 

De lo cual asimismo se deduce inmediatamente que, si al 
producto de un dígito ppr una expresión formada con cifra» 
máximas.yuxtapuestas se agrega el mismo dígito multiplica­
dor, la suma empezará ya por una cifra igual al mencionado 
dígito: 

4X99999 
7X99999 
8 X 9 9 ^ 9 

4 = 400000 
7 = 7000CO 
8 = 800000 

Dónde se ve que en esta clase de productos 

3 X 9 9 
8 X 999, eto. 

basta la agregación de un sumando tan pequeño como el res-
pectÍTo dígito, para que yá la primera cifra de la suma sea el 
dígito mismo seguido de tantos ceros como hubiere cifras 
máximas yuxtapuestas. 
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CoBdensaeioneM en la mnlt lpl icaclán y en las prueba» 

OOKüENSACIÓN DEL MULTIPLICAR 

Las personas de gran expedición y facilidad para las ope­
raciones aritméticas pueden abreviar todavía la multiplica­
ción, con gran ahorro de tiempo, y menos exposición á equi­
vocaciones; por ser de experiencia que, dentro de ciertos lími­
tes', mientras menos signos se escriben, menos probabilidades 
hay de error. 

£ s una propiedad notable de la inteligencia que la segu­
ridad del cálculo es tanto más grande cuanto mayor número 
de operaciones se hacen de memoria: (se entiende cuando las 
personas de felices facultades tienen la memoria suñoiente-
mente ejercitada, y cuando el ejercicio se ha convertido tan 
en hábito que espontáneamente y sin pensar se llega á los 
resultados aritméticos). 

Natural es que los que ya, sepan bien la operación de mul­
tiplicar, juzguen innecesario el aprendizaje de un nuevo pro­
cedimiento que condense y abrevie todavía más una opera­
ción de suyo tan rápida y expeditiva como lo es ya la multi­
plicación; pero el que quiera dominar por completo el cálcu­
lo, debe aún aprender los procedimientos de condensación; 
tanto por su aplicación frecuente para las multiplicaciones 
peqneftas, como por ser una especie de gimi^slá que hace 
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adquirir iumensa seguridad en la suma; operación en la cual 
ixadie podrá decir jamás que se ha ejercitado con exceso. 

Inspeccionando la composición de los productos parciales 
de una multiplicación, por ejemplo, de 4 cifras por otras 4, se 
observará: 

XoltípltMdttr. HaUlpllcudo. 

1." que 1.* cifra X 1.* cifra da cifras de primer orden, ó protoenas; 

"' o » Q 1" í ^"'^ cifras de segundo orden, o deutenas; 

3." que 1.' X 3.» 
2 / X„2.* J dan cifras de tercer orden, 6 trienas; 
3.* X 1." 

4.» que 1.» X 4.» 
2 * X S * 
3 * X 2 " 1 ̂ ^ cifras de cuarto orden, ó tetraenas; 
4*» X 1/' 

5." que 2." x 4.» 
3.* X 3.* } dan cifras de quinto orden, ó pentaenas; 
4.» X 2.» 

). que á.̂  X . j ¿^jj cifras de sexto orden, ó hezaenas; 

7.''yqne4.* x 4.* da cifras de séptimo orden, ó heptaenas, etc. 

La ley de formación de los produotíUos del mismo orden 
es, pues, sumamente visible. 

Así, HÍ se nos presentase una multiplicación cuyo multi­
plicando tuviera diez cifras y el maltiplicador otras diez, da­
rían cifras de 10.° lugar las multiplicaciones de dígito por 
dígito siguientes: 

1.* X 10.' 
2.» X 9.* 
3.« X 8-* 
4.» X 7.» 

L>e < a > ^ 6.» X 5.' 
7.» X 4.» 
B." X »." 
9.* X a.' 

10." X IM 

Si el multiplicador tuviese menor número de cifras, claro 
es qne no habría diez combinaciones: suponiendo sólo cinco 

D 3 > á < 
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cifras en el multiplicador las combinaciones serían las que 
siguen: 

1.» X 10.* 
2.» X 9." 
3.» X 8.' 
4.» X 7.» 
6.» X «.* 

De aquí resulta que, si (sabida la correspondiente reserva) 
multiplicamos de memoria la primera combinación que dé 
cifras de un orden cualquiera deseado, y luego la segunda y 
sumamos, también de memoria, los dos resultados; y después 
la tercera, y la sumamos igualmente con la suma anterior y 
en seguida la cuarta y la sumamos con la suma últimamente 
hallada,... y así sucesivamente, obtendremos de una vez la 
cifra del orden en cuestión, juntamente con la reserva por 
suma que ha de agregarse á las combinaciones del orden in­
mediato de la izquierda. 

De este modo, el producto total se obtiene de una vez sia 
necesidad de escribir los paícialos, con gran ventaja del tiem­
po y de los procedimientos de loá cálculos, y con aumento de 
probabilidad en la exactitud: (se entiende—repitámoslo—en 
cuanto un operador de buenas y expeditas facultades aritmé­
ticas ha adquirido la práctica suficiente, pues ¿quién hace 1» 
operación más insignificante sin sujetarse á las condiciones 
de ejeréicio y repetición?) 

Sin embargo, preciso es conceder que no á todos es dado 
hacer de memoria piultiplicaciones largas de una vez y pres­
cindiendo de escribir los productos parciales; pero no hay 
nadie que no pueda ejecutar las cortas. 

Sean los ejemplos siguientes en condensación: 

SISTEMA DECIMAL 

S5 
X 2a 

Se dirá: 
3 X 5 = 16; se pone el 5 y se guarda 1 de reserva. 

Ahora se procede á las multiplicaciones que-dan deutenas: 
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3 X 3 = 9, + 1 de la reserva 10; 4- (2 x 5 = ) 10, 20: pongo cero 
en el lugar de las deutenas, y llevo 2. 

35 
X 23 

05 

Ahora procedo á la multiplicación que da trienas: 
2 X 3 = 6, y 2 de la anterior reserva 8; y pongo el ,8 por final de ope­

ración: 
35 

X 23 

805 

Véase en comprobación: 
35 

X 23 

106 
70 

805" 

Otro ejemplo en el mismo sistema: 
43 

X 28 

1.° Se hace la multiplicación que da la protoena; 
2.° Luego las dos que dan deutenas; 
S.'' Y, por último, la que da la triena. 

Protoeou 

48 
X 28 

8 X 8 = 24; 

ño n g o 4 y 
evo 2. 

Dentma* 

43. 
X 

04 

8 X 4 == 32 + 2 = 34 -f 
(2 X 8) = 6; 34 4- 6 = 40; 
pongo cero y llevo-4 

TrtetiM 

48 
X 28 

1204 

2 X 4 = 8; -f- 4 de la reser­
va = 12; y lo pongo por 
final de operación. 

48 
X 28 

344 

1204 
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Sea ahora la s iguiente operación, que se ejecutará análo-
j jamente á las dos anter iores : 

5471 8 
23 X 4 

125833 (4 5 

Diremos de memoria: 

3 x 1 = 3; y se escribe el 3. 
3 X 7 = 21, f (2 X 1 == ) 2 = 23; poogo 3 y reservo 2. 
3 X 4 = 12, -I- 2 de reserva = 14,4-(2 X^—) 14==28; pongo 8 y reservo 2. 
3 X 5 = ] 5, -|- 2 de reserva = 17,+(2 X 4 = ) 8 = 25; pongo 5 y llevo 2. 
.2 X 6 = 10, 4- 2 = 12; y lo copio por ünal de la multiplioaoióu. 

E n este procedimiento expedit ivo, si la protoena del mul­
tiplicador se mult ipl ica, y. g r . , por la t r iena del mult ipl i ­
cando, » 

la siguiente deutena del mult ipl icador se multiplica por la 
deutena anterior del mult ipl icando, 

la t r iena del multiplicador por la protoena del mult ip 
•cando, 

Y así sucesiva y aná logamente (1). 
Sea la s iguiente multiplicación: 

O 
123456789 V o 

1 
152346677626 (• 

£1 procedimiento ha sido el siguiente: 

4 X S 
4 X » y 3 X 9 

^' 4 X 7 ; 3 x 8 y 2 X 9 
4 X 6 ; 8 X 7 ; 2 X 8 y 1X9 
4 X 5 ; 3 X 6 ; a x 7 y l X » 
4 X 4 ; 3 X 6 ; 2 X 6 y l X 7 
4 X 3 ; 8X4; 2 x 5 y l X 6 
4 X 2 ; 3 X 8 ; 2 X 4 y l X 5 
4 X 1 ; 3 X 2 ; 2 X 3 y l X 4 

3 X 1 ; 2 X 2 y l X 3 
2 X 1 y 1 X 2 

1 X 1 

tillo, 
Claro es qae, si oo hay CÍ&M á la darcoha de let que da ua prodao-

no ae basca otro prodaotUlo ninguno mia. 
voiio «7 
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Claro es que á los prodactillos y sus samas habrá habido 
qne agregar las correspondientes reservas. 

Efectuadas las operaciones anteriores, resaltará: 
S6; se pone 6 y se llevan 3 

3 -»- 32 -*• 27 = 62; se pone 2 y se llevan 6 
6 + 28 -•- 24 -»-18 = 76; se pone 6; reserva 7 
7 •+• 24 -t- 21 -t-16 -•- 9 = 77; se pone 7; reserva 7 
7 -f- 20 -I- 18 -•-14 -4- 8 = 67; se'pone 7; reserva 6 
6 -i- 16 + 15 -»- 12 •+- 7 = 56; se pone 6; reserva 5 
5 -f-12 + 12 -f-10 -4- 6 = 45; se pone 5; reserva 4 
4-t- 8-t- 9-t- 8 - + - 6 = 3 4 ; 8 e pone 4: reserva 3 
S-t- 4-*- 6-t- 6 + 4 = 23; se pone 3 y se llevan 2 
2 -•• 3 ••- 4 -•• 3 = 12; se pone 2 y se lleva 1 
1 •+• 2 -t- 2 r= 5; se escrice el 5 ^ 
1 = 1; y se escribe. 

Sea ahora, en el sistema decimal, la operación de malti-
pliear siguiente: 

7 
321028 X 5 

« 1 2 8 2 

41091584 (» 

Diré: 

8 X 8 = 64; pongo 4 y reservo 6. 
8 X 2 16, -f- 6 de reserva =: 22, -+- (2 X 3 = ) 16 = 38: pongo 8 y reservo 3 , 
8 X 0 = 0 , - + - 3 de reserva = 3, -̂  (2 X 2 = ) 4 = 7, -+-(IX 8 = ) 15; pon­

go 5 y llevo 1. 
8 X l = 8 , - + - l d e reserva = 9, -H (2 X O = ) O, -«- (1 X 2 Í= ) 2 = 11: pon­

go 1 jr reservo 1. 
8|X 2 = 16,-K 1 de reserva 17, + (2 X 1 = ) 2 = 19, -»- (1 X 0 = ; 0 = 19; 

pongo 9 y llevo 1. ' * 
8 X 3 = 24, -•- 1 = 25, -+- (2 X 2 = ) 4 = 29, -4- (1 X 1 = ) 1 = 30; pongo O 

y retengo 3. 
2 X 3 = 6, -1:̂ .3 de reserva = 9, -t- (1 X 2 = ) 2 = 11; pongo 1 y reservo 1. 
1 X 3 = 3, ••-J = 4 ,y lo pongo por final de operación. 

Sólo con la práctica paede hacerse desembarazadamente 
y dominarse por completo este rápido y elegante modo de 
operar que, para algunas personas, sin embargo, nunca re­
sulta accesible. 

Pero, en definitiva, no es de {^soluta necesidad habi' 
toarse á este expeditivo procedimiento. 

CONDENSACIÓN DB tk PBUEBA. 

La condensación de la prtteba de la «ifra máxima es ope­
ración,, por suerte, sumamente fácil, y para la cual no se re­
quiere apenas práctica. 
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Slit«ma 
dtclmal. 

3747 
X 874 

1." Se sacan los 9 del multiplicando y sobra el 3: se escribe 
«1 3 sobre un aspa trazada al lado. 

8747 3 
874 X 

2.° Se sacan los 9 del multiplicador y sobra el 5: se escribe 
el sobrante 6 bajo el aspa. 

3747 3 
374 X 

5 ' 

3.<* Se multiplican entre sí los sobrantes que están en lo 
«Ito y en lo bajo del aspa. 

6 X 8 = 15; 

4.° Y se sacan los 9 del 16, diciendo: 1 -f- 5 =• 6, y se es-
«ribe & la derecha del aspa el sobrante 6 de este produotillo 
de los sobrantes anteriores. 

8747 8 
874 X6 

, 6 

Hecha asi la preparación, se efectuará la mnltiplioación: 

8747 
874 

8 
6X6 

14888 
36329 
11341 

5 

1401878 

> del prodnoto total B» sacará los 9^ 

l--4-4-4-l-4-8-»-7<«-8ssaA 
2.-4-4 <36 
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y este sobrante 6 se escribirá á la izquierda del aspa; y, como 
ambos sobrantes son iguales, diremos que la operación está 
bien hecha. 

3747 3 
374 fi X fi 

Abreviadamente { 5 
1401378 

Y» se habrá observado que las dos últimas multiplicacio­
nes condensadas que anteceden aparecieron con sus prueba» 
de condensación como sigue: 

5471 8 
23 X * 

126833 (* 5 

321028 7 
128 X 5 

2 

ADVEBTBNCIA IMPOSTANTE. 

Cuando hemos ya adquirido tanta práctica en multiplicar 
que es más probable el no equivocarnos que el incurrir en 
Arror; ó bien, cuando la multiplicación es corta, entonces, 
auu cuando no condensemos las multiplicaciones (prefiriendo 
escribir todos los productos parciales), es de aconsejar el no 
efectuar para cada producto parpial la prueba de la cifra má­
xima, pues bastará únicamente el efectuar una sola prueba^ 
de condensación para el producto final. 

S l i tema 
decimkl 

3747 
X 374 

3 
6X6 

5 
) en vez de 

( 

8747 (» 
X 374 

14988 
26229 

11241 

3 
6X6 

5 
) en vez de 

( 

1"4988 (» 
26229 (» 

11241 (0 

1401378 

3 
6X6 

5 
) en vez de 

( 1401378 (« 



MULTIPLICACIÓN 458 

Quinarlo 
2 

2X2 
1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

Senario 
0 

0X0 
4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

1234 
203 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

3354 
234 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

4312 
3023 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

22344 
14550 

11152 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

312112 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

22344 
14550 

11152 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

1331444 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

1331444 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

Sep teñirlo 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

Octonario 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

2666 
3046 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

37467 
50034 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

23661 
14663 

11664 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

176334 
136645 

236023 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

12200621 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

2362015004 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

Nomirio 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

Deotmal 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

47888 
8S8 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

46974 
398 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

430881 
430881 

430881 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

375792 
422766 

140922 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

47840001 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

18695652 . 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

UodesliiMl 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

Dundeclnul 
74ab3 

432 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

840a 
235 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

Dundeclnul 
74ab3 

432 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 
15946 
al28 

6819 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 
1299a6 

la2899 
257790 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

788al6 

2 
2X2 

1 

2 
2X2 

1 

3 
0X0 

0 

7 
0X0 

0 

^ 27713776 

0 
0X0 

4 

6 
2X2 

6 

3 
6X6 

3 

1 

2 
7X7 

9 

Pero, «i, hecha la prueba condensada, advirtiésemos error, 
entonces deberá efectuarse de memoria la prueba á cada pro­
ducto parcial, para ver cuál es el equivocado y no tener que 
rehacer la operación entera. 

Y, si los productos parciales resultasen bien, entonces 
la equivocación se buscará en su suma. 

Es evidente que puede efectuarse también en la imagina­
ción la prueba del aspa sia necesidad de escribirla, con aho­
rro, por supuesto, de tiempo y de trabajo. 
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La prueba del aspa es muy fácil de explicar. 
sistema decinul 

248 (» 
X 867 

(* 

(• 

£1 sobrante 5 del multiplicando se ha de repetir 8 reces, 
y 3 veces, y 4 veces, y de la suma de los sobrantes de estas 
repeticiones se han de exoIuí;r los 9; obvio es, pues, que lo 
mismo es repetir sucesivamente el 6 de ese modo que repe­
tirlo de un golpe 16 veces, ó bien 6 veces (l-\- 6 s=:6),y ex­
cluir los 9 del producto 15 X 5 = 75; ó bien, en fin, repetir 
de un golpe cinco veces el sobrante 6 del 15; etc. 
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otra dl«po*ielón de la operación de mnltlpllear. 

Eatre las propiedades de la mnltiplioaoióu (que estudiare­
mos más adelante en sección especial), encontraremos las si­
guientes: 

1.* Si al multiplicador se agrega un 1 encontraremos en 
el producto un multiplicando más. 

15 15 
X 8 X 4 

46 60 = 45 + 15 

Si al multiplicando se agrega un 1, tendremos en el pro­
ducto un multiplicador más. 

15 16 
X 3 X 3 

45 48 = 45 + 3 

Si al Multiplicando se agrega un 1 y otro 1 al multiplica­
dor, babrá en el producto lo siguiente: 

TJu multiplicando más; 
ITn moltíplicador mis; 
Y un producto de (1 x 1 = ) 1 más. 

15 , 16 
X 3 X 4 

4S 64—-45 4-15 4-3 + 1 
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Por consiguiente; 
Si al multiplicador se agrega un 2, tin 3, un 4, un 6... 

un n, habrá en el producto 2, 3, 4, 5 . . . n, multiplicandos 
más. 

15 15 
X 3 X 5 ( = 3 + 2) 

45 75 = 45 - f - ( 2 ^ 15) = 45 + 30 

Si al multiplicaudd se agrega un 2, un 3, un 4, un 5... 
un n, habrá en el producto 2, 3, 4, 5... n multiplicadores más; 

15 17 (= 15 + 2) 
X 3 X 8 

45 51 = 4 5 + ( 2 X 3) = 4 5 + 6 

j , en fin, ai al multiplicando se agrega m y al multiplicador 
^e agrega n, habrá en el producto: 

m multiplicadores más; 
n multiplicandos más, 
y un producto m x n más. 

x ' 3 ^ f l t í ^ l ^ é ^ Involución. 

45 140 = 45 + (5 > 8 ) + (4 X 16) + (4 X B) 

= 45 + 1 5 + 6 0 + 20 

De lo expuesto resulta una nuera manera de efectuar la 
operación de multiplicar. . 

Sean los factores 
41 X 31; 

•cometamos á sabiendas el error de suponer que, en vez de los 
•datos, tenemos: 

40 
80 

cuyo producto es 1300 

^Qu¿ falta á este guarismo 1200 para ser el verdadero? 

Un multiplicador, SO 
un m%tUiplicaH¿h>, 40 

y el produeío 1 X 1 = I 

71 



MULTIPLICACIÓN 457 

Luego agregando 71 al 1200 tendremos el verdadero pro­
ducto 

Y, en efecto: 

. 41 
X 81 

1271 

5 
2 x 2 

4 

Abrerladunente 

. 41 
X 81 

1271 

5 
2 x 2 

4 

41 
X 31 

41 
123 

1271 

5 
2 x 2 

4 
1271 

1271 

Supongamos que los factores hubiesen sido 

43 
X 32 

y que los hubiésemos considerado como 
40 

X 80 

1200 

Para corregir el error, sería preciso agregar 

2 multiplicandos; 2 x 40 ss 80 
3 multiplicadereii; 8 x 30 = 90 

y el producto de los complementos; 2 x 8 = 6 

176 

Por manera que 

1200 
4- 176 

1376 
i- *> 
J — X 32 

7 
8 x 8 

5 

AbreviaduMiiM 
43 

X 32 

1200 
4- 176 

1376 
86 

129 

7 
8 x 8 

5 

1376 86 
129 

7 
8 x 8 

5 

1376 

1376 

7 
8 x 8 

5 

Haciendo de memoria las operaciones, tendríamos: 
TOKOI . ' 68 
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4H 
X 32 

12 
tí 
(5 

= 40 X 30 — 
= 3 X 30 — 
= 2 X 40 _ 
= 2 x 3 — 

1300 
90 
80 
6 

1876 1376 

Estos resultados son los mismos, aunque en otra disposi­
ción, que los que daría la multiplicación locativa común de 
dígito por dígito: 

Vuera rnaaera. 

43 
X 32 

12 
O 
8 

1376 

43 • 
X 32 

•6 
8 
9 

12 

1376 

Otro ejemplo: 

85 
X 76 

66 tríenas 
35 deutenas 
48 deutenas 
30 protoenas 

6460 

X 76 

80 protoenas 
48 deutenas 
35 deutenas 

56 tríenas 

6460 

Otros ejemplos: 
67 67 

X 84 X 84 
48 28 
56 24 
24 56 
28 48 

6628 5628 
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(i7 
X 45 

67 
X 45 

24 
28 
30 
85 

35 
28 
24 

8015 3015 

98 
X 32 98 

X 32 
27 
24 
18 
16 

16 
18. 
24 
27 

3136 . 3136 

Pasemos ahora á factores de más cifras, y sean éstos: 
346 

X 678 

Cometamos el error de suponer que sólo tenemos 
30 • 

X 60 

el producto será 1800 según las tablas. 

Enmendemos en parte el error, admitiendo que los facto­
res dados fueron 

34 
X 67 

Y, siendo asi, resultará, conforme á lo que ya sabemos, 

34 
X 67 

18 
24 
21 
28 
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Pero, como el error no está aún corregido del todo, este 
resaltado no puede serlo más que de 

340 
X 670 

180000 
24000 
21000 
2800 

de manera que para obtener el valor verdadero hay que 
agregar 

8 multiplicandos, 
5 multiplicadoreg 

y el prodttcto de 8 por 

340 
670 

5 

Completemos de memoria los productos parciales y apare­
cerá íntegramente lo que sigue: 

345 
X 678 

18 
24 
21 
28 
32 

24 
85 

SO 
40 

> 2S3910 

3 
0 X 0 

8 
6 X 8 
6 X 4 
7 X 
7 X 
8 X 
8 X 
6 X 
5 X 
8 X 

Estos resultados, aunque en otro orden, son los mismos 
que los do la ya conocida muItipUcnujióu locativa común de 
dígito por dígito: 

m 845 
xire «79 

18 40 
^ 82 

» 21 34 
38 85 
82 28 

34 31 
85 80 

, 80 34 
-'. 40 

* 3 ^ 1 0 
ÍB 40 

* 3 ^ 1 0 38^10 
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El propedimiento es, pues, como sigue: 
1.° Se multiplican entre sí las dos primeras cifras de la 

izquierda y el producto se coloca en el correspondiente lugar; 
2.° Se multiplican las dos cifras inmediatas primeramen­

te entre sí, y luego cada uua por las anteriores; de modo que 
la del multiplicador, sea factor del multiplicando, y la del 
multiplicando de la del multiplicador; 

3.° Se multiplican luego entre sí las contiguas á las ante­
riores; luego la del multiplicador por las dos anteriores del 
multiplicando, y la del multiplicando por las dos anteriores 
del .multiplicador... 

Y así sucesivamente, si hay más cifras todavía. 
857 

X 643 

20 
32 
30 

ai 
15 

24 
28 

48 
651051 

857 
64S 

se multiplica 6 por 8 " 21 
se multiplica 1.4 por 5 15 
luego 4 por 8 24 
y después 6 por 6 28 
se multiplica 8 por 7 20 
luego 
y después 

8 por 85 82 luego 
y después 7 por 64 42 

80 
48 
'551051 

2 
8 X 8 

4 

La nueva operación puede hacerse más ezpeditÍTamente. 

857 
X «43 

48 6 x 8 
20 5 x 4 

90 6 x 6 
. 82 4 x 8 ; 

21 3 x 7 
448 7 x 6 4 
265 3 x a 

{•78 

661051 
3 x a 

{•78 4 832 

3 x a 

{•78 1 
6 X 6 X 647 X 864 0 X 0 

0 8 48 72 
0 X 0 

0 
12 42 

18 66 
82 54 

14 12 
128 268 
681 

1^8804 
388 681 

1^8804 840679 -
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El nuevo modo de operar se facilita como sigue: 
1.° Se multiplica cada cifra del multiplicando por la de stt 

mismo orden del multiplicador (ó sea por la que está debajo). 
2." Se multiplica cada cifra del multiplicando por las de 

orden superior del multiplicador. 
3.° Se multiplica cada cifra del multiplicador por las de 

orden superior del multiplicando. 
83Q 

X 647 

481214 
18 

128 
32 
581 

• • I • • • 

538304 

I productillos de 6 por 8; 
i 4 por 3, y 7 por 2. 

productiÚo de 3 por G. 
productiUo de 2 por 64. 
productillo de 4 por 8. 
producto de 7 por 83. 

973 
X864 

724212 
56 
258 

54 
388 

840672 

8 x 9 ; 6 x 7 ; 4 x 3 
7 x 8 
3 x 8 6 
6 x 9 
4 X 9 7 

<íst7 

803221 
40 
378 

24 
204 

3 
0 X 0 

3 
5 x ,6; '4 X 8; 8 X 7 
8 x ' 6 " 
7 x ;64 
4 x 6 
3 x 6 8 

373041 

834 
X 765 

561820; 
21 ; 
304 ; 

48 : 
415 ; 

638010 

6 
0 X 0 

O 
7 X 8; 6 X S; 5 X 4 
3 x 7 
4 x 76 
6 x 8 
5 x 8 3 

697 
X\493 

248121: 
86 : 

348 : 
54 ; 

207 : 
348621 

4 
1 X 1 

7 

6 X 4:.9 X 9; 7 X 3 
9 x 4 
7 X 491 
9 X 6 
3 x 6 9 

«98 
X 743 

423624 
63 
592. 
24 
207 

518614̂  

5 
7XÍ 
6 

999 
X 972 
816818 
81 
878 
68 
196 

9710^ 

O 
0X0 
O 

824 
C 312 
90206 
6 
124 
8 
64 

101088 

O 0X0 
6 
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321 a 203 5 
y 234 0 X 0 X 431 4 X 4 

60604 0 80003 ^ 
4 0 
23 129 

9 6 
128 20 

•í5114 87493 

8764 7 X 7 
X 3692 1 

24;J55408 3 X 8; 5 X 7; y X 6; 2 X 8 
21 7 X 3 
210 6 X 35 

1436 4 X 3 5 9 
40 5 X 8 
783 9 X 8 7 

1752 2 X876 

8 

31480288 

2 X876 

8 

2 X876 

8 
987654 0 X 0 

• . > 32132Í 3 

3 X 9; 2 X ^ 
8 X 3 
7 X 3 2 

271607181004 
24 

224 

3 

3 X 9; 2 X ^ 
8 X 3 
7 X 3 2 

Í ; 1 X 7 ; 3 X C ; 2 X 5 ; 1 X 4 271607181004 
24 

224 

3 

3 X 9; 2 X ^ 
8 X 3 
7 X 3 2 

1926 6 X321 
16065 5 X 3213 
128528 4 X 32132 

18 2 X 9 . 
98 1 X 9 8 
296.1 3 X 987 

19752 2 X 9876 
98765 1 X 98765 

4569873 

317353970934 

1 X 98765 

4569873 

1 X 98765 

4569873 6 
9876642 3X» 

8 6404254^)2806 
45 
588 
8883 
790Q8 
691B55 
2962962 

32 
815 

2736 
22846 

182792 
913374 

5 

4 51S4543619166 • 

4&J 
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Caao de no teaer el multiplicador el mismo número de oi» 
frM que el multiplicando, la ley de simetría que preside á>Ios 
ejemplos anteriores se modifica; pero el carácter de los racio­
cinios no varia. 

Sean los factores 
3456 

X 78 

Cometamos el error de suponer qae en vez de esos datos 
se nos dieron los siguientes: 

34 
X 78 

Ealonces, por lo qae ya sabemos, tendremos: 

78 

2132 

24 

2652 

Pero el multiplicando es por lo pronto cien veces mayor; 
do modo, que al producto deben agregarse ^os ceros, como 
correspondería si los datos fuesen 

3400 
X 78 

213!»0 
28000 
« 0 0 0 

Pero con esta correccián no basta todavía. El multiplican­
do dado bo es 

8400 
sino 

3466 

Y, hablen^ 56 unidaden más en el multiplicando, faltan 
al producto total 56 multiplicadores; d0 modo que, para co-
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rregir completamente el error cometido, habrá que agregar 
©sos 56 multiplicadores; y, si lo hacemos, la operación apare­
cerá entera como sigue: 

3456 
X 78 

213200 
28 
24 

390 
468 

269568 

;3x 7; 
;4 X 7; 
;8 X 3; 
;5 X 78: 
;6 X 78. 

8 X 4 ; 

Hecha la operación sin abreviaciones sería: 
Xutva in«n«rm. 

8456 
X 78 

21 
32 
28 
24 
40 
85 
43 
48 

269568 

lUiuniwHiMldk. Q 

0 X 0 
6 • 3456 

X 78 

48 
40 

32 
24 

42 
35 

28 
21 

269568 

Otro ejemplo, sin abreviaciones á fin de que estén á la vis­
ta los pormenores todos: 

2 
23456 23456 3 X 3 

X 978 X 978 6 

18000000 48 
2700000 400 

• . 1*XX)00 3200 
210000 24000 
28000 160000 

860000 420 
• 34000 - 8500 
ICOOOO aeooo 8200 210000 

400 1400000 
8500 5400 
46000 45000 

48 860000 
420 2700000 

• 5400 ISOOOOOO 
22939968 22938968 

0 1. «Q 
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Abreviadamente tendríamoR-. 

2S456 
978 

182132 ; í» X 2; 7 X : ,: 8 X 4 
27 í$ X íi 
388 : 4 X 97 

14 ; "7 X 2 
184 ;' 8 X 2;i 
48íX) ; 50 X 978 

SSfiS; íi X 978 

22939968 

íi X 978 

AliVEKTKNCIA 

Esta uneva manera de operar uo tiene en la práctica ven­
taja sobre la usaal y corriente; pero su conocimiento es de la 
mayor importancia, porque enseña una disposición nueva de 
los componentes de un producto, la cual es indispensable co­
nocer para la teoría de la- INVOLUCIÓN y la EXTRACCIÓN DE 
SAÍCBS. Nunca, por tanto, el alumno dedicará demasiada 
atención á esta nueva manera de multiplicar-

DB lo explicado en este Libro se deduce que, cualesquie­
ra que fueren las combinaciones ó los medios que se adop­
ten, para multiplicar, ó sea para hallar abreviadamente una 
suma, 

1." Se multiplica cada dígito del multiplicando por cada 
dígito del multiplicador; lo cual da un. número de producti-
ÍIos igual al de los dígitos del multiplicando repetido tantas 
veces como cifras tiene el multiplicador: (si el multiplicando 
tiene cuatro cifras y el multiplicador tres, el número de pro-
ductillos es 12; 4 x 3 ) . 

2 . ' Estos productillos se colocan ordenadamente unos 
bajo otros, de modo que las deutenas caigan bajo las deute-
nas, las trienas bajo las trienas, etc., y 

3." Colocados así los productillos se suman, y su suma e& 
la soma total á producto total que se busca. 
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Doce productillos ( = 4 X 3)-

45(i7 4567 
X :5'.»B X 39** 

5(! 
48 I 

40 i 
32 ' 

6ii • 
54 I 

•45 , 

21 , 
Ib / 

15 
12 

36536 

41103 

13701 

1817<!()6 1817666 

4." En la práctica se suprimen "los ceros de la derecha que 
hubieran de iudicar la categoría de los respectivos producti­
llos, y 
. 5.° Para que sólo aparezcan tantos renglones de produc­

tos parciales como cifras tuviere el multiplicador, se suman 
de memoria los productillos parciales de cada dígito del mul­
tiplicador por todos los del multiplicando. Al efecto, supo­
niendo que cada productillo conste de dos cifras, siempre la 
de la izquierda se agrega como reserva al productillo de or­
den inmediato superior. 

Cada producto parcial es del orden de la cifra del multipli­
cador que lo ha' generado. Así la 1.* cifra del multiplicador 
produce protoenas, la 2.* deutenas, la 3.* trienas, etc. 

(Véase en la Involución otro modo de multiplicar.) 

FIN DEL TOMO PRIMERO 
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