ARITMETICA GENERAL






'R (oss3 W’(‘O@

EMARIANO N UNEZ SAMPER, EDITOR

. Suvcgsor pE Juvavy MuRuz Siwcmrz

(THETC G

POR

EDUARDO BENOT

To ho meno in mentn di persuadere
che di far pensare.

Ciiron -

PR

ADMINISTRACION
CALLE DE DON MARTIN, NUM. 13

TELBFONG NOM, 3 107

- MADRID



E8 PROPIEDAD.

L

IMPRENTA Dil PEDRD NéS¥z, REVAITU 84NTO, 18,




HISTORIA DE ESTE TRATADO

Expligué en Cddiz, oralmentey sin ningtn texto escrito,
el afio de 1866, & nifios muy estudiosos de trece & quince
afios (cuyo reewerdo me es siempre gratisimo), los principios
fundamentales de esta Aritmética; y logré que, sntendides
por completo, muy pronto les fuera ficil-aplicarlos 4 niimero
de ejemplos tan considerable, que se me hizo imposible exa-
minarlos todos. {Con qué alegria se afanaban por ejecutarlos
% onal més largos y dificiles! «;Y no me he equivocado»,
agregaban todos con orgullosa importancia, «porque he heoho
también las pruebas, y todas resultan bien!»

Guardé aquella muchedumbre de ejersicios; y, afios des-
pués, en 1871, esorib{ aqui en Madrid las dos secciones de 1a
Parte I de este Tratado, y entresaqué de aguells engrme ma-
sa de papeletes y cuartillas cuantos ejemplos me parecieron
adecuados para la inteligencia de los prme:plos que iba yo
ex_pomando Asi, pues, todas las operscionés presentadas en
los ocha primeros libros de la Parte I gcomo ejemplos numéri-
con, todds (con alguna que otra excepcién), proveden de aque-
llos aventajadon y entusiastas aprendicillos de mateméticas.
Y conservo todavis, sin emplao, nimeko- de ,0]0!010103 muy oo-. :
pioso. . :
El afio ngumnte e 1872 esoribi el rasto de la obra. Mﬁ B
resuté sobria de: ejexaplos, porque careois yo -antonces de
ocios para ejecutatlos.

Embargade en seguide tods mi stencidn por mia urgan- .
tes tareps y quh&m maludnble-, no volvi ¢ mirar mis bo-
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rradores durante quince afios, hasta que en 1887 log mandé
copiar; y, sobre la copia, hice considerable niimero de correc-
ciones, que me parecieron necesarias ¥ oportunas. Entonces
agregué & lo ya escrito en 1872 todas aquellas nociones y no-
ticias que me habia proporcionado el progreso incansable del
tiempo transeurrido. Y no me detengo 4 enumerarlas, porque,
por su cardcter e$imoldgico, histérice 6 ‘antropolégico, han
de resultar patentes & cuantos siguen con interds Ia marcha
‘de los modersos adelantos. N -

L obra volvié 4 quedar archivada darante los afios trans-
curridos hasta el presente de 1895, en que durante meses en-
beros de asidus constancia 1a he. repasado toda, he refundido
libros enteros de la Parte II, y 1a he enriguecido de numero-
808 ejemplpa, algunos de célebrens a.uto‘res (1). ‘

Avngue no hay precaucién que.yo no bhaya tomado para
asegurar la mayor exactitud en toda 1a obra, no es de espe-
rar haberla obtenido siempre; por In enal serdn recibidas con
el mayor agradepimiento las observasipnes y eniniendas que,
con el fig de dar algin dis & este trabajo ls correccion ape-

| tacible,'qnigrsn.rqmitirmq"todosf cuantos sienten interds en

que Ia juventud estudioss sdquiorn, desde los principios hibi.
tos correctos de pensar y discur; CL -

-
ar

- '.‘7-‘. ..

() Y, a1 chng i, ok Yoria snoem 2o g bk B dood i

- . [
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AR RAARARNNAS

1. Lo

" Muchos hombres entenflidos en Matematioas sualen decu- cuando ven

un libro nuevo de la ciencia:
~ «zQué objeto se propone la nueve pnbheamdn? IQué vaoio- Bena? gQué
falta hace? ;En Mateénistions estd todo tan dichollll..s

Y, en verdad que, generalmente, no carecen de fnndmeuto los: q_ue
wiran con prevencion las recientea publicaciores,

Los autores, por lo regular, no hacen més que copiar unos de otros; &
bien, anteponer 4 posponer las seociones en que suelen dividirse los’tra-
tados; 6 bien, agregar y cercenar proposiciones y téoremas; § bien, dar y
guitar importancia & algin ramo especial.

Agquf un autor estudia-los logantmos en la antmétma alld otro logre- -
sorva para el Algebra. Este suprime lag razounes aritméticas: aquél da una

" exeesiva 1mportv.nc1a. Y la.s fmcamnes declmn.lea, at.o ete.

Pero los que censurAn la mayor pa.rte de los libios nuevos de Mate-
. méticas carecen de razdn cusnds. fundan 8u orit.ma en la no necesidad de
nuevas publicaciones. .

No: todo no esté dicho en Huemé-naas. R ' "

Los libros 4 ellas congagrados (y precisamente los gque mis favor nl-
Gawnn) estdn duajados de defiviencias ¢ de paralogismos, 4 que sélo la ru-
_ tina pueds quitar sa carhoter de evidentes. En. vano una literatura revo-

lucionaria esth clamando desde hace dos siglos comtra ellos: ¢l mal con-
timis y la ciencis no adelants cusl debiera.

HEeto es matemdlico! auele deeirem para probar la euctxtud de un raoio-

" olmio; ¥, sin embaigo, loa Hbres de 1a diencia llamada de ls exactitud,
- esthn tan plagndos de mexmﬁtu.ﬂea ‘como los que menos blasénan de
. infalibilidad.

“Una obra enbera ha pﬁ!&e&& Hr. V.\mh &nmoatundo estos errores.

. ¥.yobe tenido 1a houra de ser d p:ﬁmm #n dar A conocer & los espafiolos

. t:: d:ﬁ.hb:lima y ;pr;ofmdn pﬂdumi&n. hwiunléndoln 4 #veoes eomen-

y
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. ;Etzor en los bros de M}tﬂméhm' Esto es el gnto gon que la incre-
dulidad dé la ratina acoge toda- a.havermén ‘aontraria 4 los llamados tex-
tos de la cieptain de 1a exankitud,

Y engue, regphrmente, los hombras creen que las ciencias son la

RE Am}).;'fp deias dosas, - .

NCIAB, eomo; cmafuu, estﬁ.n t-oda.s snjetas 4 la ley del pro-
© ETes0;: m ﬁ{ Inn! m&mhm, como las dednotivas, ‘
‘Lo ‘qontrerio #6 16 gue precisamente se ansefia. on las anlss; pero 280
g&gmim@amksascmlusaﬂhmﬁrmealmor :

: LosHECEQS de que 1as ciencias tratan, SON LO QUE SON inde-
pendientementa ds Ia teorfa que pretende explicarlos, Los HECHOS EN-
sf no son verdaderos ni falaos; es verdaders & fulsﬁ. la ciencia gne sgbre

~ellos tup‘l‘mt Asi el henho SU.BSISTE ¥ ]n. cmncm CAMBIA

P'mnom ctee gue Is‘tmm estd ﬁja y oxphemd& sl error la.s estacio-
wes: peFo ol !nbnador consce el HECHO:de que, sembrando en tal época
del afiv, 88 cosstha la snment,e én tal otra: y el HECHO, que da alimento al
labrador, es uns gnn verdad ; porque o es; perc no“por lo que dice Pro-
Loumo. Doa P‘-‘!‘ 305, son emﬁro, ,vordai pero no porgue lo digsa los
textos, ‘

© Una mdsd, es verdad porgte lo es: no por los tibros. .

1330309' {HECHOS! HECHOS! pedia. ol gran dramsaturgo inglés.

Sepamos que 1a Fug fije imagenes en le chmara oscura; que la pila vol-

' thica pi,odo tranamitir de un. continente 4 ofrre, por- medio de an ala.mbre,
‘mmien’bos oconvenidos: depamos quo conservando el periostio se sege- .
“teran los'Jubsos; que el oloroformo suprime el dolot; que nuestros meta-
Jes se ennfma‘ntrm Mﬂm en ira estrellas cuya luz tarda centenares y

* miles y m*ilu Aeafidsen Uegar haats nosotros;.y no nos apesaﬂum'bre--
mos porq,m ‘Tan ‘antighes tear{as caigan; que mochos afios hemos comido
el AL B0 gAn Sin _poseer una teoria pmbfo dela panificacién; y sun

.en em mﬁioc ignpra 18 industria cuAl es la»asanem del acero, sin el

il -ﬂa& Mra h cwthmén. . \

Los hwhoauﬂmﬂmgmn emrhos. pero am exphca.cxén resulta mu-
. has.vemmmﬁblanu‘:nopnmsmemb& '

Rt

II‘I'
Hs aqui, paes, la m&n h exte libro, y el objeto que se propone:
expurgar, si és poaibls, de eyror la explicasién.de muchas de las verdades
mstémibtioas, ¥ gen%rdmﬁ.t hchﬁom de 108 nfimeros: gfuo #i 1z hpmani-
‘dod en dismpre pobréde’ mtiit' 1@5 ﬁé’nﬁg‘ nkoes'un siempre de CIEN-
CIA 6.3 TEOBIA que lo &inqni dnnnta un momento
ﬁniemni&, pars ueim' hmgo slt pwo ﬁipé:ﬁs mis eomplet,as.

, Oporhmn fnara sxpaner whigzdy o1 W ie"lo mneh&o, 168 moren,
. &e lon. hm (h Mmttien & lm!*d_‘e_ lwmpltﬂu por; lo t,rpanon,?
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Poro existiendo yavun Tratado especial, exclusivamente destinﬁdo A s
designacitn, & ese mismo Tratade he de referirme, pars no indicar aqui
mal, 6 someramente, lo que estd alli con toda amplitud dilucidade (1).

Pero ya que esta obra se halla destinada 4 ls. Aritmética (pues wopso
no me sea dable continnar mis estudios sobre los otres ramos de las Ma-
temiticas) (2) no estaré de mis hacer notar, punque ses de pasads, algunos
de los arrores capitales, de esencia, que se epcnentran en libros muy re-
comendados 4 la juventud (fibros que, por otra parte, estin cusjados de
observaciones y verdades de indisoutible mérite).

Casi siempre las definiciones dejan ver uns flaqueza intelectual que
verdaderamente conturba.
‘Veamos algunas definiciones. Por ejemplo, las de la voz Malemdlicas.
Con frecuencia la definen los autores como la ciencie de la cantidad.
Pero, jno tratan también las Matemiticas de las figurns ¥ de lag posicioncs
que no son cantidad? Y, si se da por atributo &, la cantidad la cualidad de
ser susceptible de aumento y disminueién, jno se hacen impropiamente
-objeto inmediato de las Matematicas, cosas, fandmenos y atecciones cuyxn
intensidad y magnitud pueden siempre anmentar y disminuir, aangue sin
#er numerables, tales como los dolores y los placeres, las pasiones y los
vicios...? El talento aumenta con el estudio, y disminuye con la occiosidad:
" pero, (/qué matemético osard medir al genio? ;Qué férmulas pueden deter-
miner ln abnegncidn de los héroes ¥ los martires? ;Qué balanze ha podide
nunca pesar la virtud? ;Qué crisol aquliata. la faria de los celos?
. Otra definicién.—Las Matemdiicns constituyen la ciencia de las leyes del
tiempo y del espacio.—Y jcudles son las leyes del tiempo? jendles las leyes
del espacic? Pero no entremos en cuestionss metafisicas. ;No tratan de
lon pesos las Matematicas? ;de las fuersas? Y no es absurdo pensar que un
gramo poses duracién? ;Qué tiene que ver un kilogramo cou gl largo, an-
-oho y grueso de la pesa que lo representa? ;No son cosas distintas. del
tismpo y el espacio los valores de las cosas? ;Qué relacidn hay entre um
franoo y un minuto? ;O entre &l precio de un jornal y un metre cibico?
" Otra.
* Las Matemdticas tienen por objeto’ la determinacitn de cmmlo pucde con-
_ darse § medirse. Lo cinemética no tiene por objeto contar ni medir. ¢Osa-
 'rinis excluirla de la ciencis?

Continuemos anah'zando.

Esoojo casi al azar.

Dics uno de los libros m&s extendidos:

«NUMERO 8 ¢l resuliado de la comparacl-éu de la umdad con la cantidad.»
-|Qné confusidén de ideas hey aqui!

" Antes de comparar, es praciso légioamente. gne hayamos paro:hldo Iso

. . .

(1) Feene mi traduccion agl Movo 8 Mr, VALURS, tifuleds Ersorer o lor Kiros de Mot

{7 Eogriego padyoi;, conocimiento, cstudlo, olensia,
TOMU 1. - _ 2
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ideas que se comparan: autes de comparar la supucsta unidad con la canti-
dad es imprescindible que hayamos visto intuitivamente la pluralidad, y
que hayamos notado grados en ella; porque TNO y MUCHO son conceptos
correlativos y antecedentes 16gicos reciprocos, de los cuales no puede uno
existir sin que el otro coezistd. No se puede tener 1a idea de oscuridad sin
la de luz; ni la de silencio sinla de raido; ni la de quietud sin la de movi-
miento; ni la de placer sin la de dolor.

Por otra parte.

¢Quién puede sostener que slo las coses comparsbles nos dan la idea
de nfmero, cuando brota la idea de ntimers Hasta de la distineién de las
cosas mis contradictorias?

Adembés: 1a idea de uNO, por lo menos, no puede resultar de la compa-
racidn, pues que para comparar la unidad con la eantidad es preciso su-
poner gue ya sa sabe que e8 UKO (y no dos, ni tres, ni pluralidad) el mé-
dulo que se va & compasar con la cantidad; pero, si esto es asi, resnlta.
contradictorio tener la idea de UNO y no tener al mismo tiempo la de
MUCHO, porque UNO ¥ MUCHO son conceptos correlativos, como los de luz y
oscuridad, quietud y movimiento, de los cuajes ne puede conceb1rse un
térmire sin poseer al mismo tiempo su contradictorio. !

Por nltimo, y esto es 1o capital, ea ajeno 4 tods filosofia decir que la
cemparacién da ideas, onando la comparacién da sélo GRADPOS entre ideas
que prevismente se tenian. Sin la ides reEvia de mayor, no podriamos
decir, al comparar el papel con la mesa, que dsta es mayor que aquél; an- '
tes al contrario, porque ya teniamos esa idea, vemos que la relacién de
magnitud entrels mesa y el papel es un saso conereto del coneepto de-
mayorided que anteriormente habiamos ya adquirido.

Continusmos examinando, _ '

Analicemos esta otra definicién:

.«Be llamg NOMERO EXTERO 4na Sola cosa,»  *

{Parece inoreible que en serio se estampe definicién tan sin funda-
mento!

Tne cosa sola seré 1o que ella faere: libro, hombre, lmey, pero no serd
péumero, porque el Nmero o gs cosa; s un concepto racional sin exis—
tencia corpéres ni realidad tangible 4 objetiva,

Otra deﬁmmén.

«Se llama NyMERO EXTBRC [0 feunuﬁn de varias cosas iguales y seme-
Jjantca.»

La reunién se llnm'mi reun:én, y 4 nadie se e bourre decir, al ver una.
pila do balas, 6 un rebafio de ovejas, 6 un escuadrén de ou.bllller{a., éun
congreso de. diputados, <acabo de ver un némeros.

"""""'.."‘.".".'."' '.'.""'ﬂ‘!.llvlitoiclvl!.va'lll-'.

“Pues si de este modo hablan del wtMERo log que tratan de la ciencia.”
de los nimeros, jqué debemos espersr de las otraa definiciones?

Laa qus de la unidad traen los textos aon mmm, eugnﬂo manon,
womo las ya expaestas.

I)me uno de Jos libros de mayor nombra.dia.
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<8¢ Hama UNIDAD una de lag cosas iguales § semejantes que componen un
afwmerg.»

Aqui hey mds coneeptos equivocados que palabras.

Ee primer lugor: ol nimero no estd compuesto de cosas. Las cosas
tienen ancho, largo, grueso, color... ete; y ;no haria reir el gne preguntase
de los nimeros lo que, cientifica y serinmente, se puede preguntar de las
<osas? ;Cual es el ancho de la idea de nimero? ;Qué color tiene la iden
de 8?7 ;Cuinto pesa 25? ;A qué sabe 197 ;A qué huele un millén?.. etc., ete.

En segundo lugar: una de esas cosas & qua se refiere la definicidn serd
aquello que fuere; {idro, homba, buey; pero no gerd UNIDAD, porque la idea
de unided no tiene existencia individual; es un concepto relativo, y la re-
lacién no es un algo que estd EN lns cosas, sino que es una ides de un
<oncepto ENTRE las cosas. -

En tércer lugar: se confunde de modo lamentable el concepto puro
<de UNIDAD con el de cUERPO § MODULO, ¥ s quiere gue dependa la ides
abstracta Je unidad de la percepcién de un confunto de cosas igusles &
-Bewmejantes; 4o modo que, como no heya comjunie, 6 como no haya cosas
Sguales 6 semejanies, es imposible la idea de UNO. ;Pues qué! (y hasta
descendiendo 4 lo material de los ejemplos vulgares) o vemos el UXO en
un montén de cosas difsrentes? JA qué viene esa inutilidad de que las
00533 {pussto que se quiere que haya cosas) tengan de ser iguales? ;6
hayan de ser semejantes?

En caarto lugar: como s8 supone que la idea de unidad y la idea de
<ofa gon idénticas, los autores agregan en seguida:

«Una de las paries de la CNIDAD 3¢ llama QUEBRADO: para tener el gue-
brado es preciso partir la unidad... eto., ete.

Pero jedmo se parte el'unof

¢Cédmo se parte lo que ses verdaderamente XUMERO ¥ Do COSA?

4Qué seria emitir medio voto? ;Qué serin dar conssjos dos veces y
wedia? ;Qué seria pegar media hofetada? (1),

[Y oato ge enseilall..,

Sigamos algo mds,

Los autores disen: .

«Se llama NOUMBRO ABSTRACTO el némero én que no esld determinada lo
waidad.» .

b

(I} 04 do muchasho un quecto allh ¢n mi Andalucts, que revela el c5mo extas {desn de ven-
€ldo comin han descondido (por ergomianeidad, ya awe no preda ser por reflexidn) hasta las
WOANA populistes. . \

Eraso un enanillo muy astuto y diabdlice, ¥ un giganiaso faros ¥ come.curne. K enang
W00 una vex qon Fu ingenfo &l glgants de ut grave apuro, por 1o cual el jayan vivia agrade-
ido al hombresnelo.—Pero, como dste e tan diabélico, slempre estaba mortificando al gi-
aaute, #) cosl resolvis darle musrte pars librarss de tants travesmre. . .

~~Ploaronaso, psrro, shom misme voy & masarts, Pero, por aquel favor que ma hidiste. te
Permito que effjas ol gdnero do miuorte -que mis ses 6 tu sgredo.

¥ me matards de 1a muerts que yo escojat

~Palabrs de gigsate. )

—Buens, Puss mitame de medis dofstadn, e .
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iSemejante confusién de ideas pasma! {Ni aun distinguir lo indetermi-
nado de lo abstractol ;Quidn concibe carencia tal de anilisis?

8i entramos en una sala donde estén slgunos contertulios en conver-
sacién y oimos decir, por ejemple, sin conocer atin el objeto de que se trata,

—Pues yo recibf cuatro, ;Y usted?

—Cinco.

—Y yo seis y media...
¢no entenderemos desde luego que se habla de 003A8 ¥y no de KUMEROS?
¢No caleularemos que se trata de monedas, cajas, fanegas, ste., y no de
NUMEROS, toda vez qué los nlimeros no pueden ser OBJETOS recibidos? Lo
que quiera que sea eso no determinadé quoe se I}aya recibido en nimere
de 4,de 5y de 6 y media, estaréd indeterminado, pero nunca sers }o su-
premo de lo abstracto, si sabemos & suponemos que tiene anchoe, largo,
grueso, pego, color, sabor, dureza, ete., ete.—Pues todavia serd mas abs-
tracto que lo que tiene dimensiones, peso, color, dureza.,, aquello en que
hayamos prescindido de durezs, color, pese y dimensiones, ‘

Para que un niumero sea PURO, esto es, niimero verdaderamente ans-
TRACTO {ya que los nimeros ni pesan, hi son extensos, ete.) ese niimero
ha de ser independiente de to(']a. magnitud, de todo peso, de tode color,
de tode cualidad, en fin, que afecte nuestros sentidos; y no ha de expresar
otre cosa que grados de la escala de la plurelidad. 96k entonces gerd abs-
traclo; pero, mientras se le supongan cualidades de las cosag podra tode
1o més resultar indeterminado. !

;.Ram manera Eie ab'straer lo consistente en dar de lado 4 ups denomi-
nacién 6 & un calificativo! '

{Qué tiene de extrafo, pues, que en este confusi
1a de cANTIDAD? (Nota, pdg. 25.)

-

én de ideas son errénes

\

Véase la definicidn siguiente:

‘«CANTIDAD es todo lo suscepiible de aumento 6 disminucion.»

Aqui s8 toman los conceptos al revés,

Todo cuanto hay numerable por medio de los médulos de medir cono-
cidos, es susceptible de aumento y disminucién (S8 exceptiia la unidad
pura que no es susceptible de disminueién) y por ser esto werdad, es ver-
dad también que tods cantidad es susceptible de aumento y disminueitn;
pero no es cierto que ses CANTIDAD todo lo que pneda aumentar 6 digmi-
nuir. La intensidad de nuestras afesciones gumenta & disminuye, ¥ & nadie
ge Is hs ocurrido decir que tal clase de intensidades sea cantidad; un delor
aumenda 6 disminuye, y un dolor no es cantidad porque no es numerable,
Be cae, pues, por los autores en nn error contrario & la dialéctics pura,
contraviniendo al cdnon que prohibe invertir Ia proposicién afirmativa

' eusndo no es definiciénm, - .

Proceden como el que dijese:

Todos los leones #om animales,

Luego ‘

Todos los animales son leoncs.

Pero... Basta de paralogismos.
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III.

El que quiera estudiar sistem4ticamente 1o que hay de mal fundado b
mal definido en los libros de la ciencia matematica, asuds al citade libro
de Mr, Varris,

Notemos shora otra serie de males de suma gravedad.

Se he hecho de mods demostrar lo evidente; y como, cusndo un con-
cepto es claro, sn demostracién' no Jo aclars, sino que lo perturba, resulta
que la percepcitn de gran numero de verdades se dificulta por causa de
la demostracién, :

Adem4s, los autores recorren un civeulo vicioso; y, aunque en esencia,
explican siempre lo mismo con lo mismo, s ufansn y pavonean cuando
logran presentar en formas diferentes un mismo y solo concepto.

;Qué idea nos daria de si el que dijera: .

—El vidrio es transparente porque es d:é.fam

—~Y ;qué es didfano?

—iil0 que es transparentell?

La teoria de lns paralelas se funda por algunos en las perpsndiculares
4 una lines rects, y 1a idea de perpendicularidad se explica por el parale-
lismo!!

Cuando un concepto es claro y evidente, no ss debe ni deﬁnu' pi de-
mostrar: solumente debe exponerss.

La rpzém de la claridad y evidencis de los axiomas no-se funda en
ideas anteriores. Y, & semejanza de los axiomas (que se extienden 4 gran
nimero de ciencias), ha.y verdades generales, aungue no univernales, que
son clarisimas en cada ciencia, y que, por lo mismo, no necesitan demos-
tracién; y o8 tan anticientifico pedirls, que al gue la exigiera no deberia-
mos (hoy que hay abuso en demostrar innecesariamente) ni aun siquiera,
en castigo, concederle los honores de una contestacién.

¢Quién no vé que por un pnnto no puede trazdrse més ‘gue um panle—
la 4 una recta dada?
¢Quién duda de que desde un punto de una recta no puede levmtarsa
mis que une sola perpendionlar? -
¢{Quiéh ro consibe que, si dadas dos perpendjmhral; Fomamos & 15 nna
como oje y hacemos girar la otra alrededor de wstd oje, eata Altime des-
cribirh un plano que ha de ser perpendwula.r 4la que sirve de eje?

iY los que se afanan por esquivar este olnse de ewdanexas, inouiren en
l1a contradiceién de dar por snpuesto gue es evidente la gensragion del
¢ono haciendo girar la hipotenusa de un tridngulo recténgule alrededor
de uno de log catetos que sirve de eje; 6 la de la esfera por 6l movimisato *
de un semicirculo alrededor de su dikmptroll ;OWr tam varief’

;Y aun otros conceptos mas dificilest] .

La formamén del plano descrito por una parpendwnlar que gzrs alre- -

+ 5
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dedor de otre, ;en gué se diferemcia esencialmente de 1a generacién del

" oono deserito por una recta gue forma coh otras un dngulo menor de 90°7
Puss gl esta generncién se da como evidente, ¢por qué no la otra? ;Cur
tam varief . '

- Ademas: squé ea el tal plano, mas que un cono ouya altura es cero?
¢Por qué se nos ha de dar como evidente la generdeidn de la superficie
cbnies, en ¢uanto la slturs 1o es infinitemente pequefis; y se nos ha de
negar tods evidencia para la formacién del planc en el preciso momento
on que la generatriz va 4 pagar del primero al segunde cuadrante?

Lo EVIDENTE NO SE DEMUESTRA: 88 EXPONE: 88 BXPLICA: S8 HACE COM-
PRENDEE: que muchng veces la difioultad de una idea no, ests en su con-
cepeidn, sino en la falta de claridad pars la inteligencia de los términos
con que la verdad ge expone. v

Habré persons, indudablements, que no comprends {por falts de edu-
cacién literaria) la frase BL CONTINENTE B§ MAYOR QUE KI, CONTENIDO.
Pero, porque no entienda estos términos, no incuryamos en la candidez
de pensar que oarece del concepto por tales voses expresado. . Decidle que
meta ls mano por el ojo de una Have, y veréis eémo sgbe que el conti-

-nente es mayor gue el contenido, {Oh! porque alguno ignore el significado
de vuestras palabras cientificas, no cometdis el grave. error de demostrar-
le siguna idea que ya esth harto de saber., Exponedls: explicadla; haced
comprendor vuestros vocablos; que no es contradictorio el poseer la no-
cién 6 el concepto de una cosa, ignorando al mismo tiempo los términos
da stimologis griega ¢.latins con que hablan de ellas los hombres versa-
dos en las cienciag, [Donosa fuera que no pudiese pedecer del estémego
quien ignorars el significado de ls voz helénica gastralgial -

o 0 IV.. X
Por §ltimo, ea preciso, si fio desterrar absolutamente de lz ciencia el
‘Hikmado método ad absurdwm, rednoir'su uso al limite menor.
... ¢Qué entendimiento queda safisfecho, porque le digan: «Eso es impo-
* sibls, porque lo eas? [Pues si. precisamente 1o que habria que demostrar
+¢Bn olentifico, es siquisrs serio el 'método de demostyacidn deserito
~desde la mis ramota antighedad entra las paralogismos 66n el morabre de
«peticién’de pripeipioa? - . L L ’

8i SKCP son los factores primos de na ntumero, es IMPOSIBLE

gne otra descomposicién nos 46 Z K CP; porque dividiendo la ecuseién
. . SECP=ZKCF"

 ditidiese 4 8; ni que Z fuese distinto de 8wy, . -
' Ha desir, que esta clase de demostricionds s redute siempre § o ‘si-

pée o conjunto comiin do factoves K CP.NO.SERIA POSIBLE qus Z

L
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Tal cosa es imposible, porque esa cosa no es posible.

El método ad ebsurdum, ademis de no ser otra cosa gue una prusba
indirecta, se funda en la certeza de un prineipio que se supone infalible,
cuande el progreso de las clencias todas estd haciendo ver contivuamente
que los principios tenidos por més inconcusos Han solido experimentar
profundas y radicales modificaciones, si es que el tiempo no los ha decla-

- *ado completaments erroneos.

<El circulo es la curva perfectas, decia ARISTOTBLEB ¥, PO consiguien-
fe,1as érbitas de los planetas tienen gue ser cirenlos, porgue seris ARSURDO
suponer que log movimientos de los astros fnesen imperfeotos...»

Y, sin embargo, las écbitas planetarias gon elipses.

«Las leyes de 1a Optica son inmutables» declan los nawtoma,noa, «por
consiguiente, 83 ABSURDO guerer acromatizar Ins lentes.»

Y las lentes se han acromatizado, ein embargo.

La Academia de Paris declars assvrpo la fijadidn de las imdgenesen la
edmars oscura, é imposible, por consiguiente, la fotografia, la fototipis, ete.

Y, no obstante, jlos dibujos de la luz han inundado el mundo!

Bin embargo, cumple confesar que sn Geometria es precisaments don-
de el método ad gbsurdum ha produgide y produce menores males.

En efacto; log intereses humanos no estdn ligados intimaments 4 las
verdades gaomstrieas; ¥, por o tanto, hi el ostraciymo, ni Ja hogaers, ni
el ¢cafidn castigan, como en las ciencias Morales y Politicas, al csado gue,
en nombre de hechos nuevos, se levanta en contra de nquellos prineipios
sostenidos por la rutina y el abuso,.s0lo porque serin absnrdo sostener
principios snteramente opuestos.

¢Quibn hoy eoncibe que hubiera un tlampo on qua ae gonsiderabs ab-
surdo el ereer que la sociedad podis existir sin esclavitnd? ;Que la mujer
no era sierva del hombre? ;Que la infamis no se hereda? {Que la pena mo
#8 puraments persvnal, y que un inocenta puede pagar por un calpable?...

El método ad absurdum, puesta que toma por medide de lo desconoside
1o poco que sabamos, debe, 2i es posible, ser desterrado de Ia ciencin. Ade-

- més, una negacién hipotétion no habla sino 4 une sola facultad del enten-
dlmlento, y excluye, por consigdients, de las demostraciones A todns Ias
demAs faonltades, espaualmenta 4la 1mngmwmn., y ol hombre &o es adlo
inteligencis. . : :

V.

Hé aqui, ;)nds, slguna.u de las oonmdsrwiones que mé mzpulsm 6. pnhli-
car esta libro, Es preciso, & tods coats, rehabilitar ia ides de NUMERO (1).
Peoro... sserh aplioable seta obra & In ensefiansa dé 1a pinu? o

(1) Poxmor decis en In Aoademia ds Clebotac ol 10 de Mazo de 1041 :
«Raquisraienis so defioen las Matemdtions somao ha'd de lan mulmenm
A8 olenein de las-oantidades; 16 cual, su ol fondo, &8 1o minmo qne deolr ln olendia de Ins.

" . relaciomes, Rata cu in Selivloldn Xiks geneval grie m he dado hasth squl 4o 1na. Mabemdtions; .

Pero, aungus estn dafinjelén pareson Rbrager tivie In oleneds, Ro Greo qua da unk ies &.dh ’
Mnammnlmmwhlmmuu:nommhmmh Talaato-
oK; ovto o8, qne Do 28 atlende st ullne intossavute & la weoporatdn ¥ 4 ls matida, sino gee
dobumndlnnmmnu.m nﬂmn.nm“;om;dmummmm .
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Verdaderamente esto importaria poooe, 8i servis para la ensefanza de
1os hombres; pero puedo asegurar que, antes de destinaria 4 la prensa, la
he agquilatado por mi mismo BN4ENANDO; y. ensefiando & toda clase de
inteligenocias, ‘

La mayor parte de tos cjemplos en la FParte I de esta obrn,
uo estin trabajades por mi, sino por nliios alumnos mios.

Ahora... el pablico juzgars. :

VI.

" Cierto gstoy jpues no he de estatlo! de gue seré acerbamente censura-
do por obligar & los alamnos 4 practicsr constantements las operaciones
aritméticas en sistemas que no se emplean en los cdmputos ordinarios de
In vida. ' : '
¢Para qué sirve el sistems binario? jPars qué el ternario?.. of sic de

celeris. ‘ B .

iAh!—gPars qué sirve la gimnasia? El gimnaste, con todos sus ejerci-
cios no sabe montar 4 caballo, ni'remar, ni menejar las armias, ni,..—;Ver-
dnd! Pero no fortifiquéia vuestra organizacién fisica, y enando e
epidemia seréis de las primeras victimas, .

Meins 2ana in corpore sano, dijo 15 sabiduaria sntigua, Disponed de un
ouerpe sano y vigoreso, v dominrréis en brevisimo tiempo todos los ajer-
cicios de la industris humana; y, cusndo querdis, serdis jinetes infati ga-
bles, remeroe capaoces de llevar ur salvavidas 4 los nhufragos vietimas de
las tempestades; diestros en las armas, maestros én la industria,., ¥, sobre
todo, hombres de intsligencia y de gaber; que la ciencia huye de la enfer-
medad y de los organismos escapados del cementorio,

- Grande s el resultado de la gimnasin muscular; grande ey tener ascla-

- vizada la salu&;;:. perc inmensamente més grande eg Ia gimnasia intelec-
tusl, que desarrolia ln mente con lns ideas de mimero y e8PRoio. Acostum-
brias & -ellas, y serdis grandes, y no pnsaréis sobre la tierrs eomo la

sombre de ias nabes. : : o

gue la

\

-
= . !

abstracelén complats an sus relasiones.y de lan dlstancias mids ¢ menes grandes que las
. Ia1es complets de nlimero pohaltank st fin deests obra, Parts IV, en el Rrfrooo, ¥ no
puéde wtso antes pot talta de preparaciém en el atamno, < o -
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Més yue & persuadir, aspivo & hacer pensar sobre nuevos modos de
congiderar los nlimeros, Creo mal deslindadas sus funciones, y deseo esta-
blecer bases firmes y seguras ncerca de su naturaleza intima, para dedn-
¢ir correctamente las layes generalisimas 4 que estin sujetas sus multi-
ples combinaciones. No entra, pues, en el programa de esta obra ninguno
de los procedimientos concretos propios de la Aritmética técnice. Sobre
el chlenlo mereantil, las operaciones de Banca, la logaritmia trigonomsé-
tries... hay Tratados excelentes, ¥ & esos libros éspeciales debe acudir el
estudiante deseoso de perfevciouarse en materins ten \tiles como necess-
rias pars los howbres de los negocios y la industria. jNi cémo en una
obra, consaprada principalinente 4 ias generalidades de 1os mimeros, ca-
brian las aplicaciones técnicas de los logaritmos & la trigonometria, ¢ la
geodesia, ¢ In agrimensura... sisude de suponer que ha de ignorarias el
estudiante de Aritmética?

Dicen que el Poeta v el Inventor nacen, y que los oradores se hacen.
Lo mismo deberia también afirmarse de los genios del cileulo por una
parte, v de 1a mass general de los hombres de les Matematicas por otra,
Munéstrase, en verdad, muy avara la neturaleza de producciones somo el
. Prometeo, do Esquilo, v al Quijote, de Cervantes, el telescopio, la locomeo-
tora, 8l telétono.. tan avern como de las obrss de Arguimedes, Newton,
Fresnel, Ampbre... Pero, yu en esfera inferior 4 la del genie, son 1neuos
egcasay, bastante menos, las obras matematicas, 6 sea las engendradas por
las facultades deductivas, reguladorss del munda, que las produciday en
la repiblica de las letias por la imaginacidn creadors, potencia sdmivable
yue ve las cosas en la mente antes de existir en in realidad,

.{Qué contados son los verdaderos inventoresl {Qué pocos los poetas!
iCudn raves los hombres que saben medir versos! gPara qué los recitaran
en piblico ingenieros de nota, orsdores de fama, notabilidades del foro...
4i han de ponerse solemnemente o1 ridiculo, ya embutiéndoles silabas de
mis, ya amputandoles silabas de menos? .

No: no es escdso el uhmere de persouas liberalmente dotadas de todes
las facultades precieas para hacerse con el tiempo matematicos distingui-
dos. Pero no todas estas buenas inteligencias Hegan & granar, por culpa
de la enseifinnza; que la ciencia de los nliimeres y de las figuras, requiers
(ue su estudio se empiece por los cagos paltioulares y no por las gepera-
Iidades mnds abatrusas, _

Y {u'ecisamente lo contrario eés lo que priva; pues hasta se canonisn
como iabor de gran mérito y de primor exquisito el encerrer en hrevisi-
1!31&3 %ﬁgiu&s lo gue reclams multitud de ejercicios y hasta lujo de ampli-
igaclon,

Yo sigo precigsmente sl camine opuesto; porgue sl gque encusntro tan
de moda no produce discipules. Creo que en psdagogia pasa lo mismo gue
en mecanica: 10 que se gaua en tiempo se pierde en fuerga. 8i: para hecer
una cosa en poco tiempe # necesits una gran potencia; y cada vez estoy

TOMO J. 3
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mis convencido de que séle 4 costa de tiempo y de practics continua, lag
inteligencias no privilegiadas pueden apoderarse del instrumeanto oten-
tisimo del calculo. Y hoy, lo mismo que cuando emprendf la no fleil tares
de escribir este Tratado, considero, en vista de los resultados obte
allé en 1856, y de otros iogrados ultimamente, que el método se,
esta obra ha de ser beneficioso 4 cuantos re toma
muy saperior al empleade en las aulas.

i(Que se requiere tiempo! {Verdad! Pero se llegars al término.

‘Y siempre ese tiempo serd menos que el empleado en no legar,

Con tratados chicos no se shorra tiempo. Aspirar 4 jinete en un se-
mestre, es aspirar & caer de cabeza desde un caballo abajo. Querer, como
alguros audaces, ser floretistas en un afio, es querer tener la seguridad
de que los mate un hombre de eorazén y 8IT0JO, aunque 1% entiends de
esgrima, . L

{Qué tiempo se necesita para ser n pianista consn
por lo menos, y eso si se tiene gran dxsposlclén..Nadie se adnira“de estg
respuesta, traténdose de un instrumento musical, ¥ todos ge espantan
(ministros inclusive, dados 4 formar plaues de estudios, sin haher nunea
ensefiado), cnando un hombre curtide en la ensefianzy les afirma que 1o
se aprende Aritmética en un curso, mermado POT vacaciones y faltas de
usistencia. '

nidos
uido en
n el trabajo de cerla, y

mado? Diez ajiay

Yo aspire 4 que esta obra s lea, i 10 como ung novel, casi como se
1een las obras de ciencia amena, puestas al aleance de tode éI mund 5
entender las ouales basta 610 una atencién tenay ¥ sostenida (1" o pars

Por eso en los caleulos procuro pasar sin saltos de upg térmula 4 otra

T

para lo cuel los presento siempre desarrollados: ue la Avitmétio Y
1n ciencia de las charadas. Conduzeo de 1a ma 1 mética no ex

: ° 10 al alumno, y le muestro
todos los trémites en la marcha de las operaciones, porque iaycmridadh asl
lo exige de quien tiene deseos de ensefiar. Nadg tan oscuro ¥ repelente
como la fingida facilidad con gue los autores diecen en los libros de texto:
desarroliando esta expresiin, tendremos tal cosg

Pero, si el discipulo no sabe desarrollar, ¢ no tie i
¢eémo lo ha de econseguir? ;Cémo o] infeliz ,que aprei?ieh?:l:tge dlel‘ehacer‘li?;
eguivocarse al término de un desarrollo 418 requiera un plie dg::r S
formaciones difictles? Y, aungque no seq Preciso llenar  mero s
hoja, sedmo manejarse si se trata de cOmputes no familia,
con frecuencia en el trinsito de los decimnales 4 sus gene
opeiacim;)es ded lotgarihmos? ’

as obras de textoen que se pegan tales saltos 8@ .
que se guiers, poro jamés resultarin propias para la ::‘:e;:ﬁzﬂ}gis?’li‘;
o8 que hays en ellas algo de 1a menguada adtncia que quiere hag J tin
la guperioridad del que sabe una cosa ante e) desdichago quels j nora, \l‘l
asl, en vez-de hacer amorose el eatudio, se Io hace aborreciblegiom' i
hasta el extremo de que el discipule srroje el libro contra Ig ar dveCEh
tigua, y tome la resolucidn de no peusar mis en mﬁemitigag (c?) mcoa_l-
ello se dan casos y puedo yo certificar por experiencia propia), o
Eatas consideraciones me han impulsado & ext
secciones de la Aritmética modular, sol?n-e las que noentgz?an:o:: 02}9%2?;!}?
mente nueva que decir, por estar ya expuestas con toda exactitud en obrus
dignns del mayor aprecio. Pero log asantos en ellas tratndos resultan anas
veces expuestos con tal concisién, otras con ta] rofundidad, otras tan
insdecusdamente para principiantes, que he-creldo de i deber ahorrar |
tiempo y trabajo al slumno, exponiondo las materiag menos precipitada-
mente ¥ mMAS POr BUS pasos contados, ¢ bien partiendo de puntos de vista

e nimeros una
Tes, geglin pasa
ratrices, 4 eu las

(1} Claro es que en 83to no |

neluyo fos ojereteios indispessibles pars sdqulsir ¢ H
o2 computos aritméticoy, " quidr el it de



CUESTION DE METODO 19

mas aceesibles 4 la inteligencia de los principiantes. A no ser por esto,
habris yo remitide al alumno & las obras que tratan bien tales asuntas
(como lo he hecho en algunas ceasiones). :

En los autoves se encueitra considerable nimere de demostraciones
fuladas exclusivamente en la dizldetica inatematica, acerca de las cuales
no es leito dudar, so pena de neger las Matemiticas mismas; pero, como
en tales demostraciones no se vislumbra el por qué del camino seguide.
resulta que, sin poder ser uegudas, no dejan satisfecho & guien quiere
también econocer la causa de la sleccidn del camino.

Tal sucade, por ejemplo extre muchoes, con el procedimiento que gene-
ralmente se sigue pars hallar las generatrices de las fracciones periédicas:
«Multipliquese (dice el texto) por lal cantfidad, parlase por tal ofra, pro-
vidase Inego de ial modo y resultard tal cosa.»—«Bien,» dice el alummno:
«pero ;por qué hacer esas cosas y no otras?»

Eun casos de esta {ndole he procurado conducir al alumne por medios,
& mi entender, més evidentes.

Los yue hayan de leer esta obra deberdn tener yu adquirida alguna
prictica del mecanismo de las operaciones aritméticas,

En el estudio de la Aritmética ocurre una grave dificultad de métade.
T.os sistemas de numeracidn suponen el sumar, ol mulliplicar vy la eleva-
ciim ¢ potencias, de modo que en la explicacién hay que admitir como
«conoculosy CONOUIMIENTOS que pracisamente hay que dar d conecer (1)

Con la Aritmética ocurre algo de lo que acontece en Gramdtica: la
(Giramatica, que es el arte de hablar, no po?lr{a explicarse 4 gquien no su-
piese”ya ha.bc{ur. .

Por otra parte, nadie llegn 4 1as clases sin saber, por lo menos incons-
cientemente, sumar y resiar; pues actos muy frecuentss de la vida, tales
comno el comprar ¥ el vender, no entrafian otra cosa; por lo que no hay
contradiecidu en aprender algunos modos de operar antes de conocer las
razones que los explican y sustentan,

Por otro lado, jouintas persouns ejecutan bien lo que se llama «las
cnatro reglas», sin conocer sus fundamentos!

Por tal motivo, en esta obra, antes que las estrechas exigencias del
método hubieran en rigor de consentirlo, se adelantarén ideas, cuyos an-
tecedentes supondremos conccidos, aungue sea vagamente; pero, como
en verdad, ol discipulo las tendrd ya adquiridas, nada se perdera en la
exposicion, y, en cambio, se ganard mucho en la brevedad.

Quien no practice no aprende. Quien no monta & oaballo nunca sera ji-
nete, Quien no se embarque o se mareard, Por lo cual he cuidado de mul-
tiplicar los ejemplos y log ejercicios; y, si alguien cree que hay demasia-
{os.., que los pase de largo y los 44 por omitidos (aunque bien pudiers ser
—y de seguro seri-—que pronto eche de menos la solture y agilidad, ga-
rantias de une prictica firme y segura) ;/Qué estudiante podra nanca de-
cir que se hg ejarcitedo ya bastante en la operacién de dividir grandes
guariamos, & en la extraceidn de la /", 6 en ¢l manejo de lns tablas de
logaritmos?... Suele repetirse que los decimales son facilisimon; pero, thay
muchos que sepan decimales bien? sHay muchos profescres que los prac~
tiquen con soltura?

(1) Bs evidente & todas ITuces que ¢ sistemn ds numeracién supone las operaciones de
exmar, multiplioar p slevar d potenciar,

4300507 = 4000000 = 4X 1000000 = 43X J0¢
e T dx g i
+ x x
800 8% 1 8% 10
F 50 "isx 100 5% 108
o+ 60 4 10 8 % 10
-+ T =1X i %

]
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-

Existe una oiencia del operar: el Algebra. Y en esta obra se pretende
hacer adquirir al alumno e] instinto de loa procedimientos.

Cuando se trata de los principios de cualquier operacidn de chlenlo
numérico, la Aritmética es ciencin, y una de las mis dignas de estudio,

smundum regunt numeris,
aunque no todo sea numerable.

Paro, cuando 86lo se aprenden los procedimientos en cuys virtud se
hacen las operacicones, y no se estudia al mismo tiempo la razén de los
modos de operar, entonces el cileulo numérico quada redacido 4 1a simple
categoria de arfe. .

u las cagag de comercid suelen aplicar (y bien) personas ajenns & las
Mstemitioas, los procedimientos aritméticos & las operaciones de eserito-
rio, Mas llega un caso nnevo (y esto oourre con frecuenaiag, extonces el
que #blo conoce mecdnicamente tiene que acudir al hombre de 1a ciencia.

Pero es el easo que la teoris no puede ser aplicada, ni bien ni mal, im-
p:zcvindnmente por un hombre que desconozca los procedimientos de ln

tioa,

P! . «Nadie sabe mds guc lo gue hace», ha dicho el chlebre Vico; y acasp 4
ciencia ninguna pueda esa sentencia aplicarse con mayor propiedad que 4
1a eignci.s. ‘;a }_:s nimeros, 1 4

iCon qué frecuencia en el curso de la vida se ha encont; |
ma;atroo%c Matemdticas que no tenian prictics al operarill rado uno con

Los libros de matemaAticas no han de ser, pues, tncompletos: no deben

or tanto, blasonar puramente de précticos, pero tampoco de tebricos so-
amente, £l cdlculo se aprende para splicarlo 4 las necesidades del comer-
cio, de la banca, de la industria, de la mechnica...; v, an esta época de posi-
tivas realidades, mis gnb el grave & incompleto profesor que se equivocs
frunce el entrecejo, suda y no atina con una suma larga 4 no da con
un cnociente algo intrineado, vale el hombre préctico que opern con ra-
idez y seguridad. Llegado el momento de sjecutar, Jquién llama al pro-
esor que, con todn su creida sapieneia, no logra hablar ni escribir en la
c:i!ml.;c;i;;.k de los oﬂcal:is: ; ] ' B
CTICA ¥ TEORIA; TRORIA ¥ PRACTICA COFIUNTAMENTE o5 lo que en
Matematicas se necesfta; y, si algiin impaciente cree que, m].i i} upm&
tica, pierde un tiempo necesario para aprender teorias preciso es conven-
cerle de gque no dominard nunoas :

de 4 o888 mismas teorias que apetece, hasta
que le sean familiares los mecanismos v procedimientos de la practics;

que, en rigor de verdad, enadie sabe mds que aguello que ejecuta.
‘Praotique, pues, y al fin ha'llari. et el deaarrollo ginzngsttilc: de su in-
tﬂhgm‘ﬁz proporcionada y itil recompensa 4 los laboriosos esfuerzos de
su sgidui - ' :
Ea un sentido hiperbélico, pero profundisimo, dects Newton que
<El ami10 es la paciencia»,

Por lo.demé.s,'es un delirio pensar que los dltos v fesun
investigacién de 1as cienciss pueden b(;jarse al niveyl f&é' lof::nn:jit;:'l::g:
v-nég:-es. 8in laboricsidad no se aprende, 7 siempre lod hechos y los pro-
cedfmientos cientificos serdn, como dicen pintorescamenta log érabes,

«una cervadurg cuya llave ce el estudios,

s 10 hay caminos 1 dond

. ciencias no hay caminos llanos por donde oueste poca fatiga el
caminar, deols FvcLIoEs & Ptolomeo. 8éle hay un madio dapno m%:
el de haocerse robusto y vigoroso por medio 3e In gimnasis intelectual.

Las Matemiticas hah de mirarse, més gue 0omo nne de las conguistas
prodigiosss de 1a bumanidad, somo el medio por excalemcia para infundir
. en lis mmn la aptitud intelectual que aparta upontnganmente los
entendlmientos de 1as falacing del error. :



PARTE PRIMERA

kb il

ScECCION PRIMERA

ARITMETICA PURA



Biblioteca Nacional de Espafia [



PRENOCIONES

LLISCCION 1

.

Unidad.—Pluralided.-Grades de la plaralidad.

Todos nos creemos distintos de los objetos que nos rodean.

El conocimiento de esta DISTINCION no tuvo prineipio
ayer, ni anteayer, ni el dia anterior, ni la semana pasada, ni
el aflo Wltimo, ni e] otro...

Cuenta ya muchos afios que Ia hacemos; y, sin embargo,
el dia de nuestro nacimiento, y durante muchos, muchos
meses después, no podiamos hacerla.

¢Cudndo empezd?

No lo podemos determinar; pero sabemos con entera cer-
teza que ha habido un dia en que, inconscientemente, nos he-
mos DISTINGUIDO del mundo exterior; y en que, ademds
(esponténeamente y sin emplear, por supuesto, s tecnologia
cientifica, entonces ignorada por completo) hemos deslinda-
do unos de otros los fendmenos mismos de nuestro ser; esto
es, en que hemos distinguido nuestres actos de nuestros pensa-
mientos, nuestros pensamientos de nuestros dolores, nuestros
dolores de nuestros placeres; y en que hemos también distin-
guido placeres de placeres, dolores de dolores, eto., etc.

Pues bien; desde ¢! momento en que, inconscisntemente,

.ompezamos 4 hacer esas DISTINCIONES, albores en nues-
tra inteligencia la idea de PLURALIDAD.,
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«DISTINGUIR> es ver la <MULTIPLICIDAD>,
Distinguir una ooss de otra es, en ol fondo, tener la iden
de dos. :

Durante mucho tiempo no existe en la mente del nifio
maés que la confusa idea de MULTIPLICIDAD y de UNI-
DAD (por supuesto, sin saber aplicarles estos nombres).
~ Sabe (sin darse de ello caenta) que él es tUNOa ¥ qué los
objetos son «MUCHOS:; pero no sabe CONTA.R, y tanto,
que hasta el contar le es refractario.

Mas llegs al fin esa époos en que no selamente percibe ya
la multiplicidad, sino que edemds ve <GRADOS: en la mul-
tiplicidad, en MAs, en MENOB; y no-glo ve el uis y el MENOS,
sine que Nota como secciones y {rozos y grados en el Mis, y
como, secciones y trozos y grados en el MENOS.

Pero percibir esos grados es dar pasos de gigante en las
‘regiones de la mtehgencm, es nads menos que tener la por-
tentosa idea de «NUMERO:

¢Qué son, pues. los Nimmzos?
LOS NUMEROS SON LOS GR.ADOS DE LA ESCALA
DE LA PLURALIDAD.
¢Qué es, pues, uNo?
Uxo es el primer grado de la eseala. de la plurahdad
(Qué es pos? ‘
E} segundo grado de in escala de la pluralidad,
¢Qué es TRES?
~ El tercer grado de 14 escala, ds la plurshdad.
Y asi suceslmmente (Véase nota pdgina 15. )

La idea de plura.lldad pues, y sus grados, nos han acndi-~
do, «<DISTINGUIENDO> secciones en la idea de MUCHOS.

Y la hemos adquirido mdependmntemanue de que esos
MUCHOS fuesen 6 no de la misma especie, semejantes 6 de-
seuiejantes, corpérees ¢ mtalwtualea. (Vaase la. mt.roducmén

. la Parte 11.)

Pero jcuanto tiempo ha tarda.do la huma.mdsd en descu-
_br:r que la idesa de PLURALIDAD 8 uR puro auncapso de la In-
teligencia, INDEPENDIENTE de la zdaa de. corRPO, ¥ qQue -
nads hay en ells de comuin con la idea de obJego material!ll
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Por consiguiente:

La ciencia que trata de los numeros puros tiene, en gene-
ral, por-objeto la TEORIA del ORDEN, de la sucesién y re-
peticién de los hechos, y de la SITUACION de las cosas con
ABSTRACCION COMPLETA de su raMaf0, DISTANCIA, SUS-
TANCIA, NATUBALEZA ¥ estado de QUIETUD ¢ MOVIMIENTO.

¢Pero es esto definir? No, sin duda.

Las ideas de orden y pluralidad no se pueden definir: son
un hecho primitivo y ningin hecho primitivo puede definirse;
como no se define la idea de ser, ni la de placer é dolor, ete.;
porque tras esos conceptos no hay una idea mds general de
su misma especie. : >

Y, sin embargo, la falta de definicién en nada amengua
ni perturba el concepto de orden ¢ sucesion, ni mucho me-
108 ol de pluralidad, que es UNO DE L0S MAS CLABOS Y PERSPI-
CUOS QUE HOY POSEE LA CIVILIZACION MODERNA.

Ni seria necesaria la definicién, caso de existir, porque
no afiadiria claridad 4 lo que de suyo es clarisimo: EVIDEN-
TE para'todo ser cuya razén estd algo cultivada.

:Cudl es el objeto de toda definicion?

Hacer claro un concepto. Pues cuando el concepto es ela-
ro.«q priori», no hace falta la definicién. '

APENDICE.
UX0, DOS, MUCHO,

Durante large tiempo el nifioc no puede contar. Todo lo
mis que hace es distinguwir el grado uno y el grado dos. En
pasando de dos, todo para el nifio es mucho.- :

Lo misme ocurre 4 los pueblos salvajes estacionados en
el infimo nivel de Ia civilizacién.

Ya ArisrorreLes menciona una tribu de Traces que nunca
tuvo palabras para contar mdg de 4. .

Las tribus muy atrasadas de los bosques de la Amériea
del Sur, y.las de los desiertos de Australin, no poseen & me-
nudo palabra ninguna para designar nuestro coneepto de 5.
Lgs viajeros no han podido encontrér en los idiomas de gran
ndmero de estas tribus nombres para los ndmeros superiores

.ol 4, y 4 veces al 8, y {Aun al 2! ' .
. Lios Puris del Brasil sélo conoren el 1, el 2 y el 3, que'
signifion, ademss, mucho, Los Botocudos de la misma regidn

. TONO L ) +
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tienen 1, y 2, que es igualmente mucho. Los Tasmanios po-
seen el 1, ol 2 y otro vocablo que significa mds de 2. (Sin em-
bargo; la palabra que en su lengua significa hombre, les sir-
ve ignalmente para designar el ntimero 5.) Los Neo-Holandeses
occidentales carecen de vocablo para los nimeros que pasan
de 2. La escala numérica de los Watchandies consts de las
voces expresivas de 1, 2, mucko y muchisimo (inmenss_,mente).
Para el 3 dicen dos-une, y para el 4, dos-dos. En e mismo
principio se funda la numeracidn de los habitantes de Queens-
{and, 81 bien las palabras son otras (umno, dos, dos-uno, dos-
dos). Ademds poseen otro vocablo que significa mds de cua-
iro, mucho, considerablemente. El dialecto Camilaroi tiene
vocablos para el 1, el 2 y ol 8, y puede contar hasta of 6, di.
" ciendo: dos-dos, dos-tres, tres-tres, .

De esta pobreza de expresiones nos es imposible dudar,
comprobada como estd por undnime multitud de viajeros, na-
turalistas, etndgrafos y misioneros. Por mds que al filésofo
de nuestros dias le sea imposible imaginar una mole tan gran-
de 6 un dtomo tan pequefio gue no sean inmediatamente com-
putados por nuestros matemdticos, preciso es reconocer que
los llamados axiomas de la aritmética estén muy lejos de ser-
lo. Ni al nifio de los actuales pueblos civilizados, ni al hum-
bre de las razas mis salvajes, es accesible semejante género
de verdadés. Diez y diez son veinte, es un enigma para ellos.

GurrLermo DB HUMBOLDT observa que las expresiones sy-
perlativas formadas sobre el nimero 3 son unsa religuia lle-
gada hagta nosotros desde los tiempos en que TRES era sing-
nimo de MUCHOS: tris-megistus, ter felix, thrice blest, trois fois
béni... pueden servir de ejemplos. '

¥n los jeroglificos egipcios, un caballo, por ejemplo, se
indica por una linea de arriba abajo; dos caballes, por dos
lineas; muchos caballos, por tres lineas (simbolo que al mismo
tiempo puede ser sinénimo de 3 de dichos animales),

No pocas lenguas tienen tres nimeros ‘gramaticales: sin-
gular, dual y plural. El egipeio, el drabe, e hebreo, el sans-
«rito, el griego, el gético... poseen estos tres numeros gra-
maticales, supervivencia de un periodo de cultura muy pri-
mitiva, en que todo cuanto excedia de dos era, para inteli-
genciag no desarrolladas atin, un concepto indefinido de mucho
o de pluralidad.. _



T.ECCION II

Unidad puara.— Unidad mddule.

Y

Los objetos discontinuos son los que nos sugieren la pri-
mera idea de la pluralidad. Nuestros dedos, las estrellas, las
olas del mar, los drboles de los bosqnes, sus ramas y sus ho-
jas, 1a innumerable suma de piedras, conchas y arenas de las
playas... son multitudes que nos asombran, que acaso no po-
demos contar, pero en todas las cuales estd la sugestién de la
idea de nimero, porque todas esas multitudes se hallan forma-
das de objetos prsconTINUOS, DIsTINTOS los unos de los otros.

La extensién del cielo azul, la del horizonte en la mar, la
de una llanura que se aleja uniformemente hasta perderse’de
vista, la de una ensenada, el agua de un lago, de un rio... no
nos dan la idea de nimero, porque en esas extensiones sélo
percibimos 1a CONTINUIDAD.

Y, sin embargo, esas extensiones resultan numerables, no
naturalmente, sino en virtud del artificio de los hombres. Yo
puedo escoger una longitud conocida, el metro, y puedo con-
tar cndntas veces cabe el metro entre la dltime casa de este
barrio y la primera del vecino. Me es dado escoger un volu-
men que todos conozcamos, el litro, y medir Bon él la canti-
dad de mosto que contiene cierta cuba, etc., ete.

Hay, pues (en-el sentido acabado de exponer), numeros
NATURALES ¥ nimeros ARTIFICIALES. Los drboles de un jardin
son, por ejemplo, 20, porgue lo son naturalmente, y né
porque yo quiera ni deje de quererlo. Las casillas de un ta-

\
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blero de ajedrez son 64, porque lo son. Pero el mosto de un
tonel serd 200 si cabe 200 veces en ¢l 1a medida que yo escoja
(200 litros, v. gr.); pero, si es 200 litros, no puede exn el mis-
mo instante ser 200 cuartillos ni 200 cdntaras. Los ntimeros
que resulten han de depender (y siempre dependen cuando
se trata de las cosas continnas) de mi -arbitrio al escoger ol
mddulo de medir. ‘ .

Pero 1a ides de mime.ro.puro no brilla atin en Jos ejemplos
anteriores. ‘

Cuando decimos 100 drboles, 4 bien cuando hablamos de
100 fanegas de trigo... nuestro pensamiento esté mas en los -
objetos que en los nimeros; porgue, no pudiendo formarnos
bien idea de lo que sean ‘esas masas de drboles y de trigo,
resulta gue 100 drboles y 100 fanegas vienen & ser expresiones
en cierto modo equivalentes 4 las indeterminadas «mucho fri-
go», «muchos drboles».

El ndmero puro sale de la idea de repeticion; lo sugiere
la sucesién de los fendmenos; to afirma la renovacién de log
actos. Caando un cazador dice tengo tres eacopetas, su pensa-
miento se fija en el conjunto de las armas; pero, cusndo ma-
nifiesta que ha hecho una cosa cierto nimero de veces, siete
por ejemplo, su atencién se dirige 4 Ia repeticién como repe-
ticién, y nd 4 determinados objetos como distintos de otros
objetos semejantes ¢ difereutes. Piensa, por tanto, gn un nd-
mero de veces, né en un numero de cosas; piensa en un néme-
ro, né en un algo material. o ’ :

El 1 de numeracién no tiene, pues, nada que ver oon
el 1 de mensura ni con el 1 de coleccién (1). :

La palabra unmoap tiene, pues, tres acepoiones muy dife-
rentes, todas importantisimas; o

1.% Bignifica unidad pura (2), el principio de la escals de
Ia pluralidad. o ,

(Igw(Vém ol 'p:im:igo‘ de 1a Parte II.t)‘ Es ingorrecto, por lo tan-
to, decir gue las operaciones aritméticas se haosn sobra magnitndes, ouan-
do la w o8 que nuestyo entendimiento lus realiza sobre los conoepios
de repeticién, n6 de magnitad. Estss ideas fiteron un tiempo generalmen-
* to admitidas (hoy no lo son); y tanto, que en s idea de ndimero se lljn N
ds eménocin el contepto de la cién, de tal modo que hasta se ‘:fé
ponuer'en duda que &l 1 fuess namero, -~ - .
también uno, Agregue V.4 esa suma lx unidad, - )

iene, ademds, otra acepcidn mersmente tdemics de los sistemas de
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2.° Significa aquello conforme & lo cual se llama uno &
cada cosa discontinua (1).
3.° Bignificea médulo de medir las entidades continuas.

LA UNIDAD PURA ES INDIVISIBLE; no tiene partes; carece de
toda propiedad corpdrea; no huele ni tiene sabor; ni se oye,
ni se vé, ni se palpa, ni s susceptible de movimiento... La
frase kacer algo media vez carece de sentido.

Las cosas discontinuas forman CONJUNTOS: son agroge-
dos de objetos.

Las cosas continuas, extensiones, volimenes, pesos, son
mentalmente DIVISIBLES; tienen sismpre propiedades fisi-
cas y quimicas; siempre se ven ¥ se palpan; sus partes pue-
den moverss, ete.

La idea de UNIDAD PURA es IDENTICA para todos los
hombres & quienes es dado llegar al sublime concepto del ni-
mero puro: no conoce nacionalidades: lo mismo el ruso, que
el espattol, que el americano... saben lo gue es <hacer algo
una vezs, <hacer una cosa dos vecess, <hacerla tres veces=,
cuatro, cinco... ciento, mil.., un millén...

Las ideas de uépuLo varian de pueblo 4 pueblo y de hom-
bre 4 hombre. Los espaficles no saben lo que es una wersta 6
un kreutzer, asi como los rusos y los alemanes ignoran lo que
es nuestra legua, ¢ nuestra fanega, 6 nuestra vara de medir,
y tanto eilos como nosotros ignoramos lo que fuesen las me-
didas de que habla ! profeta Ezrquizt...

Todo cuanto se puede preguntar y predicar cientificamen-
te de los objetos discontinuos y de los médulos de las cosas
continuas, es impredicable de la idea de unidad pura; y, por
oconsiguiente, de ls idea de nimero puro. Por ejemplo:

Podemos, familiar y cientificamente, preguntar: soudnto
pesa esa mangana? ;qué tamaflo tiene? oudl es su forma? ¢é
qué huele? ¢4 qué sabe? jde qué color es?... §Qué dimensiones
tiene una fanega de sembradura?...

Y nade de eso sé pusde preguntar del nidmero puro.
¢Cuénto pesa el nimero 1? jqué tamafio tiene la idea de uni-

nnmame:én coma cuando se dice: unidades de primet order: wnidades de
m ieeenss, wnidades de tercero & centenns; unidades de cuarto &
T8, etc., eto.

Conseouencis ds la m.ny conosida: doﬂnio;én de Evorapss,
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dad? geudl es su forma? 44 qué huele? 44 qué sabe? ¢de qué
color es?.., (1),

Esto, con ser tan claro, recibe mayor luz tratando de res-
ponder 4 la siguiente pregunta:

iHay algo menor que uno?

No; porque siendo wuno el principio de la escala de ]a plu-
ralidad, seria contradictorio que hubiese algo anterior al prin-
cipio. o

No; porque, de suponer que hay algo m&s pequefio que
" uno, tesultarin absurdos evidentes:—He comido media vez;—
He dado tres golpes y medio;—He entrado en el teatro siete

veces y cuarto;—He emitido medjo voto;—He dado medie
puntapié... ‘ ‘

Pero, gpuede haber algo menor que un M6pULO? _

Si; la mitad de su conjuato, el tercio de su tamafio, de su
peso...; porque, entrando en la idea de conjunto, de masa, de
volumen..., la idea de magnitud no es contradictorio que
otra cierta magnitud exista en tamafio menor.

Asi: Si nos preguntasen ¢hay algo menor que un metro?
podriamos responder sin absurdo: medjo metro, un cuarto de
metro,.. ‘

Asi, media libra, una tercia, medio duro, etc., son con-
ceptos en que no hay contradiceién,

Hay, pues, <UNIDAD PURA» y hay también UNIDAD
DISCONTINUA y UNIDAD CONTINUA.,

Llamaremos 4 la sunidad pura» (que es mnIvisBLE ¢
" IDENTICA de hombre § hombre), UNIDAD NUMERICA 4 sim-
plemente UNIDAD. .

Y llamaremos uNIDAD-MéDULO, & simplemente MODULO, 4
toda magnitud qie sirva para contar ¢ medir,

Los médulos siempre sersn FRACCIONABLES y VA-
RIABLES de pueblo 4 pueblo, de provincia 4 provincia, y &
veces hasta de hombre & hombre.

(1) Es de creer que no haya entendimiento tan romo 6 mengundo has-
ta elJ punto de juzgar que la forma del 1, esto o8, del trazo con que lo rg-
Presentamos, sea Fa idea de ung, ni que &l uno sen rojo porque lo eseriba-
mos con tinta carmin...
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Y dividiremos los mddulos en indeterminados y determi-
nados; & sea, en «nimeros genéricamente abstractos» y en «<niu-
meros concretos determinados». g

Hoy sabemos lo que es un metro, un litro, una peseta...
mddulos determinades para nosotros.

Pero ¢qué era la cafla de Ezequiel? (Ez. cap. XL.)

¢Qué pesaban los cincuenta siclos de Ia barra de oro que
robé Achan (1), por lo cual lo apedres el pueblo y fué con-
denado al fuego por Josué? (Jos. cap. VII.)

Estos ciertamente fusron médulos de medir, pero resultan
indeterminados hoy para nosotros.

Los «ndmeros puros» son nimeros sui generis: los demds
son abstractos y concretos. Bl uno en que principia la escala
de los numeros puros es indivisible, de donde se deduce el
importantisimo principio siguiente:

«J.o8 NUMEROS PUROS SON POR ESENCIA NUMEROS ENTE-
RoS» (2). -

Los «nimeros-médulo» se refieren siempre & una coleccion
6 conjunto; 6 4 una masa 6 volumen: y, como todo conjunto
y toda masa pueden ser siempre menores, se deduce de esto
el no menos importante principio siguiente:

«Los NUMEROS-MODULO SON SIEMPBE FRACCIUNABLES Y DIVI-
SIBLES.»

El concepto de «nimero puro» es simple y no supone otras
ideas més que la de «grados» en la escala de la pluralidad.

El concepto de «nimero-msdulo» es siempre compuesto:

1.2 De la idea de <nimero puros.

2.° De la idea de «mddulo.s

Para comprender lo que significan las palabras «cinco
balas», «oinco librass, «cinco duros», <cinco litros»... no bas-

-

.

(1) Regulamgue auveam,. quinguaginta siclorum... cincupisceas abs-

(z) Recuérdese phg, 11,
cma matards de la muerte gue yo escoja? : |
aﬁabm de gigante, '
—Pues mitame de media bofetada.
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ta tener la ides de «cénces; es preciso haber visto é saber lo
que es «bala», «libra», «duro», «litros..,

La ARITMETICA es 1a CIENCIA DE LOS NUMEROS.

Y, como los nimeros se dividen en puros y modulares, la
Aritmética se divide en dos grandes secciones:

1.* Aritmética pura, 6 de los ndmeros. :

2.5  Aritmética concreta, ¢ de los médules. (V..nota p- 15,

APENDICE.

¥s tan dificil 4 las inteligencias poco cultivadas adquirir
la idea de nimero purg, que pof lo regular no pueden ver
ningin nimero independientemente de algin médulo.

Aun hoy, no pocas sirvientes ajustan sus cuentas con gar-
banzos. Van echando en nn monthn téntos granos como cén-
timos han gastado; y, cuando el montén llega & 25, ponen
aparte una simiente en representacién de un real. Cwando
han reunido ¢uatro de. gstas, ponen en un sitio més distante
~ofra simients, come simbolo de una peseta... ete.

‘ Figurs 1.0 Tnrja carmonense,

En muchos puntos de Espafia (y de Inglaterra) se'nsa el
-sistema de las tarjas, que, por eu ingenio y facilidad, serdi
mas adelante objeto de especial exdmen. (Véase el Apéndice
4 la Ledeion IV.) _ ' - . '
Este método representative de contar, llamado por Hum-
. boldt numeracion palpable, estd may lejos del concepto cieu-
tifico de.nimerv, puesto que el mitmero puro no tiene propie-
~ «dad ninguns fisica: carece de largo, ancho ¥ grueso, no-pesa
- i tiene color; sabor, olor... ni-se mueve, eto. Pero, como en
-.ocho garbansos, por ejemplo, estd eomprendida la idea de
. ocho, ese nimero de simientes, no por sus propiedades fisi-
cas 6 alitwenticias, sino por su. grado en la escala de la plura-
~lidady puede reprasentar é inteligencias mal desarrolladas el
. Tiismoe grado de ‘Ia escals en a soluto, enando se. trata de

b 2

- oéntimox de peseta.
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Por lo dicho, es ficil ver como /¢ NUMERACION PALPABLE
dleva naturalmente al fundamento de los valores aritméticos de
rosicion. Bl garbanzo, que en el primer montén vale 1 para
la sirvients gel ejemplo vale, en lugar aparte, 25, y cuatro
veess mds en un tercer lugar, etc., ete.

Por medio de habas calculan los hombres del campo, en
Inglaterra. i
.Y por medio de piedrecillas fcaleuli, de calx}, cal, mar-
mol... (de donds toma origen el verbo calcular), contaban los
antiguos romanos. :

—¢ Cuéntos afios tiene V., buena abuela?

—iAy! hijo mio, «ya tengo cuatro duros y dos reales», es
expresign que con frecuencia se oye todavia.—Muris de cin-
co duros y un real.

Pero calcular por simientes, ¢ por piedrecitas, ¢ por las
cuentas de un rosario:.. supone un estado de civilizacién ya
sumamente adelantado. Asi es que los pueblos inferiores lin-
dantes casi con el salvajismo, se han setvido todos, y aun se
girven algunos, de los dedos de las manos y de los pids para
contar. '

Los dedos nos han ensefiado la Aritmética.

Los Tamanacos del Orinoco, despuds de hacer uso de sus
ntimeros hasta 4, expresan el siguiente grado cinco por medio
de nna palabra compuesta cuya traduceion es una-mano-ente-
ra. Seis resulta expresado por un término que significa uno-
de-la-otra-mano. Siete es dos-de-la-otra mano, y asi sucesiva-
mente hasta nueve inclusive. Nombran el diez con palabras

ue significan las-dos-mancs. Para indicar 8l quince extien-
gen las dos manos y adelantan un pié, diciendo a! mismo tiem-
po una frase que significa un-pié-completo. Parn diez y seis
dicen un-pié-y uno-del-otro-pié, & solo uno del otre pié, y asi
sucesivamente hasta diez y aneve inclusive. Para veinte di-
cen un-indio: 21 es uno-de-la-mano-de-otro-indio: 25 es wna-
mano-de-otro-indio. 10 resulta expresado por des-indios, y
ari 60, 80, 100 son respectivamente ¢res-indios, cuatro-indios,
cinco-indios, y mis si les es necesario. :

Las lenguas de la América Meridional abundan en hechos
andlogos. Las huellas de la numeracidn digital se ven claras -
en los dialectos de los Cayrivis, los Tupis, los Avipones, los.
Caribes... que rivalizan eon los Tamanacos por su sistema de
numeracién en que una-mano, dos-manos, un-pid, dos-pids
indican respectivaments los nimerocs b; 10, 15, 20. ‘

Otros dialectos no ofrecen tan claro el mismo procedi-
miento. Los Omaguas emplean la palabra mano para desig-
nar el 5, y reduplican el vocablo para indicar el 10. Hombre,
como hemos visto, significa en varigs idiomas de la América
Meridional 20, por sumar 20 el total de los dedos-de las ma-

TOMG L : &



- 11, 12, 13... decian pid-uno, pié-dos, pié-tres, etec.

84 ARITMETICA PURA

nos y los piés; pero en otros diazlectos, que revelan un estado
intelectual muy inferior, l& misma voz hombre significa B,
pues los individuos que los hablan no han sabido contar mi-
meros més elevados. , .

Tambidn hombdre era O para los Tasmanios.

Es tanta la dificultad de separar la idea de nimero puroe
de la expresién de un médulo, que hasta pueblos célebres por
su cultura relativa, tales como los Muiscas de Bogotd, acu-
d{an al mismo recurso de los dedos, manoe y piés, y asi para

En las gramdticas groenlandesas modernas se ve que la
palabra usads para el D, signified en lo antiguo mane, y
asi, 6 se dice con una expresidn que significa wuno-sobre-la-
otra-mano; 7, dos-sobre-la-otra-mano; 13, tres-sobre-el-primer-
pié; 18, tres-sobre-el-otro-pié; 20, equivale 4 un-kambre-com-

leto, y asi, contando muchos hombres-completos llegan 4 ci-
g-a.s relativamente elevadas: por ejemplo, pare 53 dicen, ¢res-
dedos-del-primer-pié-del-tercer-hombre. :

Entre Jos aztecas, tanto septehtrionales, como meridio-
nales, la homenclatura numérica era una supervivencia de la
aumeracidn digital, tanto de las manos, como de los pids (1).

Para los Towkas de la América del Sur, 10 era medio-hom-
bre, y 20, un-hombre. o

La palabra cempoalli, de los Aztecas, gus numéricamente
oxpresa la idea de 20, queris decir en su lengua uno-entero;
o8t0 es, un hombre completo, en el sentido de haberse com-
putado todos los dedos de las manos y de los piés de un me-
Jjioano. : .«
Andlogamente algnnas tribus australianss accidentales,
licen para expresar el 15, una frase que significa; las-manos-
de-cada-lado-y la-mitad-de-los-pids.

En la lengva mard de la Melanesia, 10 significa los-dos-la--
dos; esto es, las-dos-manos; y un-hombre es también 20. Trein-
t& y ocho se expresa diciendo, un-hombre-dos-lados-y-ocho.

El nombre que los négros veis del Africa. Occidental dan
4 20, significa una-persona-es-acabada; 40 es dos-personas-
son-acabadas, 60, 80... tres-hombres-son-acabados, cuatro-

- hombres-son-acabados, eto., etc. :

Los zuhis presentan un caso digno de mencidn gue paten~
tiza la dificultad de desprender 1a idea de niimero de la de un
objeto contado. Empiezan los zulis sus cémputos por el dedo
mefligue de la mano izquierda, y al llegar & b, dicen mano-
concluida; entonces passn al pulgar de la mano derechs, y
la palabre 6, significa tomando-el-gordo. C

(1} Mhs- adelante (dpéndice & la Leccion IV) serd esta numsracién -
asunto de mis dmplio estndio, )
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Lea palabra correspondiente 4 nuestro verbo indicar, si el
zult sefiala 8l mismo tiempo su dedo indice, significa 7; y
asi, para responder 4 la pregunta: «JCudnto te ha dado tu
amo?» un zuld dira: «Ha-adelantado-su-indice», esto es, me ha
dado siete. Para decir habia siete caballos, e expresardn de
este modo: los-caballos-han-indicado. La frase dos-dedos-ce-
rrados quiere decir 8, y un-dedo-cerrade 9. Una pelmada ce-’
rrando las dos manos, indica el 10

* iDiferentes son en verdad tantos y tan raros medios de
expresion! Pero todos ellos coinciden y convienen en gue la
idea de nimero puro no se expresa de un modo independien-
te, sino que va en todo caso unida d la de un objeto. Y, porla
circunstancia de formar parte integrante del hombre mismo
los dedos, las manos y los piés, estos organos han sido los ob-
jetos escegidos con preferencia para contar.

Y lo son todavia, aun en nuestros puebles civilizados.

Y, si no se recurre & los dedos, se acude 4 otros objetos
materiales.

La humanidad, sibes de tener la idea de nidmere puro,
independients por dompleto de toda cosa material, ha tenido
1a idea de niimero adherida 4 algtin objeto y encarnada en él.

Y la pobreza primitiva’se nos hace actualmente dificil de
creer, no gélo porque estamos habituados 4 nuestros excelen-
tes métodos de contar, en que existe todo lo necesario al efec-
to, sino también porque en ellos abunda hasta lo supérfluo
{acaso con detrimento de lo sistemdticamente cientifico).

En efecto; ‘estdn fuera de sistema las voces once, doce,
¢rece, catoree, quince, par, pareja, trinca, talega (1 000 duros),
manada, piara, bandada, etc.
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Denominaciones.—-Signos operatories.

~ La Aritmética pura trata de los ndmeros puros: esto es
de los grados de la escala de la pluralided con sbstraceién
completa de las cosas, de su naturaleza, de sus magnitudes vy
de sus distancias respectivas en quietud y en movimiento.

"Con los nimeros puros no se pueden hacer mds gue dos
operaciones:

2 AGREGARLOS ¥ DIBGREGARLOS.»
El agregarlos se lama en Matematmas «SUMAB,,
El disgregarlos, <RESTAR-». '

El pfimero que se agroga é otro (6 4 otros) 8¢ liamsa sv-
maxoo (1).

El resultado de la a,grega.clén se dice SUMA.
E} ntimero. del cual se quita oiro se llama mEsTANDO § MI-

NUENDO; el nfimero que se ‘quita, RESTADOR §'sUSTRARNDO, ¥ el
restltado de la 0peraci6n, BESIDUO, RESTO § DIFRRENOIA (2).

+ 14 *eﬂmaﬂdoa

los niimeros 8, 7, 14 y 9 son los SUMAN-

(1) Asien s Dos, y el 88 es 'la SUMA.

=86 suma

Inmedistamente so explicars el significado de los signos + ; —i =%

(2) Asfen 36 rexiomdo 6 minuendo .
— 14 restador 6 sustraendo

=22 residuo & dz'fle_rencia
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- —_—— e —— A

La agregacién puede hacerse indefinidamente: la disgre-
gaciém no puede bajar del uno.

Del uno puro, sélo se puede gquitar uno.

En la «ARITMETICA-MODULAR» no sucede asi: ‘de un «MépuU-
£0» puede quitarse un fragmento (un quebrado).

Desde luego se deduce de esta divisidén que cuanto se afir-
me de los nimeros. puros, serd también afirmable de los nu-
meros concretos; pero que la reciproce puede no ser cierta:
y, en ofecto, munchas cosas que son verdad en los nimeros
coneretos, resultan absurdas aplicadas 4 los nimeros puros.

El nfimero puro supone la repeticién, la sucesién.

El nimero conjunto supone la individualidad, la distin-
oidn, la discontinunidad.

El nimero propiamente modular supone la medida, la in-
tervencién humana en el cdmputo de la cantidad, esto es, del
cuanto de una countinuidad. '

Los ntimeros puros aprecian la multiplicidad de los cox-
JunTos naturales de las cosas discontinuas.

Los nimeros modulares son RELacioNEs artificiales entre
una continuidad y otrs que le sirve de medida.

Lias cosas discontinuas forman multitudes, muchedumbres,
PLURALIDADES. ) -

Las cosas mensurables forman masas, canfidades.

Pero, por extensién, se llams cantidad & la multiplici-
dad (1) y tembién inmensidad (2).

La operacién de sumar puede abreviarse cuando los su-
mandos son ignales; v la operacién de sumar abreviadamen-
te se llama MULTIPLICAR. .

MULTIPLIOAR 8, pues, sumar abreviadamente cierto numero
de sumandos iguales. Bl numerc gque se repite se llama wuL-
TIPLICANDO: ol nimero de veces que ese sumando se repite se

. ¢l niim, 96 ¢4 ] minunendo, el 14 es el snstraendoe, y el 22 la diferencia; &
bien, respectivaments, el restando, 6l restador y ol residuo, -

. El} Egeriba V. las signientes candidades; 457; 602; 24.
2) La inmensidad de 1as estrellas de prituera magnitud, s inmensidad

de ﬁ-&:‘oles que hay en estos paseos,.. son multitudes que no es imposible
contar, I
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llama MULTIPLICADOR 6 COEFICIENTE (1)} y la suma de los su-
mandos iguales se llama rroDUOTO. Al prodmeto contribuyen
tan ineludiblemente el multiplicando como el multiplicador;
por eso los dos se llaman factores del producto, y cada uno
de ellos indistintamente factor. '

Cabe deshacer la multiplicacién (asf como otraclase espe-
cial de suma, en que todos los sumandos son iguales, menos
uno, que es menor) y la operacidén se llama p1vInIR 6 FARTIR:
al resultado de la operacién ge da el nombre de cvociente (2).
La suma en este caso especial se llama pivipexpo, y el su-
mando que, vepetido cierto nimert de veces, la forma, se
llama prvisor. El divisor y el euociente se llaman factores
de! dividendo. Si 4 m#s de los sumandos igusles qume inte-
gran el dividendo hay otro menor, éste se llama resipyo.

Cuando formas escritas de un mismo gra.dd dela plurali-
dad son diferentes, y queremos manifestar que en grado son

(1) Asien 22 el nimero 22 que se vepite tres veces, es ol MULTI-

» 8  PLICANDO; el B, ?ua ‘es el nfimere de vecas que «l

A ———r 99 g repits, ea el MULTIPLICADOR & COEFIOINNTE, y ol

"= 66 66 o8 sl PRODUCTO,

L voz cocficiente es mis del Algebra'yque de la

. Aritmébtica, y siempre se naa en el sentido de multiplicador, no de multi-

licando. En Algebra se da, eon éspecialidad, el nombre da cpeficientes

loa factores numéricos que se colocan delste de las expresiones Litera-

les. En 8 abe; 3 a2 b; §(n — b); ol 8 de estas expresioliesso lama coeficiente.

Sin embargo, log coefloientes pueden ser tdinbién literales: ex a? (b — o)
hecs de cocficienfe a® N ‘ o :

(2) -Todo esto es explanard 4 su tlempo, Ahora sélo se enuncisn nocio-
nes indispensables pars poder seguir. En-Aritméticn ce precino 4 los oo-
miengos auponer nociones no sxplicadas todavia, lo que se hard mds y
més petente 4 medida que sdelantemos, S . .

En 86 'g—i el 36 es q’l DIVIDEXDO, el 9 el DIVISOR y el 4 el CUOCTRNTE.

Aqui no hay residuo, porque el 96 es una suma de 4 sumandos igusies:
' 949+ 9 D 2x 56, )
. i‘_oro habrs residuo enaz ‘% porgue 87 #4 una suma de 4 suinandos
“iguales todos 4 9, y sdemds dtro sumando menor igual 1; '
‘ Bl (9494949 +le (@81l
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iguales (como tienen gue serlo por referirse 4 un sélo y mis-
"mo niimero) entre ambas formas diferentes se esoribe este
signo =, gue se les «1GUAL>.

La operacién de sumar se indica con est.e siguo +, que se

lee «MAS». Asi:
4+54+6=15

se lee: cuatro, mds cinco, mds seis, igual quince; y significa
que el 4 se suma primero oon el b, y luego el 9, resultante -
con el 8, y que la suma de esos tres sumandos es quince.

La operacidén de restar se indica con éste signo —, que se
lee «MENOS», Asila expresion

1i—Hh=0

se lee: giete menos cmco, igual dos; lo oual quiere decir, que
del 7 se ha de restar el 5, ¥ que Ia. dxferencla serd 2,

La operacién de multiplicar se indica con el signo x; que
se lee «MULTIPLICADO POR> ¢ simplemente «poR»,

458=12

ge lee: ewatro, multiplicado por tres, igual doce, 6 mis breve-
mente, cuatro por ires, igual dote; cuyo signifieado es que
4 +4 + 4 =12, 4 sea que el sumando 4, repetido tres veces,
da 12 como suMa (en este caso, Ila.mado PRODUCTO, pOr ser
iguales.los trea sumandos) {1): -

También el signo < e lee wweces.» Asi la snterior expre-.
8i0n se Ieer cuatro veces tres, igual doce, 6 sea -

3+3+B+84—12

" L operacidn de partir se indica con el signo + (¢ bien con
el 5igno :). Ambos se leen «partide pors 6 «dividido pors (sl

——— e et

?) “En la PAwtE sagnndn se tratarh de los otros cados del m%dh'plimr ¥
del partir, S AR _ -
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por suele suprimirse). También se indica le operacién de par-
tir colocando el divisor bajo el dividendo y entre los dos una
raya horizontal.

_ﬁ:,_l_

B

se lee: veinte, partido cinco, igual cuatre.
Lo mismo se lee

2055 =4;6bien 20 :H =4

" veinte, dividido cinco, igual, cuatro. Y cualquiera de las tres

expresiones significa que el 20 est4 formado por 4 sumandos
iguales & 5. : . .
: B+B5+H+5=20

La operacién se dispone también en la forma

20} &
y también entonces se dice «vemte , part:do ¢incor. Y, cuando
enla operacién hay res:duo,

21 .
1 "Z‘ (1]

el resultado se lee diciendo: «peintiune, partido cineo, igual
d cuatro, mds uno de residuo;

N=0>0x4+(1lde 1emduo)

"

Hay un caso pa.rtmulax del mul’mphca.r en el que son
iguales el sumando que se repite y el nimero de veces que ese
sumando se ha de repetir; 4, lo que es lo mismo, en que son

. iguales los factores:
3x3=9¢

El producto asi obtenido se llama en este caso POTENCIA.
Esa potencia puede multiplicarse después por el mismo fac- '
tor uua vez mas, y otra y otra... y asi sucesivemente.

‘1) Mis adelante se compleﬁarﬁn eatas nociones

i b= %L 4 con un sohra.nto de ,1
porquer ) : L
(BeirB 4B - B) 12291 = (43¢ 5) + 1 (cuatro veces 5,y ademds 1)
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Ix8x= 93B8= 27
B33 xB=2T=x8= 81
B¢ 8¢ B3 85 B =81 8 = 243, ete.
Esta clase de operaciones se llama ELEVACION A POTENCIAS
6 invorucioN. Asi como el producto es una especie de suma,
la potencia es una especie de producto, y se indica escribiendo
en tipo pequeilite & la derecha del nimero dado, el numero
de veces que ese mumerc entra en toda la operacién como
factor del resultado final. El nimero escrito en tipo pequefio
ga llama EXPONENTE.

3xB=58"= ! segunda potencia del 3
8>3 3=383= 27: tercers potencia del 3
B3B3 =8 = 41; cuarta potencia del 3
33 3 B2 o0 B == 30 == 2, quinta potencia del 8
B 8353 xUxd=030=72) sexta  potencia del 3, etc.

@ Elevar 4 la segunda potencia, 4 la tercera potencia, & la
cuarta, 4 la quinta... etc., es hallar el producto en que un
nimero entra dos voces como factor de si mismo, 10 x 10;
tres veces 10 x 10 X 10; cuatro veces 10 x 10 x 10 x 10;
cinco veces 10 X 10 X 10 x 10 x 10, etc.; por manera que
100 es la segunda potencia de 10; 1000, la tercera potencia
de 10; 10000, la cuarta potencia de 10; 100000, la guinta
potencia de 10; 1 000 000, la sexts potencia de 10, eto.

La operacién de deshacer una iNvoLuciON se llama EvoLy-
c16N 6 EXTRACCION DE RAICES, y se indica por medio del sig-
no y/, llamado radical. En la parte superior del déngulo agudo
se escribe en tipo pequeilita el niimero de veces que en el pro-
ducto entra el sumando como factor, y bajo una raya hori-
zontal se escribe el producto.

v =3
\37-5{:3
\‘/‘g;:S
\5/'2—4——3-:3

' v =381)

{1) A sutiempo se axpliears detenidamente la EVOLUCION 6 EXTRAC-
CION DE RAICEW, ‘Baste por shors con el conocimiento de los siguos qre

sirven pa;'a indicarla; \/—" ‘s/-—' 1\7/—-9“- ‘

TOMO !, [
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De modo que con los nimeros puros ne pueden hacerse
més que tres clases de operaciones:

Sumar (teunir sumandos);
Restar (deshacer la suma para hallar un sumando);

dos abreviaciones:

i{ultiplica.r (reunir sumandos ignales);
Partir (deshacer esta suma);

y dos graduaciones:

Elevar 4 potenciasg;
Deshacer esta operacidn.

Toda la clasificacidn es, pues, como sigue:

Operaciones
fundementales.  Abreviaclones, Graduagiones,
—_ ———— JTRCustlones,
SUMAR, MuLTiPLIcAR Isvorooron
REsTar, PARTIR, .

Evovuvcioy,

Estos tres modos .diferentes

) de operar se llaman ALGO-
RITMOS H
. Algoritmo por suma;
Algoritmo por multiplicacion,
Algoritmo por potencias,

Cuando un grado de la pluralidad es mayor que otro se
nsa este signo >, y cuando es menor, este otro <<,

5>4 6«8

se leen; cinco mayor que cuatro; seis menor que ocho.

s

= se lee: emayor 6 menor gues.

{1) La voz algoritmo tiens otras Aacepciones. Se deriva del grj ) e
ng;s,bnﬁmezo, %?%dgdobdel artigulo irabe, Otros ls sacan do Eﬁ:‘)mmﬂ‘i,
célebre matemafico Arabe que vivid en tiempos d i “May du.
rante ol primer tercio del rgglo WL empos ol califa Al Magnfm du

. La voz ALGORITMO @8, puss, procedimiento de cdleulo, forma de opera-
oién con los nimeros, género Fﬂ-rucula.r de notacién: Algoritmo del cklen-
o Intzfra}: Algoritmo del_chlculo de los senos, Algoritmo de las poten- -
cias, Algoritmo de las diferencias. En el siglo X115, In palabra algoritme’
g;gxﬁnﬁcnba. lo mismo gue «Aritmérica que emples las o&ru 4 guarismos

abes»,
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Para presentar unas expresiones geparadamente de otras,
siendo todas componentes de un resultado, se usan los parén-
tesis llamados en las imprentas redondos y cuadrados. Tam-
bién se usan las lawves. :

‘100+[(4><3}+(5><'2)]§—2=(100+19+10)_23120
{100+[{44—4-&-4}+l’_5_+5)];—2:12{)

o 30 lee: <la diferencia entre»,
. 80 lee: «por consiguiente».
*.* ge lee: «porque».

T se lee: ¢ipor qué?

RESUMEN.

iQué son Matematicas?

Tias Matemsticas estudian el ntimero en si mismo, como
igualmente las relaciones de proporcién y de medida de las
cantidades.

Por tanto, estudian el uxo y el MycHos en sus grados; la
unidad y la pluralidad; asi como el orden, sucesién y situa-
cién de las cosas, con abstraccidn completa de sus relaciones
y de las distancias m4s ¢ menos grandes que las separan.

Constituyen, pues, la ciencia del nimero y la magnitud en
sus estados sucesivos de qunietud y movimiento.-

¢Cémo se llama la ciencia que trata de los nimeros?

Aritmética.

dQué son los nimeros?

Los grados de la escala de la pluralidad.

¢Cudndo hemos adquirido las 1deas de unidad, de plurali-
dad }? de nimero? ‘

o las tuvimos en el momento de nacer, ni tampoco las
hemos adquirido en 1a sctualidad, sino en una época inter-
media, cuando empezdbamos 4 entrar en el uso espontineo

. de nuestra razdén; esto es, cuando nos fué dedo «distinguirs
(sin darnos ouenta de ello) unos de otros los objetos, y las
modificaciones de nuestro ser. ‘

o %En qué se dividen los nimeros?
. - En puros y modulares.
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2 Y las unidades?

En unidad pura, unidad discontinua, y unidad continua.
¢La cunidad pura» & numérics es divisible?

NO.

¢ La unidad discontinua es divisible?

SI (media manzana}.

Pero no siempre es fraccionable: no cabe decir: media es-
trella.

¢ La cunidad mddulo» -es divisible?

81 (media vara, media libra)...

¢Hay algo menor que uno? :

NO, hablando de niimeros pures. (No se puede emitir un
voto media vez, etc.). Pero, hablando de moddulos, siempre
hay algo menor gque uno; pues no es contradictorio gue la
magnitud modulo se divida en magnitudes menores, como la
mitad, el tercio, el cuarto... del mddule de que se trate.
{Asi es que puede decirse sin absurdo: <he visto media man-
zanay, <he visto medio metro», <he andado media leguas, ete.)

¢Todo lo que se dice de los mimeros puros, puede decirse
de les modulares?

8i; pero lo que se dice de los modulares, no siempre pue-
de predicarse de los puros. :

{Qué es sumar?
Reupir sumandos.
{Qué es sumando?

El ntimero que hay que agregar 4 otro 1t otros.
iQué es restar? - .

Hallar un sumando, dada una suma y oftro sumando.
iQué es multiplicar?

Sumar abreviadamente sumandos iguales.

¢Qué es multiplicador 6 coeficiente? .

"El niimero de veces que un sumando se repite.

¢Cémo se llama la suma de sumandos iguales?
Producto,

{Qué son factores? :

- Los elementos de un producto; esto es, el multiplicando
y el multiplioador.

¢Qué es exponenta?

El nimero de veces que yn nimero entra como factor de
un producto. .

{Qué es elevar & potencias?
Un caso particular del multiplicar, en que son iguales el
sumando y el nitmero de veces que el sumando ae repite (1};

s

(1) Més sdelante so daré ia definicién de las demks operaciones.



PREXQCIONES 4hH

¢ bien, hecha una primers multiplicacién, se repite de nuevo
el resultadn un nimero de veces igual al sumando primitivo;
y asi sucesivamente.

fQué significn este signo? ;céme se lee?

fl

e » » » » » » o o»
—_— » > » » » » »
= » » » » » ER
3
6 613

T 4 ,;-§ —_—  » » » » » s 0»
253; ‘2‘; 5 » » P » ES » %
Sl s —

V 16 '/125 » » » » » P
-3 » ES » » » ¥ o»
< » » » » » » »
= » o B » » B
o » » » » » » %
) » » » » » » »
%" #» » » » » » »
? B » » n » » W

( ;[ ] |} ¢Para qué sirven los paréntesis y Jas Naves?
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SISTEMAS DE NUMERACION

I.LECCION 1.

Sistemas de Nnmeracién hablada (1)

SISTEMA DECIMAL.

El hombre tiene la facultad de hablar acerca de los gra-
dos de la escala de la pluralidad.

Siendo infinitos esos grados, no era posible inventar un
nombre distinto para cada grado; y, asi, los pueblos mds cul-
tos de la tierra han formado un sistema que con poguisimas
~ palabras (en espafiol son sélo treinta y una palabras las de
uso mas frecuente) puede expresar todos los mimeros; inge-
niosisimo sistema que es una de las mds felices conquistas

intelectuales de la Humanidad.

Esas treinta y una palabras son:

Tuo,
dos,
tres,
cuatro,
cinco,
seis,
giete,
ocho,
nueve,
diez,

veinte,
treinta,
cuarenta,
cinenenta,
sesenta,
setenta,
ochenta,
novents,
ciento,
mil,

miriada (6 diez mil;
milldén 2}

billém,

trillén,

cuatriilén,
quinquilién,
sextillon,

septillén,

octillén,

nouilldn,

decillén. . .... ....

%) Véase el apéndice al final de esta Leccidn.

ecudrdese que los pueblos salvajes no saben contar: cunor, «dos» ¥ amy-

¢ho» es todo lo mas & que algunas razas han Negado. {Apéndice £ la Lec. 1)
(2) En loslibros de Aritmética espafioles de hace dos siglos no se em-

TOMO 1,

7
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E sistema de numeracién hablada supone la necidén (si-
quiera sea inconsciente) de las ideas fundamentales

Del sumar (1)

Del multiplicar (2) ¥

De la elevacién 4 potencias (3)

De aqui 1a dificultad de su ensefianza (1)

El sistema consiste &n lo siguiente:

El primer grado se lama “Nno.

La suma de uno mis uno {1+ 1) sellama dos.

Lia de dos mis uno (2 + 1) se llama tres.”
La de tres mas uno (B34 1) sellama ematro.
La de cuatro mas uno © {44+ 1) selama eince.
Ta de ¢inco m#s uno (34 1) sellama sels.
La de seis més uno (8 + 1) sollamsz stete.
La de siete més uno (T« 1) se [lama oeho.
La de ocho mhs uno (B + 1) sellamr mueve.
La de nueve mas uno {9 4 13 se llamn diex.

Diex vy diez, 6 sea dos veces dies (2 >< 10) se llama veinte.

plean por lo regular las palabras millén, billon, tridisn,... sino las de cren-
io, bicuento, ir.cuento.,,

Tuola Aritmética del P. Joseph Zaragora (aiio de 1563) no se nombra la
palabra millén.

(1) Efectivamente:

diez y geis, diez y siete, diez y ocho, ete.,
son expresiones que suponen la operseidn de sumar:
1046 10 4T 104-8.

(2) Doscientos, trascientos, euatrocientos, ete., son frases ininteligibles
no sabisnlo, aunque ssa ds un modo espontineo, lo que es muliiplicar:

25 100 = 200; 3 3 100 =2300; 4 100 = 400; ete.

{3) Diez, ciento, mil, mirinda, cien mil, millén... son expresiones gue
indican las potencias del 10; incomprensibles sin ideas de lo que es la in-
poluciin, O sea lo gne signifiew que un nlimero éntre en una série de pro-
ductos consecutivos cierto nfimerc de veces como factor de si mismo.

W = ..., ... 1
0 = ,..... 10
108 2.t....‘lUO
105 = ,.,, 1000
104 = .., 10000
108 = ,, 100000
) 106 = | 1000000

(4) En general, los uarigmos 'exigen el conoeimie
mar, del multiplicar y de 1a involucion.

8754 329 .
={83< 1 000 000} + {7 > 100 000} - (5>< 10 000) + (4 < 1000) + (B2 100)
: + {2 1)+ 1y

9 :
(8. 3¢ 108) + (7 < 10%) +'(B xj%?;léu);(m”} + Bx 10.’) + (2> 101

nto ‘prévio del sn-
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y los ntmeros intermedios entre diez y veinte se designan
con los nueve primeros unidos al diez, de este modo:

Diez v uno {10 « 1)
Diez y dos (10 + 2)
Tiiez y tres Elﬂ + 8)
Diez y cuatro (10 + 4)
Diez y oinco (10 «+ 5)
Diez ¥ seis 10+ 6)
Diez y siete 10+ 70
Diez y ocho (10 -+ B)
Diez y nueve (10 + 9) (1)

La suma de diez y diez y diez, & sea tres veces diez, se
Ilama treinta, y los niimeros intermedios entre veinte y
treinta se forman cor 108 nueve primeros, agregados suma-
dos al veinte, de este modo: veinte y uno, veinte y dos,
veinte y tres, etc.; esto es, dos veces diez, y uno; dos veces
diez, y dos; dos vecea diez, y tres; etc.

(2><10)+1 (210} + 2 2210+ 8; (210} 44 (2 10) + 3
(2 > 18) + 6 (2 < 10) + T; ote,

Diez y diez y diez y diez, 6 sea cuatro veces diez, se lla-
ma euarents, y los nombres de los nimeros intermedios en-
tre treinta y cuarenta se forman agregando & treinta los nue-
ve primeros niimeros, de este modo:

+ Trelmta y uno, trelnta y dos, treinia y tre-, ete.;
esto es, tres veces diez, y uno; tres veoes diez, y dos, tres
veces diez,.y tres, etc.

'

(3><10)+.1 (3¢ 10) + 2 (8¢ 20) -+ B; (8 5< 10) + 43 (B.3< 10) + 5;
(3 > 10) + 6; (8>< 10) + 7; (8 3 10) + 8; (8 ¢ 10) 4~ 9

Cinco veces dies E 5 >¢< 10) 98 llama cinecuenta.
Seis . veces diez ( 6 3¢ 10) se llama sesenta,
Siete ' vecea diez { ¥ >< 10) se llama netenta,
Ocho vetes diez { 8 3¢ 10) se llama ochemta,

" Nueve veces diez ( 9 >< 10) se llama moventn.
Diez veces diez {10 3¢ 10) se llama elento.

Los nimeros intermedios, entre cada dos produotos con-
secutivos de] diez, se nombra.n intercalando, eomo entes, los

(1) En aspa.ﬁol tenemos las palsbras (supérﬂuu verdaderaments)

O%XCK, DOCUE, TREOE, CATORCE Qm w i tmo tob
perturban &l siat;’na ¥ W, que en rigor aritmé ran y
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nombres de los nueve primeros, uno, dos... ete.; con lo cual
se obtienen los nombres de los cien grados primeros de la es-
cala de la pluralidad.

Ciento y ciento se llama doscientos, y los nombres de
los nimeros intermedios se obtienan intercalando los nom-
bres de los noventa ¥ nueve anteriores, uno, dos, tres... elc,,
noventa y ocho, noventa y nueve,

(100 + 1); (100 + 2); (100 + 3y, (100 + 20 «+ 7); (100 + 20 + 8
S (1005 20+ 9. (100 + 30,

L

Ciento y ciento y ciento se llama trescientos, y los
nombres de los nimeros intermedios entre dosclento,

8 ¥ tres-
cientos se forman intercalando los novents Yy nueve p

rimerocs.

(2 3¢ 100) + 1; (2 > 100) + 2; (2 >< 100) + 8;... (2 » 100} + 87; (2 >< 100} + 88
‘ (2 < 100) + 89; (2 > 100) -+ 90; (2 >< 100) + 91...

Cuatro veces ciento

el s cuatrocientos.
Cinco veces ciento

..... seer . es gquinientes (1),
Beis veces ciento. .., ... e es neincientos..
Siete vaces ciento., , ... vree es setecfenton.
Ocho veoces ciento. ,. . Feee s es ochoclentos,

Nueve veces cienta, .,
Dies veces ciento, , , .

‘e L.

. es novecientos,
+ +e. 38 lama mfl, . .
Los nimeros intermedios en
tos, euntre guinientos y seiscien
lando los nombres de los noven

tre cuatrocientos y guinien-

tos, etc., se designan interca-
. » .

ta y nueve ndmeros primeros.

(B> 100)+1; (8¢ 100)+2: (8w 100)+ 8;.,.(9 > 100) +98; (93¢ 100)+- 99

Mil y mil se dice dos mii
intermedios entre mil ¥ dos
novecientos novents ¥ huevy

De un modo andlogo g
nimeros intermadios entre
tro mil... cinco mil, seis m
¥ diez mil. .

Diez mil y diez mil gon velnte mil
medios se obtienen intercalando los n
mil novecientos noventsa ¥ nueve... ete.

+'y los nombres de los ndmeros
mil ge obtienen intercalando los
® nimeros primeros.

© construyen los nombres de los
dos mil y tres mil, tres mil y cua-
il, siete mil, ocho mil, nueve mil

s ¥ los niimeros inter-
ombres de los nueve
, ata,

(1) - Quinientos, setecientos ¥ moveeientos som;
hlos glgo irregilares en su formacién castelinna.

p

por etimologia, voea-
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Los numeros desde el uno al nueve se laman nicitos {ae
«digitus» dedo, en latin), sin duda porque por los dedos pri-
mitivamente se indicaron los primeros grados de la escala de
la pluralidad; ,

De diez & noventa y nueve se llaman nECENAS;

De ciento & novecientos noventa y nueve se llaman cEN-
TENAS,;

De mil & nueve mil novecientos noventa y nueve, MILLARES;

De dicz mil & noventa y nueve mil novecientos noventa y
nueve, MIRIADAS (1) 6 DECENAS DE MILLAR;

De cien mil & novecientos noventa y nueve mil novecientos
noventa y nueve, CENTENAS DE MILLAR;

De un milldn en adelante, uiLLoNEs, y respectivamente,
DECENAS DE MILLON, OENTENAB DE MILLON, MILLARER DE MI-
LLON, ete., ete.

En el sistems, pues, de nuestra numeracién hablada, todo
digito enunciado antes de una decena, de una centena, de un
millar, etc., es su multiplicador 6 coeficienie, y todo nimero
enunciado después de este producto es sumando del producto.

Asi en la expresién hablada

doscientos dos,

el primer digito dos es multiplicador ¢ coeficiente del ciento;
y el segundo digito dos es sumando del precedente producto
“doscientos.
{2 > 100) + 2 (=dox veces 100, y ndemés 2).
En la expresion

| -cnatro mil ooho (2)

ol digito cuatro es multiplicador 6 coeflciente de mil, y el di-
gito ocho es sumando del-producto cuatro mil, eto., etc.

(4 ¢ 1 000) + 8 (== cuatro veces 1 003, y ademds Bj.

(1) La vox miriada no estd muy en uso, aungue debiera éstarlo més.

(2) Se vé, pues, que no és posible explicar Is humerscién hablada &
quien no posea siquiera nbeiones previas det sumar, del multiplicar y de
la elevacion 4 potencias. Pero para todo esto resulta preciso saber la nn-
meraciéu hablada; de modo gue sb ‘patsnts.el eiroulo visioso que en los
comienzos tanto dificults el sprendizaie de 1 clencia aritmética.
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RO

Todo digito desde 2 en adelante es el 1 repetldo (1).

I

1 repetido dos veces).

(=1 repetide trea veces),
+ 1 (etoétera).
1+1 .

1+1+1
Ta-la141
L+1l1+14141
1+1%141+141

m;v:—qa:m’»ﬁ-wm
(SRR
o ek o el et e e e
XHXKAKXXX
02 00 =] O S R D
'EERER RN
ok ok o ok e ol
FrE+t+ie
[y o el
F44T
b ok ek sk el ok el

.+,,
+
-t
-
+

P4

_ De modo que, 6i ge axceptua. el 1, todo digito es un pro-
ducto. :

Por tanto, y en general,

Cualgniera combinacién de uneéstra numeracién hablada
expresiva de un grado oualquiera de la escala'de la pluralidad
63 una SCMA DE PRODUCTOS de las potencias del diez, enuncia-

dos 4 continuacién nunos de otros de mayor 4 menor (2),
En -

cnntro mil se:sc:entos sotenta ¥ cinco

exuten los suma.ndoa.

tm(l Im mismo que con los digxtos pasa don los demés nimeros: con -

(2) " Casudo s dise una decens sagméa de un digito, entse ambas pala—
bra.s st pone la eonjumén LN

ﬁwz ¥ seis, veintd ¥ uno; tremt.u. ¥ omoo, cusrenta Y nueve,

diez y siste, veinte v dos, = treinta ¥ seis,  cinouents y4os, .

diez ¥ ocho, - veinte ¥ tres,  treinta y siete, sesenta Y tres,

divx ¥ nueve; 'veinte Y custra, . tremta Y ooho, novents .Y ouatro, eto.
——

Funridaesboaouoa dc&mnm yrd!g{murnoum

. ciento nno, oL seisoientos t.nomta © olen mil custrocientos
~ doscieutos S0, . mil ciente uso, © 7 casrents,
treseisptoe-tres, il truciansos yeinte, ~ uu millén cuatrocien-

caattocisntos cuatro, ,dissm nmighmcmtro +os Setenta mil,
- quinmm ‘veinte, ’ vemba:htlonhumamossais: :

Pam gl ln exprmdn coatmo W}y digstol sousalay:

qummmhm&v&ﬁm %20}

aieutdmnbarmv, T dom ﬁlianesneischntostrﬁntt?
© . fresctentos muahrﬁﬂ, i emromxl mm;ontos umta.wdos,
© quinieritos oshents ¥ nuevs,« d, ‘
- wéisnhanovontstnmo, B¢
Y TS _‘ o, adsinks, mht‘ﬂm ' ot XpreRioDes
‘iﬁﬁgﬁﬁgwﬁwm'f‘ 2 0 &ﬁng .
G20 P ents fresiston  de tuteranln . v wnidodes, nuestro
- pidtopii de unssrssidn habin -mﬁhlmm mnmm y'promos -




.

NUMRRACION 56

Cuatlo mil (producto de cuatro por mil, 6 sea de 4 por la tercera po-
tencia de 10);
+ seiseientos {produnoto de gsis por ciento, 6 sea por 1a segunda potencia

e 10y
+ setenta p&o%geto de siete por diez, ¢ sen por la primer potencia
. e
+ CiNco prodncto de cineo unos; 6 sea de cinco veces 100

=4 x mﬁ+wx1m
= (4 5 1000 § + (6 > 100

(,7 > 101) + (5 > 100)
=
= (4 veces 1 000} + (6 veces 100) + t

T>10)+(B>x 1)
T veces 10) + (3 veces 1)

El ntimero de producﬂos en que entran las potencias con-
secutivas del 10 es igual al nimero de digitos ¢ de cifras
significativas;

76 549 = T > 10000

: g>>§ 1 ?gg s einco produstos: tantos como cifras sig-

T iw 10 nificativas (1)
+ B

[y

No podemos hablar de los niimeros puros més que con las
palabras que se acaban de exponer; porque ‘no hay mmuchos
“sistemas de numerasién habldda, ni conviene tampoco que
los haya. Despuds veremos que puede, sin inconveniente, -
haber muchos sistemas de numeracién escrita, aun cunando
s6lo exista uno usual de nuinéracién hablada (2).
Hay, sin embargo, en ciertas industrias 4 en ciertos oém-
putos otro sistema, que es el duodecimal (a.pl,mab!e casi sien-
pre 4 numeros- médulo) (6)

(1) Claro ei que, cuando no hays ocientos 6 decenas & diglt.o:-;, no se
los mencionard m\ la expresién hablada.

20 808 08 .. ‘o000

—— el n - - - - T e —— - " ...__.-.--q-——-
veinte mil, ) T weinte mll,' ‘ veinte t‘m[,-
-+ tressientos, . -r- sat.antn, -+ quinieut.os.

. +ocho. . . : .
Aqui faltan mitlares Aqui fnltan mnllarﬁs Aqui faltan mzlhres, -
-y deco:ms " ¥ “centauas. . %eunns y digiton.

@y Véatp mée. adalnnm el uso ﬂ.alas voces pwtoana, dfeutena, trie- -

na... ete.
(BY A veess h pb.hbn Mﬂ uamplq oomo ‘niimere piro: ‘Lo Aice -

'mdomm de veerr. Rero . m;u.lsmmhh m;em duomma.l ge aplica .
- & nhigderde-tnddulo,.’ ? B

el
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Sus vocablos son los siguientes:

Uno, Una docena, Una gruesa, Un paquete, Una caja,
dos, dos docenas, dos gruesas, des paquetes, dos cajas,
tres, tres docenas, tres gruesas, tres paquetes, tres cajas,

cuatro, cuatro docena.s, Cuatro gruesag, cuatre p&iqueteg, cuatro cajas,
cinco,  cinco docenas, ctuco gruesas, cineo PBqUetes,  cinco caj as,
seis,  seis docenas. seis gruesas, 8618 paquetes,  geig eajas,
siete, siete docenas,  siete gruesas, giete Paquetes, giste cajas,
ocho, ocho doeenas, ocho gruesas, ocho paquetes, ocho cajas,
nueve, nuneve docenas, nueve gruesas, nueve pagnetes, nueve CAjJAS,
diez,  diez docaneas, diez gruesas, diex ‘Paguetes, diex cajag,
once.  once docenas. onee gruesas. once Pagquetes.  once gajas,

Los nombres de los niimeros intermedios se construyen
andlogamente al sistema decimal, v. gr.

«Cuatro cajas, ocho paquetes, tres gruesad, once docenas y diay agujsg, »

Este sistema, en pasando de doce cajas, sigue contando
las cajas con lag voces del sistems decimal:

Trece cajas, catarce cajas, etc., ate,

El sistema duodecimal se emplea én cierta clase do medi.
das con otros nombres; . - - :

doce puntos hacen uny linen;
doce lineas forman una pulgads;
doce pulgades son un pie.

Tratdndose del tiempo:

doce meses, ua afio; | , !
dos veces dose horas o8 un dix, ete,

E! niémero doce es muy ¢émodo, y habria sido muche més
conveniente para base del sistems de numeracién; pero nadje
puede hoy pensar en un cambio, porque todas lag tablas y
elementos de cdlculo est4n hachag sobre el sistema decimal.
Cambiar el lenguaje tradicional seria casi un ipposible, mien-
tras que ha sido muy ficil conformar con la tradicién los mé-
dulos de medir. = ' .

Como 8e ve, pues, o : )
S6lo hay dos sistemas de numeraocidn hablada:
Uno general y aplicable 4 los imeros todos, puros y mo-

dalares, que os el decimal, ..
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Otro, usado solamente en  ciertos trificos 6 en computos
especiales, que es el duodecimal.

_Ambos resultan de la invencién, en primer lugar, de
unos pocos vocablos (diez en el sistema decimal, y doce en el
duodecimal) para nombra.r los primeros grados de la escala
de la pluralidad: y en segundo lugar, de otras pocas palabras
més pars nombrar:

1.° Los grupos de diez 4 los de doce (llamados respecti-
vameénte decenas y docenas);

2:° Los grupos de diez dieces, 6 de docs doces (respecti-
vamente llamados centenas y gruesas); -

8. Los grupos de diez cientos 6 de ddce gruesas (denomi-
nados respectivamente millares y paquetes);

4.° Y asi sucesivamente.

En una palabra: el sistema de numeracién hablada con-
sigte: ‘ .

- En designar los primeros grados de la plura.hda.d con
clertos vocablos;

2. En formar grupos con s0s prlmeros grados (diez &
doce).

3. En contar los grupos de 4 diez (6 de 4 doce) cpmo se
contaron los primerda grados de Ia pluralidad hagta tener
diez grupos de 4 diez (¢ doce grapos de 4 doce); esto es, has-
ta obtener centenas (6 gruesas), (segundas potencias del dlez
6 del doce {10%; 12%);

~4.° En contar el mismo mimero de grupos,de centanas (]
-gruesas) como se contaron las decenas (¢ docenas) hasta obte-
ner diez conjuntos de & ciento (6 doos de ciento cusrenta y
_cuatro); esto es, hasta obtener millares (S paguetes), (terce-
ras potencias del 10 § del 12 [10?; 12°%)); _

5.° Emn contar el miamo mimero de millares (¢ paquetes)
- como se contaron los grupos de decenas y centenas (4§ doce-
nas y gruesas (cuartas potencias del 10 6 del 12 [10%; 124]).

Y asf sucesivamente las quinths, las sextas, las sépti-
mas, laa octavas potencias del 10... (10°, 108, 10" 10°®. )
esto es, 10000, 100 000, 1000000 10000000 100000000

TONO L . L 8
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~ . Los nimeros intermedios se nombran interealando. los
nombres ds los nimeros de los grupos anteriores.
Y asi sm 1nterrupc16n

Anvm'mn'om
Son, en rigor, excepclones en nuestro smtems de numera-
cién hablada las palabras once, doce, trece, catorce X gquince (1).
. Las voces unidades, decenas, centenas et.c., son voces téo-
nicas propias de la numerae:du escrita,.
~ I
Numeracién ha.b]dda es, pues, el sistema convencional
COD qUe 6Xpresamos verbalmenta*ios nimeros.. Esta numera-
" cidn se lla.ma. décupla por serw,rle de base Ias potencias
‘del 10. .
Véase con atencidn el siguiente eua.dro (2)

[

(1) En imasem siaisema de anmermén habladh h ‘suing de. los prodyoe-
. ‘tassaenumia siampre dé mayor A mistior: esto. aﬂ,pﬁmmrsadieou los -
millones, luego low csenmilor; dedpnds-ias decenas de S Wwivigdna, y aai
‘ su%sinm:::; m’n;k?;'eiswm o Mm las umdadqc.
Bes, con! e uiatema.,m onee, tr omoc qum-
cese enuncu.n phmerolns mm{mimy éu;:uéc lc;s dmm y

rem o0

1 "xes iaa _
S%g:: mé::n;m(m Mwﬁ::&lpn mmm

Py

»
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RESUMEN °

¢Qué es numeracién hablada? .

Kl sistema conyencional con que expresamos los ntimeros.

¢Cudntos sistemas de numeracién hablaga hay?

Uno usual y corriente para los nimerog puros y loa mi-
mercs modulares; y - :

Otro exclusivamente modular que s6lo se emplea en cier-
tos tréficos 6 en cémputos especiales:

12 meses, un aiio; 2 veces 12 horas, un dia..,
¢0udl es el usual y corriente?
Kl decimal. T o
¢Cudl el especial de ciertos trdficos ¥ cémputos?
El duodecimal, o o :
¢En qué consiste el sistema decimal? _

-1.° En. haber inventado cierto ndmero de palabras para’
expresar cada uno de los 10 primeros grados de ls esodlé de la
pluralided; - o _ - T

2.° En formar grapos de diez unos, y en contar esos gru-
gos como se contaron los unos hasts llegar 4 diez grapos de

diez unos, ¢ sea cenfenas; o L

3. En formar grupos de centenas y contarlas como se
-contaron los unos y los dieces, hasta tener djez grupos de cen-,
tenas, 6 millares; ' ST o
" 4° Y en _ocontar los millares.., efo., siempre formando
grupos superiores con diez de los inmediatamente anferiores
indefinidamente, o o E
¢Qué es mirfada? : i
- Rl gru{)o especial de diez miles, S
- ¢Qus algoritmo se emplea de diez 4 diey ¥ nueve?
La suma. o C -
¢Y de veinte 4 novents y nneve?
Ls multiplicacién y la suma. '
- ¢Y de viento en adelante? . - . : :
» La involucién, 1a multiplicacién ¥ la suma; esto es, todos
los tres algoritmos generales, . - ‘ - '
o ‘,g%né @8, pues, en general sl nombrs de onalquier nd-
mero T ‘ . R
' Una suma de sumandos, cada uno formado Por un pro-
ducto de dos faotores, de los cusles uno es. una potencia del
. diez,’y el otro uno de los digitos el cugl sirye de coeficiente &
su respectiva ‘potencia: 6, de an modo mdw breve, una. suma
de productos de las potencias del diéz, enuneciados ordenads-
mente de mayor & menor, ‘ S B
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. Un ejemplo:

Sea el
siete mil suatrocientos cincuents y seis.
]

== (T 3¢ 10%) + (4 >< 10%) + (5 < 101) + {6 > 109 (1

Desde diez en adelante, json compuestos todos los nom-
bres de los nimeros? :

Qi: hasta ol once, el doce, el trece, el catorce y el quince
lo son, atendiendo 4 su etimologia.

APENDICE

¢De dénde procede nuestra numeracién hablada?

Hé aqui un problema.que ha ocupado preferentemente la
atencién de los sabios, no sélo por el interds etimoldgico que
entraila, 8ino también (y muy principalmente) porque para
1a Antropologia es de esencia conocer el cémo se hau inicia-
do las ideas de nimere en los pueblos primitivos, y el cémo
desde ellas se ha desarrollado la Aritmética hasta su porten-
toso estado cientifico actual,

Podria haber quien & primera vista creyese que el descu-
brimiento de los origenes de nuestras palabras numeéricas es
tarea no dificil para la moderna ciencia de las etimologias;
pero quien tal pensara olvidaria sin duda que el etimélogo
no ha llegado hasta el nacimiento de un vocablo, mientras
no encuentra el significado material que tuvo en su acep-
cién primaris, objetiva y no abstracta (2). :

(1) FElsimbolo a® = 1 86lo es explicable por el algebra. (Véase L0GA
RITMOS,
"(2) Por ejemplo, s sabe que ciertas voces arigs manifiestan afinidades
existentes en: .

EspaBiol. Sémssrito.  Zend. Griego. Latim.  Géteo.  Tngids.  Francés.

Padre.. Pitar.. .. Patar.. .. sevip... Pater.. Fidar... Father.., Pére.

Madre.. Matdr.., Matar. .. phoe... Mater..... ... . Mother.. Mére,

Hija. .. Duhitar.. Dugdhsar. fu7dTnp. ... »e.» Dauhtar . Danghter.......
_ v . (Limdnico.) '

Pora no sa trata de encontrar-estas afinidadea ni de acrecentar su ni-
maro & fuerza’de eatudiar lenguas smpearentadas: 1o t}ue giewpre se quie-
re e llegar & un primer significado que dé razén del significedo moderno,

Padre se deriva de nus raiz PA, que no significa engendrar, sino profe-
ger, alimentar. Padye como generador se Nemaba en sanserito ganilar, y
como protector de su hijo pitdr.—Medre procede de un radicsl MA, que
significa - Duhitar, hija, viene de DUH, ordefiar {moaso el latin
dizoo). Hila siﬁ'niﬁos, ues, la lecherita, vos que es todo un idilio de la vida
gnn.storii: 4 1o hija esteba encomendads la provieién de leche pars toda la

mé]j:. Véanse amplindas estas ideas en Max-MAr.umR, «Mitologia com-
paradan. : o
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No se trata pues de saber que uno viene del latin UNUS,
A, uM; dos de pUO, &, 0; tres'de TRES, TRIA: cuatro de Qua-
TUOR, cinco de QUINQUE... veinte, treinta, cugrenia.., de vi-
.GINTY, TRIGINTA. QUADRAGINTA;... cienfo de cENTUM.,.

No 8o trata dé probar quela semejanza entre Jos numera- |
les italianos, provenzales, catalanes, franceses, espafioles,
portugueses, gallegos, rumanos... es inexplioable sin la pre-
via existencia de un tipo comiin al gue todos se refieren, el .
latin. - S < o
' Ni tempoco e trata de evidenpiar que esta semejanza ra-
diea en las (1) que ofrecen las lenguaa arias mds antignas,
salidas dé aquella otra lengus, hoy desconocida, de donde
provienen el sinscrito, el zend, el griego; el latin, el gotico,

'y los demas lenguas de 14 gran familia indo-europes.
 Ni tampoco: basts concebir que .1a numeracion hablads,
dol sistema decimal, fundada sobre pna ooncepeidn abstranta
de la idea de nimero, debié haberse madurado y extendido
en una sociedad reducida, ‘que despnés hubo de egparcirse
por dilatadas regienés de Asia y Europs. _ S

No; lo que la Antropologis deses, es averiguar qué signi-
ficaron lox radicales primitivos de’ los nombres numéricos
uno, dos, tres, cuatro, stc., pars gmder determinar si Ia raza

- aria aprendid é[ sistema por el o mputo digital, - ‘
Pero, por més que la ciencid ka investigado y sigue inves-
. tigando, nada definitivo ha lq'g_rado de’seubri:j. ‘Lo que sabe-

(1) Merito:: aoemo. I Lele goum,
L Ekas ., ., (slg alvy). ~Uons.,. ..., Wienas, .. .. Aing,
IL ]}lva?ﬁ!"' aljﬂ e ;-Dﬂo-.‘;.‘ LK . Dﬁ..  raaagn TV‘-i., ’
HI. Trayas.. .__e::rc.‘..;..j. Tres o0 2., Trys ool .. Threis?
IV. Katviras,[W77000¢.. Quataor .., ) * 710 STEEE
. ;[V. Katvims',n{w:f;_ e Oq.caf paﬁorﬁ;._lxﬁm‘ cvrane Eldvo;” -
vk bt (et it
V1. Shash ... 8 ....... Sexir ., 0L, Sem.:. ... Safhe.
VIL Bapta ... dme..., . Bopt M. . o Septyni L F L Riben.
VIL Ashian .. gx3b 5., O eoivevnns ABEEODL .
o IX Nava:.oLdwie.. cNowim... .0, Dowyni
' .X. Dm . *a :M‘o ﬁ iy

xz% Dviddsa. débesis. .| Dugth
XX ingati, . £ 137 [ - - S
|G Batam... bxavdy., . Géntdm, .
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mos, sin género alguno de duda, es, por una parte, que em-
pleamos hoy las mismas palabras de que se servian hace mu-
chos, muchisimos siglos, nnestros abuelos de la raza aria,
gin mas cambios que los debidos 4 las naturales influencias
. fonéticas; y, por vtra parte, que la época en que los nume-
rales adquirieron y fijaron su sentido abstracto de nimero
puro, olvidando su primitiva acepeidn etimolégice de carac-
ter material, debe pertenecer al periodo prehistérico de una
civilizacién remotisims; porque el olvido de las etimologias
primarias exige, por necesidad, enormes lapsos de tiempo,
que no pueden coutarss sino por miles de afios. ;Cdémo, sin el
transcurso de muchos siglos, pudo olvidarse que «pontifice,»
gignificd el que hace ytggntes? dque «gimple,» etimologicamen-
te gquiere decir sin pliegue? jque <viriud,» es la cualidad de
parén? ete., ete,, ete. T ' ‘
Nada, tampoco, sabe la ciencia etimoldgica del significa-

do primitivo de los numerales 1, 2, 3, 4 en las tribus inferio-
res gue no han podido llegar al nim. 8. ¥, ann tratdéndose
de las razas que, salides ya del salvajismo, han sabido pro-
gresar hasta el grado eminente de"contar por manos, pies, ¥y
hombres-enteros los numerales ginco, diez y veinte, también se
ignora qué acepeién pudieron originariamente tener, en tiem-
pos mds antiguos, los nombres de los nimeros anteriores al 5.
- Do donds conjuntamente etimgiogos y auntropologistas
deducen que, como mas necesarios los nombres de los nime-
ros 1, 2, y 8 con el significado de mucho, fueron creados los
‘primeros, y, por tantd, por muy viejos, hubieron de perder
~u material sentido etimolégico; al paso que los nombres nu-
* méticos b, 10, 16. y 20 (expresados por pies, manos y hom-
bres), hubieron de ser invencién Ee‘ épocas relativamente
cercanas, por lo cual dejan ver atin su sentido original. '
Y, asimismo, deducen los antropdlogos que, si bien la filo-
logia no puede dar con la acepcidn originaria de los nombres .
que en las lengnas indo-europsns se asignan & los nimeros,

- 1o ha de inferirse por ello que el procedimiento de formacién
empleado por el pueblo.que hablé la lengua hoy perdids, de.
donde salieron todas las de 1a familis aria, fuese distintq de
este otro procedimiento gue praduce la numerscidn dedacida
'de las manos' y los pies, tan dominante y evidents en loa
idiomas salvajes. Y, on sfecto, no sb vislumbra atn la etimo-
-logia de nuestros numerales; pero es de incuestionable cliri-
dad su esencia decimal. Y el modo de combinacién de las vo-
e88 numéricas, indeciso y mo severamente sistemésioo, es el

' pro;go deniciones no llegadas al supremo: grado de civili~

: Eaﬂl . T 3 L :‘ - . "1‘; :‘. R L N :

'R nuestranumerscidn: heblads fodo” dfgite” ennuciade
. sukbe las decenis es multipliondor ds éstas; y, enuncisdo des..
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pués, sumando del productn (lo-enal no sucede sistemética-
mente en la numeracidn aria), prueba de una confusion de
idess natural en quienes barajaban denominaciones relativa-
mente nuevas con otras mucho m4s antiguas. En wndecim
duodecim, tredecim... se Ve claramente que estas voces estdn
compuestas de decem, diez, precedido como sumando, y no
como multiplicador, de unus, due, tres... (que segiin el siste-
ma actual) habrian de ser

diez y uno, diez y dos, diez y tres...

¥ IO cOmo son
1+i00;, 2410 3« 10..,

2vdanx, 20%axz, SOn 1gnalmente:

‘ 110 2410
¥y ya trece es en griego )

Baxazpsig, 10+ 3.
Si en sdnscrito los digitos colocados ante las decenas
fuesen multiplicadores, '
. ckidasa y dvadasa,
no significarian 10 + 1, 10 + 2, sino 1 x 10, 2 x 10.

los numerales suelen indicarse Por suma sin orden fijo, y 4
veces por resta; pof ejemplo: - : _

La falta de sistema se ve clara en el latin mismo, donde

18, tredecim, tres et decem, ¢ hien, decom ot tres;

i4, quatuordecim, quatuor et decem, decem ot quatuor; ‘

17, saptemdqci.'m, .d decemn et peptem; - : !

18, duo de viginti (= 20 — 2), octodecitn, decem et octo, octo et decom;

19, un de viginti (=20 —1), novemdecim, decem et novem, novem et
decem, ete. ' ’

Por otra parte, no acusa una civilizacién muy adelantads

“en el arte de contar el hecho de que los arias, mientras vivie.

ron juutos formando an solo pueblo, no supigsen contar mas

que hasta 100; pues evidentements no proceden de un trouco

ucico y comiun, igual para todos los dialectos midg antiguos

de los arias, los nombres del ndmero 1000, usadog por los
diferentes pueblos de esta giran familia (1). ‘

(1) No bay manera de sscar unos de otros los diferenﬁss-nombmg del
niimero mil existentes en las lenguas principales de ls gran familia eria.

Bdnserito. Griego, ~ Latin. © Litoanie. . . Gkeo.

1030 Sahasram. p 111N Mille. Tukstahtis. Thosundi,
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Lo cual prueba que los nombres del mil fueron inventados
después de la dispersidn de estas gentes, cuando las necesi-
-dades del progreso las obligaron 4 ello en regiones muy apar-
tadas y distantes unas de otras.

Y, si los arias primitivoes no contaban mds que hasta cien-
to, es de toda improbabilidad que hubiesen llegado desde
luego, y de un goipe, d la idea abstrhcta de nimero paro, sin
haber contado-antes por mucho tiempo al arrimo de algdn
médulo; y, si tal sucedid por nacesidad fatal é inetudible, en-
tonces es de altisima verosimilitud que los nineros digitales
los hubiesen llevado 4 su evidents sistema decimal. -

Por supuesto, nada mds comin que la pérdida del sentido
etimoldgico, ya porque las voces al cambiar de ucepciones no
conservan las léetras 6 el acento antes mecesarios para dar 4
conocer su primer sentido, ya por las mutilaciones del uso,
y& por motivos de rapidez ¢ de eufonia, ya por otras causas
enteramente artificiales y arbitrarias (1). ,

Para el progreso humano es preciso, en absoluto, no ver
en imagen, sino en idea; y, por consiguniente, la voz que
empezd significando cosas sensibles § actos mnteriales ha de
ir olvidando su significacién primaria para llegar 4 expresar
-conceptos puros. Esto ha sucedido siempre, y sigue sncodien-
do, y sucederd constantemente; por lo cnal, coun gran razén
se dice (ue al lenguaje es una poesia fdsil. Y, efectivamenta,
para las grandes concepciones’del entend!miento es preciso
que las multitudes pierdan la conciencia etimoldgica.

Nada, pues, mds natural ni de utilidad mayor que el trédn-
sito de las palabras desde la imagen 4.l idea. Y en el caso
actual, nada més util que el hécho de que el vocablo vyo sig-
nifique abstractamente el primer nduero puro, el principio
de la escala de la pluralidad, y no luna, ni menor, voces quo
pueden expresar el UNO, por no haber mds Jue una. luuna, ¢
por no haber mas que una sola cosa menor que las demds (2). -

¢ {1) A veces las causas de estos cambios desconciertan la mis fecundo
previsida. Por ej‘g;hplo: . y )
En Ia Poliwesia, muochos do los indigenas, nl advenimiento de fin nue-
o rey, varian las palabras cuyo sonidp se aproxima al nombre de su jefe.
Los taitianos, #sl, en ves de rus, nombre del dos, adoptaren la voz podi,
que signiftcaba junies. Para cinco decian vime, mano, voz qué fud abande- |
. nada por la de pac, cuyo significado era parfe, divisiin, pava indicar 1o di- -
vision de las dod manos., o . ‘
Estos cambios por causa del cevemonial, suelen ro persistir cuando .
cesan pronto log motivos 4 que debieron sa origen; pr1o A veses 82 peipe-
tian e el habla, coo ba neontecido.eon los unevs vooablos piti ¥ pae,
para e} dog y pars el cinuo. ‘ ' ‘ o o
.. (2) Ei vocablo latino unus no estd emparentedoe con el sirseriio ela,
aino eon ENA-3, que guiere decir menor, '
" Los sabios de ln ?nflia. formaren uns sarie de palah:as' que les- iview
TOMU L ) ‘

e
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Y, andlogamente, nada mds propio de un pueblo dotado (aun-
que ses de modo inconscionte) del sentido filoséfico dal len-
gaaje, que haber hecho significar 4 una palabra desligada de
todo concepto material, v. gr., al dos, el segundo grado de
la escala de la pinralidad, y que, de modo idéntico, hubiese
llegado & formar palabras que no dignificasen mano pars el
cinco, dos 'manos para el diez, ni -gavilla, ni mangjo, etcéte-
ra, gto., para los mimeros puros superiores.

Démonos, pues, e} parabién de poseer palabras para los
niimeros puros, expresivas en abstracto de los grados de la
escala de la pluralidad; y dontentémonos cou saber que en .
Aritmética usamos todavia de los mismos vocablos hahlados
por los arias primitives, si bien nos es hoy imposible dar con
el significado primario de los niimeros, expresivos sin.duda
alguna de slgo sensible y material. ‘

Es un hecho: cuando uns palabra llega por cualguier mo-
tivo 4 ser simbolo de algo abstracto, las lenguas todas tien-
den 4 dejarle perder su significacién imaginativa para afir-
marle més y mis su nneva scepeidn idecldgica. Y, si esto su-
cade con todpg los vocablos, mucho mas ocurre con las voces
numerales; ¥ asi es muy natural gue de los digitos anteriores
al cinoo no se conozes el origen en ningina lengua,

ro

sep de madios mnemot&nieog-:ﬁ‘qiq nwedm' las foohan v los nﬁmé‘oa. :
. -Entre estap palabras estéin mi«m Hirrra para ¢l who; para ol doz eervion |
" 188 voses efes, dlav, brasod..; pars i y dos el vooablo dientes, ste.
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B ta—

Nameraecldn nuxrérﬁna;—-omlnalea.

.

Pertenecen 4 la numerscién hablada modular los vocablos

llamados partitives; como mitad, tercio, décimo, diezmo, mi-
onésima, ete., etc.; y también son propios de ella los lla-
mados proporcionales, que indican el nimero de veces que una
cantidad comprende en si 4 un médulo conocido, como dupfo,
tnplo cuddruplo... décuplo... céntuplo, ete. (1).
"~ Ademais de las voces, anteriormente ocitadas, once, doce,
trece, catoree, quince, Por completo fuera del sistema, existen
en la numeracién hablada modular muchas més muy arbitra-
rias; y sin las cuales, por supuesto, pudxeramoa pasarno-, por
ser en rigor supérfluas.

Tales son . ‘
par; terna, ouaterna; -

pero el uso lag preﬂere en determinados casos. El uso, pues,
: pnnc:palme‘nte} y razones de brevedad 6 de enfonia aconse-
Jjan gque, ya que exlsten en la prﬁohca, nadie pxensa en su-
primirles. - ' .

Tampoco son absoluha.mente necesarias la.u voces colecti-
vas que expreun mimerot determiuadoa, como deceﬂa, docena,

{1) A veoes eatas vooos expresm némeros pnroa, V. g
' m()ennldémph d&ﬁ(),atc.
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quincena, veintena, cuareniena, quincuagena, cenlenar, mi-
llar,... pues bién pudiéramos decir un diez, dos dijeces... un
ciento, un mil,..
Existen también otros nombres oxpresivos de nidmeros
modulares para muy reducidos empleos Y usos, en gue siem-
' pre se suponen mddulos especiales. ‘ ]

Eu los juegos de naipes, de dados ¢ de dominé el UNQ se
denomina as. DOS se dice collera hablando de pavos, galli-
-nas ¢ perdices; un ¢ronco, sirve para designar DOS caballos
de tiro, una yunta para DOS husyes. Pareja es el nombre de
DOS guardias que hacen servicio Juntos mientras estdn de
faccidn... érinca designa en los ejercicios de oposicién 4 cé-
tedras vacantes TRES opositores que demuestran juntos
sus respectivos méritos; y, como éstas, otras varias palabras
numerales de uso restringido 4 determinados mddulos; duo,
triduo, quinario, septenario, octara, novena, cuaresma, cua-
rentena (bién gne esta voz, por lo comiin, no signifique ac-
tuslmente cuarenta, sino detencidn durante variable nimero
de dias por medida sanitarin), ete., etc. Las voces semana,
mes, trimestre, cuatrimestre, semestre, aflo, bienio, trieniog,
lustro, siglo, peseta, metro, kildmetro... eutrafian claramente
la idea de mimero, etc.; una talega es 1 000 duros. ..

En algunas localidades Ia palabra corral, unida 4 cierfos
verbos, significa 12 gallinas y 1 gallo; v. gr.: la madre le re-
gald un corral de gallinas: ke comprado un corral (lo que no
impide que corral sea tambiédp o) nombre de un niméro inde-
terminado de gallos y gallines) (1), '

La palabra mucho, restringida en varias tribus inferiores
‘& lo que es tres, 6 mds de ires, se dice on nuestra lengua do
multitud de maneras, segin los objetos d que se aplica.

Enjambre de abejas; manada de lobos; jauria de perros;
piara de cerdos; reba#o de Ovejas; yeguadg; torada; vacada;
bandada y banda (voces aplicables sdle 4 las aves de vuelo);
.un banco de arenques; una nube de insectos; una plaga de

‘ langosta; escuadz_-a de geastadores; banda de cornetas; banda
de tambores; pelotdn; seccidn; -compalia; tercio; escuadrénr
batalldn; regimiento; brigada; divigién; baterta; parque; tren
de batir; escuadra de bajeles (todas dstas, voces. militares);

(1) Véase el apéndice al final de est# Leceién. . o
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turba, tropel, muchedumbre, multitud, gente, pueblo, gremio,
Academia, Claustro (de una Universidad)}, Cabildo, flota,
pulgarada, mancje, pufiado, espiga, mazorca, ristra, recua,
reata, tiro de mulas, {ren, un diluvie de mentiras, la mar de
libros... (1).

Como se vé, la superfluidad de las voces numerales no
dafia 4 nnestro sistema de numeracidén hablada referente &
los nimeros puros, gue seria uno de los mds consecuentes y
precisos que hoy se hablan, si pudiéramos prescindir de los
vocablos irregulares, no correspondientes al sistema,

once, doce, lrece, catorce, quince,
D .

v dejar de usar la conjuncién v entre decenas y unidades.
Entonces cualguier grado de la pluralidad se expresaria (en
pasando de los primeros) enunciando sucesivamente, de ma-
yor & menor, uua serie de productos constituidos por

millones, )
centenas de millar,
decenas de millar,
willares,
centenas,

decenas,
unidades.

En Aritmética siempre nos atenemos al sistema con la
mayor fidelidad. Solo en la prictica de la vida nos separamos
de 6!, especialmente al contar.las horas y los siglos.

Asi deci-m_os, DIFEBENGIALM‘ENTE, las cuatro menos veinte
minutos (2), las seis menos cuarto, las diez menos cinco... on
vez de deoir ADITIVAMENTE lag tres y cuarenta, las cinco y tres
cuartos, ins nueve y cincuenta y cinco. ..

Andlogamente, en las fechas, al hablar, decimos: el pri--

(1) Como ejemploa notablea del inglés, andlogos 4 log anteriores aspa-
. Boles, citaré los niguientes: a fight of swallows. un vuelo de golondri-
nas; & shoal of herrings, un bance de arenques; a school of whales, un tro-
" pel de ballenas; a troop of mualry,’un escundron de eaballeria; @ devy of
Eeauties, un certamen de bellezas; ¢ throng, una muchedumbre.
También son dignos de meneidn los siguientes de entre los muchos.
que abundan en francés: une oampcguie de perdviz, una bandada de perdi-
ces; un vol d’hirendelles, una nube de golondrinas; un banc de harengs, nn
banco de arengues; uhe compagnie de oavalerie, un escuadrén de caballeria; .
:;em réunion de beontés, un congreso de bellesns; wie multibude, una furba
gente. ' '
(2). Cusndo se escribe, por ejemplo, en un elmanaque vhutico, s usa la.
nameracién sditiva, no Ia diferencial: laa 8 y 40; 5 y 45; 9 y 65.,. -
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mer cuarto de este siglo, al mediar el siglo xi1x (1), la revo-
lucidn del 68...

‘También se emplea la cuenta diferencisl al tratar de mo-
nedas y de pesas...

tres pesacns mhenos cinoo séntimos,
custro duros menos tres pesnta.s one
. tres kilos menos disz gra.mos

Corresponden 4 la numeracién hablada los nimeros ordi-
nales, que, en general, se derivan de los cardinales. .

Hay, sin embargg, axue_pmones

Por ejemplo: la voz priméro no. viene del cardinal umo,
sino.que est4 emparentads con lai prepositiones pra, pre en
al sxgmﬁcado de antes, al principio (2). Segundo no v1ene de
doa, sino del.verbo seguir, sequi {3).

" Los nimeros ordinales presentan bastante 1rregulo.radtd.
Empiezan con la terminacidn ero, luego signen sin termina- -
cién sistemdtica, hnsba. qna, pox' ultxmo, adoptan coma deﬁm—
tiva la termma.cxén éumo

prime:-lo, . gnggg.tm;, oa;z:lno, clémmr;-]L prlmaro,

undo, Auodéeimio; déoimo segundo

::fcero, " ‘déeimo tercero,y - '
cuarto, . décirao oparto, {4)

. guinte, . -~ dépimo qmnw,

' sexto, - décimosexto, -
sbptimo, . déeimo séptimo, S
081G VO, déeimo. ogtayo, ! A

noveno, nono, déeimo novenc, ddsime non o,

‘ démmo, ngéaimn, tngéaimo, mﬁrs@bﬁmn,

Beguhrmante no se usan ,‘lo,s ord.ma,len sino ontltn prime-
ros grados. Pars los otros se prefieren los cardinales: ,

‘El primero de afio, y el dos, el tres; ol cuatro de Enero.

 Carlos primero, .Catlos segundo, Carlos tércero, Carlos
cnarto, Carlos quinto y Q&rlot doc@, Pio nono y Leén trm,_‘ e

. (1) En I egerito #e saembidi ol ordmt udihvoc 1395, 13%..:. L
ra riéndonns mmpro al xxm.y,u al xrx.. SR
@ ﬂlnson&o, Profhamas;

Viass ¢l di nmm _ =
H Emuﬁﬁ.-:;mmkm_ﬁﬁmimm mﬂinq!u mpoo

‘ vuimc,ommey
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A}

Alfonso déeimo y Alfonso doce... El uso es quien decide en
‘muchos casos particulares. '

En los nfimeros muy altos, 6 que prueden serlo, casi no se
usan més que los cardinales:

Leccién primera, segunda, tercera, cnarta, quinta, y lec-
¢ién seis, siete, ocho, nueve... pigina primera y pégina dos,
tres, cuatro... ciento dos, doscientos cincuenta y cuatro, etcé-
tera. ete. -

Hay, ademas, o ordinales formados independientemente de
los radicales numéricos, como sucede con las palabras expre-
sivas deé los grados de parentesco

7 hijo, nicto, biznicto, tataranicle, chozno,
_ 6 bien o o

padre,-abdela, bisabuelo, tatarabuelo;

y en sentido general 6 lndetermmado las voces ascendientes
y descendientes. -

. En sl mismo caso se hallan los dias de 1a semans; domin-
go, lunes, martes, etc., y los meses del afio, Enero, Febrero,
Marzo, etc. : ‘

Pero, de entre las voces qne indican orden, ningaunas ha-
cen de pumerales con méis frecuancm que las letras del alfa-
teto. - :

Bien es verdad qua les letras sirveh més bien pars mdl-
car 1a sucesién de los 6bjetos, que no su grado.

Por ejemplo, se sabe que_tras el cuaderno & el pdrrafo
m ha de seguir el #; perce séle haciendo un eémputo (ficil en
verdad) puede saberse que m represauto: el grado 14°, y n el
grado 16°..., ete. ,

= 10
N o= P ‘.
b 4= 42
o R
v ‘a f :’.*:_-6"‘ .
. Nl B
. B
N 'fzgu -
) ) ‘ i""—-fm"_
kw11t '

"
5 4

o
N
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APENDICE

A,

K1 uso de palabras en rigor supérfluas, no es exclusiveo de
nuestra lengua castellana, R : ‘
Los ingleses, para el dos tienen pair (del latin par,
igual} (1); para el veinte, score, muesca, mortaja; los alema-
nes dicen stiege, que significa escalera estrecha, para desig-
nar una veintena (de varas especialmente); Y por este estilo,
eu otras lenguas, pueblo es treinta; gente, cuareuta; smulti-
tud, ochenta; gavilla, sesenta; cuerda, treinta, eta, )
Estos significados metaféricos de las palabras comunes
usadas como numerales, son frecuentes en las razas inferio.
res.. Cuando uno de los reyezuelos del Da’hnme’y atacd 4
Bekouta, perdié 4 820 soldados, guarismo expresado por dos
cabezas, veinte cordones y veinte monedas de hombres.

La muitiplicidad de voces gumersles Lo precisas, si resul-
ta supérflue, se hace por lo mismo engotrosa, pues exige
clerta atencién para su apropiado empleo; y, por esta causa,
tienden naturalments g desaparecer. Los nifios ¥ya meyorci-
tos suelen preguntar: ;puede decirse nu rebafio de cochinos?

<y una bandada de abejas? gy una collera de corderos? ¢y una
recna de caballos? gy un banco de atunes? .. :
Asi, pues, esta clase de voces desaparece poco 4 poco en’
las nacienes dotadas de buen gentido en el lenguaje, pues
prouto los naturales sienten (aunqgue no lo perciban por re-
flexidn) cudn preferible es 4 ese lujo etiojoso ‘de vocablos el
us0 cirenuserito de'aquellos Ynicamente res pecto de cuyo sig-
nificado no cabe nunce duder, o '

B

El rigor sistemstico de nuastrs numeracidn kablada 1o se’
encuentra en otras lenguas de puebloa muy civilizados.

Los alemanes anteponen; pPor yuxtaposicion, los nueve
primeros digitos & la voz diez, y.esta yuxtaposicion significa
para ellos suma (literalmente dicen: once, dofe, tres-diez,

(1) Fa peeuliar del inglés una'vor que dptormine el ,nium. 8 en chsos
especiales exclusives. Asi_-dlqen,a‘lmkcofmﬂ,-j ¢a, para significar par y
wedio de perdices, 6 v2an trgs perdices; a lcash of hargs, tres licbres, 6 par
¥ medio de liebres., ' T o : st

.
.
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cuatro-diez, cinco-diez, seis-diez, siete-diez, ocho-diez, nuece-
diez) (1). o

También anteponen los digitos seguidos de la conjuncidn
und 4 las dem4s decenas: (literalmente: uno y veinte, dos y
veinte, tres y veinte, euatro y veinte... cinco y treinta, seis
y treinta, siete y cuarenta... ocho y setenta... nheve y no-
venta) (2). t

Sélo desde ciento en adelante son multiplicadores (como
entre nosotros) los digitos colocados ante las centenas, los
miles, ¢ bien las decenas y las centenas ante los miles, etc. (3)

En inglés (como en alemdn) los digitos preceden al diez,
y desde veinte & cincuenta pueden ir antes ¢ después de las
decenas {4). ]

En inglés, ademds, se cuenta por veinfenas, seore (3);
three score, sesenis; four score, ochenta; six score, ciento
" veinte. ' .

Pues todavia es peor el sistema francés, porque en él se
anteponen los digites al diez, como sumandos hasta el diez y
seis (6); desde sesenta 4 ciento se cuenta mds por el sistemn
vigesimal que por el decimal (7); ¥, en vez de mil ciento, mil
doscientos, mil trescientos... se dice once eientas, doce cien-
tos, trece cientos (8)... ‘

(1} Edf, zwslf, dreizehn, vierzehn, flinfaehn, sechszen, sisbzehn,
schtzehn, neunzshn. ) ‘ - . L ) .

- () Ein und zwanzig, zwei und Zwanzig, drel und zwanzig.., ‘

©(8) Zwei Hundert, 200; drei Hundert, 8300: vier Hundert, 400; finf
Hundert, 500;.. zwei Tansend, 2000; drei Tausend, 8 600; zehen Tausend,
10 (00; zwanzig Tausend, 20 000; dreissig Tansend, 30 000; Hundert Tau-
send, 100 000.., ete. - . : )

(¢) Eleven, 11; twelve, 12; thirteen, 18; fourteen, 14; fifteen, 15; six-
teen, 16; seventeen, 17; sighteen, 18, nineteen, 19... (*) twenty one, ¢ bien
ona and twenty, 21; twenty two, 6 bien, two and twenty, eto., ete. .

(5) Score, signifioa literalmente mueacs, mortaj efial, Una scorc sui
géneris (en el sistema grafico usado antignamente en Inglaterra para
Tlevar Ias onentas loa tercaderes con sus parroquianos) significaba vemnde,
v de aqui la supervivencia del significato numeral de esta palabra.

(8) vnze, 11; douze, 12; treizs, 18; quatorze, 14; quinze, 15; seize, 16;
dix-sep, 17; dix-huit, 18; dix-neaf, 19, o :

. (T) Soixante, 60; soixante-us, 81; soixante-deux, 83; solxante-trois, 63;
soixante-dix, 70; soixante-onae, '111; soixante-douse, 72; soixante-treize, 75;
soixante-dix-nenf, 79; quatre-vingts, 80; quatre-vingt-un, 81; quatre-vingt-

‘demfx', 93‘2; quatre-vingt-dix, 90; quatre-vingt-puze, 91; quatre-vingt-dix-

neuf, 99. . ‘
{3) También se dice mille cend; mille drux cents; mille irais cents;... pero,
en la prhctics, prevalecen lasexpresionas onze oents, douee cenis, treize cenis...

(%) . Teome o3 la terminactdn de estos ordinaies inglosix, ¥ 8y empiea #8lo en frares com
In to: She ée in Aer trens. Elln-eaul enan pariodd de gdnd que ficetdo snire los trece y
los dies y noeve afios. ] S

oxdt, R

- - . ¥
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. C.

No es nuevo el método de contar diferencialmerite, que
empleamos para determinar las horas: '

Las cinco menos yeinte, las scis menos, cuarto, las oche menos cinco...

Ya en latin eran usuales las expresiones

duodeviginti, 20 menos 2= 18, duodelricesimns, vigésimo
- undevigingi, 20 menos 1'= 19, octavo,
duodelriginta, 30 menos 2 = 28, duodesexagesimus, quinona-

undebriginz, 50 menos 1 — 29, ete. gésimo octavo, ete,

El sistema diferencial ers en latin inicamente usado para
expresar los mimeros menores que el veinte, 4 el treinta. ¢
el cuarenta,... en una 6 dos unidades; es decir, para.el diez y
ocho y diez y nueve ¢ el veinte y ocho y veinte ¥ nueve, § ol .
treinta y ocho y treinta y nueve;... pero se empleaba, en
general, entre los guichés y los mayas de América. Unos y
otros, como los aztecas, poseian un sistema eompleto vige-
simal; pero los mayas y los quichés, para significar 41, 42, 43,
44, decian y dicen’ uno-para-sesenta, dos-para-sesenta, tres-
para-sesento, cuatro-para-sesenta, y al llegar al 61, dicen uno- ]
para-ochenta, dos-para-ochenta, treg-para-ochenta, cuatro-
para-ochenta, ete.; es decir, que ellos contaban las veintenas
conio nosotros los afios dentro de cada siglo; puss en nuestra
numeracién hablada en vez de decir 1821, 1822, 1823, 1845,
1870.../ decimos el afio 21 (de este siglo xix), el aflo 22, el 23,
el 45, el 70... La revolucidén del 20 no fué la mds notable del
siglo xix (1). : .t .

- D.

Ni tampoco es propio y exclusivo de las lenguas superio-
res el no derivar los ordinales de los nimeros cardinales.
_Los groenlandeses prescinden de su R0, para formar la-
palabra primero, que sacan de un radical que ¥ignifica desde
luego. También prescinden de su dos para ls voz segundo, qtie
significa su-compaflero. R C
‘En Australia, los naturales del distrito de Addayda, cuya
numeracién no pase de tres—que signifies también muckio,—
designan los hijos por el orden de su nacimiento hasta el no-

z

{1) Lo anilogo haven los alemanes cuando dicen ein viertel auf zwei;
un ouarto de ls deguuds hors, esto es, la una ¥ cuoarto. Drei dieriel auf
tisben, significa tres cuartos sobre las siste; 6 bien, las siets menos cuarto;
6 bien, un cusrto pers las siete, Et sic de ceteris,
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veno, y no solamente tienen nombres ordinales para indicar
los varones, sino también para designar ordinalmente 4 las
hembras. Lios nifios conservan estos apelativos numéricos
hasts gue sus padres, parientes y amigos se los reemplazan
por nombres personales. )

Los maleses tienen también hasta siete nombres para de-
signar ordinalmente el nacimiento de los hijos y de las hijas.

Lo andlogo ocurre entre los dacotas de la América del
Norte, que tienen hasta cinco numerales de parentesco.

N
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.

Otros sistemas comocidos de numeracién habliada.,

Los dedos han ensefiade a! hombre 14a primeras nociones

de Aritmética. Nq cabe dudar de que en todos los pueblos de
la tierra se hs empezado contando por los dedos. Aun hoy
mismo se recurre por los hombres civilizados 4 la ¢nenfa di-
gital (1).. . S | _
_ En uynos pueblos se ha contado, § se cuents todavia, por
los dedos de una mano hasta 5, y se continda después por los
-de la otra mano, agregando al cineo los nombres do los cna-
tro nimeros primeros, sistema que puede representarse de’
este modo: | ‘ . e

L% 5 455415 425 4 B 5+ 4; 3 veoss 5; (2 veses 8) + 1;
(2 veoes ) + 2 (2 veces 5) + 5, etc, -

.Oonter asi de cineo en cingo es hacer uso de la NymEua-
CIO¥ QUINABLA, como lo efecttian varios pueblos de la Poline-
sia. En griego, el verbo repndfe, contar por-toe cinco dedos,
contar d¢ 5 en 5, y en sentido general, computar, meditar, es,

~ #in duda, vestigio & reliquia de una época en gue preponderd

e —

(1) Nada més frecuents que cuentas por este estilo: Ells satuvo aqul
“el viernes por la noshe, hoy es miérooles,.. de mode gue viernes, uno (y se
seflala un dedo); ebbado, dos (y e sefiala otro); domingo, tres; Innes, cus-
tro; martes, cinco... hoy miércoles no me enenta'pox-&tlx: ¥ya hemos sontedo
¢l visrnes... de mods que hace ¥a cinco noches que ella estuvo aqui;
" Véase el apéndice de esta Leceidn. T
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ol contar por cincos. Los mimeros romanos son, sin duda,
restos de un sistema guinario no conservado en la lengua
hablada (1).

Contar hasts diez consecutlvamelte los dedos de las dos
manos, y después agregar al diez los nimeros pnmeramente
mencionados.:. es hacer uso de .la NUMERACION DECIMAL, a la
cual se han oonsagrado las precedentes lecciones. :

Y contar por los dedos de las manos y de los pies es ha-
_cer uso del sistema hablado de NuMERACION VIGESIMAL.

A la numeracién deoima} habfan llegado muchos pueblos
de América: los apaches, los dakotas, los esquimales, los al-
gonquines... pero sélo alcanzé su completa desarrcllo entre
les peruanos que la trasmitieron & los chilenos, los ywraca-
rés y tal vez los patagones. ,

Los peruanos tenian las mismas clases de las llamadas
unidades que nosotros los europeos. Ei 1, el 10, e 100, el 1 000,
el millén, el billdn, el trilidn... ¥ entre ellos, lo mismo gue
éntre nosotros 108 espafloles, los nimeros digitos antepuestos
4 las unidades de orden superior les servian de coeficientes é
maultiplicadores, mientras que pospuestos hacian las veces de
sumandos. - '

Como ejemplo_notable dé la numeracidn vigesimal, se pre-
ser:ta.el sistema de los nahuas, é pueblos de la Confederacién -
azteca, cuya poblacidn mis lmportnnte fué Méjico.

Tenian nombres para los nimeros

1, 2,8, 4, b, 10, 15, 20, 200, 8 00O.

Hasta veinte su numeracién era quinaris, y desde el 20 en
adelante petfectamente vigesimal,

G... +1‘ T= 5 a9 8-- 5+8 9-- b+ 4; :
11210 + 1; 12—.:10-1—2 13=10+B 14:10+4
16=15+1; 17‘-‘-15-0-2 18:154—3 19-..154—4

Estas combma.cmnes eran, sin duda, rehqum de’ }a.s cuen-
~ tas hechas por los dedos de las manos y de los pies, ¢ 1gusl
4 la de 108 pueblos que todavia dicen:

1) LIL 1M, IHI v, Vi, VII, VIII, VI[II, (6 x) eto.
Ya e volveré. sobra esta punto,
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Uno.......0uns d08, .00 ans o treLoalLLL 0 englro... ... . TARD,
Maun ¥ npo.,., manp ¥Ydos...., TMANCYes..,,, mauo s cusire. Jdos manos.
Dof wanoay uno 0os mAnosy dos. dosmanos y twes do~ Imanos ¥y dos manocs ¥y un
eORlTO, uyur- pid.
DPos manos un dos manos un dos mEnok n dos manos un
pi¢ ¥y uno..... péydos..... pléytires.... pléy cuatro.. unbombre (1),

Desde veinte contaban los aztecas por veintenas, ¢ sea,
por grupos de 4 veinte; . ‘

Dos veintenas, tres veintenas, cuatro veintenas... hasts
veinte veintenas, o sea cualrocientos de los nuestros.

Desde cuatrocientos contaban por grupos de wveinte vein-
tenas; | :

Dos cuatrocientos, tres cuatrocientos, cuatro cuatrocien-
t0s... hasta ‘

. Veinte cuatrocientos, 6 sea ocho miles de los nuestros; y

desde este mimero contaban por grupos de octimillares: dos
ocho miles, tzes ocho miles, cuatro ocho miles, ete. (2).

8i en la numeracidn mejicana hubiese habido diez y nue-
ve nombres simples para los 19 primeros grados de la plura-
lidad (en vez de tantas combinaciones del sistema guinario),
o si, como ahora decimos, los aztecas hnbissen tenido 19 nd-
meros digitos directos, su sistema vigesimal habria sido per-
fecto. - ‘

Los digitos antepuestos eran coeficientes ¢ multiplicado- -
res de las unidades de orden superior (veintenas, veintes de
veintenas, octimillares, ete.).

(1} Los achaguas tenfan cineo voeablos pars los niimeros uno, dos, ires,
cuabro, sinco. Combinandoe el sinco con los cuatre ndmeros primeros llega-
ban hasta nteve. Con los dedos de ambas manos ,exptesa.fumn #l diet, con
loa dedos de las manos y de los piés veinle, Las manos K los pies da dos
hombres eran cuarenfa. Las manos y log piés de tres hombres, sesente.
Lag manos y los piés de veinte hombres, cugtrocientos. .

El mismo vocablo, pues, significaba cinco. y todos-los-dedos-de-una-masno.
Con une misma voz decian, los-dedos-de-ambas-manos y dicn ete,

Entre los muiscas 6 chibehas once ern pic-une; doce, pie-dos; trece, pic-
tres... 20, casa-una, 40, casa-dos... ciento, casa-cinco...

En la lengun guarant la Ea.lnbm tno ers la forma negativa de compaile-
ro; esto es; sin-compafiere, La etimologia de dos, de tres y de cuatro no
estd determinada; pero cinoo ers cunfro-y-uno, 5 bien de-persong-mano-una; -
diez queria decir de-persona-manos-dor; veinte aignificaba manos-pies-tam-
bifn, -y asl mismo de-persona-manos-pics-también; -esto es, log-pics-y-las-
ngnos, ‘ . . '

- \3) El siatema vigesimal de los nohuas eta también el de los yucatecas,
nicaraguaiecas...; y vigesimal asimismo, annque no idéntieo al de los me-
jicancs, por lo que tenia de diferencial, era la numeracién habiada de los
niayan, guiches... . .
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.Como se ve, no ha habido mds que tres sistemas hablados
de numeracién,

el quinario,

ol decimal, y

el vigesimal, .
porque la Aritmética ha salido de la anatomia humana. Y, si
alguien no quisiera asentir'atn, ése deberia tener presente el
argumento que, con este mismo motivo de la influencia nu-
meérica de los dedos, empleaba ya Aristdteles hace mds de
2000 alos.—Esto no. puede ser efecto de la casualidad, decia
el gran filésofo, porque lo que se produce sismpre y en to-
das partes, no es obra del azar; es un hecho consecuencia de
ja misma naturaleza de las cosas.—Y, en efecto, la casuali-
dad habria producido mayores variedades en los sistemas de
numeracién hablada, y no se habria limitado exclusivamente
& los tres, quinario, decimal y vigesimal, 4 no haber tenido el
hombre constantemente &4 la vista los grupos de sus dedos,
con los cuales es natural que comparase todos los demds.

Asi, necesariamente la sublime concepcidn del mimero

-puro, hubo de salir del nimero digital. Las manos y los pies

nos han dado, no solamente los mimeros, sino las medidas
también: nn geme, dos palmos, tres codos, veinte pies, cien
brazas; penicha, en persa, es cinco y mano; rsu.mxm en grie-
go, es meditar y contar de cinco en cinco, ste.

La aritmética modular precedis 4 la aritmética pura; pero
4 ésta tenia al fin que elevarse el ser racional, porque calcu-
lar no es combinar mdédulos, sino combinar ideas.

Las naciones mas progresivas y adelantadas de la tierra
se han decidido por el sistems prcimar, descartando el quiNa-
rIo por reducido, y el viaEsiMaL por amplio,

Asi el sistema decimal, usado por los antiguos arias, por

". los hebreos, los 4rabes, los pernanos... es el que hoy preva-
. lece en todos los pueblos civilizados.

Sin embargo, patentes son las huellas del sistema v1gon-
mal aun en la Enropa miema. Eu la lengua gaélica (Irlanda’
¥ Escocia) pars traducir, por ejemplo, nuestro b1, se usaris
una constrnocidn tal bomo «uno-diez-y-dos-veinienas.» En el
pais de Gales para 36 tendriamos xuno-y-quince-sobre-veinte,»
¥ en bretdn 7l seria «once-y-tres-veintémas.» En francés, la
numaracién hablada decimal, es sin duda el fondo del siste-
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.ma; pero la numeracién vigesimal de los antiguos celtas ha
sido tan preponderants, que & las expresiones, procedentes
dol latin, septante, huitante y nonante para 70,80 y 90, son pre-
feridas las frases soizante-dix, quatre-vingts, y quatre-vingt-
dixz; «sssenta-diez,> «cuatro-veinles».y «cuatro-veinte-diez.»
Nadie dice en francés para 13 septante-troie, sino soizante-.
treize, ni para 95 dird tampoco nonam‘e cmq, en vez de quatre-
vmgt qumze, etc.

Y esto, como es’ natura.l 80 extlenda hastu mds alld del
100: /pues para 120, ‘140, 160... hallamos con frecuencla en’
francés «seis-vemtes» «szete-uemtes» «ocho-veintes»... y un
Hospicio 6 Asilo de Paris se lizma de los «Quinze-vingts»,
por ser 300 el nimero de pobres alli albergados.

‘Quizd sea también resto de costumbre céltion el ugo inglés
de contar por veintes, seore; three acore and ten, tres-veinte-y-
diex; four scorve and thirteen, cuatro- -veinte-y-trece, etc., son
acaso reliquias del sistema céltico vigesimal.

La estructura, pues, de los sistemas de npumeracion habla-
da no deja duda de que la cuenta digital fué el medio origi-
nariamente adoptado por ] hombre pars sus primeros y sen-

cillos cémputos; ssercién confirmada no solamente por la eti-
1sologia patente atin de muchas voces numéricas superiores
al cinco, que significan mano y pie, sino también, ¥, soBRE
Tovo, en la constraceién y organlzacldn de los smtamu ha-.

blados, siempre- QUINARIA, DEOIMAL ¢ vmssnun, cuando’ no’
cou;untamenbe Qmwanzo-vxanamu .

,AEENISICE

La cuenta dxgitnl aunqns expod-lta., o8 mcdmodu é insu-
ficiente; y, por eso, desde muy antiguo han venido inventan-
do los puéblos de. cierta cultura intelectual sencilios aparatos
con que hacer edmputos 4 estilo de los dé los dedos, para que,
desempeﬁnndo esos apiratos el mismo oficio que- los dedos al
‘éontar, quedase-libre el usc de las manos.

**  Todos estos aparatos (pertenecientoss la hummmdn pal-
- pible) tenian y tzenen de comtin ls repebicién de un mismo
. pantot"trazo modm axgnxﬂcamvo de 1 Am la. repetwrdn



NUMERACION : 81

de nn punto indica los nimeros 2, 3, 4,5 y 6 en los dados y -
en las fichas del domind.

Figum 2.2

La repeticién de las campanadas es el medio empleado en
los relojes para indicar las horas desde las dos en adelante.
Al pase repetido de las cuentas de un roserio acuden los que
rezan reiterando unas mismas oraciones. Sefialando muchas
veces unas rayas se indica el niimero de los objetos que se
reciben 6 se entregan, ¢ los fendmenos que ocurren mezcla-
dos con otros, etc.

Conviene mucho observar que los signos, trazos é medios
repetidos estdn muy lejos de ser los simbolos abstractos de
los numeros puros de la numeracidh escrita. Las cifras

. ¥
1,2,8,4,5,.,
18, 14, 15, 16, 20,...
118, 803, 474,... 1 007, 78 436... ete.

indican grados de la escala de la pluralidad con entera abs- .
traccién de toda propiedad fisica, geométrica 6 mecdnics;...
al paso que los signos de las fichas del domind, 6 los.de los
dados, son puntos pnestos alli en cierto nimero; los valores de
los naipes son representacidn de los palos llamados ores, copas,
espadas y hastos en numero de dos oros,... de tres copas,...
de cuatro espadas,... de cinco, seis, siete bastos, ete. Y, asi,
en los dominds 6 en los naipes se ven grupos de figuras que es
preciso contar, porque no son verdaderos nimeros. El siete
de oros, no es el nimero siete, ni el cuatro de copas es el
» cuatro puro, ni‘el as de oros es la unidad indivisible. Cuando
vemos las dos cifras que representan el 31, no hay que contar
para saber de cudl grado de la pluralidad se trata, como in-
defectiblemente habria que hacerlo, si nos encontrésemos una
expresién equivalente de trazos repetidos, tal como la que

sigue Lo
LU NN BHHHNIRITIE

Y ¢cudl no serfa la dificnltad, si en vez del 81 nos hubis-
gemos encontrado con 810 rayas, 6 con el mimero 3 100...
expresado por trazos verticales? S

TOMO 1. : _ 11
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Para introdacir, pues, algin orden cuando se recurre 4 las
rayas, la ultima de cada grupo de 4 cinco se indica con mn
trazo mis visible 6 mas largo qué los otros, 6 bien los grupos
se escriben algo distantes, 6 se recurye 4 todos estos medios
4la vez S ’

S o=
IR TV TH AR
IR R RITRT I RES

. Acostumbrados como estamos & ver constantemente el
cinco en nuestros dedos, los grupos de cuatro trazos segui-
dos de otro difereante en tamafio nos son muy ficiles de con-

“ tar. Por esto cualquier persona de, poca culturs, una criada,
por ejemplo, aprende en brevisimo tismpo 4 leer la escala da
'nun termdmetro; 6 los milimetros de un metro...
En el rosario, cada diez cuentas iguales estin separadas
por otra més gruesa. : '

Entre loy aparatos relativamente modernos, y ouys cons-
truccién exige algim cuidado, merece mencién el tablero
contador ¢ dbaco de billar, que consiste en un marco rectan-.
gular, liso 6 con adornos, donde se sujetan horizontalmente
paralelos y unos bajo otros, gruesoy alambres rectos, en los
cuales -estdn ensartadas bolas, en nimero de cnarenta regu-
‘larmente, las cuales pusden oorrer por ellos con facilidad de
izquierda & derecha o al revés: las bolas quinta, décims, dé-
cimaquints, atc., son mayores 6 de diferente coloreque las
demds, 6 las dos cosas 4 1a vez. Las bolas suelen sustitnirse
por discos. Al empozar uns partids, cada alambre se destina
4 uno de los jughdores, y todas las bolas estdén juntas 4 la_
izquierda del marco; mas, 4 medida que ve hacisndo ¢antos
cada jugador, se vat pasando d la derechs, en'sl alambre 4 -
é1 destinado, bolas en niimero igaal al de Jos fantos hechos.
El nimeroc da partides que cads nno gana,.se’
- alambres seplementarios. Ente sistemn pertenece al llamado
por Humboldt. de numeracion palpuble, - ... T

Este 4bace.tiende visiblemente & desaparecer; porque las
modernas messs dé billar tienen'en ol larguerc de uns de las
bandas un contador de: ruedas 'de eéngtanajs, vy ademés un’
‘timbre gue suens 4 cada, tagﬁaqus?zﬁo anota, .. - .

- ! ————— .
T ———

. Actttﬂmmolguwpl“
. Togos en unk de as formias si

404,80 apiunta en . 1
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Estos abacos estan imaginados para enseflar 4 los nifios el
sistema decimal de nuestra numeracién escrita (er que cada
cifra tiene un valor absolute y otre locativo 6 de posicidn).

Pero, como una bola, é dos, 6 tres bolas... no son el con-
cepto puro de los grados de la escala de la pluralidad, 1, 2,
3, 4...; ¥, por oira (F:,rte, como los guarismos representados
por las bolas de cada alambre, utilizados en cada caso parti-
cular, no se leen, 8ino que se cuentan, no faltan quienes con-
sideren gue el dbaco de los niimeros en las escaelas de pér-
valos no es un medio tan eficaz de enseilanza como se ponde-
ra, ni tan propio, como ge dice, del estado de nuestra civili-
zacion. Y, verdaderamente, los hechos dan la razdn 4 los que
tal objetan, ya que en gran mimero de escuelas, al cabo de
slgiin tiempo, log dbacos constituyen mds bien objetos de

Figura 5,
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adorno que wedio positivo de ensefianza. Sin embargo, sea
lo que quiera de la eficacia pedagdgica del dbaco de los par-
vulos, el aparato es muy facil de comprender. -

El plano del marco estd vertical, y horizontales y parale-
los los alambres, unos debajo de otros; el alambre inferiorse
destina 4 las unidades; el inmediato de encima, 4 lag decenas;
el superior que sigue, & las centenas, etc.: por manera que
en la figura 2.% se supone representado el nimero 3 125 348
por las bolas situadas & la derecha. - .

La figura 5." es una variante que por evidente no necesita
explicacién especial.

Los antiguos etruscos habian imaginado otro abaco, co-
nocido por el nombre de abacus numerorym. Era éste un ta-
biero horizontal dividido en lineas paralelas; la primera para
las unidades, la segunda para las decenas, la tercera pars las
centenas, ete, Primitivamente se hicietfon los cdlenlos con
piedrecitas (los cdlculi, de calz, caleis, la cal, de donde viene
el verbo calcular); después con fichas, cuyo valor aumenta-
' ba decimalmente, segin la linea é columna en que se pouian.
Luego se perfeccionaron estos dbacos, y las lineas ¢ colum-
1188 se convirtieron en ranuras. '

Este dbaco etrusco fué el que usaron los romanos, y de
éstos pasd & los pueblos neclatinos. A falta del dbaco etrus-
co, se salpicaba de arena fina una superficie plana { bornzen-
tal, y con un punzdén 6 estilo de madera se marcaban en fa
arena surcos paralelos que hacian las veces de las ranuras ci-
tadas. Muchos dbacos romanos han llegado hasta mnosotros,
En el siglo xvir Mad. Sevigné, y en el xvir Buffon, hablan
(como de prictica bastante comin) de las cuentas por fichas,
hechas por las mujeres que no sabian leer.

Los chinos poseen un dbaco especial llanmado suan pan, y
lo manejan con, tal destreza, que canss maravilla. Mientras
una persona lee ripidamente los sumandos de uns cuents,
otra ve hadiendola suma, con tanta velocidad, que la tiene con-
cluida al- terminar la lectura. El dbaco chino ‘es un tablero
horizontal en forma do racténgulo, dividido 4 lo largo en dos
mitades por una varille. En slamibres perpeudiculares 4 la
"varilia'se yen bolas ensartadas: La mitad de} tablero maés dis-
tante del que oalenla no tiene en cadas alambre mids que nua,
bola cuyo vulor es 5. En la mitad més préxime hay en cada
~alambre cinco bolas, cada une de las cuales vale 1. Las holas
que valen b se distinguen de Jag que valen 1 en ol tamafio 6
en el color, 6 en ambas cosas & la vez. : -
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El sian par ha sido en todas ¢pocas decimal, y los chines
Lian podido siempre servirse de este abaco para sus cueulas,
por ser decimal su sistema de pesas y medidas. Asi, el alam-
bre que estd & la izquierda de otro, hace valer & sus bolas [0
veces mas de lo que valen las bolas del alambre 4 la derecha.
En la prictica toman como primero cunalquier alambre. Ei
resultado del edlenlo aparece préximo & la varilla, 4 nuo y
otro lado de ella. El ejemplo de la figura representa el ni-
mero 8 D= 129,

Pero un solo aparato no podrd ser de gran utilidad en los
pueblos cuyo sistema métrico difiere del decimal. Un inglis,
en riger, necesitaria un dbaco especial para sumar libras.
chelines y peniques; otro para los pesos llamades aroirdupois;
otro para los tfroy... eto.: v, efectivamente, la historia nos
demuestra que los ingleses tuvieron que recurrir 4 especiules
abacos de no poeca complicacidn. .

Cousta que las cuentas 11 operaciones aritméticas concer-
nientes 4 los reyes de Inglaterra, antes de la conyuista por
los normandos (y clertaments sucederia lo miswo con las de
los soheranos de otras nacionss europeas) se efectuaban sobre
un tablern horizontal por medio de fichas—regularmente mo-
nedas,—dispuestas en filas paralelas, las cnales representa-
han valores mas y mas altos, conforme ascendian en la serie.
Cuaudo la conquista, las operaciones se hicieron sobre una
mesa llamada scacearium ¢ seacchariuwm. Iista wesn estala
cubierta con un paiio lleno de rayas que formaban cnadros,
casas O casillas. La raya inferior representabn peniques; la
segninda, docenas de peniques, & sea chelines: la tercera,
veintenus de chelines, 6 sea libras; In cuarte, decenas de Ji-
bras; lu gninta, centenas de libras; la sexta, millares... y asi
sucesivamente, ascendiendo ya en el sistema decimal puro.

Las indicaciones se signieron haciendo econ fichas, & Lien
con monedas, Como estay rayas, formando cusilleros, se lla-
man en inglés checkers & chequers, y servian para h:cer las
cuentus, se nombrd en Inglaterra Frcheguer al tritmnal de
las Contribuciones, y, por extensidn, al Tesoro priblico.

Esta clase de dbuco, no enteramente decimal, ha tenido
usn en Inglaterra hasta una época que pwliéramos lhumar
reciente. Lias casas de cambiar monedas tenfan por muestra
un tablero de esta clase; y, tultimamente, los tuvieron las
posudas, tabernas y cafés donde Ia gente se reunia para sal-
dar ¢ solventar sus cuentas, Es rara coincidencia que un ta-
blern dividido en casillns se ve {ambién & Ia puerta de una
posada en la desenterrada Pompeya.
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Los dedod, pues, no solaments han sido el origen de la
numeracién hablada en sus tres clases, quinaria, decimal ¥y
vigesimal, sino que han hecho quinarios ¢ decimales los ro-
sarios, las escalas termométricas, los metros, y los dlacos de
contar.

(Véase mds adelante el Apaco natural.)
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LECCION 1V

Numeracién eacrita.

Los numeros pueden expresarse por eserito.

1.2 Se escriben (como todas las palabras de nuestra len- ~

gua) simbolizando los sonidos con que pronunciamos los nom-
bres de los numeros: -

Uno, dos, tres,... treinta,... treinln y cinco,..

2.° 8e escriben O representan graficaments, poniendo en’

vez de ellos grupos de puntos, rayas 6 signos de igual forma,
como pase en las fichas de los juegos de domind, en los dados
de los juegos de azar, en los naipes, en las escalas de los ter-
mémetros, en los metros, en las graduaciones de los sextan-
tes, ete. (1). '

(1) Tos objetos materiales que se usan para representar nimeyos, cOmo
por ejemplo, los garbanzes con que las sirvientes hacen sus odlwloa, las
cuentaa de los rusarios, las fichas del tanteo de loa juegos, los dbacos &
contadores de las mesag de hillar, ste., los dedos mismos de gue nos ser-
vimos § veces para hacer pequefios chlonlos... no pertenecen A Is numera:
¢ién escrita, sino 4 la numeracion palpable. La numeracién palpable, eape-
cialmente la digital, he existifo en todos los pueblos de los tiempos mis
remotas: la NUMBRACION BSCRITA, por imperfecta que sea, supone siemprs

eminente grado de cultura, y por  eso a0 aparece uunca en loa pueblos

primitivos y salvajes. o

Conviene no confundir la aespeién general en que hoy wsamos la frase
aritmética pdlpable, con el ingenicso sgmma inventado For el famoso Ni-
COLAS SAUNDERSOX, uno de los matemdticos més notables de Inglaterra,
que ga quedd ciego 4 consecuencia de las viruelas cuando teuin dose me-
ses. Nacid en 1632, murié en 1789, Su sistema de arifmélica poipable le
sirvid para inventar una méiquina con Ia cual lmecin fdcilments Jas opera-
olones. més complicadns. o N -

" romo 1. ; : 12
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3.° Seescriben con las lefras del alfabeto, como acontece
en los niimeros romanos. Esta clase de numeracidn escrita
con letras supone un gran estado de cultura, por muchos que
sean sus inconvenientes. Las letras son ya simbolos de los
nuimeros, no sélo iudependientes de toda propiedad fisica,
geométrica ¢ mecdnics, sino simbolos graduados en serie con-
vencional (1). .

4.° Se escriben, de un modo independiente y universal,
(exteriorizando la idea, y né cualidad alguna fisicd ni meci-
nica, de tiempo ni de espacio) con las cifras llamadas drabes:

.

15 2! 3’ 4J 5! 6? 7! 8! 9) O?
30, 31, 64, 77, 200, 289, 1 111, ete. (2)

Los vocaBros umo, dos, tres,... treinta,... no son com-
prendidos por los que no hablan espafiol.

Los trazos, cifras, guarismos, simbolos ¢ signos 1, 2, 3.,
80,... son entendidos por todo el mundo civilizado; son, pues,
signos universales.

Por tanto, hay dos clases de escritura para los niimeros:
una universal ¢ ideogrdfica (3) que pinta las ideas de nime-

o)) I, V¥V, X, L, C, D, M...
uno, cinco, diez, cincnenta, ciento, quinientos, mil...
El convenio de la numeracidén romana es el siguiente:

Toda letra, si esid seguida de otra de igual § de menor valor, sa suma
con la siguiente: .

Asi, ’
INi= 3
Yi= 6
XI11 =12
LEX =70

MDCLXVI =1 666

pero, 4 toda letra precedida por otrs de ‘me=nor velor se lo resta la pe-
queiid, asi: .

IV= 4

. IX= 1y

XL =40
XC =90, ete.

{2) Véase el Apéndice 4 esta Leccidn, .
’ (3; Ideogrifica, significa que pints las ideas,
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ro, y otra fonética (1), propia de cada nacidén, que pinta los
sonidos expresivos de log grados de la pluralidad.
La ideogrifica se aprende estudiando la Aritmética.

Llamase notacién el método de expresar los numeros por
medio de signos escritos llamados cirras § guarismos.

NoTacCi6N, es, pues, sindnimo de NUMERACION ESCRITA; 6
sea, sistema convencional con que expresamos graficamente
Ios nimeros,

Laescritura ideograficadnotacién depende decuatro ideas:

1.* De haberse inventado un corte nimero de trazos, sim-
bolos 6 signos llamados cifras signifieativas, 1, 2, 3, 4, &, 6,
7, 8, 9, para expresar (en el sistema decimal) los 9 primeros
grados de la escala de la pluralidad; y otro signo jinvento ad-
mirable! el ceEro, para indicar la carencia de cifras corres-
pondientes & alguno de los ¢rdenes locativos del sistema.

2.* De haberse supuesto drdenes 6 jerarquias de posicién
én los Iugares que sobre la superficie en que se hace la escri-
tura ocupan esos trazos, simbolos 6 signos llamados cifras ¢
guarismos.

3. De haberse convenido gne cada cifra significativa
vale en el segundo lugar tantas veces mads que en el prime-
10, como cifras, ¢ trazos, ¢ signos tiene el sictema de nume-
racion; que vale en el tercero tantas veces mds que en el se-
gundo como cifras ¢ trazos tiene el sistema; que vals en el
cuarto tantas veoes mas que en el tercero como trazos, cifras
0 signos tiene el sistema escrito... Y asi sucesivamente (2).

4.* De haberse admitido que la yvxTarosiorén de una

~cifra 4 otra significa 8UM4; esto es, que el valor de la cifra de
la izquierda se suma con el valor de la cifra que estd 4 la
derecha (3)... .

(1) Fonética, de fones, sonide; raiz de donde salen cacofonia, sinfonis,
afonia, t'onégraizo, teléfono, ete., ete. .

{2) Elcuerpo de doctrina jue ensefia & operar con la numerscién es-
crita en que cada cifra tiena un valor por si y otro locative, ze ha llamado
por muchos y se Hama todavia ARITMATICA DB POSICION,

(8) Iwports fijarse bien en yue ln YUXTAPOSICION significa BUMA en
Aritmética Yy no MULTIPLICACION como en Algebra:

abe en Algebra = a > b > o,

mientras que
234 en Aritmétion = 200 + 50 -+ 4.
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Lo mismo gue en la numeracién hablada, para explicar la
numeracion escrita, es preciso suponer conocidas las ideas
fundamentales del sumar, del multiplicar y de la elevacién 4
potencias.

Los sistemas de numeracién esorita pueden ser muchos.
L

PRIMERA APLICACION, .
A} Inventemos un trazo para el uno, pnnclpm de la escala
de la plurahda.d, ¥ sea ese trazo el-signo 1 (uno). (1)

B) Inventemos, por otra parﬁe, un signo.que no indique
ningdn grado de la escala, y sea el signo O (cero). (1)

‘Ya tenemos dos signos, el 1 y el 0; el primero para ex-
presar’ el primer grado de ls pluralidad, y el segundo (que
no express grado mnguno) para .indicar, en caso necesario,
puestos y jerarquias vacios.

El O s, pues, un signo esencialmente locativo.

Con estaz dos solas cifras, trazos ¢ signos (1 y 0), ya te-

..ﬁemou To suficiente para escrxbn- todos los grados de la eacals
de la pluralidad.

-

o) Gonvenga.mou en que el 1 colocado en segundo lugsr,
valga tantas veces mgs que en el primerc, como trazos, ci-
fras 6 signos tiene el sistema; que colocado en el tercer lu-
gar, valga tantas veces mis que en el aegundo como cifras

_ tiene_ el sistema, ete., eto., ete. Y nada nos falta ya pers
escribir todos los grados.’

Como el ntiimero de trazos, cifras ¢ signos que tiene el

‘gistemna es 86lo dos (el 1 y el 0), un uno en segundo lugar,
" valdré dos veces més que en el primero; estd es, valdrd dos:
colocado en tercer lugar, vaidrd dos veces més que en el se-
- gundo; esto es, valdré cuatro: colocado en cuarto, valdré

.'_'1'; Pudiera ser otro trazo cuslquiers. Ficil es imaginar los que se
deseen. - - :

L
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dos veces més que en el tercero; esto es, ocko: colocado en el
quinto, valdrd dos veces mds que en el cnarto; esto es, diez y
seis: colocado en el sexto, valdrd dos veces mds que en el
guinto; esto es, treinta y des... y, asi sucesivamente,

sceenta y cuatro,

ciento v veintiocho, .
doscientos cinouenta y geis, ete., ete.,

segun que el signo 1 esté colocado en el
sexto,
séptimo i ‘
octavo lugar, etc., ete.

Do sanerte, que de esta manera podremos escribir los

nimeros
Uno,
dos, .
cuatro, .
ocho,
diez y seis,
treinta y dos, ‘
-sesenta y cuatro, ete., ete,

Pero ahora hace falta saber cémo indicaremos las jerar-
quiss de lugar. )

En la superficie del papel podemos considerar un puesto,
sitio 6 posicién cualquiera como el primer lugar, y 4 su iz-
quierda (1) (también pudiera ser & su derecha, 6 encima, 6
debajo,...) podremos suponer el segundo lugar, y & continua-
cidon del designado como segundo, podremos suponer el ter-
cero, el cuarto, el quinto, el sexto, etc., ete. ‘

Es, pues, indiferente que el segundo puesto esté & la iz-
quierds 6 & la derecha, 0 encima & debajo del primero (6 en
cualquiera otra posicién); y, SIENDO INDIFERENTE, CORVenga-
mMos DE UNA VEZ Y PARA BIEMPRE en que, ya& escogido sitio,
puesto, punto 6 posicién, como primer lugar, se considere
como segunde el lugar que se ancunentre inmediato & la iz-
quierda; como fercero, el piguiente & la izquierda del segun-

(I La palzbra izquierda ha de entenderse, no como la izquierds del
numero, §ino eamo lu izquisrda del observador, del lector 6 del operador.
Siempre ha de entenderse asi, aun cuando se ugen (como efectivamente se
usan por extensidn), los pronombres posesivos 6 genitivos, ete., eto,; de
modo que, cuando se dign coloquemos & la derecha del 2 tres ceros, & bien
coloquemos & su derecha tres cercs.. ha de tomarse en el sentidoe de que
loi ceros se esoribirdn desde el 2 hacia nuestra derecha, como sigue:

2000, ete. .
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do; como cuarto, el inmediato 4 la izquierda del tercero; como
quinto, el préximo 4 la izquierda del cuarto... y asi sucesi-
vamente.

Ahora bien: un 1 colocado en puestos consecutivos signi-
ficard cada uno de los nimeros que se acaban de indicar; asi:

Uno..... vieessss 90 eBcribira. 1
dOS, . e entntrnsnrsnsesecanns 10
CUBLTO., vavsnnaess besarenannn 100
e 7] 11 T 1000
diez y seis..... Cetiaisensans 10 000

treinta ¥y dog. ... visi s vnenaas 100000
SeSentd ¥ CUALIO..cov.ves 4u,., 1000000

1

Vemos, pues, que sélo con los dos signos 1 y 0 se pueden -
expresar el uno, el dos, el cuatro, el oche, el diez v seis, ete.

Pero jcémo podremos escribir los nimeros intermedios?

S1 uno se escribe | en el sistema binario (que asi se llama
el sistema de dos cifras), y si dos se escribe 10, es claro gue
tres se escribird asi: 11.

En efacto; 1 en sagundo lugar, es dos, y 1 en primero, es
#no: luego su yuxtaposicién & suma serd tres.

Si cuatro se escribe en dicho sistema binario 100, es claro
que ¢inco se escribird 101."

En efecto; aqui hay un uno en tercer lugar, que vale cus-
¢{ro, no hay ningun uno en segundo lugar; pero hay un 1 en
primaro que vale uno; luego la suma 6 coNsunTo de esa
expresion del sistema binario 101 significa cuatro y uno: lne-
go la expresidn 101 vale cinco.

Siete se formard asi, 111: en efecto; un 1 en tercer lugar,
vale cuatro; un 1 en segundo, vale dos, y un 1 en primero
vale uno: luego la yuxTAPosicioN 6 suMa de esa expresién
{que vale parcialmente cuatro -+ dos + uno) vale, en totali-
dad, siele.

Sistema binario.

Siocho es....cvvee,., 1000

Nnueve SeTi.....eve., 1001

diex o i.naseneae 1010

once P oeseaseeaes 1011

doce P eiveewn,.s 1100

trece P aeearanans 1101 -

catorc® » L,........ 1110 ‘

quinte » .iaie..ves 1111 {bseaB84442+1,4del
&5 sistems decimal.) -
B‘Dgo
-3



XUMERACION 95

Si diez y seis se escribe 10000, los nlimeros comprendidos
entre diez y seis y treinta y dos seran:

Diez v viete... ... Caremmreae 10601
diezy ocho.,.coviivuinnn.n 1000
diex y nueve . ..... .....,. 10011
VEIBLB. o. s eviierannrs e BHOU (L)
veinte Y ULO .. vvounan. ... 100
veinte ydos . .......... .., 10110
veinte v tres... ..., NS (1 B B |
veinte ycustro.... ... ., .., 11000 (2)
veinte y eineo..., ., .. u.... 11001
veinte v &eis ... . eienn. . 11040
veinte ysiete. ..v.s auuu.. 11011
veints v ocho........ ... .. 11100 (B
Voille ¥ DUeVe.. rui e aens . 110t
treintad . ..o..o..., R £ 1§ (Y
treinta ¥ uno ....eae.a.... AMULL GG
treinta v dos.....,..... eere TOOODOO
IL.

SEGUNDA APLLCACION.

Inventemos un trazo que valga uno, y sea 1 (uno).
Inventemos otro trazo que valga dos, y sea 2 (dos).
Inventemos la cifra locativa O (cero).

Tendremos, pues, que el sistema TERYARI0 constard de
los signos 1, 2y 0.

Convengamos en que el 1, colocado en segundo lugar,
vale tres veces mds que en el primero; que el 1 colocado en
tercer lugar, vale tres veces mis que en el segundo; que el 1
colocado en cuarto lugar, vale tres veces mds que en el fer-
cero... y asi sucesivamente.

(1) Como ¢l 1 en quinto lugar vale en el sistema binavio dicz y seis, y
el 1 en tercero vale cuatro, es claro gue su YUXTATOsICION & sUMa hace
veinle ] :

(2) Como el 1 en quinto lagar es diez y seis, 7 el 1 en cuarto es acho,
claro es qute la sumna & yuxtaposicidn ha de ser veinle y cuaire.

(8) El 1 en quinto lugar eu diez y seis, el 1 en eusrto es oche, el 1 en
tercero ed cuairo; luego la yuxtaposicidn & suma serd veinte y ocho.

{4) El1 en quinto lugar es diez y #eis, el uno en cuarto es8 ocho, el 1l en
tercero cuatro, ¥ el 1 en segundo, dos: luego, por su yuxtaposicién, valdran
treinta,

(6) Diez y sois + vcho + cusfro + dos + uno = treinta y une.
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En el sistema ternario, pues,

Tne BOIA. seu . virnaesns . 1

tres P wasen seae P 10

nueve D weieaanaanens . 100

veintd y siete » ..., ......0 1000

ochenta y une » .......... eees 10000
stc., eto,

¥ los niimeros intermedios se obtendrdn (anélogamente 4 los
del sistema binario) del modo sighiente:

Une..eoesnaes vesasnn 1 diez yaeis . o.oen vu.. 121
3 (=T T 2 diez y siete....... e 122
tres...... Ceieeneane 10 diez y ocho,..... Cee o 200000
CURLIO.. v cvuvrs-nss 11 diez y nueve....,..,. 201
CiNEO. . cve reiarrrnas 12 veinte .....v.u.ia., 202
B818. . i ieensesns  20¢1) | veinte y uno.. ...... 210
1.1 7 T 21 veinte y dos.......... 2I1
ocho...... vsrerreies 2 veinte y trea......... 212
DNOFO . er.vvuss sears 100 vexnbeycuabro eeen 220
diez..viiv virrenn.. 101 veinteyciucm....... 221
OLCE.. +urvnuanssnnn. 102 veinte y seis .., ...... 222
doce..ocvorvuren.en.. 110 veinte y siete,,...,.. 100D
Lrece..ovuw.vs oo .0s 111 veinte y ocho,,...... 1001
CRLOFRR ... vvvusresess 113 ete,, ete,
quince....cv-niev-e. 120(2){

III.

TERCERA APLICACION.

Inventemos un trazo para el uno, y sea 1 (uno).
Otro para el dos, y sea 2 (dos).
Otro para el tres, y sea 3 (fres),

" Inventemos la cifra locativa, y sea O (cera).
Tendremos con las cuatro cifras

11,2350

el gistema CUATERNARIO, siempre que convengamos em que
cadz 1 en segundo Ingar vale cuatro veces mds que en el pri-
mero; en que cada 1 en tercer Iugar vale cuatro veces mads

(ll&r Siunl en segundo lugar vaIe tres, dos vaces el 1 en 8l mlsmo sitio
valdra scis. .
& (2) Nuepe del 1 en tercst luga.r, y seiz del 2 en segm:do, Bon, samadvs

4 yuxtapuestos, guince. -
» {8 SP i un 1 en tereer lugar vale nueve, dos veces el 1 en el migmo sitm‘
valdrdy por aonmgmente, des veces nucve; e3to s, dm 4 ocho,

R
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que en el segundo; en que cada 1 en cuarto lugar vale cuatro
veces més que en el tercero... y asi sucesivamente.

Entonces
TUno serfi.iciese.ses 1 diez SO aanree 22
dos P evarmeiaran 2 onece P oesasas 23
tres B e ensnems 3 doce PO 0 N
enatro » ..eieeenon. 10 frece SO 1 §
cinco P oweeene 11 catorce . .
_#eis R b uines PO -
siete B oaveresns s 18 iez yseis » ..,.... 100
ocho B oreerens e 2001 [ diex y siete » ,..,.,, 101
NUEVE # ,us sarena. 21 ; ete., ete.

IV.

OUARTA APLICACION.

El sistema quiNarto tendrd los siguientes trazos ¢ cifras:
1,28 4y0

v el convenio serd que cada 1 4 la izguierda valdrd cineco
vaces mas que cada 1 que esté inmediatamente & su derecha.

Unoeevverrivaserens 1 | eatorce....cvevvunn. oo2d
dos . aiiiarannciena, 2 | quinee. . .eve einaea.. B0
tres.....covennanasas. 3 ies ¥y 98i8 ..i...iin. 31
CUBLIO. susrenrnoneans 4 ¢ diez ysiete............ 32

GIACO. . e.nvevss seese. 10 | diezyocho. ....v...,. B3
SeiS..viisiasarecnseees A1 | diez y nueve.......... 3¢

E -1 RO 12 ) veinte., .oy servarases 40
FoT0) (U TN esve 183 veinte yuno.......... 41
TUEVE . .uvrvressannees 14 | veinte y dos........... 42
diez.o.ccavenrrnrneers 20 | veinteytres.......... 43
ODCB.. s vvarrrerveanese 21 | veinte yeuatro.....,.. ‘44 -
d0C0icvviviiinnnirenss 22 | veinteycinco. . ..., 100
BEOCB . uvn v er . aenvmrans 23 ete., etc., ate,
V.

E! sistema de seis cifras, 6 seNARto, tendrd las signientes:

1,28 46830

(1) Si un 1 en segando lugar vale cuafro en el sistems cuaternario, dos
veces el 1 en el mismo lugar, valdrd ocko. c
(2) Bi unl vale cualro en segundo lugaer, tres veces ese 1 valdrd doce

TOMO L. 13
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y el convenio sera que cualquier 1 4 la izquierda valdrs seis
veces m4s que cualquier otro 1 inmediato 4 la derecha.

VI
El sistema pECcIMalL tendrd las siguientes cifras:
1,28 456,7,89y0,

y el convenio serd que cada uno 4 la izquierda, valdrs diez
veces més que cada uno contiguo 4 la derecha. :

Tno..... 1 )doce...........0v.. 18
doS...ee. 2 | trece.............. 13
tres..... 3 | eatorce, ete..,,.... 4
cuatro... 4 | veinte............. 20
cinco.... 5 ! treinta. ..... ..... 30
Beis...... 6 | cnarenta, ete.,..... 40
sipte..,.. T | clento.,........ .. 100
ocho..... 8 {mil.............. 1000
nuave 9 ! diezmil.....,... 10 000
diez..... 10 | eien mil....... 100 000
once..... 1} | unmillén.... 1000000

VII.

Se ve, pues, que puede haber (sin inconveniente Ltobrico)
tantos sistemas de numeracién como se qtuem, ¥ que todos
cousisten:

1. Xn expresar con ciertos trazos el primero 6 los pnme—
ros grados de 1a escala de la pluralidad.

2.° Enel conveniode que cada trazo, colocado 4 la izquier-
da, valga tantas veces mis de lo que el mismo trazo valdria
colocado inmediatamente 4 ln derecha, comn cifras tuviere sl
sistema de numerscién en que el aritmético calenle,

8° En que un signo locativo, que no exprese, por sf solo,
grado ninguno de la escala de la pluralidad, haga ocupar &
Ias cifras significativas el lugar que les corresponda, ¥

4.° En que la yuxteposicién significa suma; esto es, que
ol valor de toda cifra 4 la izquierda se adicions 4 lo que valga
In cifea que esf.é mmedmtamente 4la dereoha

r
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En el gistema decimal tiene nombre cada orden de cifras.

Tias cifras del primer orden se laman. wunidades,

1as del segundo orden..............., decenay,

Joa del tercero.. couesy criire sann ee.  cenlenas,

las del CUATtO. i aarss. o 4 teiaesaaan millgres,

las del quiDto. . a0ue cvivirniarinaans decenas de millar, & miriadas,
las delgexto..unsreinrrvnrennnns vo.  oenienas de millar,

1as del séptimo,.... T LTI millones,

1as del 0etavo. . vvauvereavanans venves decenas de millon,

¥ asf aucesivaments...... siranens vev  centenas de millon,

milleres de miilon,
decenas da millar de millin,
centenas de millgr de millon,
billones,
decenae de billin, ete.
Ete., ete. ]
Los nimeros se leen dando 4 cada cifra un apelativo se-
g£in el orden que ocupa.
Asi el nimero siguiente del sistems decimal se lee (em-
pezando deade la izquierda),

8987T52985672848

)
2 &
S, g4
= Hoa ®
$ F8am7 B3 =8,
Egonw‘g 'ggsgﬂagno’
.g 2 .
cPig388sa55382s
.gcagmggo.oﬁwgao
R RN R R A T Y

Andlogamente se leen los demds ndmeros del sistema de-
cimal. .

Las pa.lﬁ.bma
decenas, centenas, millares, ete.,
son propies y exclusivas del sistema decimal.

Para leer en los demds sistemas, es preciso recurrir 4
otras palabras mis generales, llamando
" proloenas 4 las cifras del primer orden,

dewicnar 4 las cifras colooadas en segundo,
trienas 4 lne en tercero,

ponbimas flmon  Cuto

pen 88 en ninto

hexaenas 4 las ont f.‘exto,'
heplaenas 4 las en * séptimo,
oclaenae 4 les en o oatavo,
encaenas 4 las en novena,
decaenas  Alas en déoimo,
endecaoncs h las en | " - onsen

dodeonenas & 1as en duodég‘mo, eto.
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Y, empezando siempre por la izquierda, leeremos cual-
quier guarismo de cualquier sistema de numeracién .
Por ejemplo; el siguiente guarismo del sistems quinario

se leerd:
dos hexaenas quinarias,
tres pentaenag,
cuatro tetraenas,
dos trienas,
l tres deutenas,
I I cuatro protoenas (1).
] -

2 3 4 2 3 4

El siguisnte gnarismo del sistema duodecimal se leers
como sigus, empezando por la izquierda:

dos heptasnas duodecimales,
einco pentaenas,
siete tetrasnas,

?ueve protoenas,
2 0 5 7 0 0o g

Estas palabras son también aplicables al sistema decimal;
de modo gue en vez de decir _ , :
848
trescientos cuarenta y ocho,
podemos leer:
tres trienas del sistema decimal, cuatro deutenas ¥ echo protoenas.

{1} La etimologfs de estas palabras es completamente griega.

Vienen:
L° De las raices xpiitog.......... primero,
Sadepeg.. ... ... . segundo.
106, .o he. ... tErOOTO.
6T2pT6¢.. .., . ... ouATtO.

TURTS... ... ..., quinto,
Exteg........... sexto,
B2epog......... séptimo.
gY¥00¢. .vru.. .., ocCtavo,
fwvatog...,...... noveno.
Séxatog,.,......, décimo.

Y 2° De la terminacién eolectiva y numeral «ends, ciyo maseuline
«eno» viene del latin venus» (casi inus), que connota cualidad de semejan-
=4 [como en moreno (color de moro) BTN, caning, ote.),

Ests termipacién sale de la rafz griega s, inos, que significa fwer-
£, 0OINO ent guinINA (esencia & fuerza de la quins); alealivo (tuerza de los
&lcalis). < :

Este mismo radical griego is, inos explica_el latino vis (fuerra, virtud)
¥ laa voces latines y espaliolss vir, virs; varén; varonia; varonil; virtud;
virgen; virginidad, ete.
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De lo expuesto se deduce:
1.° Que el nimero puro es un concepto puro de la inteli-
gencia, igual para todos los hombres civilizados;
2.2 Que su forma ideografica escrita varia con los siste-
mas de numeracion.
Por lo cual, y para no confundir el concepto con la forma,

al conceplo inteleciual se llama siexprs NUMERO.

Y se designa

1a forma ideogrifica escrila con el nombre de GTTARISMO.

Por consiguiente, aunque en algiin caso pueda tomarse la
forma por la esencia, preciso es siempre distinguir con gran
cuidado el concepto de NUMERO de la ides de cuaRIsSMo,

Los guarismos se dividen en .

digitos ¥
compuestos.

Son digitos los que tienen valor por si, sin necesxdad de
ningin valor de posicién.

Son compuestos los que para su forma ideogrifica escrita
necesitan mas de una cifra.

Apverrescia. Los mimeros ordinales se indican con los
correspondientes cardinales, agregando & la derecha de éstos
una o pequeilita 4 manera de exponente, y debajo de ella
puede 6 no ponerse un punto.

1222 8° 4°5° 6" 7.° 8.° 9.° 10.°
1”20 8 4° 5° 6° 7° &% ¢ 107

Desde 10 en adelante se suelen escribir como si fueran
‘ndmeros cardinales. '

Para expresar gréficamente un niimero puro cuslquiern.,
se escriben sucesivemente los digitos de cada orden de iz-
quierda 4 derechs.

Cada digito es el coeficiente 6 multiplicador del valor co-
rrespondiente & cada orden.

Y el valor correspondiente 4 cada orden es una potencia
del nimero de cifras del sistema. Aai, los digitas del primer
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orden, é protoenas, no tienen mas valor que el suyo propio:
los digitos del segundo orden, ¢ deutenas, son ¢l producte de
cada digito por lo que en cada sistema valga la expresidn 10:
los digitos del tercer orden, 4 trienas, son el producto de ca-
da digito por lo que en cada sistema valga la expresién 100:
los digitos colocados en cuarto lugar, ¢ tetraenas, son el pro-
ducto de cada digito por lo gue en cada sistema vaiga la ex-
presién 1 000..,

Y asi sucasivamente.

Cada digito posee, pues, dos valores: uno como digito, y
otro como deutena, triena, tetrasna, pentaens, eto., segin
el lngar que ocupe. El valor de cada digito, con indepen--
dencia de toda posicién, se llama absoluto; y relatize el que
tiene locativamente.

Asi, en el sistema decimal, el digito

3=3x 10
vale 3; y en segundo lugar, _
80 = 3 X 10! = tres veces 101;

y en tercero, cuarto, quinto, sexto, en séptimo, etc., vale

800 =§ % 10% = trea vaces 10

8000 = 8 X 10% = tres veces 105

80 000 == 8 X 104 = tres veces 104

300 000 = 8 % 105 == tres veces 10%

8000 000 == 3 X 10% = tres veces 108

ote.

De modo que colocar un cero, dos, tres,.. 4 la derecha de
un digito, 6, lo que es o mismo, hacer ocupsr 4 un digito el
segundo, el tercero, el cuarto lugar... equivale & multiplicar-

lo por lo que en cada sistema valgan las expreasiones

10, 100, 1000, ete. (ignales & 101, 101, 103, ete.).

El digito 1 seguido de un cero é de varios expresa un gra-
do >> que el mayor que pueda formarse con las cifras mds al-
tas de orden inferior: 10U en el sistemsa decimal > 9; 100 > 99;
1000 >> 999, etoc.

Lo cusl es evidente, teniendo en ouents la generacién
gréfica de los niimeros: se esoribe 10 después de haber ago-
tado todos los digitos (el © en el sistems decimal); 100, des-
pués de 99; 1000, despnés de 999... eto. Y lo andlogo on los
demdys sistemas de numeracidn.
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RESUMEN,

¢Pueden escribirse los niimeros de un modo independien-
te del sonido?

Si: por medio de la escritura ideogrifica.

¢De cudntas ideas depende esta escritura?

De cuatre:

1.* Dehaberse imaginadoun corto niimero de trazos,cifras
6 signos expresivos en absoluto del primero 6 de los primeros
grados de la escala de la pluralidad, y también la cifra O, ce-
ro, puramente locativa.

2.* De haber supuesto jerarquia en los lugares que ocu-
pan las cifras.

8.2 De haber convenido que cada cifra & la izquierda vale
tanto mas que colocada inmediatamente & la derecha como
cifras tiene el sistema de numeracion. Cada cifra posee, pues,
un valor absolute y otro local 6 de posicidn; y

4% De haber establecido que la yuxtaposicién de las ci-
fras significa suma.

¢Cuédntos sistemas de numeracién escrita puede haber?

Cuantos se quiera. Pero, por nuestra poca fuerza intelec-
tual,sdlo pueden ser accesibleslos de corto niimero de digitos.

(En qué consiste el sistema quinario?

.¢En qué el decimal?

¢En qué el duodecimal? ,

¢Qué nombre tienen en el sistema decimal las cifras, se-
gun el lugar que ocupan?

Unidades, decenas, centenay, millares, decenas de millar,
centenas de millar, millones, ete,

¢Qué nombres tienen en los demas sistemas, y, de un mo-
do general, también en el decimal? : ‘

rotoenas, deutenas, trienas, tetraenas, pentaenas, he-

xaenas, heptaenas, octoenas, ete.

¢Qué es guarismo? J

La forma ideografica escrita de cualquier nimero, distin-
ta en cada sistama,

¢Quéres niimero?

El cancepto invariable de grado de la escala de la plura-
lidad, independiente, por tanto, de la forma eserita.,

¢Cémo se dividen los guarismos?

En digitos y compuestos.

Cudles son los digitos? ‘
os grados de la escala de la pluralidad que se escriben
eon una sola cifra en el sitio de las protoenas. :
{Cuales son los scompuestos? ) )
Los grados de la escala de la pluralidad que se escribem’
oon mis de una cifra. . . -

r
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APENDICE.

Las cifras de nuestra numeracidn proceden de la India,
cuyos habitantes las atribuian 4 la Divinidad, Pero, respectn
& su introduccién en Europa, hay diferencia de opiniones,

Dicese gue Gerberto de Aurillac, después Papa Silves-
tre 1I, hallo esas cifras ya en uso, hacia fines del siglo x, en-
tre los drabes espaiicles. Efectivamente, Gerberto estuvo en
Catalufia; pero no hay indicios seguros para estimar como
cierta la asercidn de que en Catalufia aprendiese la ciencia
indin. Afirmacién mds probable es que Leonardo de Pisa in-
trodujera esos simbolos en una obra titulads Liber abbaci.
{1212). Otros suponen que las Tablas Alfonsinas, en que. co-
laboraron muy principalmente los drabes matemaiticos de Ia
corte de Don Aifonso el Sabio, deben haber sido la primer
obra importante en que el sistema apareciese.

Lo que si se estima como cierto es que, antes del siglo x11,
¥ quizé ys en el ix, las cifras eran conocidas por los persas y
los drabes, quienes las atribuian 4 los habitantes de la Tndia,
y hasta les daban nombres que significan Ciencia India (1).
Tampoco puede determinarse con exactitud cémo el sistema,
se extendiera por Europa. .

Las cifrus arabes (asi llamadas todavia, aunque los 4rabes
las reconociesen como indias) se hallan ¥ya en un manusecrito
iteliano terminado en 1300, y en otros muchos manuseritos
un siglo posteriores.

Ni tampoco cabe asegurar gue los nimeros aribigos fue-
sen de uso general antes de la invencidn de la IMPRENTA, pues
consta que los comerciantes siguieron haciendo sus cusntas
hasta el siglo xvI en nimeros romanos. '

Asi, pues, hasta la difusion del 4lgebra ¢ poco antes no

arece probable que Ia numeracién arabiga se hiciese en
%uropa de uso general (2),

{1t Los draben la llamabhan hendesseh.

(2)  Dicese que la obra més antigna escrita sobre esta materia se titula
Algorithmus demonstratus, por Jordanus de Namur (siglo x11), tratado de
Aritmética comentado y émbiicﬂ.do por Jacoho Faber %mwié en 1435) pooco
después de la invencidn de la imprenta en el siglo xv. El monje Planudio
{Planudes), (nacié en Nicomedia; en 1825 era embajador en Venecia del
Emperador Bizantino, Andrénico) escribié tambidn una obra titalada

Aritmétiza India, modo de calcular segiin log indios. )

Todavia en la misina época, Saero Bosso (Juan Halifax) 3ié une Arit-
méticn en versos latinos, cuyas cifras tienen casi lag mismas formas que
las nueatras.

Asegurase también que en tiempo de Carlo-Magno, ya habfan traido 4
Europa los drabes 1a Ciencia india.., pero todo cuanto se diga sobra los

comienzos de la ciencia en Europa, ha de recibirse con stma cireunspse-
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¢Cuidl pudo ser el origen de log trazos, rasgos 6 cifras con
que se escriben los nimeros ardbigos, es decir, nuestros gue-
rismos?

Nada de cierto se sabe; y, =in embargo, no han faltado
quienes conjeturen que los digitos se indicaran en un prin-
gipio por medio de tantas rayas como unidades tenia cada

igito.

Tuo ]
Dos =
Tres =
, Cuatro I
Cinoo !|—l 6 bien l—-‘
Beis - & bien }/—\-
I o _
— v (i
siete | t~—| dbien A 6 abreviadamente |
A =
Ocko ¥ 6 bien »—{:1
V
A
vV

A
KNueve /.\_.V 4 bien abreviadaments
Y

El cero fué primitivamente un punto: pars hacerlo mds
vigible se convirtié en un circulito. ,

W. DoxisTHOREE presentd en la revista inglesa titulada
Nature, del 30 de Septiembre de 1875, el siguiente trinsi-
to, andlogo & lo anterior, desde la escritura numérica simbo-
lizada por rayas & la eseritura cursiva y corriente (fig. 7).

Tampoco sa sabe el origen de los trazos ¢ simbolos de la
numeracién romana. Pero se supone que, como los de los nu-
,meros arabigos ¢ indios, se indicaran al principio también por
rayas:una raya pars cada uno de los diez primeros grados.
Esta conjetura, sostenida atn este siglo por Leslie en su
Filosofia de la Aritmética, se expresa ya en el Curgus Mathe-
maticus de Dechales (1690), quien la da como opinién ad-

cién, por falta de cédices, & por las infidelidades de los copistas, que no
siempre conservaban las nuevas cifras, y las sastitulan por los nimeros
romanos, 6 al revds.

ToMO L o T4
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Figura 70

mitids por muchos en su tiempo. También se encuentra la in-
dicacién de estas ideas en la obra De numeris Libri Duo, de
Juan Noviomagus (1539). -
En tal bipétesis los primeros niimeros romanos se habrian
indicado por medio de rayitas verticales
/

Uno,
dos,
tres,
cugtro,
cinee, -
" geis, .
siste,
ocho,.
nueve,
diez.

|

1
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P

Al llogar 4 diexz se sefialaria por medio de otra raya dia-
gonal :
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que este nimero se habia ya tomado en cuenta; y, 4 fih de
ahorrar trabajo, se simbolizarian las once rayas por medio de
dos solamente en forma de aspa X;

y, &si, por medio de una figura semejante 4 la equis, se
marecaria lnego el diez. Tomando la mitad superior de la X se
representaria la mitad de diez; esto es, cinco con una figura
parecida 4 la V; o ) .

y, desde que tal cosa se imaginara, los diez primeros nu-
meros hubieron de aparecer en la forma siguiente:

I 0 Il I Vo VI VII VIHI VIOI X
Uno, dog, tres, cuatre, cinco, seis, siste, ocho, nueve, dies.

No es muy satisfactoria la manera de explicar por rayas y
ahorros de trazos, los simbolos

L para cincuents

C para ciento

D 6 bien I3 pare quiniertos

M, CI0, (), para mil,
ni tampoco la época en que empezd el sistema difdrencial de
la numeracién romana, en cuya virtud (cusndo se trata de
ntfimeros que no llegan al ciento) toda letra de menor valor
se resta de la que le sigue en categoria (la Iante la V y la X,
y la X ante la Li y 1a C), si 1a menor estd colocada inmedia-

tamente antes de la mayor; al paso que se suma colocada des-
pués (método hasta cierto punto de cardcter locativo).

I11 1 IV V VI VI Vi1l IX X
XX XXX XL L LX LXX LXXX XC C
CC CCC . CCCC D DC DCC DOCC DCCCC M
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s Por ingeniosas que parezcan estas conjeturas, mds ficil
resulta la explicacion de los que pretenden que los primeros
grados hasta el 10 de la numeracién rom

ana son jeroglificos
de la mano y de los dedos (ﬁ’g. 9.4, ]
Las representaciones grificas abreviadas resultarian pri-
meramente asi:

E A N
VRVEVEV Y

Figura 10.

¥, con el transcurso de los tie

mpos y la necesidad de ahorrar
tiempo y trabajo,

aparecerian come sigue:

oy
VI VI VIl X

Figura 11,
Mas, como se v4, todas estas no son 8ino conjeturas,

s e

\

De cualquier modo el sistema romanc resulta como sigue:
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I X1 XXI XL {3
11 XTI NX1I L
199 S XIIT(l) XXl LXx
IV & bien ITII  XIV(? XXIV  LXX
v XV XXV LXXX (6
V1 N\T XXVI XC
Vi XVII XXVII C
VI XVIIN{3) XXVIII
X XIX{d) XXX
X XX XXX
cC M ¢ bien O[D; B; I
cce MM & bien CIDCID
<Cee MMM
N 6 hien 1D MMMM ,
DC 6 bien ' I0C 100 6 bien V = 5070
DCC 6 bien  13CC  CCEID = . 10000
DOCC 6 hien  IDCCC [20D 6 bien D. = 50000
DCCCC ¢ bien TDCCCC CCCINND 6 bien C = 100000
) 10000 = 500000
X 6 bien CCCCIDNDNDD = 1000000

En rigor la numemumn romans no tiene mis que siete
signos

LV, XL C D M.

©8to s
Eluno..creeensnns Prreriaes sevEeirenees I
Cineo veces Bl UN0e. tivsvracarsencacrsvsns ¥
el doble deleineo.... .uve seserecrsioaces X
cingo veces el diez....v.ovveiracvrvnennees L
. - eldobladel cinenenta ., ,u.iuurressnninesse O
_GINCO VCes bl CIOBEG + cvveversrenerrreioss D
sl doble delqmmentos senrmrenrare aiees M

+

(1 Tamblén, annque rard, XIIV =X + IV =10+ 5 -

(2} » X1n
% » » XIIX =X + IIX=10+8
?4 » » XVIIII
5) » » XXX
® > »  XXC
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Evidente formacién de origen digital

(]

TUn dedo.. cocucissesrisrrovircaresinineen

s arae ddsggsmecdrensanes

UNA MANO.. . oo ss e
dos manos (& un hombre) ......... creeneis

una mano de hombres (65 veces 10)......,.
dos manoa de hombres (gente). .. ....e.

ar s

una mano de gente %6 5 veces 1000, .......
dos manos de genta (6 2 veces 500).....4..

4

E

Los grados intermedios entre los siete signos de la nume-
racién romapa se indicaban por la repeticion de las letras
- menores.en valor: de modo que las expresiomes resultantes
no eran verdaderos mimeros, pues habia que contar los sim-
bolos repetidos, como hoy pasa en el jusgo de naipes cuando
se dice, cinco de oros, 6 bien, seis de bastos, etc.... 6 con los
puntos de laa fichas del domind & los de los dados... § las cam-
panadas de un reloj, etc.

T, N, XX, XXX, XXXIH,
. LXXXVII, CC, CCC, COCCLXXXIII= 483
COCCI0000 CCCINI0 CCRICCIND CIOCIICE) COCCLXXXMUI

wh mitlén cisita votnie 3 " tres mi Suniroslimios othenis ¥ ires

. Esta misma cantidad puede escribirse también de! modo -
siguiente:

-

X € CCIO0CCIO0 MMM CCCC LXXXIN

- De cuslquier modo, eatas expresiones son siempre inod-
modas y engorrosas, mezola de simbolos numéricos y de uni-
dades repetidas, correspondientes & distintos drdenes gue
necesariamente hay que contar. ¥ no se olvide que los ejem-
plos presentados distan, y mucho, de ser de los de mayor
complicacidn. ‘ Co . -

Ksta olase de sistemas de pocos signos que necesitan aca-
dir al recurso de I repeticién, es todo lo miés 4 que pueden
. Hegsr los pueblos primitivos. T

© ¥, como prﬁeb#. véanse los siguientes ejemplos de la nume-
racién de los antiguos egipcios y asirics. =~ - ‘
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EGIPTO.

IR S

Jqgpee...

ASIRTA,

V- (- T~ - (Y"*<>

Tigure 12,

Los mejicanos no tenian verdaders numeracién escrita:
86lo sabian simbolizar el 20, y sus potencias. Representaban
el 20 por una bandera cuadrada, el 400 por una pluma ¥ el 8000
- por una bolsa (1). Una pluma era 400, pintada con todas sus

‘ garbau; pintade con 8610 las ds un lado, significaba 200; la mi-
tad de las barbas de un lado, indicaban el 100; las barbag de
un lado y ls mitad de las del lado opuesto, representaban 300,

La bandera estaba dividida en 2 cuarteles, Si todos apa-
recian de color, significaban el 20; si quedabs un cuartel en
~ blanco, habia qte restar 5 del 20; si dos, 10; 8i tres, 15.

Estos era’n%os simbolos numéricos: para lo demds se acu-
dis 4 la repeticién. El uno se expresaba por un pequeflito -
cireulo, y los niimeros siguientes, del 2 al 19, se indicaban por
1a repeticién del cireuljllo; tres, cuatro, ¢inco, seis... diez
diete... eiroulitos eran ls representacidn del ndmero 3, del 4,
del 5, del 8.., del 17... Tres banderas significaban 60; cnatro
plumas, 1800; diez bolsas, 80 000... T

iCubn stperior 4 estos pobres recursos sea la numeracidn
de procedencia india 6 ardbiga, es coss que no necesita pon-
_ deracién! Pero oourre preguntar: jcabe siquiera presumir cé-

(1} La hnlm' era I‘Bprﬂsﬂnt&ﬁ&nl ﬂo los sa008 q:llﬂ contenian 8000 al-
mendrag de cacao, T
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mq pudo llegarse 4 la aritmética locativa ¢ de posicidn? Si
nada ocurre por saltos en la historia del Progreso squé antece-
dentes serian los del sistema decimal venidp 4 Europa desde
la India por medio de los 4rabes? :

Un sistema de numeracién eserita, de uso en China (1), en
ol Japdn y entre los pusblos tamiles del Indostdn, consiste en
la traduccidn fiel de la numeracién hablada; por maners que,
para expresar las unidades, las decenas, lag centenas, etc., se
usan dos clases de signos: los unos expresivos del térming
correspondiente de la progresifn décupla propia del sistema

» decimal que allf siguen, ¥ los otros expresivos del niimero de
veces que ese término se repite. {(Por esto se ha dado 4 esta
clase de numeracién escrita con dobles signos el nombre de
«Numeracién por multiplicadores & coeficientess). -

Para hacer ripidamente comprender este sistama, supon-
gamos que 86 adopten las letras de nusstro alfabéto, iniciales
de las voces unidades, decenas, centenas ¥ millares para ex-
presar los valores locativos ¢ de Posicién, y que se eche mano
de las cifras dribes para los multiplicadores 6 coeficientes
respectivos; v, en tales supuestos, si se quiere escribir el gua-
rismo 3 852, por ejemplo, segin lo hacen los tamiles, que co-
locan los coeficientes delante de los valores décuplos, ten-
dremos:

3M . 8C 8D 20

tres mlllares  ocho clentun  gluco dleces 3 dos unos;

Y, si se quiere representar el mismo numero segiin lo hacen
los c¢hinos, que colocan les coeficientes sobre las diferentes
clases de unidades, resultars

3 8 5 2 .

M CDUVY

6 sea también tres millares, ocho cientos, cineo dieces y dos
unos. .

Como es facilisimo de ver, o] sistema de los coeficientes,
traduccion fiel de la numeracién habluda, podia por fortnna
simplificarse y se simplifics.

En la expresion wltima pueden suprimirse los signos
) ) M CDU
¥ quedar s6lo los coeficientes

3 B 5 g

con tal de que se sobreentienda que el lugar ocupado por cada

(1) En China hay otros sistemts més,
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uno representa respectivamente, millares, centenas, decenas
y unidades.

No hay testimontos histdricos que prueben el como desde
la numeracidn por coeficientes se hubo de llegar 4 la numera-
cidn locativa actual; pero es de altisima probabilidad gue su-
cediera como queda expuesto, y que los sabios de la India,
tan en contacto con los del Indostin, realizaran hace muchos
siglos lo que éstos no han logrado.ain.

+

Algo de este sistema por coeficientes se encuentra en la
numeracion escrita de los griegos.

Los griegos adoptaron el sistema de los fenicios y hebreos
para indicar los numeros por letras; y copiaron tan servil-
mente el sistema hebreo, que cuando en el aifabeto griego
faltaba alguna letra correspondiente al del hebreo, prefirie-
ron siempre intercalar un nuevo signo ¥ tener que pasur al
caricter inmediato del propio alfabeto.

Hé aqui como los hebreos usaron las letras de su alfabeto
para representar los nimeros:

=
u
.
-
e
x
-
pm |
]

u
-
d
L ¥)
o
L=
L]
L -

Y

20 30 44 L 60 70 50 L) 140

Véaae & continuacidn el sistems alfabético numeral de los
griegos:

W0 8 8 T 80 o0 1w

Seria dificultar la explicacién del sistema griego de do-
" bles signos 6 de coeficientes, el hacer uso de estos exéticos
oaracteres. Para allanar, pues, los conceptos, supongamos
que las nueve primeras letras de los griegos se sustituyen
por nuestras cifras ardbigas, y que eatas mismas cifras, se-

uidas de un tilde (como los nuestros acentuales), representan
a8 decenas; seguidas de dos tildes, las centenas; seguidas de
' TOMO 1L, ' . ‘ 1
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tres tildes, las millares, y seguidas de una m, las miriadas 6
diez miles; y, en estos supuestos, tendriamos:

uno, dos, tred, " custra, cloea, aciu, slece, ocho, nodve,
1 9 g ry 5 8 rld 8/ 9r
diez, relate, treinta, CLArenta, cimcornta, wedents, aetentn, ochents, narventa,
1" oft a7 4 ;i g TH g Qv
clento, dosclentos, trescientos, cuatrocientos, quinieatos, selaglentos, seteoientos, ochotientan, mov eclenion,
1% 2”} - Bffr, 4”? 5!# Gm i g sm
nil, dos mil,  tresmil, euntro mil,  eincu @it, seis mll,  wiete mll, nobo mil, aueve mil,
1m Om Jm 4ra S5m fw 7m Sm 9m
uoa dos trew runtra alben L LY qee ocha BUsVe
miriads, mirindas, miriadas, nilciadan, miriadas, mirimlay, mirikilng, mirindas, mirtadus,
4 blen © bien & blen o bien o blen & blen 6 bien o blen 4 hlen

10000 20000 30000 40000 50000 60000 T000C 80000 Y0000
Por consiguiente, &4 nuestro guarismo
48 8719 268

corresponderia en el sistema griego

4m (jH a7 Tm g 2” Gf 8

coatre mil  seleclenior treinta ¥ sipte mirindas; puove mil desclentas sesepia ¥ ocho anidades

Como se ve, & cada digito sigue la indicacign del orden
de sus unidades décuplas; y decenas, centenas, millares, mi-
riadas, etc., se escriben con dog signos, uno de los cuales in-
dica la clase de unidad décupla, y otro su coeficients multi-
plicador. A

Nada parecia més natural que el que aquellos matemadti-
cos insignes hubieran llegado 4 suprimir los tildes, indices
del valor locativo 6 de pesicién, quedando reducidas sus do- -
bles expresiones 4 s6lo los cosficientes en determinados pues-
tos; pero aquellos genios, Argnimedes, Apolonio, Diofan-
tg, ete., nunca llegaron 4 la simplicisima idea de que la posi-
cion podfa hacer el oficio de los tildes. Y es que nunca les
fué dado inventar un cardoter, trazo ¢ simbolo meramente
locativo que ocupase el lngar de -las unidades de cualquier
orden no existentes en la expresién hablada. Por ejemplo:
pars escribir '

60 070 030
ponian
6" Tm 3¢
en vez de
6™ 0" Y Tm 0" 0" 8 Q
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De aqui su dificultad en sumar los dos guarismos pro~

puestos
4™ 6" 37 Tm 9" or gr g
-+ 6 Tm 3/

mientras que no habria habido ninguna colocdndolos segin
sus correspondientes valores locativos.

A 6" 3! TN 9.'” 2]; 6 R
+ 67 0" 0 Tm 07 Q7 30

El modo de operar de los griegos, lleno de dificultades
comparado con el nuestro, y ajeno al objeto de esta obra,
se encontrard perfectaments explicado en la Historia de la
Astronomia antigua, escrita por Delambre (1817).

Si escribir, en su acepeidn mds general, es hacer visibles
nuestros conceptos, 4 la numeracidn escrita corresponde el
raro sistema numeral de los peruanos (1} y de otres varios
pueblos de América.

Cuando la invasidn de Pizarro era de uso general en el
Perd un medio grifico de muy diversa indole que todos los
nuestros: el Quieu.

Consistia el Quipx en un corddn de lana, generalmente de
mds de un metro de longitud, al que se prendian y del que
colgaban cordoncillos de diversos colores, en los cuales se
hacian nudos sistemdticamente y con arreglo & determinado
plan. Habia quipus con tantos cordoncillos; que pesaban me-
dia arroba.

«Cuando los cordoncillos, dice GanrcrLaso EL INca, eran
de diversos colores, se asentaba el oro en los amarillos; la
plata, en los blancos; la gente de guerra, en los rojos; cuan-
do de un mismo color, se ordenaban en ellos las ‘cosas segin
la importancia que las unas respecto 4 las otras tenian. 81 se
trataba, por ejemplo, de armas, destindbase el primer cor-
donecillo 4 las lanzas; el segundo, & los dardos; el tercero, 4
los arcos, etc.; si de vecinos de una localidad, el primero, 4
los hombres de mds de sesenta aiios; el segundo, 4 los que
pasaban de cincuenta; el tercero, & los que habian cumplido
los cuarenta... el iltimo, 4 los nifios de pecho. Los nudos ha-
cian el oficio de nimeros: los inferiores indicaban las unida-
des; los superiores inmediatos, las decenas; Jos que los se-

———

(1) Serla muy grosero pensar gue todos los medios graficos se reducen
4 trazer con tinta, lipiz, tiea, burnl, ste., eto., caracteres 6 siguos espscia-
les aobre superficies lisss, como el papel, el pergamino, los encerados; las
pizerras, lag liminas de cobre, ete., ete.
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‘guian, las centenas; y asi sucesivamente, Los nudos de cada
orden de unidades formaban grupo; los de unidades distintas
estaban separados los unos de los ntrog, Liegibase raras ve-
ces 4 las centenas de millar.»
=No pudiendo ereer, escribe Creza, que Por medio ta] cu-
iesen tan exactas cuentas, rogué en Marcavilloa gl seilor
5uacarapora. que me lo demostrase; y ¢, mandando traer los
quipus, me dijo desde luego detalladamente cuinto por su
parte se habia entregado 4 los espafioles desde que entré Pi.
zarro en el valle de Jaunja; cudnto les habia dado en oro, en
plata, en ropa, en maiz, én lamas » en otros objetos; cosa de
que, en verdad, quedé espantado,»
Podrd quizés alguien creer que los guipus, como los gba-
cos contadores de billar, § el sugn Pan de los chinos, 6 los rq-
. 8arios... fuesen aparatos auxiliares del cdlenlo, 6 medios per-
feccionados de la numeracign palpable. Pero, 4 poco gue se
reflexione, se vers la diferencia. Kl tanteo de un 4baco de bi-
llar, la cuenta hecha con log dieces de un rosario... desa are-
cen no bien se ha obtenido el resultado. Pero los datos de log
quipus, como los de nuestros libros de cuentas, estaban con-

papel, en el mérmol ¢ en el bronee.

Y es que los quipus constituian una especie rara de esecri-
tura; pues no servian sélo para contar. .

Hé aqui cémo describe esa sscritura el Sr. D. Francisco
Piy Margall: ,

«Constituia el color en esta singular escritura el primer
orden de signok ideolégicos; asi que con frecuencia cambia-
ba, no sélo en cada uno de log cordoncillos, sino tambidn en
cada uno de los hilos de que se componian, A lo largo de los
cordoncillog se hacian nudos, y éstos constituian el segundo
orden de signos. Variaban de significacidn los nudos, segun
estuviesen mds ¢ menos lejanos del cordén-tronco, segin for-
masen 6 dejasen de formar §rupo, segin el puesto que en el
grupe ocupasen, y tal vez, tal vez, segin la forma que se les
diese, o : B

»Por poco que el leotor reflexione comprenders de seguro

i l?abia de ser tan in-
suficiente el sistema como 4 primera vista parece. Habia de
dar mucho de sf la combinacién. de los nudos y quizé no me-
nos la de los colores. ;

.. »Estoy, con todo, lejos de creer que por los solos quipus
conociesen los peruanos, como algunos autores pretenden, su
historia, sus leyes, su dogms, su culto, su ciencia ¥ hasta su
poesia. Lo desmienten, ademss de otros. hechos, 1o mucho
que, segun los primitivos historiadores de Indias, fiaban los
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Incas 4 la tradicidn oral, y las muchas precauciones que adop-
taron para que no se la interrumpiera ni se la falseara.

»Pero... servian Jos quipus, decididamente para todo lo
que era ¢ podia ser objeto de numeracién y cuenta. Por ellos
llevaba la Administracién una rigorosa estadistica de los na-
cimientos, matrimonios y defuhiciones que ocurrian en todo
el imperio; de la gente apta y la inepta para los servicios
publicos; de los jefes, los oficiales, los soldados y las diversas
unidades tdcticas de que se componian los ejércitos; de la
cuantia, reparto y cobranza de los tributos; de la aplicacién
que se les habia dado; de Jas entradas y las salidas de los
tambos, y los pésitos, y de los gastos é ingresos del Tesoro
del Cuzeo... :

»Los quipus. 4 lo que parece, no fueron privativos de los
peruanos. Se cree que Jos usaron en Quito Jos puruas mucho.
antes de perder su independencia, y en Méjico los nahuas
mucho sntes de conocer y adoptar la escritura jeroglifica.
Dice Boturini que encontrdé verdaderos quipus en el pais de
los tlaxcaltecas. Entre los nahuas, segip Clavijero, se les
daba el nombre de nepohualizintzin. Se dice también si en el
Canadé los hubo desde remotos siglos.

»En el mismo Perw, y sobre todo en Quito, se asegura
%ue habia ademés contadores, que eran cajas de madera ¢ de

arro divididas en cajetines, donde con pedrezuelas de diver-
508 tamafios y colores se llevaban cuentas, y tal vez se re-
cordaran también acontecimientos. Wiener, al fin de su libro
Perd y Bolivia, nos da el disefio de uno que se encontrd en.

Chucana. Desgraciadamente, ni él ni autor alguno indican la.
manera de usarlos.»

En Espafla existe en uso todavia un sistems grifico de

‘numeracion, sumamente ingenioso, pero no tan completo

como el de los quipus peruanos, porque sclaments sirve pars

" llevar eiertas cuentas. Difiere en pormenores de una provin-
cia 4 otra, aunque todos convienen en lo esencial.

He aqui sl modo de practicarlo en Carmonsa y sus alrede-
dores (provingia de Sevilla):

El gistema ge denomina cuentas por TARIAS, y més comun-
mente en dicha provincie, cuentas por TASAS.

JLias tarjas 6 las tajas son varas de higuera, 4 de olivo, 6
de manillas de pitones, en las cuales con navaja se hacen
-cortes de formas éspeciales gne representan nimeros.

Las varas de higuera, por su mayor. tamafic, se prefieren
para llevar las cuentas de las fanegas de aceituna durante los
, meses de Ia recoleccién de este fruto. -

Regularmeiite estas tarjas son veras no pulimentadas de -
. 3a metro 6 poco m4s de longitud.

-+ Usrca de une de Jos extremos se hace un corte -en direo-
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cidén oblicua 4 la longitud, el cual penetra hasta la mitad del
didmetro, y en seguida se hiende ia vara 4 todo lo largo en
dos hstones como medios cilindros hasta llegar al corte obh-
cuo; de modo que la tarja resulte dividida en dos trozos de
la forma siguiente, capaces de encajar exactamente sl uno en
el otro, como partes constituyentes de una vara misma,.

W7 £ RATHTE cd Al QNS N e R

Figura 13,

Estos trozos § listones tienen nombre diferente. El mayor
«e llama el macho, y el menor se liama la hemdra.

Se preparan asi tantas tarjas como grupos de tareroe, ¢
sea de personas que cogen aceituna, pueds haber; y cada
grupo se denomina casa.

Los machos quedan en poder del capataz del olivar, que es
el representante del dueflo, y cada casa conserva en su poder
la hembra correspondiente. .

Lios machos se cuelgan del fendedero, que-es una cuerda
horizontal, sujeta por sus extremos en las ramas de dos oli-
vos, y cada casa conoce su tarja por el pimero de orden que
ocups en la cuerda, previo el sorteo correspondiente.

El conjunto de casas que cogen aceituna en una hacienda
se Hama cuadrilla y ésta tiene un representante denominado
manijero; con el que se entiende directamente el capataz
para todo lo relativo 4 la medide y precio de las fanegas de
aceituna, etc., etc,

Cuando una casa ha recogido cierto nimero ds fapegas
del fruto, el representante de dicha casa lleva al capataz la
mitad de la correspondiente tarja, y entonces, yuxtapuestos
macho y' kembra, se hace con uavaja un corte en las dos mita-
des yuxtapuestas en forma de muesca 6 mortaja por cada una
de las fanegas cogidas, y una incisién que se llama media
mortaja por cada media fanegs.

Hecho lo cual, el capataz vuelve 4 colgar del tendedero
el macho, y el representante de la casa se lleva la hembra
que le corresponde: no siendo posible que desconfie ninguna
de las dos partes, porque cada cual se lleva su comprobante.
~ Enlas primeras tarjas de 4 metro préximamente que se
ponen en el tendedero no se hacen mas que mortajas y me-
dias-mortajus, indicadoras de fanegas y medias fanegas; y,
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cuando se han llenado los dos lados de cada tarja, se cuentan
en presencia del capataz y del manijero, y se pasan los resul-
tados 4 nuevas tarjas en que entran nuevos signos.

En las nuevas tarjas se hacen cinco distintas clases de
sefiales, & saber:

Las mortajas, como antes, cads una de las cuales vale 1.

Las medias mortajas, cada una de las que vale '/,.

Las crucetas 6 dieces, de las cuales oada una vale 10.

Los bolos, cada uro vale 100.

El bolo se indica en la tarja descortezdndola toda al rede-
dor 4 modo de cilindro, de modo que coja tanto al macho co-
mo & la hembra en forma de una faja de ochu 4 diez milime-
tros de altura.

El medio bolo vale 50. Se obtiene practicando media faja,
de manera que resulte seflalada en dos mitades repartidas
con igualdad entre el macho y la hembra.

Todas las marcas resultan muy visibles, porque aparecen
del color de la madera blanca sobre el fondo obscuro de las
cortezas oscuras de las varas de higuera.

Completarin estos detalles las dos figuras que siguen, co-
rrespondientes 4 una sola tarja, vista de dos puntos dife-
Tentes, .

10 mortajes 2 cracetas  Wolo

4 ¥ mortajes 4 bola

Figurs 14,

Pongamos, por ejemplo, que haya que pasar de una tarja
primitiva 132 fanegas y media 4 otra tarja secundaria. En-
tonces en la nueva tarja se sefialard 1 bolo, 1/, bolo, 3 cruce-
tas, 2 mortajas y media mortaja, terminado lo cual se inutili-
za la tarja anterior, habida unanimidad entre el capataz y el
manijero, ¢ la correspondiente casa.

81, como queda dicho anteriormente, lag tarjas de un me-
tro 6 poco mas sirven para llevar la cuenta de las fanegas re-
colectadas de aceituns; también se lleva de! mismo modo en
tarjas més pequefias la cuenta de Jos panes 6 la de las cuartas
de aceite suministradas 4 cada casa durante la recoleccidn.

Terminada la cogida de aceituna y finiguitadas las cuen-
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tas pendientes 4 entera satisfaccidn de capataces y manije-
03, 86 queman ¢ inutilizan todas las tarjas (1).

Un sistema andlogo (no igual precisamente) servis en In-
glaterra para llevar las cuentas de lg, recaudacién de con-
tribuciones é impuestos; pero las tarjas (tallies) se conser-
vaban y archivaban como documentos de resguardo en el
Exchequer, lo cual fué causa del horroroso Incendio ocurrido
en 1834, que destrunyé el palacio del Parlamento.

La mano ha servido para oficios permanentes algo seme-
Jantes 4 los de los quipus y las tarjas, por lo cual se le ha
dado el nombre de dbaco natural, considerada como aparato
para hacer todas Ias operaciones numéricas. Este estudio de
la mano legé & formar un arte muy complicado, por medio
del cual se ofectuaban céleulos de alguna importancia, y esta-
ba tan infiltrado en las costumbres populares, que desde Ju-
venal, Plinio y San Isidoroc hasts Nebrija, apenas hay escri-
tor que no lo cite ¢ explique, incluyéndose en la ensefianza
de la Aritmética hasta principios del siglo xvi. En las artes y
religiones antiguas, tuvo gran consideracién este sistema de
numeracion, que ha sido comin 4 muchos pueblos, La esta-
tua de Jano, por ejemplo, tenis los dedos de la mano de tal
modo que expresaba el nimero 365, de los dias de) aflo,

Todavia permanecen en nuestras costuimbres populares
algunos restos de este dbaco primitivo con que se hacian los -
calculos en la vida doméstica Y en las ciencias; y entre ellos
el modo de saber los dias que fiene cada mes de| ailo, contan-
do por las articulaciones de los dedos llamadas vulgarmente
nuillos, dando treinta dias & todos los meses que corres-
ponden al intermedio de dos articulaciones, y treinta y uno
a los que corresponden 4 la prominencia articular 6 nudille;
ejemplo gue puede servir para demostrar hasts qué punto es-
taba estudiada la mano, considerada como dbaco matemdtico.
También se conservan en Espafla, especialmente entre los
pastores y gente del campo, euriosisimas aplicaciones de la
mano, fundadas en relaciones numéricas, qus servian anti-

' guamente pars reducir los florines 4 reales, los zahenes @)y
tarjas 4 waravedises, y, sobre todo, los resles 4 maravedises.

Algonos autores han lamado también 4 la mano dbaco
principal 6 primitivo (abacus primus, abacus princeps), por-
que los primeros hombres contaron indudablemente por los
dedos de la mano, y de aqui proviene la numeracién decimal,

(1) Debo todos eatos curiosos pormenores 4 la amabilidsd de mi ilustra-
do y bondadoso amigo el Sr. D.’José Bugallal ¥ ‘Prieto, ‘bacendado de
Carmonas. . - .

\2) Zahén.—Dicese de una dobls que valia 445 maravedises,



LECCION V

Sistema binario.

.

Como ejemplos de las ideas emitidas en la Leccién IV,
hallard el discipulo en los cuadros siguientes, escritos de once
modos distintos, los grados de la escala de la pluralidad desde
«el primero hasta el ciento cuarenta y cuatro».

El discipulo notard que el sistema binario, el ternario y los
demés de pocas cifras significativas presentan el no peque-
fio inconveniente de mécesitar muchos trazos para expresar
grados de la escala tan inferiores como los comprendidos en-
tre uno y ciento, por lo cual no son de uso, ni podrén serlo
nunca para las actuales operaciones de aritmética.

Para sistemas de sefiales, de telégrafos, etc., seria muy
conveniente el binario, etc.

El sistema de'doce cifras resultarfa muy 1til; pero, como el
de diez es ol usual y hablado; como, ademés basta para las
necesidades del calculo; y, como, en fin, en este sistema lla-
mado decimal estdn escritas today Jas tablas de Astronomia,
Navegacién, etc., no hay que pensar por shora en sustituir-

lo con otro ninguno, por mds ventajas tedricas que pueds
ofrecer.

A la izquierds de cada guarismo, en los sistemas no usua-
les, se hallard su traducoidn al sistema decimal, para que el
alumno no titubee en caso de duda. .

TOMO I, _ : 1o
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ARITMETICA PURA

BISTEMA BINARIO.

Tiene las dos cifras siguientes: 1, 0,

Tho.e.oivenreneens
Dos. vt iuiiciianisorees
TrB8. . avesar ctaocnsana
Cuatro...... cerncaennan
CiflGo cevereusecsnsernse
Seis. ..., sasresanacrmens
Biete,sievuresrraarans

Ocho..... areen.en P
Nueve..coveennss PR
Diez,,....... eesaraes ‘e
Oned.,ooeseennns eenea
Doce..cusnveracine .
Trece...... vaccsasanrs
Catoree ouurssrsarenane .
Qu.illc&......- *roves aeu
Diez yseis.......... “ese
Diez y siete....... tanan
Diezyocho...eeevaanns
Diez y nveve...... v s
Veinte ....... risannne

Veintey uno.........e.0
Veinte ydos....ovnsen .l
Veinte ytréb...o.eveve.
Veinte y enatro, ... cons
Veinte y cinco....
Veinte y geis....cuv.....
Veinte ysiete.ive.sousas
Veinte y ocho.....
Veinte y nuevO..... ...
Treinta....
Treinta yuno.,.......,.
Treints y dos....
Treinta ytres.....ccuuns
Treinta ¥ cuatro........
Treinta y 0ineo ....ovues
Treinta y seis......eeess
Treinta ¥ sieteé...ceaeuss
Treinta v ocho....
Treinta y nueve........s
Cuarentd....eviesvensas
Cuarenta y uno.........
Cuarenta ydos..cv..v...
Cuarenta y tres.........
Cuarenta y custro.......
Cuarents y oinco, 4e.. ...
Cuarenta y seis..........
Cuarents ¥ siete . ,......
Caarents y ocho.,......
Cuarents y nneve,,.....
Cinenents ...vcveves-ass
Cincuenta y uno...vve.s
Cincuenta y dos....uu00e
‘Cincuents yires .......
. Cincuents y cuatro.,....

aresva

T aey

sssdbrunerune

LR RN N

1

10

11
100
101
110
111
1000
1001
1010
1011
1100
- 1101
1110
1111
10000
10001
10010
10011,
10100
10101
10110

o1y’

11000
"1100%
11010
11011
11100

11101 °

11110
11111
100000
100001
100010
100011,
100100
100101
100110
100111
101000
101001
101010
101011
101100
101101
101110
101111
. 110000

110001,

- 130010
110011
110100

- 110101
1010

.Cincuenta y cinco.......

Cincuenta y seis ,,......
Cincuenta y siete.....,..
Cincuenta y ocho...,...
Cincuenta y nueve.,.....
BeBONtA. v rvnsernra..s
Sesenta y une.., ... ...
Sesents ¥ d0s..u.cu.....
Sesenta ¥ tref..........
Sesenta ¥ cuatro...,....
Besenta y einco .........
Sesenta y geis...........
Besenta y siete,..,...,..
Besenta y ocho..,,......
Sesents y ntfeve..,......
Sotent. civveive i,
Setenta y wno...........
Setenta y dos..... o wase
Setenta y tres......%.. ..
Setenta y enatro ........
Setenta ¥ cineo.,........
Betenta'y 8eif.e.suue..,.
Setents y sieté..........
Betenta y ocho,....,,...
Setenta y nueve..,..,...
Ochﬂﬂtau LR
Ochenta y uno..,...,....
Oﬁhenta ¥ dUB.. ane '.c c0sa
Ochenta y tres...,..
Ochenta y enatro,,......
Ochenta ¥ cinoo .,,......
Ochents y eeis.. ..., ...,
Ochents y siets . .,,....,
Ochenta yocho..., ...,
Ochenta y nueve,.......
Novent& Tesvasaaaeana,
Noventa y uno..vvasss.
Noventa ydos ..........
NO‘VO‘D“ y'trei......n.-
Noventa y caatro.,.,...
Novents y cinco.,.......
Noventa y 86i8... 0004 ...
Novantuysiete seaqunse
Noventa y ocho...,.....
Noventa y nueve,.,.....
cientoil '..'l.‘ll“.ll.l'
Ciento UN0 .. vervryoens
Ciento dosunnnqg..-t‘toc
Cientotrete. esvee-oas
Cien!;omﬁro.......o-..
Ciento 0ine0.ssssuvenre.

rasan

e

Ciéiltﬂ 38i8 L S
Ciento sieta,
Ciemo om-i-‘- dienpan iy’

s¥sevaressra

, -

110111

111000

111001

111010

111011

111100

111101

111110

111111
+1000000
1000001
1000010
1000011
1000100
1000101
1000110
1000111
1001000
1001001
1001010
1001011
1001100
100110
1001110
1001111
"1010000
1010001
1010010
1010011
1010100
1010101
1010110
1010111
1011000
1011001
1011010
1011011 .
1011100
1011101
1011110
1011111
1100000
1100001
1100010
1100011
1100100
1100101
1100110
1100111
1101000.

: 1101061

1101010
1101011

1161100
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Ciento nueve ., ,........ 1101101 | Ciente veinte y siete.,... 1111111
Ciento diez...veves.0... 1101110 | Ciento veinte y ocho . 16000000
Ciento once...v..e00.... 1101111 3 Ciento veinte ynueve .3 10000004
Ciento doce..ves. cvve.s. 1110000 | Cientotreinta.......,.. 10000010
Ciento trece .,....... .. 1110001 | Ciento treinta y une...,, 10000011
Ciento catored .. ........ 1110010 | Ciento treintey dos. ,.. 10000100
Ciento quinee. ......... 1110011 | Cients treints y tres..,.. 10000101
Ciento diez y seis....... 1110100 | Ciento treinta y cuatre , 10000110
Ciento diez y siete....... 1110101 " Ciento treinta y cinco... 10000111
Ciento diez y ocho....... 1110110 | Ciento treinta y seis..... 10001000
Ciento diez y nueve 1110111 | Ciento treinta y siete. .. 10001001
Ciento veinte. ......... 1111000 | Ciento treinta y ocho.... 10001010
Ciento veinte y uno...., 1111001 [ Ciento treinta y nueve... 10001011
Ciento veinte y dos.... . 1111010 | Ciento cuarenta......... 10001100
Cieuto veinte y tres ... 11110i1 ; Ciento cuarenta y o .. 10001101
Ciento veinte y cuatro,.. 1111100 | Ciento cuarente y dos.,. 10001110
Ciento veinte ¥ einco ... 1111101 | Ciento cuarenta ytres... 10001111

Ciento cuarenta y enatro, 10010000

C.ento veinte y seis...... 1111110

RESUMEN.

iCudntas cifras tiene el smtema. binario?
Dos: el 1 y la cifra locative 0.

;Cudl es el convenio del sistema?

Un 'l 4 la izquierds vale doble que el situado ¢ supuesto

contiguamente 4 la derecha.,

;(Jué inconveniente tiene estse sisgtema?

dos de

~

Exxfe muchas cifras aun para expresar los pnmeros gra-
escala de la pluralidad.



LECCION VI

Sistema ternario.

Tiene las tres cifras siguientes: A, 2, 0.

Uno.sivitnraercnnisnanons
Doseerinnan
Tred ceecsverssvasnorans . u
CUAtTO.. s vissnsrnnssan ssn

G000, e e nnsracaronanas
SelS i iinsess srvnnnrrnnn
Siete .. oivannans shncareaan

Ocho... vovivrtinneranrcne
Ngeve...........
Dieg.....

Onee . ... vvsncnranernanten
Poceivearninnenn retavanas

Trece........
CatoToB. e v e rerannranersis
Quinee ... ..  iecriairns
Diez yseis..ovvvinirnennen

Diez y siete. oo vieroiavan.

Diez y ocho..... P .
Diez ¥ DUBYVE. . .s 4evanans-
Veinte.. o tooercvuenreas.
Veinte ¥ 0. casvinnv=ss s
Veinte ydos.....vevinne,
Veinte v tres......vvv.une
Veinte y cuatro.. oveierene
Veinte v eineo....ovnvenes
<Veinte ¥ 8618, ..cuveeves o
Veinte y siete ,...........
Veinte yocho.ovcivennaens
Veinte ¥ DUBVE.cveeavsrens
Treinta...coiecsnaesiaanss
Treinta y M00..c.c0su0vs o
Traiote y dos8..e. vseanses
Treinta §F res. v seeraernas
Treil}ﬁlymtro-......uu
Treinta y einec.. suevsusves
Treinta yseis....ocopr evnn

L R I T

1

2
10
11
14
20
a1
22
100
101

102-

110
111
112
120
121
12¢
200
201
202
210
911
212
220
22t
292
1000
1001
1002
1010
1011
1012
1020
1021
1022
1100

Treints y siete. . eevveeaiis
Treinta ¥ ocho. .........
Treints y D08V 0t aoynes
Coarefta. av-vsieenvranse
Cuoarenta yuno.....e...0-
Cuerenta y dos......... s
Cuarenta y tres .. aeeue. e
Cnarenta v culatro....... .4
CrArénta ¥y cinee .......c.
Cuarents ¥ 8eiS....aie.ess
Cuarents y siete. ,........
Cuaventa y o¢ho.........s.
Cuarentn y nueve....... .
Cinenents .....oovvvrcanes
Cincuenta y uno........ 4.
Cincuents y dos.. vovusne
“Cincuenta ¥ brefeueero e
Cincuenta ¥ cuati0. . evv.0e
Cincuente y ¢ineo.........
Cinouents ¥ seis..orvessas
Cincuenta y 8iote..coease. s
Cincuenta y ocho..v.eu...,
Cincuenta y Dueve ........
Sesenta..evu- siiriniena.
Sesenta yuno....ovieviiss
Sesenta ydos.. ..........
Sasents ¥ TeB.. .. vecversne
Sesenta y cuatro..........
Sesenta ¥y cineo.,covierpens
Sesants ¥ 8Os, . .ovaeersns
Sesenta y siete, . ii.oneees
Sementa y 0cho . .oavivrsss
Besenta ¥ DUOVE. .u.vecess -
Setent’.a....-u.-o.-..n...

| Setenta ydos.............

Betenta ¥ UDO..v.versvinrer

1103
1102
1110
111
1112
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Setenta y tres......... .... 2201 | Ciento nueve...... R L}
Setenta y cuatro.......p... 2202 | Ciento diex...... sreranan, 11002
Setents y eineo...,veee.s.. 2210 | Ciento onces..eoee-sereees 11010
Setenta y 8eis,.ceiveeenras 2911 | Ciento doce....... ae-vesas 11011
Setenta v siete.,..u.veunss 2212 | Ciento trece........eesse., 11012
Setents y 0cho.....ee..... 2220 | Ciento catorce............, 11020
Setents y nUEVe...e..v.... 2221 | Ciento quince......vvra. s 11021
Ochenta’s .., ceanneaene.ee 2223 [ Ciento diez y seis.......... 11032
Ochenta y Gn0 .eev..v.a-0s 10000 | Ciento diez y siete......... 11100
Ochenta y dos.... suunu... . 10001 | Ciento diez y ocho.... ..., 11101
Ochente ¥ tres.....,..s... 10002 | Ciento diez y nueve..... e 11102
Ochenta ¥ cuatro.,........ 10010 | Ciento veinte......vv.en., 11110
Ochenta ¥ ¢ineo,....,..... 10011 | Ciento veinte y uno..... .. 11111
Ochenta ¥ seis..,..vsv.... 10012 | Ciento veinte y dos........ 11112
Ochents ¥ siete....eu...,. 10020 | Cionto veinte ¥ tres....,.., 11120
QOchenta v ocho..,........ 10021 | Ciento veinte y euatro...,. 11121
Ochenta y nueve.,....... . 10022 | Cieunto veinte v ¢inco,..... 11123
Koventa......eeoinenvans . 10100 | Ciento veinte y seis........ 11200
Noventa yumo.,..evvnann- 10101 | Ciento veinte v siete,...... 11201
Noventa y doS.e0su.unes «. 10102 | Ciento veinte y ocho....... 11202
Noventa ¥ tref..vuu.sess 10110 | Ciento veint’ y nueve,..,. 11210
Noventa v cuatre.......... 10111 | Ciento treinta..,.....,..., 11211
Noventa ¥ cinco........ .. 10112 | Ciento trefnta y uzo,,..... 11212
Noventa v seis......+c00.s 10120 [ Ciento treinta y doz.,...., 11330
Noventa y siete.,......... 10121 | Ciento treinta y tres..... . 11221
Noventa y ocho.....vvu. .. 10122 | Ciento treinta y cuatro..,. 11222
Noventa y nueve.. ....... 10200 | Ciento treinta y cinco...,.. 12000
Ciento... .o .uvnn. vese... 10201 | Ciento treinte v seis....,., . 12001
Cilento Uno...sveesrevrae s 10302 | Ciento treinta y siete,..... 12002
Ciento dos....... ereneaes. 10210 | Ciento treinta y ocho...... 12010
Cianto tres,..verveveansnss 10211 | Ciento treinta y nueve..... 12011
Ciento cuatro.... v..... « 10212 | Ciento cuarenta..... ..... 12012
Ciento cinco .....evev.aa0s 10220 | Ciento cuarenta y une...., 12020
Ciento geis...... seesrasere 10221 | Ciento cuarenta y dos...... 12021
Ciento siete......... veesss 10222 | Ciento cusrenta y tres....., 12022
Ciento ocho......... aesves 11000 | Ciento cuarenta y cuatro.,, 12100

RESUMEN

;Cudntas cifras tiene el sistema ternario?

Tres: 1, 2, y la cifra locativa 0.

4Cudl es el convenio del sistema?

Una cifra cualquiera de Jas dos significativas 4 1a izquierda
vale triple que la colocads ¢ supuesta contiguamente 4 la de-

recha,



LECCION VII

Sistema cuaternarie.

)

Tiene las cuatro cifras siguientes: 1, 2, 8, 0,

Too....o.vvvnns reven
Doseennn... Cesaen anne .
U 1§ Y T
Cuatro . chetaiaes .
Cineo ,vevnn- Cestsrsanar v
Seis, . feremereet i tn b,
Siete..vicnas I

PR I A

Diez y80is.scareivrsnvernas
C Diez ¥ #1086, sensnsnnas
Diez yooho...evu. -0,
Diez y UEVE. caiveras,
Yeinte.. .......
Veinte yuno .......hvpu-.
Veinte y dofe.vvsreiessars
Veinte ¥ e, vesseana.
Veinte ¥ onA0. cav.ieeans
Veinto y oinc0,.c.cuvenns.
Veinto y 80i8 .. eoivercernns

sear
- we
“ay

Fhprsi e s

e

Veinte y siete ...vvuvivasss

Veinte y ocho ...
Veinte y naeve...oeuvee.ui.
Treinta...ceverenerss
Treinta'y uno...cisccvescnen
Treinta ¥ dos.avas.c vreres
Treinta ¥y trefe. cvvvsvsncns
Treints y-o0atto..overren.s

RN NN ¥ I

PN

. Treinta y cinoo . covvuvrneas
 Trelnte y seds...vvervonves -

r

Treinta ysiete «...ovvven..
Treinta y ocho ........
Treinta y nueve ...........
Cuarenta............ ceeven

saan

. Cuarenta ¥ U0, ..vsuveenan
Cuarenta y 408.. ....venun.s

Cuarents y tIes .. .. asavee.
Cuarents y cuatro .,...,...
Cuarenta yoines. .........

" Caarents y Beig.,....

Cuarenta y siate., .
Cuarenta y ocho.......cvv0
Cuarenta y DUevVe..... ...,
Cincuenta ...ovevievensay.-
Cincuents y uno..vees-eres

Paturmn e

‘ Cincuentayﬂos..--.----...

Cincnenta y tred.,..cc.puus
Cinonenta y cuatro.,.......

Cinenenta ¥ ¢ineo, v, vvvuues
‘Oincusnta ¥ 8ei8. ., u0peu s,

Cinouenta y siete......v...,
‘Cinouenta y o6ho..........
Cincnents y nueve ... ......
Sesontf.....0vvesinirarnne
HeBentn Y UN0.cuversivenans
Sesenta y dos......ovv 000,
Besents ¥y tre8.. . covpecrrans

Besenta y cuatro. ... reve nu
| Besenta y cinoo .., .vnvaees
Resonta y sels.. v, cvucaviee
Sesenta y giote.a...vvziavas
Soﬁentayooho trsvevaar

Besents.y nueve............

Sﬂ"ﬁnti sadsapissatasbns dneh

setént&ynno aebrenbamnags

Betots ¥ dos..a.einieeasne .

211
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Setenta y tres.......a..e... 1021 | Ciento nueve......ivovveens 1231
Setenta y cuatro............ 1022 | Cientodiez.....s..vereens. 1332
Setenta v eineo.ve.ssseee.a. 1023 | Ciento onoe....veseeree. s, 1253
Setenta yseis.............. 1030 | Ciento doce....vvevsrsanass 1300
Setenta y siete.,...,......, 1031 | Ciento trece...e.vvemvrnns . 1801
Setenta y ocho. v.vvev..... 1082 | Ciento catoree............. 1302
Setents y nueve............ 1033 | Ciento quinee.......es..evs 1303
OChenta, .. suvseaneeneenass 1100 | Ciento diesy seis....c.oou. 1310
Ochenta y uno.,......c.... 1101 | Ciento diez y siete....,.... 1311
Ochenta ¥ d0f..,s.0e0-c.,..- 1102 } Ciento diez y ocho...oo.ee. 1312
QOchenta y tres............. 1108 | Ciento diez y nueve........ 1313
Ochenta y ¢uatro..eeves.ees 1110 | Ciento veinte......o.e.. .. 1820
Ochenta v 6ineo .....ev.... 1111 | Ciento veinte y uno,....... 1331
Qchenta ¥ s6i8,.,v.0un.s oo 1112 | Ciento veinte ¥ dos......... 1322
Ochenta v siete.......,.... 1118 | Ciento veinte ytres........ 1323
Ochenta ¥ ocho .\.......... 1120 | Ciento veinte y cuatre...... 1330
Ochenta ynueve.,......... 1121 | Ciento veinte y cinco....... 1331
Noventa......oes.vsuinane.. 1122 | Ciento veinte yseis....,... 1332
Noventn yuno +.avese....s . 1128 | Ciento veinte ysiete....,.. 1333,
Noventa v dos .........v... 1130 | Ciento veinte y ocho..,,... 2000
Noventa ¥ t1¢8....vernr.n.. 1181 | Ciento veinte y nueve,...,, 2001
Noventa y custsd.......... 1182 | Ciento traintd....... ... .. 2002
Noventa ¥ ¢inco..e.vsn-0n.. 1133 | Ciento trsints y uno.,...... 2003
Noventa v 3i8 «evvievss.-. 1200 | Ciento trainta y dos........ 2010
Noventa ¥ siet@.esevav.--.. 1201 | Ciento treintp ¥ tres.,.,... 2011
Noventa y 00ho..ssvevsnn.. 1302:| Ciento treinta y cuntro.,... 2012
Noventa y nueve........... 1203 | Ciento treinta y cinco...... 2013
Ciento .o .vvnssessarsenaans 1210 | Ciento treinte y seis..,..... 2020

Ciento uno..... verssssasnss 1211 | Ciente treinta v eiete....... 2021
Ciento doS.e.v.vevees.nrvess 1212 | Ciento treinta y ocho....... 2022
Ciento tred.e..vaveesevas +o 1218 | Ciento treinta y nueve .,,.. 2023
Ciento cUALTO. veresrrvssans 1320 | Ciento cuarenta............ 2030

Ciento 6ino0. ... ves siess 1321 | Ciento cuaventa y une...... 2081
Ciento seif.. w..eievvennsss 1282 | Ciento cuarenta y dos......

Ciento siete.. ...cevvvaaeea 1228 | Ciento cuarenta y tres...... 2085
Ciento ocho...evevsvv.eun.. 1280-{ Ciento cuarenta y cuatro.... 2100

RESUMEN.

¢Cudntas cifras tiene el sistema cuaternario?
Cuetro: 1, 2, 8 y la cifra locativa 0.
¢Cuél es el convenio del sistema? o
Una cifra aignificativa oolocads 4 la izquierda vale el cud-
gmplﬁ que la igual solocada & supuesta contiguamente & la
srecha.

.



LECCION VIII

Sistema quinario.

Tiene las cinco cifras siguientes: 1, 23,4,0.

UnO..uiinins veennnsnnnss . 1 | Treinta y siete... ......... 122
Dous..o vovvnns ireseaceennr. 2 | Treinta y ocho..,y...... .. 123
TrOS. . cavrecrss o cxnsanes 8 ! Treinta y nueve......, .... 124
Cuaatro...... revaeeaas PR 4 | Cuarenta....vucc. o....... 130
Cineo. . civenveraenanns eves 10 | Cuarentayumo... . .,...., 181
BeiS.ee oo ivrrsiinnnns e 11 | Cuarenta y dos....... eewe.. 182
Siete . e aiieicraners 12 ¢ Cuoarenta y tres. .. ...,.... 133
Oeho,.. o iviseriivinnss 13 | Cuarenta y euatro,.... AP [
Nueve .o...co voves v-v.n. 14| Cuaventa yeinco....,...... 140
Diez....... Cervraeas 20 | Coarenta yseig...,........ 141
008, ooy v v asaarcaanan 21 | Coarenta vy siete,..,... ... 142
Doce..ounnn. e 22 | Cuarents y ocho. ,..,,..... 143
TrOCB.cas vasiav-rsna-n-nss 23-1 Cumrents y nueve........ e LEE
Catoree., oy verennn.s Ciee e 24 | Cincuenta.,.o.evyvon.ta.,. K0
Quince....s.cevee weees..s 80 Cincuenta y wno.,.. ....... 9201
Diez ¥y 80i8..00svenrineenn. « 81| Cincuenta y doS............ 202
Diez y siete. ... es..vvev:.. 82 | Cincnents y tres............ 203
Diez y ocho...... . srnsraas 33 | Cincuenta y custro...,...., 20

Diez y DUBYVE.. .0 vicnvnrnse 84 | Cincuenta y ¢ineo....,..... 2I0
Veinte.s.sasszveas wovoar.oe 40 | Cincoente y seis...,...,,.,. 211

Veinte y uno...... .... «s » 41 | Cincuenta y siete.......,... 2132
Veinte y dos... ....ces.o.u. 42 | Cincuenta y ocho..,........ 218
Veinte ¥ tre8..u.cenvinasan 43 | Cinouenta y nueve ........ .. 214
Vainte y cuatro cecveec.... . H § Fepenta....ciernnciieina.. 220
‘Veinte y cinco....oooianne, « 100 | Sezenta FUNO .. s emesnse e, 221

Veinte y8eis ....eevevvee.. 101 | Sepentaydos.............. 222
Veinte ysiete.......oc.v0.. 102 | Sesenta y tres...,.,........ 228
Veinte y ocho.. eovvvvinnsre 103 | Sesenta y cuatro......... . 294,
* Veinte ¥ nueve............. 104 | Sesonta y einco.i,.,sccc.0., 230
Treiota..e.c cevev-ver-sa.s 110 | Sesenta y seif.evariesve.n.. 231
Treiots ¥ M00.e.es.v.-x-s.« 111 | Sesensa y siete......v.e.... 282
Treinta ydos.......e.n.no.. 112 | Besenta y ocho.,........... 288
Treinta y tre....c.vsvaeers 118 | Sesenta y nneve,..,........ 234
Treinta y custro ....cev.».s 114 1 Betenta, ,.....cc.00ve.0e. 240
Treinta y cin€o....... eoves 120 | Betenta yuno......,ce0.... 241
Treinta y86i .oievearsin.. 121 | Setentaydos.,eve.nenn,... 242




INTEGRACION 129
Setenta y tres..... ........ 243 | Clento nueve.. ....eci.aven 414
Setentd ¥ enatro ....v... ... 244 | Ciontodiez.......oovenoes 420
Setenta y cinco.......uv ... 300 | Ciento onte...s . vevsev.eaa 431
Setenta y seis......... vevs. 30L ! Cientodoce. ...c.u.unn..- .. 422
Setenta y siete,............ 802 | Cientotrece....cv-vevvuan. 423
Setenta y ocho.... .v» . 8303 | Ciento catorce «........... 424
Setenta y nueve. .......... 804 | Ciento quince......... .. 430
Ochenta .., ,....... wees « 810 ) Clento diez y 5618.4. .. 400 451
Ochenta y uno ...ooveunan. 811 | Ciento diez y siete.......... 432
Ochenta y dos.. +....... .. 312 | Ciento dies y oeho,oa.u.vve. 453
Ochenty ytres..... ....... 313 | Ciento diez y nueve........ &b
Ocheata v cuatro.. . ...,.... 814 | Ciento veinte...........-. R
O:henta y cinco..... ....-. 520 | Ciento veinte yuno ... ovev. 441
Qchenta ¥ 88i8 . v.vive...o. S21 | Ciento veinte y dos......... 442
Ochenta y siete. ... euueren 522 ) Ciento veinte y tres........ 48
Ochenta y ocho.. ... .vvser. 828 | Ciento veinte y cuatro,..... 44
(Ochanta y nueve........... 824 | Ciento veinte y cinco ...... 1000
NOventhe..a..cevsuesrsare. 330 | Ciento vointe y seis...,..., 1001
Novents ¥ UNO..eaussssssre 331 | Ciento veinte y siete........ 1002
Noventa ydog....venns. . 332 | Ciento veinte y ocho....... 1005
Novents y tres.....a avnees 338 | Ciento veinte y nueve,...,. 1004
Noventa ¥ custro....v.ees- . B34 | Ciento treinta..,..vun,cvee. 1010
Novents y eineo............ 840 | Ciento treinta y uno...... @ 1011
Noventa y seis........ +... 34l | Ciento freinta y dos........ 1012
Noveata y sieté............ 942 | Clento treinta y tres........ 1013
Noventa y oeho......u..... 343 ] Ciento treinta y cuatro,.,,. 1014
Noventa v nueve., .......». 544 | Ciento treinta y cinco,...., 1020
Clento. vsuernssnnanss vver-o 400 ] Ciento treinta y seis...... .. 1021
Ciento uno.,........... +veo 401 | Cientao treinta ¥y siete..... o 1022
Ciento dos, ..ovesvere.se oo 402 | Ciento treinta y ocho.. ... oo 1023
Ciento tred. ceevveanee +:0s 403 | OCiento treinta v nueve...... 1024
Ciento cuatro.......e... ... 404 | Ciento cnarentn..... verenan 1030
Ciento cineo ........ ees.» 410 | Ciento cuayenta y uno....., 1031
Ciento seis.. ..o . ssuvass.. 411 | Ciento cuarenta y dos.,..,.. 1032
Ciento siet@...sveserrs0s--. 412 | Ciento cuarenta y tres,..... 1033
Ciento ocho...v.v.vveve-s o 413 | Cliento cuarenta y cuatro..., 1084

RESUMEN.

iCudntas cifras tiene el sistema quinario?
Cinco: 1, 2, 3, 4 y la cifra locativa 0.
4Cudl es el convenio del sistema? .
Un 1 colocado & la izquierda vale el quintuplo que el co-
loeado 6 supuesto contiguamente 4 Ia derecha. Y lo dicho
del 1 se entiende de cualquier otra cifra significativa,

TOMO 1.
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LECCION IX

Sistema senario.

-

Tiene las seis cifras signientes: 1, 2, 3, 4, 5, 0.

Unoceare vevevnrsnrinanena
Dos.ivsivanasanesn
Tres.cvvee-aveune-
Cuatro.....
Cineo.. ..
Sels. civvve-nns
Siete. .
OChO...--...---..n.--o.a--.
Nueve...oeiviuarss
Diez..ccviviiinerinnennnns.
Guce. .
Doce.sviiinieiiiannronnnan,s
Trect.avsveeenan Verereanas
Catoree.. vouy 4.
Quined...eueee..
Diez yseis....e.uvivunea.,,
Diez y siete.....oeevvun... ..
Diezy ochoieu.cnnns..as...
Dioz y nueve.....evivunn. ..
Veinte evv.vus.
Veinte y an0.u.evsiieicaas, ..
Veinte y dos..
Veinte ytres............,..
Veinte y ouatro..veeeepesins
Veinte y einco,....vuu.0uss
Veinte y 89i8..0000ieuvnn, .,
Veinte y siete.o.oou.vu....,,
Veinte y ocho.. cuvivanisn,..
Veints y nueve........eupu..

BasmEven

¢sseud AR nnt o

LR W R W R R

LR A R

Ardderedresnannn cases

Tarerinns

RO N s bdedurag e

L

LI KT R I SR

Trointa..coeiieatnnsrnnesnns -

Treinté ¥ UNC...cvvusveenns.
Treinta ¥ dof.euiivenennn..,
Treinta y tres...ocooveuin.n,
Treinta 7 cusbro...cvsures..
Treinta y cineo........
Treinta y seis.. ... e .u. .,

LX)

Besmnssany
¢

SR EITTELBEEERES

Treinte y siste.......,... ..
Treinta ¥ ooho,v............
Treinta y nueve.............
Cuarenta.....
Cuoarenta y uno, ....,.......
Cuzrenta y dos....,.,...,...
Cuaarenta ¥ tres. ...,

[AE N T R .

LN T

‘Cuarenta y cuatro...,,.,....

Cuarenta y cinco...,....,...
Cuarenta y seis,..,,.,......
Coarenta y siete.,..........
Cuarenta y ocho............
Cuarenta y nueve.....,.....
Cinouenta,...,..c.0.uuv,...:
Cincuenta y uno, ,......,...
Cineuenta y dos.vuusss.....,
Cincuentd y tres ..,..a.....
Cincuenta y cuatro,,...,,..,
Cincuenta y cinco....,.,....
Cincuents y seis......,,....

| Cinouenta y siete............

Cinouenta y ocho.....,.....,

" Cincuenta y nueve..........

Sesenta.........0c0u.u.., ...
Besenta y unov, v vvuun, ..., ..
Sesenta y dos,,...,....,,...
Sﬂsentaytres......-......-.
Sesenta y cuatro...........,
Sesenta y cinco.............
Sesenta y seis...............
Sesenta y siete....,.......,.
Sesenta y 0cho...,e.0,0.s...
Sesenta y.nuave.....,.......
Setenta........0..0il0ieen..
Setenta y uno........,......

Setenta y dos........ ......



INTEGRACION 151
Setenta y tres.,........... 201 : Cientonueve............ v 301
Setenta y cuatro......,,.,,.. 202 Cientodiez................. 302
Setenta y cinco..... ..... 203 : Cientoonce.......oeavvee... 303
Hetenta y seis..... ernninssea 204 0 Ciento doce......... ereree.. 304
Setenta y siete........u.00.. 205 | Ciento tree8....u.eevecser.. 305
Setenta y ocho., ........... 210 | Ciento catorce........s.oa. . 810
Setenta y nueve............. 211 | Ciento quines........senv.0. 311
Ochenta...cou. o0 vervees. 212 Ciento giezysels .......... . 812
Ochente ¥y uno. ............. 213 | Ciento diez y siete. ........, 813
Ochenta y dos..,........ .. 214 | Ciento diez y ocho.......... 34
Ochenta vy tres......... veses 215 | Ciento diez y nueve....... b 310
Ochenta y cuatro,.... ..... 220 | Ciento veinte......co.e svrns 520
Ochenta y cinco............. 221 | Ciento veints y uno..sse.... 521
Ochenta y seis....... eeveays 222 | Ciento veinte y dos.......... 322
Ochenta y siete.......... .. 223 | Ciento veinte ¥y tres,..... vo. D28
Uchenta y ocho............. 224 | Ciento veinte ¥y cuatro.,..... 524
Ochenta y nueve............ 225 | Ciento veinte ¥ ¢inco......., 3525
Noventa.......e.n-vivvee.v . 280 | Clento veinte y seig.......,. 30
Novents y umo, ... ..e.eesn 23171 Ciento veinte v siete,..,.... 331
Noventa 3 dos.........cvv00 282 | Ciento veinte ¥ ocho........ 332
Noventa y tres.............. 233 | Ciento veinte y nueve....... 333
Noventa y cuetro........... 284 | Ciento treinta......,....... 334
Noventa y ¢ineo .vev.uv..... 285 | Ciento treinta ¥ uno......... 335
Noventa y seis..c.oavein... » 240 | Ciento treinta ¥ dos. s.ss... 340
Noventa y siete............. 241 | Ciento treinta y tres......... 341
Noventa y ocho....o..vven. « 242 ' Ciento treinta y cuatro,,,,,. 342
Novents y nueve....... seer. 243 | Ciento treinta y einco..,.... 343
Ciento .. vuvivninvunns . 244 | Ciento treints v seis...,..... 344
Ciento uno......... vesanees 245 | Ciento treinta y siete........ 945
Cianto do8.................. 350 | Ciento treinta ¥ ocho.,....., 350
Ciento tres......coovuneens . 251 | Ciento treinte y nueve...e... 351
Ciento cuatro......s...v.ep. 252 | Ciento cuarents.,........ ve. 352
Ciento ¢ineo. ., .....uu .. <2+« 288 | Ciento cuarenta y uno ....., 353
Ciento seis....c..vvceeannes 254 | Ciento cnarenta y dos......., 454
Ciento siete.....o....ev... 255 | Ciento cusrenta y tred......, 3555
Ciento acho.,,.............. 800 | Ciento cuarents y cuatro.,,, - 400

' RESUMEN.

¢Cudntas cifras tiene el sisgtema senario?
Seis: 1, 2, 3, 4, b y la cifra locativa O.
¢Cual es el convenio del sistema de seis cifras?

Un 1 colocado & la izquierda vdle el séxtup
cado d-supuesto contiguamente 4 la derecha, ete.

5,

lo que el colo-



LECCION X

Sistema septenario,

Tiene las siete cifras siguientes: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 0.

8
TIO%. cosnanansosnsnss.
Trege.sesvescsrnnaans heaeean
CuatTo. v, essrnnssnse.
CIBCO . evasesrenrnnsnss

R

BOIS s sunanrancroansrs

LT - Y e
Ocho sseseieinrrinsnsranacs,
NUBVO sevascanrnernns
DieZ.eesrannann fieeaaaeaes
Onee. sovssnnesrnrocanas
Poce..viiirnraeen e
Trece.. ... erersseintanna
Catoree..veessercrosrsen. s .
Quince. .. ... Prertaveieane
Diez y8@Ig.. vrvviervennans .
Diez y siete....... Cevramrns
Diez y ocho...v..ona.
Diez y nueve.,......

Yeinte...
Veinte y uno..oeaeesev-vn
Veinte Y do8.. veevrvavaee. s
Veinte ¥ tres.. ...
Veinte y cuabro....ac.vpyue
Veinte y ¢inco ......
Veinte ¥ 801800, 0reeveranves
Vointe ¥ 8iote.c.convueuenn..
Veinte y osho.....oiuii ol
Veainte ¥ n0eve..c.cuvvrrans
TrINta.. . es scnaesrrineanns
Treintt F UOO..0.cerserrves
Treinta ydos......vvh w.aus
Treinta ¥ tre8.us.voceeriaess
Treinta ¥ COALTO.scvereneoss
Treinta ¥ 2inco....oeeiaeune
Treinta y seis...... fareen

PR T TR I

+ smeay

Treinta y 810t ... 0covenun,.
Treinta y ocho.......veo. ...
Treinte y nueve........
Cuarenta. ...

taer

CrmrBe ey e

Cuarenta y uno..... ceneanas?

Cuarenta y dos........
Cuarenta y tres........, 1aea
Cuarenta y cuatro...........
Cuarenta ¥ ¢inco.cie.viu. ..
Cunrenta y seis.......0\...s
Cuarenta y siete............
Cuarenta yocho............
Coarenta ¥ nueve...........
Cincuenta......
Cincuenta uno,.........
Cinouenta y dos..... erivras
Cincuenta ¥y tres.....e.0.1..
Cincuenta y ouatro..,.......
Cincunenta ¥ ciBeo....vu.y..,
Cipcuenta y seis...........,
Civcuenta y siete . , , .
Cincuenta y ocho..........,
Cincuenta ¥ nueve..........
Sesenta.........
Hesenta y nno......
Sesenta ydos....,....00s...
Besenta y tres........
Sesenta y cuatro....... anene
Sesenta y ¢ineo..... ..,....
Sesenta y sefs........0.0n0..
Besenta y siete............ .
Besenta y ocho...vvvvinaen-.
Sesonta y nueve..,..........
Betonth . voyusrisrrisrsnnoas
Setenta y uno.........000e-.
Setenta y dos.....0vvnruenn.

edavaun

124
125
126
180
i3

132



INTEGRACION 188

Setenta v tres.. .. il L. 183 1 Clento NReVB...v.eevrveres, 204
Setenta y cuatro..... vieenes 188 [ Ciento diez....... ceeriiiee. 215
Setents y einco .. .i0evee.,.. 135 | Ciento once..... bevas cenvns 216
Setenta Y 58i8....cvreiia.... 186 | Ciento doco.esoov vvveen o 220
Setenta y siete.............. 140 | Ciento trece...... verrenese. 221
Setenta v ocho....viienianan 141 | Ciento catorce.. .. .. .- vaar. 928
Setenti y BUOVE.. . ccarersen 142 | Ciento quince.,......- ceen.. 223
Ochenta......... .. eterenes. 148 1 Ciento diez y seis.......... . 2
Ochents, y UN0.....0v0s.u... 144 | Ciento diez ysiete.......... 225
Qchenta y dos........... ... 145 | Ciento diez y ocho...... saee 226
Ochenta ¥ tres.............. 146 | Ciento diez y nueve........, 230
_ Ochenta ¥ cuatro....... veees 150§ Ciento veinte,.....e.eeues ,o231
Ochenta v ¢inco. .v...v..... 151 | Ciento veinte y uno......... 232
Ochenta ¥ seis.......... «v.. 162 | Ciento veinte y dos.......... 233
Ochenta ysiete.....ccenn.s 158 | Ciento veinte y tres...... coe 234
Ochenta v ocho..,,cvrvunn.. 154 | Ciento veinte ¥ cuatro...... . 235
Ochents y nusve............ 155 | Ciento veinte y cinco........ 236
NOVventa... -.evsarversssna. 156 | Ciento veinte y feis..... eers 240

Noventa y Uno.....s +v.s... 160 | Ciento veinte y siete........ 241
Noventd v d408.....cevsevs.n 161 | Ciento veinte y ocho......,. 242
Noventa v tres............ » 162 | Ciento veinte y nueve....... 243
Noventa y cuatro........... 168 | Ciento treinta....... ..y ... 244
Noventa y ¢inco....,... ... 164 | Ciento treinta yuno......... 245

Noventa y seis.v,..... veeans 165 } Ciento treinta y dos......... 246
Noventa v sieté.......a..... 168 | Ciento treinta y tres..... .. 250
Noventa ¥ 0cho....e.vvaue.s 200 § Ciento treinta y cuatro, ..., . 251
Novents y nmeve............ 201 [ Cieuto treinta y einco.,..... 952
Ciento.veissrcennsssenserss 202 | Ciento treinta yseis......... 253
Ciento BBO rsverevsnsscns o 208 | Cionto treinta y siete........ 254
Ciento das...vevauicnveannns 204 : Ciento treinta y otho........ 255
Ciento tTeS e ererennssrire. 205 1 Ciento treinta y nueve..... v 256
Ciento cuatlo...veveeee .. 208 | Clento cusrenta....,....,,,. 260
Ciento ¢ineo......0y2-vss0es 210 | Ciento cuarenta y uno....... 261
Ciento seis....... esseressses 211 ¢ Cionto cumrenta y dos....... 262
Ciento siete..... ceneresiens 212 | Ciento cuarents y tres....... 263
Ciento ocho .. veivvneness. 218 | Ciento cuarenta y cuatro.... 264

RESUMEN.

¢Cudntas cifras tiene el sistema septenario?

Siete: 1, 2, 3, 4, b, 6 y 1a cifra locativa O.

2Cug! es el convenio del sistoma?

TUna cifra de las significativas colocada 4 la izquierda va-
le o] séptuplo que la igual colocada 6 supuesta contiguamen-
te 4 la derecha. )



Tiene las ocho cifras siguientes: 1,23,4,5,

Uno,,.......
Dos... ......
Trea........

Cuatro .........

Cinco..,.,..
Seis ,.......
Sietﬁ.......a
Ocho.,,,,...

Nueve.......
Diez.........
Onee, ..... .

DOCB...--uo'

Trece . .......

Catoree...,.,

LECCION X1

——

Sistema octon ario.

LI AN RN S,
tErcaa s s A,
E¥ s e mt e pa
L R I R
LI L
L R YT
A YR
TRV ba k. gaea
L L S R R
hr Beerabtedres
Thr rteanthe sy
€4 se.en bssasay
Tl cs st s b a

LI IR U TR

Quines. . ...ovvers eurnn...
Diez y seig.............,....

Diez y sicte. .
Diez ¥ oche. ,
Diez y nueve.

Veinte, ,..,..,

Veinte y uno,

Veinte y dos..

Veinte y tres,

s csenin g,
LA S LN O R
LA I
LA N N
TI¥O BN s wway
LI I I

L N I

Veinte y cuatro,. ..,.,....
Veinte y cinco.....,........

Veinte y seis,

L R T TR

Veinte ysiete.....,.........
Veinte yocho..,.......000..

Trainhyttaa..............-
Treinta y cuatro............
einta y oinco....,..,.....

Treinta y seis

R I IR

1
2
8

4

B

6

K
10
1
12
13
14
15
16
17
20
21
22
23

[ ]
I

RERRERRRRERRERYR

Treinta.ysiete..............
Treint.ayocho..............
Treiuta,ynueve.............
Coarenta ... ,..... . "
Cuasarents y nno
Cuarenta y dos,. ... ...
UArsnts, ¥ tres....,.,......
Cuarenta ¥ cuatro. . cerresaa,
Guqreutayuinco............
uarenta y seis...,,,. ,.,..
Cuareutnyaiat.e............
Cunrentaydcho............
Guarentn.ynueve...........
Cincnanta.....l............
incuentayuno............
Cincuenta 'y dos.. Seerenaaas
Cincuentayt.res............
Cincuenta y custro,,, 2., ...
Cincuentaycinco.....,.....
incuenta y seis..,...,.....
Cincuenta y siete... . ,,... . .
Cincuenta y ocho ...........

'Cinonenta.ynueve..........

Besenta......................

Sesentsytres..‘-'.......‘....
Sesenta y cnatr
Sesentnycinoo..............
Sesenta y seis.,...,.........
Sesenta y siets...,..........
Sasentayooho..............
Sesentaynnave.............
Setenﬁa....---......a....u.
Setent&yuno.... Srirens e
Setenta y dos..,............

53



INTEURACION 135
Setentn ¥ tres. ... ... 000000 111 | Ciento nueve....ovieieaens, 153
Setents y euatro............ 112 | Ciento diez....... sarrseena. D6
Setenta ¥ cineo.,,,..c. ... 1183 | Ciento oncé.e.cvvvnane,s vees 157
Setents ¥ $ei3......0rvseerae. 114 | Ciento doce..oseevenn sene., 160
Setents y siete. .......0.p... 118 | Ciento trece......oovvusae.. 161
Setenta y ocho. cvevenn.ov.., 116 | Ciento catored ... ......enons 162
Setenta y nueve......., ... .. 117 | Ciento quince.. .evvresvae.. 163
Ochenta,....ueseuvaease-.s 120 | Ciento diez y seiz...vo....s. 164
Ochenta y uno.. ........ .. 121 | Ciento diez y siete....... .. 165
Ochenta ¥ d08.vuvuevvusnar-. 122 | Ciento diez y ocho .oivuvev.. 166
Ochenta ¥ tres.............. 123 | Ciento diez y nueve.,....... 167
Ochenta ¥ custro., ,ve.,e..ee 124 | Ciento veinte.......oeeve .. 170
Ochenta y ¢ineo, ..., v..v.... 125 | Cisnto veinte yuno......... 171
Ochenta ¥ 82i8. .eeurerreess. 196 | Ciento veinte y dos.....c.... 172
Ochenta y siete . ....e0...... 127 | Clento veinte y tres........, 173
Ochenta ¥ ocho.............. 180.| Ciento veinte y cuatro....,.. 174
Ochenta y nueve,........... 131 | Ciento veinte y einco........ 173
NOVONth,eos . sersersonrees.. 132 | Ciento veinte v 86is...ceveuss 176
Noventa ¥ uno.............. 133 | Ciento veinte y siete........ 177
Noventd y dos.......4sssss. 134 | Ciento veinte y ocho ,...,,. 200
Noventa y tres.......e...00s 186 | Ciento-veinte y nueve,...,,, 201
Noventa y euatro....see.... 138 | Ciento treinta... .c..evvsee. 202
Noventa y cineo,........,.. 187 | Ciento treinta y uno......... 203
Noventa y seis. ..... eseansss 140 | Ciento treinta y dos......... 204
Noventa y siete,.......r...» 141 | Ciento treinta y tres......... 205
Noventa y ocho......e.ses. 142 | Ciento treinta y cuatre...... 206
Noventa y nueve........-... 148 | Ciento treinta y cinco....,.. 207
Ciento........coriacssannsss 144 | Ciento treinta y seis......... 210
Ciento UNo.....ur.vavenrrasa 145 | Ciento treinta y siste.s...... 21I°
Ciento dos....u0.00 v-0es «.- 148 | Ciento treinta y ocho........ 212
Ciento treS . ve.vsasusrae-ves 147 | Ciento treinta y nueve...,... 213
Ciento COALIO. .- aesesaaveses 150 | Ciento cuarenth....,........ 214
Ciento cineo...sceeseness-s. 151 | Ciento cuarenta y uno....... 215
Cionto 58i8......vvuseev-vss= 152 | Ciento cnarenta y dos........ 216
Ciento siete........eareesvs- 153 | Ciento cuarenta y tres....... 217
Ciento 0cho. .. .ussasases.. 154 | Ciento cuarents y custro.,... 220

RESUMEN.

¢Cuédntas cifras tiene el sistema octonario?

Ocho: 1, 2, 8, 4, b, 6, 7 y la cifra locativa 0.

¢Cuil es el convenio del sistema?

Una oifra significativa colocada § la izquierda vale ocho
veces méds que la ignal contigna 4 supuesta 4 la derecha.

K



LECCION XI11

Sistema novenario ¢ nonarie.

Tiene las nueve cifras siguientes: 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 0.

TreCe . os e rtrvorar nane

Diez y8eis. ....vvva s

Diez ysiete.....c..vuunn
Diez y ooho.,............

Diez y nusve.........

Veinte,..... Ceeerereens
Veinte yuno.......

Veinte ydos.............

Veinte ytres......cove..

Veinte y cuatro...........

Veinte y clneo... ....0..
Veinte y seis..oocvsonnn,
Veinte y siote....v.on o0

Veinte y 0cho....ocvecuenn

Veinte y nueve..........

Treinta .oo...n

LR

Treinta yuno......... e

Treinta ¥y dog....cvveiasn.

Treinta y tees...........
Treinta y cuatre.........
Treinta y ¢inco..........

Treinta y 58i8......0000u0..

Treinta y siete....... R
Treinta y oche....... DN
Treinta y nueve.............
Cuoarenta.......

Cuoarents, ¥ URO........y.y..
Cuarenta y dos.............
Cuarenta y tres.......ou, ...

Cuarenta y cuatro...........
Cuarenta y cinco:, ..... ‘on
Cuarenta y s€iS...,..... o
Cuarenta y siete,...........

Cuarenta y ocho............
Cuarenta y nueve...........

Cincuenta.,........
€incuenta y uno.,......, ...
Cineuenta y dos..vsee.n. oun.

Cincnents y tres.c.evsvecess
Cincuenta y cuatro..........
Cincuenta y cinco..... ceanin
Cineuenta y seis............
Cincuents y siete,....,.....

Cineuenta y ocho,...... e
Cincuenta y nueve..........
Sesenta....... Crrraeiaaenes
Sesenta yuno........... Feus
Sesenta ydos ......ininn..

Besenta Y tres.,,.v.veernens
Besents y cuatro...........,
Sesenta y €inco.......ev00.0s
Sesenta y seis......e000i00nn
Besenta v siete.... «.v0ev...

Besenta y ocho..u..vouvuun,
Begontz ynueve............
Setenta........
Setenta y uno..... Praaeaars
Setente y dos......... teriee

A

41
42
43
44
45
46
47
48
50
81
52



Setenta y tres e
Setenta y cUALTO. vuvvuisenss
Setenta y ¢inco.....cuvues

Setenta y seis.. .. iviiiiae.,
Setenta’y siete......... .00

Setenta y ocho........ P
Setenta y nueve...... seeands
Ochenta.e.voevniaoes -
Qchenta y uno.......
Ochenta ¥y doS...ovnevivnans
Ochenta y tres....... .
Ochenta v cuatro....... s
(Ochenta y cinco........ veres
Ochenta y seis. ..o cveenvrs.
Ochenta y siete, . icivuians ,

Ochenta y 0cho,,.couveien.s
{}chenta y nueve....,......
Noventa........
Noventa yuno.. .o.veven...

Noventa y dod, ...ovivenrnns
Noventa v tres....., Terrseas
Noventa y cuatro..... Varees
Noventa vy cinco....veann.
Noventa yseis....o.ovven o
Noveunta y sieta., ..ovvenen.

Koventa y ocho... ..
Noventa y nueve, .
Cieato rertenes
Ciento uno,........
Ciento dos., .., .4
Ciento tres......
Ciento cuatro., . .voveaennsas
Ciento ¢ineo...covvsares o0
Clento 8818 . . v vuasuivanrs s .
Ciento siete.. . ......
Ciento ocho........

arer s

DS I S

........
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81 | Ciento nueve.....coevse,.aee 131
82 | Ciento diez.va...vvvn Cemens . 132
#3 | Ciento 0MCe.,.vsevvsenrass.. 183
84 | Ciento doge...eev v siecnass 134
85 | Oiento trece..seeees vseass., 189
86 | Ciento catorcoesevavenves . 136
87 | Ciento quines. ...ss.cveenen 131\
88 | Ciento diez yseis ....c..vus 135
100 | Ciento diez y siete....... voo 140

101 | Ciento diez y ocho...... S 31
102 | Ciento diez y nueve......... 14?
108 | Ciento veinte....ovevveiaas 143
104 | Ciento veinte y u00......0sr 141
105 | Ciento veinte y dos......... 145
106 1 Ciento veinte y tres,........ 136
107 | Ciento veinte y cuatroe .,.... 147
108 | GCieato veinto y cinco........ 148
110 | Ciento veinte y seis. .. ..... 130
111 | Ciento veinte y sieta...,,,.. 15l
112 § Ciento veinte y ocho .,...... 152
113 | Ciento veinte y nueve....... 153
114 | Ciento treinta.......veuvuen- 154
115 | Ciento treinta y uno...... ve 155
116 | Ciento treinta ydos......... 156
117 } Ciento treinta ytres....,.... 137
118 | Ciento treinta y cuatro,..,.. 1568
120 | Ciento treinta y cinco....,,. 160
121 | Ciento treinta y seis......... 16l
122 | Ciento treinta y siete.. . ..,.. 142
123 | Ciento treinta y ocho. ...... 163
124 | Cisento treinta y nueve. ..... 164
125 | Ciento cuarenta......... eee 165
126 | Ciento ouarenta yuno ......, 166
127 | Ciento cuarenta y dos....... 167
128 | Ciento cusrenta v tres....... 188
130 | Ciento cuarenta y ecuatre,... 170

RESUMEN.

¢Cudntas cifras tiene el sistema nonario?

Nueve: 1, 2, 8, 4, b, 6, 7, 8 y la cifra locativa 0.

¢Cudl es el convenio del sistema?

Un 1 colocado & la izquierda vale nueve veces lo que el
colocado 6 supuesto contiguamente & la derecha, y lo mismo
las otras cifras significativas. :

TOMO 1.

- 18



LECCION XIII

—

Sistema decimnl,

Tiene las diez cifras siguientes: 1, 2, 3, 4, 5,6,7,890.

Uno.eevnnnnnnn..
Dos, Ceiaiih searaae..
Tres.. . oveieainnennn.
Cuetro.. ............. .

(05111 S
Seig ........ et n e

51 S
Ocho B R R T
Nueve......oonvivinerenes.
DieZi . cinneiniiniinatnnens

L T

Doce....... v b besaaanaes
Treee. v.vov..-.. P
Catorce, .....
Quinee.....oev vinnnn. . en

Diez y 8eis........c.0vivnes

Diez y siete. s euivnnsiennnns

Diez y ocho .....vuy o.vu. .

Diez y nueve................
Veinte,.... ..vvienn.n rr ae
Veinte yuno.......,........
Veinte y dos ...... ferre was

Veinte y tres........0. ...,

Veinte y cuatro........ aese
Veinte ¥y cineo,....... ....
Veinte y 8eis........000ns..

Veinte y siete. ..........0...

Veainte y ocho......
Veinte y nueve......,......
Troints. .. .. vveicrssasees -
Treinta ¥ o0, c.oivvsnrenes
Treinta y dos.......... ...
Treinta ¥ t7e8. covverniegnas
Treinta y enatro ., .........
Treinta y cinco....... .....

.

Treinta y seis..... .....

REES

Treinta y siete.,.,...,...,..
Treinta y ocho ,..,,,......
Treivta y nueve. ,. ,.......

Cugrenta...... ..., retaan,
Cuarenta y uno ... ..
Cuarents y dos. ..., creriaa.

Cuarenta y tres. . .. feiereas
Cuarenta y cuatro. ..., .. ies
Cuarenta y cinco...., ... .. .

Cuarenta y seis,, ... ....

.
Cuarenta y siete...,.........
Cuarents y ocho.,....,..... .
Cuarenta y nueve... ..., .. .
Cincuenta.....,..... teenan .

Cinenenta y uno, ..., ».....
Cincuenta y dos. ... ........
Cincuents ¥ tres........,...

Cincuents y enatro, ,., .....
Cinenents y cinco......,....
Cincuenta yseis..... ..., ees
Cincuenta y siete..,.,..,....
Cinguenta y ocho..,..... .
Cineuenta y nuevs...,......

Sesenta.... ................
Segents y uno...,...........

Sesenta y dos..,........
Sesenta ¥ tres......,... .. ..
Sesenta y custro......,.....
Sesenta y oinco... .........

Sesenta y 8eis...............
Sesenta y siete........,.....
Besenta y ocho. ,....,.,....

Besenta y nueve,... ..
Setenta. . .................
Betenta y uno. .,........... .

Setenta ydos. ........ ....

87
38
39
40
41
42
43
44
43
46
47
43
49
a0
51
52
53
54
553
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Setenta y tres.. ... .iiiuen. « 13| Clentonueve.....v.eersvaaas 109
Setenta y cuatro. ....o..... 74 | Clento diez.vvvivrnrernens.. 110
Setenta y cinco.... .,...... 75 | Ciento once...ee. ... e 4 5 ]
Setenta v seig........ e . 6| Ciento doce. ..ouv iureinaan 112
Setenta y siete..... vivereres 1T | Cientotrees....ocvvisanen., 113
Setents y ocho...... sieevesr 18 | Ciento catorce........coaue 134
Setenta y naeve...... siaraes 19 ] Cionto quinee. .. vsssssse- s 115
Ochenta.... ...cvve. civsesr B0 | Ciento diezy seis........... 116
Ochenta y uno......... +-.. Bl | Ciento diez y Fiste...,ev.u.0. 117
Ocheata y dos.............. 82| Ciento diez y ocho........... 118
Ochenta y tres ...........0. 88 | Ciento diez y nueve...eese.. 119
Ochenta y cuatro............ B4 | Ciento veinto..... eeoe-0s.s 120
Ochenta y einco.,.,vv..uv.r. 85 | Ciento veinte ¥y uno......... 121
Ochenta y seis.....vii200.s. 86 | Ciento veinte y dos...ovr.... 122
Ochenta y siete....vv.ou.0v. 87 | Ciento veinte y tres......... 123
fchentay ocho............. 68 | Ciento veinte y cuatro....... 134
Ochents-y nueve............ 89 | Ciento veinte ¥ cinco,,...... 129
Noventa..... .....i.vv 2or 90 | Ciento veinte yseis......... 126
Noventa yuno..... ........ 91 | Ciento veinte y siete........ 127
Noventa y dos...... svveesee 924 Qiento veinte v ocho...,.... 128
Noventa y tres....... vereran 93 | Ciento veinte y nueve.,...., 129
Noventa y cuatro....,.....,. 94 | Ciento tyeinta.. ...o.oveuo.... 180
Koventa yeieo....s vea... 85 ) Ciento freints y une........ . 181
Noventa y seis...... vesevase 96 | Ciento treinta y dos....,..,. 132
Noventa y siete._.... Ceianee 97 i Ciento treinte ¥ tres,,......, 198
Noventa yocho............. 95 | Ciento treinta y euatro,,.,,, 134
Noventa y nzeve........... 9% | Ciento treinta y cineo,....,, 135
Ciento... .......... visv ass 100 | Ciento treinta y seis....,. .. 136
Ciento uno..........s...vs». 101 { Ciento treints y siete....,... 187
Ciento dos.......... vovevees 102 [ Ciento treinta y ocho..,..,.. 188
Clento tres.....uevenanes 198 | Ciento treinta y nueve....... 189
Ciento cuatro...... «..vv... 104 | Cionto cuarentf...,,......... 140
Ciento cineo..,.....v.0vvvv. 105 | Ciento cusrenta y uno.....,. 141
Ciento seis........... ..... 108 | Ciento cuarenta y dos....... 142
Ciento siete....... .....ve.0s 107 | Ciento cusrenta y tres.....,. 148
Ciento ocho.... ............ 108 | Ciento cuarenta y custro..,.. 144

RESUMEN.

¢Cudntas cifras tiene el sistema decimal?

Diez: 1, 2, 8, 4, 6, 6, 7, 8, 8 y la cifra locativa O.

¢Cusl es el convenio del sistema?

Un 1 colocado 4 la izquierda vale el décuplo que el situa-
do § supuesto contignamente 4 la derechs, etc.



LECCION XIV

———

Sistema nndecimal.

Tiene las cifras siguientes: 1, 2, 3, 4, 5,6,7,8,9,a,0.

Uno....o.uu. ..
DOB..-......-....“.--

ss4 Pressmeas

Tres...........
Cuatro....,....vuuuen..
Cineo . vvinnrninninnnnnn
Bels, .ovoienns viveinnnn.. .

2L SO
Ocho, oovnnvnniiviiiiininans
Nueve...........
Diegeceovin.enn...,
Omee..oiiviniivienivnnine,s
I)OOEOIOI-tll..l-..--p.nioo-
Trece seeeurissiiienncans.
Catooce .. .o.iiieiinrnnvnnes
QUines.......o.vvvuiennn,.es
Diez y seis.................,
Diez yaiote.c.y.iuvrinnn..,
Diez y ocko.y.veuvvr.....
Diez y nueve............ ...
Veinte oo vuniiiiarennninan.
Veinte yuno...............,
Veinte ydos................
Veinte ytres....co.eevuoun,.
Veinte y.cnatro....p...eu...
Veinte y cinco........u.t.n.
Vointe y seis................
Veinte y siete. .. ...0vvuru..,
Vointe y ocho...vourunnnn.:.
Veinte y nneve..............
Treints, o vuveriarariannans
Treinta y uno.....,..
Treinta y dos........couuuues
Trefnta y tres....o.c0npen.ns
Treints y cuatro............
Treinta y ¢inoo..v.cveeen..,
Trdntayui&l'l-.-l"’.ill

N veasa s

Prtsbra

e ek et ok ok e bl el
SRR LID =D p 000 =1 T O e 0 B e

N Y

Bregs

B8

Treinta y siete..............
Treinta y ocho..... ........
Treinta y nueve.............
Cuarenta........,..........
Cuarenfa y uno....... ... .o
Cuarenta y dos...,..........
Cuarenta y tres., . Cevaaaan
Cusrente y euatro...,.... ...
Cusrenta y einco,,..,.......
Cuarenta y seis,,.,.........
Cunrenta y siete.. .........
Cuarenta y ocho. . . ...
Cuarenta y nueve. . .. ... raes
Cincuenta. . ,,....... ..
incuenta y uno..,..s......
incuents y dos,.....,,.....

incuenta y tres.....,...... .

Crnicuenta y cuatro, .........
Cincuenta y cineco...,.,... ..
Cineuenta y seis...,........
Cincuenta y siete, ,,.......,
Cincuenta y ocho..,,.......
iincuenta y nuevs.,.,.....,.
Sesenta.......vvu viuyeinsas
Sesenta y uno............
Besenta y dos.., ...........
Besenta y tres..,...,........
Sesenta y cuatro....., .,...
Besanta y ¢inco,............
Besenta y 86is.......00.00...

nta y siete. .oy ueinn, ..
Besenta y ocho......0t.uns,,
Sesenta y nueve...,.........
Betenta...........,....
Setenta y uno..........,....
Setenta y dos.....0.urune...

LR NN



RESUMEN.,

¢Cuéntas cifras tiene el sistema undecimal?
Once: 1,2,8,4,5,6,7, 8,9, a v la cifra locativa 0.
Cudl es el convenio del sistema?
n 1 colocado 4 la izquierda vale once veces mds que el
contiguo ¢ supuesto & la derecha. Y asi de las demds cifras.

significativas,
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.Setenta ytres......oiinen s 67 | Ciento nneve............... 9a
Setenta y custro......... «es 68 | Cientodiez,................ a0
Setents ¥ ¢ineo............. 69 | Cientoonce.......ovuiu. ..., al
Setenta ¥ 86i8. .. vveuvne..r.. 0a | Cientodoce........0 L., a2
Setenta y siete. . v.c....0ssee 10 | Ciento trece....... R -
Setenta ¥ 0cho.......s.eean. 11 | Cientocatoree..............  ad
Setents ¥ nueve.........s... (2 | Cientoguince.........v0vnn 83
Ochenta..,....ceevovenneann 13 | Ciento diez y seiz.........,.. a6
Ochenta y uno.,eveevserenss 74 | Ciento diez y siete.,........ a7
Ochenta y dos..p.eevsesse.s 10 | Clento diezs yocho.,........ a8
Ochenta y tred. ... ..vas..s. 16 | Ciento dies y nueve..... e . ad
Ochenta y cuatro..,....e.n0s 11 | Cionto veinte ........... cer B
Ochenta y cinoo...... vesernn 18| Ciento veinte y uno ...,.. .. 100
Ochenta y seis....... vemeus 79 | Ciento veinte y dos.......... 101
Ochents y siete............. & | Ciente veints y tres......... 102
Ochenta vy ocho....es.veu.. 80t Ciento veinte y cuatro.....,. 103
QOchenta y nUev8... . .:0re.se 81 | Ciento veinte y cince. ....... 10
Novents. ........... vreceses B2 Ciente veinte y seis...... von 100
Novents y unc....o.eeeerae. 83 | Ciento veinte ysiete......... 108
Noventa y dog...o.e-su.e0.- 84 | Ciento veinte v ocho........ 107
Novents y treg...... ....... 85 | Ciento veinte y nueve....,.. 108
Noventa y cnatro ..vvvene,.. 88 | Cionto treifta., .......000e. 109
Noventa yeinco.ouvuvins - 87 | Ciento treinta y uno..,...... 10a
Noventa y seis....cevs.vve. 88 | Clento treinta ¥ dos......... 110
Noventa y siete.,..... « e 89! Cionto treinta y tres...... .. 111
Noventa y ocho............s 88 | Ciento treivta y cuatro...... 112
Noventa y nueve..,...ar..s.  H | Ciento treinta y cinco... ... 113
Ciento .. .... S . .+ 81 | Cjento treinta y seis...... e 114
Ciento uno......sevsess 000 92 | Ciento treints y siete.. ... veo 115
Clento dos.,eu.vv.v.n. venen 93 | Ciento treinte v ocho...ev... 116
Ciento tref...cv .o sras-s-ne- 94 | Ciento treinta y nueve....... 117
Ciento cuatro,.....,.. ve 0. 93 | Ciento cuarenta.,,...... +eov 118
Ciento einco..,....... «ovesr 98 ¥ Clento cuarents y uno....... 119
Ciento seis............. asee- 97 | Ciento cuarenta y dos....... 1la
Ciento siete..... «s..uvves.n 98 | Ciento cuarenta y tres....... 120
Ciento oeho...vvivvveinunas. 99 | Ciento cnarents y cuatro..... 121
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Sistema doodecimal.

Tiene las cifras siguientes

| 31 TP
Dos. v vinnes Cresbesnaas
Tres..voervannn
CRatTo . cr. i ecvnrannn-o saa-
Cineo..ve.varrass
Seis ., .

IEERE TR

e LR )

etendar = .

eesene e aa
1] 7 Y
OChe . cousvs rrvennraran-uan
NUBFE. 4 cavumresaranns PO
Diez..... tererasasacrrnarens
Onca . PR eeenan P
Doce ., iiivatrresibennananins
P rOCE.sssaaressnnnansnnnnns .

Crtorce. .. ovvve twero-nraas
Quinee.....ev...
Diex y seisg......
Diezyeiote....c. covsueanns
Diez y ocho......
Diez y nueve....
Veinte.,.uen..
Veinte yuno.....ovvvnnnvne.
Veinte ¥ doS.uuivovsinas ones
Veinte y tres........
Veinte y cuatro. ...
Veinte v ¢ineo..caae..
Veinte y seig.........
Veinte y siete..........
Veinte y ocho. ., ..
Veinte y 0Ueve....ovireran-.
Treinta......
Treinta y uno.. ...ivevee.s.

Ph-as e,

wkrBe Serrea

sreeRes an
avEbtadrnasna

Asansserentiun

cErree e
s et

T RN

esewy

nrannane 4

tre s ba L rasaty

Treinta y doB..e.uvevevernns

Treinta ¥ tTe3...uuieinveanss
Treinta y cnstro.. .. coe.oors
Treinta y eincc........... sen
Treintayaeis.....-..--..-..

Cincuenta y dos. ...

Treinta y siete......
Treinta y 0cho...vvisseuenn.
Trointa y 0UeVe..v.vvvvaanss
Cuarenta ...
Cuarenta y unc. «.....evrsrs
Cuarenta y doS.....c.evl.s,
Cuarenta y tres........
Cuarenta y cuatro..........,
Cuarenta ¥ ¢iDe0 v..cvveraes.
Cuarenta yseis.......... ..
Cuarenta y siete..,.eevue. o,
Cuarenta y ocho. ,....... .o
Cuarenta y nueve, ., .......,
Cincuenta, . vsisirnrrasrnnna
Cincuenta $ uno.......’.reue

xdsatran

E R R

R

Cinonente y tres .,.....0vees
Cincuenta y cuatro..........
Cincuenta ¥ ¢ineo ,...u.0uvus
Cinouenta ¥ 8eis., ..., ce0e0s
Cincuenta y siete,.,., .....:
Cincuents y ocha............
Cincnenta y nueve, .........
oL L
Sesenta y uno...,.. travcenire
Sesenta y dos. e, viuinnsaas
Besenta ¥ 6re8.cavsiaracesens
Sesenta y ouatro,,....ocnves
Besenta ¥ cineo...cves,seions
Sesenta yaeis..........00.e.

Hosenta y 8iet6. cv0aiiiarenn. |

Sesenta y 0cho...vvserresr o
Sesenta y nueve..,.%...c..0.4
Setenta.eie.s sinis ciraisss
Betents y i10.vvuncnressnes
Setenha.ydas..............-

:1,2,3,4,5,6,7,8,9,a, b,0.

31
32
83
4
35
36
87
38
39
3a
3b
40
41
42
48
44
45
48
47
48
49
4n
4b
50
bl

&
1 5]

BETERIZTEEE
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Setents ¥ 1T, 0veerivasenen 61 | Ciento DNEVE..evsrrevrrrases W1
Setenta ¥ cUAtTO. urvareesas 02 Ciento dieZ.. cvveecrerrsenens 92
Setenta y cinco..... terrnae. 83| Clento omee....eesivecicein,, 95
Setenta ¥ 80i8...4a000sva0e. .. 64 | Ciento doce.,.e.n.... crinea. 4
Setents v siete ......0vu.-. 65 | Ciento trece.. coveeenesvan 99
Setenta y ochos.eisas.0enaea 66 | Ciento catores ......... oo 6
Betenta ¥ nueve....v..--- v.. 87 | Ciento quinee......ovevnnes, 07
Ochents .......ceeseveeens.a 68 | Ciento diez y seis.c.ecvns.an. U8
Ochenta y Uno .. ..ece »vs..o 82 | Ciento diez y siete...oo..nn. 99
Ochenta v dos....ovaven. «oe.  Ba | Clento dies y ocho....coo. 00 M8
Ochenta v tres.............» 6b | Ciento diez y nueve..e..v.0vs  9b
Ochenta y cuatro........ veer 70 | Ciento veinte........ creree, 80
Ochenta y cinco........c..... 71 | Ciento veinte y uno........, al
Ochenta v 8818, ... civannns T2 | Ciente veinte v dos.......... a3
Ochenta ¥ siete.....e.ase0es 73 | Ciento veinte y tres...vvs..., a3
Ochenta ¥ 0cho ... ...s ++vss 14 | Ciento veinte y cuatro....... ad
Ochenta y nueve........ «oee 1B ¢ Ciento veinte y cineo........ 8o
Noventa.......... veesresess 16 1 Ciento veinte y seis, ...,.,.. ab
Novents y Uno.............. 11 | Ciento veinte v siete.....),,. al
‘Novente y dos... «.ev.vne 78 | Ciento veinte ¥ ocho...... «.s BB
Noventa y tres. .......e...r 12 | Ciento veinte y nueve....,.. aY
Noventa y cuatro,,........ «+ o ! Ciento treinta........e0.000s  0A
Noventa y cinco..... si1.+ess 1b | Ciento treinta y uno....,.... b
Noventa v seig. ....... vive. B0 | Ciento treiiita vdos.....,... hO
Noventa y siete............. 8l | Ciento treinta ¥ tres...., A 1]
Noventz y oeho........0e... 82 | Ciento treinta y enatro...,., h2
Noventa y nueve............ 53 | Ciento treinta y cinco.....,, .3
CileRto.. 0., vaevne consennns B4 i Ciento treinta y seis....... .. bd
Ciento uno.......-.. vevsness BB | Ciento treints v siete........ bB
Ciento d08...eeeeeeaseeeaeer 86 | Ciento treinta y ocho....... . bi
Ciento tres....... erreeensaes BT | Ciento ireinta y nueve,....., b7
Ciento cuatro.....vveves .. 88 | Ciento cuarenta..........u.

Ciento CiNco vrv.vurecseaerss B9 | Ciento cuarenta y uno....... b
Ciento 8618, .vuveeevsearaaes» 54 | Ciento cuarents ydos....... ba
Ciento siete......v.ecn.e-es. Sb [ Ciento cuarenta y tres ...... I
Ciento 06ho,..v.vsvesesn.oss 90 | Ciento enarventa y cuatro..... ()

RESUMEN.

¢Cuintas cifras tiene el sistema duodecimal?
Doce: 1, 2,38, 4,b,6,7,8,9,a, b, y la cifra locativa O.
#Cuél es el convenio del sistema?
Un 1 colocedo i la izquierda 6 cualquiera otra de las ci-
fras significativas vale doce veces mis que la igual contigua

6 supuesta 4 la derecha.
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APENDICE GENERAL A LAS LECCIONES V A XV

En toda lista de niimeros consecutivos empezados & con-
tar desde el uno, resulta lo siguiente, segin el sistema de
numeracién que se adopte:

La primera columna de la lista, 6 sea la columnsa de las
protoenas, estd formada por series repetidas de los digitos
de que consta el sistema, colocadas ordenadamente unas bajo
otras. Asi en el sistema cuaternario sélo se ven los digitos
del sistema unos bajo otros. ...........oiiiiii e,

La segunda columna, ¢ sea la de las deutenas, con-
tiene los mismos digitos, pero cada uno repetido tantas
veces como cifras tiene el sistema. Asi, en el mismo
cuaternario, bajo 4 unos hay 4 doses; bajo estos 4 doses
hay 4 ireses; y bajo los 4 treses siguen 4 ceros, y asi
sucesivamente .. ....... .. .. i .iieiiie e,

¥n la tercera columna, esto es, en la de las trie-
nas, se repite cada digito la segunda potencia del
nimero de las cifras;

En la cuarta columna se repiten Ia tercers po-
tencia;

En la quinta, la cuarta potencia... y asi sacesi-
vamente; de modo que en la columna de las trienas
del sistema cuaternario, bajo 16 unos hay 16 doses;
bajo estos doses, 16 treses; y bajo estos treses,
16 ceros, y asi continuamente;

En la columna de las tetraenas, bajo 64 unos
hay 64 doses; bajo los 64 doses vienen 64 treses; y
bajo los 64 treses se colocan 64 ceros, ete., etc.; .

La primera serie de los 4 unos, 4 doses y 4 treses de la
columns de las deutenas empieza frente al primer cero de la
columna de las protoenas; la primera serie de los 16 unos,
16 doses y 16 treses empieza frente & los dos ceros contigunos
de las dos primeras columnas, la de las protoenas y la de las
deutenas; S :

La primera serie de los 64 unos, 64 doses y 64 treses em-
pieza frente 4 los tres primeros ceros de las tres columnas de
las protoenas, deutenas y trienas;

te., ete. _
Y asi en todos los sistemas de numeracién escrita.(Véanse.)

P CUNROWN - OWE O WL QU0 O LD
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APENDICR ESPECIAL A LA LECCION ¥

El sistema binario parece haber sido usado or los chinos.
Un jesuita de Pekin comunicé 4 Leibnitz los siguientes sim-
bolés chinos, llamados por ellos la cova 6 lineacion, atribuide
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4 Fohi, fundador del imperio. La cove estd en los templos
de China y es tenida por un misterio.

—a— — —

S ———
——— . — g—

cero 1 cero 1 cero 1 cero 1
cero Cere 1 1 ¢aro cero 1 1
cero cero cero CeTOo 1 1 1 1

Las dos lineas cortas significan cero.

La linea larga representa el uzao.

Expresados estos simbolos conforme & nuestro convenio
binario, resultara:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 1ii;
tres ceros, uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siste.

Estos nimeros se leen en chino de abajo arriba.

Por consiguiente, estos simbolos son equivalentes de los
que en el sistema decimal se llaman el 0, bl 1, el 2, el 3, ol 4,
elb,elbyell.

Leibnitz asegura que existe otra cova que llega hasta 63,
Pero no hay ningun otro testimonio de ello; de modo que
solamente puede decirse que hay algin fundamento para
creer que los chinos desde hace muchos miles de afios tenian
idea del signo locativo, y, por consiguiente, de la aritmética
de posicion.

TWNO I . T e



LECCION XVI

Composicién de los guarismes por razén de sa ‘forma
eserita.—Andlisis del guarismo, né del numero.

La forma escrita es la condicién de! cdlenlo.

Uns vez adquiridas las ideas de uno y de pluralidad y
adem4s las de grados de la pluralidad, las operaciones todas
de la Aritmética dependen de la escritura.

Sin la pluma no es posible calcular (1).

El hombre no hace cdlculos hablando, sino escribiendo,

El poder de la palabra queda aqui subordinado al poder
de la escritura (2). .

Lios ojos y la mano son los sentidos del cdleulo; né los
oidos y la boca.

A excepcidn del primer grado de la escala de la plurali-
dad, todos los niimeros son conjuntos 6 agregados del 1.

Dos es igual 4 uno, mas nno.

(1+1==2)

Tres es igual 4 uno, mas uno, mas nuno.

{(1+14+1=8}

(1} o se olviden la8 tarjas andaluzas, los guipus perusnos, etc.; para
l1as morigjae se necesitan nd plumas, sino nevaias; para los encerados, ti-
na8, oto. : - .

(2”) No ag olvide el aparato de caleular inventado por el ciego,

Ni tampoco 8o clvide gque hay miquinas notabilisimas de calcular use-
das en los observatorios agtrondmicos, oficinas de estadistica, etc.; ete.’
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Cuatro, 4 uno, mas uno, mds uno, Mas uno.

(1+1+141=4)

Y asi sucesivamente.

Pero los nimeros pueden mirarse como conjuntos de con-
juntos, 6 agregaciones cualesquiera de sumandos (1). '

Mas, desde el momento en que estos grados se consideran
formados por grupos cualesquiera de sumandos, resulta ser
inmenso el nimerc de combinaciones con que se puede llegar
4 cada grado.

Esta composicién puede ser regular & irregular. Y la im-
portancia de esta ultima es de tal naturaleza, que 4 ella hay.
que concederle seccion aparte: la del sumar. -

Pero hay uns composicién caracterigtica de los guarismos,
sin cuyo conocimiento no se puede dar un paso en la ciencia
de la Aritmética.

Esta composicién es aquella que intimamente depsnde de
la forma escrita; es decir, del convenio que sirve de base 4 la
expresién de]l NUMERO por medio del GUARISMO.

En efecto:

Adoptado un sistema de numeracidn ¢cudl es 1a esencia,
el fondo, lo general de cuanto queda expuesto acerca de la
forma escrita?

Lo esencial es la composicién de grupos 6 conjuntos ajus-
tados 4 cierta ley de generacién; né ad libitum y caprichosa-
mente, sino de un modo especial, regular y escalonado as-
cendentemente; de tal modo que cada deutena valga mds que
una protoens, lo mismo que una triena vale mds que una
deutena, 6 que una tetraena vale mds que una triena, etcé-
tera, ete., ete. (En una palabra, todo sistema ha de estar
escalonado por potencies.)

Analicemos este modo de agrupacidn en un sistema cual-
quiera: en el quinario, por ejemplo.
En este sistema, colocamos solamente en el primer lugar

(1) Recuérdese gue se llama sumando todo numero que agregado 4
otro 1 otros contribuye & la formacién de un grado cunlquiera de la esca-
la de 1a pluralidad,
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(ademds del 1) el 2, el 3, 6 el 4: es decir, cualquiera de los
pequefios conjuntos de unos que pueden formarse antes de
llegar al quinto grade de la escala de la pluralidad; pues en
cuanto tenemos que escribir el quinto grado (4 gea el cinco)
ya nos es forzoso (por no haber en el sistema mds que cuatro
trazos 4 cifras), pasar al lugar destinado & las deutenas; y en
este segundo lugar tenemos que seguir escribiendo, mientras
los grados de la escala de la pluralidad no lleguen 4 cinco
deutenas (6 cinco grupos de 4 cinco); porque én cuanto tene-
mos ya cinco grupos de & cinco {4 sea veinte y cinco) ya nos
e8 forzoso trasladarncs al Iugar de las trienas, hasta legar 4
cinco grupos de & veinte y cinco (6 sea ciento veinte y cinco),
en cuyo caso ocupamos el lugar de las tetraenas... y asi suce-
sivamente. o

Ponemos, pues, ademds del 1, en el primer lugar:

- 2

Bl 3. . e raeinrinaanas

, PROTOENAS.
314..-....-...-......--..._.-o.-- -----

Ponemos en el segundo Iugar:

4 bien 1 conjunto de dcinco...covvies
4 bien 2 conjuntos de 4 cinco..... renen
4 bien 8 conjuntop de A& cinev..........
& bien 4 conjuntos de 4 cinco. fees

DBUTENAS.

Ponemos en el tercer lugar:

6 bien 1 conjunto de 5 cincos.........
6 bien 2 gonjuntos de 5 cincos., .,.... z
* | TRIENAS,

.

4 bien B conjuntos de 5 eincos.....,..
0 bien 4 oonjnntos 36 5 cincoB. v vess...

Y, asi sucesivamente, con los grupos de 4 ciento veinte y
cinco unos (tetraenas), ¢ de seiscientos veinte y einco unos
(pentaenas)... etc. .

Por manera que, dado un grado de la escala de ]a plarali-
dad y admitiendo todavia que tenemos que expresarlo por es-
crito en el sistema quinario, empezaremos por averiguar cusl
es la combinacidn mds alta que ese nimero contiene de gru-
pos de 4 cinco; :

6 bien de grupos de d cinco veces amco,

6 bien de grupos de 4 cinco veces cinco por cinco;

§ bien de grupes de 4 cinco veces cinco por cinco y por cinco;
_etcétera, ofo.; esto es, empezaremos por averiguar oudl es el
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nimero mayor de... pentaenas, tetraenas, trienas, deutenas ¢
protoenas que contiene el nimero dado en el sistema quina-
rio; 6 lo que es lo mismo, cudl es el nimero de... quintas po-
tencias, de cuartas potencms de terceras, de segundas, de
primeras que contiene el nimero,

Ejecutado esto, por ejemplo, con el niimero cincuenta y
ocho, ballaremos que este grado de la escala estd formade
en el sistema quinario: :

Por 2 grupos de & cinco cincos...,..., (6 sen 2359
Por 1 grupo de 4 cinco........ viries (OBEa 15t
Por1grupo ded tres.........,...., (6 sea 3 x 50§

por lo cual habremos de escribir ese niimero en el sistema
quinario déndole la forma de

213. .

1

y, ke aqui cémo el cincuenta y ocho POR RAZON DE BU FORMA
£SCRITA (O NOTACION) EN EL SISTEMA QUINARIO se compondra
forzosamente de los tres sumandos signientes:

200; dos trienas.
<+ 10; uns deutena.
+ 3 ¥ tres protoenas. )

——u

218 = (2 3¢ 25) + (1 3¢ 5) + (3) = (2 > 5%) + (1 3¢ BY) + (3 5<5%)

A ——

descomposicién capital, d causa de la notacion 6 forma del
guarismo, del grado cincuenta y ocho de la escala de la plu-
ralidad en el sistema quinario. :

Pero si trabajésemos en el sistema decimal ese mismo
NUMERO se descompondria en la siguiente suma de solos
dos sumandos.

" B0 ; einco decenas ¢ grupos de 4 dies,
<+ B ; ocho unos.

——

B8 = (5 3¢ 10) -+ (8) = (B 3 101) -+ (8 < 100)

Y, si escribiésemos el mismo grado de la pluralidad 58 en
otros sistemas de los estudiados hasta ahoi‘&, obtendriamos
agrupaciones como las signientes:
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{100 000 ; 1 hexaena, ¢ grupo de treinta y dos,
10000 ; 1 pentaens, 6 grupo de diez y seis.
s 1000 ; 1 tetraensa, & gruopo de oche.
Bixario...... i0 ; 1 deutena, & grupo de dos.

111 010 == 32_‘-0- 18 + 8 + 0 + 2 4+ 0
e == (1 233 (15 24 1< 25) 4 {024 22)4+-( 1 3¢ )40 2 20)

2000 ; 2 tetraenas, 6 2 grupos de veinte y siete,
10 ; 1 deutena, o I grupo de tres. ‘
i ; 1 protoena, 6 sea uno.

TERNARIO. ¢ v o[ o o n
2011 =227+ 0 +(1x3 + 1
= (8 = 9% + (03 82) + (1= 31 4 (1 ¢ §0)
300 ; 3 trienns, &3 grupos de diez y seis,
20 ; 2 deutenns, & 2 grupos de 4 cuatro.
CUATERNARIO. 2_, 2 protoenas, ¢ 1 grupo de dos.

322:(3><16)+(2x4?+ 2
= (B> 49 4 (2 4l) - (2 49)

Siempre es posible este género de descomposiciones en
sumandos escalonados por productos de potencias; esto es,
escalonados conforme al convenio de los sistemas de nume-
racién; por ser un caso particular de una propiedad general
tan importante como evidente; 4 saber:

Todo NUMERO contiene & otro més pequefio cierto niimero

de veces
exactamente
& con sobrante.

Asi el ntimero 20 se puede dividir en 20 sumandos de & 1
sin sobrante:

1+1+14+14+1+14+141l+1gl+tqgl+talalsrltlaeslalql
6 bien en 10 sumandos de 4 2, también sin sobrante:

(A1) (1) + 1+ D+ (141 + 1+ D+ (141 {1+ 1)+ 1+ 1)+ (1214 (1+1)
=2 4+ 2 + 2 + 2 + 2 4+ 2 + 2 4 2 4 2+ 2

o en 6 secciones de & 3, con un sobrante de 4 2

(1+1+10)+1+1+1+ 1+l D+ A+ 1D+ L+ 1+ )+ 1+ 1+ 13+ [141]
= 8 4+ 8 + 83 + 8 + 8 _ 4+ 8 + 2

-

6 bien en 4 de 4 D sin sobrante

(Al4iel+D)+1+1+14+ 14D+ Q4141014+ (1414 1+141
e 5 . 3 b 4 ! 5 i
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4 bien en 3 sumandos de 4 6, eon un sobrante de 2

(1+l+1+1+1+1)+(1+1+1+1+1+1)+(1+1+1+1+1+1)+‘[1+1}
= 6 + - 6 -+ 6 4+ @

4 bien en 2 secciones de & 7, con un sobrante de 6.

(1+1+1+1+1+1+1)+(1+1+1+1+1+1+1)+{1+1+1+1+1+1)
== T 7 3

4 + 6
Ete., ete., ate.

Por consiguiente:

Dado un grado cualquiers de la escala de la pluralidad,
este nimero contendra

exactamente
& con sobrante

alguna de las agrupaciones regular y normelmente escalona-
das (por productos de potencias), constitutivas de los suman-
dos de los sistemas de numeracién: esto es; contendré

exactamente
0 con sobrante

protoenas, 6 dentenas, 6 trienas, ¢ tetraenas, § pentaenas,
etcotera.

Es decir, en el sistema quinario,
conjuntos de & cinco;
6 de 4 cinco por cinco (B%);
6 de 4 cinco por cince y por cineo (531,
6 bien, si operamos en el septenario,
conjuntos de A& siets;

6 de & siete por siete {7%);
& de & siete por siete y por siete (?5..,

6 bien, si calculamos en el decimal,

&njunt.oa de dieces; .
& de dieces por diez (10%),
4 de dieces por diee y por diez (103}

Y asi de los demds sistemas.

S8i el grado de la escala dado, contiéne

exactamente

un numero digito de dodecaenas, undecaenas, decaenas, ste...

»
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se escribird ese digito seguido de los ceros correspondientes;
pero, si no contiene exactamente, sino

cou sohrante

alguna de las altas agrupaciones regunlares (dodecaenas, un-
decaenas, decaenas, eneaenas, etc...), entonces, después de
escribir el digito de dodecaenas, undecaenas... que guepan
en el niimero, averignaremos del mismo modo si el sobrante
contiehe 4 su vez .

exactamente
& con sobrante

¢

alguna de las agrupaciones inferiores... Y asi procederemos
sucesivamente slempre que nos resulten sobrantes, hasta lle-
ger 4 las protoenas O cifras del primer lugar.

De aqui resultan las dos importantes proposicjones si-
guientes: :

1.* Todo grado de la escala de la pluralidad, por razén
de su forma escrita, se descompone en tantos sumandos cuan-
tas sean las cifras con que el ndmero estd escrito (1).

Y 2.*# Cada sumando consta de un digito seguido de tan-
tos ceros como cifras tenga el digito 4 su derecha.

Hegamos, por tanto, aplicaciones.
En ol sistema decimal el guarismo tresciefitos cnarenta y
ocho
348

T
se descompone ex los tres sumandos

80O
+ 40 - ; .
+~ 8

848
cada uno de los cuales contiene un d:igibb (esto es, una cifra
siguificativa, bien sdlo, 6 bien seguido de tantos ceros como
cifras resulten 4 la derecha). ' .

; s

{1) Be oimpgm los ceros.
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En el mismo sistemsa decimal
594 856
se descompone, como sigue, en 6 sumandos:

800000
90000
4 000

800

50

5

LRI

894 856

En el sistema quinario el guarismo

842

(que vale tanto como 97 eu el sistema decimal) se descom-
pondra en los sumandos siguientes:
¥ g

300 = setenta y cinco
+ 40 = veinte
+ 2= dos

842 = noventa y siete
En el sistems duodecimal el guarismo
124

{que corresponde al 172 de! sisteme decimal) se subdividirs
en los tres términos sxguxentsr

100 = omnto cusrenta y cuatro
"+ 20 == veinte y cuatro
+ 4 = cuatre

124 = ciento setenta ¥ dos

Y asi respectivamente de los demss sistemas.

De donde resulta el enunciado que sigue: T

Un sélo y mismo grado de la escala de la pluralidagd, se
-descompone por causa de la NoTaCION, en sumandos, que son
diferentes de un sistema de numeracién 4 otro.

Por consiguiente:

Todos los sistemas de numeracidn son rétodos de forma-

cién de sumandos, generados conf‘orme al oconvenio de que-
TOMO 1. 20
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cada digito valga en la izquierda m4s que inmediatamente 4
la derecha tanto cuantas cifras hubiere (en el respectivo sis-
tema de numeracitn):
O bien: ‘
Todo guarismo es:
1.° TUna suma de tantos sumandos como cifras significati-
vas hubiere en el guarismo;
2.° Estos sumandos aparecen escritos de mayor 4 menor,
empezando por la izquierda; :
8. Cada sumando es ur producto de dos factores;
4.°> Un factor es uno de los digitos;
0.° Y ol otro factor es una potencia del nimero de cifras
del sistema de numeracion en que se opere.

Los antignos griegos temieron que su sistema de nume-
racién escrita pudiera no permitirles algnin dia eseribir todos
los nimeros posibles, y 4 remediar esta deficiencia consagra-
ron su inventiva hombres de tanto genio como ARQuiMEDES y
A PoLOXNIO.

A nosotros los modernos no puede molestarnos semejante
preocupacisn. :

Nuestro admirable sistema de numeracidn escrita bastard
siempre para todas nuestras necesidades aritméticas; porque
con él podremos siempre simbolizar todos los nimeros posi-
bles, aun cuando no nos sea dable formarnos idea adecuada
ni eoncepto siquiera aproximado de lo que representan nues-
tros guarismos de gran nimero de cifras (1). =

.

RESUMEN,

‘Odn;o ge descomponen los nimeros por razdén de su for-
ms escrita?
‘En sumandos.

i n cudntos?
kn tantos cuantos digitos tenga el guarismo. (Se excep-
538, pues, lov ceros.) , S
S to vale cada sumandof
(1) Véuse el Apéndice de esta Leccion,
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Lo que valga cada digito seguido de tantos ceros como
cifras hubiere 4 su derecha. (Se ircluye la locativa.)

¢Esta clase de descomposicién es dependiente del nimero
< del guarismo? o

Lo es del guarismo, no del niimero; pero el nimero ad-

mite siempre las descomposiciones del guarismo.

gI'auego giempre es posible?

i

iPor gué? ) \
Porque tcdo nimero contiene 4 otro MENOR cierto nu-
mero de veces, exactamente ¢ con sobrante. .
¢Luego los sumandos que por razén de su forma escrita
integran un nimero, son diferentes de un sistema 4 otro?
- Evidentemente.
£Qué es, pues, todo guarismo? :
. Una suma, cuyos sumandos se ajustan 4 las reglas de los
sistemas de numeracién.
¢Y qué es todo sistema de nmmeracidn?
Un método de formacién de sumandos ajustados & la ley
de la notacidn.

APENDICE,

No cabe dar razon de los fendmenos mas familiares sin
recurrir 4 guarismos de gran nimero de cifras, de cnyo va-
lor aritmétice, sin embargo, no podemos jamis formar con-
<epto ni aproximado siquiera.

De un ladd, necesidad de grandes guarismos; de otro, im-
posibilidad de concebirlos.

Evidenciar en estilo jocoso este doble inconveniente de
los computos es el objeto de los articulos titulados Los billo-
nes y Los glébulos de la sangre, insertos en una obra mia pu-
blicada con el titulo de En el umbral de la Ciencia. Hé aqui
lo principal de esos articulos, cuyo tono festivo tal vez con-
tribuya 4 dar amenidad & nuestras graves lucubraciones nu-
méricas, no reiiida ciertamente con la seriedad cientifioa,
segun lo han demostrado cien y cien veces cuantos autores
han escrito de «Recreaciones aritmeéticas». '

LOS BILLONES

—jQuién fuera millonario!—oimos decir con suma frecuen-
cia 4 los que a.ganas tienen, porque los millonarios no lo di-
cen. Y, sin embargo, todos somos BILLONARIOS,

i Verdaderamente somos billonarios!

En la sangre existen unos globulillos tan.diminutos, que
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en un milimetro cubico caben nada menos que cuatre millo-
nes. Se entiende, si la sangre es de hombre, pues si fuera de
camello cabrian hasta 10 millones; ¥ si de cabra, 18, La cor-
pulencia del animal no tiene nada’que ver con ls finura nj la
densidad de la sangre.

Todos saben que existen esos globulos; pero iqué pocos
los han visto! ;Cuin pocos se imaginan su exigiiidad! ;Quién
su nimero?

Pero en este siglo de los portentos, no ha querido Mr. de
Malassez que el problema quedara sin solucién, y, por medio
de ur tuby capilar achatado, y de un microseopic cuyo ocular
se hallaba dividido en reticulas de dimensiones conocidas, ha
llegado 4 contar con perfecta exactitud el nimero de esos
seres misteriosos,

Suponiendo que el hombre encierre en su organismo has-
ta 12 litros y medio de sangre; como cada litro contiene un
millén de milimetros ewbicos, y como cada milimetro eibico
encierra cuatro millones de glébulos, resulta que en el hom-
bre hey

12 1/4 >< 1000000 >< 4 000 000,
“= 30 000 000 000 000

—iCincuenta billones de glébulos!

—Pero, ¢qué es un billon?

A cada instante de nuestra existencia tenemos que habér-
noslas con BiLLoNES, Somos billonarios ¥ inadie sabe lo que
es'un billdn! .

—iHombre! No. Un billén es.1a unidad seguids de doce
ceros:

1 000 000 000 000
i Ya! .

Pero es el caso que ese guariamo representa una nocién
tan obscurs, que solamente recurriendo 4 espacios de tiempo
considerables y 4 fiaciones extravagantes de la imaginacion

es como podemos empezar & asombrarnos de lo que eso es..

Una veterana revista inglesa, Nautical Magazine, demuestra
que si se hubiese encomendado & puenozs muy listos é indus-
triosos la tarea de construir gotas de agua, encargando & cada

operario el colocar en el orden convenmente un millén de mo-

leculas por segundo dp tiempo, sin serle nunca permitido pa-
rarse, ni descansar, ni dormir... cada uno de los tales dnendes
necesitaris 10 millones de afivs para termivar una gotita de
lg capacidad de un milimetro ctibico, y cinco billones de afios
para llenar una botella de medio litro de capacidad.

Yo me acuerdo de que, estando en la_escuela—hace yn
bastantes semanas—un ayudante me hacia esoribir .cant‘id{n-
des de 20 y 30 cifrag—;tantas cusntas en la pizarra cabjan!—

L]
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¥ yo me gquedaba como unas cagtaiiuelag gia alegre y satisfe-
cho cuando, sin tropezar, leia un guarismo que empezaba,
v. gr.: 241 000 érillones.:. (Pobre de mi! {Qué ajeno me halla-
ba yo entonces de sospechar que no estaba haciendo otra
cosa que poner nombres & indescifrables enigmas!

—————

¢Habrd alguien que se imagine saber lo que es UN BILLAN?

Hace afiog corrid por los periddicos la graciosa computa-
cidn sigujente, que, por su ingenio, no debe caer en el pozo
del elvido.

Tmaginemos una persona de lengua tan expedita y pro-
nupciacién tan clara, que pueda contar 100 nimeros, segin
la serie de los ntimeros naturales, diciendo muy de prisa 1, 2,
3, 4, b, 6... sin omitir nunca ninguno, ni pasar nada por alto.
Imaginemos también—-contra lo evidente—que siempre in-
vierta el mismo tiempo que es pronunciar 1, 2, 8, 4, b... en
decir, por ejemplo, 27 891, 27892, 27893... y tendremos,
que 81 en cada minuto dice 100 nimeros, en cada hors dird:

, 60 >< 100 = 8 000,
Y en cada dia -
; 6000 3 94 == 144 000.

Pues s;dmitamns que llegue cuotidianamente hasta 200 000.
Entonges en eada afi. dird

865 »<"200 000 == 73 millones.

Echemos por largo, que para todo da la vifia, y conceds-
mosle al afio hasta 100 millones. Y, asf, en 10000 afios lle-
gars & ‘

10 000 » 100 millones = 1 BILLON.

Y ahora entra lo jocoso, que hasta este momento o habia
" aparecido, ' '

Entre los-locos que andan sueltos porque no muerden, se
hallan los fabricantes de eras y"de cronojogias. Segin la
cuenta de algunos buenos de estos ssfiores, no hace 8000
afios tydavia de la creacién del mundo; por manera que, si
nuestro padre Addu no se hubiese muerto ain, y jamds se
hubiera ocupado mds gue en decir niimeros sia saltar nunca
ninguno, y sin comer, ni dormir, ni descansar, ni distraerse
en ocasidn ninguna ni por ningin motive-ni aun por la ten-
tacién de la manzana,—todavia necesitaria mds de 2 000 afios

pars llegar & decir un millén de millones, ¢ sea UN BILLON.
;s unidad seguida de doce ceros!

1000 006 000 600
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Hay un modo raro de contar en que no se cuenta, y sin
embargo, se mide. El habituado 4 las grandes reuniones dice
sin eqlivocacién al entrar en un teatro muy concurrido:
«Hoy hay mds gente que snoche» (¢ menos, segin). Y, aun-
que el inteligente no se equivoque, claro es que este modo de .
computar no satisfaria 4 ninguns empresa, y de ahi lo nece-
sario de una buena contabilidad.

Un cantante reproduce sin error la escala de las orquestas-
v, si lo hace con toda exactitud, su garganta ha de ejecutar
precisamente:

para el do 522 vibraciones por se.g:undo.

para el re B8I 1/, » »
pare al mi 6521/4 » » .
pera el fo 696 » »
para el sol 733 » »
para el la 870 » »
para el 8i 9861/, » »

Si el cantante produce mds 6 menos vibraciones por se-
gundo, los oidos inteligentes notan en seguida gue se ha subi-
do, 6 se ha bajado; y los instrumeantos de los fisicos cuentan
exactamente ol nimero de vibraciones en que consistic la fal-
ta 6 el exceso.

Asi, pues, la sensacidn del la de las orquestas no es sim-
plemente el conocimiento general de que fuera hay MoviMIEY-
TO, VIBRACIONES, sino el conosimiento conecreto de que el ni-
mero de vibraciones es jcosaadmirable! de 870 cada segundo;
es decir, gue cuando de fuera conmueven mi oido 870 pulsa-
ciones, digo que oigo un la: si lo conmueven 783, digo que
oigo un gol; 81 522, un do; si 696, un fa, ete. Verdaderamente
el oido no cuenta, pero siente el batallén de pulsaciones como
coujanto;-y sabe apreciar perfectamente cuinde ese conjunto
es 1 mitad 6 el doble que otro conjunto de pulsaciones pre-
cedente 6 siguiente; 6 bien los */, 6 bien los ¥/, ete.; al modo
con que podemos decir que un telego de monedas pesa la mi- -
tad, 6 el doble, 0 el tercio que otro, sin necesidad de conocer
el nimero exacto de monedas contenidas eu ninguno de los
dos. La rELACION, pues, puade sernos perfectamente percep-
tible, siendo del todo desconocidos los nireros absolutos so-
bre que recase el juicio en que la relacidn se apoys.

Pues, coMo FUERA DE N0BOTRoS 108 fendémenos de la luz
. son pulsaciones del éter, sucede con nuestros juicios referen-
tes 4 ellas Jo mismo que con las referentes al sonide. El ojo
distingue las relaciones existentes entre ellas, y las llama,
segin los casos, ‘ .

violeta, emerillo
{adigo, DATAN) ado y
azal, rojo, .

- verde,
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Pero, asi como los fisicos de Ia acistica no se han conten-
tado con el conocimiento de conjuntos y relaciones que deja-
ba satisfechos & los misicos, antes bien, por muchos métodos
distintos han contado las vibraciones correspondientes & cada
nota musical, de! mismo modo los fisicos de la optica no se
han contentado con el conocimiento que del colorido tienen
los grandes poetas de la pintura; antes bien, por muchos
métodos distintos haun contado las vibraciones de la luz co-
rrespondientes 4 cada color, y se han encontrado con que las
undulaciones etéreas son, no ya centenares ni millares como
para el sonido, sino siempre considerable nimero de BILLONES.

Sigamos. :

Todos, de niflos, hemos andado detrds de la cocinera has-
ta obtener un poco de agua de jabin en una jicara, regular-
mente sin asa (en los experimentos de fisica debe resplande-
cer la economia). Antes nos habiamos procurado un canuto
de cafia, abierto por sus dos extremos & costa de algunos
arafiazos y de unos cuantos millones de glébulos de sangre;
que la letra con sangre entra, y no se cogen trughas sin re-
mojo. Pues, provistos de tan complicados aparatos cientifi-
cos, nos hemos puesto al baledn, no sin enredar en'sus hie-
rros los pies; y alli hemos estado haciendo pompas de colo-
res, y llenando de agua de jabdn & los transeuntes, hasta
agotar el contenido de la jicara, que siempre tenia fin antes
qie nuestras ansias de soplar. ;Vilanos Dios, y qué poco sa-
bian'los entonces que estdbamos haciendo ciencia por todo lo-
alto! ' '

La pelicnla de ia pompa de colores no se rompe mientras
tiene el grueso de una cienmilésima de milimetro. Los 4pti-
cos ¥ los gedmetras lo demuestran, y no hay més que oreer-
lo. Con agua pura no pueden formarse pompas de colores;
pero, agregando al agua su centésima parte de jabén, ya
adquiere el liquido la viscosidad necesaria para el entreteni-
do experimento.

Supongamos que haya una sola molécula de jabén en Ia
pelicula de la pompa de colores al tiempo de romperse, y cla-
ro e8 que esta molécula serd la

~

-

-l-;—opqrte de 101:00 de milimetro;

de manera que en un milimetro lineal podrian ocolocarse en
fils, cuando menos, 10 millones de moléculas de jabon; y en
el milimetro edbico cabrian '

10 000 0008 == 1 000 000 800 904 000 000 000 ‘
la unidad seguida de 21 ceros. )

4
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iMIL TRILLONES de moléculas de jabén!

;iOh, t4, sabio pasante, gque en la escuela me hacias hacer
aquellos endemoniados ejercicios de lengua 4 la pizarra, tan-
to mayores y primorosos cuanta més larga era éstal JQué se-
ria de mi ahora gin tu previsora gimnasia? Yo te estoy suma-
mente re...co...no...cido...

Pero gde qué? 4Sé yo acaso lo que es un trillén?

Después de bien reflaxionado todo, te retiro mi explesién
de gratitud. '

La molécala de jabdn no es un cuerpo simple; antes bien, .

results soberanamente complicade. En la cuticula de mis
pompas de colores habia ciertamente al desgarrirse

| soam, compuesta de. ., .. l so?dd;‘;no

. i ocarbono-
dcido estedrico, de......; bidrégeno

. l oxigeno

jabén compuesto de. . . _ earbono
#cido margirico, de.. ... { hidrégeno

: oxigeno

- carbono
dcide oleico, de.........; hididgeno

Nides 1 oxigeno

. régeno
vagua,de... ..., oxigeno.

$Qué tamafio debemos asignar 4 los componentes de sodio,
carbono, hidrégeno y oxigeno? Si antes teniamos trillones,
;qué nos saldrian shora? ' !

En virtud de atendibles consideraciones, estiman los que
creen en 1as moléealas que en un milimetro ‘lineal caben eh
fits 100 millones; de modo que el milimetro cibico debe con-
tener {no hay que asustarse) :

N +

uh cuatrillén
1,000 000 000 000 000 000 6O 000

jla unidad segnida de 24 ceros! . v

;Y estdbamos hablando de billones! ;Ux srirén! ;Bah!
iQué insignificancia! No me vuelva Ud. 4 hablar mds de bi-
llones en todos los dias de su vida.

¢8i? Pues, por dar & usted gusto, tijerotas han de ser.

Las cosas no son lo gue parecen. : ‘

Una aguja penetra hacia el interior do mi epidermis: fue-
TA, MOVIMIENTO: el mi conciencia, poLox: lo gue en mi pasa
no es lo mismo que en la aguje: & la aguja nade le nyuELz.

-
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Una cuerda de una guitarra vibra, es decir, est4 animada
de rapidisimos movimientos de vaivén, que veo con los ojos,
que siento con mis manos; sien la cuerda pongo 4 caballo
una tira de papel doblada, el improvisado jinete es despedido
irremediablemente y va al suelo. Fuera, MOVIMIENTO: en mi
conciencia, sensacién de sonipo: yo oigo: la cuerda no oye.
Lo gue en mi pasa, no es lo mismo gue en la cuerda.

Una flor despide menudisimas particulas arométicas, que
bombardean mi érgano olfatoric. Fuera, MoviMIENTO: en mi,
sensacién agradable de aroma: en la flor no hay tal agrado.

EI éter vibra, como el aire, 6’ andlogamente. En verdad,
nadie ha visto esas vibraciones, como se ven las del sonido;
pero con los ojos de la inteligencia no podemos negar nues-
tro asentimiento & la teoria de la undulacién. Fuera, excur-
siones de vaivén del éter; es decir, MOVIMIENTOD; en mi, sen-
sacién de LUZ ¥ de COLOR. '

Hé aqui los cldsicos numeros de Fresnel.

El total de vibraciones durante un segundo es

€ ]

para el rojo.... == 497 000 D00 000 000
» paranjado. = 528 000 000 000 000
» amarillo... = 559 000 000 000 000
» verde..... = 601000 000 000000
» azul.. ... == 645 000 000 000 000
» indigo ... = 686000 000 000 000
»  violeta.... = T8 000 000 000 000

Asi, cuando 497 billones de sacudimientos vibratorios del
éter impresionan por segundo nuestrs retina, decimos que ve-
mos royo, cuando 528 billones, amarillo... etc.

——

Los fenomenos naturales no podrian explicarse suponien-
do solamente diminutisimas las moléculas gaseosas; hay,
ademds, que imaginarlas dotadas de movimientos erormes,
vibratorios y translaticios; y diferextes para diferentes gasdes.
Segiin los cdloulos de Clausius, las moléculas del hidrégeno
se mueven con una celeridad de 1844 metros por segundo.
La velocidad de un tren de ferrocarril es de 15 solamente: la
de los dltimos proyectiles ds los cafiones es de 700. Caletlase
que el libre trayecto de una de estas molécnlas, en el estado
comin gaseopo, e8 como unas 5000 vepes el didAmetro de lo
moléenla misma: y que e! nimero de chogues de una moléou-
1a de oxfgeno con sus compafieras, debe ser de 7 646 mjllones

r segundo. La tensidn de los fluidos gaseosos es la comple-
3& resultante de los choques de esos corpiusculos gaseosos con-
tra las paredes de los vasos que los contisnen. Egn un eilindro
de vepor, la presién contra el émbolo egla sauma de los cho-
gques gue de las moléculas recibe: si se dobla en ol mismo ci-

TOMO 1, i 21
+ .
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lindro el numero de corpisculos gaseosos, recibird el émbolo,
en el mismo tiempo que antes, doble niimero de golpes, etc.

Ahora bien: en un recipiente llenc de abejas, éstas no po-
drén apenas moverse; pero sl 8e las va extrayendo hasta que
en el vaso queden muy pocas, estas pocas no se estorbarin
mutuamente tanto como antes, sino que ya podrin volar con
celeridad suma y golpear con gran violencia las paredes que
las retienen encerradas.

Esto es lo que ha hecho Crookes con las moléculas gaseo-
gas en sus famosos tubos. Por medio de una bomba pneumdti-
ca especial hdce el vacio en esos tubos hasta ans millonésima
de atmdsfera; rediicese asi asombrosamente el nimero de los -
antes inevitables choques; la trayectoria libre de cada mo-
lécula es, por lo tanto, muy larga y rectilines; y, entonces,
ayudando la accidn eléctrica, aparecen fendmenos de Luz, de
caLor y de MOVIMIENTO, que confirman sorprendentemente
las ideas admitidas acerca, no s6lo de la pequefiez de las mo-
léculas, sino de la prodigiosa energia de sus veloces movi-
mientos. '

Todo cuerpo constantemente golpeado, se calienta, Pues
en los tubos de Crookes el bombardeo de las moléculas funde
instanténeamente los metales, el platino inclasive; poue lu-
minosas las paredes de los vidrios golpeados, y mueve ruede-
citas de paletas construidas al efecto. Para estos fendmenos
de luz y de fusién vuelven & aparecer, como condicién im-
prescindible, los obscurisimos BiLLoNxs.

Siempre, siempre estamos entre dos infinitos; el infinita-
mente grande de los espaclos celestes, y el infinitamente pe-
quefio de los diametros y de las distancias moleculares.

e

Verdaderamente n¢ tenemos ni ann idea de los numeros
grandes.

Sabido es que en los Estados Unidos habia en Tesoreria
en 1888 un sobrante de

150 mpillones de duros, -

de que los yankees no sabian qué hacer. ;Enorme suma sin
empleo, insensatamente arrancada 4 la produoccidén por el pro-
teccignismo norte-americano! jIndtiles millones encerrados
en las hovedas de la Tesoreria federal! -

"«jQue me los traigan!>—oigo ya decir 4 alguno con las
narices no tan largas como su vodicia.~—Pero jcudl no seria la
sorpresa de este honrado codicioso, »si le ‘dijers alguna de
aquellas fantdstioas magas de los cuentos de nifios: <Tuyos
s0m, Bl cuentas en un afio nua 4 una las monedass.
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A principios del afto de 1883 fué necesario hacer el re-
cuento de esos 150 milloues de duros, y_la tares ocupo me-
ges 4 veinte y cinco hombres expertos. Y cuenta que existian
en billetes 25 millones de duros y que los peritos los contaban
é razdn de 5 000 bilietes por hora. El oro no se con_tpbs, sino
que se computaba al peso. Los duros en plata taml?mp' 56 con-
taban por sacos... La dificultad del recuento consistié en ha-
ber 10 millones en plata menuda, los cuales exigieren tres se-
manas.., Si los 10 millones hubiesen estado todos en pesetas,
un solo hombre habria necesitado tres sfios para contarlas.

Né: nosotros, billonarios, no nos hacemos cargo de 1o que
o8 una cosa repetida un gran ndmero de veces.— En los Esta-
dos Unidos ha inventado.un constructor de cajas de hoja de
- lata un procedimiento pars ahorrar una gota de soldadura en
cads caja; y, como la mdquina suelta botes por millares, el
ahorro diario de estafio realiza una economia de 16 duros.
Indudablements, el pensar remunera. El salir de la rutina,
paga bien.

-

——

N¢: no sabemos Jo que son los grandes nimeros. Para ayu-
dar al concepto imaginative, hubimos antes de recurrir a la
idea de TIEMPO, y supusimos que nuestro padre Addn no se
habis muerto de fastidio contando

- 1 000 000 000 000

Paro es el ca30 que la idea de los grandes tiempos tampoco -
108 s concebible. ‘

4Qué es

1060 000

de afios? Parece que este numerillo (ya que tratamos de bi-
lones) debe ser una idea accesible 4 la imaginacién. '
- Pues nd: traduzcamos ese Tiemro en rspacio. Por ejamplo:
Sapdnese que algunas estreilas se hallan 4 tan enorme dis-
tancia de nosotros gue su luz tarde en llegarnos un willén de
eftos. [Bien pudiera suceder que en ese tiempo hubiese pere-
cido el aatro cuya luz nos hece pl honor de entrar ahora por
nuestros telescopios! Pero no pensemos en la muerte (que eso
da ganas de llorar). Caloulemos en kilémetros (que es lo que
ahora haoe al caso) la distancia 4 que se encuentra ese lejano
sol, retirade filoséficamente alld en el abismo de los cielos.
La luz camine 4 buen paso: 300 000 kilémetros por segundo, '
que no es poco correr (de aqui 4 los antipodas no hay més
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que 6 370). Pues un céleulo bien ficil nos hard ver que la dis-
tancia entre esa esirella y nosctros es de més de

9 millones de billones de kilémetros.
9 460 800 00C 000000 000 (1),

Y esto sin contar los dias intercalares de los afios bisies-
tos. ¢A qué? jNo da lo mismo? ;Quién se forma imagen ni
concepto de semejante longitud? o

Né: nosotros BILLONARIOS ni aun imaginsmos siquiera los
grados algo creciditos de ]a escals de la pluralidad.

La cantidad pagada por Francia & Alemania, como in-
demnizacién de la guerrs franco-prusiana de-1870, fué de
5 000 millones de francos. No llega ni con mucho 4 la quinta
parte el ndimero de minutos de la Era Cristiana hasta 1870 (2).

(1) . ‘ . TUn dia tiene 24 horas.

cads hora 60 minutos.
1440
cada minuto. 60 segundos,
. 86400 .
un silo tiene 365 diaa. -
482000
518400
255200
' 81536000 ° '
l1a luz anda por segnndo  B0X000 kilémetros.
‘ , 9460800000000
1
recorre, pues, en nn millén de dfios 9460800000000000000
iUna frioleral 9 trillones y... un pioo de billones!!
(2 Un dia tiene 24 horas,
S . : > 60

Un dfa tiene 1440 minutos.

7200
8840 .
4890

!' : w}

525060 minntos.
80 -

Un sfio tene
58817900
AX07680 :

526560

' La Era Cristiana hasta 1870 tiene l M minutos.
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v

VYalor absolate de las cifras. — YValor relativo.
Valor correiative.

.

En todo sistems, los primeros grados de Ia escala de la
pluralidad se escriben con trazoe 6 cifras, que, en absolnto,
y 8in recurrir 4 convenio ninguno respecto 4 la significaciéon
locativa, tienen representacién numérica, por no depender de
ningin convenio la idea que simbolizan;y, as{ que se han ago-
tado esas cifras destinadas al primer lugar (1), se recurre al
convenio, en virtud del cual cada 2ifra colocada 4 la izquier-
da vale mds de lo que valdrie colocada en el inmediato lugar
4 la derecha, tantes veces cusntas cifras tiene el respectivo
gistema de numeracién. —

¥

{1) Los sutores dicen sunidades de primer orden, unidades de segundo,
orden, unidades de terceros..., ete,; pero ya hemos visto que la voz wnidad
tiene en matemiticas dos acepeiones: 1.* Lu de primer grado de la escela
de la pluralidad, 2.* La de médulo, . . .

8i ahora se admite esa otrs acepsién, tendremos que:

8.* Unidad significa también «cifra en determinado lugars,

Pero eats dltima acepcién no es absoluta, puesto que depende del sis-
tema de-nnmeracién adoptado; y, asi, en e} sistoms decimal Ia iden de dien
coutiene una sunidad» %1 ) del segundo orden, mientras que en el sistema
quinaric contiene dos (30). En Aritméticn purs no deberia, pues, decirse
«unidad de tal orden», sino «cifras de tal ordle)n. Veromos que en la «Aril-
mética modulars pod.r]n tal vee pasar esa expresidn en el sentido concreto de

«UTRIDAD-MODULOS,

Jero no es de esperar que la palabra unidad deje de emplearss en esta
tercers noepeidm, - '
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Por esto se dice que las cifras tienen dos valores:

uno absoluto,
¥ otro relativo (1),

El valor absolato es el de cada cifra como protoena, inde-
pendientemente de toda combinacién locativa.

El valor relativo-es el de cada cifra como deutena, ¢ trie-
na, tetraena... esto es, el valor dependiente de la colocacion
respecto de las protoenss; 6, de otro modo, el valor relativo
es el de cada cifra, como multiplicador é coeficiente de algu-
na de las potengias del niimero de cifras que tengs el sistems
de numeracidn.

Generalizando la idea dada en la Leccidn 1V, diremos:

Lldmanee digitos aquellos grados de la escala de la plu-
ralidad que se expresan por medio de una sola cifra en sn
valor absoluto, )

Y lldmase tambidn «digitos» 4 las cifras de cada sistema,
exceptuando el cero. ) o

Cada sistema de numeracién tisne, pues, tantos «digitos»
como cifras significativas. ' :

Asf, el decimal, tiene nueve:

1,%,8,4,586,7,8,9.
El sistema undecimal, tiene diez:
1,2,8,4,5,6,7.8, 9, a.
El duodecimal, once:
1,2,8,4,56,7,8,9a,b.
El sistema quinario, tiene cuatro:
| 1,284, '
El binario, sdlo tiene el _
L 4

!

(1) Los libros de Mateméticas dicen, con incorreccién msniflesta, que
los nimeros tienen esos dos valores: absoluto y relative. No son los
niimeros, sino Ias cifrar: el valor de los nfmeros es invariable, porgue
c:da nimero represents un grado de la escals de la pluralidad; ése y no
otro,
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[

Los demés guarismos de cada sistema se llaman «cem-
puestoss.

8i las deutenas valen m4s que las protoenas tantas veces
como cifras tuviere un sistema, podemos decir, generalizan-
. do, por ejemplo, que las hexaenas son deutenas de las pen-
taenas, puesto que las hexaenas valen mas que las pentaenas
tantas veces como cifras tiene el sistema; y, llevando la gene-
ralizacién & su dltimo }limite, diremos que
En todo sistema una cifra cualquiersa es deutena de la
contigua colocada & la derecha.

Si las trienas valen méds gue las protoenas tantas veces
como el nimero de cifras que tuviere el sistema, multiplica-
do por si mismo (6 sea elevado 4 la segunda potencia), gene-
ralizando, diremos que

En todo sistema, cualquier cifra es triena de la que estu-
viere situada dos lugares 4 la deracha: por tanto, las dode-
caenas son trienas de las decaenas: las'heptaenas lo son de
las pentaenas, y los millares son centenas de las decenas,
etoétera, etc. '

En general:

Son deutenas, trienas, tetraenas, pentaenas... correlativas
(6 on segundo respecto) las cifras que distan de otras, lo que
distan de las protoenas las deutenas, trienas, tetraenas, pen-
taenas... naturales. .

Asi las dodecaenas son pentaenas de las octoenas, Jog mi-
llones son millares de millar...

Y asi sucesivamente, . .

RESUMEN

dQué valores pueden tener las cifras?

Tres: abaolato, relativo y correlativo. Es declr, valor in-
-dependiente de todo.convenio sistemdtico; valor locativo res-
pecto de las protoenas; y valor jerdrquico de un valor locatl-
Yo respect.o de otro locativo,

Cuél es o! valor absoluto? .

%}l de cada digito mdependxentemente de la p0s1cu5n lo-

oativa,



163 ARITMETICA I'URA

¢Cudl es el valor relativo?

El de cada digito respecto de lag protoenas, 6 sea como
multiplicador § coeficiente de una potencia del ndimero de
¢ifras que tenga el sistema de numeracidn ep que se opere.

¢Cudl es el valor correlativo?

El de las cifras de un orden respecto de las cifras de cual-
quier otro orden; de modo é]ue se llaman dentenas, trienas. ..
correlativas las cifras que distan de otras lo que las deute-
nas, trienas... naturales distan de lasg protoenas.

¢Qusé és digito? '

El guarismo que se esoribe con una sola cifra: 1, 2,8, 4,
56, 7... .

¢Qué es guarismo compuesto? o,

El que se escribe con més de una cifrg: 10, 11, 12..., 321,
480, 79647, 6 000 000...
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Doble lectura de los gnarismos.,— Reglas genernles
del decimal.

De lo expuesto en la laccién anterior se deduce que hay
varios modos de leer los guarismos. El siguiente del sistema

decimal
5431

se leerd, en genersl,

einco mil coatrocientos treints y uno

y, en particular,
quinientas cuarenta y tres decenas, mis uno
4 bien :
cincnenta y cBatro centenas, més treints y une
o

cineuenta y cuatro contenas, més tres decenns, més uno,

Leamos el siguiente guarismo del smtema decimal en to-
dos los modos posibles _
8456 789
’ , ' LY
dres millones, cuatrocientos cincuenta y seis mil, setecientos ochen-
ta ¥y nneve
4 bien
trensientas cunrenia ¥ cineo mil seincientas setenta y ocho deoenas,
mMAS DULYS -
20M0 L ' ' ) 23
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4 bien

treinta v cuatro mil guinientas sesenta y siete cenienasy ochenta
v nueve (6 sea ocho decenas y nueve, esto es, 80 + 9

6 bien

tres mil cuatrocientos cincuenta y seis millares y setecientos ochen-
ta y nueve (6 8 456 millares, 7 centenas, 8 decenas y 9)

6 bien

tregcientas cuarenta ¥ cinco decenas de millar y seis mil setecientos
ochenta y nueve (6 6 millares, 7 centenas, § decenas y M
s

6 bien

treinta y custro centenas de wmillar y cincuenta y seis mil setecien-
tos ochenta y nueve (6 5 decenas de millar, 6 millares, 7 cente-
nas, 8 decenas y 9), ete., ete.

Léanse de todos los modos posibles los siguientes guaris-
mos del sistema decimal

2444

347 896

34870476

97670006

! 147 678 905
23 456 789

En general, en el sistems decimal para leer un guarismo,
se divide en perfodos de 4 tres cifras de derecha 4 izquierda.
El periodo extremo de la izquierda (por el cual empieza siem- -
pre la lectura) puede, pnes, contener una, dos 6 ties cifras.
Los autores llaman al primer periodo de la derecha donde es-
tin las protoenas, deutenas y trienas, periodo de las unida-
des; al segundo, periodo de los millares; al tercero, perfodo
de los millones; al cuarto, periodo de los millares de millén;
al quinto, periodo de los billones; al sexto, perfcdo de los mi-
les de billém... ) )

Cada dos de estos periodos forman lo que se llama sec-
eién, ¢omo sigue:
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BECCION SECCION BECCIOX
DE LOS BILLONES D% LOB MILLOXES DE LAS UNIDADES
Petiodo Feriodo }‘;ri‘odo Perfodo Ferlodo FPerlvdo
da los 8 Tos
millares de de loa millsres de de lon de loz de laa
billén. billones. milidn. millones. millgres. unidndes,

[ —— R ettt

. 885 924 671 862 179 538

Este guarismo se lee:

mn
g
w0

3 2 z
n - —
23 2 & 3 €3 5 F 3
a g g2 9 «\E o 2 2 2 g *E

L] (] :

$28 Heo= 887 3= Bar Ead
s&Ed 5% 3 '555 538 Edq g9as
588 Fg°o  EEd  fEv  gga  3Ee
SEm RN & @ = S m e AN =8,

Si hubiese habido otra seccidn de seis cifras & la izquier-
da, se habria llamado )

seceién de los trillones;
y 8i otra atn, ‘ :
) seccidn de los cuatriilones;

y asi sucesivamente, cada seccién hacia la izquierda,

quintillones,
sextillones,
septillones,
octillones,
nonillones,
deoillones,
undecillones,
dodecillones...

Muchas personas hacen escribir una coma ¢ un punte en-
tre el periodo de los millares y el pericdo de las unidades, ¥
un sub-uno, un sub-dos, nn sub-tres, en vez de la coma 6 del
punto al finsl de la seccién de los millones, de la de los billo-
nes, de la de los trillones... como sigue:

B4, 567,878, 456,667, 458,016, 094,567

6 bien
34, BET.BTG, AG6.66T, 488.918, 94561
Este guarismo se les en el sistema decimal:

Treintna y cuntro custyrillones, ‘
quinientos seseuta y siete mil ochocientos setenta y seis trillones,
cuatrocientos cinouenta y seig wil seiscientos segenta y siete billones,
cuatrocientos freinta y ocho mil novesientos dieeiséis millones,

'. noveoientes noventa y custro mil quinientos sesenta y siste.
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No es de aconsejar el uso de la coma ¢ del panto ni ol de
los subdigitos; porque, sobre no ser ordinariamente necess-
rios, pueden inducir & error, confundiendo un guarismo na-
tural con los llamados quebrados decimales (de que se habla-
ré en la Aritmética modular). Hoy estd proscrito el uso de
tales indices.

Lo que si debe hacerse es escribir cada seccién de seis oj-
fras algo apartada de la inmediata, y cada periodo de tres
cifras, algo separado de su compafiero dentro de cada seccidn,
como sigue: -

’

34 567576 456 667 438916 994 567

Cuando el guarismo pasa de billones, pueden, sin incon-
veniente, indicarse las secciones y los periodos, sefialando un
panto sobre la ultima cifra de cada periodo:

84 567 876 456 667 438 918 994 567
. Hay quienes duplican 6 triplican..: los puntos en la dlti-
ma cifra de los billones, trillones...

H .
- [ -

34 567 876 468 667 433 918 993 567
Hay también quienes proceden como sigue:

54 557 876 456 667 438 918 994 57 .
4 bien
4 [ 3 . [ 1 . '
-84 567 876 456 66¥ 535 018 994 567
Ninguno de estos recursos y otros andlogos es de censu-

rar, atendiendo 4 que los indices de secciones ¥ periodos se-
fialados sobre las cifras no pueden inducir en error,

Los ingleses, alemanes, norteamericanos y muchos ita-
lianos leen los guarismos como nosotros; pero los franceses
siguen otro método en cuanto el guarismo pasa de nueve
cifras. _

Asl, 981 744 384

se les del mismo modo por franceses, ingleses, alemanes. .. ¥y
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espafioles; pero, en teniendo el guarismo diez cifras ¢ mas, ya
hay variacién, y, por cierto, capital.
Hé aqui el sistema francés.
" Cada periodo de 3 cifras tiene nombre diferente:

Perlodo Periode Periodo Perlodo Periodo Periodo Porlado
. de loa de los de los de los de los de los e las
quintillones cuatrillones. trillones. billones. miilones. mlillgre.. unidades.
e — e e e e il e i e BT e e e i
325 454 674 290 998 48 655
Que se les
4
73 Iy
a z
z 3 g
3 = x i o @
= = 2 Z 2 >
s . o = g 7 [
: = & = = 3 > <
n = e} b ] m wl & i} |
e 5 = O w A c = g 3 w4 @
st ] [o) + -] - - o = (<}
a 2 -] el & Hao « 5 g% 2 =,
® . o gk EE N e g o 4 2 gz
o R fopa P — b -1 =] Do oo
930 oo =y g e dao Qﬂ'_q =D - 5]
m o A 254 =T DO o o5 a0 S'J;\
®.5'0 o o @ D B> g b b mdQ (=]
g g#d B2° 99 g0y, Ha3° Fav
B o 28 B ow b B2 A ®n o b @a's b

De donde resulta que los trillones franceses corresponden
& los billones de los ingleses, alemanes... y espafioles; y nues-
tros trillones corresponden 4 los quintillones de los france-
ses, etc. (Véase el Apéndice de esta leccidn).

Analogamente 4 lo ya expuesto respecto del sistema deci-
mal, tode guarismo de otro cualquier sistema puede leerse
de varios modos. |

Sea el guarismo
876432

de un sistema diferente del decimal, podrd leerse asi

ocho hexaenas, siete pentaenas, seis tetraenas, cuatro trienas, tres
deutenas y dos protoenas (de tal sistemn). -

6 bien -

ocho pentaenas, siste tetraenas, seis trienas, cuatro deutenas, y tres
protoenas de deutenas, mis doa

6 bien '
ocho tetraenas, siete trienas, seix deutenss, y cuatro protoenas de

trienss, mds tres déutenas, mas dos protoenas.
Eto., etc., oto.

(Véase el Apéndice de esta laccidn).
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RESUMEN

¢Cémo se leen los guarismos?

d 14

De un modo general con referencia 4 las protoenas, y de
otros varios modos cuando conviene expresar los valores de *
las cifras superiores con referencia & otras inferiores, pero
siempre superiores & las protoenas,

¢Cémo se dividen los guarismos para su léctura?

Los ingleses, los alemanes, los norteamericanos... y nos-
otros los espafioles los dividimos en secciones de & seis cifras
y subdividimos cada seccién en periodos de 4 tres cifras.

Los franceses dividen los guarismos solamente en periodos
de 4 tres cifras. . ‘

Qué nombre damos 4 cada seccién de 4 seis cifras, empe-
zatrdo por la derecha, en el sistema decimal?

Unidades,

millones,

billones,

trillones,

cuatrillones,

quintillones,

eto,

¢Cémo se llama cads uno de los dos periodos que compo-
nen una seccjén? )

El de la izquierda en cada seccién toma el nombre de pe-
riodo de los millares, ¥ el de la derecha toma el mismo num-
bre que da & conocer cada seccién. Ejemplos: Periodo ds los
millares de billén y perfodo de los billones; perfodo de los mi-
llares de millén y periodo de los millones; periodo de los mi-
llares y periodo de las unidades.

¢Be dividen los guarismos del mismo modo por los franc
ses que por los ingleses, alemanes... y espafioles? :

§o. Los franceses dividen los guarismos por pericdos de
4 tres cifras, y 4 cada periodo dan nombre distinto.

¢Cémo? =

Conforme 4 los dos ejempos siguientes:.

BISTEMA FRPAROL

844 000 000 000 008 000 000
== tregvientos cuarenta y seis trillones.

BISTEMA FRANCES .

= trescientos cuarenta y seis quintillones,
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APENDICE

Los franceses leian antignamente sus guarismos lo mismo
que nosotros los espafioles, divididndolos en secciones de &
seis cifras, y cada seccién en dos periodes de & tres. Hé aqui
la autoridad que trae LiTTrE:

Bitlion —Hist. XVI*s.—Ung billion ysult mille milliers de
millions, Est. pE 1.s Rocue. Arismetigue, f° 7. L'on peut di-
viser les figures de six en six, en commencgant toujours a
dextre et sus la premiere figure d'une chescune sixiesme, la
premiere exceptde, l'on peult metre ung petit point; et doit
on savoir que toutes les figures, depuis le premier point jus-
ques au second, si tant en y a, sont tous millions; et du second
au tiers sont millions de millions; et du tiers au quart sont
millions de millions de millions; et ainsi des aultres pointz,
en proferant ce vocable million autant de fois comme il y
aura de pointz; ou, qui veult, le premier point peult signifier
million, le second point billion, le tiers point trillion, le quart
quadriilion, ete.

El mismo Lirrre dice luego:

Biffion.— Errmovoaia. — Palabra formada por el modelo
de milldn, con bi en lugar de bis, para indicar el grado supe-
rior inmediato al de millén. Estas formas, billdn, trilién, etc.,
fueron creadas en el siglo xvr para significar seccionss de
seis en seis cifras. Asf, contando de derecha 4 izquierds,
las seis primeras cifras representan la sececidn de las unida-
des; las cifras desde el 7.° orden al 12.°, ambos inclnsive,
forman le seccién de los millones; las ciféas del 18.° al 18.°,
representan los billones... y asi sucesivamente. Por esta ra-
z6n dice Kst. pr LA Rooue, que un bilidn vale mil millares de
millones. Hasta mediados del siglo xvit no #e dispuso que las
divisiones, en lugar de practicarse de seis en seis cifras, fue-
sen de tres en tres cifras, de donde resultd dividido por 1000
el antigno. bilién, el antiguo trilldn, ete. Este nuevo modo de
coutar tardé en ser adimitido en Inglaterra, puesto que Locke,
Essai sur Uentendement humain, 1I, 16, echa eu cara 4 sus .
compatriotas el no poder contar los guarismos superiores
sino repitiendo siempre el nombre de milién.»

‘WessTER en'sn Diccionario inglés dice al articalo Billion:
gzlabra. formads arbitrariamente del latin bis, dos veces, y del

jo-latin millio... Segin el método francés de numerar, sig-
nifica mil millones, 1000000 000; y, conforme al métedo iu-

glés, un millén de millones, & bien 1 000 000 00O 000,
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El mismo WEeBsTER en el articulo Numeracidn, dice:

En nuestro actual sistema de numeracién se ha decidido
por los autores emplear las palabras unidad, decena, centena,
millar, millén, billén, trillén, cuatriilén, quintillén, sexti-
ll6n, septilién, ete. Puro anhelo ¢ lujo de exposicién en la
mayor parte de los casos; porque los términos billdn, triflém,
etcétera, aunque definidos por los tratadistas de Aritmética,
no tienen nunca aplicacién en el uso corriente, y nunca hay
necesidad de emplear cantidades tan considerables (1). A pro-
pésito de esto, dice ToNsTAL, que en su tiempo (Enrique VIII),
el cileulo comidn por millones pasaba luego 4 millones de mi-
llones, etc... y RECORDE no usa mas que el vocablo millén re-
petido; de maners que parecs que los billones 1i'otros guaris-
mos de orden més elevedo nunca fueron otra cosa sino mera
fantasia de los autores de Aritmética. La probabilidad de esto
aumenta por su distinto valor em diferentes naciones. En
Inglaterra, el billén es un millén de millones; un trillén, un
millén de billones... y cada nueva denominacién es un mi-
116n de veces la que le precede. La palabra billém, segin el
sistema de numeracién francés, vale un millar de millones
1 000 000 000 (2); segun el sistema inglés, un millén de millo-~
nes, & saber: 1 000 000 000 000.

Sin embargo de lo manifestado por WEBSTER, parece que
en Inglaterra estdn en uso ambos sistemas de leer guarismos.
Algunos autores modernos de Aritmética (Jacxson entre
otres) llaman al sistema frances de dividir los guarismos en

eriodos de tres cifras, el sistema breve (fhe short system); y
al otro, el de dividirlos por secciones de seis cifras, formada
cada una de dos periodos de 4 tres, el sistema, largo (the long
system).

Y JacksoN agrega que el primer modo es el mas adecua-
do para leer los gnarismos de pocas cifras, y el segundo, para
leer los de muchas. ‘

Véase el cuadro siguiente:

(1) B8ise trate de lidras y penigues esto es cierto, Pero no lo es, eviden-
temente, cuando g trata de ind undulaciones ds la luz, de la distancia de
lag estrellas, eto,, eto, .

(2) En el Diccionario de LiTTRE 8¢ encnentra el articulo siguiente:

«MILLEARD, 8, m. Mil vaces un millén 6 diez veces cien millones. Es ai-
nénimo de billén.z i

Los franceses, sin embarge, prefleren en 1a conversacién y en la lite-
ratora corriente la voz milliard & 1a de billion: wn milliard entier: des mi-
Iliards accummuién.
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¥

Valor d;a un digito seguide de ceros.— Valor de las
cxpresiones aritméticas formadas de varios digitos
igunies puestos 4 continnacién nnos de otros.

~

’

Sabemos que en las deutenas, trienas... el digito es el
coeficiente de una potencia del nimero de cifras del sistema.
correspondiente de numeracién. A

40 en ol sistema decimal == 4 > 101 == 10 + 10 4+ 10 + 10

Esto, oo obstante, importa mucho el andlisis siguiente:
Por ejemplo:
* .
19, en el sistema decimal, esti formadeo por 10 sumandos iguales 4 4:

A+4+4wd+4+444444+44+4=40;

es decir, que la cifra signiﬁcativa 4 del guarismo propuesto,
puede formar el 40, si s repite el nﬁmero de veces expresa-
<o por un 1 segmdo de un cero.

En e! sistema quinario se escribe el nimerc 20 también _
con un 4 seguido de un cero; pues bien, el 4 deutenas del sis--
tema quinsrio es igual 4

4+4+4+4+£_

es decir, que la cifra sxgmﬁcatwa con que se escribe veinte
en el sistema qumano, expresari ta-mbtén dicho grado de la
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<escala de la pluralidad, si se repite el nlimero de veces que
e el mismo sistema quinario vale un 1 seguido de un cero.

Generalizando, tendremos la importante proposicion si-
guiente: :

Todo nimero expresado por un digito seguido de ceros es
una suma de sumandos iguales al digito, en la cual el digito
-entra como sumando el nimero de veces que en cada sistema
valga un 1 seguido de los ceros que tuviere ¢l mimero pro-
puesto.

Asi, el gunarismo del sistema decimal

334
divisible en 500 == 3 repetido 100 veces.
80 =8 repetide 10 veces.
4 ==4 repetido 1 vez,

4

384
<std compuesto:;

1. De un sumandeo

2.° De diez sumandos

Y 3% De cien sunmandos

%gmmmwa WREEPWPXOPXD
pE

El guarismo del sistema quinario

== tyes trienas gninsrias,
=x suatro dentenas »
==dos protoenas »

v

divisible en

+
g ’.Qs%
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ge compoue. .
1. De un sumando

2¢ De ¢inco sumandoa

Y 3. De veintineo sumandos

wmmmwwwmmmmmmwmmmuwmmmqowu: Ll o L ]

-

El guarismo del sistema ternario

212 : ’

mg= dos ltiriemm ternarias-
. s ) ~ 10=<une dentena »
divisible en . . 4+ 2o dos protoenas
. 212
.
s igual 4 log sumandss siguientes:

B0 EO 6O bD 09 R0 8D 80 BO b e e 1D

-

-
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El guarismo del sistema binario

111

100 = una triens binaria
4 10 = una deutena =»
+ 1-==una protoens

111

divisible en

e igual 4 los sumandos siguientes:

o S P, oSyt
Pt ek i pd e

y asi de los demés sistemas.

De lo dicho es consecuencia inmediata que todo guarismo

expresado por un digito cualquiera, colocado 4 countinuacién
de si mismo cierto nimero de veces como

66, 222, 5555, 99 999

estd formade por la répeticidn del mismo digito, como su-
mando, tantas veces como valga en el correspondiente siste-
ma de numeracién un guarismo formade sdlo de unos, en
igual nimero que cifras hubiere en el guarismo dado:
2222 == T3¢ 1111.‘
Por ejemplo:
on el sistema decimal el guariemo

883

se puede descomponer on los términos: '

800
£ 80
. + 8
6 lo que es lo mismo, .
en ¢l sumando 8 cien veces — B 100
e ol snmando 8 diez veces = B »¢ 10t
en el propio sumandd 8' una vez =8> 10

- .

4, en tltimo resultado, como si se repitiera el sumando 8 cien-
to onoe veces .

B.»¢ 111.
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En el sistema quinario el guarigmo

4444
8¢ descompone en :
4000 == gnatro tetraenas quinarias

-+ 400 == c¢natro trienas »

+ 40 == gnatro dentenas »

4+ 4= cuatro protoenas »
4444

4 1o que es lo mismo,

en el sumando 4 repetido ciento veinte y cinco veces —d x 103

en el gumando 4 repetido veinte y cinco veces =4 102
en el sumando 4 repetido cinco veces == 4 >¢ 101
v on el sumando 4 una vez —4 > 100
4 bien

el sumando 4 ref:tido el niimero de veces que en el mismo sistema
quinario vaie la expresién 1111; eato es:

1000 = ciento y veinte y ¢inco
<+ 100 = veinte y cinco
-+ 10 =cinco
+ l:=uno

en junto, ciento cincuenta y seis.
En el sistema ternario el guarismo

22 (que vals ache)
es la puma signiente; 2
2
2
2 =211
en que entra el 2 como sumando tantas veces como vale en el

‘mismo sistema ternario el guarismo 11 (esto es, cuatro).
Y asi de los demds sistemas. :

RESUMEN

A qué es igusl un guarismo escrito con un digito segui-
do de ceros? :

A uns suina de tantos sumandos igtsles sl digito, como
express, en o} correspondiente sistema, un 1 seguido de los
ceros que hay en el guarismo propuesto.

ZA qué es igual cuslquier guarisme?
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A tantas sumas por el estilo de las anteriores como cifras
significativas tuviere el guarismo.

¢A qué es igual mna expresién formada por un digito es-
erito 4 continuacién de si mismo cierto nimero de veces?

A une suma en que el digito entra como sumando tantas
veces como valga en el correspondiente sistema, una expre-
sion formada por tantos unos como digitos iguales hubtere.
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De la cifra miaxima de cadna sistemn.

¢Cuéndo escribimos en cualgunier sistema de numeracién
una deutens, es decir, la éxpresién representada porunly
an 0? ¢Cudndo escribimos 107

Cuando tenemos gue anotar por escrito aquel grado de la
escala de 1a pluralidad inmediatamente superior al represen-
tado por la cifra més alta del sistema.

Asi, en el decimal representamos con la expresion

10

el grado inmediato superior al 9, que es la cifra mayor del
sistema de diez cifras.
Asi, en el sistema octonario escribimos

10

cuando tenemos que expresay el grado ocho, que es el inme-
diato superior al 7, cifra méxims de dicho sistema.
Asi, en el sistema de cinco cifras ponemos

10

cuando necesitamos escribir el cinco, grado inmediato supe-
rior al 4, cifra mixima del sistema gtinario,
. De modo que si
Z
representa, en genersal, la cifra mayor de caalquisr sistema,

[
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tendremos que una deutenz, ¢ sea 10, es siempre igual 4 7

mas 1,
10=Z+1

Ahora bien:

:Cudndo escribimos, sea cual fuere el sistema de numera-
cidn, la expresién representada por el 1 seguido de dos ceros,

es decir, una triena, es decir, 100?

Cuando tenemos que expresar el grado inmediato supe-
rior al que represente la cifra mdxima puesta una vez 4 con-

tinuacion de si misma.

Asi, después de 99, eseribimos 100 en el sistema deci-

mal (10%).

Asi, después de 44 (veinticuatro) eseribimos 00 (veinti-

cinco) en el sistema quinario (5%).

Asi, después de 65 (treinta y cinco en el sistema de seis
cifras) escribimos 100 (gque significa treinta y seis en dicho

sistema (6%).

De modo que en cualquier sistema de numeracion, noa

triena, ¢ sea 100, es igual 4 Z Z més 1,
100 =% Z +1 (1)

+Cudndo escribimos una tetraena, es decir,

1000,

es docir, un 1 y tres ceros, en los sistemas de numeracidn?

Cuando hemos escrito una expresién formada por tres ci-

él) No se olvide nunca (Lec. V, note) que en Aritmética 1a vurtaposi-
ci

n significa sUMA (y B0 MULTIPLICACION, como en Algebra).
Asi, pues, lag expresiones
‘ Z+1,
ZZ+1,
ZZ7Z+1,
ZZ2%Z4+1,,

significan, aritméticamente consideradas, :
’ Z protosnas + 1

. Z deutenss + Z protoenas -+ 1

Z trienas -~ Z deutenas + Z protoenas + 1

Z tetraenas + Z trienas + Z deutenas + Z protoenss + 1

O aea, en el sistema decimal,

9 anidadeg + 1 = 9+1=

9decenas + Sunidades +1 = 9941 =
O contenas + Y desenas + Yunidades +1 — 09941 — 1000
9 millarea + 9 centenas + 9 decenas + 3 unidades + 1 — 90999 4. 1 — 10 000

TONO 1.

1

24

10
106G
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fras miximas del sistemn; de suerte que siempre una tetrae-
na, 6 sea 1000, es igual 4 ZZ2 Z mas 1.

100 =ZZZ+1(1)

*

Asi, después de haber anotado
444

(que significa en el sistema quinario ciento veinticuatro) es-
cribimos el grado inmediato superior (que es ciento veinti-
cinco) con la expresién
1000 ez decir, una tetraena) = (3%}
En general,

una pentaena, & gea 10000, es igual 4 LLLT+) 1
una hexaena, 6 sea 100000, esiguald ZZZZZ+1 (1

una heptaena, 6 sea 1000000, esigual AZZ ZZZ Z + 11

una octaena, etc,, ete. )

De forma que, st se agrega un 1 4 cualquier expresién es-
crita tinicamente con la cifra mixima de un sistema, puestn
varias veces 4 continuacion de si misma, obtendremos el gra-
do inmediato superior de Ja escala de la pluralidad; el cuat
se escribird en dicho sistema con un I seguido de tantos ce-
ros como cifras maximas puestas 4 coutinuacion unas de
otras habia en ¢l guarismo; ¢, lo que es idéntico, una poten-
cia del nimeroc de cifras del sistema igual al nimerq de ceros.

Por tanto, en el sistema decimal,

Died.coviviieeraniannnns oas 10 = G 1 = (101 4
[T 11, S IR = B+ | = {102y
Y ) S T 1000 = E"&ﬂ)+1:(103"} Siste]na
Diezmil., .vovianencnans cee 10000 = 9999+ 1= (106 [ decimal.
Cien tiileee cvvecnannevae U0 = 999{!94—1:510&‘;
U0 ll6m .« e v vesennaeesnes 1000000 = Y99 999 + 1 = (104

LI s v s v trsassunrancnsssun ‘e 10 = 4+1:=$1(}1‘; +
Veinte y CiNO0.ccvevresancansn,, 0= dM+1-=(10% ‘ Histema
Yento veinte v ¢iueo.. oo vveivu.,. 1000 = 441+ 1=/108){ quinario.
seiscientos veinte ¥ cineo........ 10000 = H44 4+ 1 == 1 104) ’

[ 701 71 W Creaseehrnaen 1= 7+1=1{10}
Sesenta ¥ cHAbI0. . oivivaianaen, 100 == * 77*_1:(102}) Sistema
woinientas doce. ...oevi e Lo 1000 = 7774—1:(103_)’ octonario,
Suatro mil noventa y Beis. oo ... 10000 = 777 + 1 =108

TIOCO . esnenrantescnsnonronne sos 10=  b+1={10)
Ciento guarents y cuatro......... 100 = bb+1:=(10%){ Bistema
Mil seteciancos veinte y ocho..... 1000= bbb+ 1==(103) ] duodecimal
\ sinte mil setecientostreinta ¥y seis 10000 ==bbbb+ 1 ==(104)

{1; Véase la nota de la pégina anterior,
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Por consiguiente:
En el sistema decimal

10= 9+1= (100

+10=% 94 1= 4+ (107

20 = (2 1009 4. 2 = (2 > 101} = (al digito > por la 1.* potencia de 10).

Luego 20 esta compuesto de cierto numero de veces el 9
(cifra méxima) més 2, que es la cifra significativa del 20.

Por tanto:

0= 94+1= (104
+10::+9+1=+Ell)')
+ 10= 91 =+ (101

30 == (3990} 4 8 = (8 < 10) == (al digito > por la 1.* patencia del 10).
Luego 30 estd compuesto de cierto numero de veces el 9,

mas la cifra significativa con que el guarismo esta escrito,

Asi:

1I0= 9+1= (10Y
+10= 49+ 1=+ (10!
+10 = +9+1=+$10‘)
+10=+9 41 =4 (101
+10=+9+1=qu (10

50 = (® 315} + 6= {5 > 101) = (al digito > por la 1.* potencia del 10).

Luego 50 estd formado por cierto nimerc de veces el 9,
més el digito que entra en la representacién del guarismo 50.

Pasemos ahora & nimeros mayores: en el sistema decimal
100 == 99 1 = (10%)
pero
P9=90+9
pero
90 == A cierto niimero de veces la cifra méxima del sistema decimnl

])GYO .
9 == también & una vex dioha cifra mixims.
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Luego
100

que es igual 4 99 mds 1,
es iguzl 4 cierto nimero de veces la cifra mdxima -+ 1.
Por consiguiente:

C100 = $+l= (108
+ 100 =+ 19+ 1 = 4 (107
+ 100 = + 9+ 1 =4 (10%

300 = (clero B ddeveom) o 3 — (3 por la 2.* potencis de 10).

Luego 300 es igusal 4 cierto numero de veces la cifra mé-
xima del sistema decimal. mds el valor absoluto de la cifra
gigniticativa 3, que aparece en el guarismo 300.

Continuemos:

1000 = 99941
' =000 +9%0+9+1

pero

000 es igusal 4 cierto niimero de veces la ¢ifra méxima,
pero

90 es también igual & cierto nimere de veces dicha oifra}

pero
%es la misma cifrs.
Luego
939 es igual 4 cierto ntimero de veces la eifra méxima,
luego

1000, 2 000, 5000,... 6000, 7000, ete,

son iguales 4 cierto miumero de veces la cifra mixima mds
el valor absoluto, 6 no locativo de la cifra con la cual en cada
caso sé representa ol guarismo en el sistema decimal,
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(Feneralizando tendremos:

1= (Z+1)
+ 10:+EZ+1)
+ 10=+(Z+1

30 = (8 v;ces)+3

10= (ZZ+ 1;
+ 100 = + (ZZ +1
+ 10 =+ (L7 + 1}
+100=4(ZZ+1)
400 — (clerto n.;de vm) +4
. Ete., ete.
De donde resulta:

Que cualguier guarismo acabado en cero (esto es, desde
una deutena en adelante) es igual 4 cierto nimero de veces
la cifra méxima del respectivo sistema mds el valor absoluto
{6 no locativo) del digito con el cual el guarismo se escribe.

Pasemos shora & guarismos de cualguier clase.
Supongamos el guarismo del sistema decimal

4860

Este guarismo es igual
4 cierto nimero de veces el 9, digito méximo del sistema + 4+ 8 + 6.

porque ese guarismo se descompone en

4000

800

b 1 ®
sabemos que ¢

4 4 4000

est4 compuesto por cierto namero de veces el 9, mia 4;
el
800
por cierto niumerc de veces el 9, mis 8,

y el
60
por cierto niimero de veces el 9, mas 6.

Luego todo guarismo acabado en un sélo cero es igual &
uns 6 muchas veces el digito mayor del sistema, mds lo que
sumen los digitos con que el guarismo esté escrito.
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Supongamos ahora que el guarismo No acabe en un ce-
ro, y sea tal como 36. Este guarismo se descompone en
30
-+ 6

B4

El 80 (que acaba en un cero) es igual a cierto nimero de
veces el 9 mas 3: si & esto se agrega el 6, resultara que el 36
es igual 4 (cierto nimero de veces el 9) + (3 + 6), que son
lag cifras significativas con que el nimero estd escrito; pero
como 3 + 6 suman 9, diremos que el 36 esté formado exacta-
mente por cierto nimerc de veces el Y.

Si en vez de 36 se nos hubiese dado 87, este guarismo es-
taria formado de (cierto nimero de veces el 9) + (3) + (7);
pero 8 + 7 suman también otro nueve, con la excedencia de
un uno, :

Luego el 37 estd formado por (cierto mimerc de veces
el 9) 4 (ur excedente).

Pasemos & otro sistema.
Sea, por sjemplo, el guarismo

812
1

del sistema guinario: (vale 82 en el decimal).
En el sistema quinario el digito mayor es

4,
Ese guarismo 312 es descomponible en

800
-+ 10
-+~ 2

812

El 300 {(que vale 75 en el sistema decimal) es ignal (4 cier-
to ndmero de veces el 4) + 3;

El 10 (que vale & on el sistema decimal) es igual (4 cierto
ndimero de veces el 4) + 1. )

Luego el ntimero 312 o8 igual 4

sierto niimerc do veses ol 4
: 8414
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pero como (3 + 1 + 2) suman seis, esto es, 4+ 2, diremos
que el 312 del sistema quinsrio es ignal 4

cierto nimero de veces su digite mayor 4
-+ una excedencia de 2.

Luego, en general,

Todo guarismo estd formado exactamente por repeticio-
nes de la cifra maxima si se le rebaja el valor absoluto de
sus cifras.

Pero con el valor absoluto de las cifras pueden ocurrir dos
©08as:

1.° O bien forman una suma exacta de cifras maximas,

2. O bien dejan un excedente.

Eun el primer caso, el guarismo todo estd formado exacta-
mente por repeticiones de la cifra méxima.

Y en el segundo caso, si se quita el excedente, resultard
un himero menor que el propuasto, pero también formado
todo por repeticiones de la misma cifra mé.nma.

Luego todo nimero estd formado por repetmlones de la
cifra maxima

exactamente
6 con una excedencia meuor que la misma cifra maxima.

Y, en caso de que haya excedente, ha de encontrarse la
excedenua en la suma del valor absoluto (6 no locative) de
las cifras.

De lo dicho resulta, que

La diferencia entre dos guarismos escritos con idénticas
cifras' es siempre un multiplo exacto de 9, sin excedencia
nngune. '

Sean los gnarismos 654 y 456 escritos con las mismas ci-

fras: su diferencia 198 e una suma exacta de nuaves.
En efacto:

654 = {cierto niimero de veces el 9) + (6 4 B 4+ 4)
456 = (eierto niunero de veces ol 91 + (4 + 5 + G)

Por consigniente,

T e,

654 == (cievto niimero de vaces el 9) + (9 + §)
456 == (oisrto nitmero de veces el 1 + (V4 6) .

v



192 ARITMETICA PURA

6, lo que es lo mismo,

654 == (cierto namero de veces el 3} + 6
456 = (cierto nimero de veces el ¥} + 6

Lnego la diferencia serd = (cierto nimero exacto de ve-
ces el 9) sin sobrante ninguno, porque el 6 de arriba se des-
truye con el de abajo, al obtener el residuo.

Y efectivamente

198 s un miltiplo de 9
porgue

100 = (cierto nimero de veces 9) + 1
+ 90 = (cierto nlimero de veces 9}
+ B= -

198 = Ecierh; nimero de veces 9) + (otro cierto ntimero de veces 9) +
1+ 8)=9

Luego 198 = cierto niimero de veces nueve sin sobrante (1)

RESUMEN

¢A qué es igual todo guarismo?

A cierto numero de veces la cifra méxima més el valor
absolato (nd locativo} de las cifras con gue estéd escrito.

¢Cuando es un guarismo una suma exacta de cifras ma-
ximas? :

En general: cuando de cuslguier guarismc. se rebaja el
valor absoluto de sus cifras.

Y, en particular, cuando la suma de las cifras es una suma
exacta de cifras mdximas.

¢Y qué sucede cuando la suma de las cifras no hace una
suma exacta de cifras maximas?

Entonces el guarismo es una suma de cifras maximas,
més un sobrante.

¢Cémo se llama 4 ese sobrante?

Excedencia 6 excedente.

APENDICE

El Dictionnaire des sciences mathématiquca de MonT1-
PERBIER trae traducido un trozo de la Exposicién de las raices
del edleulo y de la aritmética, obra esorita por Avicekna (Ibn

(1) Viase ol Apéndice de esta Lecoidn.
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Sina), el mas ilustre de los médicos drabes de Oriente (nacid
an 980 y murié en 1037). Este trozo (que también trae La-
roussk) dice asi:

«Has de tener en cuenta desde ahora para siempre, que
todo mimero, sea el que ses, no es otra cosa que el nime-
ro 9 4 su miiltiplo, mis un excedente, porque los numeros no
se representan mds que por nueve signos y ademéds el pun-
to (1), el cual no expresa ningtn niimero. Si llegas 4 conocer
este excedente y el multiplicador novenario, el nimero te
gerd conocido.

»Todo multiplo de nueve cuyas cifras sumes horizontal-
mente sin tener én cuenta su valor de posicion, te ha de dar
de modo forzoso el nimero 9, ya solo, ya extraido del total
por la misma operacion. Asi:

1 nog da 1+8=9

a7 » » 24729
B o» » J46==19
15 » » 44-D==1,ete.

»Siempre que sumando en andloga forma las cifras de un
nimero cualquiera, te encuentres con 9 como resuitado de tu
operacién horizontal, puedes estar seguro de que el nimero
es un miltiplo de 9; y, si no, después de extraido el 9, te gque-
dara un sobrante variable entre uno y ocho.

»Todo nimero compuesto de signos (cifras) no repetidos
cambia forzosamente de valor si se cambia 6 altera el orden
de los signos componentes. Pero Las de saber que entre el
ptimer niimere y los que puedan resultar del cambio de or-
den de los signos (cifras) componentes, no puede existir ja-
mds otra diferencia que la de 9 6 un miltiplo de 9. Asi:

En 12 cambiando gus cifras obtenemos 21 y la diferencia es 9

42 » 3 B » b2 S 8= 2¥%9
85 » B P » »’.')Hn.............. 27 = ‘]XQ
‘37:,................ B= 2%X9

| B3Ternenennniii, 150 = 20 X 9

857 o »o» » lsm ........ SRS 216 = 2L K 9
T 96 = 44 X Oy

\

AvicEna sabia, pues, no sélo que los guarismos estén en
el sistéma decimal formados por repaticiones del nueve con
gobrante ¢ sin él, sino también que las diferencias de los
guarismos escritos con las mismas cifras son siempre un mdl-
tiplo de 9. w :

1) El punto significa aqui el cero. Primitivamente el cero, 4 sea la
ifra locativa, era un punto.

TOMO 1, 256
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Y sabia asimismo que de esta propiedad pueden salir las
pruebas llamadas del ) para las cuatro principales operacio-
nes aritmeéticas.

No era, pues, tan escaso, como algunos piensan, el saber
aritmético de los persas y los drabes al finalizar el siglo x.
Hoy la generalidad de los hombres de carrera ignoran lo que
Avicexa y sus discipulos sabian hace ya nuave siglos.



LECCION XXI

Nimers de cifras méximas de cada guarismo.
Excedencins,

Si todo guarismo estd formado

exactamente
4 eon excedencia

por cierto numero de veces la cifra mixima, gpudiera averi-
guarse 'con facilidad cudl es ese niimero de veces?
Sabemos que 9 es la cifra mixima del sistema decimal.

9+ un excedente de
S+9) 4+ .

B+9+ 0+

34+0+9 +M+
G99 +8 +9 +
9+94+9 +9 +4 +9 4
9

9

i,

+9+4 +D +9 40 L0

+9+0 +9 +9 +Y 49 +W+
D340 49 +0 +9 +9 49 +0) 4
94999 +9 9 8 4% 9 +9 +

BEIBBEERE

LTI T T

T

NI I S P S

9= 0 +49= (10 veces H +9 = 11 veces &
100 =(11 veces 9} + 1

El aundlisis anterior nos demuestra que hay un momento
en que la excedencia, siempre en aumento gradual, iguala 4 la
cifrs méxima, y entonces la excedencia se incorpora al mi-
mero de veces fque la cifra mdxima se repite, y aumenta, por
tanto, en una unidad ese nimero de veces, como acabamos
de ver que sucede con 6] noventa, igual 49 veces la cifra ma-

P
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xima, mis nn excedente igual & esta misma cifra; lo cual
hace que también 90 sea igual 4 10 veces el 9.
Y como de 90 4 100 va otra vez la cifra maxima, -+ 1, re-

sulta que
100 = (11 veces 33+ 1

Ahora bien, spuede este nimero de veces obtenerse me-
canicamente?
Si: procediendo del modo que sigue:

{ (10 veces ) o sea 80
100=: -+(1lvex 4%  Osea 9
‘ +1 dses 1

(11 veces M+ 1 == 100 = (10%)
Generalizando, tendremos que
200 (6 sea, 2 X (102)

tiene las cifras méximas y el sobrante que siguen:

! 10 vaces 9 )

+ 1 vez . 20 9

... veees §

200 = ={+ 2 veces U

10 veces 9 + 2
+ lwvez 8

+1 .

) (22 veces )+ 2
Por tanto, el nimero de cifras méximas de

80O (& sea, 8 % (109

serd
30 veces 9
+ Bvecesd .
‘ + 53

(BSveoea‘J)+3 :

Y el ntimero de cifras méximas y 6] excedente necesaric
para componer

3 000 (6 sen, 3 % (10%)

se obtendrén como sigue:
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300 veces B
30 veces 9
Fveces? +3

(333 veces 8} + 3

Asi, el nimero de cifras maximas y el excedente del gua-
rismo del sistema decimsl

40 000
seran
4 000 veces el 9
4+ 400 veces ol 9
+ 40 veces el 9
-+ 4 veces el 9
+4

= (4444 veces el ) + 4

Asi, el numero de nueves y la excedencia contenidos en

50 000
sern
{5 555 nueves) + 5

Asi, el nimero de nueves y la excedencia contenidos en

600 00U

serdn .
(66 666 nueves)+ 6

Asi, el nimero de nueves y la excedencia contenidos en

8 000 000

serdn -
{888 888 nueves) + 8

Y, en general, ¢l nimero de nueves y la excedencia con-
tenidos en cualquier guarismo formado por un digito segunido
de ceros, serd igual al mismo digito puesto & continuacién de
si mismo tantas veces como ceros hubiere en el guarismo, &
lo que siempre habrd que agregar el valor absoluto del digito,
considerado como protoena.

500 000 000 = (al 5 puesto & continuacién de ai mismo 8 veces por haber
ocho ceros) + &

== 55 556 565 veoes ol nueve)+ 5
ote,, ot

-
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Entendido ésto, facil serd saber el nimero de nueves y la
excedencia contenidos en cualquier guarismo (no precisa-
mente en los guarismos terminados en ceros).

¢Cnintos nneves hay y cudl es la excedencia en el guaris-
mo decimal

5% 514
. Este guarismo se descompone en
500
~+ 40
+ 3

El 500 tiene tantos nueves como expresen dos cincos (per
ser dos los ceros de 500) -colocados 4 continuacion uno de
otro, + una excedencia de 5 protoenas

Columnas
de los nueves. Excedenclas.

. = 55 pueves + 5
El 40, par no haber mas

que un cero, tieua == 4 nueves 4
FE!l 3 no contiene ningdn
Dueve, pero constituye
en la expresiéon total

una excedencia == + 3

Examimando esta expresidn, vemos que en las excedencias
se encuentran de arriba hacia abajo, todas las cifras del gua-
rismo propuesto 543;

Que la primera columna de los nueves {esto gs, la de sus
protoenas) contiene todas las cifras del 543 menos una: esto
es, contiene las dos primeras cifras del guarismo: el 5 y el 4;

Y que la otra columna de los nueves (ia de sus deutenas)
contiene sglo la primera cifra (6 sea el b).

Examinemos ahora el gnarismo
645

Este guarismo se descompone en:

Colnmnas

de los nuevea. Excedevelss. ’
000 = T + 7
+ 600 = 68 + 6
@ 40 = 4 -+ 4
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También aqui (como antes) la columna de las excedencias
contiene, de arriba abajo, todas las cifras del guarismo pro-
puesto: esto es, el 7, el 6,8l 1 y el 5,

La primera columna de los nueves (Ia de sus protoenas)
contiens todas las cifras del guarismo menos una (el 5, que
ya estd en la columna de excedencias): contiene el 7,el 6 y el
4: esto es, contiene las tres primeras del guarismo propuesio.

La segunda columna de los nueves (la de sus deutenas} con-
tiene todas las cifras menos dos: contiens el 7 y el ( (faltan
el 4 y el 6 de la derecha del guarismo);

Y la tercera columna (la de las trienas) contiene todas las
cifras menos las tres de la derecha; esto es, contiene sélo el 7
inicial, por faltar el G, el 4 y ol 5 de la derecha.

Sea ahora el guarismo del sistema decimal
B 765 436

descomponible como sigue:

8 000 000 =— SHK 888 nueves + B da excedencia

+ 0000 = T77%7 » o+ 7 »
+ 60000= 60666 » +8 »
+ 5000 = 550 » +D »
+ 400 == 44 » +4 »
-+ 30 = 8 » 3 »
-+ G-—= + 6 »

Aguf también la columna de las excedencias contiene, de
srriba 4 abajo, todas las siete cifras del guarismo propuesto
8,17,6,b, 4,3, 6.

L primers columna de los nueves (la de las protoenas),
todas menos las de la derecha: sdlo falta el 6;

L segunda columns de los nueves (la de las deuienas),
todas menos las dos de la derecha: faltan el 3 y el 6;

La tercera columna de los nueves (1a de las trienas), todas
menos tres: faltan el 4, el 8 y el 6;

La cuarta columna de los nueves (1a de ias tetraenas), to-
das las cifras menos cuatro: faltan e] b, el 4, el 3 y el 6;

Eua le gquinta columna de los nueves (1a de las pentaenas)
falten cinco: gue son el 6, 61 5, el 4, o1 3 y el 6;
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Y en la sexta columna de los nueves, faltan seis cifras;
que son: el 7, el 6, 61 5, el 4, el 3 y ol 6.

Realicemos ahora las operaciones antes indicadas.

543 = 55 nueves + 5
+ 4 » 44
+ 3

Si snmamos los nueves, tendremos:

543 = 55 nueves -+ D de excedencia
+ 4 » o+ 4 »
+~ 3 »

2% uuneves) + (5 + 4 + 3) de excedencias

Pero como estas excedencias dan 4 su vez otro nueve, con
un sobrante de 3, habremos de agregar ese nueve de las exce-

dencias al 59, suma anterior de nueves, lo que nos dar4 final-
mente

(60 nueves) + 3 de sobrante.

Pero, segin este modo de operar, no se obtiene de una vez
el resultadoe; por lo enal, para lograrlo desde luego, se empe-
zardé computando antes de todo los nneves contenidos en las
excedencias y agregando el niimerc de nueves gue resulte &
ia primera columna de los nueves.

Volvamos al segundo de los ejemplos anteriores:
(Cuéntos nueves hay en

76457

¢Cudl es la excedencia?
Formemos la correspondiente pifia de descomposicién:

7645 = 777 nueves + 7 de excedencia,

-+ 66 » 40 »
-+~ 4 » 4 »
+5 »

849 nueves «+ 4, sobrante de las excedencias des-
pude de extrdidos sus nueves,
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y digamos:

T+ 6+44 0 de las excedenciag — 92:
22 contiene dos nueves son un solirante de 4.
Escribo el 4 en la columna de las excedencias v lleve 2 nueves &
la suma de los nueves;

y sigo diciendo:

2 nueves de las excedencins + 7+ 8+ 4 de la primera columna de
los mieves = 1% eseribo Y debajo de esta primera columua y llevo
1 4 1z columna siguiente; y digo:

1 que levaba + T+ i = 14; eseribo 4 debajo de la segunde columna
de nueves, y llevo'l, para agregar 4 la tercera columpn de los
nneves, v digo:

1 gyue Nevaba més 7'=8; ¥ eseribo el &,

Luego el gnarismo del sistema decimal

P64
os igual 4

(849 nueves} + (4 unidades) de excedencia
= (B49 X D 4+ 4 == V64l 4 4 = THiD

Formemos la pifia para el cdleulo de los nueves y de la
excedencia del guarismo

8 15 436
anteriormente estudiado, y tendremaos:

BRBEER 4- B
TTTTT =T
(666 6
3 +5
4 q
3+3

4+

9T Y87+ 8
y digo:

B+ 746 5ad4+3+6 delas excedencias = 39;
89 = 4 pueves + 5; v
Pongo 3 en el sitio de las excedencias, ¥
Lievo 4 4 1a suma de los nueves;
Y en ssguida sumo la pifia de los nueves, segin es uso sumar.

¢Cudntos nueves hay en 67 435, y cudl es Ia excedencia?
Respuesta: 7492 nueves y un sobrante de 7 unidades.

i

TOMO 1. -
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6666 + 6
7T+ 1
44 4 4

8 + 3

+ b

7492 7
(nueves) + (unlda.du) (1)
Por manera que el guarismo
67 435

del sistema decimal esta formado por

7492 sumandos iguales 4 9
+ T unidades de excedencia.

¢Cudntos nueves hay en el guarismo

57231
y. cual es la excedencia?

Excedencia, ninguna,
Nueves, 6 959,

¢Cuél es la excedencia y cuintos nueves hay en el gua-
rismo -
b45 4547

Excedencia, ninguna.
Nueves, 60 606

Pero ahors ocurre preguntar:
¢No habria medio de encontrar el nimerc de nueves de
~ un guarismo, as{ como su excedencia, caso de haberla, sin
necesidad de escribir pifias de agrupaciones como las que
preceden?

En efecto: nada mds ficil. No hay necesidad de escribir
agrupacién ninguna en pifis.

Sea el guarismo

a7 485

———— e e .

(1)' Véase o] Apéndice & esta Leccidn.
4
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La columna de las excedencias contiene todas las cifras
del guarismo que se nos ha propuesto

67 435

¥, por cierto, en el mismo orden.
Luego, para hallar el sobrants de las excedencias, suma-
Temos el valor absoluto de las cifras del guarismo.

6+T+4+3+5

deduciremos de esa suma el nimero de nueves en ella com-

prendido, y el sobrante que resulte (si lo hay) se escribird
como tal.

En el prosente caso del guariamo 67 435, la suma es = 2;

en la cual se comprenden 2 nueves con un sobrante de 7. Es-
cribamos este siete.

cons + T

Sumemos ahora, con el 2 que indica los nueves hallados
on las excedencias, todas las cifras del guarismo menos una,
la de la derecha, y encontraremos

(2] +6+T+4+3=22)
esdribamos el 2 y reservemos 2 para seguir la suma segtin es
uso; y tendremos

2 47]

Sumemos el 2 de la reserva con las cifras del guarismo
propuesto, menos las dos de la derecha

([23]+ 6+ T+ 4 = 19Y;

escribamos 9 y reservemos 1 para seguir sumando, y ten-
dremos
>

- Agreguemos el 1 de la anterior reserva & las cifras del
guarismo, menos las tres de la derecha, lo que nos dard
([1]+6+7 = 14)
escribamos el 4 y reservemos 1 para continuar la UM, ¥ reo-

sultard
AR+ T
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Y, por iltimo, agreguemos el 1 de la reserva al 6 inicial,
v el tltimo resultado de la'operacidn serd

{7492 nueves) + 7

De dounde, generalizando, resulta:

1. Para hallar en el sistema decimal el nimero de nue-
ves (cifras méximas) de un guarismo, juntamente con el so-
brante, si lo hay, se smpieza por hallar en primer lugar el
excedente, y para ello se suman las cifras por su valor abso-
luto; y el sobrante (después de DEDUCIR la cifra méxima
cuantas veces ge pueda) se escribe d la derecha preced1d0 del
signo +-.

2.° El nimero de veces que la cifra mixima estaba con-
tenida en las excedencias. se agrega como RESERVA 4 la
suma de todas las cifras del guarismo, menos una (ia de la
derecha), 1o cual dard las protoenas del nimero de veces que
el 9 estd contenido en el guarismo.

8.° Después, agregando la reserva (si la hubiere), se su-
mardn todas las cifras del guarismo, menos las dos iltimas
de la derecha, lo que dard las deutenss.

4.° Ea seguida, agregaudo la reserva (si la hubiere), se
sumaran todas las cifras del guarismo dado, menos las tres
tltimas de la derecha, lo que dard las trienas...

5.° Y asi sucesivamente, hasta terminar con todas las ci-
fras del guariamo (sin alterar nunca el orden en que las ci-
fras se encnentran colocadas en el guarismo propuesto).

Ejemplo:
¢Cusl es la excedencia y cué! el nimero de nusves del
guarismo del sistema decimal r
8 9347 = B+0 434 4=24=2dereserva + 8
-+~ +B4+94+83=22=—2de resorva + 2
4-Fj+8+9=19 ==1 de reserva + 9

. 99 246
1. Excedencis:

8+9+8+4==94, de donde, excluyendo el 9 ocpantas veces se
ﬁmoonﬂnous),noarwnlmrznnomdanudoﬂymre-



NUMERACION 205 -

2 ¢ Ndmero de nueves:

unidades que egeribo,
2 (decenas reservadas) + 8 + =19
9 decenas que eseribo,
1 (centena reservada) + 8 = Y centenas;

2 1de la reserva) + 8 4+ 9 4-3 =22 = 2 decenas {que reservo) y 2
=1

centena (yue reserve)y

de modo que el guarismo

8 934
estd compuesto de

092 veces el nueve, + una excedencia de 6,

¢Cudntos nueves forman el guarismo 64 687 del sistema
decimal? ;Cudl es la excedencia?

Respuesata:
Excedencia = 4
Niumnere de nueves = 7 187

¢Cudntos cuatros y cudl es la excedencia del guarismo
3223 del sistema quinario?

Respuesta:
Excedencis = 2= S+24 23 =2deres. -2
Nimero de cuatros = 414 -~ [2:, +J+2+2=1deres +1
. w11+ 8+2 =1lderes. +1
- [1]1+8= 1
4 1 442

De lo expuesto resulta que toda potencia del mimero de
cifras que tiene un sistema, es igual 4 una expresién de tan-
tos unos como unidades tiene el exponente de la potencia,
multiplicados por la cifra méxima correspondiente, y ade-
mds 1. (multiplicados por 9 en el sistems decimal: por 4 en el
quinario, eto.):

(1) Claro ¢squs los que sepan sartir podrén hallar ¢l ntimero denueves,
de onces, de cincos, ste., dividiendo, Pero siamsire regultars que la inves-
tigacién del nmero de cifras méximas por medio de la suma ha de ser
mia fhoil que por medio de 1 divisién,

Adem#s de esto, 1a divisién no da & conocer la composicién del guaris-
0o, misntras qae la sums leva ln vontaja de que hace desde luego com-
prender dicha composleidn.
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BIRTEMA DHRECIMAIL,

1.* pat® de 10, 6 sea 105 103 1 X9+ 1un 1, porque el
exp. es 1,

2.* pot.* de 10, 6 sea 10G; 102==( 11 X 9+ 1;dos 1, porque el
exp.es 2.

3. pot.* de 10, 6 sea 1 000; 103==( 111 X 9)+ 1; tres 1, porque gl
} exp. es 3.

4.* pot.? de 10, 6 ses 10000; 104=( 1111 X 9+ 1; enatro 1, porque el
exp. es .

5.2 pot.* de 10, 6 sea 100 000; 10%==( 11111 X 9)+ 1; cinco 1, porque el
. exp. es J.

#." pot.* de 10, 6 sea 1000000; 10¥=( 111111 X 9+ 1;seis 1, porque el
exp. es .

7.% pot.* de 10, 6 sea 10 030 000; 107-={1111 111 X 9)+ I; siete I, porque ?1
' exp.es /.

BISTEMA QUINARIO,

1.* pot.* de 5, 6 ses nuestro 5 101 =( 1Xd)+1
2. pot.* de B, 6 sea nuestro 25; 10% = 11%4)+1
8.* pot." de 5, 6 sem nuestro  125; 10° = 111 X4 «1
4.% pot* de 5, ¢ ses nuestro 625 104 =( 1111 X 4)+1
5% pot.* de 3, 6 sea nuestro 3 135; 10° =( 11111 X 4)+1
6.* pot.® de 5, 6 sea nuestro 15 625; 108 = (111 111 3 4} + 1

RESUMEN

¢Se puede saber de un moda ficil y como si dijéeramos
mecdnico cudl es el nimero de cifras mdximas de un gua-
rismo?

Si:

Como? ,

i no hay excedencias, sumando todas las cifras menos
uba, de izquierda & derechs, lo que dard las protoenas: su-
mando, seguvo es uso, todas las cifras menos dos, lo que dard
las deutenas: sumando todas las cifras menos tres, lo que dars
las trienas... etcéters.

A las protoenas hay que agregsr el nimero de nueves
(cifras méximas) que den las excedencias si las hay.
Y para hallar el excedente hay algo nuevo que ejecutar?
o: lo manifestado en'la Leccién anterior.
¢A qué es igual una potencis cualquiera del niimero de ci-
fras de un sistema? ’

APENDICE

Las pifias de agrupaciones formadas para hallar el mime-
ro de citras miximas dardn e! mismo resultado si se escriben
todas las cifras de! guarismo en un renglén, y debajo un lu-



NUMERACION 207

gar hacia la derecha, todas las dichas cifras menos una, y

luego dos lugares & la derecha todas menos dos, y luego tres

lugares 4 la derecha todas menos tres... como sigue:
¢Cuéntos nueves hay en

78177
Nitodo normal. Método equivalente.
TWT+7 81+ 1
88+ 8 iB+1
1+1 748
+7 +17
868 4.5 868 +- 5

¢Cudntos nueves hay en el guarismo

T 89S 456 7867

Witodo normal. Mitodo equivalente,
T+ 7 759345678 + 6
BHEE886 4 § T834H6T + 8§
M990 + 9 1803456 +- 7
9343838 + 3 789345 -+ 6
44444+ 4 8034+ 5
5505 + b B+ 4
. 666 4 6 B+ 8
T+7T B+
B+ 8 7+8
+ 6 4 7
' 87705074 +- O 877050754+ 0

Es de evidencia que el resultado ha de ser idéntico por
ambos procedimientos, puesto que, por el método equivalente,
cada columna coutiene de abajo arriba las mismas cifras que
aparecen de arriba abajo por el método normal.



Biblioteca Nacional de Espafia [



ARITMETICA PURA

ILIEsmc xx

——

INTEGRACION

TOMG 1 : ' -

a2



Biblioteca Nacional de Espafia [



INTEGRACION

A P A AR A AT

LECCION 1

Del sumar.

En el Libro I queda explicado el género de suma que sir-
ve de base & la formacién de los guarismos.

Sabemecs, pues, que todos los sistemas de numeracién son
métodos de suma; no de sumandos cualesquiera, sino de su-
mandos ajustados 4 las reglas de 1a notacién, y que cualquier
guarismo en cualquier sistema es la suma de cierto numero
de esos sumandos especiales de la numeracién escrita.

Toca shora tratar de la SUMA DE GUARISMOS cua-
lesquiers. ‘

No hay operacién (1) mds importante que ésta, ni tampo-
co mds desdefiada. _ :

Y, sin emibargo, en el profundo conocimieuto de la ope-
racidn de sumar estd toda la Aritmética; que, en cuanto se
conocen debidamente, las bases de la integracién de los gua-

(1) Tlémase operacitn el procedimiento de cdloulo gue nos conduce &
la solucién de un problema. »

Hay en aritmétion pura cuatro operaciones fandamentales:

Sumar, restar, multiplicar y partir. . , .

Y otrad dos que son casos importantisimos del multiplonr dy del partir,
A saber: la elevacién & potencias & involucién, y la extraccién de raices
& evolucidn.

_Calowlar o8 componer y descomponer los nimeros mediants esas opern-
ciones y el siloulo mental. ’
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rismos», todas las dificultades de la ciencia se resualven con
suma facilidad.

«SUMAR ES RALLAR, atendiéndo 4 la forma escrita, BL aRA-
DO DE LA BSCALA DE LA PLURALIDAD A QUE ASCIRXDE LA REUNIGON
de varios NUMEROS EXPRESADOS POR MEDIO DE GUARISMOB».

Loa ndmeros qune seé suman se llaman guarismos-suma-
torios 6, simplemente, SuManpos. Pero SumaNpa es, propia-
mente, todo Numero que agregado & otro 6 4 otros contribu-
ye 4 la formacién de un grado cualquiera de Ia escala de la
pluralidad. |

El resultado de la operacién de sumar se llama suua.

La operacién de sumar se indica con este signo +, que se
lee mas. )

Asi 4 + 4 se les: cratro mas cuaéro.

Antes de sumar se ejercita & los nifios, durante algunos
meses, en cantar la siguiente tabla de' sumar:

i

1y1, 2 |4yt1, 6] 731, 8
132 8 iyo 8| 132 9
1y8, 4| 4y8 71| 7Ty5 1B
1y4, 4 | 454, 8] Ty4, 11
1y6, 6| 4y5b, 9. Ty5 12
1y6, 7| 4y6, 101 776 18
1y7, 8 f4y7, 11 1 Tx7, 14
178 9| 478,12 | 778,15
19910 | 4y9,13 | Ty9,16
*
2y1, 3 )6yl, 6} 8y1, 9
2y2 4 |5y2 7|83 10
2y8, 6|0y, 8 8y5, 11
ay4, 6 | byd 9|8y 12
2y6,,7 | 6yb,10 | 8yb, 19
2y6, 8| 5y6,11 | 8y6, 14
257, 9| 5y7,12 | 857,15
2y8,10 | 5y8 12 | 878,16
23y9,11 | 5y9 14| 8y9, 17
S3yi1, 4 {6y1, 7| 9y1,10
B8y2 5 |6y3 8|9y2 1
8y8, 6| 6y8, 9! 9y3 12
8y4, 1| 6y4,10 | 974 18 .
Byb 816y5 111 8y5, 14
Byé6, D | 6y6,12 | 9yé6,1b
8y7,10 | 857,18 | 957, 18 |
By8B, /1l |8y8, 14| 978,17
By9, 13 | 6y0,i15 9ys,1sﬂ
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Despusés se les hace cantar, como més compendiosa y para

ejercitarlos en los signos + y =, la signiente tabla:

242 = 4| 5.456=10

8.f.2= 5|6 5=1I1

1..2= § | T4 5= 12

5L 2= 7|845=—13

G42= 8B | 945==14

T+-2= 49

84 2 = 10

9 +2=11 | 6 4+ 6 = 12
T46=18

818= 6 |846=14

448=1|9+6=15

53— 8

643= 9

T4+8=10|7T4+7=14" .

94 8=12 | 94-7=16

4. 4= 8

A= 9|8 4+6=16

64 4=10|9+8=17

T4 d =11 [_

8 44 = 12
9.b4=18 | 949 =18
M4s tarde se les hace aprender la + "
Tabla de sumar.
of1|2]s[4]5]6|7]8]
1|al8|a|6|6|7|8|9 10
ﬁsT?eT??Eﬁ
sla(sa|7 (|||t
a{ble|7|8[9 10|12l
Gl6|7(8|9|10'11]12)13]14
sl7i8| 9 w|nn|1als]|1al s
7|8 {9 {10]|11]13|18|12| 15|18,
8|9 (10]11|12|18}14{15]16]17
9 fof11]12|18{14|16{18[17|18

Con esta tabla & )a vista se hace observar 4 los alcmnos,
que son iguales los guarismos anotados en las diagonales que
de arriba abajo van de derecha 4 izquierds, y que difieren en
dos unidades los que van de izquierda & derechs.
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Para sumar se dispounen los sumandos unos debajo de
otros y de tal modo que las cifras de cada orden (esto es, de
cada potencia) eaigan respectivamente unas debajo de otras;
esto es, protoenas bajo protoenas, deutenas bajo deutenas,
trienas bajo trienas, etc., etc.

Para sumar bien se necesita una’ gran practica. Quien no
1a adquiere podra llegar 4 saber lo que es sumar, pero nunca
sabra sumar. : i

Sucede con el sumar uta cosa parecida 4 lo que pasa con
ol leer; que, siendo muchos los que leen, pocos llegan 4 ha-
cerlo con sentido, rapidez y exaectitud.

Asi, todo el mundo suma; pero jqué rara es la persona
que llega, sin equivocarse, 4 finalizar una adicién algo larga!

Resulta, por tanto, de grandisima importancia ejercitar 4
los niflos en esta capital operacién, lo mismo que & los hom-
bres inexpertos. Una de las cosas que més se oponen & la
préctica del sumar, es la precisién de escribir bien los su-
mandos, por el mucho tiempo que su escritura exige y la difi-
cultad de ordenarlos pronto y de manera que se correspondan
exactamente las cifras del mismo orden: protoenas bajo
protoenas, deutenas bajo deutenas..., ete.

De modo que el disponer bien una suma depende, més
que de la habilidad aritmétics, de la habilidad caligrifica.

Los maestros pierden lastimosamente en las escuelas un
tiempo preciosisimo dictando guarismos y guarismos y mds.
guarismos 4 sus alumnos: mientras los nifios eseriben, no su-
man. Y lo peor es que, como los diseipulos no estampan los
gusrismou para escribirlos con buenos caracteres, sino para
que les sirvan inmedistamente en ejercicios aditivos, se acos-
tumbran & hacerlos mal, apresurados y sin primor, y sin el
cuidado preciso para colovarlos unos bajo otres. Los maestros,
sin querer, contribuyen 4 la general perversién caligréfics.

Y, como no todos tienen facilidades para enmendar la es-
critura, y muohos, cuendo empiezan 4 calcular, han llegado
ya 4 uns edad en que es muy dificil todo cambio, de ahf el
que la carencia de habilidad manual, impida la pronts adqui-
sicidn de otra habilidad en orden muy distinto, cual es Ia de
operar con expedicién y exactitud.

De aqui 1a utilidad de los cuadernos para sumar, tan ex-
- tendidos en otros paises y tan escasos en Espafia.



INTEGRACION 215

De aqui también la necesidad de recomendar todos los
me lios gue faciliten la repeticién de los ejercicios del sumar
y ahorren la fatiga del escribir. Uno de los mds felices es el
sistema del inglés Jakson, consistente en cuadrados dispues-
tos como sigue:

15 6748¢574
T e 8
5‘157@33#
8 2r*~75]4
9 5 | . b ' B
5! ¢ | ;4!3
5 9345113
g l— e
7565786459

Con los dos cuadrados precedentes hay para hacer, cuan-
do memnos, 96 sumas; procediendo’asi:

Se empieza 4 sumar. por el 1 del cuadrado menor en senti-
do dextrorsum (como s¢ mueven las agujas de un reloj) y se
adiciona el 1 con el 5, y con el 7, y con el 6, y con el 8, y con
el 5, ete., hasta dar la vuelta &l cuadrado, lo que nos produ~
cird 74 como suma.

Después no se empieza ya por el 1 de la esquina, sino por
el 5 escrito & su derecha, y se sigue hasta dar la vunelta al
cuadrado y concluir por el 1; opemmdn que, si no nos hemos
equivocado, volvers & darnos el mismo 74 de antes.

Luego, para una tercera adicidn, se empieza por el 7 gue
esta & la derecha del B que antes nos sirvié de inicio...

Y asi sucesivamente, lo que nos dars 16 sumas.

Hecho esto, volveramos 4 empezar por el 1, pero en senti-
do sinistrorsum (contrario al movimiento de las agujas de un
reloj), sumando el 1 con el 2 inmediato y con el 3 y con el 6,
y con el 9 y oon el otro 3..., hasta dar la vuelta, ete., ete., lo
que nos dard otras 16 sumas.

Y sise procede andlogamente con el cuadrado mayor dando
en primer lugar en sentido dextrorsum todas las vueltas po-
sibles, y, terminadas, ddudolas en segundo lugar al revés &
en sentido sinistrorsum, obtendremos U4 nueves sulmay, siem-
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£

pre con los mismos sumandos y siempre en combinacidn di-
ferente.

También pueden obtenerse nuevas adiciones dando 4 cada
cuadrado dos vueltas 6 tres, ya hacia la derecha, ya hacia la
izquierda; ¢ bien vuelta y media, 6 vuelta y cuarto, etc., etc.,
6 bien muchas mds combinaciones sumando los digitos de
ambos cuadrados, ya en un sentido, ya en otro, ya un ouadra-
do en un sentido, ya el otro cuadrado en sentide contrario. ..

Fu general, cualquier suma se dispone de modo que las
protoenas estén debajo de las protoenas, las deutenas debajo
de las deuteuas, las trienas debajo de las trienas... y asi su-
cesivamente. Por debajo del ultimo guarismo se traza una
rays, y otra debajo de la suma. Esta ltima suele suprimirse.

Asi, si tuviéramos que sumar los gnarismos del sistema
decimal,

8569 + 438 + 1796 4 71

preparariamos laoperacién de uno de lcsdos modos signientes:

BhY 869
438 434
176 1796
71 11

Colocadas ya las cifras en correspondencia unas debajo de
otras, se efectiia la operacidén de sumar, como se e.\’preea & con-
tinnacién.

Se empieza por la derecha (1), es decir, por ]a columna de
las protoenas desde arriba hacia abajo (2) agregando sucesi-
vamente el valor de las cifras protoenas unas 4 otras, y cunan-
do se hays llegado asi sumando hasta la ultima inferior de la
columna sucaderd una de dos eosas: ‘ .‘

1. Ola suma encontrada de las protoenas se escribe en
ol sistema de numeracién en que se trabaje con un solo digito,

2.9 O la sums de las cifras del primer orden se escribe con
m4s de una cifra. '

(1) Podriamos empezar p>r la inquierda, é por el centro... pero se toca-
ria el inconveniente de tener casi siempre que hacer una segunda suma,
y Ia operacién no resultaria de in primera ves.

%) No hay inconvenients én hacerlo de abajo arriba.
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Alora bien:
1. Siesa suma parcial de las cifras protoenas 6 del pri-
- mer orden se escribe con un digitc, se pone ese digito por de-
bajo de la rayn, en la misma direccién vertical de las protoe-
nas; y se procede 4 sumar las cifras de la segunda columns,
como en el ejemplo siguiente del sistema decimal

24

32

21

22

-9

2.9 Pero, si la suma parcial de la primera columna se es-
<ribe con més de una cifra (caso o] mig comiin), entonces bajo
la raya y también bajo las protoenas se escribe de las dos
{6 mas) cifras que expresen lu suma parcial, solamente la de
la derecha, y la otra (1 otras) que se llaman RESERVA, se
guarda (¢ guardan) para sumarls (6 sumarlas) con las cifras
de la segunda columna, la de las deutenas: como en el ejem-
plo siguiente del sistema decimal

donde ge dird

cuatro y cinco son nueve; nusve y ocho son diez y siete;

“diez y siate se escribe en el sistema decimal con un wno y un -
siete (17); pues bajo la raya y en el sitic de las protoenas se
esoribe el 7, y el 1 (que es la RESERVA) se guarda para
agregarlo é. las cifras de la segunda columna, Ja de las deute-
nas, como signe:

&t

!

"fa

Hecho esto con la primera columna, ss procede con la se-
gunda como 8i no existiese ya la primera.
TOMO L 28
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¥, habiendo procedido con la segunda columna, 1a de la+
dentenas. como gueda indicade, se pasa 4 la tercera (si la
hay) como sino existiesen ya las otras dos..., y asi sucesiva-
mente hasta llegar 4 la 1ltima columna de la izquierda.

Y, si la suma parcial de la dltima columna (que es siewu:-
pre la primera de la izquierda) se escribe con mas de una ci-
fra, entonces se ponen por debajo de la raya todas las cifras

resultantes.
EJ4EMPLO EN EL BISTEMA DECIMAL

UREE S
24678 084 2FETH G8L
3478972 B4T7THOTR2
11074 890 ) se procede asi: 11074890
24 691 24 691
2401301 190 20201 190
129458 727
FIEMPLO EXN EL SINTEMA (U ATERKARIO;
Y. 21
ey bES| .
g1 ( Je procede asi:  H22
2214 2271
13
211
Se dice:

Uno y dos, tres: tres y uno, custro: cuatro v tres, skete; siete << t--
erihe en el sistema cuaternario con dos eifras, el Ly el 5: ec rilo
sdlo el 3 y agrego el 1 4 las eifras de la columna inmediate {yue
s, en este gjemplo, la central) diciendo: nno y tres, cuatro: cuzt:o
¥ dos, seis; ete., ete.

EJEMPLO ENX EL BINTEMA QUINARIOC

45

4348 151

3] 1512

1234 | Se procede asi: 'I 29;

' 4443 - P

4 1448

5243 3243
38400 '

Se dice:

Dos y tres, cinco; einco y cuatro, nueve; nueve y tres, doce: duce y
tres, gquince, yue 8e escribe 30 en el mistema quinario; pongo,
pues, el cero y agregoe el 3 como reserva & las citras de la colum-
na inmediata, gue es la de ins deatenss quinarias, ete., ete,
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PAEMEPLG TN EL SIETEMA DT GDECTMALL
. , F35338
Uxygtihan ‘;Pﬁ:-l'.‘h_'l'*
- AN, a ke
P T il ioeedn aap: BHTH T
L Bk oy e
ltclf-.-: v FARE L atnuTs
Vacbhgn USTETa
tubah7a ) i
4abnobTa

3216Th51

e dice:

Dace v diew, veinte ¥y unnj veinte v uno y ocho, veinte y nueve:
veinte ¥ nueve y diez, treinta v bueve, v diez, cuarents v nueve:
shora bien: como cuarenta y nueve se escribe en el «istema duo-

" decimal 41. pongo el 1, ¥ utilixo el 1 para agregurlo como
reserva 4 la segunda columna, en la vual procedo andloga-
mente, ete., ete,

SIUMAS EN EL BISTEMA CUATERNARIO Y xS CORRESPONDENCIAR
EN ¥l. BECIMAL.

. Cuaternarlo Decimal Cuaternario Decimal Cuateronrio Decimal i

i omus 1o 2

;o IT1 85 1208 59 PEES! 189

, 180 .28 1003, 67 3182 9292

. 138 31 1388 127 3428 251 !
1183 95 2828 | 187 3838| 255 |-

. 2312 182 1280 108 9821 249

Po1111 85 8819 246 3888 255

| 2222 {. 170 112 29 3210 228

Y 8881 | 258 38210 249 3822 | 250

| 82201 929 | 101101} 1106} 131223 1899

i\‘ 1.er gjemplo. N 2." ¢lemplo. $.er ejemplo. 11
Explicacidn:

Sumo la primera columna de la derecha {eu el 1.* ejemplo
del sistemsa cnaternario) y hallo por resultado 13, que en di-
cho sistema se escribe 37.

Pongo 1 bajo 1a raya y reservo 3 para seguir sumando.

Sumo esta reserva con la segunda columna y resunlta 20
deutenas custernarias, que se escribe 110.

Pongo nun cero bajo la raya y reservo 1/ que on dicho sis-
tema representa 6 del decimal, y digo, cinco de la reserva y
Tno, seis; y uno, siste; y uno, ocho; y uno, nneve; y tres, do-
<e; y uno, trece; y dos, quince; y tres, diez y ocho, que en el
sistema cuaiernario se escribe 102, '
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Pongo, pues, el 2 bajo la raya, y reservo 10 que en el ya
dicho sistema representa 4, del decimal; y digo, cuatro de 1a
reserva y ung, cinco; y uno, seis; y dos, ocho; y uno, nueve;
y dos once; y tres, catorce, que en el sistema cuaternario se
escribe 32.

Como no hay més columnas que sumar, pongo el 32 deba-
jo de la raya, y queda terminada la suma.

Anilogamente se ha de proceder para efectuar las sumas
en los ejemplos 2.° y 3.° del cuadro expuesto.

Por causa de la brevedad se suma sin repetir los resulta-
dos de la agregacién parcial de cada digito: supongamos ol
ejemplo siguiente del sistema decimal:

'C.:‘-me—luh-ﬁﬂ.

Asi,en vezdedecir83y4,7; 7Ty 7,14; 14y 9,23; 23 y...
etcétera, etc., se dird: tres, siete, catorce, veintitres, treinta
¥ uno, treinta y ocho, etec. '

También, por brevedad, es costumbre no escribir las re-
servas en lo alto de las columnas; sin embargo de que el es-
cribirlas conviene mucho cuando las sumas son largas y no se
tiene seguridad ni prdctioa en el sumar.

También cuando hay muchos sumandos suelen registrarse
las reservas debajo de cada columna, escritas con cifras pe-
quefiitas: ejemplo en el sistema dacimn.l:

-
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Es de gran importancia adquirir la préctica de sumar di-
ciendo sdlo los resultados parciales sin nombrar los sumandos.

Y es del mayor interés adquirir el poder de sumar en si-
lencio.

OBsgrvac1oN.—Cuando sumamoes, desde la segunda co-
Iumne en adelante hacia la izquierda, cometemos voluntaria-
mente un error pars enmendarlo en el acto: en vez de sumar
decenas, centenas, millares..., 6 en general deutenas, trienas,
tetraenas, pentaenas... ete., gue son lo que respectivamente
expresan los digitos de la segunda columna, de la tercera, de
la cuarta..., sumamos siempre los digitos como si fueran pro-
toenas; pero, como escribimos el resultado en el segundo lu-
gser, en el tercero, en el cuarto..., enmendamos en el acto el
error que por brevedad y sencillez hemos 4 sabiendas co-
metido.

Supongamos el ejemplo signuiente del sistema decimal:

84 -
50
62
51
82

9

Después de haber sumado los digitos de la primera colum-
ne, on la gue no hay reserva, no decimos, al calcular la se-
gunda, lo siguiente: '

Tres decenas y cinco decenas, son ocho decenas; ocho de-
cenas y seis decenas, son catorce decenas; catorce decenas y
cinco decenas, son.... eto; sino que, simplificando, decimos:
tres, ocho, catorce, diez y nueve, veintisiete. Este veinti-
siete, es diez veces menor de lo que debe ser; pues no se
trata de veinte X siete protoenas del sistema decimal, sino
de veinte y siete decenas, ¢ sea-de doscientos setenta unos;
pero, como al escribir en segundo lugar el 7 que hemos ob-
tenido, 10 hacemos valer 70, y al llevar al tercer lugar el 2 de
la reserva le hacemos valer, no dos, sino doscientos, queda
enmendado en el acto el error, con gran ahorro de palabras,
Yy, sobre todo, de tiempo.
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Praebns comuanes.— Praeba de la cifra méaximn,

El hombre no es infalible, y suele equivocarse con la ma-
yor frecuencia en sus computos, especialmente en todas las
operaciones de la Aritmética.

Siempre conviene, pues, y & veces es absolutamente pre-
¢is0, comprobar esas operaciones.

PRUEBAS.

Las pruebas de una operacion son otras que dan los mis-
mos resultados de la primers, si ésta se ha sjecutado bien, ¢
que presentan indicios muy probables de haber sido correc-
tamente ejecutada.

Las proebas no han de ser mas dificiles que la operacién
primitiva, y su grado de probabilidad {caso de ser probables
tinicamente) ha de ser muy considerable.

Sélo una gran probabilidad puede hscer admisible ans
ptueba; porque & resultados idénticos cabe. llegar habiendo
4 la vez error en la operacion y en sus comprobaciones; y
puede existir discrepancia en los resuitados siendo exacts Is
operacién y errénea la prueba, 6 errénea la operacion y
exacts la proeba.

A pruebs muy dificil § de poca probabthdcd no debe,
pues, nunca recurrirse.

Las pruebas del sumar son varias.
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1.* 8i se ha hecho Iu suma adicionando las columnas de
arriba hacia abajo, regularmente se repite la operacidr, pars
comprobar el resultado, adicionando las mismas columnas de
abajo hacia arriba.

Esta comprobacion es muy cémoda, porque no hay nece-
sidad de escribir nuevos signos. Se funda en que es de escasu
probabilidad la colncidencia de una equivocacion igual 4 otra
anterior.

2.* Hechs la suma, segun las reglas, se prescinde de un
sumando (regularmente del primero de arriba): en seguida se
suman los restantes, y 4 la segnnda suma que resulte se
agrega el primer sumando antes eliminado: esta tercera suma
debe aparecer igual 4 la primera, si no ha habido equivoca-
cion en ninguna de las tres.

FAEMPLO (BISTEMA DECIMAL)L

s 38 B sumando scparado mentalmen
647 — 647
B4 047 T84
o7 T84 8397
N 897 —
2476 EE— 2676
2828 suma de los 314, e
+ 848 sumando separado 2028 sumacomprobatoriaen que mes-
talmente se ha unidoel s
do separado.

2 6H7H suma comprobatoria

Al hacer esta comprobacidn. se debe practicar de meme-
ria todo lo més posible, por caunsa de la brevedad; asi es que
86 hace casi siesmpre como se indica en la tercera operaciin
sin separar sino mentalmente el primer sumando. Las mis
veces se pounen las comprobaciones en papel aparte.

3.2 En las casas de comercio y en donde quiera que se ha-
cen adiciones que contienen muchos sumandos, se suele con:-
probar la suma del modo siguiente:

Se dividen las columnas largas de sumandos en seccionesx,
regularmente de 4 diez 6 doce sumandos; se esoribe sl lado
derecho la suma de cada seccién, y, hecho esto, Ia suma ds
todas estas secciones ha de ser la total que se comprueba.
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POR EJEMTFLO (SISTEMA DECIMAL).

1861

1362

2681

2682

8161 ——— 17247

8162

8611

5612

5216

8126
* 8888

8884

8880

1111

2230 ———— 20908

41 727

88 9712 = 83 972

Esta comprobacion suele verificarse en papel aparte.

‘También en las casas de comercio se snele sumar ponien-
do en papel aparte la suma de cada columna.

Asi, las cifras de la derecha en el papel aparte 7, 1, 8, 6,
3, 7, resultan ser las de la suma, y ademds el 6, en que ter-
mina (en dicho papel aparte) la columna de las hexaenas.
En el mismo papel constituyen las reservas las cifras 4, 8, 3,
4 y 8, que ocupan el segundo lugar (esto es, el de las dete-
nay 6 deutenas).

486 167 41
486 2687 51
946 876 b ]

T 646 46
a1l 53
423374 67

b47 867 {Fapel
960000  Swaite)
970 005

997 484

6736 817

Este procedimiento es muny conocido, fécil y seguro: es
de aconsejar su prictica.

También es de recomendar la signiente, para cuando se
suma de arriba abajo y se comprueba de abajo arriba:
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15
b
c‘ 1

398

T4

486 167 2

436 257 9 4

446 876 i

et 189

i 646 249

111 111 B4

123 874 s

347 867 toe

H60 000 13 o

970 005 23

N7 454 9 b

576517 Suma, 1

—_— 308
654 364 *

Rerervae. 596

674

. 149

148

St ..o, 5384

Reservas.. .. LI LR

Hay, por iltimo, otra prueba muy eficaz: la prueba de la
cifra maxima. Verificada la suma, se la comprueba como sigue:

Se suman parcial y horizontalmente las cifras de los su-
mandos; y, en cuanto la suma parcial pase de la cifra mdxi-
ma de! sistema, la excedencia (¢ lo gque sobre) se agregard 4
las demds cifras hasta obtener otro valor que exceda del va-
lor de la cifra mdxima... y as{ sucesivamente hasta llegar
al fin.

Si hay entonces todavia excedencia, se escribe el exce-
dente junto 4 la raya de la suma, separado por un parénte-
#is; y, si ia operacion estd bien hecha, sl excedente de los su-
mandos serd igual al excedente de la suma. O se empieza por
el de éste.

Ejemplo en el sistema decimal, cuya cifra méxima es 9.

466
528
516 (8

1840 (#

'Hecha la suma, se le saca el excedente, diciendo:

14344408 ]
TOM0 1. 29
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como el 8 no contiene ningun Y, se escribe el 8 & la derecha
de la suma, separada de ella por un paréntesis.

Y en seguida se empieza & comprobar por el sumando su-
perior diciendo: 4 y 6 son 10; fuera de 9 queda 1 de exceden-
cia; 1 excedente y 6 son 7 y 3 del segundo sumando son 10;
fuera de 9 queda 1 de excedencia; 1 y 2son 3 y 8son 11;
fuera de 9 quedan 2 de excedencia; 2 y 5 del tercer snmando
son 7 y 4 son 11; fuera de 9 quedan 2; 2 y 6 son 8. Entonces
se escribe un * pequefio & la derecha del 1ltimo sumando,
que es el 546, y como la excedencia final de los sumandos es
igual & la de la suma, debemos dar por buena la adicidn.

Otros ejemplos de la prueba de los nueves:

85765
148921
48 853

T2 (4 axcedencla de los samandos

176 101 .+ axpeqencia de 1a aoma

15184
44 632
25 798
613 (% ¢xcedencia de lox somandos

2257 (¢ excedencia de la suma

L]

Supongamoes la siguiente suma en el sistema octonario,
cuyo digito mayor es 7. La operacién se haré como sigue:

447
572
443
567 {1

2463 (1

Primeramente se oxtraen los sietes de la suma diciendo:
2y4son6, y 6, 12; fuera de los siete quedan 5; 5 y 3, 8;
fuera de los siete, uno; y este (' se escribe separado 4 la de-
recha de la suma.

Inmediatamente, se procede 4 la comproBacién diciendo:
4 y 4 son 8; fuera de 7, uno (de excedencia): y 7, son 8; foera
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de 7, uno; y 6, 6 y 7, 13; fuera de 7, seis; U y 2, 8: fuera de 7,
uno; 1y 4, b,y 3, 8; fuera de 7, uno; 1 y 3, 4; y 5, 9; fuera
de 7, dos; 2 y 6, 8; fuera de 7, uno; 1 ¥ 7, 8; fuera de 7, uno;
y se escribe el (' & la derecha del ultimo sumando.

Como el excedente final de los sumandos es igual al de la
suma, la suma estd bien hecha.

Puede suceder que aiguna suma parcial de las cifras adi-
cionadas horizontalmente produzea una excedencia igual 4 la
cifra méxima. Entonces en el sistema decimal se dice ¥ fuera
de 9, cero; y se vuelve & empezar hasta que se llegsa al fin,
Claro es quse en el sistema septenariv se diria: 6 fuera de &,
cero; y en el octonario, 7 fuera de 7, cero; y lo andlogo en
cualquier otro sistema de numeracién. '

RINTEMA DECIMAL

3672 En gracia 4 la brevedad se aho-
5488 rran muchas palabras diciendo:
7423 0 3,9 007 9 0:5 %0

e 3, 11; 2 9, 0: 4, 6, % O
16533 (0 1, 7,12, 3: 6, 0, 0

Excedentez iguales, suma buena.

Esta prueba de la cifra mixima se funda en lo siguiente:
1.° En la suma no puede haber mds ni menos de lo gue
hubiere en los sumandos.

2. Los sumandos estédn compuestos de la cifra mdxima
més el valor absoluto (no loecativo) de sus cifras.

3.° Este valor abgoluto estd compuesto también de la ci-
fra mixima, 6 exactamente 6 con excedencia.

4.° §i exactamente, el valor absoluto de las cifras de la
suma no debe dejar sobrante ¢ excedente; porque, si lo dejase,
habria en ella algo mds que en los sumandos.

b. Si con excedencia, el valor absolute de las cifras de
la snma debe dejar el mismo sobrante; porque, si no dejase
ninguno, 6 lo dejase mayor 6 menor, resultaria que la suma
no estaba formada de la cifra mixima el mismo nimero de
veces y del modo mismo que los sumandod.

)

La prueba de la cifra mdxima llega 4 hacerse con una ce
leridad extraordinaria, para lo cual hay muchas razones.
En la priotica nunce se hace caso de la cifra- maxime ni
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de las combinaciones evidentes que suman su valor, porque
es inutil agregarlas, para eliminarlas después.

Asi, en el sistema decimal no se toman en cuenta los nue-
ves, ni aquellas evidentes combinaciones que dan nueve por

resultado, como
81, 18, 72, 63, 35, 54, 45,
621, 612 123 1116 eb& etc.

Ni aun otras combinaciones mds complicadas, por ejemplo.

297, 792, 4995, 693,
896, 369 7‘321 6336 6838
6521, 26‘*1 13996 4491 1‘)44
¥ otras muchas analogas

El hébito de combinar tan corto niumero de cifras de
modos que al fin resultan sobremanera conocidos, hace ra-
pidisima mentalmente la prueba de la cifra méxima; y espe-
cialmente la prueba de los nueves en el sistema decimal.

3699 6814
972 f 5721
795 8263
431 9 742
, 295 2763
93 b 445

1927 (4 2123 (&

14841 (4 85491 (¢

Asi on calculador ejercitado advierte al primer golpe de
vista que el 4 es el sobrante de la suma siguniente, porque las
sumas sncesivas de cada dos ¢ tres samandos importan Y siem-
pre, excepto al final en que se encuentra el 4 excedente.

459
736
612
218
814
564 -
: 24 (4

Bess (¢

Onsxrvicion.—Ninguna de Ias anteriores pruebas de su-
mar es exacts rigurosamente, porque pueden deslizarse en la
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vrusba equivocaciones que compensen con exactitud un error
padecido al hacer la operacidn.

La tiniea prueba infalible seria la de la cifra maxima, si,
en vez de contentarnos con saber que tanto los sumandos co-
mo la suma estdn compuestos de la dicha cifra, exactamente
6 con excedencia, averiguiramos el mimero fijo de veces que
sumandos y suma contienen & la cifra maxima con exactitud
4 con excedencia; pero, aungue no dificil (como hemos visto),
el medio de averiguacién del nimero fijo de cifras méximas
es un tanto complicado para prusba, la cual nunca ha de ser
mds enojosa que lo seria el repetir la operacidn.

A pesar de ser falibles las pruebas del sumar, deben siem-
pre efectuarse, por ser de altisima probabilidad que no hay
equivocacién cuando coinciden la operacion y su prueba.

La comprobacidn més facil del sumar es la adicién de
abajo arriba, si la operacién se ha hecho al contrario.

Por dltimo: _

Cuando interesa inmensamente la exactitud de las opera-
ciones aritmélicas (como sucede en los Observatorios astrond-
micos), no hay més recurso para obviar la falibilidad de los
calculadores, que encargar el mismo cdleulo 4 dos parejas,
que lo trabajan en mesas y salas separadas, y que entregan
los resultados & otra pareja de comprobadores, quienes los
dan por buenos cuando los encuentran conformes.

Esta se llama prueba por dobles manos.
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Samas horizontales (1),

Muchas veces para ciertos trabsjos se necesita sabér lo
que importan cada dia cierto nimero de articulos de con-
wumo, y ademds es preciso conocer por semanss é por me-
ses & por aflos lo gue se ha gastado en cada articulo, junta-
mente con lo que se ha gastado en todos.

Otras veces el censo de poblacidon, los fendmenos atmos-
féricos, etc., etc., exigen operaciones analogas. Para hacer-
las con facilidad, suele ser praciso sumar horizontalmente, y
la generalidad de las plantillss, facturas, cuadernps ¢ esta-
dos se dispone como sigue, ¢ de un modo semejante.

Provincis de N...

[ PUBBLOS | Hombres, Muojeres. Nidos. Niaas. TovaLes,
hg P 1 500 1521 829 1040 4890
N...... 1381 1141 765 832 4 109
L..... 1415 1108 943 a12 8778
O...... 9650 1012 813 720 8525

5076 4782 © 8 340 §104 16902

(1) Esta leccitn, por el fondo corresponde més bien & ls Aritmética
modular gue 4 1a Aritmétics pura. Pero.aparece en eate sitio por 1a gene-
ralidad de los preceptos operatorios. Y, ademis y principalmente, porque
para combinnaciones de niimeros puros se nezesita saber sumar guarismos
no dispuestos en columnas: tal sucede en los cuadrados mégicos, eta,
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Provincia de X,..

I = o :
{s

U PUBBLOS |Agricultores.| Menestrales. | Mavincros, Militares, Sirvieates. Torac, {
| U [ P, :
§Z .a...|  BO0B H20 316 | 2570 | 2572 | 0986 I
V... 8913 2615 1161 6345 G510 25 174
R § S 5421 2609 2018 5027 014 an 044 :‘
i b J 10 892 7427 £ 168 10415 11 195 43 097 !
i w5 | il | 6651 | 2em1 | 95131 | ersn ‘
t

Los ejemplos anteriocres son exiguos casos de los infinitos
que hay ané.logos, y en los que varian los géneros, clases,
especies ¢ individualidades 4 gue se refieren los sumandos,
pero no la disposicién de los sumandos, en renglones hori-
zontales y columnas verticales.

Empiczase, pues, sumando horizontaimente, pero efec-
tuando el cdlculo del mismo modo que si los sumandos estu-
vieran colocados ordenadamente nwnos debajo de otros; para
lo cual se van sumando primero las cifras de primer orden ¢
protoenas desde cualguiera de los extremos de cada rengldn
- horizontal, y, hallada la suma de las protoenas, se escribe &
la derecha en la columna.de totales y en el mismo renglén
horizontal, solamente la cifra de la derecha, y la otra 1 otras
se guardan como reserva para agregarlas 4 las citras de se-
gundo orden ¢ deutenas,

Siguense luego sumango las deutenas como se sumaron
las protoenas.,. y asi se continia con las demas cifras de los
ordenes superiores (caso de haberias) hasta sumarlas todas y
obtener una suma total del primer renglén horizontai. Obte-
nida ya la suma del primer renglén horizontal, se procede
luego del mismo modo 4 la suma horizontal de cada uno de
los demés renglones; y, ya sumados todos los renglones, se
sumsan de arriba abajo los tota.los obtenidos, y se logra asf
un TOTAL de TOTALES.

Hecho esto, se suman verticalmente las columnpas de su-
mandos y se escriben las sumas que resulten, al pie de su
respectiva columna; y, después que se haya concluido con
todas, se suman horizontalmente los totdles de todas las co-
lumnas, y su snma ha de ser igual al anterior total de totales.

’
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Por ejemplo: '

carne. | Tocino.! Acelle. | Vino. Pan. § TOTAL.

Miéreoles., ...

5 8 1 ki 9 30

Jueves,.,..... 2 ki ] 9 2 22
Viernes....... 1 9 1 11 1 29
14 | 24 | 4 | 2t | 12| 8

Donde se dird .

5y8sonl3, yl,sonld, y7 s0n 21, y9, son 30; asi se
obtiene todo el gasto del miércoles y se escribe la suma & la
derecha en la columna del total; se sigue con las otras parti-
das horizontales del jueves;

24+7+2+9+2=-22

y el 22 se escribe en la columua de totales bajo el 30.
Hecho esto, se continiia con las partidas del viernes

T+0+14+114+1=29

y el 29, total del viernes, se escribe bajo el 30 y el 22 acaba-
dos de sentar.

Obtenidos ya los totales parciales correspondientes al
miércoles, al jueves y al viernes, se saca verticalmente la
suma total, 30 + 22 + 29 = 81; y se anota. .

En segunida se procede 4 sumar las columuas correspon-
dientes 4 la carne, al tocino... Para la carne se dird

5y 7,y7, 14

que se escribe debajo; y asi se sabe el importe de la carne en
los tres dias: se suman del mismo modo les otras columnas
verticales y se ponen las sumas en la parte inferior de sus
respectivas columnas; por cuyo medio se averigus lo gastado
durante los tres dias en los otroa articulos: tocino, aceite,
vino y pan. '

Por dltimo, horizontalmente se adicionan las sumas de las
cclumnas; y, si todas [as operaciones se han hecho con exac-
titud, ests iltima suma serd igual-al total general 6 de tota-
les. Y, en efecto, les protoenas dan

d+4+4+T+3=131
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Se anota el 1 en el total de totales poniendo un punto
debajo y se pasa 4 las deutenas diciendo

2 dela reserva +1+23+24+1 =4

y se sefiala el 8 con otro punto debajo.

: '
{ Catne. | Queso.

Uvas
- |

Dowingo ...... L 21 11
Lumes.......... 9| #2 24
Martes.........1 22 151 412
Miéreoles... ... P L% B
Jueves ,........ 1 45 3|
Viernes........ . H a7
Sabado........ 42 12 BH]
Domingo ...... G 61 B

| '
(939§ 246 | esy

14
33
Sl
L

i
)

T

B
34
13

3

=)

a7H

10 a1

5 13
40 i)
205 4

2
36

1
'

:
Pun. tTncino.| Fideos, : Fruta. § Toras.
i

==

|
32 i, 5
I
i
|
|

207

13 157
‘ g | a7
T 211
S i -
ooy §oesn
| #2 ] om
L 1a |24
b2h IST
i
|
|

155 |1 697

La prueba de estar bien hechas estas operaciones sera el
que todos los totales parciales den el total general 1 697: para
efectuar esto se sumardn dichos totales horizontal y ordena-

damente.
2 ;1 g 8| 8 ; | g
= ° 1 -] e
DIAS. E E | g | g g I‘ g E g E’ TOTaLES
_ Sl | - I el
{ H

1 ] 204 10 \ 1 11| 10 12( 11{ 20 17 123
g 1l s, 10| 2 1w 132
4 | 16 16| 10) 121 12 13| 12| 26 | 14 135
4 17 1711 19 B 17| 15| 301 15 145
] 15 ) 18 18, 12 15 I | 13| 41! 14 183
i b1} 15 131 17 2 20 | 487 138 150
1 YIRS T S € SR E AT R & B D 3 N M P 150
" o] 1] e D I VS NS " N A TR 3 | 144
1) S I3 1380 0] 17 ¢ B 1T 164
10 P12 14 12l 161 31 80 ([ i8¢ 36 10 134
11 P Le BT 10 1T 150 19 | 85 | 20 164
12 IS o6 ) 18 1t 80 | 14 ) 87 1 21 171
13 Pl b 20 121 2¢ 17! 13) 85} 23 115
14 } 15| 12 14 10; 23 18} 12| 86 | 23 170
15 P M 2 ) 110 11 22 224 11 g8 | ey 176
16 |12 1) 80 1210 21, 20! 5, 401 29 190
17 ' 11 | 10} 15} 18 16‘ 2318 41| 82 174
14 Pl 18 18 4t 14 11 121 42 85 147
1% 12| 2 1T 15 13 12| 11! 43| 33 17
€ 1] 165 19§ 18] 12| 13 16| 45 | 36 187
B8 203 +-8309 + 208 4359+ 3B 1205+ TOH+ 488 594G

Por tanto, si se nos diera el primero de los dos estados

TOMO 1.

-
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siguientes para que hiciéramos las correspondientes sumas,
tendriamos que devolverlo, después de efectuadas las opera-
ciones, segin expresa el segundo estado.

é ' i Torales
-1 5 é d A1 & g | g vE
pmas. | & | 5 | 2 : | 2 ¢ | 2 ]
c [ = = | 8 e | = CADA BiA .
8| 8|&|& |3 ; AERERAERE
- _ N j
1 40 : 10; 201 BO 4. 15| 10| 251 107 20
2 45 91 15! 71 2 19 8| 10! 12 5
3 41 1 11 ¢ 14| 69 7. 11 9116 17 3
- 4 5] 18, 87| 21 9! 7 4 917 1
512 T 2114 T T 81100 12130
6 | 40, 12% 13 10} 11, 2 1 3, 17 1
T i a4 4 | 20| 30 11 .1 7 4 15 6
s w4280 g0t 181 90 7!l el 57 pay s
9 ' 28;: 4| 10 16| 8} 2] 4 6} 7| 15
10 25! 5, 8/ 9 4/ 8| 5. T} 6| »
11, 31 9 7 6] 12 4 8 9 3 »
12 021 2| 11 4] 10 8 4 6 7 2
13 1 i5 1 9 2 7 2 1 3 4 »
4 17 » » | 16 1 8 3! @2 B 2
15 1 19 41 18 13 » 4 1 & 6 1
6, 21 » 7 » a » 2 » 1 3
o
|
! 8 . ' E . Taralis
DIAS | w B 2 il . ] g R " D&
g RN |2 |8 % | % 5 | 3 [caoa ota.
u] a3 B £ S = - i - E
1 40§ 10{ 20| 80 4{ 15| 10] 8 | 10} 20 234
2 45 g %5 71 21 18 81 10 12 5 1496
3 411 11 41 69 71 11 8! 156 17 8 197
4 5 18 ) 87 21 9 7 4 9117 1 178
3 210 7 2! 16 7 7 B 101 12 | BO 118
6 01213 10 11 2 1 31 17 1 110
7 a8 4] 20; 30| 11 1 i 41 15 6 186
8 42| 80 | 80 ; 18 t 7 6 5| 14 » 161
9 23| 4| 10| 15 B e 4 8 71 15 94
10 25 b 8 9 4 3 b 7 6 » T2
11 Bl 9 T 8] 12 4 8 9 3 » By
12 21 2| 11 41| 10 8 4 8 71 2 5
13 16 1 9 2 [ 2 1 8 d-| » 44
14 17 » » | 16 1 8 8 2 5 2 M
15 19 4] 18] 18 » 4 1 5 6 4 77
16 at » 7 » 3 > 2 » 1 B 86
mcrr———rn. —— [ rtlinn e e
493 1126 (221 1879 | 99 11001 81 (119 1168 | 95 | 1866




"LECCION IV

Reglas generales del sumar, comunes 4 todos los
sistemas de nomeracién.

Para la prédctica de las Lecciones anteriores se pondrén
ejemplos suficientes de sumas en cada uno de los sistemas
binario, ternario... hasta el duodecimal.

Y, para que las reglas dadas se estudien con perfeccién
hasta en sus menores detalles, se especificardn y repetirin
para cada caso en la parte que parezca necesaria.

Las reglas siguientes son comunes & todos los sistemas:

1.* Escritos los sumandos unos bajo otros, de modo que
se correspondan las cifras de un mismo orden, se traze una
Taya honzontnl por debajo del dltimo sumando; y en seguida
se procede & la operacién, la cual se empieza sumando los
digitos de la primera columna de la derecha (la de las pro-
toenas), segiun su valor absoluto. -

2.* La suma obtenida de las protoenas se imagina escrita
como corresponda al sistema en qubd se trabsje.

8.* KEsta suma necesitard para su expresion una sola cifrs,
4 dos, 6 més.

4.* Si necesits sélo nas cifra, dsta se escribird bajo la
raya, en el sitio de las protoenas; y acto continno se proce- -
derd 4 sumar los digitos de s segunda columna (la de las
deatenas). '

6.* 8ila suma de la primera columna, 6 de las protosnas,
oxige en su expresidn escrita dos cifras, se esoribird sélo la
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de ls derecha bajo la raya y bajo la primera columns, y la
otra cifra se guardard para agregarla (como reserva) 4 los di-
gitos de la segunda columna, 6 sea la de las deutenas, que en
seguida se sumaran por su valor absoluto, y no por el locativo.

6.* Sila suma de la primera columna se escribe con tres
(0 més) cifras, se pone la de la derecha bajo la raya, y con
las otras dos (6 mds) se constituye la reserva, por el valor
que en cada sistema tuvieren esas dos cifras (6 més).

7.2 Esta reserva se agrega 4 los digitos de la segunda co-
lumna, la de las deutensas, dindoles de valor (nétese bien es-
to) lo que en el sistema en que se trabaje representen las dos
(6 més) cifras que counstituyen la reserva. Por ejemplo: si la
columna de las protoenas en el sistema ternario importa se-

tenta y tres, imaginaremos escrito este grado de la plurali-
dad en dicho sistema, 6 sea en la forma

2 201:

y. concebida esta forma del sistems ternario, escribiremos
el 1 bajo la raya y bajo la columna de las protoenas; y, cons-
tituiremos la reserva con el resto de la expresion {6 sea con
1a forma 220); pero al empezar & sumar la columna inmedia-
ts, daremos al

220

su valor en el sistema ternario, & sea

veinticuatro (dentenas tarnaria.s) =18+ 6 del decimal.

8.8 Con las demés columnas se procederd como se acaba
de decir respecto de la primers, 6 sea 1a de las protoenas;
pero empezando por la reserva, si la hay, ..

9.* En fir, bajo la raya y al pie de la dltima columns, se
pondrd integramente lo gue ella sume (incluyendo en su im-
porte lo que habria sido reserva si hubiese kabido més co-
lumnas), y dandole Ia forma exigida por el sis.ema en que se-
opere.

OsszrvacioN.—En rigor, la reserva que consta de dos ci-
fras constituye una reserva doble; pues sélo la cifra de la
derecha de la reserva forma en realidad la reserva especial
correspondiente & la columna correspoundiente, pues la otra
cifra pertenecs & la columna siguiente situada 4 la izquierda



INTEGRACION 7

de la inmediata. Si la reserva tuviese tres cifras, seria, en ri-
gor, reserva triple, pues, ste.

OtRa 0BSKRRVACION para los que ya saben la operacién de
partir.

En realidad, para sumar en el sistema que se quiera no
ge necesita pensar cémo se esdriben los grados de la escala
de la piuralidad en dicho sistema. Si una columna suma, por
ejemplo, 17 en ei sistema binario, ;qué pondré al pie de la
respectiva columna, y cudnto llevaré de reserva?

Digo: 17 partido 2, da B y sobra 1.

I"ues pongo el 1 sobrante bajo la columna, y llevo de re-
serva a Ia inmediata el cuociente 8, En efecto, 17 en el siste-
ma binario se escribe 10001, que 8¢ descompone en

10000 + 1 = echo pares + uno.

Y ;st la suma 17 perteneciese al sistema ternario?
Eutonces se diria:

diez v siete entre tres, & cinco y sobran dos.

Pues pongo dos al pie de la columna y llevaré de reserva
4 la inmediata el cuociente cinco.

Si la suma 17 perteneciese al sistema cuaternario, se di-
vidiria el diez y siete entre cuatro: se pondria el sobrante 1
al pie de Ia columna y se llevarian 4 de reserva.

Si la suma 17 perteneciera al sistema decimal, se pon-
dria 7 al pie y se llevaria de reserva 1, porque

17} 10
7 1 L]

Si la sama 17 fuese en ol sistema duodecimal, la reserva
seris también 1; y el sobrante B, ete., eto.

En general:

Dada la suma de una columna, se divide su importe por el
nimero de cifras del sistema; se esoribe el sobrante bajo la
columna respectiva, y el cuociente se lieva como reserva 4 la
inmediata columna de la izqnierda.

Cuando hay que sumar guarismos colocados, no en colum-
nas unos bajo otros, sino en lineas horizontales, como aconte-
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ce regularmente en la Aritmetica modular, entonces es preci-
s0 sumar primero todas las protoenas, lnego todas las deute-
nas, después todas las trienas..., etc., etc. Claro es que 4 las
deutenas se agregara la correspondiente reserva de las pro-
toeuas (si la hay); y 4 las trienss la de las deutenaas..., etceé-
tera, etc. . :

Para esta clase de sumas en sentido horizontal, es necesa-
rio mucha practica.

La suma de dos digitos nunca llega & dos deutenas.

En efecto; en el sistema decimal la cifra méxima es 9,
¥ 9+ 9=18<20.

En el sistema quinario la cifra méxima, es 4; y4-+4
= 13 << 20 (= ocho < diez). o :

Y lo mismo en los dem4s sistemas de numeracidn.

Si la suma de dos digitos es mayor que la cifra mdxima,
el nimero se escribe con dos cifras; y de estas la protoens
. es < que el menor de los sumandos. Lo que evidencian las
tablas del sumar.

La suma de varios nimeros es = & la suma de los digitos
de un mismo orden {6 sea de una misma columnsa) de todos
los sumandos:

26 487
7453
48849 ) En el sistema decimal.
48 646
37986

178 441

ar———.

Lo mismo se evidenciaria de cuslquier otro sistems.

Por consiguiente: el nimero de sumas parcisles es == al
nimero de columnas; 6 bien == al nimero de cifras que tenga
el mayor sumando (inclusos los ceros si los hay).

Dispuestos ordenadamente los digitos unos bajo otros,
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segin es uso, en cada suma parcial han de entrar todos los

digitos de cada columna, y sdlo ellos, con m4és la reserva que
venga de la anterior. ’

+

Por consiguiente:

La regia del sumar es en todos los sistemas como sigue:

Se suman los valores absolutos de todos los digitos de un
mismo orden; la suma, si‘tiene una cifra, se escribe bajo la
raya y en el lugar correspondiente al orden de los digitos
sumados, y, 8i tiene mds de una cifra, la de Ja derecha se es-
cribe bajo su respectiva columna, y la gque haga de deutenas
en la misme sume parcial, se agregard como reserva & los.
digitos del orden inmediato superior... )

Sumada la 1ltima columna, se sientan integramente bajo
la raya todas las cifras que la expresan.

APENDICE.

Regularmente, sélo en la Ariémética modular se emplean
Jos procedimientos horizontales de la adicién; pero también,
& veces, se exigen para combinaciones de Aritmética purs,
segin ocurre en los cuadrades magicos, donde, no sélo hay
que sumar guarismos colocados en lineas horizontales, sino
también dispuestos disgonalmente.

Los iBacos Miarcos sou cuadrados dividides en casillas
también cuadradas, en los cuales se colocan numeros corres-
pondientes 4 una progresién regular, dispuestos de tal mane-

-

2|71]6
b1
, S ERERE

ra, que, adicionados en sentido vertical, horizontal ¢ diago-
nal, den la misma sumsa, 4 e! mismo producto, 6 la misma
serie arménica, segin que la progresién 4 que los ntimeros
correspondan sea aritmética, geométrica ¢ armdmica. En In
figura anterior suman 15, en cualquier sentido, los nimercs
* de la progresién aritmética 1,2, 8, 4, 5,6, 7, 8, 9.

Combinaciones de esta clase eram muy conocidas desde
los primitivos tiempoe por los indivs, los egipeios y los chi-
nos; porgue entre ellos, lo mismo que entre los europeos de
ia Edad media, se hallaba arraigads la creencia de que los
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talisman«s que tenian esculpidos semejantes cuadrados po-
seian cualidades astroldgicas y divinatorias de portentosas
virtudes. Manuel Moscopulo, de Constantinopls, escribié una
obra eu griego, 4 mediados del siglo xv, sobre tan extraordi-
narias virtudes. (Hay quienes atribuyen la obra 4 otro Moes-
cépulo, cretense, que vivia & mediados del siglo ximr.) Un
cuadrado con el numere 1 en su interior [1], era el simbolo de
Dios, 4 causa de su unidad y de su inmutabilidad; y la razén
comnsistia en que 1 X 1 =1, Un gnadrado con un 2 dentro,
representaba la imperfeccidén de la materia, por ls gran ra-
zon de ser imposible arreglar magicamente una serie de 4
términus. Bl cuadrado dividido en 9 casilias estaba consagra-
do & Saturno, ¥ simbolizaba todas sus influencias; el de 16, 4
Jupiter; ei de 25, 4 Marte; ol de 36, al Sol; el de 4, & Venus;
el de 64, 4 Mercurio; ¥, en fin, 4 la Luna, el de 81 casillas.

Modernamente, las propiedades de los dbacos migicos
han sido objeto del estudio de grandes inteligencias: entre
otros, han escrito sobre el asunto LeiBNitz, Frentcre, Ba-
cHer, Lia Hirg, Sauriy y varios mds, citados por MoxTUucLa
en st Historia de las Matemdticas, en el Diccionario de Hur-
Tox, en las Recreaciones Matemdticas del miswmo autor, en la
Enciclopedia metédica y en otras obras,

Timese de una progresién aritmética cunalquiera una se-
rie de términos tal, que su nuamero sea un cuadrado (por
ejemplo, nneve términos, diecigéis términos, veinticinco tér-
minos, etc.). Al efecto, pueden servir los 16 primeros grados
de la escala de Ia plaralidad. 31 los escribimos en dos Iineas,
como sigue: .

1 2 % 4 5 6 78
1615 14 13 121110 4

la suma vertical de cada dos nimeros correxpondientes da 17,
por la conocida propiedad ds las series aritmétioas, de que
cada dos términos equidistantes de los extremos suman lo
mismo gue los extremos. Si los escribimos en cuatro lineas,
formando un cuedrado, las diagonales 1, 6, 11,16,y 4, 7, 10,

9 10011 | 12
1814|1516

13, sumardn 2 X 17 = 34, por coustar cada una de dos pares
de numeroy correspondientes: 1 +16y 6+ 11; 4 +13 y 7410,
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Evidentemente, ningunc de los nameros de las disgonates se
halla en mds de uns hilera ni en mds de una columns; pero,
sin estar en diagonal, muchos otros nimeros del cunadrado
pweden llenar esta condicidn: por ejemplo, 5, 2, 15, 12. Aho-
ra bien, siempre que del cuadrado se esocojan cuatro térmi-
nos, de tal modo que de cada hilera y de cada columna no
salga mds que un solo término, la suma de los euatro serd
también 2 veces 17. 8i en lugar de los términos § + 6 4 11 -
16 = 34 de una diagonal, tomamos los términos 1 +- 104 7
16, muy ficilmente se notard que también han de samar 34;
porque el segundo término 10 es mayor en 4 unidades que su
correspondiente de la diagonal, y el tercer términc 7, cuatro
unidades menor que su correspondiente 11. L.o mismo es fioil
de hacer ver de cualesquiera otros cuatro mimercos del cum-
drado; de manera que siempre sumsarén 34 custro términos
cuslesquiers del anterior dbaco, como no pertenezcan més
que & una sola hilera y & una sola columna. Hé aqui varios
cuadrados magicos del 34:

il"l,lf.lf_ |l i.‘.ﬂ.‘i\i
12167419 1814|710 6118112 8
siwotn(s] tslo(uis] felai1e
5s|ale| B3] BsTlE
eeyen] [w7s s [eTursTs
ey p8ia v guiiie) e
3|9 8|1 9115/ 4|6 18{7{10]4
sl 7t |17l [Tiu(s(s
fsjwois|s] B[z |51} fej@js]oe
wla(mlel [2|7(s|s] fol1{wl}
Tlula] |si{ufw|s] f8e 1|
el [TEsT FEEm
4101111 51 3 1218
Bzl 1] (u 2
el1le ] |w K1 B
5 |1a) 48] |71 8:3_]
TONO, I, - an
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18414 316 (16{10
alal7 14,703 (11
6l 215 10|16 5

——

B8
6

[

1
8

5| 10| |13|12{1]s

Por supuesto que, para que haya cuadrado mégico, no es
necesario que la progresidn empiece por 1, ni tampoco que
1a razén sritmética sea 1. Los términos 12, 14, 16, 18, 20,
22, 24, 26, 28, que no empiezan por 1, y cuya razon aritméti-
ca o8 2, y los 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, cuys razén
es 3, forman Abacos migicos en las figuras siguientes:

1412818} - 21;‘24 39

atlomist laa{solis

22/12)|26| |eo1)86]39

El nimero de los dbacos migicos es mucho mayor de lo
gue & primera vists pudiera imaginarse.

12
516

99 (1011

12|

18)14|15 |16

3|4
7:8

|
|
|

La figura formada con los 16 primeros grados de la plura-
Judad (segtin el cuadro inmediato) puede dar lugar &4 las 24,
eombinaciones siguientes, empezadas siempre por uno de los
términos de la primera columna de la izquierda del cuadrado.

1 611165 211169 2 716118 2 712
1 61513|5 91512]9 215 8[18 211 8
110 718/510 3189 6 B16{18 6 312
110'815{51015 4[9 615 4[18 611 4
114 713[614 812914 7 4[1810 7 4
11411 8[81411 4{914 8 8{1310 8 8
Estas 34 combinasiones permiten que de cads columna se

saque fhoilmente uns hilera ocon que formar un cuadrado en
que ningén nimero esté ropetidq; si bien ser{s una casuali-
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dad que las cuatro hileras escogidas zsi ad libdéum y sin su-
jecidn & propdsito ninguno, diesen un eusdrade migico.

1 6 11 16

& 2 16 13

9 14 7 4

13 10 8 8

Conservandose invariable la primera columna de la ante-
rior combinacién, se ve que ésta puede escribirse de cuatro
modos:

1 6 11 16,1 6 11 16
b 2 15 12 5 2 15 12
9 M4 7 4|9 14 3 8
19 10 8 8{18 10 7 4
1 6 11 16/ 1 6 11 16
5 10 15 4| 5 14 8 12
9 14 3 89 215 8

18 2 7 12118 10 7 4

: /

Conservdndose invarizble la segunde columna, la tercera,
Ia cuarta, tendriamos nuevos modos andlogos, etc. En fin, ol
céloulo de las combinaciones demuestra que el ndmero de los -
cuadrados posibles en gue ningtin ndmero se repite pase
de 191 millones (191 102 976), y que el modo de formar hile-
ras que sumen 34 es todavia mucho mayor; de suerts, que se-
ria verdaderamente cosa de magia que en tan enorme multi-
tud de cuadrados no se encontrasen muchos que reuniesen
las condiciones de los anteriorps dbacos migicos, de sumar 34
en sentido horizontal, vertical y diagonsl. FresmroLz en-
contré 830 métodos de formarlos. Faltea adn un método ge-
neral, pues las reglas matemdticag descubisrtas son diferen-
tes, segin que la raiz del cuadrado es impar 6 par; y, siendo
par, hay que distingnir si la raiz es jmparmente par & par-
mente par. Es raiz parmente par la que dividida por 2 da un
nimere par; como ’

=16 8=)6L 13=yitk:
¥ o8 imparmente par la raie par que dividida por 2 da un nii-

mero impar; como -
6=y 3 0=V, ets.



R4 ARITMETIOA PURA

La gerie de los 256 primeros grados de la escala de la plu-~
ralidad da mégicamente cuadrados mdgicos que suman 65,
como en el dbaco siguiente:

SEREEE
Blsleaf®

R 2| 5] ~]~
SRR EE
o|=|B{5]%

La serie de los 36 primerda ntimeros da 111,

SARREEE
SIS

8lo|ule|8]~

wlB]lB]8=|®

Hay cuadrados mégicos que todavia contintian siendo mé-
. gicos cuando se les quita una banda entera alrededor.

85 | 84

-5|30

11

ey

92
18

)
818

25

16
} 20

24
17

pil
12

14

8lsl el Bl8l~

3139

HEEINNS)

Los bay también que, divididos en cusdrados iguales, son,
'm0 s6lo mégieos en »u totalidad, aino en sus subdivisiones.

1
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1(63]62| 4] 9]56|54] 12
6| 6| 7|57|52|14[15(49
8(58|59| 5|16|50|5L[13
61| 8| 2|64|o8|11]10 |56
17{47] 46|20 { 25|59 |58 |28
44 22l95| 11 |36{ 50|31 {38
244245 21|32 (34|95 |29
15| 19)18] 48|37 | 27|26 |20

Cada uno de los cuatro cuadrados ]pa.rciales de la anterior
figura da mégicamente 130, y el total da el doble, 260,

El signiente cuadrado corresponde 4 la progresién geo-
métrica 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 266.

128! 1 182

4 |16)6t

8 |256] 2 |

En este cuadrado, los productos horizontales, verticales 6
diagonales dan siempre 4 096.

Al libro de Hitton, titulado Recreaciones matemdiicas,
_ puede acudir quien desee conocer més & fondo laspropie-
dades de estos cuadrados.
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Ejercicleos de sumar en el sivtemss binarto.

Nimero de sus cifras, dos: el ky el 0.
En el sistema binario hay:

Traduocién
e el
sistyns Joaimal,
ProTORRA, § 884
ia potemecia 0 del 2, niimero decifras delsistema. 20 = 1
DmoTESA, 6 562
Is 1.* potencia del 2....... eearaes I 2
THiIERA, & sea
1a 2.* potenciadel 2........,.. veer eenames or B = 4
]
TRETRANNA, § sea
* laS.‘poanBiadGIS... ................ veeareea = 8
PENTAEXA, & sea .
in4*potencia del 2, ,...... ........ cereans . 26 = 16
Hexaxxa, 6 sea
Inb=potenciadel 2., ...... s..i . iieiiena. BB !
"HEPTAERA, 6 sea .
la 6.* potencia del 2..........,. creiinans crrie. W=
OCTOENA, & gea
In 72 potencia del 2 ..................... crvias == 128

Exearna, otc., ste.
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Por consiguiente:
En el sistema binario, traducido al decimal,

Enel Enel|Enel | Enel |[Enel [ Enel {Kn sl | Enel| En el En el j En el
Un 1 1.ar 2 | B 40 5.0 4. T g« 9. 10.¢ ! 11.e
lagsr [ lugar | lugsr | lugar | lugar; lugar | lugar | lugar | lugar | lugar | lugar
vale | vale [.vale | vale | vale | valo [ vale | vule | vale | vale | vale

del decimal{ 1 2 4 8 |16 ;82 | 64 [128 | 256 ;512 ;1024

REJEMPLOS.
Blatema binarie Traduceftn al decimal,
LIRS
10710 =164 44+ a = 22
11001 =16 4+ & 4+ 1 = 25
10100 =164+ 4 = 290
11010 =16+ H4+ 2 (S 26
1010 =16+ 4+ 1 = 21
1110010 =64+ 82+16+4+2=114

1 4- 1 == dos, gue so esoribe 10: ponge 0 y reservo para
1as deutenes ol 1, gne vale uno en la 2.* columna.
no de la reserva -4~ 1 4 1 ==tres, que se escribe 11;
pongo 1 ¥ levo 4 1a 5.* columna ol I de reserva que
vale en ella uno.
Uno de la reserva - 1 4- 1 4- 1 = cuatro, que 86 eseribe
100: pongo 0 3 llevo 4 la 4.* columna 10 de reserve
ue vale dos.
Dos de la reserva - 1 -1 1 = custro: pongo 0, y llevo dos.
Dos de la reserva -~ 1.4 1414 1--1== siete, que se es-
oribe asi: 111, y lo copio como final de ia operacidn.

Nora. Demnestre sl discipulo que estd bien la traduceidn =l sistemn
decimal de los ejemplos siguientes: ‘

Buma Tmduccion
on ¢l al pistema
sistemsa bivarfo. decimal.
l_g)“ 101
1TTio = 80
11111 = 81
11101 = a9
11110 = 80
11101 = 29

|

it

-
-~
L -]

10010101
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Traduccién
sl sistema
decimal

Buma

slstems binario.

L PO =T
0T v el [ == 81

i

OO O™
" ) v -
T~ —oO
-4 L e

mul —

118

1110110

AP D vt e e D
CF rrk vt b el 8O

I I

D D
2 et ot it
Bl o m-o o
e ettty
mvl -

= 116

1110100
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LECCION VI

Y

Ejercicios de snmmar en ¢l sisteman ternario,

#

Niimero de sus cifras, tres: el 1,el 2 y el 0.
En el sistema ternario hay:

Tradnecidn
en ol
sistema deelmi

Pné.%'?lﬁ‘:::l‘:i.p?oqs‘e‘de la potencia @ del 3..... 1 3 § ;3 2 .;
D?{i,?.;.'fﬁi’sifﬂ';ﬁ“ae la L* potencia delB...... ) é;‘é ol ;
Tﬁ:::i‘ﬂ%;g:s de is 2.* potencia del 3...... ! % ;E g = ;g
Tﬁ;ﬁ;ﬁo?se la 8.* potencia del 3...... i ;§g: - ﬁ
Plti‘:;?x:“&.]l\ti‘i’p?ofze la 4.* potencia del 8...... l ;3(( g: : 12%
Hﬁi:n;ﬁh‘:)ﬁ::de ln 5,* potencia det 3...,.. ' ; ; g: Z ﬁ
Hlfil:l‘;xﬂ?t p?os:ae ls 6.* potencia del 8...... ‘ é § g: = lg

Qcroesas, ete., ete.
TOMG 3.

]
[ 5]
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Por consiguiente:
En el sistema ternario, traducido al decimal,

\ En el : Enel | Fnet | Enel | Enel | Enel | Enel | Enel | Ene!
| Ter | 2.0 8. 1.9 5.2 6 7. 8.0 9.0
" logar | lugar | lugar | lugar | logar | Ingmer | lugar | logar | luger
| vale | vale vale vale | vale ' vale ale vale vale
i
‘ !

Unl ! 1 3 9 127 81 | 243 729 12187 | 6561
I'n 2 l 2 6 18 | B4 | 162 | 486 | 1458 | 4374 |13192
FJEMPLOS,

Sistemn tersario. " Traduocidn al decthmal.

LK
171 = 9 4+ 6 4 1 = 16
201 = 18 <+ 1 = 19
1111 = 271 4 9 4L 8 41 = 40
2493 == 18 -;— 6§ L g = 26
Q229 = 54 - 18 4 6 4 2 = 80
=162 4+ 18 4+ 1 = 181

bl

=]

]

<

—
|

14-1+41-+ 24 2= siete; que se escribe 21: pongoelly
Uevo 4 la reserva ol 2
2 de la reserva 42 -4 1 4 2 -4-2 == nueve; que se eseribe 100;
ponge 0 y Hevo 10, 4 le reserva, que vale tres.
tres de la reserva--1-4-2-- 1421 2—once; que 8e eseri-
be 102: pongo 2 y levo 10, 4 la reserva, que vale trea.
tres de la reserva - 1 -}- 2 = seis; que se escribe 204 ¥ lo pongo
completo por finsl de suma.

Nura. Demuestre ¢l alumno que las siguientes traducciones al siste-
ma decimal es*én hien hechas,

Trducctdn

Sistema «al
ternarfo. deqimal.

2 1010 3

Foie= L)

1201 = 48 ’
2120 = 69

12092 = 47

2021 = 61 '
2021 ==(1eschmnte g ] {8




231

al

Traduocién
decimal.

INTEGRACION

ternario,

Bistemn

a1
@
-l
4
L
nm
S
g
2 =1 L b
3 “ ) © - . P SO~ D - [~ -l e - N oF o
| | z 3 mmw e Tana - | O ComMm oo
£ 8 ze -+ IO = Ol D
DOoQONPO =1 [l Rl g~ < 3 .M.M“ 1 18
- Pt DD — U e v D 1= 220 @ ..Mgw T...m o
i el o 2 3 5
. . ., s Pz TERER N ARRARER
g g a K] 4 . 2.
.m .m .m A s RO -
= nm & « 3 3 g.| 2] Blma~mancon
—~ = e ~ md b+ PR Y o Y gup— [ } "50211292
IR FEnnant . 3% 2| smmemone | @] Snosmamcs
- T L R R R [ M-CIOMNON o hm 2 S 01 = O i 07 ] oG -t
S At [~ Sl ot~ |~ o ™ 1| emmaamme | & Tlam aa~sa
b o Gy =% SlomAmoo — -] v” € - =) P -
gL, R T Sl = I el | 03 z o & - £) AT i v
o1 -~ 23 ) -
— — = 8
- M
3
&
2t
22
g @
m..m
o
]
9

27607¢

1101113111
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Traducclén

Sistema ternario. Al decimal.
10111112!1210!9 .
~“31711%09%2 = sso0¢2
121220001 = 12838183

1211102 = 13314
21120021 = 5515
212921211 = 17464

2100000 = 1701
200000222 = 13148
111111111 (= 984 1(™

10021122021(¢8 = 64618(?

Para bacer la prueba de la cifra maxima del sistems ter-
nario, se suman los wnos y se excluyen los doses, del modo si-
guiente, aplicado al segundo ejemplo de la pig. 260.

— 2: fuera del 2, cero
= 2 feers del 2, cero
= 2; fuera del 2, cero
= 2; fuera del 2, cero
; guada 1 de sobrante en los sumandoes,

La suma, en este caso, de también 1 de sobrante.
Luego la operacién estd bien efectuada.

ApveRrENCIA para los que sepan partir:

La suma de una columna cualquiera en el sistema ternario
se parte por tres: el cuociente se guarda para la reserva, y el
sobrante se escribe bajo la raya de la suma al pie de la co-
lumna respectiva. La reserva puede anotarse en lo alto de la
inmediata columna de la izqrierda.



LLEECCION VI

Ejercicios de sumar em ¢l sistema custernario.

Niumero de las cifras, euatro: el 1,el 2, el 3 y el O.

En e! sistema cuaternario hay:

tres maltiplos de la patencis cero del 4.....,

PROTOENAR, § <ea {

DruTENASR, § sen
tres multiplos de la 1.* potencia del 4.......

TRIFNAR, 6 sea
tres multiplos de la 2.7 potencia del 4......,

TRTHAENAS, § 88a
tres multiplos de la 8.* potencia del 4..... .

PENTAENAS, § sea
tres maltiplos de la 4.® potencia del 4.,....,

Hexaizxas, 6 sea
wres mitltiplos de la 5.* potencia del 4..,,...

Hurprraenas, § sea .
tres multiplos de la 6.* potencia del 4......,

OcroENag, ete., ete.

|

B
L
E

R

e i

nEE mER
b

4

XX XXX XXX XXX
M
[

8><4“;

S el -

513
768

1034
2048
80723

4096
8192
12248
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Por consiguiente:
En el sistema cuaternario, traducido al decimal,

En En En En En En En Eo
11'" 12‘:1- l:'!:r lu“nr lub'.n Iua'.ar tu.“u 18'.
[ H
3:1:! vE]e vgla va.lla v:ler v‘l!e vagle l:E]:r
Unl.......... 1 4 16 64 266 | 1024 4046] 16 384
T 2.icvennnn. 2 8 32 1268 612 [ 2048 | 8192182768
TUn 8....... 3 12 48 192 768 | 307212288 49152
EJEMPLOS.
Traduocién
Bliatema al
custernario. declmal.
033
111 = 16 4+ 4 4+ 1 = 21
1228 = 16 +- 8 + 2 = 26
1211 = 64+ 82 = 4 4 1= 101
13513 = 6L 48 + 4 4 B = 119
23831 = 1284+ 48 +~ 12 4- 1 = 189
3333(1= 192 4+ 48 + 12 + 3 = 255
2838321 =512+12+48 +12 4+ 2= T66(
| - %'

cuatro

{4dereserva+1+ 1+ 2+ 38 =once

.

" copio integramente por final de suma.

142+ 1+3+43+1+ 3= catorce, gpue se escribe 32

pougo 2 y llevo tres de reserva, que vale 3,

3 dela reserva 41 4241+ 141+8+ 3=quince,
gus se escribe 35: pongo 3 y levo de reserva tres. V*

8 de reserva 4+ 1414+ 2434+ 3 + 83+ 8=diez y nuete,

que se escribe 103: pongo 3 y llevo de reserVa 10, que vale

, que se esi¥ibe 287y que

wt

. Nora, Demuestre el discipulo que estén bien hechas la siguientes tra-
ducoiones al sistema decimal:

Bistems

custernsriv,

1031 3 oh
TY1 ¢4
130 &.
183 °§

HiEL

P ]
1111E¢

29292

3881 (¥

82201 (2

’hld:ledbn
deeimal.

K
Q=1 RVOEWOHM
WOt e

929 (2

.
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Traduocion
Sistemsa sl
ocuatarnaric. decimal,
11 10 10
1208 99
1003 67
1833 1217
2323 187
1280 - 108
3812 246
112 29
8321 ( 249 (7
101101 1105 (7
12113
28381 189
3182 293
353283 251
3883 255
3321 249
8333 255
85210 g2y
8822 (0 250 (9
131228 {® 1899 (0

Héiganse las pruebas de la oifra méxima, que es el 3 para
Ias sumas del sistema cuaternario, y el 9 para las del decimal,

Para bacer la prueba de la cifra mdximas en el sistema cua-
ternario se sumardn todas las oifras significativas {(menos los
8), y ol sobrante de los sumandos (después de excluir 3 siem-
pre que la suma exceda de 3) ha de ser igual al de la suma.

8i los sumandos no dan sobrante, tampoco ha de darlo la
suma

En el primer ejemplo de la pigina 264 se dird:

; fuern de B, cero.
; id. de 8, id
i

b
g

8

8

8 fd. de8, id.
8 id de$, id.
8
8

; id. de 8, id.
s {d. de S, (d.
sobrante de los sumandos

2y2=4;fuera de 8, 1.

[
!..4
bt 3 BT
g g gl g
Lol SRRl S L

IR RN

El sobrante de 1a suma es, pues, igual al de loz suman-
dos; Inego 1a suma operada estd exacta. .
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ADVERTENCIA PARA LOS QUE BEPAN PARTIE.

Para sumar en el sistema cuaternario, se procede como-
sigue:
1.° Se suma la columna de las protoenas;
2.° Be parte por cuatro, numero de cifras que tiene el
sistema; .
3.° El sobrante, si lo hay, se escribe bajo la raya, al pie
de la columna de las mismas protoenas; _
4.° El cuociente se lleva de reserva 4 la columna inme-
diata de la izquierda, que es la de las deutenas;
6.2 Y en seguida se procede con la columna de las deute-
nas, como se hizo con la de las protoenas...
Y asi sucesivamente.
Por tanto, en el ultimo ejemplo de la cuartilla 166 di-
remos:
1+2+3+38+1+ 3+ 2= quince; quince entre cua-
tro, & tres, y sobran tres; escribo este sobrante tres bajo la
columna de las protoenas, y llevo el cuocciente tres como re-
serva 4 lo alto de la columna de las deutenas;
Y contintio: 3 +3+34+24+3+2 4341 2 == veinte
y dos; veinte y dos entre cuatro, 4 cinco, y sobran dos; escri-
bo el 2 bajo la columna de las deutenas, y llevo el cuocien-
te b (que en ol sistema cuaternario ge escribe 11) 4 lo alto de
la columnea de las trienas, ete., eto.



LLEECCION  VIII

¢
[

-Ejerelelos de sumar en el sisiema quinario.

[ .

Nimero de las cifras, eimco: el 1, el 2, ol 3,01 4 y el 0.

En el sistema guinario hay:
Traducelén
al
v sistenia decimal,

PROTOENAS, & sea é;’é gg = é
cuatro multiplos de la potencia cero del 5...¢ 4 o5 — Py
‘ 450 = 4

1o
DeUTENAS, 6 sea ' é ;’E g' = 18
cuatro miltiplos de la 1.2 potencia del 5..... 35 51 — 15
' 4 bl = 20
. [ -~
TRIEKAS, 6 860 é ; g, = %
cuatre miltiplog de la 2.* potencée del 5..... 3 5 5% — T
4xbt= 100
_— 5
TETRAEKASH, 6 3ea ) % ;‘ g: = ég“:’,
cuatro méﬂhplos de la 3.* poteneia de) 5..... 8 o¢ BF = 375
‘ 458 = 500

&+ —
PENTARNAS, & soa % ; g‘ - 1 ggg
cuatro mﬁ.lmplos de 1a 4.* potencin del 5...:. B o< 5 o 167
© l4xBi= 2500

B oo
HExARNAN, 6 sea . . é )":‘ g_., — g%
cuatro miltiplos de la 5.* potencia del G..... 8 5¢ bb — 9875
. . 4= 12500

-~

HeerAnNAS, ote,
oK 1. . t1 3
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Por consiguiente:
En el sistema quinario, traducido al decimal,

Eo el E;t.el Eanel Efel E__u ¢l Foet En el
lul:;r lugar hfgnr lugar luﬂg':;r hf;gal‘ luléar
vale vale vale vale vl vule vile
Unl..iiiiiiinnnnn] 2 5 25 | 125 625, 3125715 625
Un 2iiivvivennnnd] 2 10 50 1250 | 1250, 6250|381 9250
Ur 3...vvivivevnnns] 8 15 5[ 8756 | 1875 9375 46875
U3 T S 4 20 100 | 500 | 2500 ! 12500| 62 500
: EJEMPLOS.
. Trrducelén
Bistama ) al
quinarioc. decimal.
310414
R § § T 25+ b+l 31
1283 = 25 4+ 10 + 3 = 38
284 = 50 4+ 15 4 4 = 6 9
341 = YT e 90 e 1 == 94
1243 125 4 50 4- 20 & 8 — J98
2444 =, 250 4 100 + W 4+ 4= 374
4444 = 500 4 100 + 20 + 4= 624
14444(5=‘625+500+100+20+4=1249(3
412043 : 2679 (¢
[
l 1+B+4+1+3+4+4+4zveinhey cnatro; que
88 eseribe 44: pongo, pues, ol 4 y llevo de roserva 4.
4 de reserva -1 4 2 . +4+4+4+ 4.4 4= treinta,
que 8e escribs 110: pongo 0 y llevo 11, que vale seis,
6delareserva+1+I+2+3+2+4+4+4-—"vainte
siete, que se escribe 102: pongo 2 y llevo de reserva 10,
que vale sineo,

5 de reserva +1 + 2.+ 4 + 4 — dieg ¥ seis, que se escribe
81: pongo 1 y llevo 8, que vale tres.
3 +1=4; y 1o copio por fina} de sums.

Nora. Demuestre el discfpulo que estdn bien hechas las siguientes
traducciones al sistema decimal, ) _ !
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Tmduaceién
Blatems al
qulinario. decimal,
1! 10 10 .
1111 156
22232 812
B333Y 468
4444 624
48524 589
24384 369
1444 249
1424 289 (0
44011 80046 (0
A .
TT834 69
44320 3085
3292 817
402 102
2444 874
824 g0 (#
1102311(° 8806 (8
113351 .
TYRE G 99
240 70
441432 15242
2400 350
200040 68270
400000¢(5 12500 (7

2101111¢ 84581 (3

Hégsanse'las pruebas de la cifra mdxima, que es el 4 para
las sumas del sistema quinario, y el 9 para las sumas del de-
" oimal. '

Para hacer la prueba de la cifra mixima en el sistema
quinario se sumarédn las cifras significativas (excepto los 4),y .
ol'sobrante de los sumandos (despuéds de excluidos los 4) ha
de ser igual al sobrante de la suma. )

8i los sumandos no dan sobrante, tampoco ha de darlo la
sums.

En el ejemplo primero de esta Leccién se dird:
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14141+ 1=+4; fuera de 4, cero,

248 =&; Id. de 4, uno.
1+2+8 =#6; id. de 4, dos.

243 =5; 1d. de 4, uno,
1+1+1+2=5 id. ded, uno.

1-+3 =4; id. de 4, cero.

a+1 =3 sobrante de los sumandos.
142 =5 sobrante de la suma,

A sobrantes iguales, suma buena.

ADVERTENCIA A LOB QUE YA SABEN LA OPERACION DE PARTIR.
Pars sumar en el sistema quinario:

1.° Se suma la columna de los protoenas;

2.° La suma obtemda 8e parte por cinco, mimerc de ci-
fras del sistema;

8.° Be escribe el sobrante, si lo hay (y si no se pone cero;
bajo la raya, al pie de la misma columnpa;

4.° El cuociente sirve de reserva para la columna de las
deutenas, y en las columnas siguientes se procederé de un
‘modo andlogo;

5. En la dltima columna de la izquierda se escribe inte-
gramente, segin lo exige el sistema quinario, la suma que se
obtenga



LECCION IX

Ejercicios de sumar en ¢l sisicma senario.

.

Este sistema ‘tie“ne nels cifras: el 1, el B, 0l 3,0l 4,el 5

yelO.
En el sistema senario hay:

Trsdulccién
' sisuml.declml.
160 = 1
5 PrOTOERAH, O sea ‘ 2 60 = a
cinco mﬁitiplos de ls potencia cero del 6.,..! 83 60 = 3
45¢ 60 = 4
5>¢ 60 = b
13¢ 61 == 6
5 DrurmNas, 6 sea Zx 6l = 12
cinco multiplos de la 1.* potencia del 6......{ 361 = 18
: 4> Gl 24
b 61 = 80
1x 0t = 36
5 TRIENAS, 6 sed 2w Bt 72
cinco multiplos de Ia 2.° potencia del 6...,..{ 3¢ 68 — 108
) ‘ 45 63 = 144
b o 6t = 180
1< 85 == 218
b TETRAENAS, & gea 2> 88 = 482
cinco mﬁftiplos de 1a 8.* potencia del 6..,,,.{ 3 6i=" #48
43¢ 63 = 864
, L LEE 1080
1< 6 == 1206
5 PBNTAENAS, 6 8ea - 2 G == 2 582
ginco mhftiploa de la 4.* potencia del 6......{ 8 8= 8688
4 ¢ 84 = 5184
By 6 =- § 480

& Hrexamnas, sto, '
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Por consiguiente:
En el sistema senario, traducido al decimal:

4

Enel | Encl | Enel | Enel | Enel | Fnel | Rne
1.ar 2.0 J.ar 4,0 5,9 6% T.*
lugar lugar lugar lugar lugar fugar lugar
vala vale vale vale vale vale vale
Un.1...... 1 6 36 216 1296 71776 | 48856
Un 2...... 2 12 72 432 ] 59_2 15552 | 93312
TCn 8...... 3 18 108 648 d883 "23398 | 139988
Un 4...... 4 24 144 864 5184 | 31104 | 186694
Un 5...... b 30 180 1080 6480 | BE 880 | 233 980
RIEMPLOS.
Tradueeion
Sistema al
senario. decimal,
2435 -
TTiTa 36 + G4 — 416
125 86 & 12 + 5 — 53
245 T+ M+5= 101
455 14 +- 3045 = 1749
1555 216 + 180 + 30 +5 == 431
12545 1296 + 432 + 180 + 24+ 5 = 1937
55552 1080 + 180 + 30 +5 .= 1995
8 () 41 4| (d 4049
RN
C 4+5+5+5+5+5+5:treiumycuatro, que mse
I l eseribe 54: pongo 4 y llevo 5 de reserva, ’
| dde reserva 4+ 1 £ 244 4 5.

Nota, Demuestrs el discipulo

cribe

Pl

I
41424
2dereservay l=24:

traducciones al sistema decimal.

"

Bistema
senario.

-

[ LY e Y ]

O
OOt i O ON

(N

14881 1

Traduccion
al
decimal.

—
L=l

L] = R =Y

=Rl o =]

2287

5 +4 + 5= treinta y
uuo, que se escribs 51: pongo 1 y llevo 5, *
34l l +2ud bbby
o 4 y llevo 4, .
0es, que se escribe 20: pongo 0 y levo 2.
copio el 3 por final de suma.

einte y ocho, que se es-

que estén bien hechas las siguientes
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Traduoeltn

Sistemn al
genarlo, denimal.
4 152

R 80
20000 2592
4431 1027
14934 310
50000 6450
abhoon 7560
HahH0o 7740
BDahkdo T7T70
53555 (8 7175 0

hrha20 (¢ 41340

Haganse las pruehas de la cifra mixima, que es el b para
las sumas del sistema senario, y el 9 para las del sistema de-
cimal.

La prueba de la cifra mixima del sistema senario se hard
sumando las cifras significativas (con exclusion de los B) que
quepau emn la suma, y el sobrante que resultars después de
estas exclusiones, ha de ser en log sumandos igual al sobran-
te de la suma.

Si no hay sobrante en los sumandos, tampoco lo ha de
haber en la suma. '

Ea el ejemplo primero de esta Leccidn se dird:

1+144d = 6; fuera de 5; uno
1+14+24+2=6; id. de 5;uno
144 ==5; {d, de 5; cero,
4+1 =b; id. de b; cero.
1+344 =7; id. de b; dos.
2 o3 el sobrante de los sgumandos,
3+ 4 == T; fuera de 5, dos; sobrante de 1a suma.

A sohrantes iguales, suma buena.

ADVERTENCIA A LOS QUE YA BABEN LA OPERACION DE PARTIR.

- Para sumar en el sistema senario:
1.° Se suma la columna de las protcenas;
2. La suma obtenida se parte por 6, niimero de ocifras
del sistema; )
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3.° Se escribe el sobrante, 8i lo hay (si no se pone cero)
bajo la raya, al pie de la dicha columna;

4, El cuociente se leva de reserva 4 la columna de las
deutenas, y en las columnas sucesivas se procederd de un
modo andlogo; .

5.° En la dltima columna de la izquierda se escribe inte-
gramente, segiin lo exige el sistema senario, la suma que se
obtengsa.



LECCION X

Ejercicion de sumar en ¢l sistema septenario.

Este sistema tiene stete cifras: 1,2, 3,4, 3,6 y 0.

En el sistema septenario hay:
Traduectén

al
sistetna decima

1

ProtoExas, 6 sen ‘
seis wltiplos de la potencia cero del 7..... l

o D Do 2
I A
.

DEUTENAS, 6 sea
seis mualtiplos de Ia 1.* potencia del 7...... !

SN N N A Y P e

(I I
g

R I

TRIENAS,  sea
seis multiplos de Ia 2% potencia del 7.......

dwuu =
0w

[ -]

mmp———

TETRAENAS, 6 s0a
seis multiplos de la 3.% potencia del 7,..... .

ARNRE
@
2

T

[
= g
-

PENTARNAS, 6 soa
_seis miltiplos de la 4.* potencia del 7.......

- e e e e oSO8

kuiugn

AXXAAKR XXAXXRE XXEXKK XKXXAXX XXXKXKX

L R e e B B R o Bt o IS N 3

- - ———
DI~ RO Rt WD ST DD U IR =

Hexamnas, ete., oto.
T0MO 1,

o
W
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Por consiguiente:
En el sistema septenario, traducido al decimal,

Enel f Enel

Enel En el En el En el Enel
1.er 2. 3.9; 1:'0;1- ]ubg.ngr luﬁ."‘r . 7o
'VEeT | TVEST | 'VEST | luEsT | ugar | luge ate
Un l...... 1 1 449 343 2401 16 807 | 117 649
Un 2..... . 2 14 48 L 6336 4 802 33614 | 235 298
Un 8...... 3 21 L7 F 1029 | 7203 | 50421 | 352947
Un 4.0 14 28 196 1372 1 9604 | 6792281 470 508
Un 5..... | 5 35 245 1715 | 12005 | $4085 | 585 245
Cn 6....... & 42 294 | 2058 | 14406 100 842 | 705 894
EJEMPLOS,
Tradnecién
Bistema sl
sepisnario. decimal.
510
115 = 49 %+ T 4+ 6 — 62
116 = 49+ T 4 6 = 62
126 = 49 4+ 14 + 6 — 69
234 = W4+ 2] 4+ 6§ = 125
344 = 147 + 28 4 6 — 181 '
4546 = 1968 +« 85 o+ 6 = 2587
hb6gs = 245 + 48 &+ § = 293
6648 = MM 4 42 4 § = 342
G666 E3=994+42+6:: 34‘2{5

o
1]
l
e

(3 = 1713 5

|

6486+ 6+..,. = cincuenta ¥ cuatrogsqite 50 escri-
be 105: pongo 5 y lleve 10, que vale siete.

de reserva + I + 1 4 9 .., — cusrenta y uno, que

! se escribe 5 pongo 6 v levo cinco. ,

Sdereserva 141414 92.4 - .- =treinta ¥ cuatro,

que se escribe 46, y lo copio por final de sums,

T
l_

Nora. Compruebe el discipulo si estan bien hechas las traduceiones
siguientes al sistema decimal:

Tradocolon
Sistera al
septenario. declmal.
454
1245 474
652 831
2845 866
664 349 -
383 171
6 4 46
53883 1200
42 (4 324
136432 (b B754 {1
e A m
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Traduccidn
Al
decimal,

INTEGRACION

Sistema
septenarlo,

s o - - e = -
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ﬂﬂﬂu.(?»(llr\u_ ) 20&:11 — ] - [ ] [ . [ Bt I 5=} oMo OO=no
- - — s | e - - —= @
T | L] s
: £

£
Lo ~ T =, = =~
oINS —— | o OO S | o nNELOLm S |0 COLTOTHWIDDW
vimem e PleamENOmNo | © FINWL2OD | 2 TIHD L D@D DD DD
Y JT- TR ~R o ¥ - I NN NE 000 | o mip e nct oD SO0 DODOOLD
¥ o oo a) o 111_ . ) - )N ce 2

Y - - O -] NNEa | o
t

D476

]

364251




270

ARITMETICA TURA

deu]cc!bn
xinema.decimni.
1 X B = 4 ('
D% B == 8192
7 PENTAENAFR, 0 Bea ) g3 8= 12388
siete multiplos de la 4.* potencia del 8., ., ... 43 8= 168384
bW 8= 20480
8 xBt= 2450
T 8= 28(72
7 Hexaevas, ete, ete.
Por consiguiente:
En el sistema octonario, traducido al decimal,
Enal Enel En el Ene! En ¢t Enel Fuel
1er 2.0 3.er {0 LR 6.0 L]
lugar lugar logar Ioger lugar lugar Iughar
vale vala vile vale vale vale vale
Un 1., 1 8 64 512 4 046 42 768 262 144
Un 2.. 2 16 128 1024 8192 65 536] 524 28K
Un 38...-.. 3 24 192 1596 | 12288 98 304| 786432
Un 4... 4 32 256 2048 | 16384 | 131 072{1 048 576
Un b.... 5 40 320 3HE5 | 20480 | 163 8401 310 720
Un 6.... L 48 354 8072 | 24576 | 196 6081 572 864
Tn 7.... 1 B6 | 448 | 3581 | 25672 | 220376!1 535008
EJEMPLOS.
Tradueecién
Sistena el
octonario. decimal.
53 -
117 = 64 4 H + T = 79
127 = G4 416 +7 = 87
2317 =128 5. U + 7 = 159
547 =11 + 82+ 7 = 281
457 = 256 4 40 + 7 = 308
5817 = 990 4. 48 + 7 = 3756
7717 = 448 4+ 5 + T = 511
777 =8+ 58+7= B11 {4
583117 (2 2767 (4

|

T+ 7+ 7., = gesenta y tres, quese eseribe 77: pon-
go 7 yllevo 1,

7 de reserva 4 1 4+ 2 + ... = coarenta y nueve, que se
escribe 61: pongo 1 y llevo 6.

6 de reserva +- 1+ 1 + .. cuarenta y tres, que se escri-
be i3 y lo copio por final.

Nora. Demuestre ol discipulo que estin bien hechas las signientes tra-
ducciones al sistema decimsl; '
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Traduccidn
Rlatema al
octonario. dacimal.
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ADVERTENCIAS A LOS QUE BEPAN DIVIDIR PARA SUMAR
EN EL BIRTEMA OCTONARIO.

1. Se suma la columna de las protoenas.

2.* La suma obtenida se parte por 8, nimero de cifras
del sistema.

3.* BSe escribe el sobrante 6 residuo, si lo hay (si no se
pone cero), bajo la raya al pie de dicha columna.

4.* El cuociente se lleva de reserva 4 Ia columna de las
deutenas, y en las columnas sucesivas de trienas, tetraenas,
etcétera, 56 proceders de un modo andlogo. Sino hay cuo-
oiente, no hay reserva.

5h.* Enla dltima columna de la izquierda se escribe inte-
gramente, segiin lo exige el sistema octonario, la suma que
se obtenga. '
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PRUEBA DE LA CIFRA MAXIMA,

En el sistema octonario se suman las cifras de los gua-
rismos (como en los otros sistemas) por su valor absoluto (no
locative), y se excluyen los 7.

El sobrante de los sumandos (si lo hay) ha de ser igual al
de l& suma. _
En el ejemplo primero de esta Leccion, se dird:

1+1+1+2+2= T;fuera de 7, cero,
84+ 544 =10; {d. id.[d. tres.
344 = T; id. {d.1id. cereo.
hab = 10; id. f{d.id. tres.
3 4 6 = 9; id. Id.id. dos.

es el sobrante de los sumandos.

| W
1
&
+
i
Il

9; fuera de 7, doa,

Igualdad de sobrantes, suma buena.



LIECCION XII

Ejercicios de somar en ¢l sistema nonario.

Este sistema tiene nueve cifras: 1,2,8,4, 5, 6,7, 8y 0,
En el sis*ema nonario hay:

Tra.dufc[bn
Blur.emna&eclmal.

1% 90 = 1
2% W = 2
PROTOEXAS, 6 sea Z X 33 = ;
ocho maltiplos de la potencia cero del 9..... 5 ;( a0 — 5
6 ¢ 90 = G
T == 7

B D6 = B
113 O J
\ 2% 0 = 18
DECTENAS, & 8en '2)( :',]l = 2t
ocho miltiplos de la 1.° potencia del %, ... 5% _. ;2
6 X O 54
X ‘H = G5
V8 x T2
| G QR B 81
IX = 162
3 0 _- 1
TRIENAS, 6 sed ' ‘i ;( c‘:: - Eﬁ‘j
ocho ’multlplos de la 2.* potencia del i), . HEX 0= 1ns
li)(%)l 486
. T)(‘lJ 567
B x a2 645
1% 95 == 20
) QK 93 = 148
TETRAENAS, & sea i;é (r:'i = ?)(1)?{"
a q = & 5]
ocho miitiplos de la 3.* potenecia del 9, .,.., B3 U3 = 8 G4H
0B W= B!
i WS e 5103
B XU == 5432

TOMO ! 33
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ARITMETICA PURA

Tradu{:cién
sistema:h:ciml.
1% 94 = ; 581
2 Y = 131922
S 9= 19 68
8 PENTAENAS, 6 sea 4 § 96 — 22 6222
ocho multiplos de la 4.* potencia del 9..,,., 5% 94— 32805
6 ¢ — 89 866
IX 9= 459927
B M= 352488
8 Hexamnas, etc. ’
Por consiguiente: _
En el sistema nonario, traducido al decimal,
En el Enel Enel En ol En el En sl En el
1 1 zonr h‘ls;;r lni;ll' 1 5‘.3 1 oy o
R VR | TSRS | VE | tager | vuder | g
Unl......] 1 9 8L | 120 | 6561 | 59040 581441
TUn 2.0v0as 2 18 162 1 458 18122 ] 118 098 |1 pg2 RE2
Uns...... 3 a7 243 2187 19683 | 177 147 1 594 523
Un 4...... 4 86 824 | 2916 | 26244 | 236196 |2 125 764
Tnbeveess 5 45 405 3645 82805 | 205 245 2 857 205
TCnb...... 6 54 486 48574 8393366 | 354 294 3188646
UnTivuees 1 68 B6T .| 5103 | 45927 | 413343 3 720087
Un8......| 8 72 648 | 5832 | 52488 | 4721392 |4 951 5o8
Sistoma EJEMPLOB. Tm}lmién
nonsario, decimal,
81 - .
88 = 2 48= 80
187 = Bl 4+ 704 T= 160
388 =243 472 4 8= 398
818 = 648 L 9 + 8 = 665
B8 = 27T + 8 = 85
7€ = 63 4 8 =
268 (12162+54+8ﬁ 24 B
“_'—'_l-.
2258 1678 @
r
|
| l 8+7.. =7Setents. ¥ wno; que se escribe %; pongo 8
llevo
de reserva < 848 + Cmcnenta. ¥ nueve; que se
escribe 65; {011%0 5 yllevo g,
6 de reserve - - Veinte; que se eboribe 22; y lo

Nora. Compruebe el discipulo si estén bien hechas las sigaientes tra~
ecimal, -

copio por final.

duegiones sl sistems d
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Traducclbén
Sisteama al
nonario. decimal.
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Haga el discipulo la prueba de la cifra méxima.
En el sjemplo primero de esta Leccidn, se dird (dejando
de contar los 8):

147 = 8;foerade 8§, cero.

547 = 10 id. 8, dos,

9+1+4+3——1& {d. 8, dos.
_.9{¢ © 8, uno,

1 2 +-6 id. 8, uno.

1 soﬁrnnta final de los sumandos.

24+2-+5 = 9;fuerade 8, uno, sobrants de la sums.
Y & igualdad de sobrantes, suma buena.
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ADVERETENCIA A LOS QUE SEPAN DIVIDIRE.

Para sumar en el sistema nonario é novenario se tendra
presente:

1.° Que ha de empezarse sumando la columna de las pro-
toenas; ‘

2.° La suma obtenida se parte por 9, nimero de cifras del
sistema; .

3. Se escribe el sobrante ¢ residuo, si lo hay (si no, se
pone cero), bajo la raya al pie de dicha columna;

4. El cuociente se llava de reserva i la columna de las
dentenas; y en las sucesivas oolumnas de trienas, tetraenas...
se procede de un modo anélogo. Si no hay cnociente, no hay
reserva; y

65.° En lailtima columna de la izquierda se escribe inte-
gramente, segin lo exige el sistema nonario, la suwa que se
obtenga. .
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LECCION XIII

' Ejercicios de sumar en el sistemna deeimal.

rd

Este sistema tiene diez cifras: 1,2, 3,4, 3%, 6,7,8,9y 0.
En el sistema decimal hay:

Tradueccién
sl
sistems declmnl,
Lo 100 = 1
25109 = 2
3> 100 = 3
PRrROTOENAS, & sen 4100 = 4
nueve miiltiplos de la potencia cero del 10..{ & >< 100 = 5
6> 100 = 6
T 100 = 1
83 100 = 8
G > 100 = 9
1< 101 = 10
2 = 101 = 20
‘DrUTERAS, 6 58 4 10t = 40
nueve multiplos de la 1.* potencia del 10., ./ 5 x 10t = i o
6> 101 = 60
T5¢ 100 = 70
8¢ 101 = 80
9 104 = %0
' 1> 10t = 100
210 = 200
8> 10 = 300
TRIENAS, 6 seh 4 10t= 400
nueve miltiplos de la 2. potencia del 10.,.{ § > 10% = 500
8103 = 600
. Tx 10t = 700
8 10t = 800
9> 10i= 900

TETRAENAS, etc., etc.
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PURA

Por consiguiente:
En el sistema decimal

J{ En el En sl Enel En el En el En el Enel
: l.er 2.0 B.er 4 b0 8o F.0
{ lugar tfugar lugar Iugnr lugar lugar lugar
i vale Tale vale vale vale vale vale
Unl.... 1 10 100 1000 § 10000 | 100 000 1000000
Un 2...... 2 , 20 200 2000 | 20000 | 200000 2000000
Un 8...... 3 30 300 2000 | 30000 | 300000 3000000
Un 4...... 4 40 400 4000 | 40000 T 400 000 4000000
Tn 5...... b 50 500 5000 | 50000 | 500000 5000000
Un 8,..... 6 80 600 6000 | 60000 | 60000 GO000N)
Un 1...... 7 m 700 7000 | 70000 [ 700000 (7000000
Un 8.. 8 80 800 8000 | 80000 8003000 (8000000
Uz 9... 9 90 9500 3000 | 90000 | 900 000 2000000
g latoma EJEMPLOS,
54 Haga el discipulo
“¥o estags sumas:
2546 v 834878
990 ' 99633¢
1% 8164611
94 5104586
89 789476
94 2786647
6 2 721863
60 (8 5831421
— _—
1653 (&
P!
i 9t 6., - = cuarenta, gue se eseriba 43: *346478
f pongo3yllevo4 784322
4+3+5 + .. —cincuenta cingo, que se 1 224579
esaribe 55: pongoﬁyl]evog 647448717
5+°+9-—dtezyse15,queseascnb316ylo 7648§0
copio por final. 55654451
8984782
—_——
; 8384
6663
7248
86845
61831
6130
9945
99899
13409

/
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La prueba de los 9 en el primer ejemplo de los anteriores
es como sigue:

34+-2+6 = 10; fuera de Y, uno
14+6414+4=12% [d ded9y, tres
S3+3+4 =10; Id. de 4, uno
1+6+2 = 9; id. de 9, cero

6 mobrante de los sumendos

1 + 6 + b + 8 = 15; fuera de 9, seia.
Tgualdad de sobrantes, suma buena.

Las pruebas de Ja cifra mdixima en e} sistema decimal se
hardn sumando todas las cifras significativas, segin su valor
absoluto (no locativo) y excluyendo los 9 (6 las combinacio-
nes evidentes que sumen 3). El sobrante que resultare des-
pués de hechas las exclusiones, ha de ser en los sumandos
igual al sobrante de la suma.

_ 8i no hay sebrante en los sumandos, tampoco 1o ha de ha-
ber en la suma.

ADVERTENOIAS A LOS QUE BEPAN DIVIDIR..

Para sumar en el sistema decimal se ha de tener pre-
sente:

1.* Que ha de empezarse sumando la columna de las pro-
toenas;

2.* La suma obtenida se parte por 10, nimero de cifras
que tiene el sistema;

3.5 Se escribe el sobrante 6 residuo, si lo hay (si no, se
poue cero) bajo la raya al pie de dicha columna;

4.* El cuociente se lleva de reserva 4 la ocolumna de las
deutenas; y an lds sucesivas columnas de trienas, tetraenas...
se procede de un modo andlogo. 8i no hay cuociente, no hay
reserva; y

5. En la ultima columna de la izquierda se escribe inte-
gramente, segin lo exige el sistema decimal, la sume que se
obtenga. -



LECCION XIV

Ejercicios de snmar en los sistemas undecimal
¥ dunodecimal.

El undecimal tiene omce cifras: 1, 2, 3, 4, 5, 6,7,8,9,
a (= 10) y cero.

El duodecimal doce cifras: 1,2, 8, 4,5, 8, 7, 8, 9 a
b (=11)y cero.

Poco esfuerzo de generalizacién bastard pars compren-
der que el undecimal tiens diez protoenas 6 miltiplos de 11°;
diez deutenas 6 miltiplos de 11'; diez trienas ¢ multiplos
de 11%; diez tetraenas 6 miltiplos de 11°... ete., ete.;

Y que el duodecimal tiene once miltiplos de 12°; once de
12¢; once de 12%; once de 12*; once de 12¢.., etc., etc.;

Asi como cudl ha de ser la manera de hacer las pruebas de
1a cifra méxima en ambos sistemas; la de a4 (=10) on el unde-
cimal, y la de b (==11) en el daodecimal.

Lo que conviene ys en estos sistemas es la prictica; y,
al efecto, se¢ presentan los ejercicios siguientés:
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Traduccion
Sistema »l
undecimnl. decimal,
158
19a = 121 + 99 + 10 = 2380
s = 10 = 10
294 = 242 4 9+ 4 = 345
e85 = 1210 + 83+ b= 1248
1478 =183l + 484+ Ti+ 8= 19200
" a9 9 == 1210 + 99+ 9= 13818
8 aa = 1210 110 + 10 = 1330
aan (1= 1210 4110 + 10 =133 0 (7
.5880 (1 7711 ¢
]
& 4+ A + .. = sesenta y seis, que 8¢ escribe 60: pongo Oy
Llavo 6.
6 de reserva + 9 + ... = sesenta y tres, que se escribe 58: pon-
go8yllevo 5, *
b+ 1+2+ . cincoenta y dos, que se escribe 48: pongo S ¥
llevo 4.

4 + 1==15, y escribo este 5 por final de suma,

Nora., Demuestre el discipulo que estén bien hechas las siguientes

traducciones al sistema decimal.

~ Traduceion
Sistema al
undecimal. decimal.
655
T9aa 10526 ’
346 418
8aT 1085
666 798
2a68 5946
3948 5184
aab 1826
6ng (3 84656 (7
1170ab (3 240738 (7
5_3.5
33178 1562
aab 1328
P 1580
.« B85 1380
aaa 1330
1189 1549
999 (8 1197 (¢
9589 (8 12626 (8

v

TONO 1,

|

a6
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PRUEBA DE LA CIFRA MAXIMA.

En el sistema undecimal se suman las cifras de los guaris-
mos, como en los otros sistemas, por su valor absoluto (no lo-
cativo) y se excluyen las a, ¢ sean los dieces.

El sobrante de los sumandos (si los hay) ha de ser igual al
de la suma.

En el ejemplo primero se diri:

10; fuera de 10}, cero

1+ 80 =
24.9=11; id. de 10, uno
14+4+3+3=138; id. de 10, tres
3+1+4+7=15 id. de 10, cinco
: 5+8==18; id. de 10, tres
3+9 =12 id. de 10, dos
2+9=11 {d. de 10, uno
1 sobrante de los sumandos,

5 + 8 = 15; fuera de 10, tres.
3+8=11; {d. de 10, uno.
1, sobrante de la suma.

Sobrantes iguales, suma buena.

ADVERTENCIAR i LO3 QUE SEPAN DIVIDIR, PARA SUMAR EN EL
SISTEMA UNDECIMAL, y

1.8 Se empezaré sumando la columna de las protoenas;

2.7 La suma obtenida se parte por 11, niimere de cifras
del sistema;

3.* Se escribe el sobrante 6 residuo, si lo hay (si no, se
pone cero), bajo la raya al pie de dicha columna;

4% El cuociente se lleva de reserva & la columna de las
deutenas; y en las sucesivas columnas de trienas, tetraenas...
se procede de un modo andlogo. Si no hey cuociente, no hay
reserva; y B

5. Bajo laidltima columna de la izquierda se escribe inte-
gramente, segin lo exige el sistema undecimal, la suma que
se obtenga.

P
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EJEMPLOS.
Tratuecidn
Fistema A
duodecimal, decimal.
29b = 2339 + 108 4 11 = 407
ab = 120 11 = 131
1ba = 141 4+ 182 4 10 = 286
234 = Y83 4+ 35 . 4= 328
bat = 1888 + W+ 6= 1710
b h = M2+ 11 = 143
bbb (2 = 153 + 132+ 11= 1727 (7
28a4 (2 4732 (1
! b+ b8+ . = sesenin ¥ cuatyo, que se escribe 54:
L pongo 4 yllevo i
9+ u - . = setents, que se escribe 5 a: pongo &y
llevo 5. .
5+ 2+ 1 +..==treinta y dos, que se eseribe 25, y lo co-
pio por final,
Tradureidn
Sistema al
duodecimal. decimal.
©oass
abis 18915
34ab 5891
174 10908
34 Db 491
7ba 1150
28345 4001
48 a 622
bbb (® 1727 8
17748 (2 338908 (8
38
34 b 491
ab 181
ba 142
28%b 335
bab 17156
aba 1582
g4 4 0
999 (8 14138 (8
8476 (¢ k849 (¢
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PRUEBA DE LA CIFRA MAXIMA.

En el sistema duodecimal se suman las cifras de los gua-
rismos, por su valor absoluto (no locativo) y se excluyen las
b ¢ sean los onces.

El sobrante de los sumandos (si lo hay) ha de ser igual al
de la suma. )

En el primer ejemplo anterior duodecimal, se dird:

2 + 9 =11; fuera de 11, cero
10+ 1-=11; id. de 11, cero
10+ 2:==12; {4 de 11, uno
1+3+ 4+ 10=18; id, de1l, siete
T+ 6=13 id. dse 11, dos
2 sobrante de los sumandos.

24 8+ a=—20;fuera de 11, nuave
9+ 4=18; {d. dell,dos
2 sobrante de la suma.

Sobrantes iguales, suma buena.

ADVERTENCIAS & LOS QUE SEPAN DIVIDIR, PARA BUMAR XN EL.
BISTEMA DUODECIKAL. )

1.* Se empezard sumando la columna de las protoenas

2.2 La sdma obtenida se parte por 12, ndmero de cifras
del sistema; '

3.* Be escribe el sobrante § residuo; si lo hay (si no, se
pone cero), bajo la raya al pie de dicha colnmna;

4% Ei cuociente se lleva de reserva 4 Ia columna de las
deutenas; y en las sucesivas columnas de trienas, tetraenas...
se procede de uz modo aniloge. Si no hay cuociente, no hay
reserve; y .

5.2 Bajo la Gltima columna de la izquierda se escribe in-
tegramente, segin lo exige el sistema duodecimal, la snms.
que se obtenga. »



LECCION XV

Clasens de sumas y medios graficos de consignar
ian reservas. '

Ya el discipulo conoce la principal de las varias clases de
sumas, que es la que girve de base 4 los sistemas de name-
racidn.

En efecto, todo guarismo es una suma de productos orde-
nados de mayor 4 menor, cuyos factores son, de una parte,
las potencias sucesivas del nimero de 1as cifras de un sistems;
¥ de otra parte, como coeficiente, alguno de sus digitos.

Asi, cualquier guarismo del sistema decimal es una suma
de productos dispuestos de mayor & menor, cuyos factores
son, de una parte, las potencias del 10, y de otra parte, al-
guno de los digitos del mismo sistema decimal.

B466T==B0000 + 4000 -+ 50O -+ 60 7
IR 106 54X 108 15X 100 16X 100 £ 7 109

Tantos prodncton 6 sumandos, como digitos ha.y en el
guarismo.

Conocida ya esta cisse esencial de sumas, falta sdlo enu-
merar las otras clases, que son tres:
1.* Buma de sumandos desiguales;
2.* Suma de sumandos iguales todos; y
3.* Suma de sumandos todos ignales, menos uno menor.
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EJEMPLOS EN EL BISTEMA DECIMAL

Sumandos
Somandos Sumandos todos iguales

desigunlies, iguales, Inénos Uno menor,
35 38 38
85 647 34 38
10004 714 o 38
814 35 a8
246 8 88
8723 103 38 14

En las sumas de sumandos desiguales puede haberlos
ignales por casualidad, sin que por ta! accidente se altere la
clasificacion.

342
2417
568
342
. s
342

Las sumas de productos de potencias ordenados de mayor
4 menor son la base esencial de los sistemas de numeracidn.

Las sumas de sumandos iguales dan origen 4 la operacién
de multiplicar. )

Y las sumas de sumandos todos iguales menos uno menor,
gon e] fundamento de la operacién de partir.

Por manera, que séle las sumag de sumandos todos des-
iguales (¢ algunos ignales por casualidad) son el objeto ex-
clusivo de la verdadera operacién de sumar, & sea INTEGRA-
CION.

El modus operandi del sumar es el usunal y corriente, y el
generslmente empleado, porque da de una vez la sumsa. Pero
pudiers haber otros, como el siguiente, que algunos recomien-
dan especialmente-pars las sumas largas, porque facilita el
repaso, pero con el inconveniente de requerir otra suma, y el
de haber de esoribir muchas més cifras. Ademds, mientras
nmayor es el nimero de las operaciones y elde los signos es-
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critos, mayor resulta la posibilidad de nuevas equivocacio-
nes, mis largo el tiempo necesario para cada operacidn, y,
por consiguiente, mayor la fatiga del trabajo. No obstante,
el procedimiento es recomendable.

Sean los signientes sumandos del sistema decimal: simese
cada columna y andtese debajo el resultado bajo la raya: si-
mense, por fin, las sumas parciales.

W 2
-
5]

fa p el =t B N ]

= SO A0S -3

w2 oS e o]
Pnlbiode PN s ciilafi o SIS |

==
-

£ L0 e s s< i
L s oks slieint

i
s
=3

,-‘. L

B o R g =i

s
Liells o alw sl B¢ aff 7= gl
W= 0D

P

13
29

2 Suma de las protoenax
Suma de las deutenas
Suma de las trienas
Suma de las tetraenas

&
o

1
12
i protoenas

< c . deutenas
141922 Suma de las sumas de trienas

tetraenas

En esta suma de las sumas parciales de las columnas ha
habido abreviacién; pues en rigor, el nuevo modus operandi
habria exigido que tales sumas parciales se hubiesen sumado

como sigue:

132 protoenas
129 eutenas
115  trienas
129 tetraenas

2 protoenas
12  deutenss
8  trienas

11 tetraenas
3 pentaenas
i hexaenas
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Por supuesto, que no es necesario en esta manera de ope-
rar empezar por las protoenas ni seguir orden ninguno: basta
con sumar aisladamente las columnas y sumar después las su-
mas parciales.

[TeRI=0r8 PPN Ro slT=R. <R <R o ==l ofld =R ]
CelPLaBWLDYRIDO ] U
Lo al =0 I Re o Ro ali-o Rl ol — == s altilER RS o o]
SR DE =N DL CTWRW=-1NLEID =2
LD R LPDLO LD HGOOSD
DWW IR L QLT T LD ol O U
ol A= I Re alw Sie - BT N =R R o
AN LLaRNLWEOLTELIX DL )

[y

trienas
8 2 protoenas
] deutenas
tetraenas

tetraenas 1
trienas

protoenas
deuntenas

a
-t

L ol ]

bo b D

ep WO
e

[y

o=

O b = an

141922 141922

Pero, ficil es de compranaer que toda falta de orden seria
siempre una perturbacién; y que, por tanto, nada es mejor
que el sistema de reservas en uso general,
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El sistema de las reservas merece algunas consideraciones.

La reserva de las protoenas aparece siempre englobada en
lo alto de las deutenas; englobada también se estampa la de
las deutenss en lo alto de las trienas, y siempre englobada la
de cualquier columua en lo alto de la siguiente.

Pero puede convenir el conocer en sus menores detalles la
composicidn de las reservas; y por esto, y, més que por ello,
por ser un fécil medio de comprobacién (facilisimo), reco-
miendan muchos, con fundamento, el signiente modo de
operar.

Supongamos los siguientes sumandos del sistema custer-
nario:

P I T I

Y se dira:

1 y1son2, y2son 4 (gque es el nimero de las cifras que tiene el sis-
tome cuaternaiio): se hard una sefial al 2, por ejemplo, un tilde -
(6 ?15 ;armré con una rays oblicus, 6 se tachard de azlgﬁn otre
modo): .

B R0 BD e e

y %o sigue diciendo:
Y

3y8son 6: pénese otra seilal, por ejemplo, otro tilde, al sagundo 3
orgue 6 ¢s un ndmero mayor que el de lag cifras componentas
gal sistema custernario, pues es igual 4 una vez ese nitmero
-+ un excedente de 2:
1
1
9!
B
Bf
2

——
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y se sigue diciendo:

2 de excedencis 4 2 son 4, nimero igual otra vez al de las cifras que
forman el sistema cuaternsrio: se hace, por consiguiente, una

¢ nueva s#efial al altimo 2;
1
1
ar
3
3f .
97

¥, como de esta sums final no ha resultado excedencia ningu-
na, se eseribe un cero debajo de la columna que se acaba de

sumar;
1

1
or
3
i1
ar

0

y el niimero de tildes, que es 3, constituird la reserva para
la columna inmediata, sila hay; y, si no, se escribird integra-
mente 4 la derecha del cero *

1

1

or

8

3

ar

30

Por manera, que la suma de los sumandos dados, es 3 den-
tenas cuaternarias { = 12 unidades en el sistema decimal).

Si hubiere dos columnas, se pondré la reserva (6 ses e} ni-
mero de tildes, rayas ¢ sefiales) en 1o alto de lu segunda S de
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las deutenas, y en segnida se procederd & sumar esta segun-
da columna, y se marcardn en slla las seiiales de modo que
no se confundan con las correspondientes & la primera co-
lumna, segiin indica el ejemplo siguiente del mismo sistema
cuaternario:

= =

I

[OPI . I SRR A LR T
=

[

|- |

Las nuevas seilales son también 3 y el sobrante 1: lo es-
cribo, pues, en el lugar de las deutenas, y con el nuevo ni-
mero de seflales constituyo la reserva, si hay mds columnasg;

¥, 8i no las hay, escribo el nimero 3 de tildes 4 ia derecha
del 1.

-
-

~
~

B ke e pn oo
ED €3 2O LD b

-

&=
-
<

¥ la suma sers 310 en el sistems cuaternario { == b2 en el sis-
tema decimal), ‘

Supongamos, ahora, el ejemplo en el mismo sistema como
sigue: ~

BRSSO 0D
g - Ry S
| SeR=~T---R ST S
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y marcaremos los tildes segtin se indica en este otro:

3 3

21811
3121
21 2
81 3
4 21 8
ar1 a1

4110

De este modo, y sin pensar en ningin sistema de nume-
raciép, se ha hecho una suma en el sistema cuaternario.

Entendido esto, supongameos ahora los siguientes suman-
dos del sistema decimal:

& =yt 0D ~A i
10 O T O
PeRe o+l rlv iRy

Procederemos como sigue:

fe empezard diciendo: 8 g 8 gon 16, cantidad que contiene una vez
4 10 (nfimero ds las cifras que componer el sistemg) -+ un exce-
dente de 6: se hace al segundo 8 ln sefial convenids para indicar
que se ha Hegado 4 10 6 pasado de 10; y luego sd seguird agre-
gando eads excedencia que resulte 4 las cifras inmediatas haata
obtener otro 10 6 un resultado gue pase de diez:... marcdndose,
por oonsiguianbe, Ias sefinles do modo andlogo al seguido en los
ejemplos del sistems cuaternario, sin més diferencia que la de
snctar ahora una ssfial por cada diex ynidades, mientras que su-
tes se marcaba por cads euatro. Terminade la operacién aparece-
rdn las seflales como resnltan del signiente ejemplo.

L)
4.5 8
' Tt 9 87
8r b 6!
84 8
T 9781 -
St 9

488%5

. , . ) .
v & . S ———

LA
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Sean ahora los sumandos, que sxguen, del sistema duo-
decimal:

P -1 w0 o ®

- W o o P
W o p oo

Se procederd asi: .

"6y0Oson6,y3son9, ya (que ey diez) hacen 19, namero igual 4
12 4~ un excedents de T: se hace una sefial al af, y s continuard la
operacidn del mismo modo y& explma&o en los ejemplos anterio-
res, con lo que al cabo se tendra

por lo que las cifras 3688 del sistems duodecimal (que valen
tanto como 6152 en el decimal), serin la suma total de los
sumandos dados (resultado obtenido como mecdnicamente y
sin pensar casi en el sistema duodecimal).

Este moElo de sumar, generahzado, g6 recomzenda mucho
oon esta veriante:

Supongimonos operando en el sistema decimal. Y en lu-
gar de hacer una sefial cads vez que se obtenga 10 ¢ se pase
de este nimero, se haré une sefial cada ver que se obten-
&8 20, 6 se pase de 20: sumada cada columna, se llevard como
reserva & lo alto de la columna inmediata el doble de las se-
fiales; 6 bien el doble - uno, cuando la sume de las ocifras
entre la dltima seflal y Ia rays de la sums pase de 10,
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€]
]

-
o BD = b W DD T U R Q) e OO
-

-

-

—
-

SR b b B ~F DD W e A B 0 (i
o IR S S R s A IR S S e I o
al D BD P e R T e B T BD S O S

6 9268

La ventaja de esta manera de operar consiste en que es
menor el niumero de seflales que hay que hacer, y en que
para todo el mundo es hasta familiar el contar hasta 20.
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Ejercicion sebre las anotaciones grificas
de 1as reservas,

Por via de ejercicio se ponen, & continuacién, dos ejem-
plos de sumas en cada uno de los distintos sistemas de nu-
meracién estudiados; uno, para que se haga la adicion segin

la regla general, y otro, para que se efectie segiin esta otra
regla auxiliar.

SUMAS EN EL SISTEMA BINARIQ

Regla gencral. Regla auxiliar.

W CHR
101110 1111111
110001 111 111 110
161010 1171100
110010 1’11’00 0
100111 11'060000
101011 1'00000

100001101 101000001

-
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BISTEMA TERNARIO

Regla genoral,

Hies
22222
11111
21212
12121
20120
21021
21021
12112

1222111

10000
1 1038101
11110
11112

11022229

BISTEMA CUATERNARIO

Regla general,

.

wues
3838853
22292
11111
12812
18221
g2211
21282
g1121

1110021

Régla atxiliar,

R

20202 8 8
818+ 3ratgr
1i1183¢
2010 2011 1/
82121
11111
2 2o
81378/ 8r 3

1120008
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SISTEMA QUIN ARIO

Regla genersl. Regln auxiliar.
LS URIRUN)
12844 1097 3147 4
25411 2 3441
84211 8r4r4t1 2
25442 4r4 1 2t 3
11111 4 1M 8 4
35883438 12 35 47 4t
22222 2 3 4r 40
23444 441 2
411283 100 40 21

SISTEMA BENARIO

Regla general. Regla auxilinr.
R LI
12845 br4rfir 21
23451 41 3r2 1’ 5
346512 4215 4
45123 21 548
51234 1 br4 32
12845 1 2345
28451 28451
34512 34 611 2

415145 41586145

TOMO 1. a8
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SISTEMA SEPTENARIO

Regla general.

Ragls saxiliar,

4113

13845
61284
56123
45612
84561
28456
12845

61284

t

oo (e
o an lex
cp.;(b
e L (v
oW

'
671 238 4
5t 61 1! 91 3¢
4 5611
8! 47 5t @1 &7
2 8 45 2
2 4181

440342

460018

SISTEMA OCTONARIO

Regla geueral.

2444
12845
67138
46671
28456
. 71284
b8T12
845617
12845

412841

1 28 g
(i B RN
28486

862007
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BISTEMA NOVENARIO & NONARIO

Begla general. . Regls anxilinr.
1333 238
1284056 2 845
67881 781 2
28466 ‘4 Bt B/ !
78815 6 6 T qr
456678 2 4+ 1 6/
81284 12 84
56781 678118
812814 28 211

502087 86617

BIBTEMA DECIMAL

Regla genersl. (e BE a0 ).
4143 24343
12845 698765

"' B718B90 123458
Y876 125678
54821 11238 9
12845 1124617
67890 1146712
L1284 111111

111111 t

66789

282690 15609658'9
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-}
B!

-)

=)
=)
-)

211 4

=}

[ Ae]

i)

1243
21414

47 57 Y g

8

9 4
3
543

4

781
10 0 4
2 0 4 5/

6

3

3 7
6

34 b 6

45 4

3

7469
81 62
1111
1111

3 1145
6 4 3 3
2800
2ro 6 7

111 6
2 841

111 6
6112

2111

8 432
3321

- —
~}

=)~

W} =
L) =)
) o

2612

2 3481

61 2 5§
3 p B4

12838
1758
atgra 7

6125

1

e o

18865
Perh T

4 010

88 55
1482

58765

2 0 8B'h
6 731

170 b
1256 1

10 89!
3030

3 518

1106
201 10

B'5 B/ 4

5318

9111

1361

498086

668729
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1e3 UK
1 114 85555
2010 "5 77
60380 5 158
1301 16 8 32
2361 6332
W5 55 511 2 1
9 520 2188
2 53 & 3612
575 5 1216
7158 1683
6511 3 2 315/
48 65 5 90
753 6 3 63 2
‘2 516 b 4955
3 711 1756 1
HE S 1 525
50208 69205

BISTEMA TUNDECIMAL

Regla generl Regla auxiliar.

3343 44583
12845 125825
27890 2 7890
21384 12845
52789 2 &8 91
2128 o/ a’ a’ a! 8
L 46978 218 a8 B
Saansa 8 2 2 a8
282332 8 a1l 28
38a848 3598922
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! BISTEMA DUODECIMAL

Regls genersl.

8333
18845
2a78Db
abb7i78
99282
a237%
Tb548
9ab548

82122

511760

Regls auxiliar,

143
2 a’b' 8 32
228 a4
a’l 2 9/ bt
4567 g
b'b'a'b‘n
5! 716 Tt g
74723
8418 o g

460470
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DEL RESTAR .



Biblioteca Nacional de Espafia [



SUBSTRACCION

Del restar.

Restar es la operacidén contraria del sumar.
Agregando 1 4 un guarismo, por ejemplo, al 1, se tie-

ne el 2;
I+1=2

Agregando al 2 otro 1, resulta el 3;

Agregando al 3 otro 1, se tiene el 4;

d+1=1..

Y asi, por sucesivas agregacionss del 1, se pueden obte-

ner todos los nimeros imaginables.
Ahora bien: supongamos que por sucesivas agregaciones

gse haya obtenido un guariamo cualquiera; el 9, por ejemplo.
Si de 9 quitamos 1, tendremos el §;
9—1= 8;

TOMO I. 39
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si de 8 quitamos otro 1, resultard el 7;
8—1=T,;

y, asi sucesivamente, haciendo lo contrario del sumar, ven-
dremos & parar al 1 de partida:

T—1=66—-1=5b—1=44—1=83_1=22_1=1

Pueden obtenerse muchos nfimeros por la agregacién de
otros nimeros distintos del 1: por ejemplo,

114 2==18; 13+ T — 20;

Pues, quitando del 20 el 7, 'y de lo que resulte el 2, volve-
remos al 11 de partida:

90— 7T=1813 — 2 == 11.

Restar es, pues, aquella operacién en que, dada una suma
y uno de los sumandos, se ha de hallar el importe de los de-
mis sumandos. ‘

Y, cuando los sumandos son sélo dos, restar es: dada la
suma y uno de los sumandos, hallar el otro sumando.

Si tenemos una suma de varios sumandos, como, por ejem-
plo, 3 + 4 + 5, . |

G D2

4
+

== 12

¥ i nos dan la suma 12 y uno de los sumandos, v. gr. el b,

el problema gueda reducido 4 hallar el importe de los otros

sumandos {que en el cAso presente es 7 =23 - 4).
Andlogaments, si tenemos la suma

- -
. 6+2m8, . 4

y vos dan Is suma 8 y el sumando 6, el problemas consiste en
encontrar el otro sumando, 2.
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Restar no es quitar, sino hallar lo que queda después de
quitar.

DENOMINACIONES

Cuando se trata de restar (operacién que también se lla-
ma sustraccidn, como & la de sumar se la denomina adicidn)
la suma recibe el nombre de

minuendo §
restando;

el sumando conocido se Hams

gustraendo &
restador; .

y el resultado se denomina

residuo,
resto 6 resta, 4 bien
diferencia.

También el residuo se llama exceso de]l minuendo sobre el
sustraendo.

Por esto se dice también que restar es hallar la diferencia
de dos numeros, aun sin saber cudles sumandos contribuye-
ron 4 la respectiva formacién de cada uno.

Para restar con rapidez es preciso aprender de memoria
una de las dos tablas siguientes, ¢ las dos.
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TABLA DE RESTAR FUNDADA EN LA SUMA (1)

IDelé 1 va 0 Dedd 4va 0 De 714 Tva0d’
W Deld 2val Dedd 5 val De T4 Byval -’
P Delé 3 va? Dedd 6 va?2 De T4 9va2
»PDela 4dvad | Dedd 7 vai e 7310 va 3
Deld Hvad | Dedd B8vad | DeT dall vad |
P PDeld 6val Ded s 9 vad De T4 12 vp 5
. Deld Tva6 | Ded d 10 va 6 De7al3vatG |
i Deld Bval De 4 411 va 7 DeTaliva 7 |
i Deld 9val Dedal2vah DeT415 va B -
i Del&aldva9 | Ded1d13va9 | DeT4al6vad
t — |
i De2 4 2vwva 0 DeHda 5vab Defa Bval '
De2a 3val PDeba 6 val De8a 9vwval
De24 4 va 2 De 54 7 va? De B4 10 va 2 ¢
De24 5 vald Deba 53 valy De B84 11 va 3 .
Do d 6 va 4 De b a Yvad De 8.4 12 va 4 |
i De24a 7Tvab De 560 10 va b De 8 413 va b |
| Do 24 B va g T'e 5 4 11 va 6 De 84 14 va 6
A De2h Yval ) Dobal2val | DeB8Aal15va T |
W De2410va8 | Deb5alivaB | Des a6 va § ||
De241l1ve® | Debda ldva9 | DeBalivay |
. 1
De3 4 Sval | De & 6val DeDa 9vad i
De3a 4val Det6a 7 val De 9410 val :
DeB34 5va2  De6a 5va?2 | DeD A1l va2 !
DeB3A 6vaB | De64 9vaB3 | De9iilvasd
i Ded 4 Tvad | DofialDvad | De 9 13 vad !
| Ded4 Bvab | De6 41l vab De9él4va.’3‘l
1 DeB4h 9va6 | De64a12vah | De 94 15 va 6]
i De B3 410 va 7 De 66 13 va T De 94168 va 7 ¢
De34Allva8 | Doe6aliva8 | De9417T va b
De 3 412va 9 De 6 4 15 va 9 De 9418 va 9

(1) El alumno debe dar Ia preferencia & eata tabla, por ser

1 ella exce-
lsnte preparacién para la operacién de parfir.
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AUBHTRACCION

TABLA DE HESTAR
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Las dos tablas siguientes son de gran utilidad.
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2 —1=1 b—1=4 8 —1 =17
4—8=1] 7—8=4]10—8=171
5—4=1| 8—4=4 |11 —4=7
| 8 —6=1| 9 —5=4 |12 —5:=7 1
' 7 6=1]10—-6=4 |18 —6=7
I 8w T=1l1l—-T7T=4|14—-T7T=7]1
9 —B8=1|12—-8=4|15~-8=7]
(10 —9=1]18—~9=4]16—9=7
i —
13_1:2 8 —1=5| 9 —~1=28
4-2=9| 7T—2=5]10—-2=8
| 8-8=2] 8_-8=5!1_-3=28|
6 — =82 9emd=5]12 - 1=8,
T —5=9 ] 10—~5=05] 18 —~5=28
8 —6=29 |11l —6=5114d—6=28
9 T=2|12—-T=5|15—-7T=28
10— 8=2 | 13-—~8=05| 16 —9=238
1.~ 9=2 | 14~9=5[17T—9=28
4—1=38| 7—1=6]10—1=29
5—2=8| 8-2=6]|11—2=9
, 6—3=3]| 9—-8=6]12—-83=2
‘ T—4=3|10—-4=06]18_—4=029
 B—5=3 |11 -5=6| 14 —5=9
. 9—6=8[12—-6=6] 15—6=29
10 -7=8]18-7=6, 16 —-7=29
12—90=38 5 — 9 =6 " 15 — 9 ={

'En la Leccién inmediata estudiaremos otra tabla de la
mayor importancia: la de sumar destinada 4 la explicacién y
andlisis de uno de los procedimientos del restar.

Para restar se disponen el minuendo (6 la suma dada) y
o} sustraendo (6 ol sumando conocido) de tal modo, que las
cifras de cada orden resulten colocadas respectivamente unas
debajo de otras; protoenas bajo protoenas, deutenas bajo
deutenas... Por debajo del sustraendo se traza una raya hori-
sontal. ‘ :

Colocados ya los digitos en correspondencia unos bajo
otros, se efectiia la operacién de restar como signe cuando ca-
da cifra del minuendo es mayor que la correspondiente del
sustraendo, ¢ jgual, respectivamente.

Fi L]
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Se empieza por la derechs, & sea por las protoenas, reba-
jando del valor de la cifra de primer orden que fuere minuen-
do el valor de la cifra del mismo orden que fuere sustraen-
do: se sabe por la tabla cudl es el residuo (6 sea e! sumando
desconocido), y se escribe este residuo por debajo de la raya,
en el lugar correspondiente de las protoenas: en seguida se
hace 1o mismo con las deutenas ¢ digitos del segundo orden,
restando del que hiciere de minuendo el gue aparezea como
sustraendo, y escribiendo bajo ellos por debajo de la raya el
residuo correspondiente conforme 4 la tabla: luego se hace lo
mismo con las trienas ¢ cifras del tercer orden del minuendo
y del sustraendo, después con las tetraenas ¢ del cuarto...

Y asi sucesivamente.

Ejemplo en el sistema decimal

88 667
~—12145

ge dice: de b 4 7 van 2, y se escribe el 2 por debajo de la
raya en el lugar de las protoenas,

38 567
12 145
2
En seguida: de 4 4 6 van 2, y se escribe este segundo 2
bajo los digitos del segundo orden por debajo de la raya,

38 567
12 145

22

y se continla diciendo: de 1 4 5 van 4, y se pone el 4 en ter-

cer lugar,

34 667
12 145

422

luego: de 2 4 8 van G, ¥ se pone el 6 en cuarto lugar, ..

38 567
12 145

6422
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¥, en fin, se dice: de 1 4 3 van 2, y se pone ese 2 en el quinto
lugar o~

38 567
12145

26 422

El numero 26 422 o3 el sumando que sc pide, porgue uni-
4o al sumando conocido

12 145

dan los dos la suma é minuendo conocido,

98 66T

agl:
26 492
+ 12 145

=38 567

Observemos ahora gue esta suma 383547 se ha obtenido
agregando el 2 al 5, el 2 al 4, el 4 al 1, etc., y de este modo
sacamos el 7, el 6, el 5, etc., de manera que, rebajando del 7
ol 5, del 6 el 4, del 5 el 1, ete., volvemos 4 hallar el sumando

26 422

como sigue: g
38 587
--20 422

=12 145

De modo andlogo se procederd en los demnds sistemas de
numeracion, cuando las cifras del minnenlo scan mayores,
respectivamente, que sus correspondientes «o! sustraendv, é
bien iguales & ellas.

HINTEMA BINARIO

1100111001 ] : SSRNRRERY
—  HODOID0ON S U TURISE
Lo WL = 101K

v arre—.

oM 1. ' 40
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SISTEMA TERNARIO

2221002211 2022220922
- 1120001100 — 1112210012

= 1101001111 = 1110012210

BISTEMA CUATERNARIO

1933223123 83239209111
— 122213112 — 3123221011
— 1111010011 = 210001100 '

i

SISTEMA QUINARIO

4483221144 3123448214
— 4833211034 . — 1011342914
= 100010110 = 2112101000

RISTEMA BENARIO

5432105554 555BAS55E55
— 4420004554 — 4342154820
— 1012101000 = 1213401285

BISTEMA BEPTENARLID

65066665432 4312566665
-— 1245664282 — 4200156610
= 5421001200 = 112410055

BISTEYA OCTONARIO

7654321077 1284567076
— 11312990077 —  5499905]
= 6542101000 = 1200845036 |

SINTEMA NONARID

" 8843788876 - . 3465788810
— 7001478965 — 25480000 -
= 1842810011 == BMIB08810

A ———— St —————.- .



SUBHTRACCION 815

BISTEMA DECIMAL

9943000123 8997694561
— 9941000111 — . BOOTE01IIN
== 2000012 = . 3450

BISTEMA UNDECIMAL

a3a9465aa8 ARARRRAARRD
— 198465998 — 1234567481
= 2211000110 = 9376548678

BISTEMA DUODECIMAL

b245321abb babbbb987h
— 82141109aa — 111bb4387b

= 1031211111 .= ada 0076000




LECCION II

— .

Clifras del sustraendo mayores que sus correspondientes
del minnendo.

PRIMER PROCEDIMIENTO

Supongamos que nos dan la signiente operacién de restar:

84
— 18

¢Como podremos rebajar 8 de 4?
Con lo que hasta ahora sabemos, no tenemos lo suficiente
para resolver el problema.

*

Hay dos maneras de hacerlo, y cada una necesita la expo-
posicién de previas consideraciones.

El discipulo estudiard en esta Leccién uno de los procedi-
mientos, y en la Leccién inmediata el otro. '

PRIMEE PROCEDIMIENTO

8i todo minuendo es la suma de dos solos sumandos, el
andlisis de esta olase de sumas sugerirs la solucidn del pro-
blema.

Biendo dos los sumarndos, la suma total estard constituida.
por sumas parciales y sucesivas de dos digitos:
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2184
- 7433

D587

Y, en efecto, la suma 9587 es el resultado de las sumas
parciales:

t |- 5 = 1 protoenas
Vb H = 8 ceutenas
1 4+ 4 = 5 trienas

2 4+ 7 = 9 tetraenas

¢Cudntos casos de sumas de dos digitos pueden ocurrir en
el sistema decimal?

Los 81 consignados en la tabla que sigue 4 continuacién:

.

TABLA DE SUMAR .

+lt|2 8|4 6|6 7 8]0
1|25 4l5]c|7l8]|0lt0
2ls s leiriela]ion
) ENERE EE CRERET PP
4l 6| 7[8]o]1011)12)1a
516 7|s |0 |r0i1t12)19)10
8)715 (9 10111319215
7|50 101112013014 15( 16
85 10/1112]19)14]15} 1017
®9|10{11{12|13{14|1518|17|18B

En las tablas (como la anterior y la denominade de Prri-
@oRas, de que se tratard en [a multiplicacién) formadas sobre
un cuadrado dividido en casilleros, los digitos encasillados
en el primer rengldn horizontal, asf como los encasillados en
la primera columna vertical de la izquierda, se conocén con
ol nombre de argumentos.

La anterior tabla de sumar estd formada de tal modo, que
si bajamos con la imaginacién una linea vertical desde un ar-
gumento cualquiera de los del renglén horizonial de arriba,
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¥ al mismo tiempo tiramos horizontalmente otra linea imagi-
naris hacia la derecha desde otro argnmento cualqniera de
los de la columna de la izquierda, hallaremos en el casillero
donde se corten las dos lineas imaginarias vertical y horizon-
tal, la suma del argumento del renglén horizontal de arriba y
del argumento de la columns vertical de la izquierda.

Asi, para saber cuédnto sumsan 4--56, bajaremos con la
imaginacidn una vertical desde el argumento 4 del renglén
horizontal de arriba, y extenderemos horizodtalmente otra
linea imaginaria hacia la derecha desde el argumento b de 1a
eolumna vertical de la izquierda, y veremos que‘ambas li-
neas imaginarias se cortan en un casillero donde estd regis-
trado el nimero 9. De donde, por construccién, deduciremos
que s ‘

44 5=9

Y andlogamente de las demds combipaciones.

La tabla nos manifiesta gque con los digitos del sistema
decimal no puede formarse ¢! 2 més que de una sola manera:
1+1; que el 3 puede formarse de dos: 1-+2 y 2-+1; que el
1 puede obtenerse por medio de tres combinaciones: 1-+3,
2+2 y 3+1; que cuatro combinaciones dan el b: 144, 24-3,
3+2 y 4+1; que hay cinoo medios de obtener el 6: 145,
2-+4: etc., etc.

Pero lo que més interesa para la operncldn de restar, es
que 86lo 36 combinaciones dan sumas que se escriben con un
digito, 'y que las otras 45 combinaciones se escriben con dos
cifras, de las cuales I denten& es siempre un 1.

v

10 se obtmna por medio de nueve sombinacionea:
11 por ocho com bmuemnes,

12 por siete; i

18 por seis; . ‘ ;

14 por cinco; Co

15 por custro;

16 por tres;
"17 por dos, ¥ N

318 por uni., .o '

Y os tamb:én de observar gue. ln. ptotoons do ostas sumas
de dos digitos es siempre obro d!gxbo mexnor . qnp sus szman-
dow eompomte- .

L*"'
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: el 0 es<9elles <1 ~

: el 1 (protoena) es < 2, y tambidn < 9
: el 2 (protoenn)es <8,y <9

: el 3 (protoena)es < 4,y <C ') ete.

LLoD
4 Attt
11

W U2 B
Pt ok ek
T 0D et O

y<8
: el 1 (protoena)es <73,y <IB;
: el 2 (protoena)es < 4,y <8

il

; ebe,

TET®
- 5 1D
0o

ok
[Lol e ]

s el O (protoenai es < 2,

Y asi en las demds combinaciones cuyas sumas exigen
dos cifras: en todas las cuales (repitdmoslo):

la deutena es siempre un 1,
¥ la protoena es < que cualquiera de sus dos componentes.

Para evidencia hagamos uns suma somo sigue:

456 '
+ 789

15 B+8= 152

18 b+ 8=13

Tomemos 4 la suma como minuendo y 4 uno de los dos
sumandos comg sustraendo, por ejemplo, al 789;

¢ 1245 -
I .

y claro es que en, esta forma no podremos restar, porgue
cada reserva estd englobada en alguna suma pareial (respec-
tivamente); pero demos al minnendo la forma de la primiti-
va suma, y ya sera facilisima la operacidn,

g

f

‘ M.
, E

1 18 . 18
o =1 — 8 —9

SPuanl

=4 B 6 = 456

Por consiguiente, ouando uns cifrs del sustraendo es ma-
yor que su correspondiente del minnsado, tanemos s seguri-
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dad de que, englobada epn 1a cifra contigna de la izquierda
en el minuendo, hay un 1. -
Asi en la resta

— 18

las sumas parciales dieron para constituir el minuendo,
20 + 14

de modo que, & fin de efectuar la sustraccion pedida, tenemos
que aumentar una deutens~al 4 y rebajarla al 3.
Puesto, pues, el minuendo dado 34 en la forma

20 4 14

la operacidn propuesta de restar es ya muy fieil.

2 deutenas y 14 protuenas
— 1 deutena y 8 protoenas

== 1 deutens - 6 protoenas == 16

Encontrado asi el sumando pedido 16, veremos que este
16 formo con el samando dado 1% la sums 34, como sigue:

18
der 16
14 -
4+ 2

= 4

resultado en el cual el 1 de la suma 11 de las protoenas 8 + 6
- se englabd con ¢l 2, suma de las deutenas 1 + 1.
Por consigniente, para deshacer lg sums 34, habremos de
decir: .
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94

— 18

14 —3=86 14
2—-1=1 (1) —nn

Si, en vez de una, hubiese en el sustraendo varias oifras
mayores que sus correspondientes del minuendo, se procede-
ra de modo andlogo al acabado de explicar. Por ejemplo:

2452

1564

Sin necesidad de averiguar el otro sumando, podemos afir-
mar que, por ser las cifras del sustraéndo mayovres que sus
correspondientes del minueudo, este fué constituido por las
sumas parciales siguientes:

Y, por tanto, 4 cada cifra del minuendo debe agregarse
¢l 1 de la reserva incorporada en la inmediata cifra de orden
superior, la cual habrd de computarse como una unidad mds
chiea.

Y asi diremos en ¢l caso propuesto:

{1) Por io expuesto se evidencia eudn sin razdin se haee burla do los
démines que, en el caso actual, diriau:

34
15

8 de 1 no se pueda restar; se toma de Ia cifra inmediaty uoe unidad gque
wale 10; 10 v 4 14; 14 menos 8, §; y se pona 6.

EL 8, rebajada }a unidad gne ss le quisd, quednen 3; 2 menos 1, 13y 30
«eseribe.

Por manera, que 34 menos 18 es 16,

Et sic de célens.

roNo t. o 41
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3452
1558

Desal2vand;
Defid 14 van b;
De b4 13 van B:
Deld 2va 1.

Y, por tanto, tendremos
52
1565

1854

Y, en efecto,
15064
Ry

|
£
o
(34

Lo dicho es aplicable 4 los sistemas de numeracién distin-
tos del decimal. Si una cifra del sustraendo es mayor que la
correspondiente del minuendo, se agrega & esta cifra del mi-
nuendo la reserva 1, incorporada en la cifra inmediata, la
cual reserva vale tanto como valga en el sistema la expre-
sién 10. Y la cifra de donde se sacé Ia reserva.se computa
como una unidad mgs chiea.

Sea la siguiente resta del sistema quinario:

4330
1443

Y se dird:
De345van2;
Ded 40 van 2;
Ded 47 van il
Delad3vanQ;

de modo que la operacién resultard asi:



reserva.se

BUBBTRACCION R

Y, con efecto, los sumandos del sistema guinario

1443
+ 2322

dan
10
11
12
3

4520

Y, andlogamente en los demds sistemas.

.

Para restar, segun este procedimiento, se rebaja ordena-
damente do cada digito del minuendo cada uno de los del sus-
traendo, efectuando tantas restas parciales como cifras tu-
viere el sustraendo con inclusién de los ceros. Si en alguna de
estas sustracciones parciales el digito del sustraendo resulta
> que el de su mismo orden en el minuendo, se agregs 4
éste lo que valga la expresion 10 en el correspondiente sis-
tema de numeracidn; y, hecha la resta, se rebajard en com-
peusacién un 1 4 la cifra inmediata superior del minuendo
{de la cual se sacd la reserva (= 1) en ella incorporada).



LECCION III

Clfras del sustraendo m-iyorel quesus correspondientes
del minnendo,

BEGUNDO PROCEDIMIENTO.

Es de toda evidencia que si agregamos un 1 4 un suman-
do, hay que agregar también otro 1 4 la suma,; Yr por consi.
- guiente, si agregamos un 1 4 ]a suma y otro 1 4 cualquiera.
de los sumandos, no hay que tocar 4 los demas snmandos.

I8 1841 18+ 2 18+3

+ 2 +2 +2 o+ 2
20 2041 2042 204+ 35

Agi, si agregamos 1 al sumando 18 y otro 4 la suma 20, no
habrd que tocar sl otro sumando 2.

Asi, s1 agregamos 2 al mismo primer sumando 18 y tam-
bién 2 4 la suma 20, no habré tampoco que tocar al segundo
sumando.

Igualmente, si agregamos 3 al sumando 18 y también 3 &
la suma 20, permanecerd invariable el propio sumando 2...

Por consiguiente, si agregamos cualquier nimero & un su~
maxndo, y 1& misma cantidad £ la suma, no hay que tocsr 4lon
demAs sumandos. :
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it 18 .4+ 72
+3 +2
-+ & + 8
23 25« 12

Esta preciosa propiedad de ]a suma sirve para orillar la
dificultad que con frecuencia ocurre en la operacion de restar
cuando un digito del sustraendo es de mayor valor que su co-
rrespondiente del minunende.

Supongamos que nos hayan dado la suma 21 y el suman-
do 19, y que hayamos de averiguar cudl es el otro sumando.

Dispondremos la operacién de restar del modo signiente:

21
— 19 .

Pero ¢cémo se rebaja 9 de 17
Sabemos
1.° Que 21 es una suwna,
2.° Que 19 es un sumando,
8.° Que, #i agregamos un niumero cualquiera & la sume
21 y ol mismo nimero al sumando 19, no por eso variara el
otro sumando que tratamos de buscar.

Pues bian, entre las muchas cantidades que podemos es-
coger, daremos preferencia & aquella que nos facilite més la-
operacidn del restar; y ninguna como la del nimero de cifras
que tenga el sistema en que estemos operando.

Si estamos, pues, restando en el sistema decimal, agrega-
remos diez al minuendo (6 suma) y también 10 &l sustraendo
{6 sumando conocido) y, en vez de los guarismos dados,

que son
21 = . 2041

— 19 ' ;0+ H

tendremos estos dos
81 = 90«11
—28 = 4+ 9
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ya puedo restar: once menos nueve igual 4 dos; 11 —9=2y

escribo el 2;
20+ 11
20+ 9

2

y digo en seguida: 20 del minuendo menos 20 del sustraendo
= cero; y nada mds pongo por debajo de la raya.

En el ejemplo siguiente procedersmos de un modo and-
logo:

BT
34531

No hay dificultad respecto de los tres primercs drdenes de
digitos, y tendremos
: 4675

39521

157

pero, sl llegar al cuarto orden, nos encontramos con que de 4
no se puede rebajar 8; entonces con la imaginacién agrega-
mos al 4 de] minuendo (que representa millares) un diez (que
locativamente vale 10 millares por tratarse de una agrega-
cion hechs 4 una cifra gque ocupa el cuarto lugar) y un 1 al
inmediato 3 del sustraendo. Y, hecho esto, en vez de los ni-

meros dados
IETS
— 38521

1517

———eer

tendremos
2673
48521
157
donde la letra c¢ significa 14. Ahora bien; si de 14 rebajamos
8, nos quedan 6; y escribimos este 6 en el cuarto lugar; asf:

90678
48521

6157
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Y, continuando la oporacidn, diremos: si de nueve rebaja-
mos 4+ quedardn 5; y la operacién resultara terminada en la

forma siguiente
. HEUYE]
38331

AL1HT

Si sumamos el sustraendo con el residuo, obtendremos la

suma, O sea el winuendo.
' 48521
4 BELST

== H7H

Al efectuar esta operacidu, notaremos que la suma de
los digitos del cuarto lugar 8 4- 6 da por resultado 14; expre-
sién representada por dos cifras (el 1 y el 4), de las cuales
80lo escribimos el 4 bajo la raya, porque llevamos el 1 como
reserva 4 la columna siguiente, quinta de la izquierda. Por
esto, si restasemos por el primer procedimiento, se haria ne-
cesario sacar esa reserva del 9 del minuendo, en la cual es-
taba comprendida, y agregarla al 4 de la suma, entonces mi-
uunendo.

Como el minuendo es la suma del sustraendo y del resi-
duo, cada digito del minuendo ha de ser la suma de los dos
del sustraendo y del residuo cuando esta suma no pasa de 10.

2222 BOGT
L6 — 22

Pero, cuando la suma pasa de 10, el digito de la derecha
es menor en la suma que cada uno de los digitos-sumando, y
ol 1 de la izquierda se incorpora, como reserva, & los digitos
del orden inmediato superior:, '

+
LT -
O 2 -
PR
b S

=1065H22
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Por lo cual es preciso en estos casos restituir 4 cada cifra
del! minuendo la reserva englobada en la inmediata superior.

Si en el sustraendo hubiere muchos digitos mayores que
sus correspondientes del minuendo, se-procederd en conse-
cuencia de lo acabado de exponer.

Sea el signiente ejemplo del sistema Quinario:

3423
1441

[l O]

agrego cinco al 2 de las protoenas del minuendo, § lo haré
en la forma de 10 (que wvale cinco en el sistema gquinario):
agregaré otros cinco & las deutenas del sustraendo en forma
de 1; y, on vez de los guarismos dados, tendré

H=
Wb
b 2
W= sipln

T

—
e

pudiendo ya restar, digo: de 4 4 7 van 3; y escribo el 3 en el
lugar de las protoenas, y sigo diciendo: de 24 3 va 1; y esori-
bo el 1 en el lugar de las deutenas. Al llegar 4 las trienas,
veo que no puedo seguir; por lo cual agrego b al 2 del mi-
nuendo; ¥, en compensacién, agrego también b en la forma
deun 1 4 las 1 tetraenas del sustraendo; con lo que tendré:

84 £ 82

g
15414
13

pudiendo ya restar las trienas, resto; y tendré

w
['-9
sieta
w
]

—

elico

-
—
"=
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Siguiendo adelante, encuentro convertido en 5 tetraenas
el primitivo 4 tetraenas del sustraendo: no puedo ya restar
ese cinco del 4 que tiene encima, por lo cual agrego cinco al
4 tetraenas del minuendo, y en compensacién agrego 1 all
de las pentaenas:

Entonces, bajo la raya eseribo 4, diciendo

de D &9 van 4

[ o]
=]
v

cillco nuECcve

Hom
—
e

:

.

Por fin, y convertido por compensacién en 2 el 1 del
quinto lugar del sustraendo, diré para concluir: de 2 43 va 1;
lo esoribo, y, terminada ya la operacidn, resultars en la forma
siguiente: ‘

h 3
1

En efeetq :

De lo dicho se deduce:
1.° 8i4 minnendo y sustraendo se les agregs la misma
cantidad, el resto no varia.
2.° Cuando un digito del sustraendo es mayor que el co-
rrespondiente del minuendo, se agrega al del minuendo un
nimero igual al de las cifras que tenga el sistemsa; y, para
compensar, se agrega 1 en el sustraendo 4 la oifra inmediata
de la izquierda.
Agregar lo que valga en un sistema la oxpresidn
) 10
TONO 1, 42
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al digito de un orden cusalguiera del minuendo, es lo mismo
que agregar en el sustraendo

1

4 la cifra del orden inmediato superior de la izquierda,

45 De 6415 van 9,
— 14 De24 B8va 1.

= 1¥

En pingin sistema varia ]a diferencia si agregamos la
formsa 10 & un digito del minuendo y la forma 1 sl digito in-
mediato superior del sustraendo:

: (35 + 1 =48 = (30 + 1)
—{15 4+ 10, == 25 = (30 + §)

10+ 9:=—=19

Este segundo procedimiento es muy superior al primero,
porque sélo exige la operacion de sumar: 4 la cifra del mi-
nuendo menor que la correspondiente del sustraendo se agre-
gan 10, y en compensacién, & la inmediata del sustraendo se
agrega 1. Agregar 10 y agregar 1; esto es todo lo que exige
del operador el segundo procedimiento, mientras que el pri-
meto necesita dos operaciones contrarias: agregar y rebajar;
agregar 10 y rebajar 1. Esto de hacer dos operaciones contra-
rias dificulta graudemente toda ejecucidn; por lo cual sélo es
de aconsejar el segundo modo de operar.

3491000574407 6
197630098 14608
1444699589937 8
’ | i
] H ! ] de8416.. ®
i P de 104 17..., 7
i de T A 10, .. B
, deB5 & ld...... .. 9
| i deBald...en,.., 9
; e 9 a 1T nvinn.re. B
del0 R 150 00iver.vees B
r de lA10,. . .ovivrnennens 9
del 210, ... vviinininnss 9
dedd 10, iiisiniirinnensnss ©
de?ill.- ..... YR Y I 4
deBAI2..ureinirieniiiinniraes 4
delDAdld. ... iviaiiiiriiiinnrrea. 4
0 R L T . |



SUBRTRACCLON 3531

APENDICE

De lo expuesto se deduce que
8i

m, ny Py I

representan cifras de un sistema de s cifras;
Si ademds suponemos que

m o> n
P>y

Y si, por dltimo, tenemos una rests de la forma

w4 g
~{n -+ p)

la operacidn se efectuard en cualquier sistema con arreglo &
la férmula y disposicion que sigue

" +{qg+38}
— fm+ 1+ pl

porque & g <{p, agregaré en el minuendo, el valor de s (que

es el mimero de cifras del sistema), y en compensacién agre-

garé 1 al sustraendo en la cifra inmediata de la izquierda.
En general, sinos dan

M 4+ q
—{n +

*
P
o ”)

<+
+

donde n <{ m; p <o y ¢ < r, transformaremos minuendo y
sustraendo como sigue:

»

m + (p+8+(@+x
— m+1l)— @+ — r

. La s agregada al minuendo se escribe 10 y vale (segiin
los sistemas) dos en el bindrio, tres en el ternario, cuatro en
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el graternario, cinco en el quinario,... diez en el decimal,
once en el undecimal, doce en el ducdecimal.,.

Y el 1 agregado al sustraendo un lugar 4 18 izquierds del
de 1a cifra de! minuendo & que se agregd s, vale lo nismo
que 5, de modo que hay compensacién perfecta,
porque : ,

1 un lugar 4 1a izquierda = a lo que valga la expresién 10
un lugar 4 la derecha. :

La férmula en geveral serd, pues,

m +(p +10) 4 (q+10) |
— a+l)—fo + 1) — r

Se llame complemento de un nimero la diferencia entre
este numero y la expresién de orden. superior formads por
un 1 seguido de tantos ceros como cifras tenga el ntimero.

El complemento de 8 es

10 —8=2
El de 57 es
i00 - 57 =43 .
El de 911 es
1000 — 941 = b9

El da 2743 en
10000 — 2 743 == T 257

ate., ete.

De aqui resulta que la diferencia entre dos nimeros es
igual 4 la suma del mayor con el complemento del menor,
menos la unidad inmediata superior al menor,

857 —128= 857 + (1000 — 198) — 1000
_ 857 + 872 — 1000
1929~ 1000
299

(NI
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Pruebas.—Ejereciclos.

La prueba de la operacién de restar consiste en sumar el
resto con el sustraendo, los cuales han de dar el minnendo.

O bien, en restar del minuendo el residuo, lo cual ha de
dar el sustraendo.

También puede hacerse Ia prueba de Ia cifra mdxima con-
siderando 4 sustraendo y resto como sumandos y al minuen-
do como suma: el sobrante de los dos sumandos, ¢ sea de sus-
traendo y resto ha de ser igual al sobrante del minuendo,
que es la suma (teniendo cuidado de excluir cuantas veces
se pueds la cifra mdxima del sistema en el cual se esté ope-
rando). En algunas ocasiones los sobrantes (después de ex-
cluida la cifra mdxima) son de tal evidencia, que no hay ape-
nas necesidad mds que de prestarles atencién para conven-
cerse de la exactitud del residuo.

OPERACIONES DE RESTAR EN LO8 DISTINTOS BISTEMAR

'I'nd&oelén
Binario, . declmal. Proctn
: 1101011 § 107 101001
" 101001 41 (5 + 1000010
1000010 e (¢ = 101011

e ——

- v
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Ternario.

1, 1221021

121020 (%

1100001 (!

Cuaternarlo.

o, 3250121
2210011 (!

1020110 (2

Quinario.

5y 14443021
1233010 (2

13210011 ¢

Renario.

§ 15543051
410001 (¢

15183050 (5

Septenario,

B 66663042
12312011 {5

54353081 (0

Octoparlo.

oy TEITTIN
6005211 (!
TETT2566 (¢

Xonarlo.

0y 8B8SS000
712535000 (2

17653000 ("

S —

'l‘mdu;x:ién )

declamul, Praebas,
3} 1411 121020
488 (5 + 1100001
3 1221021
o) 15129 2210011
10501 ° 10201 UJ
1628 (2 3270121
5) 156011 1233010
24130 (0 18210012
131884 (4 11443021
My B5TO55 4110001
82401 1 15135030
525554 W, 135455051

5 BTGi145 12312011
1114357 %) 51453031
4651788 5 66663042

3y 15087215 6005211
1575361 %) 7172566
13521854 ©) TN

0y 43045992
84158650 °)

8892842° 0)
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Deeimal. Pruchas.
1y 140167 V) 14000467 . 720167
‘ TIHI6T (B TMIGT 8 14276090
14270000 (5 14270000 5 14999167

Las pruebas consistentes en sumar el sustraendo y el re-
siduo para ver si dan el minuendo (en cuyo caso la resta esta
bien efectuada) deben hacerse de memoria, para ahorrar el
tiempo y el trabajo de copiar imitilmente guarismos que se
tienen 4 la vista.

También delbe hacerse de memoria la prueba de la oifra
maxima, si bien convendria que consignen los resultados por
escrito quienes uo tengan ain practica bastante.

Haga de memoria el discipulo las pruebas de los ejemplos
siguientes, consistentes en la suma de sustraendo y residuo.

Undecimal.
2na na 3V 76 643 065 835
aa 2545 1 TH M
Z2aa 00 l)fi_ﬂl G4l 805812
Puodecimal,
Ba T4bb Ob 189 200 635
14 62hb 04 49 330 804
26 120007 89 169 834

Al restar cometemos & sabiendas el mismo error que al
sumar para enmendarlo en el acto.

Asi, en el sistema decimal, no restamos decenas, de dece-
nas; centenas, de centenas; millares, de millares, etc.; siho
digitos, constantemente, de digitos; pero, al colocar en segun-
do lugar el resto de decenas, el de las centenas en tercero, en
cuarto el de los millares..., eté., enmendamos en el acto el
error, ganando mucho en economia de tiempo y de trabajo.

MAS EJEMPLOS

Hage de memoria el discipulo las pruebas de la suma de
sustraendo y residuo:
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Sistema binarlo,

Sistema ternario

1111100101 2101212212
101011001 221001020
1010001100 1110211122
Sisters costernario. Sisterma quinario.
Y) 8830333032 . ) 4443240138
122820000 (1 824321842 (0

8202012281 (1

4113413241 ‘(“

Ristema nennﬂg. Sistena seplenatio.

%) 5552230218 9  bpbobZ16548
1422310430 (¢ 2256425604 (P
4195515343 (¢ 8805461038 (1

Slstemn octonario. Sistema novario.

1y 7457674476 %) 12966843768

. 1567438274 (o

B6T0241202 (1

Biatema binario,

1011100101
100011010

111001011

Sistema tosternario,

1 8210213032
2182321201 (*

RN

1011281281 (0
e e

Bistema senatic.

4) 5341280218
S45MBIOB2 (5

1444515341 (8

8651688978 |6
6315148780 (5

Bistema lar,nuio.

%) 2101212210

212101021 ©
1112111112 (@

Blyema quloarlo,

1y 2848210198
1824321849 (t
1018888281 (* .

y i R —

~ Sisterna Wﬂo.

A —— s bttt e

3 4965216548
" MUS8428484
1626481108 - @
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Sistema octonarlo, Bistema novanarto.

2 6453674376 %) B566543765
5HBT4366T4 (4 76576531876 (7
664236502 (& BOTT47778 (7

Sistema bunarlo. Bistema ternario,
1001110110 0) 1211022201
110011011 1122110212 ¢
11011011 11211212 (1

Blstema cuaternsrio, Sistems guinarlo. N

b)) 2301303120 3} 4231034321
1212332281 (% 38421459231 (*
1022830228 (0 333341040 (¢

Elatemn senarto. Blstoma ssptennrio.

) 4551023648 3y 6432150321
8432184854 (¢ 3543261482 (3
1064445145 (8 2556555556 (0

Statema octonarfo. Blstema nonario,

1y 7548216027 ) 8763432108
2654321000 (1 7636781921 (1
4766675027 (1 1107536672 (6

Sistema decitoal, Bistema undeaimal.

) 13876743 7 84a70432a

0956728 (1 548284930 (8
12020015 (8 80185adaa (!

Sistama duodectinal.

o) 84ab005000746
12b500ab4babb (4

21b6bbGOTE84T (4

“ToMO 1, 43
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* Sistemps defectivos de numeracion,

Sabiendo ya el discipulo la operacidn de restar, se encuen-
tra en el caso de formar idea de una clase de sistemas de nu-
meracidn que pudieran llamarse defactivos (1).

Aungue jamds se pondrédn en prdctica, por ser sélo una
curiosidad cientifica, conviene, no obstante, si no estudiarlos
detenidamente, adquirir al menos concepto de su naturaleza
y composicién, ¥a que el sistema de los romanos (y proba-
blemente de muchos otros pueblos de la antigiiedad), pueden
clasificarse entre los sistemas defectivos.

Supongamos que, habiendo de operar en el sistema deci-
mal, sélo tuviéramos los caracteres

1, 28,4, 5,

y adem4s el cero y el signo — (menos) de restar.

¢Podriamos escribir todos los grados de la escala dela
pluralidad con esos solos caracteres?

Si,

({Cémo?

Por suma, segiin las reglas de todos los sistemas, mien-
tras las cifras existentes lo consintiesen.

(1) Seria de gran importancia el estudio de la operacidén de restar en
estos sistemas; pues de su anilisis saldrian, naturalmente, las llamadas
er Algebra reglas de los signos.
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Por resta, en cuanto no hubiera cifras al efecto.

Veamos de qué modo.

En cuanto se carezea de signo se aumentard un uno 4 la
cifra inmediata de la izquierda, el cnal valdrd diez; pero para
compensar el aumento se pondrd en el inmediato lugar de la
derecha la cifra cuyo valor ses preciso rebajar 4 lo que valgas
el uno para obtener el grado que se desea; y, para indicar que
esta cifra es cifra de compensacién, se colocard sobre slla el
signo de restar (—). Llamaremos 4 esta cifra de compensacién
acifra sustraendo».

En virtud de lo expuesto,

uno se escribird 1

dos 2

tres g

cumtro 4

cinco b

seis 14 =10-—4

siete 15=10—-3

ocho 12=10—2
¥ nueve 1T=10—1

Llegados al diez volveremos 4 seguir las reglas generales
del sistema de numeracién decimal, hasta el gquince; pero
desde el diez y seis en adelante escribiremos 2 decenas, y &
su derecha pondremos lo que hubiere que rebagar de 20 para
obtener el 16, el 17, el 18 y el 19, todo como sigue:

disz 10
once 11
doos 12
trece 18
catorce . 14
guince : ’ 156
diez y seis 21T=20—4
diez y siete 283 =208
diez y ocho 29 —80 -9

diez y nueve 91T =20 -1
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Andlogamente se escribirdn los grados entre 20 y 80, en-
tre 30 y 40 y entre 40 y 50.

Pero, como no hay 6, no podemos escribir 60 por suma,
conforme 4 las reglas generales de los sistemas de numera-
cidn,

Recurriremos al sistema de restar lo que fuere preciso,
después de aumentar un 1 4 la cifra inmediata de la iz-
quierda.

As} sesenta se escribird 140
Por el mismo orden se escribirdn las decenas siguientes:

setenta ‘ 180

3
achenta iZo
novents

Generalizando se escribird:

seigcientos 1400
setecientos 13500
ochocientos 120090
novecientos 1100
seis mil 17600 '
siete mil 183000
ocho mil 12000
nueve mil 1T0O0O0Q

Como ejemplo, véase la escala de 10s niimercs entre 1y 100
del sistema decimal defectivo.
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SISTEMA DECIMAL DEFECTIV(Q

L

Las cifras que hay son 1, 2, 3, 4,3 y 0.

1 vele 1126 vale 54151 wvale 5117 vale 127
2 » a7 » 3752 » 52| 77 » 128
3 » sfos » 32]538 » 53] 18 » 123
4 » 4]29 » 31|54 » B4l 70 » 121
5 » 5{80 » 8O|B5 53|80 » 1290
6 » 133 » B1]6e » 12481 » 1721
7 » 13]s2 - g2l » 143|822 » 192
8 » 123 » 338[38 » 142{8 » 123
9  » 11 » S 4fn0 » 111[8 » 1724
10 » 1018 » 35l ». 17To0l8 » 125
1 > 11]8 » 4%]61  » 1T1f8  » 114
12 12187 » 4Bl - 172)87 » 1TF
i3 » 13(38 » 47263 » 143]8 s 1198
14 » 1 4[89 » 41|64 » 144]8 » 1TT
15 » 1 5[40 » 40]es » 133w » 110
16 » 274]41 » 41}66 » 13 4]91 » 1711
17 » 25l42  » 42)e67 » 188lx » 1712
18 » 23148 48les s 1T2|es » 1718
19 » 2Tl#4a  » t4les » 13T|94 » 114
20 »  20{45 » 45l » 1809 » 115
21 » 21|48 » BEfTt » 131[9% » 107
22 » 22|t » 5Tf1@ > 1B2eT s 107
28 » 238l48 » 5Z|1 » 1Bs8|lws » 107
4 » 24l49 » BT|TA  » 1T4]we > 1071
26 » 28[80 » 5al7s » 1B 5{i00 » 100

Todo sistema defectivo ha de tener cuando menos ls mitad
de las cifras significativas, que exija el sistemn respectivo, ol
cero y el signo menos.

Asi, no puede haber més sistemas defectivos decimales que
Ios siguientes:

Primero,, 1,9, 8, 4, 5, O, v el signo —
Segundo..” 1, 2, 8, 4, 5, 6, g, B'*e signo —
Tevoero.. (, 2, 8, 4, 5, 6, T, 0, y el signo —
Cuarto..... 1,2, 8,4, 5,6, 17,8, 3, y el signo- —



342 ARITWMETICA PURA

Este tltimno es completamente initil, pues necesits, in-
cluyendo al signo —, diez signos, gue son precisaments los
mismos que requiere el sistema decimal.

Los treinta primeros grados de la edcals, segiin el segun-
do, tercero y cuarto sistemas decimales defectivos, se escribi-
rian asi:

1 1 1
2 2 2
) 3 3 3
4 4 4
5 5 5
(i 6 6
1y -1 7 \
19 12 8
11 1T 1T
10 10 10
11 11 11
12 12 12
13 13 13
14 14 14
15 15 15
16 16 186
27 17 11
27 29 18
2T 21 21 .
a9 a0 20
21 21 21
239 29 22
25 g 3 28
24 24 24
25 25 26
26 26 36
3y 217 21
ag 8¢ 28
3T 31 91
50 80 80

ete., ate,
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OTROS BISTEMAS DEFECTIVOS.

8istema quinarie ] Sistoma nonnrio | Bistems duodeoimal
que careciese de la cifrs 4. ; pin las Cifras T 7 8, 1sln 1a# cinco Altlmas olfras,
Uno.vvov..... IE 1 1
Dos..... ..... 2% 2 9
TreBeeuueenen. o 3 | 3
Cuatro........ 1-1—1 4 4
Cingo.,........ 10 5 5
Beis,.......... 11! G G
Siete.......... 12 12 15
Ocho..vooovnee 13 1T 1y
Nueve,........ anj 10 18
Diez........... 20 11 * 15}
Onoe.......... 21 12 1T
Toce . ......... 22i i858 10
Trece.......... 23] 14 il
Catorce........ 31 14 Y]
Quinee . ....... 30l 16 13
Diez y seis..... 81 :‘ 22 14
Diez y siete.... BQL 21 15
Diez y ocho.... 38 20 16
Diez y nueve... 1 11| . 21 2%
Veinte,,,...... 1 1 0 92 } a7
Veinte y uno .. 111 23 2y
Veinte y dos.,. 1 1 2 24 a2
Veinte y tres .. 1 1 3 25 el
Veinte y enatro 1 01| 26 20
Veinte y cinco., 1 0 0 3% 21
Veinte y seis... L 0 1 31 22
Veinte y siete.. 1 0 2 ’ 30 23
Veinte y ocho.. 10 3 } 381 %4
Veinte y nueve. 1 1 Tl 2 4 25
Treinta........ 1 10} 25 286
ADIOION

La adicidn en los sistemns defectivos serd una serie de
sumas y de restas, por ejemplo:
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Bistema decimal defectivo 8u tradnecldn
que carezea de lascilrs 8,7, 8y 9, al ristema decimal,
1z 58
55 55
55 55
24 24
86 316¢
492 42
134(=100+430-+4) ‘ 66
12 12
32(= 8042) YK
104 104
144(=1004+40+4) 56
1345{=1004+40+5) 6/5
11T2(=100-41042) 8 8/
6351 631

se diré para sumar la primera cqum'na, 6 de las protoenas
del ejemplo defectivo :
5y510:y 4, 14y 6,20, y 2, 22 moenos 4, 18; y 2, 20; menos 2, 18;
¥ 4, 22, menos 4, 15; y 5, 23; menos 2, 21; ete,, otc. ,
Convendrid & veces sumar cada columna por separado,
porque pudiera ocurrir que lo que hubiese que restar fuese
mayor que lo que debiera sumarse (como en el ejemplo que
sigue), y entonces habria que aguardar para restar, § hacer
Ia suma de las demés columnas.

Traduecién
8l sistersa deoimal,

1354 66

832 28 *
121 79 '
24 24

23 17
112 2

ry

10 )

v 800

314 806
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Y diremos:
PRIMERA COLUMNA

menos 4 y menos 2, menos 6; ¥y menos 1, menos T; ¥ + 4, es me-
nos 3; y menos 3, es menos 6; y + 2, es menos 4;

finalizada la suma de la primera columna se escribird al
pie 4.
Luego se dira:

BEGUNDA COLUMNA
-menos 8 y + 5, es coro; menos 2 y + 2, es cero; + 2 y menos 1, es 1;

_finalizada esta suma pondremos 1 al pie de la segunda co-
lumna en la forma de una deutena, ¢ sea 10.
Y continuaremos en seguida diciendo:

TERCERA COLUMNA

1y1y1,3; y pondremos el 3 en la forma de trea trienas, § sea 300.

Por iiltimo, haremos la suma final, y obtendremos el resultado 8 1 4.

En 1a operacién de restar nimeros de sistemas defectivos
osurren muchas particularidades, no féciles de explicar sin
nociones de Algebra, como sucede con los casos en gue los
ndmeros del sustraendo son defectivos; pues entonces en vez
de restar hay que sumar, ¢ restar segin las circunstancias.

El andlisis del gran numero de casos que pueden ocurrir
ocuparia mucho tiempo sin gran utilidad prdetica para el
estudio puramente aritmético (1).

(1) Quizd algin dfa saldrd 4 luz un esbozo de esta clase de sistemas de-
fectivos, para deducir Jel eatudio de tales sistemas las reglas de los sig-
nos algebraicos, Machos son los casos que pusden ocurrir. Bin contar con
lng operaciones de maltiplicar y de partir, sélo en la de restar puede snce-
der que no sean defestivas 1as cifras correspondientes de minuendo y mus-
traendo; que ambaslo senn, que lo sea une y otra no, con dos varinntes de
que en todos estos casos ses muyor la cifra del minnendo que la del sus-
traendo, 6 que suceds lo contrario; ¥, en fln, que de restas parciales ante-
riores vengan & no reservag al sustraende. -

T™ONO I, 44
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MULTIPLICACION

PDel multiplicar.

DENOMINACIONES.—T4BLAS.

Sabemos que hay varias clases de sumas (ademds de la que
constituye la base y esencia de los sistemas de numeracién):
1.2 Suma de sumandos todos desiguales (1);
2.* Suma en que todos los sumandos son iguales;
3.,* Suma en que todos los sumandos son iguales, menos
uUno menor.
De la primera clase de sumas trata el anterior Libro II.
A la suma especial, que entrafia la operacién de restar,
estd consagrado el Libro III.
Y ahora corresponde estudiar la suma todos cnyos suman-
dos son ignales.

Desde Iuego se comprende que 4 esta suma especial son

aplicables las reglas dadas para la suma de sumendos des-
iguales,

1) O en que, por accidente, algunos son iguales.

n Ia operacién de restar el minuendo es la sums de dos sumandos,
uno de los cuales se conoce, Los dos sumendos son regularmente des-
igasales; pero pudieran ser tal vez iguales: 8 — 4 = 4;y, en efecto, 4 + 4 = 8.
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Pero jcudnto tiempo no se necesitaria pars resolver esta
clase de sumas, si no hubiese manera de abreviar la operacién!

Supongamos que hay un ejército de cien mil hombres y
que cada soldado gana seis reales diarios. ¢Cudnto hay que
pagar por tal concepto en un afio?

Admitamos que no hubiese medio de abreviar la opera-
cién: tendriamos que escribir trescientos sesenta y einco ve-
ces el seis por cada soldado y repetir el resultado luego cien
mil veces!!!

Un hébil amanuense que trabajase 4 razdn de diez horas
diarias, y que escribiese sin causancio cien cifras cada minu-
to, necesitaria solamente para poner por escrito esa enorme
oantidad de signos, el espacio de seiscientos d’as, y es seguro
que en dos afios no acabaria de sumar. Y, sin embargo, tan
laborioso modo de computar puede ser sustituido por otro
que exigird menos de un minuto & quien tenga ya adquirida
practica en multiplicar,

Multiplicar, en Aritmética pura es, pues, una operacién
en virtud de la cunal se hace abreviadamente una suma de su-
mandos iguales,

({Cémo?

Vamos & verlo.

Ante todo es preciso aprender de memoria cierto niimero
de sumas cortas en que los sumandous son unicamente nime-
ros digitos del sistema de numeracién en que se opera.. Asien
el sistema quinaric habrd que aprender de memoria los re-
sultados de las siguientes sumas:

1 2 3 4
+1 +2 +3 +4
= dos ’ == enatro = geis = ocho

1 2 '3 . 4
+ 1 +2 + 3 + 4
+1 + 2 +3 +4
= tres = pais = nusve = doce

1 2 3 . 4
+1 ~+ 2 +5 +4
+1 +2 + 3 + 4

== cuatro = ocho = doce === diez y 8ei3
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851

Aun estas sumas se indicarian abreviadamente en una ta-
bla de la forma gue sigue:

2 veces
i veces
4 veces

[

2 veces
3 veces

4 veces

3 veces
3 veeces {
4 veces !

2 veces 4
3 vecas 3
4 veces 4

I O

i

tres
cuntro

cuntro
geis
ocho

sets
nuavae
doce

ocho
nueve
diez y seis

Y, adoptando la forma de la llamada

TABLA DE MULTIPLICAR (1),

atribuida 4 Pitdgoras, obtendriamos mds brevemente los re-
sultados. Hélos aqui anotados, segin el sistems decimal:

Y, traducidos
sultaria:

x|
|1
(2
3|5
nn

wialele]®

4
3114
618

ok

2

1

12

f=2

estos guarismos

al sistema quinario, re-

NERnE

e w|m]x

234
2138]4 '
4 [u]m
11]14] 22
13}t

{1} En esta tabla se consignan los productos de cads digito de la pri-
mera eolnmna vertical de 1a izquierds por cads uno de los digitoa del pri-
. mer renglon horizontal, O viceversa. Véase luego la explicacion de la

. tabla de PiTicoras para el sistema decimal. .
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En el sistema decimal habrd que aprender de memoria los

resultados de las sumas siguientes:

S:OHD %

g

LARPOD %

B Al

7?77_%
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&

T+

5..0 way * m

+++_=

i B

o+

e
—
I
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-+

Qe &

F

=)

el ped ] el |

4

=1

)

Bssssmw

450 ot o oA

77777_%

+H )

LOOPLO m

-+

)

44444_m

-+

Moo

)

0703 09 & 6%

+H++

<
-
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Tt e ot ot |y

T
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0
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444444.%

F=4
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222222. oA

)
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4t
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9999999~%

]
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]|

TTTTTTT—Q

-+

WRPLQULeT

++++++

00110101016 | 13
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] o
i

g
f

+4-H+
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g

222220d2m ~H
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
+1 +2 43 44 45 +4 4T 48 40
+1 42 43 44 45 +6 47 48 L9
:tl +2 43 +4 +5 F6 47 48 -+

1 4+2 48 4+4 45 46 47T 48 409
+1 42 43 44 15 +6 +7 +8 49
+1 42 438 414 3 46 47 4B 9
+1 492 4+38 4+42 45 +6 4+7 48 L0
+1 42 +3 441 45 +6 47 +8 +9
=9 18 =27 =36 =45 =34 =61 =72 81

Aun esto ha parecido largo; y las anteriores sumas se in-
dican mas brevemente en la forma que expresa la tabla de
PITAGORAS, seguin sigue 4 continuacidn:

X[iea]aseTs s
K ERERER R R R
2|24 "6 8 N0 1214|6718
85| |0 12|15 m o1 2e 27
BY Y et ot e e o
55 5 o s
6612118215086 42 48/ 54
7 i EE]E-S;E 19156 63
8 ?EE:EEQ?&HE
9'v 18127 36|45 51| 63|72 81

Como ya vimos al tratar de la tabla de sumar (Leccién I1I
del Restag), los digitos del primer rengldn, asi como los de
la primera columna de la izquierda, se llaman argumentos: si
bajamos con la imaginacion una linea vertical desde un ar-
gumento cualquiera de los del-rengldéd horizontal de arriba,
y tiramos horizontalmente otra lines imaginaria hacia la de-
recha desde otro argumento cunalguiera de los de la columna
vertical de la izquierda, hallaremos en el sitio donde se corten
las dos lineas imaginarias vertical y horizontal, lo que suma
el argumento de arriba repetido tantas veces como exprese el
argumento de la izquierda (6 viceversa).

Asi, si queremos saber cudato suma el 8 repetido cuatro

TOMO I, 45
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veces, bajaremos imaginariamente una linea vertical desde
el 8 del renglén de arriba, y extenderemos horizontalmente
otra lines imaginaria desde el 4 de la izquierda; veremos
gue ambas lineas se cruzan donde dice 32, y asi sabremos que

4 veces 8 es 52
4, lo que es lo mismo, que

BaB+84+8=32

etc., ete.

Para muitiplicar en el sistema duodecimal habrdé que
aprender previamente de memoria los resultados ds més su-
mas aun, las cuales serian los que indica la siguiente tabla:

ﬁlu&4i&7smm£
LT?H H|508 7|89 1011
222 6| 1001211618 )22
sﬁ?zaﬁﬁaaagg
a{d |5 |12]16]200 24|28 52|96 40] et
?TEEEEEEEEEE
GYEEEEEEEQE&
VTEmQEEaggﬁg
;?Eﬁgﬁﬁgaggg
?EEEQQQ@EQ%E
525555555¥@ﬁ
ﬁumggﬁgxgﬁmm

Esta tabla estd escrita, en obsequio & loé principiantes,
segtn ol sistema decimal, ann cuando los résnltados corres-
ponden al duodecimal.

~ En el cuadro siguiente se halla todo tabulado, segin la
notacién duodecimal.
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>|1|{2{3(4]/5{6,7(8{9|alb
NnERREnE DR
;?T??]mmmmag
3(8 (6|0 10! w|io|ewlasja
a4 (s 10 1| 1s) 20 (20 a5l 5051 {58
8|5 (|15 182t les oy e |80 )42 a7
@ |6 |10]16]0]| 25030 85 {04650 |55
7|7 |az| w2t es s 115 6n | 65
Ey B T b i
9! 9|16|23|30(30] 46 (55 6060 | 76|83
‘@ | s |18]26 31| 12{50|5n 05| 76|81 | 2
bl b el sl ar|seles ae]6si 02| et

8i queremos saber (segiin la notacién decimal) cudnto es lo
que suma el 11 repetido 11 veces, bajaremos en la tabla penil-
tima una linea imaginaria desde el argumento 11 del renglén
de arriba y extenderemos otra linea horizontal bacia la dere-
cha desde el asrgumento 11 de la columna de la izguierda; y,
como esas lineas se encuentran en la casilla del 121, sabre-

mos que
11 veces 11 es 121,

ste, otc,

Y, anidlogamente procederemos si queremos conocer ese
“productillo segin la notacidn duedecimal: (== a 1),

Asi, pues:

Para multiplicar (6, lo que es lo mismo, para sumar abre-
viadamente sumandos todos ignales), lo primero que hay que
hacer es aprender de memoria la tabla de multiplicar corres-
pondiente al sistema de numeracién en que se opere.

Mientras mda digitos tiene un sistema de numeracién, ma-
yor niumero de resultados ¢ de sumas tenemos que encomen-
dar 4 la memoris. .

Cada tabla de multiplicar contiene los resultados de tan-
tas sumas como s¢ pueden formar con las cifras del sistema
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repitiendo cada una dos veces, tres veces, cuatro veces... has-
ta que el nimero de los sumandos iguala 4 la cifra médxima.

En el sistema guinario el mayor sumando de las tablas
no excede de 4, mientras que en el sistema decimal llega has-
ta nueve, al par que en el sistema duodecimal alcanza hasta
once.

Aprendida una tabla de multiplicar correspondiente 4 un
sistema de numeracién que tenga muchos digitos (por ejem-
plo el duodecimal), estdn aprendidas las de todos los sistemas
inferiores al 12, porque la tabla del sistema de mds digitos,
contiene necesariamente las sumas de los otros sistemas de
menor nimero de cifras.

La suma de sumandos ignales tiene un nombre especial y
e llama pRODUCTO. El producto de un digito por otro suele
llamarse (y conviene mucho llamarlo) productillo.

El sumando que se repite se llama MULTIPLICANDO, ¥ MUL-
TIPLICADOR el coeficiente expresivo del nimero de sumandos
que hay iguales; 6 bien el nimero de repeticiones de un mis-
no sumando. - -

El simbolo de la multiplicacién (6 sea de las sumas abre-
vindas) es el siguiente ><, que se lee multiplicado por; 6 bien
multiplicado; 6 simplemente por; 6 bien peces.

Asi

8x4=82

8e lee 8 multiplicado por 4, igual 4 82;
4 bien 8 multiplicado 4, igual 82;

6 bien 8 por 4, igual 82;

4 bien 8 por 4, 82;

6 bien 8 veces 4, igual 92:

6 bien 8 veces 4, 82,

Claro es que 8 >< 4 simboliza en abreviado Ias sumas
siguientes (1):

(}f En ves del signo >, algunos Aritméticos estampan un punto; de
modo que ‘
8 > 4, es lo mismo que 8 , 4, ete.

Pero esta hltima indicacidn pupde presentar graves inconvenientes en

Ias ?anciones de los llamados decimales; Por eso pocos usan el punto en
vez del >,
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4

4

e 4

+~ 4

8 + 4
+ B p + 4
-8 6 bien 4
+ 8 + 4
32 32

————

|

& repetido cuatro veces, 6 bien B veces repstide el 4.

No es de absoluta, necesidad aprender de memoria la si-
guiente tabla; pero es de grandisima importancia el hacerlo.
Quien la aprendiere bien, verad largamente premiados sus es-
fuerzos.

X |11 |12 13 (1415|1316 17! 1S 19 |20
®]| 22| 24| 26| 28 80| 82| 84| 36| 88| 40
B 83 36) 80! 42| 46! 48 b1 B4, BT | 60
4| 4] 48| 521 56| 60 B4 | 683: T3] 76| 80
B | 55| 60 65 70| 76| 8O 85 00 95| 100
G| 668 72| 8] 84| 90| 96102108 ] 114 | 120
Tl 77 84| u1] 98105 | 110 119 | 126 | 133 | 140
8] 88 96| 104|112 {120 | 128 | 136 [ 144 | 152 | 180
@1 991108 117|126 [ 185 | 144 | 163 | 162 | 171 | 180

11 f121 | 132 1483 154 | 1651 176 | 187 | 198 | 209 | 220
12 1182 | 144 | 156 | 168 | 180 | 192 | 204 | 216 | 228 | 240
I8 {143 {166 | 16D { 182 | 165 [ 208 | 221 | 284 | 247 | 260
14 | 154 | 168 | 182 | 196 | 210 | 224 { 238 | 252 | 266 { 280
18 | 165 4 180 | 195 | 210 | 295 [ 240 1 255 | 270 | 285 | 800
18 | 1761 192 | 208 | 224 | 240 { 256 | 272 | 288 | S04 | 820
17 | 187 | 204 | 221 | 288 | 265

18 | 198 | 216 | 284 | 962 | 270
19 | 809 ] 228 | 247 | 266




LECCION II

Multiplicar por uan digito seguido de ceros.

Si en el sistema decimal se repite diez veces un digito
cualquiera, la suma de estos diez sumandos iguales estardi
representada por el mismo digito seguido de un cero:

1 2 8 4 5 G 7 B 9
41 42 +3 +4 +5 4+6 47 4+8 49
4+1 +2 48 +4 4858 46 47 48 49

1 +2 13 +4ia +6 47 8 0
;El +2 43 + 4 5 -} 6 :t? + 8 49

1 +2 48 44 -5 48 7 48 49
4+1 +2 43 +4-4 L5 L6 7 +8 4+ 9
SEIEIETEIEIRERIES

e + H
41 + 2 :I:B iLl +5iﬂ + 7 18 ¢9
=10 =% =80 —40 =50 —60 =T0 —8) —N

Si en el sistema quinario se repite alguno de sus cuatro
digitos cinco veces, la suma de tales sumandos iguales resul-
tard representada por lo que valgs en el sistema quinario el
mismo digito seguido de un cero. .

1 2 3¢ 4
+1 +2 +38 4
+1 + 2 +8 44
+1 +2 3 4
+1 +2 13 4

¢ =210 (= cinco) =20 (=4diez) —30(= quince) — 40 (= veinte)
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Enu el sistema dnodecimal, cualquiera de sus once digitos
repetido doce veces dard los resultados siguientes:

: 2 3. ..
11 +2 +5 oL .
71 +2 +3
-+ -+ . 4
’ ; — ‘== don docenas & IR — tres o
=10 {= doce. | =20 {Vetue ¥ antre.) =30 (i s docemascy |

En general, un digito repetido tantas veces como cifras
tiene un sistema, da por suma en cualguier sistema un grado
ds la escala de la pluralidad que ex ¢l sistems ss representa’
por escrito con el mismo digito y un cero.

En efecto: .

Esta es precisamente la primera propiedad de los siste-
mas de numeracién, aunque dicha de otro modo.

Todos los gistemas tienen cierto nimero de cifras, de las
cuales una (que es el cero) carece de valor, por ser puramen-
te locativa. El nimero de cifras significativas ¢ que expre-
san grados de la escala es, pues, e! nimero de las cifras del -
sistema menos uno.

Por consiguniente, cuando quersmos expresar aquel grado
de la escala que sea igual al total do las cifras, como no hay
ya después de la cifra méxima, ninguna cifra significativa
més, para representar ese grado tenemos que recurrir al uno
y al cero, conforme al convenio de que un 1 en segundo lu-
gar vale tantas veces como cifras haya en el sistema: por su-
puesto, con inclusidn del cero mismo.

Generalizadas estas ideas, diremos que para multiplicar
un nimero cualquiers (no precisamente un digito) por diez:
en el sistema decimal, por nueve en el nonario, por ocho sn
el octonario.., por once en el undecimal, por doce en el duo-
decimal, y, en general, por lo que valge, segin el sistema
en que estemos opsrando, uu 1 seguido de un cero, no nece-
sitamos mds que agregar un cero al mimero que necesitemos
multiplicar por diez, ¢ bien por nneve, 4 bien por ocho, etcé-
ters (seghn el sistema).
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Y, continuando la generalizacion, diremos también gque,
pars multiplicar nn digite 6 un guarismo cualquiera por lo
que valga en un sistema la expresion formada por un 1y dos
ceros (6 por un 1 y tres ceros, ¢ cuatro, 6 cinco, etc., ceros),
no hay mds que agregar sl digito, ¢ al guarismo, dos ceros
(6 bien tres, 6 cuatro, 0 cinco, etc., segin el caso).

Ejemplos:

Multipliquese en el sistema quinario, por veinte y cinco
(que se escribe 100) el guarismo siguiente, del mismo sistema
quinario: .

2434 < veinte y cinco = 243400 (gue vale 46125 en el sistera decimal.

Multipliguese por ciento veinte y uno el siguiente, del sis-
tema undecimal:

8446 >< ciento veinte y uno = 844600 que vale en el sistema deci-
mal 1353022
Mnltipliquese por diez y seis el siguiente, del sistema bi-
nario:

111 < diez y seis = 11100000 (que vale 224 del sistema decimal).

Es de evidencia que, si en el sistema decimal, multiplicar
por 10 es realizar abreviadamente una suma de diez suman-
dos iguales, multiplicar por 20 seré reurnir dos sumas, cada
una de diez sumandos iguales; y, por consiguiente, que mul-
tiplicar por 30 es reunir tres sumas, cada una de diez suman-
dos iguales, etc., ete.

De modo que, si tuviéramos que repetir en el sistema de-
cimal 40 veces el 7, Ia operacidén se reduciria & saber lo gus
en junto 1mporlmba.n las siguientes sumas, cads una de 4 diez
sumandos iguales 4 7. '

7 7 7 7
-+ 7 + 7 + 71 + T
<+ 7 -+ T + T -+ T
+ 1 -+ 7 -+ 1 +~ 1
“+ 7 +« 7 + 7 + 7
+ 7 + 7  + 1T + 1
+ 1 +~ 7 -+ T + 7
- 1 + T +~ 1 -+ 7
+ 7 -+ T + T -+ 7
-+ 7 + 1 + 7 - 7
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Pero sabemos que cada uua de ellas es igual 4

70;

de modo que las cuatro reunidas seran
70

470

+

+ 70

que en juntoimportan

280 .

Ahora bien: jpudiéramos hasta ahorrarnos el hacer por el
método ordinario la suma de esos cuatro sumandos iguales
{70, 70, 70, 70)? ‘ :

En otros términos:

¢Hay medios de abreviar esa suma de decenas?

Si.

Al efecto se comete, 4 sabiendas, un error, que se en-
mienda inmediatamente después de haberlo cometido.

Eu lugar de suponer que tenemos que hacer la suma de

los cuatro sumandos

0
0
70
i

e

imaginamos que debemos efectuar la suma con los cuatre
sumandos

af el al ]

Pt

Pero, por las tablas de multiplicar, sabemos que uns suma
de 4 sumandos iguales & 7, importa 28; luego, sin escribirla,
diremos de memoria

el 7 repetido 4 veces suma 35, : .
TOMNO L. ' ' 16
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Mas, como ese 28 es diez veces menor de lo que debe ser,
lo haremos diez veces mayor agregando un cero, y diremos
que una suma en que haya 40 sumandos iguales & 7, suma 280,

Si tuvidramos que repatir 400 veces el 7, supondriamos.
que no existian los dos ceros (lo que egquivaldris & repetir
el 7 cien veces menos de lo que debe ser, por lo cual el resul-
tado aparsceria cien veces menor).

Pero, suponiendo que no existen los dos ceros, tendremos
reducido el caso & repetir 4 veces el 7; suma que ya sabemos,
por las tablas, es igual 4 28. .

Mas, como este resultado es 100 veces menor de lo que
debe ser, lo haremos inmediatamente 100 veces mayor (y,
por consiguiente, exacto), agregando al 28 los dos ceros.
omitidos:

7 »¢ 400 = 2600

Si tuviéramos que multiplicar el 7 por 4000, por 40 000,
por 400 000... 6, en general, por 4 seguido de cmalguier nu-
meroc de ceros, prescindiriamos de los ceros (cometiendo en
ello 4 sabiendas un error), multiplicariamos de memeoria

y enmendariamos en el acto e! error agregando al 28 los ce-
ros suprimidos.

Aunque esto es bien sencillo, hagamos aplicacién 4 a.lgun
otro sistema: &l guinario, por ejemplo. s

Supongames que tenemos que repetir el 4 quince veces
(6 sea tres dentenas quinarias = 30): 4 X ocinco tres veces.

La suma se simbolizara en abreviado como sigue:

. 4 30

Imaginemos suprimido el cero (con lo gue incurrimos en
el error de hacer al multiplicador cinco veces menor de lo
que debe ser) y tendremos

cuatro por tres = doce
que se escribe en el sistema quinario
AXB=22

Como este resultado ey cinco veces menor de lo que debia
ser, enmendaremos el error & sabiendas cometido, agregando



MULTIP LICACION 563

dicho cero é la expresién obtenida: de modo que

cuatro X quince — sesenta

lo que ae escribirad asi en el sistema quinario:
4 + 80 =220

Si en vez de multiplicar cuatro por quince, hubiésemos
tenido que multiplicarlo por setenta y cineco (= 300), habria-
mos escrito

4 X 300 =

habriamos ademds prescindido de los dos ceros, cometiendo
el error de hacer al multiplicador 25 veces menor de lo que
©8; habriamos multiplicado . .

4%8
habriamos hallado ests suma
= 22

y habrfamos compensado el error, agregando los dos ceros

suprimidos;
4 % 800=2200

En general, para multiplicar un digito por otro segunido
de ceros
1.° Se prescinde 1mag1na.twa.mente de estos ceros;
2.° 8e multiplica de memoria y conforme 4 las tablas un
digito por otro;
8.° Se escribe este praductallo como exijs el sistema;
4.° Y, por dltimo, se agregan los ceros suprimidos.
Multiplicar en el sistema cuaternario tres por ciento vein-
te y ocho

con error): 5x2 = 12 (#ois)

disposicién): 8332000 =
acompensecién) 5 X 2000 = 12000

Maltiplicar en el sistema senario cinco por setenta y dos

conerror: - B5X8 = I4(dier)

dispoaioidn): B 200 =
compengicidn): 5 ¥ 200 == 1400



JLECCION  III

Ceros en ei muitiplicador.—Procedimiento generad.

Tenemos demostrado que los grados de la escals de lg
pluralidad se dividen por razén de su estructura escrita om
tantos grupos come cifras significativas necesite su expre-
8ién en nn sistems,dado; y que, por consiguiente, un mismo
grado de la plaralidad aparece compuesto en un sistema de
unas menera diferente que en otro. .

Ast, el grado 87 de la escala de la pluralidad se divide en
el sistema quinario por razon de la forma escrita en

B0C - 40 +- 2
| |  dos g ochenta 'y siete;

veinte
setenta y cineo

y, segin el sistema ducdecimal, se dividird en

0+8
| tres l ochents y giets;
ochenty y cuatro 1
ate., abe.
Ahora bien: o )

Es de evidencia que, si hay que duplicar, triplicar... decu-.
plar... dodacuplar... centuplicar, eto., un toda, se logrars el
objeto duplicando, triplicando... doonplando, dodecuplan-
do..., pto., oada una de sus pntes, 6 cada uno de sus trozos,
secoiones 6 componentes. ‘

Pues bien: con estas ideas ya tenemoa lo necesario para
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hacer abreviadamente en cualquier sistema todas las sumas
de sumandos iguales cuando hay un digito con ceros en el
multiplicador. :
Supongamos que en el sistema decimal tengamos que re-
petir mil veces el niimero 342.
Esto nos daré (canforme & la Leccion anterior)

800 5 1000 = 300000
+ 40 3 1000 = 4 40000
+ 251000 =+ 2000

812 000

pues, para multiplicar por un 1 seguido de ceros, no hay otra
cosa que hacor sino agregar los ceros.al nimero dado.

Sea ahora en el sistema decimal la suma de 2000 suman-
dos iguales 4 342

3427{20{]0—-

En vez de escribir 2 000 sumandos ignales a
342

dividiremos también ests nimero (por razén de su estructu-
ra escrita), en los 3 grupos

E0O0
+ 40
- 3 1

1

y repetiremos abreviadamente 2 000 veces el 300, otras 2 000
veces el 40 y otras 2 000 veces, el 2.

Supongamos, en primer lugar, que el 300 no es 300,
sino 3, y, en segundo lugar, que el 2000 no es 2 000, sinp 2/
(doble suposicién que nos hace cometer un doble error que
luego enmendaremos) Multiplicaremos primeramente de me-
moria, segun la tabla pitagoriea, 8 X 2: hallaremos que el pro-
ductillo (6 sume abreviada) es 6, y enmendaremos al punto el
doble error agregando al 6 los cinco ceros suprimidos (tres
.del 2000 y dos del 800); con lo que habremos hecho expediti-
vamente una suma de 2000 sumandos iguales 4 300, *

Tendremos, pues, 300 X 2 000 = 600 000.

En segmda. procederemos 4 efectuar abreviadamente la.,
suma. de 2 000 aunmndos 1gualea i 40; 1a cual se ha.ri come-



866 ARITMETICA PURA

tiendo 4 sabiendas el doble error de suprimir los ceros; mul-
tiplicaremos en seguida de memoria y con arregle 4 la tabla
4 x 2; y, obtenido el productillo 8, enmendaremos el doble
error con la agregacion de 4 ceros (tres por el 2000 y uno
por el 40).

Tendremos, pues,

40 »¢ 2000 = 80000
Acto continuo, repetiremos 2 000 veces el 2, segiin se ex-
plicé en la Leccidén ultima, y obtendremos
2 3¢ 2000 = 4000
Raunieﬁ.do ahora los resultados parciales, 'sabremos abre-

viadamente cuanto importa una suma en que haya 2000 su-
mandos iguales & 342:

' 800 » 2000 = 600000
= 40 = 2000 = <+ 80000
+ 2 2000= -+ 4000

684 000

Por este método de cometer errores & sabiendas supri-
miendo ceros, de multiplicar Inego de memoria y con arreglo
4 Ias tablas los digitos solamente del multiplicando por el
.multiplicador, de escribir en seguida el produatillo de estos
digitos conforme exige cada sistema, de agregar después para
deshacer el error los ceros suprimidos, y de sumar, en fin, los
resultados parciales, se hace abreviadamente y en cortos ins-
tantes una suma de muchos centenares, 6 de muchos miles,
miriadas 6 millones... de sumandos iguales.

Supongsamos ahora que debamos multiplicar 8231 por
30000:

8231 > 80000;

dividiremos el sumando 3281 en sus componentes

tHt
885

¥ repetiremos cada uno 80000 veces. Lo cusal nos dard:

I
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!
g

3 »¢ 3, con giete ceros =
-+ 2 >¢ B, con geis ceros =
+ 8¢ 3, con cinco ceros = + H00000

+ 1 8, con caatro ceros + 30000
¥, sumando loa cuatro productos parciales,
tendremos como producte total..... ... 96930000

Ficil es ver que, en vez de obtener en cuatro renglones
los productos parciales, Ios habriamos temido en uno solo,
con gran ahorro de tiempo, procediendo como sigue:

8231
> 30000

1

Prescindamos imaginariamente de los ceros, como si sélo

tuviéramos :
3281
= 3

en lo que cometemos el error de hacer 10000 veces menor de
lo que es al multiplicador 3.

Multipliguemos ahora este 3 por cada uno de los digitos
del multiplicando, coloquemos cada productillo en el lugar
correspondiente de las protoenas, deutenas, trienas y tetrae-

nas, y tendremos

3281
> B

= 06988

compensemos, en fin, el error, agregande los ceros suprimi-
dos, y vendra, como producto total, lo que sigue:

3231
= 50000

== 36930000

Procediendo andlogamente en los ejemplos siguientés,
obtendremos en un solo renglén los productos totales:

2212 542
X 4000 . 200000

= 848000 = 3840000
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Pero veamos ahora otro género de dificultad.
Tratemos de repetir 5000 veces el sumando 359

359
»< 5000

Ya no podriamos {con lo que hasta ahora sabemos) obte-
ner el resultado desde luego y en un solo rengldn.

Presentemos el sumando 359 dividido, conforme & su es-
tructura escrita, en sus tres componentes:

300

+ 30
+ 9

1

Para repetir el 839 cinco mil veces, habria que repetir
igual nimero de veces.cada uno de sus componentes.

300 > H0OC
=+ 50 < 5000
-+ 9 >< 5000

Prescindiendo de los ceros resultaria:

3 trienay ¢ & = 15 trienas. 15 trienas.
+ b deutenas »¢ 5 = 25 dentepag, -~ 25 deutenas,
+ 9 protoenas < 5 = 45 protoenas. -3 45 protoenas.

= 1795 ,

Y, compensando el error con lag correspondientes agre-
gaciones de ceros, resultaria como final:

i

800 ¢ BOOO = 1500000
4 50 3¢ 5000 = -} 350000
4 9 > 5000 = - 45000

= 1795000

[

Véso,'pues, que el 9 y el 7 del producto tetal son resul-
{ados de suma, y que en el producto total no aparecen los com-
ponentes tales como estdn en los productillos parciales de un
.digito por otro. Y sin hacer tales sumas no es posible obte-
ner desde luego y en un solo renglén el producto total,
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Pero ¢no podrian hacerse esas sumas de memoria, con
ahorro de tiempo y de trabajo?

Por fortuna, cabe efectuarlo. Y con suma facilidad.

Los productillos de un digito por otro digito se expresan
graficamente en todos los sistemas con una 6 con dos cifras,
segin lo evidencian Ias respectivas tablas de multiplicar.
(Véanse.)

Si se expresan con uns sola cifra, esta cifra se escribe
desde luego en el lugar correspondiente, segiin los ceros que
deban seguirla.

Pero supongamos que el productillo parcial de un digito
por otro digito se escriba con dos cifras: entonces procede-
remos como sigue:

1.° Empezaremos por la derecha.

2.° Maltiplicaremos el primer digito del multiplicando
(protoena) por el digito multiplicador;

3.° Escribiremos, de las dos cifras que suponemos consti-
tuyen el productillo, sélo la de la derecha en el lugar de las
protoenas, y retendremos la de la izquierda como reserva;

4.° Maltiplicaremos la segunda cifra del multiplicando
(deutena) por el digito multiplicador, y al prodactillo agre-
garemos la reserva del anterior: esta agregacién nos produ-
oird una sums representada siempre por dos cifras; de las
cuales escribiremos en el sitio de las dentenas solamente la
cifra de la derecha, y retendremos como nueva reserva la oci-
fra de la izquierda;

5.° Multiplicaremos la tercera cifra del multiplicando
{triena) por el digito multiplicador; agregaremos la reserva;
escribiremos en sl sitio de las trienas sdlo la cifra de la dere-
cha del productillo incorporado 4 su reserva, y guardaremos
la otra pn.rai_‘raserva. -

6.9 Y asi continuaremos hacia la izquierda, multiplicando
cada cifra del multiplicando por la del multiplicador, agre-
gando al produstillo 1a reserva anterior (si la hay); esori-
biendo sélo la cifra de la derecha en el correspondiente lngar,
y reteniendo para reserva la de la izquierda (si resulta);

'7.° Hasta que, cuando se haya maltiplicado la dltima oi-
fra de la izquierda del multiplicando por la del multiplicadeor, .
se agregard la dltima reserva y se escribird integramente el
resultado final. ;

ToMO L _ ‘ 7
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Asgi, en el anterior ejemplo

859
X b

diremos:

5 por 9, 45: eseribo el 5 bajo la raya en el lugar de las protoenas,
¥ %uardo el 4 como reserva, para agregarlo al prézimo produc-

tillo;
359
X B

5 v

Y sigo:

5 por 25, 5; 25 del productillo + 4 de la reserva, 29: eseribo ol 9 on
ol lugar de las dentenas, y guardo el 2 como reserva; - '

853
x5

95

Y continio:

b por 8, 15; 15 de _este productillo + 2 de la reserva anterior, 17:
y escribo bajo la raya esta suma como final de Ia operacién; de
modo que e 7 ocupe el lugar de lag trienas, y et 1 el lugar de
las tetraenas:

N 859
® 6

1795

Otro ejemplo, también en el sistemsa decimal:
h ' 458739
X 8

8 por 9, 72: escribo &l ¢ protoena, y reservo el 7 para incorporar-
g: aon el prézimo prognoti]lo:

- 458789
X 8.

9 -

o 8 04 4.7 de ln yeserva, T1: eseribo el 1 como deutens,’
L m%el 7 coino reserva. o X a'y
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456739
> B

12

B por 7, 56; 56 + 7 de la anterior reserva, 63: escribo ¢l 3 ecomo
triena, y guardo el 6 como reserva;

456789
» B

312 )

8 por 6, 48; 48 + 6, 54: escribo el 4 y reservo el B,

456789
= 8

.~

4819

8 por 5, 40; + 5 de la reserva, 45: eseribo el b y reservo el 4.

’ 456789
%< 8

54312

8 por 4, 62; + 4 de la reserva, 86: y eseribo Integramente el 36 en
1 lugar debido, como final de la operacién:

- 456789
> 8

8654812




LECCION IV

—

Ejemplos.

™ Es evidente que, cuando se multiplica un guarismo de va-
riag oifras por un digito, sin aspirar & obtener el producto to-
tal desde luego y en un solo renglén, es indiferente empezar
por la derecha 6 por la izquierds, 6 en otro orden.

EJEMPLO DE MULTIPLICAR EN EL SBIBTEMA QUINARIO

Empszando Empezando Locativamente
por iatzguierds. por la derecha. & sin ceros.
234 234 * o984 -
xX 2 x 2 X 2
400 —20w2 18 = 4% 18
110 — 50222 110 — 80X 2 11
13 = 4% 400 =200x°2 4
1028 1023 1023

abreviademente y, desde luego, en un solo renglén, diremos:

284
X 2 22X 4 = 8, que 80 escribe 15; pongo el B ¥ guardo de reser-
ve el 1 para agregarlo al siguiente productille;
b1 25 ] 2X 8==6,-41 de la reserva = 7, que se escribe 12: pongo

el 2 y retengo 1 de reserva para el produetillo inme-

diato; .
23X 2==4, 41 do reserva 5, que se esoribs 10, y pongo in-
tegro este resultado 10, por final de operacién,
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EJEMPLO DE MULTIPLICAR EN EL SISTEMA SENARIO

Empezando Empezando Loeativamente
por In 1zquierds., por a derecha. 0 niu ceros,
2445 2445 2445
x 4 x4 ¥ 4
12000 83 32
2400 240 24
240 2400 24 !
32 12000 12
15112 15110 15112

abreviadamente y, desde luego, en'un sélo renglén, diremos:

2445
X 4 4 % b =20 que se escribe B2; pongo el 2 ¥ reservoel B
i . para agregarlo al siguiente prodmctillo pareial,
15112 4 X 4= 16, -|- 8 de la reserva == 19, que se eseribe 81; pon-

4] 1,2!; llevo 3 de reserva;

4% 4 =16-}- 8 de la ltima reserve 19;..,

4 3 2==8, + 3 de reserva 11, que ge escribe 15; expresién
que, por ser final dela operacién, inscribo Integra,

EJEMPLO DE MULTIPLICAR EN EL BISTEMA SEPTENARIO

Empesando Empenando Locativamente
por Is izqulerds. por ia derecha. o min cerow.’
456 456 456
»x 8 > 3 » B
1600 24 4
210 210 21
24 1500 15

: 2034 2084 2084

abreviadamente y, desde luego, en un solo renglén, diremos:

456 :
» 3 8¢ 6 =18, que se egcribe 24; pongo el £ y guarde el 2
—_— como reserva pars agregarlo al inmediato produoti-
2084 Ho paroial;

—ttmmas 3 ¢ B == 18, 4 2 4o resorve 17, que se escribe 23; pongo
el 8 y reservo el 3; .
. 8 3¢ 4 == 19, | 2de reserva = 14, que se escribe 20; expre-
sitn qus, por final, escribo integramente,
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EJEMPLO DE MULTIPLICAR EN EL SIBTEMA OCTONARIO

Ewmpezando Emperando Locativaments
por la lzquierds, por la derecha. & sln ceros.
B6T 587 587
X 8 X 6 X 6
8600 b2 52
440 440 44 -
b2 3600 36
4812 4312 4312 :

abreviadamente y, desde luego, en un solo renglién, diremos:

567
»x 8 6 >< T ==42, qtie 80 escribe 52; ]iongo el 2 ylevo 5 al si-
. guiente produstille parcial; :
4319 6 >¢ 6 = 86, - b de la reserva, 41, que se esoribe 51; pongo
——————— ¢l 1 vy llevo 5 al productillo siguiente;
6= 5= go, +-5 de la filtima reserva = 85, que sa eacribe

48; y pongo integramente el resultado por no haber
mAa cifras en ol multiplicando,

EJEMPLQ DB MULTIPLICAR EN EL BISTEMA NONARIQ

Empezando Empezando Looatlvaments

pot 1a izqulenrda, pot la derecha. 0 sin ceros.
8511 8511 3511
¥ 1 W o+7 D SR A
28000 7 , (
8800 70 ! 7
70 8800 38
7 28000 23

26871 26877 26877

abreviadamente y, desde luego, en tin solo renglén, diremos:

XBEI% 7% 1==7, y como en ol sisteros nonario hay cifre gue ex-
ﬂr:u este productillo, la esoribiremos en el lugar de
' protoonas; : -
26877 73 1==1, 1 escribiremos en el lugar de las deutenas;

T % b= 8B, qae se esaribe 58; pondremos el 8 y reservare-
mos el § para ol siguiente produotilla parsial;
7x3=ﬂ9b1; 8 da 1n reserva = 24; que:se escribe 28; ¥y se
. eee togramente, COMO : por no guedar y& en
. el multiplicando més cifras que multipticar, ‘

P
-~
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EJEMPLO DE MULTIPLICAR EN EL SISTEMA DECIMAL

Empezaudo Empezando Loecativamente
por la izquierda. por In derecha, & 51D CEroS.
34719 . 34719 24719
X 6 x 8 L
180000 54 54
24000 60 8
4200 4200 42
60 24000 24
L7 150000 18
8314 208314 ‘ 208314

abreviadamente y, desde luego, en un solo rengldn, diremos:

34719 :
% 6 8 % 9 == 54 pongo el 4, ¥ retengo para reserva ol 5;
—— & 1= 6,5 dereserva = l1; pongo 1 y reservo 1;
208314 6 X T=42,4-1 de reserva = 4} pongo 3y llevo 4;
6 X 4==24 -1- 4 =25; pongo 8 y lleve 2
6 X 3=18,4-2=120; y escribo el 20 en el lugar de las

pentaenas (correlativas), por nohaber ya en ol multi-
plicando mas eifras que multiplicar.

EJEMPLO DE MULTIPLICAR EN EL SISTEMA UNDECIMAL

Ewmpe: (] Empesando Locativamenta
por laizquierda. por Ia derecha, 6 sin ceros,
6511 : 5311 5811
x 8 > 8 > 8
87000 8 ' 3
2200 20 - B
80 2200 . 22
v B 3000 . 87
89288 89288 Su288

abreviadamente y, desde luego, en un sclo renglén, diremos:
5811 - : ’

. 8 . Bx1==8 y, comohay dfgito que expresa ol 8, ge escribe 8
en ¢l lugar de les protoenad; ' D
89988 8 1 =8, id,, id., en ol lugar de las dentenas;

8 > 8 =24, que se escribe I pongo el 2 de {a derecha ¥y
‘ reservo el de la izquierda.

8 > 5= 40, - 2== 42, que ssescribe 6%}y lo copio porfinal.
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EJEMPLO DE MULTIPLICAR EN EL S8ISTEMA DUODECIMAL

Empezando Empezando Localivamente
por laizquierda. por la derecha. 14 sin ceros,
7411 7411 . 7411
» 8 > 8 > 8
48000 8 8
2800 B0 g
' 80 2800 28
8 48000 43 .
48888 4a888 4888

abreviadamente y, desde luegd, en un solo renglén, diremos:

xulé 8 > 1:=8; ¥ eaoribo en el lugar da las proteenss 8, por ha- ‘

ber en el sistema esn cifra;

8 ¢ 1=8, lo eseribo en el lugar de las dentenas;

4a888 . 8 <4 =383, que se escribe 28; pongo el 8 bajo la rays, y
constituyo con el 2 la reserva para el produetilio par-
cial inmediato;

B > 7==56, 4 2 de la reserva =58, que se escribe 4a; su-
poniendo que a signifique dieg; y copio este Gltimo
productillo y suma, como final de 1a operacidn,




LECCION V

Proeba de la cifra maxima.

.

Sabemos que todo guarismo estd formado, en cada siste-
ma de numeracion, por repeticiones de la cifra mixima del
mismo sistema, més el valor absoluto de los digitos con que
el guarismo estd escrito; y sabemos también que pueden ocu-
rrir dos casos:

1.° O bien que el valor absoluto de las cifras de los gua-
rismos forme sin sobrante una suma exacta de cifras maximas;

2. O bien que la suma deje un sobrante, despuds de des-
contar de ella'la cifra méxima cuantas veces sea posible.

Examinemos el primer caso,
Supongamos la multiplicacidn siguiente, del sistema qui-
nario:
224
X 8

) —_—

= 1252

Esta suma abreviada seria la suma real, si se presentase
en los términos siguientes:
12
224
+ 234
+ 224

== 1289 .

TOMO °{ 418
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Sumemos las cifras con que estd escrito el primer suman-
do; descontemos de la suma la cifra midxima 4 cuantus veces
fuere posible, y hallaremos que ese nimero estd compuesta
exactamente por agrupaciones del 4.

Luego los sumandos todos estdn formados sin sobrante
por el 4.

Luego la suma 1232 ha de estarlo también, porque no
puede haber en la suma més ni menos que en el conjunto de
los sumandos. ’ '

Luego sumadas por su valor absoluto las cifras que for-
man la suma, y descontado el valor de la cifra méxima cuan-
tas veces se pueds, no ha de aparecer sobrante, caso de estar

. bien hecha la adicién; y, si tal sucede, tendremss un indicio
de altisima probabilidad de que la suma es la exacta.
" Y, en efecto, digamos analizando la suma total:

2 3 = §; fuera del 4, dos.
2 = 4 tuera del 4, cero,

" Luego suma buena.
De aqui resulta la regla signiente:
8i et multiplicando estéd formado sin sobrante por repeti-
ciones de la cifra mixima, y también lo estd el producto, la
multiplicacién esté bien efectunads, por ser altamente impro-
bable que hubiese habido dos ¢ mds eqmvocac;onen que Be
compensasen exactamente.

Exmmnemoa u.horu. el segundo caso.
Supongamos que el multiplicando deJe un sobrante,
Sea la multiplicacidn siguiente del sistoma decimal:

244
> 8

== 1952

Esta sums, sin n_]&roviaoidh,‘ o8 como sigue:
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244 sobra 1 fuers de los 9.
244 sobra 1 fuera de los 9.
244 sobra 1 fuera de los 9,
244 sobra 1 fusera deloa 9,
244 sobra I fuera delos 9,
244 sobra 1 fuers de los 9,
244 gobra 1 fuern de los 9,
244 sobra 1 fuera delog 9.

1952 sobran 8 fuera de los 9,

Luego si en cada sumando sobra 1, fno es evidente que
en los 8 sumandos sobrarén 8; es decir,

8 X 1; esto es, 8 veces el 17

Luego las reglas de la pruebs méxima serén, en general,

1as siguientes: '

1.* Se suman por su valor absoluto las clfra.s que compo-
nen el multiplicando;

2% Se excluye caantas veces ss pueda de la suma el valor
de la cifra mdxima; lo que por hipdtesis dard un sobrante;

8.% Be repite el sobrante las veces que indique el multi-
plicador;

4.* Y, sils multiplicacida estd bien efectuada, sobrard en
el producto total lo que importe el productillo del sobrante
por el multiplicador. ‘

Para efectuar esta serie de opsraciones ocon fas:hdad e

adopta la disposicién signiente:

1.2 S8e asoribe el sobrante del multiplicando & su derechs,
separado del guarismo por un paréntesis;

2.° Be multiplica el sobrante por Ia corresponthente oi-
fra del multiplicador;

8.° " De este productillo se sacs la cifra méxima, sumando
las cifras que lo expresan; y, si hay sobrante, este sobrante
~ se escribe 4 1a derecha del producto total, separdndolo del
mismo por un paréntesis;

4.° Por fin, se suman las cifras del producto total; se ex-

cluye de la sums cusntas veces se pueds la cifra méxima, y.
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el sobrante ha de ser el escrito 4 la derecha, si la operacién
estd bien efectuada.
Todo como sigue:

Sistema decimal.
944 (1
> 8

= 1952 (8

i ——

2 4 4 -+ 4= 10; fuersa de 9, unoc; y se escribe el sobrante 1 & 14 derecha
dei multiplicando;

841 == 8; y ge escribe 4 la derecha del sitic que ha de ocupar el
producto total; !

1454 2= 8 Igualdad de sobrantes, multiplicacién bien hecha,

Sea la multiplicacién siguiente del sistema duodecimal:

3abdl
> 4

Se empezard preparando la prueba, para lo cual sumare-
mos las cifras del multiplicando, diciendo:

8-+4a = trece; fuera de 11, dos;
2 4 4 + 7= trece; fuera de 11, dos;

y escribiremos el sobrante 2 4 la derecha del multiplicando,
separado por el correspondiente paréntesis; asi:,

/

Babd7 (2
4

I3

En seguida multiplicaremos ese sobrante 2 por el multi-
plicador 4, y colocaremos el producto 8 & la derecha del ren-
glén, donde se pondrd el producto total que hemos de obte-
ner; y, hecha la preparacién, aparecerd lo siguiente:

8abd7 (3
x 4

= &

Entonces efectuaremos 1a operacién de multiplicar, y ten-
~dremos: : ' )
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Babd? (®
> 4

= 187564 (8

Y, para ver si estd bien hecha Ia multlphcaclou, haremos
la prueba diciendo:

3 4 T=onee; fuera de 11, cero;
G = quince; fuera da 11, caatre;
8. ’

L=

-+
+
-+ 4 =

Sobrantes iguales, multiplicacién buena.

Con freeuencia ocurrird que el producto del sobrante del
multiplicande por el digito del multiplicador, haya de escri-
birse con dos cifras.

Sea, en el sistema decimal,

364
= 7

Preparemos y saquemos el sobrante del multiplicando,

854 (3
> T

—

8 4 54 4==12; ahora bien, 1 4-2=8; y escribimos ese sobrante 8 freate
‘ sl multiplicando;

multipliquemos ese sobrante 3 por el digito del multiplicador
7, y tendremos 21.
{Qué haremos en este caso?
Sumaremos, segiin su valor absoluto, las cifras del 21, lo
cual nos daré 3, y escribiremos esa 3 4 la derecha del sitio
destinado al produoto total que vamos inmediatamente & ob~
tener. -
854 (8
> 1

== S

* ki

?
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Efecbuaremoleuego la multiplicacién, y tendremos:

354 (3
x 7

————

= 2478 (3

¥y comprobaremos diciendo:

2.1 44718 fuera de 9, 4. -
4+s+ = 12, fuera de 9, 3,

Sobrantes iguales, multiplicacién buena.
sPor qué?’
Esa suma abreviada seris, sin abreviacién, io ghe sigue:

854 (5 ‘
364 5 Buma de los sobrantes,
854 (3 .
354 (3 |= 91
364 (%
884 (3 ¥ 21 (== 2 + 1); fuera de 3 ==8,
B854 (3 .
U8

El sobrante de vada snmando es 3; luego el de los 7 su-
mandos serd 21; inego la suma 2478 estard compuests por la
cifra méxima cmrto ndmero de veces 4 21. ,

Pero 21 (como cualquier otro numero mayoy que 9) estﬁ
4 su vez compuesta por la misma cifra mixime, exactamente
5 con sobrante; para saber lo cual no tenemos més que snmar
‘por su valor absolu.to las cifras del 21; (2 4- 1 ==8). -

Y, hechs esta suma, sabremos gue 21 estd compuesto por
18 oifra méxima 4~ 8.

21:=94 948,

Luego, como 2478 estd compuesto de Ia cifra méximas 4+

3, y como 21 lo estd tambidn con un sobrante de 8, resultard

quse, siendo ignales los nobmntos, estd bien Ia operaoxén.

" Todavis puede oourrir una ligerisima difigultad.
Supongamos 8l ejemplo del sistema decimal

! 58t ‘-';
X8
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Sacado el sobrante, resulta

, 284 (e

im-

284 (8-

384 (8 + 284 (8
b o] = 234 (0
B . 284 (B
284 (¢

+ 284 (8

Multiplicado ahors el sobrante (* por el multiplicador 8,
resulta 48,

Y sumadas las cifras 4 y 8, tenemos 12, suma que se es-
eribe con dos cifras.

¢Qué haremos? .

Volver 4 sumar las cifras de la nueva suma; esto es, ol
lyel2.

Y, obtenido el 8 (que es digito en el sistoma, decimal), lo-
escnbuemos 4 1a derecha del sitio que ha de ocupar el pro-

ducto.
584 (¢
= B

e

= (3

. Y, efectuads la multiplicacidn
B84 (0
> 8

= 3072 (3

_

veremos que estd bien, haciendo la suma 8 + 7 + 2 = 12; de
donde, excluyendo el 9, resulta de sobrante el 8 (1 -4~ 2 = 8).
De lo dicho se deduce el procedimiento siguients, que

sbarca todos los casos para la preparacion de la prueba

1.° Se suman las cifras del multiplicando;

2.° Seexcluye la cifra mdzime todo lo posible. .

8.° Se esoribe el sobrante, si lo Liay, 4 la-derecha del mul-
tiplicando; y, si no lo hay, se pone cero también 6 Ia dereoha
* del multiplicando;
4.° 8i no hay sobrante, se pone también cero d1s deroohs :
 del sitio destinado al producto total;

5.° 8i hay sobrants se multiplica ese lobunta por ol di
gito que Aparexcs omo mnltxphosdor,



R} ARITMETIEA PURA

6. Esta multiplicacién puede dar lugar 4 dos casos: ¢
bien se escribe el productiilo con una cifra, 6 bien con dos;

7.° Bicon una, se anota a 1a derecha del lugar destinado
al producto total;

8.® 8icon dos, pueden ocurrir tres variantes:

O bien las dos ¢ifras suman menos que la cifra mdxima; -

O bien suman lo que ells;

O bien suman mé4s;

9.° Si menos, se escribiré 4 la derecha del sxtlo del pro-
~ ducto total et digito que represente la suma.

10. Si lo mismo, se pondri cero;

11. Y si mis, se imaginard eserito el mimero segun re-
quiera el sistema en que se opere; se sumarin de nuevo las
cifras que lo compongan, y se anotard el resultado 4 la dere-
cha del sitio que ha de ocupar el producto total.

Hecha la preparacién se procede 4 la multiplicacidn; y,
verificada, se pasa & la pruebd; para lo cual se suman las ci-
fras del producto total; se excluye la cifra méixima, y el so-
brante, si la operacién estd bien, serd igual al previamente
escrito & la derecha del producto.

Véanse como ejemplos las pruebas de las multiplicaciones
analizadas en la Leccidn anterior.

Quinario. Senario.
23 (1 2445 (0 .
> 2 » 4
= 1023 (3 = 15112 (0
fSeplenarin, O¢tonarlo
456 (3 567 (4 ’
> 8§ > 6
= 9084 (3 = 4312 (3
S —
Ronario, Declmal.
8511 (3 . 84719 (u
F > T 6
= 26877 (8  — 208814 @

e I )
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Undecimal, Druodecimal
311 (@ TAll (2
X 8 w8
= 89288 (9 = 4a888 " (5

De lo expuesto en esta Leccion se deduce una propiedad
curiosa de Jos productos por 1 digito de la cifra méxima: ob-
servémosla en la decimal.

Todo producto de 9 por 2, por 3, por 4, etc., tiene que ser
divisible por 9; pero para que lo sea es forzoso que sumen 9
sin sobrantes las cifras con que el producto se escriba. Y,
como lgs combinaciones de dos digitos que den 9 de suma,
nosonmasque 1 y8;2y7,3y6; 4 yb, forzosamente han
de resultar expresados por las permiitaciones de las gnterio-
res cifras, los demds productos del 9 por los digitos restantes
del sistems decimal: 5y 4;6y3;7y2,y8y 1. “

Y, en efecto

9x2=18;E1y8
9XB=27;(2¥y 7
99X 4=86(By8)
9% 5=45(4y5b
9654 (Hy4d
O T=65;(6y8
IXB=T2(Ty
BX9=BL(BY1L) .

Y lo andlogo en los démis_sistemns.

Tonot. ' ‘ - BT



LLECCION VI

—————

‘Mualtiplicador de muchas cifras.

]

Hasta shora en los ejemplos aducidos el multiplicado:
sélo ha tenido una cifra.

Veamos lo que pasard cuando tenga més.

Sean el ejemplo del sistema decimal

‘847
> 53

multiplico primeramente por el 3 protoena;

47
> 8

1041

multiplico luego por el 3 deutens;

3433 347
A - )
& bien
10410 1041

Y, por tltimo, sumo los dos productos parciaies;

1041 1041 - i
-} 16410 . 1041 -
~————— ¢ bien

= 11451 11451

e
e
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Por fortuna, no es necesario hacer todas estas operacic-
nes separadamente. Pueden efectuarse segunidas y hasta su-
primiendo el cero de las deutenas; y el resnltado serd el que

sigue:

347 347
X 38 % 85
1041 g bi 1041,
1+ 10410 R TiYE
= 11451 ‘ 11451

Véase esto con todos sus detalles tedricos en el ejemplo .
signiente.

Supongamos que tuviéramos que hacer la multiplicacién
del nimero 842 por 2 222.

En vez de escribir 2 222 veces el sumando 842, lo repeti-
remos primero 2 000 veces, luego 200, después 20 y, en fin, 2;
¥ asi tendremos:

800w 2000 == 600000
4 402000 = 80 000
4+ 2%2000 = 4000

842 2000 = 634000

800X 200 = 60000
4+ 40 200 =4 8000
+ 22X 20=- 400

842 % 200 = 65 400

300 20 = 6 000
4 4% 90::1: 800
42X W= 40

842 % 20 = 6840

4+
2
of 37
[ e ]
i
+

g
X ' X
I
18| .28
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Y, reuniendo los productos parciales, aparecerd la suma
t otal

684 ﬂoo 664
+ 63 684
R S 840 634
-+ 684§ hien 684
84952222 — 750024 759924

De donde resulta que en teoria para sumar abrevisdamen-
te se dividen en sus componentes, segin la estructura escri-
ta, tanto el multiplicando como el multiplicador, se prescin-
de de los ceros, se multiplica ordenadamente cada digito del
multiplicador por cada digito del multiplicando, y 4 los pro-
ductillos se agregan los ceros suprimidoes, 6, Lo QUE ES Lo
M13M0, se colocan las cifras en los Iugare: que los ceros indi-
carian.

Y, desde lnego, empezando por la 1zqmerdn, 8¢ obtiene
la operacién asi: (protoenas, deutenas, trienas, ete.).

7

842
X o

759924 .

Ses 1a suma abreviada 222 r'epetidd 842 veces,
Se dispondrd tedricamente asi, si se empieza. pur la iz-
quierda:

Multiplicando...... ... *1 .
Multiplicador......... > 843 .. :
"y 60000 =  900><800
6000 = 20 >< 800
. 800 = 2 > 500
i | | B E 1 BE 8
i T XY 7 = : x
i . T o= -2 0 i
: : 00 =4 200x 2
=4 Wy 9
' - 4= 2% 2
Products tatal, ....... = T50%

‘
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La operacién, con grandes ventajas, puede empezarse por
e derecha, asi:

222
> 842 ¢
4 = 2% 2
40 = 20 2
400 —200x 2
80 = 92X 40
800 == 20 40
8000 = 200 40
600 = 23300
6000 == 208500
60000 = 200 X BOO
= 75924

Pueden suprimirse los ceros si ciidadosamente se colocan
las cifras de primer orden en primer lugar, las de segundo en
segundo, los de tercero en tercero, ete.

2
4

el ]

g &

' >

La

i | )
4 :
8
8
8 :
8 .
, 6 ’

75924

Y olard,es que en el gjemplo anterior no habria imconve-
niente en colocar las cifras en sélo tres renglones, como sigue:

" Mulliplicandd......... a9

m

' Productos parcioles....| - 889
, 468

nq—p——l_n -
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Examinemos otro ejemplo también en el sistema decimal.

Empesando Empezsndo Locativamente
por ls 1zquierds. por la derecha. 4 sin ceron,
Multiplicando.... «... 897 897 897
Multiplicador.. « oo vese > 966 X 365 », 365
240000 85 35
27000 450 45
2100 4000 4
e 43000 420 42
Productos parciales.. . . { 5400 5400 B4
. 420 48000 48
4000 2100 c 21
i 450 27000 27 ¢
y 35 240000 24
Producto total. ...... 327405 827405 327408

Pero ya ahora estos ejemplos no pueden, desde luego, po-
‘nerss en ires renglones, como el de la multiplicacién ante-
rior, por ser preciso hacer antes las sumas que uguen, 4 cansa
de las redervas:
85 420 - 2100 4 485

450 5 400 27000 58 820
4000 - 48000 240 000 265 100

4 485 53 820 269 100 827 405

Pero, si cupiera efectuar las tres sumas primeras de me-
moria, podriamos ya esoribir los productos parciales en tan-
tos renglones como cifras significativas .tiene ol miltiplica-
dor; y entonces, desds luego obtendrismos, con gran ahorro
de tiempo y de trabajo, lo que sigue: '

Multiplicands.. . 897
Multiplicador........, X 865

-

o { 4485
Productos parciales.. .. ‘ 933?2

B ]

e ——

Por suerte, esta clase de sumas puede facilisimamente
hacerse de memoria, segin lo ya demostrado,
Qbtenido el primer renglén de los prodactos parciales, se
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obtendréan andlogamente el segundo renglén, el tercero, el
cuarto, etc., etc., sin més diferencia que la de empezar el se-
gundo renglén desde el segundo lugar (el de las deutenas)
hacia la izquierda; dos luga.res 4 la izquierda (trisnas) el ter-
cero; tres el cuarto..., y asi sucesivamente. .

Conseguidos de tal modo y desde luego los prodnetos par-
ciales, se hallard la suma & producto total sumando todos los
productos parciales.

Excusedo es decir que, si no hay ressrva no habré nade
que agregar al productillo parcial de un digito por otro, y
que, si este productillo se escribe con una ocifra, se anctard,
desde luego; pero si con dos, sélo se escribira la cifra de la de-
recha reteniéndose la de la izquierda para agregarla como
reserva al productillo parcial contiguo, & no ser que hubiése-
mos llegado al fin de la operacién, en cuyo caso ol productille
incorporado & su reserva se anotaria integramente.

REGLA.

Para efectusr una multiplicacidn, cuyo multiplicador ten-
go muchas cifras, se multiplica todo el multiplicando por
cada una de las cifras del multiplicador y los productos par-
ciales se coloean en el lugar que les corresponda segiin el or-
den & que pertenezca la cifra multiplicadora (protoena, den-
tena, triena, tetraena, pentaena..., otc.) Luego se suman los
productos parciales, y esta suma final representa la totali-
dad del producto. Véanse los siguientes eJemplos del sistems
decimal. .

1007

X 302 ' X 5004

768 ' 4095

\y 115% - 503500

115968 5039028
“ 84681 - 7467967
‘ X 4000 X 2000603
— ¥ i
188724000 22308601
448079020

14985784000 -
. 14540287128801

- ﬁ__\
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Los ceros que ep los productos parciales resnitan & la de-
recha suelen en la préctica suprimirse; pero es de aconsejar
que se estampen siempre, no sea que en la multiplicacién se
olvide el sitio en que debe empezar el inmediato producto
parcial. Por esto resulta censurable la practica sistemdtica

de lo siguiente:
1467867
> 2000603

22408601
44807202
14935784

" 14940237123801

848004567
= 105006028

1044013701

$6561867818107041




LECCION VII

Praebas.

La prueba de cada producto parcial se hace, como si ese
producto existiera solo, escribiendo el sobrante 4 la derechs
separado por un paréntesis: para la prueba de la sumsa de los
productos parciales (cuya integracidn da el produmcto total),
. se suman los sobrantes de los productos parciales; se saca la
cifra méxima 4 la snma total, y el sobrante se coloca 4 la de-
recha del sitio que ha de ocupar el producto total.

La multiplicacién, pues, resultard bien efectuada si el so-
brante de la suma de las cifras del producto total es el mis-
mo que el anotado 4 su derecha, Ses la multiplicacidén:

8708
X 8097

PREPARACION

'\i 3708 3
' X 3997

L lm

ﬂ+7=15;fner;‘dod3, b-!; 19 fnen.doB a,yummboomihde-

oo 1. A : o L w
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Ahora se multiplica cada cifra del multiplicador por el so-
brante 3 obtenido del multiplicando.

TX 3=21;241=35; y se eseribe el 3 4 la derecha del renglén que hs
de ocupar ¢l primer producto pareial.

9% 8 =27;24 7= 9; fuera de 4, cero, y se escribe el cero & la derecha.
del segundo producto parcial.
Y del tercero,

8% 3=24214=6; yse es_cr]ibe el 6 4 la derecha del cuarto producto
parcial,

Ahora se suman los sobrantes:

84040 6=9fuera de cers; v 5o escribe el cero 4 la derecha del
gitio destinado al producto total.

OPERACION EFECTUADA

£706 (5
X 8997

80043 (3
18354 (0
78354 (0
69648 Eo

gt

78821882 (0

Obtenido el primer producto parcial .
se comprueba: 644 4 2 =121 .4 2 == 3..Bien.
1d. el segundo: 748 4-8-+54-4 = 2i; 2 4 T==4Y, cero.—Bien,
Id. el tercero: Idem. )
Id. el cuarto: G-} 6-}- 44 8=24;24 4,6.—Bien.

Bespecto del producto total se dird:

748 =16; fuers de 9, 6.

6+ 8= 9 fuera de 9, sero.
34-T= 9; cero.

8 -+ 8 ==18; fuera de 9, 7.

7+ 2= 9; cero. Operacién bien hecha.

Puede haocerse esta prueba de una vesz, sumando todas las
cifras del produoto total:
T+B+83+2+7+8+8+2=45 4 +5=29; faera de 9, cero.

A la pruebs de la cifra mixima debe darse un altisimo
grado de probabilidad. _ '

Sin embargo, conviens saber que es falible; porgue, para.
que no lo fuers, era preciso, como ys se sdvirtié oportunae
mente, desir, no que todo nimero estd compuestp de 1n cifra
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méxima -+ un sobrante (que puede ser cero), sino que tal ni-
mero estd compuesto de tantas veces la cifra mdxima -+ el
sobrante que resulte. Pero, 4 pesar de esta posible falibili-
dad, sdlo hay que pensar alguna cosa en ella cuando en

multiplicando y multiplicador haya
Por ejemplo:

300001

> 200007

. 2100007

¢BTOs.

(4

.

|"

600002
60002300007

8
{e

El producto verdadero es el que antecede; pero las reglas
do la prueba no nos advertirian Je error, aun cuando hubié-
semo8, por equivoeacidn, hecho Ia 0peracxon como sigue:

300001
> 200007

{4

2100007 {*
600002 (B

8100027 (?

O de este otro modo, también enormemente equivocado:
800001 (4
> 200007
217 {1
62 (8
gav (0

O de este otro:

300001 (4

>¢ 200007
210007 {1
8200 (8

880007 (¢

Etc., ete.-

Cuando haya, pues, ceros en el mnlt-xphcnndo 4 en el mul-
tiplicador, ¢ bien en .ambos 4 la vez, ademds de aplicar la
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prueba de la cifra méxima (siempre, siempre, siempre nece-
saria y oportuna), debe antes examinarse atentamente si ca-
da oifra esté colocada en el lugar que le corresponde; y, es-
tadndolo, vuelve la prueba 4 adquirir su inmenso grado de
probabilidad.

Por eso conviene tanto no dejar de anotar en los produc~
tos parciales (4 Bo ser en casos muy sencillos) los ceros que
deban aparecer & la derecha. _

800001 (¢
X 200007

2100007
6000020000 (&
60002800007 (0

Tp——————

EJEMPI.ORB{)

QUINARIO
1984 (@' 400321 (¥
208 4003
4812 (¢ 2202018 (3
30280 (0 810283400 (°
812112 (2 $110041013 (1
I ————— —————
SENARIO
8854 (0 14443 (0
584
[ i ————
22844 50 1131052 (0
-14580 (0 49220 (0
ise (0 12534 E"
1881444 (0 9981052 (0
*—n_- e ——
ERPTENARIO
9668 (% 86608 (0
8048 . . 4801
' lﬁl ¢ 56608
. v 826 0
11684 (0 nesls ?L
12900621 (! 258800808 (°
. i————_—

operssitn e de multiplicar.

q“{. El signo < suele snprimim ante el mnlﬁpligador ounndo se ube
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OCTONARIO
37467 (¢ 181717
50094 470G
176334 (3 1077772 (3
136643 (4 12377710 0
28602300 (2 AT 2
2362015004 (2 725078072 (5
XONARIO
47883 (3 840002 (1
#93 56003
43081 (0 * 1180006 (3
480841 (0 226001300 (8
430881 (9 1320011 (&
47840001 (0 21461258006 (8
DECIMAL
46974 (3 7640002 (1
393 52006
875792 gﬂ 45840012 (4
422786 (0 15268000400 (3
140022 (0 85200010 tﬁ
18695652 (o 897325044012 (+,
UNDECIMAL .
840s (7 1003 (4
285 - da7
15946 (5 12401a (8
al28 (1 181028 (0
6819, (4 7011 (8
T88a16 (0 958539a (4
N DUODECIMAL
T4ab3 (8 ' 8b476 (?
493" 3408
1209a6 (4 178b186 (!
1a2809 _ (o 1806600 (
257790 %s 88530 (3
21718776 {7

849952b16 (8

. . Y .
También se considera ¢como prueba (y como pruebs infali-
ble) la repeticién’ de una operacién de multiplicar con los fao-
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tores invertidos. Asi, la proeba, por ejemplo, en el sistema
decimal, de que 27 x 53 da 1431, es que también dé 1431 el
producto de 53 x 27,

27 53

X 53 x 27

81 871
135 106 i

1431 1431

Pero, aparte de qug pueden siempre coincidir dos resulta-
dos erréneos, 6 de que una operacién bien hecha puede pare-
cer equivocada por equivocacién en la prueba, la repeticién
de una operacién larga de multiplicar con los factores inver-
tidos tiene en contra suya el mucho tiempo que exige y el
cansancio que produce el no variar de operacién. En la prue-
ba de la cifra méxima, el operador deja de multiplicar para
* encontrar los restos, Io que disminuye la fatiga, pues todo
cambic es repos; pero en la prueba de los factores invertidos
uo puede haber descanso, porque 4 una operacién de multi-
plicar sigue otra, también de multiplicar. Por eso no estd en
uso la prueba-de la inversién, consistente, en Aritmética pura,
en la evidencia de que el orden de los factores no altera el
producto: 4 x 8 =<3 x 4.

Sin embargo, por via de ejercicio, deben repétir los alum-
n0s los 16 ejercicios dltimos, tomando‘como multiplicador &
cada uno de los multiplicandos, ¥ como multiplicando 4 cada
uno de los multiplicadores. ‘ ’

QUINARIO

208
X188 > 400821 .

- 1522
114 .-

93;1 . Ete, ete.

812112 ' .

- i —————



MULTIPLICACION 304

Como ya hubo ocasion de manifestarlo, el valor de una
prusba depende todo de su facilidad de ejecucidn y de su gran
probabilidad de exactitud; jpreciosas propiedades que reco-
miendan eficacisimaments la prueba de la cifra maxima de
cada sistema de numeracidn!

Pero, por carencia de tales cualidades, no es de recomen-
dar la prueba de la inversién de los factores, considerada
como la tnics exacia en los Tratados de multiplicar, por ser
de evidencia (1), en Aritmética pura, que el orden de los
factores no cambia el produecte.

o (1) Los aritméticos no lo considerau asi, por lo onsl demuestran muy
laboriosmmente gue «el orden de los factores no altera ol pro ductos. Tam-
bién en cate obra se demnstrark mis adelante. i .



LECCION VIII

Ejereicios de multiplicar,

Ejercitese el alumno en sacar los productos de las opera-
ciones siguientes: '

QUINARIO
{Cinco cifras —Cifes mixima a1 4.)

5484 (0
324

_BENARIO

" (uela lfran.~Citve mdxtzan ol )

l; |~M; I s
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BEFTENARIC

{Blete ciftas,—Cifra mdxima el 6.)

6663 (3
4056
0
¢
(0

——

¢

COTOXARIG »
{Ocho olfras.—Cifra mixime at 7.

1764 (3,
236

RONAR)
(Nuove oiftar.~ Cifra mixima el 8.5
8758
285

(i
{*
(l

{“'

DECIMAT
Diex oifres.—Cifre méxims 12.)
8788 (8
285

(cl

]

o
S————————

&1



402 ' ARITMETICA PURA

UXDECIMAL
(Onee cifran. —~Cifra méxima ela)

3aa8 (1
342

.(2
(4
(3

(9

DUODECIMAL
(Doce cifm.--(‘,ifra miximael b)

8245 (8
bat

(4
3
(_D

-

d

———————

Para adquirir soltura y ejecutar con firmeza y sin vacila-
ciones la importante operacion de multiplicar en los varios
sistemas de numeracién estudirdos, siguen ejemplos de los’
que ofrecen alguna particularidad 6 combinacién dificil. El
alumno debe repetir los signientes casos, consultando los
resultados parciales sdlo cuando advierta equivocacién, ma-
nifestada por la prueba de la cifra mixima,

CUATBRNARIG ' QUINARIO
89321 (0 24321 (0
% 521 w428
a38el (0 184013 (9
183802 (v : 104142 (0
253229 (o 218584 4

82021301 - (0 23114883 (0
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BENARIO BEPTENARIO
5432104 (4 64321 (4
> 4932 - = 458
15304212 (3 56263 (0
25140320 (9 451285 (
44444532 (® 853614 (4
85012424 {1
48463343 (0
435324823412 (1
OCTONARIO OCTONARIO
6743 (8 76451012235 (1
= 248 = 645
24651 (4 ~ATOTLH063421 (&
85614 3 372244051164 E*
15706 * 547366075656
a153611 (& 638521653630061 (t
NONARIO NONARLIO
240788 (3 41006588 (¢
> B1602 > 80020003
504687 (¢ . 183021886 (0
16152830 (% 82014257000 (©
18031582 (3 13302188600 @
152586 (t :
1331140246001886 (¢
10662286087 (8 :
DECIMAL
3 BO65874 (®
> 9743286
23795244 (0
81726992 (3
981748 (8
11897622 (@
1568634968 *
27761118 s
86092864 o

88640644621964 (0
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54326543215498765432854876495
X 482532

10865308643087 7530864 709752846
162973620646316206297064629969
27163271607T7193827 1617748821 15
108653086430877530864 700752848
1629796206463 1 6208297064620969
217506172861755061 729419505692

234)7968890060160089987319408998036

UNDECIMAL
a6 (3
XK 4a3
ane7 ¢
81565 ;0
' 18892 L]
1608187 1
B240aa (9
\ X 200034
11953a7 (»
9712a8 (7
6481a9000 (s
B R P —
64822628377 (1
M-
DUODECEMAL
" adb 3
X a2
10% (o
8812 (
809ba 3
R h—
‘ 8ab (¢
X 4al
: 19‘ Y
wma
38718 - (e
R . L lmh ,;'(n.,;
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abd (3
» Bbha
9154 (8
al48 (¢
28a0 o
877614 (0
45b43a (4
> bba
88b5724 (7
1a58972  (®
4164562 %v
437779444 T8
89h7a (1
w  BbT .
E1996a (7
B1ly22 (¥
5a7928 (¥
8720878s (¢
ab9 | iy
= 8a2
18h6 (3
9196 Ea
28h8 i
B62ab6 ("
a2b
b4 .bBa.
2089 (3
BBl (0
- 8Thigg (¢
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ab32ab432 (1
% bi93a

9143515678 "

249988a006 3
8255226240 (0
3790b 79508 (+
a03b8N4aaa (¢

a4B828454006a18 (4

B4ba3banhdds (7
X bdbib

86626004617 (0
297u51b77T9318 (8
560b353668951 (3
207L5LLTTISLE (8
736a626004b17 . (0

7bB3abd8393b3bI9T (3

4b5aabb54328 (7
»  43baba

416bL1b656828 (4
095066929414 (3
416h1 1 b856828 ‘s
466500b5aab54 ®
122588 ba 40980 "
179b7Th9950a8 (8

1953b9702e89745568 (& *
[ -

APENDICE.

La operacién de multiplicar no presenta por lo regular se-
rias dificultades & los gue metédicamente se ejercitan en ella
todo lo necesario para dominarla por completo, . .

Pero hay quienes siempre encuentran arduss las opera-
ciones de memoris, especialmente onando multiplicando y
maltiplicador tienen muchas cifras; y, pars esos individuos,
asi como para alivio de la atencién, aun en log més hébiles y
diestros, se inventé el Apaco maBpoLéGICO 6 meperiano (de
pédko;, varilla, y 2dyes, disourso; y de Niergs, latinizado en
Néperus, apellido del inventor). . :

Népier, barén de Merchiston, conocido més bien por los
latinismos de su apeliido, Néper, Néperus, de donde se han .
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derivado los adjetivos Neperiano y Neperiana, y cuyos traba-
jos matemdticos parecian tener por muy principal objeto el
de facilitar las operaciones aritméticas, publicé su invenecién
de las varillas en una obra impresa en Edimburgoe en 1617,
titulada Rhabdologia (de $23i0;, varilla, y Jeve;, discurso).
Por su ingenioso invento, la operacion de multiplicar se re-
duce 4 la de sumar, y la de partir 4 la de restar; asi como se
reducen la de elevacidén & potenciasy la de extraccion de rai-
ces 4 lag operaciones de multiplicar y partir por medio de las
tablas de logaritmos, inventadas geometricamente por el mis-
mo Népier ¢ Néper.

El Avaco RABDOLGGICO O NEPERIANO, es un tableroc con re-
bordes (semejante d los de los galerines de imprenta), en el
cunal se colocan y sujetan las varillas neperianas cuando se
usan pars las grandes operaciones de muitiplicar (6 de par-
tir), y en que, después de hechas las operaciones aritméticas,
se guarda clasificado y en orden el.juego de varillas,

También por extension (aunque impropiamente) se da el
nombre de ABaco NEPERIANO al conjunto de tablero y de va~
rillas. -

3
H

El tablero y las varillas tienen por objeto comvertir en
sumas muy sencillas todas las operaciones aritméticas de mul-
tiplicar nimeros enteros (y sn restas las operaciones aritméd-
ticas de dividir).

Las varillas neperianas son por lo regular cuadradillos d
madera blanca (peral, por gjemplo), é bien (y es lo cc-mﬁng
tiras de madera, metsl 6 cartdn grueso y resistente; una
de cuyas caras estd dividida con esmero en mueve cuadra-
dos, y todos los cuadrados, excepto el superior, se hallan

" subdivididos en dos tridnghlos por una diegonal tirada des- .
de el dngulo ‘superjor de la derecha al dugulo infarior

. ~
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de la izquierda. En el cuadrado primero de cads vari-
1la (el no dividido en dos tridngulos) se halla trazado
de tipo muy grueso & mas visible gue los demés, uno de
los nimeros digitos, 1, 2,8,4,6,6, 7,8, 9(en la figura
adjunta lo esta el digito §); y en cada uno de los cua-
\drados inferiores, ya subdivididous en tridngnlos, se es-
cribe el duplo, el triplo, el cuddruplo... el néncuplo del
'nidmero inscrito en el cuadrado superior, cabeza de la
,varilla. Cuando el producto sea de una wola -cifra, ésta
3o trazard en el tridngulo dela derechia; y, cuando de
dos, la decena ¢ deutena se pundrd em la casilla trian-
‘gular izquierda y la unidad 4 protcema en la trian-
gular derecha de un mismo enadrado.

.+ El ébaeo, es decir, el tablero, tiene en su reborde iz- -
quierdo, trazados de arriba abajo, los numeros digitos 1 4 9,
en tipos iguales 4 los que encabezan las varillas.

Provisto ya el calcnlador del 4baco 6 tablero indicado y
de un juego suficiente de varillas neperisnas, supongamos

-que se¢ desee multiplicar el nimero 6785399 por un digito

L1
-3

~
s Jwa
Ll
% 15

ol

-

‘18
Y4
|/§ A2
4 413412413410
J-?ﬂ_j_??é AR
G sé%éié .
T 17 9__155%
i
9\4%%#%%

cualquiera. Al efecto 'se oclodardn unas juunto 4 otras en el
abaco (como indiea ls figura), siete varillas encabegzadas por
los digitos 8,7, 8,5, 3,9 ¥ 9; y, hecho esto, se podrén obtener
‘todos los productos parciales de 6 T8 899 por 2, por B, por4,
. por b... por 9, utilizando al efecto las cifras do Ins”fajas ho-
yizontales. I R

" Asf, pues, el producto, .- .

o | 8TBEBOI XS,

se hallsri, segin Is quints faja horisontal indicada por el &
" que se halls &a isquisrds del tablero-on 'qlrcq'cﬂrgdo -q_gmtp 3
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de la columna de cuadrados (no divididos por tridnguloes); y,
al efecto, escribiremos de derecha & izquierda:

1° Las unidades del tridngulo inferior de la derecha............. B
2.° La suma de las decenas y de las unidades delos dos
tridngules, superior é inferior, de la misma faja horizontal, in-

mediatos &l 5y & la izquierda.,..c..cou0 v 4ves . A+ Bl 9
8.° L& suma (que por casualidad es también 9) de log otros

dos tridngules contiguos 4 la izquierda. ..., veee 4B, 9
4 Lasuma de losotros doS..ev venivsne.e 14Brivn... G
¥ sucesivamente la suma.... ..o ieen.. sievsens B+ 0,000.s 2
. oorsnens B Y X L TR, -
la... ...l Peasraaraeenrnas savanen tireeeee S+0.,., B
yel3restante delafaja.........00vil, . R

regultando, por consiguiente, que el producto buscado es.., 55926995

Lo dicho del producto de este multiplicando por b se en-
tenderd andlogamente del de cualquier otro digito; y, asf, si
tuviéramos que multiplicar 6.785 399 por 978 6524, los produe-
tos parciales serian dados por las sumas de decenas y unida-
des de las fajas del 4, del 2, del b, del 8, del 7 y del 9, y

tendriamos:

6755399 (4
< 973524

27141506 (8
13570793 - (4
83926995 . (¢
b4zs3i9g (7
47497793 (5
61068501 {

6689675771076 (7

Esta myltiplicacién que, sin e] dbaco y las varillas nepe-
‘rianas, reqteriria bastante tiempo 4 los poco ejercitados, se
hace en breves instantes sin més que poner algin enidado al
sentar, siempre de derecha 4 izquierda, los guarismos corres-
pondientes & cada faja. Sentado cada produoto parcial, debe
siempre hacerse la.prueba de los 9. '

© (Véasd més adelante hu aplicaciin del dbaco ‘Neperiano 4
- la operacidn de partir.) : T !

Las varillas y el tablero han recibido en este -siglo ans
modificacién que hace mde fécil su empleo y su lectura, por-
gue, ouando el abaco estd dispuesto para funciorar, cada dos

TOK O 1. : ) 52
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cifras de las que deben ser sumadas en cada faja horizontal
se hallan dispuestas dentro de un rectingulo ¢ de un rombo.
Al efecto, se da & los rebordes laterales del tablero una in-

clinacién como de GO grados,

¥y 4 cada varilla la forma de un paralelogramo capas de ajus-
tarse al 4baco modificado.

Asi, las rayas que han de formar los rectdngunlos 6 los
romnbos, cuando se hallan yuxtapuestas Ias varillas necesa-
riss pars un cdlonio, aparecen impresas 6 grabadss de tal
modo, que resultan mucho mis visibles que lss junturss de

cada dos varillas. .
Hé aqui el dbaco dispuesto para funcionar:
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Abaco neperiane modificado,

También hay un sistema de varillas oblicuas, cuyo dngu-
1o respecto de la base es de 45°, con lo que los rectdngulos
< los rombos resultan cuadrados perfectos.
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Namero de las cifras del producto total.

Designemos, en general, por Z Ia cifra méxima de un
sistema cualquiera.

Designemos por Y la cifra qne en valor antecede 4 la mé-
xima. o

Asi, en el sistema decimal Z serd 9, y Y serd 8,

Digo gue: Si se multiplica la cifra médxima por sf misma,
el producto estard expresado en todos los sistemas por la
férmula

Y1

Fn efacto, en el sistema decimal,

P 9=x81
== ovho deutenas decimales -4~ 1
== 804 1

En el sistems quinario .
45 4 =581 , '
== tres dentenas quinerias-4-1

=80 41 :
= on’e] sistemn decimal & 15 -} 1"==18

1) Recuérdess que en Aritmétioala yuxtaposisién significg guma, Por
aosm)iguionte, ls exq iénY 1 quiers deeir €0+ 1; eato os, Y deutenas
~ 1 protoens; (= 81 #n el sistetma decimal: on efasto, @ >¢ 9 = 81).

i
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En el sistema duodecimal

bXb=al
= diez deutenas duodecimales 41
=al-41
= en el sisterna decimal 4 120 41 = 121

En el nndecimal

aX a=291
. == nueve dentenas undecimales - 1
= 801
= ont ol sistema decimal & 99 4 1 — 100

 La demostracidn de esta propiedad es casi de evidencia.
La cifra mdxima en todos los sistemas, multiplicada por
" 10 que valga en él un 1y un cero, esigual 4

Z¥10=40
== 7 deutenas
Pero
ZWU7ZL ={Z=x10)—-2Z
ZXxZ =Z0—Z (1)

Para hacer la resta

diremos: Z no se puede restar de cero: por tanto, agregue-
mos 10 al minuendo en forma de-10 protoenas, y la misma
cantidad al sustraendo, en forma de 1 deutens, y resultard
quede Z410val,ydel4Zva Y. Lnego )

%0
N Yi=YO0+1

Whllininimy

Luego
Z)(Z:nYl-—YO—I'-J.
== Y deutongs -+ 1. |

Ahora bien; snpongamommna deba efectusarse la multipli-
oacién siguniente:

() Laygzupmdénnigmﬂum R
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Y resultard:
ZZREZ
w77757] D
Y1
Y 10 =2 Z Z 7 » ¥ protoenas.
Y100
Y1000
Y10 -
Y100 =2ZZZx %0; (esto es, Z deutenas),
Y1000 .
Y10000
Y100
Y1000=2ZZZYZ :x Z00; (estoes, Z trienas).
Y10000
Y1i900D00
Y1000
Y10000=2Z2Z 7% 5 Z000; (esto es, Z tetraenas).
‘ Y100000
Yiooo0000 .
— g a—

Pcdemos dar otra distribucidn 4 estos productos parciales,
-por ser de evidencia que el orden de los sumandos no altera
la suma. '
En tal virtud, colocaremos inmeadiatamente unas bajo
-otras las cifras del mismo orden, y tendremos: '

LZZLZ
XEZZZZ
Y1 Llergrupoé de lag protoenss
%}81 2.° grupo & de las deutsnas *
%iog 8 6 de las tri
0 er a rienaa
YIOO’ *grapo _
Y
YigOO]4'°8'r“P°6C101&8totraonns
Y1000
210009 50 prapo 6 do lns pentasnas
0 . 0 & de ias pentaenas
graeeeel
0
Yloogoo 8. grapd 6 do lzs hexaenas
Y1000000 1.2°grapoéde lasheptaenss

Estudiando esta nueva disposicién advertiremos:

{1) No¢ se olvide qué en Aritmétion ln yuxtaposicién es suma.
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QQue hay 1 sumando sin ceros;

que iay 2 samandos con un cero;

«ue hay 3 snmandos con dog ceros;
que hay 4 sumnndos con tres ecros;
que hay 8 sumandos con cuatro ceros;
que hay 2 sumandos con cinco ceros;
que hay 1 sumendo con seis ceros.

De otro modo:

Que hay un sélo sumando protoena;
que hay dos sminandos dentenas;

que hay tres sumandos trienas;

que hay cuatro smmandos tetraenas..,

¥ que, después, los grupos de sumandos van decreciendo al
revés de como crecieron (aumentando siempre un cero).

La ley de los grupos de sumandos es, pues, muy clara:
van creciendo para luego decrecer; y crecen hasta alcanzar
el grupo mds numeroso un nimero de sumandos igual al de
las cifras del multiplicador.

De modo que, si en vez de la multiplicacidn que nos sirve.
de ejemplo (y 4 l1a cual volveremos en seguida), se nos hubie-
se dado la siguiente

LZELZZLZZE
X ZLLZLEZZ

1a ley de los grupos pediria lo que sigue:

1sumande,, pretoenn;
2 sumandos, deutenns;
3 sumandos, trienas;

4 sumandos, tetraenas;
& sumandos, pentadonas;

. 8 sumandos, hexaenas;
d 1 '
8’ m'tmecro 3mixlm? ia | au.mandos, hepr.a.enal;

. . . 8 sumandos, octoenas;
cifrag del mulm-’ 7sumandos: SDBRENAE;
plieador......... / gygmandos, decaenas;

5 sumandos, endecaenas;

4 sumeandos, dodesaenas; .

8 sumendos, del lugar déoimo teroero;
+ @ sumandos, del lugar décimo cuarto;

1sumando, dellugar décimo guinto,

Perc, volvamos § nuestro sjemgplo.
Puesto en su fitima forma con supresién de los ceros, re—
sultard: -
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ZZ2LEY 0001

Con efecto: ‘
1.° La primers columna du 1 como suma, y no ofrece difi-

culthd;
2.° La segunds columna (la de las deutenas) on lo si-

guiente:

H
P o b

que SUTATE . e vsinnnnes =10

.

Esto ea claro: jqué le falta & la peniiltima cifra de un sis-
tema para valer lo que un 1 seguido de un cero? 1 +1 =92,
Luego, si 4 Y se agregan 2, tendremos 10: pongo cero y reten-
go 1 de reserva para la tercers columna 6 de las triepas.

3. La tercera columnaes - = .

['+'.+++r ,
B Rl e

.Y, agregando el 1.de la relar-vs que ebtuv:mm en Ia sums,
de ia colnmnu anterwr, 1n08 resultari o ERR
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locual puma.,..........

I |+

porque Jqué les falta & dos cifras peniltimas de un sistems
para ser lo que en cualquier sistema valga un 2 y un cero?
Claro es que 4.
Pues, siendo asi, Y +Y+1+1+4+14+1=20; pongo
cero y retengo 2 como reserva de esta suma.
4.° - La cuarta columna & de las tetraenas es

.

et
[ L

si agrego el 2 de la reserva producida por la suma santerior,
tendremos

+
l z ‘ BO Pt i bt et 1] ]

cuyo total serd....... e

pongo cero y llevo 8 como reserva de esta nueva suma,
5.° La quinta columnsa es

FEt
]

TOMO 1. (1)
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Agregando la Gltima reserva 3, tendremos:

‘ e b i 2 g e ]

pero claro es que esta suma no podrd ser 40; porque & oua-
tro cifras peniltimas faltan ocho unos (dos por ctda uns); y,
como no hay mds que seis, aun después de agregada la reser-
ve, lo suma serd 40— 2 =380 + Y: pongo, pues, Y y llevo de
reserva 3. '

6.° La sexta columna es

RN
! b = e e ]

agreguemos los 3 de la iiltima reserva, y tendremos:

L ]
iwwwﬁﬂﬂ

Esto no podré sumar(30; porque 4 las tres cifras pentlti=
mas hay que agregar,6 para que hagan 30: lnego

Y+Y4+Y4+141438
= Y YA YTl ol = (YAl 1) A (YL 4-1) (T ) = 0%

Escribo, pues, Z y guardo 2 de reserva.
7.° La séptima columna es

| o

-
-+
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Aprego la reserva 2, y tendré:

Y
Y
1
-+ 2

Esto no puede dar 20, porque para ello era preciso tener

Vb Y I Lo [ == 2,
y sdlo tenemos
Y4+Y4+142
= Y +Y4 [ 4141
=Y+ 1+ Y+ D=101 7%

Pongo, pues, Z y llevo 1.
8.° La octava columna es .
Y
y agregéndole la reserva 1, tendremos
v
+1

“

¥ pongo, pues, Z como final de la operacidn.

Luego, en cualguier s:stema, el producto de una expre-
sion formada de un nimero # de cifras miximas, multiplioa-
da por si misma, es

n — 1 cifras maxinas,

+ Ia cifra pen(iltimas, |
-+ n — 1 ceros,

+ 1

Total = al mimero de cifras del mubtiplicando y el multiplicador.

Luego el nimero de cifras del producto, en el caso de ser
el multiplicando lo mayor posible (dado un cierto numero n
de cifras), multiplicado por si mismo es igual é 2 veces n, ¢
ses 4 la suma de las cifras de multiplicando y multiplicador.

Hagamos aplicacién de estas deducciones al siguiente
ejemplo dsl sistema decimal:

. 99949999
s D9999090
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Digo:

1. Que el produocto tendra 16 cifras;

2. Que de izquierds & derecha habrd ante todo 7 nueves
(n — 1 Zetas);

3.° Que seguird luego un 8, cifra pentltima del sistema
decimal;

4.° Que aparecerdn & continuacién 7 ceros (n — 1 ceros);

6. Y gque serd un 1 la primera cifra de la derecha (pro- .
toensa).

De modo que
99909999
> 93999099

— 9999999800000001

¢Cudl sera en el sistema quinario el producto de

4444 »¢ 44447

Ser4 el siguiente:
44430001,

¢Cuil serd en el duodecimal el de

bbb = bbb?
Serd
bbal01.
Ete., etc. ‘ .

Estudiemos ahors el ejemplo

ZZZZ 9999
<ZZZ > 999
Y1 1sumando, protoens; 8 513 i
g :{ z 2 sumandos, deutenas; 88 1 '
Y1 1
Y1 l 8 sumandos, trienas; 81
- Y1 8? 1
Y1 -
Yi } 3 tefraenas; gi
Y1
%} { 2 pentaenas; g%
Yt 1 hexaens. 81

He vé, pues, que — -
eliéfusér — ZZYZO0O1 9989001

e —
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El producto tiene tantas cifras como suman reunidas las
del multiplicando y multiplicador.
Veames el siguiente:

ZERLZA n999
xZZ w 99
Y1 81
Y1 81
Yi 81
Y1 81
Y1 81
Y1 81
Y1 81
Y1 81
AYZZ01 a89901

El producto tiene tantas cifras como suman multiplican-
do y multiplicador.
Veamos, por fin:

ZULT, 9999
A v 9
Y1 81
Y1 81
Y1 81
Y1 81
YZEZZ1 89991

El producto resulta con tantas cifras como tienen multipli-
cando y multiplicador juntos.

En general, ningin producto (ni aun en el caso de ser los
factores lo mayor posibles) puede tener més cifras que la su-
ma del nimero de cifras de los mismos factores.

Ya sabemos, pues, cudl es el nimero méximo de cifras de
un producto.

Ahora bien: jcudl serd el nimero minimo de ellas po-
aible? '

Ficil es verlo.

Tomemos el menor multiplicando posible de un cierto nd-
mero de cifras, y el menor multiplicador imaginable. Nece-
sariamente serdn de las formas siguisntes:
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10 100 1000 1000000
> 10 < 10 » 10 - ¢ 1000000
100 1000 = 10000 1000000000000

Los productos tienen siempre una cifra menos que la suma
del nimero de cifras de los factores.

De todo lo que resulta, en general, que un producto tiene
tantas cifras como los factores 6 una menos.

¢Cuéndo tendré el producte ignal nimero de cifras que
los factores?

{Cudndo una cifra menos?

Tendrd una mencs cuando se cumplan las condiciones si
guientes:

1.* Cuando no se esenba. con dos cifras el productille de

los dos tltimos digitos de multiplicando y multiplicador; es
decir, el productillo de las dos cifras de la izquierda de am-

bos factores.
311 (%
w820

6220 (1
938 (8

99520 (7

i

Aqui el productillo de 3 >¢ 3 =9, se escribe con una sola
cifra: el producto total tiene, pues, una menos que los fac-
tores. ,

2.* Cnando no se escriba con dos cifras Ia sums del ulti-
mo productillo y la reserva que haya de agregérsele.
238 (2
w24
044 (*
1652 ("
472 (4

64864 (8
En este ejemplo, 1a reserva que viene de la columna del
6 + 7, unida al productillo 4, del 2>< 2 (dltimas cifras de Is
mqmerdn de multiplicando y multiplicador) da una suma que
se sgcribe con una sola cifra. Asf el prodncto total tiene una
ocifra menos que los dos factores juntos.
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. Nimero méximo de reservas.

Las cifras que aparecen en los productos totales de,las
multiplicacioues no dejan ver los componentes que las en-
gendraron. Y la razén es obvia.

Esas cifras son el resultado de incorporaciones muy va-
riadas de las reservas con los valores de cada productillo:
(multiplicacién de cada digito del multiplicando por cada df-
gito del multiplicador).

Conviene formarse idea exacta de esta complejidad pues
unicamente st conocimiento puede dar razén curmaplida, no
86lo de gran nimero de dificultades de las operaciones no ex-
plicadas aiin, sino hasta de la dltimamente estudiada res-
pecto al nimero de las cifras de un producto total..

La operacién de sumar abreviadamente se efectiia multi~
plicando cada digito del multiplicando por cada digito del
multiplicador. -

Estos productillos se escriben con una cifra 6 oon 2. Y
oomo éatos dan reservas y los otros no (segin las combinacio-
nes de las cifras), es casi imposible caloular el total de las re-
sorvas en general. Pero sf es posible llegar 4 una deduceidn
1fitil y digns de tenerse en cnenta, suponiendo que todos los
productillos se escriben con dos cifras.

Admitémoslo asi, que 8dlo asi podremos, por lo menos,
determinar el méximo de las reservas que concurren 4 la for-

-macién de un producto total, si bien (conviene reiterar la
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idea) al haocer la suma general todos los productillos parcia-
les de digito por digito confunden sus resultados wnos en
otros, y no hay medio de investigar, por las cifras finales,
cudles fueron los componentes de digito por digito genera-
dores de ellas.

Ninguno de estos sumandos aparece
visible en producto total.

6225621

La suma total serd siempre de la forma signiente:

-+ hexaenas -~ pentaenas -~ tetraensa 4 trienas 4 deutenas
-+ protoenas;

-----

y la razén de no poderse conocer por las cifras de este pro-
ducto total los generadores de ell&s, 88 hard evuiente anali-
zando ls integracién.

Sea el multiplicando mayor posible formadoe con Z digi-
tos, y sea igual 4 él el multiplicador. Y, segtn lo dicho en la
Leccion tltima, ambos tendrdn la forma siguiente, si Z repre-
senta la cifra méximsa del sistema de numeracién en que se

opere:
P Z
K A

NN

ZZ2Z
ZZ 2

La multiplicacién de cada Z del multiplicando por cads Z
del multiplicador nos dara un productillo de dos cifras de la
forma Y 1, siendo Y la peniltima cifre del sistema ¢ la in.
mediata d Is mdxima en valor absoluto (no locative).

Por consiguiente, y conforme 4 lo exphcado on la dltima
Leecién, tendremos: | ,
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B
B
Nk
[ Bu|
NN

X

Examinada la operacion anterior, vemos que cada pro-

ductillo da un 1 para la respectiva columna, y una Y de re-

serva para la contigus de la izquierds. De modo que (en el
caso presente) hay tantas reservas como productillos. Los
productillos son, en el ejemplo, 26; y, por consiguiente, 26
son también las reservas en la operacidn, tal como estd pre-
sentada para obtener la suma total. De donde resulta que el
ntmero de reservas por causa de los productillos serd siem-
pre, cuanda dstos se escriban con dos cifras, igual al niimero
de multiplicaciones que aparezcan de digito por digito.

Pero hay mds: hay otra clase de reservas, procedentes, no
de las mnultiplicaciones de digito por digito, sino de las su-
mas de las colamnas. Y jeudntas son? En el caso de resultar
cifras mdximas todas las del multiplicando y el multiplicador,
existen tantas reservas por sumas de columnag, como oifras
tienen ambos factores menos 2. Cuando no sean cifras mixi-
mas las de multiplicando y multiplicador, no es posible de-
terminar las reservas por sums, sino en oada case partioular.

TOMO 1 ' - 54
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En consecuencia de todo lo analizado, resulta que, en el
caso de ser maximos los digitos de multiplicando y multipli--
cador, la organizacién de una suma abreviadas, resulta'como
sigue:

ZZLZLZZ
X ZZZEZY
Reseyvas por suma.. 123 443 21
Y 1 1sumando, protoena
% i ' ! 2 sumandos, deutenaa
Y1 t )
Y1 3 sumandes, trienas
T1 ¥
Y1
Y1 4 dog, tetraenas
Y i sumandog, a8
Y1 ‘_
Y1 ,
Y1 ) L
Y1 ' 5 sumandos, pentaenas
Y1
Y1
Y1 .
Y1 by N
Yi sumandos, hexaenas
Y1 G
Y 1 |
Y1 3 sumandos, heptaenas
Y 1 '
% } s 2 sumandos, octoonas
Y1 1 sumando, enescna.

LLALZYO0001 *

Hay. pues, dos clases de reservas: .

Una, reservas de los praductillos; \

Otra, reservas de la adicidn de las columnnas.

Estas en el cuadro anterior y todos sus aundlogos empie-
zan en la tercera colummna.

Ahora podemos ya representarnos y ver en imagen las
condiciones necesarias para que un producto total tenga una
cifra menos que la suma de las del multiplicando y multi-
plicador. '

Y, 4 fin de verlo en imagen, dispongamos un ejemplo
suilogamente al cuadro anterior.



MULTFIPLICACION 427

249 249
¥ 318 w818

1992 T2

1743 a2 t= 1992
47 18 }
—_— 83
94192 28 t = 17430
14 \
27
12 | = 74700
6 )
94122 94122

Se necesita, pues (émpezando por abajo el audlisis de los
productos parciales): '
1.° Que el productillo de las cifras de la izquierda de mul-
tiplicando y multiplicador no se eseriba con dos sifras (como
sucede con 3 X 2 = 6); ’
2.° Que, sumadas con este productillo, no le hagan llegar
4 10 ni pasar de 10, las dos reservas de los productillos si- .
Zuientes;

Una, la del dltimo digito del multxphcador por el pentlti-
mo del multlphcando (8 X 4=12)

Otra, la del 1iltimo digito del maultiplioando por el penulti-
mo del multiplicador (2 x 7 ==14).

Y, en efecto, 6 (del productillo 8 >< 2) -+ 1 (de Ia reserva
del 12) + 1 (de la reserva del 14) dan nna suma < 10, por lo
cual esta suma no. se escribe con 2 cifras;

3.° Y, por 1ltimo, es preciso, ademds, que la reserva por -
suma de la columna pentiltima no contribuya & que la suma
final de la tltima columna se escriba con 2 cifras. ¥, con
efecto, la reserva 1 (de la peniltima colnmna 1 4244 42

+ 2), no contribuye & que se escriba con 2 cifras la suma de
que se trata; 1 + 1 -+ 6-+1 de la reserva por suma, Asi,
pues, por darse todas estas raras condiciones, el producto to-
tal de 249 por 378 tiene una cifra menos que sus dos factores.

Claro es que no se necesita que las tres reservas conjunta-
ments concurran 4 hacer que se escriba con 2 cifras el resul.
tado de la dltima columna (la de la izquierda): basta con que
una sola de las tres reservas sea causa deo ello para que el
produeto total se escriba ya con tantas cifras como haya en
multiplicando y muitiplicador, y no con una menos.-
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APENDICE

Couviene profundizar més aun el andlisis de las reservas:
jtanta es su importancia!

¢Puede igualar algunsa vez al multiplicando lo que se agre-
gsa por sumas y reservas al mayor producto parcial de una
multiplicacidn? No.

¢Puede llegar esa agregacidn en valor mny cerca al del
multiplicando? Bi.

¢Cudnto faltard & Ia totalidad de esas agregaciones en su
valor méximo para ignalarse eon el multiplicando?

Les faltard una deutena correlativa.

En efecto: el caso en que las reservas son mayores es aquel
en que multiplicando y multiplicador se escriben con sélo ci-
fras mdximas, y el multiplicador tiene tantas cifras como el
multiplicando.

ZLZLLLE 9999999
ZZZZZZ ¢ 99959999
§9995991
§9993091
59989991
89999091
89999951

88099991
89999991

3999080000001

+

Supongamos divididas en dos alas 6 mitades las cifras del

producto total:
ZZZZLZY
6000001

Ahora bien:
ZQué es lo que se agrega por todos conceptos al producte
parcial de mayor valor, que es el

YZZZZZZ1QG600007

Se le agregan dos clases de sumas:
1.° Lo que valen los fragmentos siguientes de los otros
seis productos parciales del ala izguierda de la operacidn:
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2° Ylo que valga la reserva que por suma haya que agre-
gar procedente del resto de los fragmentos del ala derecha;
el cual resto es como sigue:

>
e

Moo oS
-0 oD

NMNNNN-
NMNRNNa T
NNCoOOoT

NNk

La reserva, por suma, de esta parte de la derecha impor-

ta b; pues la suma es como sigue;

D NpbNNe
| NNNN-S

ot

0

0
0
0

l'J j
Z
0
L cifra maxima - 1 == 10; pongo O y llevo 1.

1a cifra méxima 2 veces 4 141 de reserva == 20,
la cifra méxima 3 veces 4 1 -+ 2 de reserva == 80.

la cifra méxima 4 veces | 1 4 3 de reserva = 40,
la cifra méxima 5 veces -}- 1 + & de reserva == 50,

Por consigniente, si agregamos este b de reserva por su-

ma 4 los fragmentos anteriores que se juntan al més alto
producto parcial, tendremos:

YZZZZZZ
YZZZZZ
YZZLZ
YZZZ
YZZ
YZ
4
ZZ2ZZZZ Y
‘ i ]!
i 4  oifras miximeas faltan 6 5pa.m poderse escribir 60: es asi
| que no tenemos mis que b de reserva; luego la suma se-
i - rh b Z: pongo Z y Llevo 5.
| 5 de reserve - b veces la cifra méxima -}V == 527 (= 50)
| -}- Y: pongo Y y llevo 5, ’
b b de reserva -+ 4 veces la cifra mixima 4+ Y = 4 7 (= 40)
i «}- Z: pongo Z y llevo 4.
| 4 de reserva ﬂ— 3 veces la cifra méxima 4 Y = 3 Z (= 80) +- Z:
i pongo Z y llevo 5.
| 1 8 de reserva -E 2 veces la cifre méxima + ¥ == 2 Z (== 20} + Z.
¢ 2 de reserva -§ 4 Y ==1Z (= unn deutena-1 Z}: pongo Z y llevo 1,
1 de reserva 4 Y =54, -
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En donds se observa que las reservas (tanto por causs de
los productillos como por suma de columnas) en su importe
miximo alcanzarin un valor de

ZZZZLZY %
y como el multiplicando es
ZZZLZET,

se ve clarisimamente que jamis las agregaciones pueden
igualar al multiplicande, y que para igualarlo en el caso mé-
ximo les faltara siempre uns dentena (deutena correlativa),

ZZZZLZYZ
+10

LZZZELAZ

En el ejermplo este 10 es una deutena de heptaenas.

Hemos visto el valor de las dos clases de reservas cuando
el multiplicador tiene tantas cifras como el multiplicando.

¢Cudl seri ol valor miximo cuando tenga una menos?

ZZZZ 277 9009999
XK ZZZLZEZE K 99999
YZZZZZ24Z100000 899959991
YZZZZZZ100090 89999991
YZAZZZZLZ1000 89999991
YZZZZZZ100O 89909001
YALLELZZ10 89999591
YZZZZZZ1 595999931

Pues serd lo que valen los conjuntos parciales de la iz-
quierda de la operacién, | la reserva por suma de los frag-

mentos de la derecha:

1ZQUIERDA DERECHA
12884844
YXEZZZLLZ Z10000
YZZZELZ 2721000
YZZZZ ZZZ100
YZZZ ZZZZ10O
YZZ EAZZEL
ZZRZYZ 7 Z0DO0OO0O1 yllevod,
f .
1 l 47 + Z; (== 40+ IX: %ongoZyllevo 1.
i 47Z; (== 40 + Z): pougo Z ¥ llevo 4.
4Y; (=40 + Y): pongo Y y llevo 4.
dZ; (= (80 + 2): pon.%oz levo 3.
R%; (= 20 + Z): pongo Z ¥ llevo 2,

1Z; (= {10 4 Z: pongo

Zyllevo 1.
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Pero
Restando ahora

Z 7, que es el multiplicando.
Z Z, total de estas reservas.
0

Luego falta & estas dobles reservas una triena correlativa
para igualar al multiplicando; esto es, 100.

¢Qué faltard cuando el multiplicador tenga dos cifras
menos?

ZLLZZZZZ
XEZZZZZ
YZZZZZZ10000
YZZZZZZ1000
YZZZZZZ100
YZZZZZZ10
YZZZZZ71

Anidlogamente & lo anterior, los fragmentos de 1a izquier-
da constituyen el conjunto de las reservas de los produectillos, -
a4 lo que habrd que agregar la reserva por sama de los frag-
mentos de la derecha; todo lo cual importars

ZZZYZZZ

Faltard, pues, en el ejemplo 4 estas dobles reservas una
tetraena correlativa para igualar al multiplicando.

Se ve, pues, ya la ley. Cuando el multiplicador tenga tres
cifras menos que el multiplicando, faltara & las reservas una
pentaena correlativa; cuando cuatro menos, una hexaens;
cuando cinco menos, una heptaena... y asi sucesivamente.

Evidente es que & las reservas faltars mucho mds para
igualarse con el multiplicando cuando éste y el multiplicador
no estén constituides por cifras mdximas. '

Concluyamos por una observacidn.
Si consideramos divididas en dos salas (6 mitades) las ci-
fras con que se escribe un producto al cual hayamos agrega-
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do un sumando menor que el multiplicando, notaremos que
el influjo de este sumando se sjerce principalmente sobre el
ala derecha, mientras que el de las dobles reservas llega has-
ta las cifras més altas 391 ala izquierda.

En el caso miximo de multiplicando y multiplicador igua-
les ¥ constituidos por cifras miximas, el influjo de un suman-
do menor que el multiplicando no alcanza al ala izquierds,.



LECCION X

Numero de las cifras de nun factor conocidas lan del
prodacto y la= dcl otro factor.

Para efectuar sin vacilaciones la operacion (no estudiada
aun) de dividir, importa mucho tener resuelto el siguiente
" problema de multiplicar: '

Dado un producto y un factor, averiguar el numero de
cifras del otro factor.

Recordemos que un ptoducto puede teuer igual nimero
de cifras que los dos factores juntos, é bien una menos.

Ahora bien; jeémo, viendo sdlo el producto total y un fac-
tor, conoceremos cudndo el otro factor unido al factor, cono-
cido completa el nimero de cifras del producto, & bien difie

re en una?

DPrimer caso.~—Si el producto tiene tantas cifras como los
dos factores juntos, entonces el factor ineégnito estd consti-
tuido por un nimero de cifras igual 4 la diferencia entre las
cifras del prodncto total dado y las cifras del factor conocido.

Asi, pues, y en tal supuesto, st el producto total tiene 10
cifras y 4 el factor dado, digo que el desconocido tiene 6.

Begundo caso.—El producto total tiene una cifra menos
que los dos factores juntos; joudl serd, enm- este caso, el ni-
mero de cifras del factor incdgnito? ;Nos serd dado hallar ese

nimero?
Si. Lo hallaremos sacando, como antes, la diferencia en-

TON®G 1. b5
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tre el nimero de cifras del producto total dado y el uimero
de cifras del factor conocido, y agregando 1 & la diferencia
resultante.

Asi, pues, si un producto de menos cifras que sus factores
consta de 11 cifras, y de 3 el factor conocido, geudntas ten-
dra el incégnito?

Digo que tendra

= e 1=19

De donde resulta las siguientes reglas:

1.° Dado un producto total y uno de sus dos factores, lo
primero que hay que hacer es averignar si el producto es de
los que ignalan en cifras al conjunto de cifras de los facto-
res, 0 bien si es de los que tienen una menos,

2.° B8iresulta lo primero, entonces para averiguar el ni-
mero de cifras del factor incdgnito, se saca la diferencia en-
tre las del producto total dado y las del factor conocido.

8.° Pero si resulta lo segundo, 4 la diferencis se le agra-
gard un 1.

Conocidas estas reglas, la dificultad gueda, pnes, reducida
& saber cémo por el andlisis de los datos conoceremos 4 qué
clase pertenece el producte total dado; si 4 la clase de los
que igualan en mimero de cifras 4 sus dos factores, 6 bien
si pertenece 4 la clage de los que resultan con una menos.

Ahora bien: _

¢En qué se conocerd que el producto total dado tiene un
nimero de cifras ignal 4 la suma de las de los dos factores? -

{En qué, si tiene una menos?

A

Cuando un producto total tiene tantas cifras como, sus
dos factores reunidos, ese producto total posee una propiedad
preciosa: su primera cifra de la izquierda es menor que la
primera también de la izquierda de cualguiera de los facto-
res: (multiplicando ¢ multiplicador).

En efecto, sea Z la tltima cifra de un sistema.

Bea Y la peniiltima; '
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Sea X la antepeniiltima;
Sea V la ante-antepeniiltima, etc.
Y tendremos eu todos los sistemas:

En el slstema declmal.

Eu general.
XL =1Y (=20 —2) 2w =104+ 48
IH L =2X {=05H0--48) By e 20T
IXZ=3V =40--4) IRV L S
bXZ=4C (=505 A =105
6XZ=5T (=606, G =5 - g
Ete, Lte.

Se ve, pues, que cuando el productillo de un digito por
otro exige dos cifras, entonces Ia primera cifra de la izquier-
da del producto total es menor que el digito, cuya repeticién
ha genevado el productillo de dos cifras (1).

Asi, pues, sila primera cifra de la izquierda de.un pro-
lucto total es menor que la primera de la izquierda en cual-
quiera de sus factores, entonces el otro factor tiene tantas
cifras como sean necesarias para completar entre log dos el
niimero de las cifras del producto total; es decir, el factor in-
cognito tiene tantas cifras como resulte de la dlferanma en-
tre las del producto total dado y las del factor conocido.

¢Cusntas cifras, pues, tendrd en el sistema quinario el
factor que multiplicado por la expresién 4003 ha dado el pro-
dacto 3110041018? Seis: (10 — 4). Y, con efecto:

10521 x 4008 = 3110041013

¢Cudntas cifras tendrd en el sistema senario el factor que
con el 234 ha dado el producto total 13314447
Tendrd 7 — 8 = 4. Y, efectivamente:

234 3¢ 8854 — 1881444

¢Cudntas cifras tiene en el sistema decimal el factor

que multiplicado por 46974 da el producto total 186956527
(8 — 5 =23).
46974 ¥ 305 = 186953652 ‘

(1) Véuse esto confirmiado en las tablas de Prriconras {6 tablas de mul-
tiplicar), donde se hallan registrados todos los casos gue pueden ocarrir.
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¢Cusntas cifras tiene en el sistema duodecimal el factor
que con el 74ab3 ha generado el producto total 277137762
(8— 5 =3).
Tdab3 X 482 == 27713778

Pero podra preguuntarse:

¢No invalidardn las reservas por sumas esta regla? Admi-
tiendo que se escriban con 2 cifras los productillos de los di-
gitos de la extrema izquierda de multiplicando y multiplica-
dor, y suponiendo que estos productillos empiecen necesa-
riamente con una cifra meanor que los digitos generadores,
ino podrd suceder quse las reservas por sumas hagan que el
producto total empiece con una cifra mayor gue los digitos
generadores? '

No.

Supongamos que los digitos de la extrema izgquicrda de
un multiplicande y de un multiplicador sean respectiva-
mente 7 y 6, cuyo productilio da 42, gusrismo que empieza
por 4, cifra < que 6, y con mayor razdn < que 7,

Digo que, sean las que fueren las cifras restantes de los
dos factores, el producto total no puede nunea, por mucho
que sumen las reservas, empezar con una cifra mayor que
el 6,

En efecto; el peor multiplicando que empezeando por 7
se nos pudiera dar, seria, en este caso, uno cuyas cifras res-
tantes fuesen todas cifras mdximas (nueve, por ejemplo, en
el sistema decimal), y el peor multiplicador serfa, andloga-
mente, Une expresién (ue empezase por un seis seguido de
nueves. Por ejemplo:

79999
¥ 6999

Pues, ain asi, el producto total de esa multiplicacion se-
ria, indudablemente, menor todavia que el de la siguiente:

80000
»®OT000

Y como ol producto de 7 por 8 no empieza todavia por 6,
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—_—

resulta que no puede empezar por una cifra mayor gue 6 el
dltimo productillo de los factores

79999 % 6999

Por otra parte, en el caso peor posible estudiado en la
Leccidn anterior, que es el de un ejemplo como

ZZZZ 7
ZZL72

hemos visto que las reservas por sumas después de llegar &
un maximo, empiezan & decrecer haste descender Ia iltima

41, .
ZAZZZ
X BZZZZ

Reservas miximas: (1 33445201
Y

Y1
Ete., ete.

De donde resuita que todo lo mds que puede agregarse &
la cifra de la izquierda del ultimo productillo, es una reserva
por sumas igual 4 1. Por menera que la cifra primera de
la izquierda de un producto total nuncae, ni atin en el caso
peor posible, puede ser {(por multiplicacién de los digitos ex-
tremos de los factores ni por agregacion de la reserva final)
mayor que la cifra inicial de cualguiera de los factores.

Pero puede igualarla, caso que pronto estudiaremos.

‘ B

Cuando la primera cifra de la izquierda de un produsto
total es mayor que cads una de las iniciales de los dos facto-
res, entonces el producto total tiene uus cifra menos que el
conjunto de multiplicando y multiplicador (1}.

Esto es claro: si (independientemente de las reservas) se
escribe con una cifra el productillo de dos digitos, la cifra
del productillo es mayor que las de los factores.

(1) Véanse las tablas de Pitigoras, donde estdn todos los casos posiblek
de loy productillos que no se eseriben con 2 cifras,
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Por consiguiente, cuando la primera cifra de la izguierds
de un producto total dado aparece mayor que la primera de
la izquierda del factor conocido, entonces el otro factor tiene
tantas cifras como. resulte de la diferencia de cifras de los
datos -+ 1.

Y con tanta méds razdén resultars asi, cuando 4 la cifra de
la izquierda del producto se haya agregado una reserva.

Asi, si nos dan en el sistema decimal el producto total

B 675

y el factor N
25 |
direnios:

Puesto que el 3, primera cifra de la izquierda del produc-
to total 3 675, es mayor que el 2, primera cifra de la iz-
quierda del factor conocide 25, debe el factor incoégnito tener
uns cifra més que la diferencia entre 4, ntimero de cifras del
producte total y el nimero de cifras del factor conocido: lue-
go tiene 3 cifras: (4 —2)-L-1=3.

Y, en efecto,

' 3675 =25 X 141,

{Cudntas cifras tiene en el sistema decimal el factor que
con el 346 ha concurrido & la formacién del producto to-
tal 7715687 ‘ .

Puesto que el 7 de la izquierda del producto total es ma-
yor que el 3 de la izquierda del factor g¢onocido, diremos
quae el factor desconocido tiene una cifra mis que la diferen-
cia entre el nimere de cifras de los datos: tiene, pues, 3.
G—3)+1=3.

Y, con efecto, ‘
7158 = 346 X 223,

{Cudntas cifras tiene ol factor del sistems decimal que
‘multiplicado por

- 93338
ha engendrado el producto

74 073 B3 825 9267



MULTIPLICACION 439

Tiene 10 cifras; (14 -— 5) + 1 = 10; y, en efecto,

T4073583325926 =
FII33 X 2222222299

Respecto de las reservas hay que considerar dos casos:

O las reservas agregadas al ditimo productille dan una
suma que todavia se escribe con un digito solamente;

O la suma se escribe con dos cifras. '

Si la suma se escribe todavia con un digito, entonces es
de evidencia que el digito-suma serd mayor gue cualquiers
de los de la extrema izquierda de multiplicando ¢ multipli-
oador, gue‘engendraron el productillo de una cifra;

Y, por comsiguiente, estamos todavia dentro de la re-
gla dada.

Y, si las reservas hacen que la suma se escriba con dos
cifras, entonces ya el producto total tiene tantas cifras como
los dos factores, y nos encontramos en el caso estudlado en
la anterior seccién A.

c -

Puede suceder que el produéto total y el factor dados em-
piegen con la misma cifra.

. , 3267 producto total;
Primer ejemplo . I 83 factor conosido.

. 8866 producto total,
Segundo q;empto.., 83 ‘Factor conocido.

, 3493 producte total;
Tercer ¢jemplo...| "33 ?;cotor conocido,

En las tres variantes ouyas indicaciones preceden, empie-
zan por la misma cifra 3, tanto los productos totales, como
el factor dado para muitiplicador.

2Cémo conoceremos ahora el nimero de cifras. del factor
inodgnito?

' Por las cifras inmediatas de la derecha de los datos. Estas
nuevas cifras auxiliares serdn en los productos totales meno-
res, 6 iguales 6 mayores que sus correspondientes en los fac-
tores dados; y, segun lo que fueren, se les aplicardn las re-
glas de las secciones anteriores A y B.
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Si resultan menores, el producto total es de los que tienen
tantas cifras como los dos factores juntos; y, por consiguien -
te, el nimero de cifras del factor incégnito serd igusal 4 la di-
ferencia de cifras de los Hatos.

Y, efectivamente, en el primer ejemplo anterior tendre-
mos: (4 — 2)=

3267 = 33 W ¥

Y, si son iguales, 6 mayores, entonces el producto total
tendrd una cifra menos que sus dos factores juntos; y, por
consiguiente, el mimero de cifras del factor incdgnito serd
igusl 4 la diferencia -1 1. (En cada ano de los dos tltimos
casos anteriores, (4 — 2) 4 1 = 3).

Y, efectivamente

3366 = 33 X 162
3498 = 53 X 106

Puede ain acontecer que no baste todavia la inspeccidén
de las segundas cifras de la izquierda y haya que recurrir &
las terceras, ¢ 4 las cuartas, ¢ & las quintas, etc.; pero, sea
como fuers, siempre tendremos que, cuando una cifra del
producto total dado sea menor que su correspondiente del
factor conocido que haga de multiplicador, tendrd el factor -
incégnito el nimero de cifras que resulte de la diferencia
entre las de los datos; ‘.

Y una mis cuando no sucedsa asf; esto es, cuando la res-
pectiva cifra del producto total ses igual 6 mayor que su co-
rrespondiente del factor conocido.

330796 = 534 X 994; (6 —3) =3

porque en el producto total la tercera cifra cero es <que la
correspondiente tercera -} del factor.

534000 = 5i44 X 1000; {6~ 8) 1

3
porque la tercera del producto es = & la correspondiente del

' factor. )
535085 = 534 X 1002; (6 — 3) -1

porque el 5, torcera del producto, es > que la correspondxen-
te 4 del factor.
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De lo expuesto en las tres secciones anteriores A, B y C,
resuitan las siguientes reglas practicas para averiguar el ni-
mero de cifras que ha de tener un factor inedgnito, cuando
nos den un producto total y el otro factor:

1.* Se separardn mentalmente en el producto total tantas
cifras de izquierda & derecha como haya en el factor co-
noeido;

2.* Se examinard en seguida si la seccion mentalmente
aislada representa en la escals de la pluralidad un grado me-
nor, igual 6 mayor que el factor conocido;

3.» B8i es menor, entonces pertenece el producto total 4 Ia
clase de los que tienen tantas cifras como los dos factores
juntos; y, por consiguiente, las del factor incégnito serin en
nimero igual 4 la diferencia entre los datos;

4,* Y si es igual 6 mayor, entonces pertenece el producto
total 4 la clase de los que tienen una cifra menos que los dos
factores juntos, y, por consiguiente, se hallarén las del fac-
tor incégnito agregando un 1 & la diferencia resultante de
los datos. ‘

Si todavia esta inspeceidn no resultase decisiva, se recu-
rrird & inspeccionar las cifras inmediatas. :

¢Cudntas cifras tendrd el factor inedgnito com los datos
siguientes?

9999800001  producto total;
99999 factor,

Las cinoo cifras de la izquierds del producto
89998

representan un grado menor que las del factor dado
_ 90999
Luego el factor incégnito tendra b; (iO —b6=">5)
¢Onéntas cifras tendrd el factor incdgnito, siendn los da-
tos como siguen? - .

‘ ZAZEYO000! products total
ZLZZZZL factor.

Como ZZZZY del producto es menor que ZZZZZ del fac-
tor conooido, el factor desconocido tendrd 5: (10 — b = 5).

10MO 1 . 66
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{Cudntas cifras tiene el factor que multiplicado por -
64458

ha dado en el sistema decimal el producto total

643035427

Tiene tres: (8 — b).

¢Por qué? Porque la seccion 643 de la izquierda del pro-
ducto es < que la seccidn 614 de la izquierda del factor.

Y, efectivamente, ,

64458 % D99 = 64393542,
;Cudntas cifras tiene ¢l factor que con el
- 851325
ha engendrado en el sistema decimal el producto total
854316456752

Tiene 5; (11 — 6 ==35); porque 85431 es < 85432,
En efecto,

854325 X 990U = 23431645675
¢De cudntas cifras es el factor que con el

1111

ha formado el producto total
1234464182963 De diez {13 — 4) - 1,
¢Por qué? Porque no hay en la seccidén de la izquierds de!

producto. total ninguna cifra menor que en el factor dado.
Y, en efecto:

12> 11 Co
1111 % 1111183283 = 1234460132063
-¢Cudntas cifras tiene el factor, zue multiplicado por
29909 -
ha engendrado el producto
2469111108642 Diez (14 — b) 4 1;

porque 24 >> 22,
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Y, en efecto,

22222 % 1111111111 == 24601111108642
¢De cudntas cifras es el factor que con el

456789
da

4567891370867? ~

De 8; (13 —6) 1-1; porque la seccién separada mental-
mente 4 la izquierda del producto total
456789
o8 igual al factor dado
456780
Y, con efecto,

456789 ¢ 10000003 = 4567391870367,

APENDICE.

Las propiedades siguientes son sencillfsimas consecuen-
cias de los principios sentados en la Leccidn anterior; mas,
por tener continua aplicacién en la operacién de dividir exi-
gen una especial atencion.

Si de una expresién formada por un digito segurido de ce-
ros se resta el mismo digito, la diferencia serd igual:
1.° A uns suma de sumandos todos iguales;
2.° Su nimero sera igual al digito en onestién;
8.° Y cada sumando estard constituido por tantas cifras
méximas como ceros hubiere 4 continuacién del digito. Asi:

4000 — 4 == 999 4 999 |- 999 - 990

== 099 X 4 == 5996
La razén es obvia:
1000 — 1 = 999
Por consigniente:
1000 — 1 =999

-+ 1000 — 1 =999
-+~ 1000 — 1 =999
-+ 1000 — 1 —1999

= 4000 — 4 =999 % 4
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800 — B =99 4 99 } 99
. :—_99—)!(-3:297
BO0X00 — 8 == 90099 % B
¥ en general
70(_100(!)00—- T=REZEZTZZL A T

De lo expuesto se deduce inmedistamente la propiedad si-
guiente (de continua aplicatién en la operacién de dividir).
Uns expresién de cifras méximas multiplicada por un di-
gilto da un producto thenor gue la expresién formada por el
mismo digito y tantos ceros como hubiere cifras maximas.
Ejemplo en el sistema decimal:

9990 X 4 <2 4000
G999 % T < 1000000

Y en todos los sistemas

ZZZZEZTZ, X 6 < 600000000

De aqut resulta también que el producto de una expresién
compuestsa de cifras miximas yuxtapuestas, multiplicada por
un digito cuslquiera, empieza siempre por el digito inme-
diatamente inferior al digito multiplicador.

Sen
9999% 4— 39994
ZEZLX A= (BRZZZ)— 4

En efecto, el digito multiplicador es 4, y el primer digito
de 1 izquierda en el producto total es 3. Pero el 3 es la cifra
inmediatamente inferior al digito multiplicador 4.

De lo cusl asimismo se deduce inmediatamente que, si al
producto de un digito por una expresién formada con cifras
maximas yuxtapunestas se agrega el mismo digito multiplica-
dor, la sums empezaré ya por una cifra ignal al mencionado
digito: . .
e 4 % 99699 4 4 == 400000

T > 99998 - 7 == T000C0
8 % 99999 - 8 = 500000

Donde se ve que en esta elase de productos

3 X 99
8 % 999, ete.

bests la sgregacién de un sumando tan pegueflo como el res-
gectivo digito, para que ya la primera cifra de la suma sea el

igito mismo seguido de tantos ceros como hubiere cifras
maximag yuxtapuestas, .



LECCION XI

Condensaciones en Ia multiplicacién y en las pruchas

[

OONDENSACION DEL MULTIPLICAR

Las personas de gran expediocién y facilidad para las ope-
raciones aritméticas pueden abreviar todavia la multiplica-
cién, con gran ahorro de tiempo, y menos exposicién & equi-
voeaciones; por ser de experiencia que, dentro de ciertos limi- .
tes, mientras meénos signos se escriben, menos probabilidades
hay de error. .

Es una propiedad notable de la inteligencia que la segu-
ridad del célculo es tanto més grande cuauto mayor nvimero
de operaciones se hacen de memoria: (se entiende cuando las
personas de felices facultades tienen la memorin suficiente-
mente ejercitada, y cuando el sjercicio se ha convertido tan
en hébito gue espontineamente y sin pensar se llega 4 los
resultados aritméticos). _

Natural es que los que ya sepan bien la operacién de mul-
tiplicar, juzguen innecesario ¢l aprendizaje de un nuevo pro-
cedimiento que condense y abrevie todavia mds una opera-.
eién de suyo tan ripids y expeditiva como lo es ya le multi-
plicacién; pero el que guiera dominar por completo el célen-
lo, debe atin aprender los procedimisntos de condensacién;
tanto por su aplicacién frecuente para las multiplicaciones
Pequefias, como por ser una especie de gimnasid que hace

+
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adquirir inmensa seguridad en 1a suma; operacién en la cual
nadie podrd decir jamds que se ha ejercitado con exceso.

Inspeccionando la composicidn de los productbs parciales
de una multiplicacién, por ejemplo, de 4 cifras por otras 4, se
observari:

plicandn.

1° gus 1%cifra > 1.* cifra da cifras de primer orden, 6 protoenas;

2.7 que 1: ;2 ?: , dan cifras de segundo orden, 3 deutenss;
3" que 1.° > 8.2
2.: > 2.2 ‘ dan cifras de tercer orden, 6 trienas;
3. > 1.7
41.° que :1): = 4.7
34 ‘ ;( 2“ ; dan cifras de cuarto orden, 6 tetraenas;
4+ = 1
5Y quae 2 » 4.0
3= > 3.2 dan cifras de quinto orden, ¢ pentasnas;
4 > 24
£.% que 2: ;‘ t: ! dan cifras de sexto orden, & hexaenas;
1y qued* > 40 da cifras de séptimo orden, ¢ heptaenas, ete,

La ley de formacién de los productillos del mismo orden
es, pues, sumamente vigible.

Asi, si se nos presentase una multiplicacién cuyo multi-
plicando tuviera diez cifras y el multiplicador otras diez, da-
rian cifras de 10.° lugar las multiplicaciones de digito por
digito siguientea:

1t X 10*
2s X o»
g8+ X &
_ ar X 7
De<a>! 30 ¥ Pi)De>i <
. a2 X 4a
ga X 34
9% X 2
100 X 124

8i el multiplicador tuviese menor nimero de cifras, clero
es gue no habria diez combinaciones: suponiendo sélo cinco
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cifras en el multiplicador las combinaciones serian las que
siguen: ' :

-

1.* ¥ 10.*
% x 9*
8+ X 8*
4* X it
br » 6%

De aqui resulta que, si (sabida la correspondiente reserva}
multiplicamos de memoria la primera combinacién que dé
cifras de un orden cualquiera deseado, y luego la segunda y
sumamos, también de memoria, los dos resultados; y después
la tercera, y la sumamos ignalmente con la suma anterior y
en seguida la cuarta y la sumamos con la suma tiltimamente
hallada,... y asi sucesivamente, obtendremos de una vez ls
cifra del orden en cuestidn, juntamente con la reserva por
suma que ha de agregarse 4 las combinaciones del orden in-
mediato de la izquierda.

De este modo, el producto total se obtiene de una vez sin
necesidad de escribir los parciales, con gran ventaja del tiem-
po y de los procedimientos de los cdlculos, y con aumento de
probabilidad en la exactitud: (se entiende —repitdmoslo—en
cuanto un operador de buenas y expeditas facaitades aritmé-
ticas ha adquirido la prdctica suficiente, pues jquién hace la
operacién mas insignificante sin sujetarse & las condiciones
de ejeréicio y repeticién?)

Sin embargo, precizo es conceder que no 4 todos es dado
hacer de memoria multiplicacivnes largas de una vez y pres-
cindiendo de escribir los productos parciales; pero no hay
nadie que no pueda ejecutar las cortas.

Sean los ejemplos siguientes en condensacion:

.

SISTEMA DECIMAL
"85
w4

5
Se dird:

3 X 5 = 15; se pone el b y se guarda 1 de reserva.

Ahora se procede 4 las multiplicaciones queden deutenas:

P
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B> 3 =941 de la reserva 10; 4- (2 x5 =) 10, 20: pongo. cero
en ol lugar de las deutenas, y leve 2,
35
23
05

Ahora procedo 4 la multiplicacién que da trienas:

25¢ 3 =6, y 2de la anterior reserva 8; y ponge &l .8 por final de ope-
racidn: .

ab

> 28

805 F

Véase en comprobacién: -

36
> 23

105
0

805

Otro ejemplo en el mismo sistema:

43
> 28

1.° 'Se hace la multiplicacién que da la protoena;
2.° Luego las dos que dan deutenas;
3.2 Y, por tltimo, la que da la triena.

Protoeoes Deutenas Trishas
43 48. 48

w28 w28 » 28
T e 04 1904

8 x3 =24i8x4=208242=04+)2x4=8;-+44de la reger-
ongod yl (2x8)=68446=40;| va=12 y lo pongo por
avo 2. pongo cero y llevo- 4. final de operacidn. :

EF | e

g
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Sea ahora la siguiente operacidn, que se ejecutard. andlo-
£Zamente 4 las dos anteriores:

Bt 8
23 ¥4
125833 (¢ °

i

Diyemos de memoria:

8.« 1= 3y se escribe el 3.

Bxi= 21 (8 ¢ b ==)2 = 23;pongo 8 yreservo 2,

3 d= 13 + 2 do regerva = 14 +(3 X 7-—; 14=25; pongo 8 y reservo 2
L P ]5 4- 2 de reserva = 17, 2 X4 =)B= 25, ; pongo 5 ylieve 2,
2 5o 10 -+ 2 = 13; y lo copio por finalde la mnluplmacl n,

En este procedimiento expeditivo, si la protoena del mul-
tiplicador se multiplica, v. gr., por la triena del multipli-

-cando,
la siguiente deutena del mult:plxcndor se multiplica por la -

deutena anterior del multiplicando, -
la triena del muitiplicador por la protoena del multip
-cando,

Y asi sucesiva y andlogamente (1).
Sea la siguienta multiplicacidn:

0
123466789 X0
1934 A

153845677626 (9

El procedimiento ha sido el siguiente:

4%9
4X8y8X0Y
\ 4X 7" BXBy2X9
4X 8 83X T Ix8ylXxy
4X5 8X6 4XTylXs$8
4X4 8Xb 2X6ylX7T
4 X5 8X4d X5yl X6
4X% BX8 2X4y1X5H
4X1 83X 2xX8y1X4
8X1 3xX2y1%3
X1yl K2
1X1

1) Claro es quse, si no hay cifras & la derecha ds 1a que da un prod
t-ll(lo, 10 88 busca otro produ{t.ﬁlo sitguno mis, q prodnes

TOMO &7
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Claro es que & los productillos y sus sumas habré habido

que agregar las correspondientes reservas.
Efectuadas las operaciones anteriores, resultard:

86; se pone 6 y ge llevan 8
B+ 324927 == 62; se pone 2y ge llevan 6
6 +28-+24 418 == 76; se pone §; reserva 7
T+ 234 +21 + 16 + 9= T7; so pone T; reserva 7
T+ 20 +- 18 + 14 + 8 = 67; se'pone I; reserva §
6 + 16 4+ 16 + 12 + T = 56; se pone 6; reserva §
5+ 12+ 12 + 10+ & = 45; se pone 5 reserva 4
4+ 8+ 9+ 8+ 5= 84; se pone 4: reserva 3
3+ 4+ 64 6+4=23; se pone 8 ysellevan2
2+ 5+ 44 B 12; se pone 2 y se llava l
1+ 2+ 2 5; se escriteel 5 °
1 1; ¥ se escribe.

A

Sea ahorsa, en el sistema decimal, la 'operacién de multi-
pliear siguienta:

7
5210u8 X
&+ 188 a
41091584 (®
Dirs
8 X 8 — 64; pongo 1 y reservo G,
8 X 216, + 6 de reserva — 22, + (2 8==) 16 = 58: pongo 8 y reservo 3.
8% 0=0,+ 3 dereserva =15, + (2 X 2 =)4 =T, 4 {1 X 8 =) 15; pon-~
go 5y llevo 1. D
8X 1:=8 + 1dereserva =9, + (2 X 0 =)0, + (1 X2==)2 = 11: pon-
go 1 y reservo l.
BX 2==16,+1 de reserva 17, + (2 X 1 =) 2= 19, + {1 X 0=)0=19;
pongo 3y lleva 1, ' .
85 3= -1=25 + @X2=)4=20 + (1 X 1=)1=30; poogol
¥ retengo 5.
22X 8=28, +.3 de reserva = U, + (1 X2 =) 2 = 11; pongo 1 yreservo 1.
1 X 3=38,+1=4,ylopongo por final de operacitn.

Sélo con la préctica puede hacerse desembarazadamente
y dominarse por completo este ripido y elegante modo de
opersr gque, para algunas persomnas, sin embargo, nunca re-

sulta accesible. .
Pero, en definitiva, no es de absoluta necesidad habi-

tuarse & este expeditivo procedimiento.
CONDENSACION DE LA PRUEBA,

. L condensacién de la prueba de la cifra mixima es ope-
racién, por suerte. sumamente ficil, y para la cual no se re-
guiere apenas practics.
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' Bisteman
decimal.

8747
> B4

1. 8e sacan los 9 del multiplicando y sobra el 3: se escribe
el 3 sobre un aspa trazads at lado.

8747 3
874 *

2.° Se sacan los 9 del multiplicador y sobra el 5: serescribe
el sobrante b bajo el aspa.
3747 8

Jid x
5\

3.0 Se multiplican entre'si los sobrantes que estdn en lo
alto y en lo ba_]o del aspa.

5X3"‘15
4.° Y se sacan los 9 del 16, disiendo: 1 +-5=6, y se es--

" oribe & la derecha del aspa et aobranﬁe 6 de este productillo
de los sobrantes anteriores.

B47T B
5 X6

Heohs as! 1a preparacién, se efecinaré la multiplicacién:
\ 8747 B
N g4 ex6
14988 8
20020
11241

1401878

J dcl producto total e sacaré los 9;

1+4+1+3+7+ 8= 34
24‘ =6
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y este sobrante 6 se escribird 4 la izquierda del aspa; y, como
ambos sobrantes son iguales, diremos que la operacién esta
bien hecha. .

3747 3
: 374 G6Xh
Abreviadamente { ———-— 5
1401378

Ya se habré observado que las dos dltimas multiplicacio-
nes condensadas que anteceden aparecioron con sus pruebas
de condensacién como sigue:

5471 8
93 X 4
125838 (4
921098 1
128 X 5
41091584 (®

ADVERTENCIA IMPORTANTE.

Cuando hemos ya adguirido tanta priictica en multiplicar
que es mds probable el no equivocarnos que el incurrir en
arror; 6 bien, cnando la maultiplicacién es ‘corta, entonces,
anu cuando no condensemos las multiplivaciones (prefiriendo
escribir todos los productos parciales), es de aconsejar el no
efectuar para cada producto parcial la prueba de la cifra m4é-
xima, pues bastari unicaments el efectuar una sola pruebs
de condensacién para el producto final, '

8 lstemn
declmal
8747 8 ‘ 8147 (2
» 874 G>5<6 »x 84
T
11241 11241 ¢

1401378 1401878 (2
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— Quioarlo __ Senarlo
1944 2 8354 0
205 ax 2 254 DX 0
1 ———— 4
4312 22341
3023 14350
— 11152
412112 -
1331444
Beptenario Qetonarle
2666 2 37467 [
3046 2w 2 50084  2x2
i _ b
28661 176334
14663 136645
11664 286023
12200621 2362015004
__ Nomarls -, Docimal
47888 3 46974 3
838 0;&0 398 6X6
st e 2
430881 375792
430851 422766
430881 140922
47840001 18695652
__Undestmal _Duodecimal
840a 7 14ab3 2
235 00 482 T
—— 0 e b
15946 ) 1299a6
al28 1a289%0
6819 , 257790

88a16 - 27718776

Pero, 8i, hecha la proeba condensada, advirtiésemos error,
entonces deberd efectuarse de memoria la prueba & cada pro-
ducto parcial, para ver ocusl es el equivocado y no tener que
rehacer la operacién enters.

Y, si los productos parciales resultasen bien, entonces
la eqmvoca.cxdn se buscari en su suma.

Es evidente gue puade efectuarse tambidn en la imagina-
oién la pruebs del aspa sin necesidad de escribirla, con aho-
110, por supuesto, de tiempo y de trabsjo.



154 ARITMETICA PURA

La prueba del asps es muy ficil de explicar.

Aisteraa decimsl

248 (6
= 867

{l
(5
{‘l
(l
El sobrante b del multiplicando se ha de reperbir 8 veces,
¥y 3 veces, y 4 veces, y de la sume de los sobrantes de estas
repeticiones se han de excluir los Y; obvio es, pues, que lo
mismo es repetir sucesivamente el & de ese modo que repe-
tirlo de un golpe 16 veces, $ bien 6 veces (1 - 6 = 6), y ex-
cluir los 9 del producto 16 X b == 75; 6 bisn, en fin, repetir
de un golpe cinco veces el sobrante 6 del 15; eto.
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Otra dlnposl‘clén de Ia operncién de maltiplicar.

N

Entre las propiedades de la multiplicacidn (que estudiare-
mos més adelante en seocién especial), encontraremos las si-
guientes: ‘

1.* Sial multiplicador se agrega un 1 encontraremos en
el producto un' multiplicando més.

15 - 15
> 8 > 4
45 so=4s+15

Si al multiplicando se agrega un 1, tendremos en el pro-
ducto un wultiplicador mds.

15 16
= B = B
45 48 =45 48

Si al ;nultiplicando se agrega un 1 y otro 1 al multiplica-
dor, habra en el producte lo siguiente:

Un multiplicapdo mﬁs
Un maultiplicador mé.s
Y unproducto de (1 > 1 =) 1 mds.

16 . 14
» 3 P

6. B =45+1548+1

-
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Por consiguniente;
Si al multiplicador se agrega un 2, un 3,un 4, un 5...

un n, habrd en el producto 2, 3, 4, 5... », multiplicandos
mas,
15 15
X8  X5(=3%4+9

75 =45 4= (2 < 15) = 45 4 80

‘|

Si al multiplicandd se agregaun 2, un 3, un 4, un 5.,
an n, habrd en el producto 2, 3, 4, 5... n multiplicadores mds;

15 17 (== 15+ 2)
3 8

45 Bl =454 @< =546

X

|

¥, en fin, si al multiplicando se agrega m y al multiplicador
se agrega n, habréd en el producto:

m multiplicadores mas;
n multiplicandos més,
¥ un producto m >< x maa.

15 20 (15 + 5 ) ..
< 8 > 7(8+ 43 } Vease Involucion.

45 140 == 45 + (5 X 8 ) - (4 3< 16) + (4 >¢ B)

= 45 4 15 4 60 - 20

De lo axpuesto resulta una nueva manera de afectuar la
~ operacidn de multiplicar. .
Sean los factores

41 >¢ 81;

cometamos 4 sabiendas ol error de suponer que, en vez de los

datos, tenemos:
40

80

A———y

cuyo producto es 1200

2Qué falta & este gqarismo 1200 para ser el verdudero?‘

Un multiplicador, 50
un multiplicando, 40
y el prodi 1xl= 1

—t—

71
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Luego agregando 71 al 1200 tendremos el verdadero pro-
ducto

1271
Y, an efecto: .
Abreviadamente
. 4l b 41
= 81 2o 2 > 81
41 1271
128 ——
1271

Supongamos gue los factores hubiesen sido

a8
> 82

¥ que loa hubiésemos considerado como

40
> BO

1200

—————

Pars corregir el error, seria preciso agregar

2 multiplicandos; 2 > 40 = 80
3 multiplicadores; B8 >¢ B0 == 90
y el producto de los complementos; 2 X 3 = 6 ‘
———— '\
176 Y
e '
Por manera que ;
\ . ]
Coe0 7 Abreviadamente’
+ 11 B &8 e
= x 52 > 82 i
1876 N
. 13%6
128 —
1876

Haociendo de memoria las opéraciones, tendriamos:
TOMO I S

»

58
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13

> 33
12 = 40 » 30 _ 1200
9 = 3 =38 = 9
o] = 2 = 40 _ 50
[} = 2 » 3= G
1576 ' 1376

Estos resultados son los mismoes, aunque en otra disposi-
cidn, que los que daria la multiplicacion locativa comiin de
_ digito por digito:

Wusra muners. Maners saposids .
43 ' 48
> 852 >x 32
12 '6
9 8
] 9 s
6 12
1376 1376
Otro ejemplo:
85 85
> 6 - S
56  trienas 80 protoenas
35 deutenas 48 deutenas
- 48  deutenas 35 dentenas
30 protoenas 56  trienss
6460 6460

Otros ejemplos:

BT 67
= M » 84

48

5

24
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67 6T

> 45 w45
24 1Y
28 30
30 a8
35 24
3015 ' 3015
a8 us
w 32 > 32
27 16
24 18.
18 24
16 27
4186 . 3186

Pasemos ahora & factores de més oifras, y sean éstos:

345
» 678

Cometamos el error de suponer que sdélo tenemos

a -
> 60 .

el producte serd 1800  segiw las tablas,

E————

Enmendemos en parte el error, admitiendo que los facto-

res dudos fueron
34
> 67

Y, siendo asi, resultard, conforme 4 io que ya sabemos,

a4
p Sl

18
24
21

28
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Pero, como el error no estd atdn corregido del t.odo, este
resultado no puede serlo més que de

840
= B0

150000
24000
21000
2800
de maners que para obtener el valor vérdadaro hay que
agregar
B multiplicandos, 840

5 multiplicadores 870
y ¢l producto de 8 por 5

Completemos de memoria los prodnctos parciales y apare-
cerd integramente lo que sigue:

- 345 3
= 678 00
E—— '8
13 7 88X B
94 83X 4
G  , T¥S
28 TX4
82 ; 8 X4
24 ; 83
8 ; BX 7T
80 ; BX6
0; 83X 5b
283910 *

Estos resultados, aunque en otro orden, son los mismos
que los de 1a ya conccide multiplicacién locative comidn de
digito por digito:

FReTh masera, - Masers senolis.
, ~ 845
> §78 e
18 ’ 40
" 82
N a1 - 24
98 85
32 8
U a1
85 80
. 80 4
. . 4D i8 .
#308010 2858910
__m
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El procedimiento es, pues, como sigue:
1.° Se multiplican entre si las dos primeras cifras de la
izquierda y el producto se coloca en el correspondiente lugar;

2.°

Se multiplican las dos cifras inmediatas primeramen-

te entre si, y luego cada una por las auteriores; de mode que
la del multiplicador, sea factor del multiplicando, y Ia del
multiplicando de la del multiplicador;

3.° Se multiplican luego entre sf las contiguas 4 las ante-
riores; luego la del multiplicador por las dos anteriores del
multiplicando, y la del multiplicande por las dos anteriores

del multiplicador...

Y asf sucesivamente, si huy mds cifras todavia.

857

> 648
48 se multiplics 6 por
20 { se multiplica 4 por
32 lnego 4 por
80 y despnés D por
’ 21 [ se multiplica 3 por
15 ] luege 8 por
M y déspués T por

28 .
42
561051

La nneva operacién puede hacerse

857 g
= 645 8% 8§
g " 21 4
) 15 B .
8 24 ’
8 g
T 20
85 82
64 42
80
48
551051

mds sxpeditivamente.

857 o
= 43
48 ; 6x8
20 ; x4
80 ; bx6 -
BQ ] 4><8 i
21; 8=1T
; 48 ; Trx6d
51051
4 882 478 1
Bw b > 647 » 864 00
8 48 12 0
12 42 -
18 &8
52 54
14 12
128 258
581 388
’ 5383045 840872 -
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El nusvo modo de operar se facilita como sigue:

1.°

Se multiplica cada cifra del multiplicando por 1a de su

mismo orden del multiplicador (6 sea por la que estd debajo).
2.2 SBe multip]ica cada cifra del multiplicando por las de
orden superior del multiplicador.
3.° Be multlphca cada cifra del mult.lplxcador por las de
orden superior del multiplicando.

833
> 647

j productilles de & por 5;
4812141]) 4 por 8,y Tpor 2.

18 productille de 3 por G.
productillo de 2 por 64,
32 productillo de 4 por 8,
producte de 7 por B3,

e

= 972
816318
878
198
971

973
> H64

124212 ;

6xT, 48

WS ey D
XXAXX X
_'-g'-ﬂg:t: 55:

L]
<

I S !

-1 20

XXXAX oXa
>

O O e Q2 1
%GJ

-
o X oo
&)
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321 4 208 5
X B4 09 x 43t 4X 4
BOG04 0 80003 ]
4 0
28 129
Y 6
128 20
Gl 87493
i
BTG4 TX T
X 3592 L
24355408 5 IUHE N TUN 62K 8
21 i TX8
210 i 63X 85
1436 ;4 X 859
40 7 w8
H3 ;A X 8T
1752 ;2% 876
31480268
3
97654 0 X0 -
321321 8 e
AQT1607181004; B X B2 X 81X T;8 ¥ ;2 .
24 ! 8%X3 AKEIH G251 K4
224 ;T w32
1926 ;6 X 3
18065 ;5 3913
120628 ;4 x 32132
18 i 2X9Y
98 ;i 1Xx98
2961 ;B X 987
19752 ;2 X Y876
98765 ;1 X 98765
317868070084
4569878 G
9676542 3% 8
86404264402806 b
ﬁ E
588
8483
79008
$91855
2962962
82
815
2736
20846
189792
918974

4513464361166 .
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Caso de no tener el multiplicador el mismo ndmero de ci-
fras que el multiplicando, la ley de simetria que preside 4.1os
ejemplos anteriores se modifica; pero el cardcter de los racio-
cinios no varia.

Sean los factores

3458
. X 18

Cometamos el error de suponer que en vez de esos datos
se nos dieron los siguieutes:

34
» 18

‘Enpionces, por 1o gue ya sabemos, tendremos:

’
34
8
2132
o8
© 24

2652

. * Pero el multiplicando es por lo pronto cien veces mayor;
de modo, que al producto deben agregarse dos ceros, como
corresponderia si los datos fuesen '

3400
w8

2133900
28000 -
FH000

Poro con esta correceién no basta todavia. El multiplican-
do dado no es .

8400
sino

Y, habiendo 56 unidades més en el multiplicando, faltan
al praducto totel 66 myltiplicadores; de modo que, para co-
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rregir completamente el error cometido, habrd que agregar
0303 56 multiplicadores; y, si lo hacemos, la operacién apare-

cerd entera como sigue:

3456
w18

213200

23
24
300
468

269568

Hecha la operacién sin abreyviaciones seria:

Kunrn waners, Menareaanoside. Q
81568 casss %0
X 3 ® 78
21 48
82 40
28 32
24 24
40 42
. i 45
42 28
48 21
260568 260668

Otro ejemplo, sin abreviaciones fin de quo estén 4 la vis-

ta log pormenores todos:

2
23456 2456 B X 3
X 978 X 918 A
18000000 48
2700000 400
1400000 8200
210000 24000
28000 160000
$60000 420
- 24000 - 8500
160000 28000
8200 210000
400 1400000
8500 5400
45000 45000
43 BA000D
420 2700000
5400 18000000
22930968 29930068 -

TOMO 1.

59
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Abreviadamente tendrianos:

. 23456
X 98
182182 5 99X %37 x k8 X 4

27 F S B
888 ; 4 X W
i4 b i 9
184 B X 94
4890 ; B ¥ Uiy
5868; 6 X 078

22939965

ALVERTENCIA

Esta nueva manera de operar uo tiene en la préctica ven-
taja sobre la usual y corriente; pero su conocimiento es de la
mayor importancia, porgue ensefia una disposicion nueva de
los componentes de un producto, la cual es indispensable co-
nocer para la teoria de la. INVOLUCION ¥y & EXTRACCION DR
raices. Nunca, por tanto, el alumno dedicard demasieda
atencidn & esta nueva manera de multiplicar.

Ds 1o explicado en este Libro se deduce que, cualesquie-
ra que fueren las combinaciones ¢ los medios que se adop-
ten, para multiplicar, 6 sea para hallar abreviadamente una
SUms,

1.° Be multiplica cada digito del multxpheando por cada
digito del multiplicador; lo cual da un ntimero de producti-
llos igual al de los digitos del multiplicando repetido tantas
veces como cifras tiene el multiplicador: (si el multiplicando
tiene cuatro cifras y el mult.:pheador tres, el Himero de pro-
ductillos es 12; 4 >< 3).

2.° Estos producmios se colocan ordenadamente umos
bajo otros, de modo que las deutenas caigan bajo las deute-
nazs, las trienas bajo las trienas, ete., y

3. Colocados asi los productillos se suman, y su suma es
1a suma total ¢ producto total que se busca.
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Doce productillos (=4 X 5).

45157 4567
P % 398
50
o 353
32
68 |
54 .
. 41103
P
21 |
1}"’ 13701
i}
)
1817666 1317666

4.° En la prdctica se suprimen los ceros de la derschea que
hubieran de indicar la categoria de los respectivos producti-
Hos, ¥

. 5.° Para que sdlo aparezean tantos renglones de produc-
tos parciales como cifras tuviere el multiplicador, se suman
de memoria los productillos parciales de cada digito del mul-
tiplicador por todos los del multiplicando. Al efecto, supo-
niendo que cada productillo conste de dos cifras, siempre la
de la izquierdas se agrega como reserva al productillo de or-
den inmediato superior.

Cada producto parcial gs del orden de la cifra del multipli-
cador que lo ha' generado. Asila.1.* cifra del multiplicador
produce protoenas, la 2.* deutenas, la 3.* trienas, ete.

(Véase en la Involucién otro modo de multiplicar.)

FIN DEL TOMO PRIMEAD



Biblioteca Nacional de Espafia



INDICE

A,

Pigings
- HISTORIA DE ESTE TEATADD. .t eeuuntnnrsnsene san

. cTeevans &
PROLOGO....v a0 beerentrraermrs e eae L rerereaeserreneratnes T
CUESTIONES DI METODO: e sevasrnosaesnstorsmansoossssoseenesss . 1T

PARTE PRIMERA
SECCION PRIMER A

ARITHETICA PURA K

r

PRENOCIONES

Lrcados I—Unidad ~—Pluralidad.—Grados de la pluralidad....... 28
Apéndica.. .. .. e ar et Ee et e see s teteratate st krenen narrrbunara
LECCION I]—-—'Umdadpum—Umdadmédu]o.......... canainren

BRERE

Apéndiee...s..inranens . B
Lecaox 1L —Donommaownes —S:gnos opemtonos... Ceneaaeeaes
ReBUmMeN...conavsnsscnrssncans SaresraerErssesiesannsinnnnat

Libre X
NUMERACION

Lrccior I.—8istemas de numeracidn hablade....ooeaecnnsiracaes 49
Rasmnqn................................................... 60
Apéndlw.....- T I AR Ae s s N BF IR S ERAAED Bas huuis 61

Lrccron I1.--Numeracion supérﬂun.m()r&mnle PP 1 §
Apéndleo..... e m L apa b e nh PR E R A R T T 72

Lxccion HL#Otrossmtemss conocides de numernmén habladg.... 76
Apbndice voeeivaivieriaan. B -

LtocmanT—Numermén escrita.......... P - 4
BLOBOIMBI. . see-usvaernsm.sssetaaststrannssssrssnasennvasrsce 103
Apéndice........... .

LeocioN V-—-ﬂiatema. binano
Reﬂnmeno-. dvaasns s e .. . ' .

Lcciox V1-Bistema ternario,. ... ... T o
ROSUMON.. o « --.ossstresr-trussnnsoronisnrssqassnsraserses 125

Lrccion VII—Bistems custornario. . .o.ove . s-seesascarnrsavsasr. 126
Bmmm..--.-a..n-----u--o-----.- IR LA R F Y N RN N 127




L) INDH'E

(aginas

Luceios VILE.—Sistema quinarie....... ... Ceenaaen Cere mins P B
Resumen. .. « ...oviivnn.n C teeiree eaeeaaars Cene it 149
LeceioN [\—-Su.r,ema.senuno T &1 10
Resumen.. . ... vveennan. b irenr et rere s e reiaen e 131
Leccios X.—Sistema septeuario, ........ ferareen Neaer eeaaas 132
Resumen..... sooiivvnivnin,. R 1
Lecimy XI—Sistems octonario. ... ..., R 12
Resumen ........... e eraisiraiesiesesnteastasanaaanas.. 13D
Leccioxy XIL—Sistema nm enario § nonario. .. vev. vecvrrenro-.e 1306
Resumen. ., .... .. A S Y
Leccioy XIIT. Slatenm declum}. e nsremet mreiaeeea, veenae. 4. 138
Resumen,.. oo vvrunsrsors v suivanras fe i ewsseseseasess wa.. 139
Lecuids .\I‘. —Slstemn undeclmal ................ D PR B &4
. Besumet......ccovneee iiin s e e aua e, .4l
Leccrox XV.—Slstema duodemmal hreasie s Cereaenee P . 142
RoSUmeml cvevriinine veavsennacenres O A I &+
Apéndice genemiahs Locsiones ¥ & XV.... ..., B R ¥ 1
Apéndice e&.pe(,mla.la Leccién V.. .. ..... B P I 1

Leceiox XVL-~Compesieidn de los gaarismos por razén de sa for
mna escrita, —Andli=is del gua.rlsmo, no del ndwero.. ..... .. 144

Resuwmen. .. oee, oo 0 oo R 1% |
Apéndiee... .. . L L0 ol e s 156
Letriox X VIL—Valor 'LbSO]."lltD de las cifras. “Valor relativo. -——Va—
lor ¢correlativo, e e redaiaan N L5 15
BeSlIMeT e, oo v ivvn wean s Ceaaas ves 167
Lcetins XVIIL—Doble lecturs de los guansmos wReglas gane—
rales del decimal........... e s mEem.esmee meiaaemnaeenn 165
Hesumen ,..... ... e i
Apéndice.. o oae 175

Leecios \L\ ——‘r ulor de un dxgu:o seguxdn de’ cero» —Valor de lnq
expresiones aritméticas formudes de varios digites iguales

puestos acontmunue’m unosde otros ........ ... I .
Resumen,.. ..... e sebenasaaman vee. 182
Leccrox XX.—De la clhn nmum.; de r'mla sastcma. ..... P | |
Hesamen,.................. S & 7
APSAIGE. vy u e s e ceeen. 192
Lece1os XX L Nimero de cifeas méximay de cada gua.msmo.‘-—Ex-
cedepeias... .. .. . ....... P 1 |+
Resutnen,,.evv.s yuivuniciinne vr 0 vie sen ceresaninsrana. 206
Apéndice, L. L it et rsraanaee eron, 6
Libre 11

INTEGRACION

Lectiox L—Del BUImAL. .. . L4reoeiveiareniraniarnarianas o211
Leccton 11— Pruebas comunes, — Praeba de 4 oifra mixima., ... 292
Leciox [11—-Sumas horizontales  ..... ..... Ceeaae w .. 20
Lrcoids IV.—Reglas generales del sumar, comunes A todos los &i
temas de AUMEracidn. .. oo vvvisie voravnn o mas aea.eea. 285
Apéndice. . .. . P T T APURNPIRPIR s H
Lecciox V. ——}:.]ermuos de suwmmar en el sistema binafio.......... . 246
Lrceiox VI.—Ejercicios de sumar en e} sistema ternario.......... 249

Leccidy VIL—Ejercicios de sumar en el sistems cuaternario,. ... 253
Lecerix VIIL —Ejercicios de sumar on el sistema quinario.,... .., 257
Leccion IX,—Ejercicios de sumar en el sistema separio,....... .. 261
Leccios X.—Ejercicios de sumar en el sistema septenario......... 263



iNDICE

171

Lecciox X1—Ejereicios de sumar en el sistsmna octonario

vty X1 — Ejercicios de sumar en el sistema nonario DA
Licorox XITL— Ejercicios de sumar en el sistema dacima‘l’ RO
LEccion X1V.— Ejercicios de sumar en los sistemas un(ié(.:i'm'a‘l‘y}

_ Auodecimal .. e sorerirsomaias aies seis
Lecetin XV.—Clases de sumas y medios graficos de consig:;;u.' 1ns
T A R . ‘
LEeccion X V1.— Ejercicios sobre las anotaciones graficas 3o las re-
HBYVAS. . coerees PO b b e .
Libro 11X
_ SUBSTRACCION
Lecetos L-—Del restar.... e aaaaw v o .
Leceins LL—Cifras del sustraendo mayores que sus colrespo;uhcn

ces del minnendo.. .. cooe coe o oceee e
Luccron 111 —Cifras del sustraendo wmayor e marresnendien.
A h — res que S11s corres ien-
teg del minnendo...ocecer.e saeai e spondicn
Apeudice...... .......... PN e e e Tt
LecIoN V.. Pruebas.—Ejercicios ........... ... v
LECrin ¥,—Bistamas defectivos de nameraeidén.. ... »

Libro IV
MULTIPLICACION

Leceion L—Del multiplicaTo. ... - B
LEcCIoN [L.—Multiplicar por Ui digito seguido do coros...... o
Licetax H1.--Ceros en el multiptiendor. —Procedimiento geneml :
T, ECCION Iv_...-Ejemploﬂ R e brea s Pieaa .
fLEcUIox Vv —Prueba de la cifra mAXImMAr . veeioie o o
LEeccio v I-— Multiplicador de muchas eifrus.. . oovas. RO o
Leceox VIL-- PrUBDAB. .o ensrsees ssosraraniiosss . o
LECCIs Vll[.r—Ejercicios de multiplicarcae.ovaie ovees ..'. ‘

Apéndice. oo e AT e
Liceios VHL—Niumero le las citvas del producto total,  .oeeens i
Lieviox IX.—-Namero maxino de TesBEviS, o .aene - e e e

Apéndice. . oo eorios U S Coes
LiCloN X.o—Nimero de las citras de un factor sonocillas las del

producto y las del Y0 FLEbOT . ¢ arusrenersanrenen e

Apéndice... .. .- s e e aiaenans Ce e emrsaamaeaaas
LasecioN x{j—Cond sneioues en ln multiplicacion y en las pruebas.
Lecetos XU.—QOtra disposicién de 1n operacién de waltiplicar.....

Paginus

269
293
277
2680
285

295

B4
Hon
364
372
300
386
393
ACO
406
412
F2i
425



	ÍNDICE GENERAL
	HISTORIA DE ESTE TRATADO
	PRÓLOGO
	CUESTIONES DE MÉTODO
	ARITMÉTICA PURA. PRENOCIONES
	LECCIÓN I.—Unidad.—Pluralidad.—Grados de la pluralidad
	Apéndice

	LECCIÓN II.—Unidad pura.—Unidad módulo
	Apéndice

	LECCIÓN III.—Denominaciones.—Signos operatorios
	Resumen


	Libro I. NUMERACIÓN
	LECCIÓN I.—Sistemas de numeración hablada
	Resumen
	Apéndice

	LECCIÓN II.—Numeración superflua.—Ordinales
	Apéndice

	LECCIÓN III.—Otros sistemas conocidos de numeración hablada
	Apéndice

	LECCIÓN IV.—Numeración escrita
	Resumen
	Apéndice

	LECCIÓN V.—Sistema binario
	Resumen

	LECCIÓN VI.—Sistema temario
	Resumen

	LECCIÓN VII.—Sistema cuaternario
	Resumen

	LECCIÓN VIII.—Sistema quinario
	Resumen

	LECCIÓN IX.—Sistema senario
	Resumen

	LECCIÓN X.—Sistema septeuario
	Resumen

	LECCIÓN XI.—Sistema octonario
	Resumen

	LECCIÓN XII.—Sistema, novenario ó nonario
	Resumen

	LECCIÓN XIII.—Sistema decimal
	Resumen

	LECCIÓN XIV.—Sistema undecimal
	Resumen

	LECCIÓN XV.—Sistema duodecimal
	Resumen
	Apéndice general á las Lecciones V á XV
	Apéndice especial á la Lección V

	LECCIÓN XVI.—Composición de los guarismos por razón de su forma
escrita.—Análisis del guarismo, no del número
	Resumen
	Apéndice

	LECCIÓN XVII.—Valor absoluto de las cifras.—Valor relativo.—Valor
correlativo
	Resumen

	LECCIÓN XVIII.—Doble lectura de los guarismos.—Reglas generales
del decimal
	Resumen
	Apéndice

	LECCIÓN XIX.—Valor de un dígito seguido de ceros.—Valor de las
expresiones aritméticas formadas de varios dígitos iguales
puestos á continuación unos de otros
	Resumen

	LECCIÓN XX.—De la cifra máxima de cada sistema
	Resumen
	Apéndice

	LECCIÓN XXI.—Número de cifras maximas de cada guarismo.—Excedencias
	Resumen
	Apéndice


	Libro II. INTEGRACIÓN
	LECCIÓN I.—Del sumar
	LECCIÓN II.—Pruebas comunes.—Prueba de la cifra máxima
	LECCIÓN III.—Sumas horizontales
	LECCIÓN IV.—Reglas generales del sumar, comunes A todos los sistemas
de numeración
	Apéndice

	LECCIÓN V.—Ejercicios de sumar en el sistema binario
	LECCIÓN VI.—Ejercicios de sumar en el sistema temario
	LECCIÓN VII.—Ejercicios de sumar en el sistema cuaternario
	LECCIÓN VIII.—Ejercicios de sumar en el sistema quinario
	LECCIÓN IX.—Ejercicios de sumar en el sistema senario
	LECCIÓN X.—Ejercicios de samar en el sistema septenario
	LECCIÓN XI.—Eiercicios de sumar en el sistama octonario
	LECCIÓN XII.—Ejercicios de sumar en el sistema nonario
	LECCIÓN XIII.—Ejercicios de sumar en el sistema decimal
	LECCIÓN XIV.—Ejercicios de sumar en los sistemas undecimal y duodecimal
	LECCIÓN XV.—Clases de sumas y medios gráficos de consignar las reservas
	LECCIÓN XVI.—Ejercicios sobre las anotaciones gráficas de las reservas

	Libro III. SUBSTRACCIÓN
	LECCIÓN I.—Del restar
	LECCIÓN II.—Cifras del sustraendo mayores que sus correspondientes del minuendo
	LECCIÓN III.—Cifras del sustraendo mayores que sus correspondientes
del minuendo
	Apéndice

	LECCIÓN IV.—Pruebas.—Ejercicios
	LECCIÓN V.—Sistemas defectivos de numeración

	Libro IV. MULTIPLICACIÓN
	LECCIÓN I.—Del multiplicar
	LECCIÓN II.—Multiplicar por un dígito seguido de ceros
	LECCIÓN III.—Ceros en el multiplicador.—Procedimiento general
	LECCIÓN IV.—Ejemplos
	LECCIÓN V.—Prueba de la cifra máxima
	LECCIÓN VI.—Multiplicador de muchas cifras
	LECCIÓN VII.—Pruebas
	LECCIÓN VIII.—Ejercicios de multiplicar
	Apéndice

	LECCIÓN VIII.—Número de las cifras del producto total
	LECCIÓN IX.—Número máximo de reservas
	Apéndice

	LECCIÓN X.—Número de las cifras de un factor conocidas las del producto y las del otro factor 
	LECCIÓN XI.—Condensaciones en la multiplicación y en las pruebas
	LECCIÓN XII.—Otra disposición de la operacción de multiplicar


