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ADVERTENCIA. 

Esta Memoria debió publicarse formando parte del tomo V I I I de 1 
colección de Memorias y documentos, y por esta causa su paginación em 
pieza con el número 243. 



ADVERTENCIA. 

Esta Memoria es un arreglo, y casi pudiera decir 
que la traducción libre de la parte elemental de la 
excelente obra del profesor Trudi. No conozco libro 
mejor escrito que el del profesor italiano : claridad, 
método, exactitud, todo lo reúne , y lo más á que 
puedo aspirar es á que en mi trabajo se refleje algo 
de las brillantes cualidades del original. 

JOSÉ ECHEGAUAY. 





TEORIA DE LAS DETERMINANTES. 

I n v e r s i o n e s e n l a s p e r m u t a c i o n e s . 

4. Imaginemos una serie de elementos literales ó numé­
ricos en los que exista un orden natural de sucesión, ó á los 
que, para las combinaciones subsiguientes, demos á voluntad 
un número de orden. 

Por ejemplo, las letras a, b, c, d ; los números 1 , 2 , 
3 , 4 , 5 ; la serie de letras no sucesivas a, d, f, g,r ; 
ó la numérica 2 , 4, 5, 8, 10 ; en las cuales existe el or­
den natural alfabético ó numérico: ó bien esta otra serie 
biy 0%, c?3, h> e5 en la cual á las letras b, a, d, l, e 
les damos número de orden por los subíndices 1 , 2 , 3 , 4, 5 . . . 

Agrupemos estos varios elementos en un cierto orden, ya 
solo para formar lo que en Algebra se llama una permutación, 
ya constituyendo un producto de factores ordenados, por 
ejemplo, a, b, c, d , 1 , 2 , 3 , 4 , ó a. b. c. d , 
1 X 2 X 3 X 4 y tratemos de distinguir unas de otras 
estas diferentes permutaciones ó productos. 

Guando los elementos se suceden en serie directa crecien­
te, según el número de orden que á cada uno corresponde, 
se dice que la permutación formada de este modo es la per­
mutación principal: 
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Por ejemplo, los productos 

a b c d e. . . . ó ó los grupos a, b, c, d, e. U/, U, 1 / , 1 * , K>. . 
1 , 2 , 3 , 4, 5 . 

U, l* I y I . . . . 
2 X 4 X 5 X 8 X 1 0 

1 X 2 X 3 X 4 X 5 

b\ Qj<L / 4 í / 5 . . . . 

a d f g r. . . . 

son permutaciones principales de las series de elementos ci­
tados anteriormente. 

Si, por el contrario, se agrupan los mismos elementos en un 
orden rigorosamente inverso, la permutación que resulta se 
dice que es la permutación inversa. 

Los productos > 

e d c b a. . . . ó los grupos e, d, c, b, a. . 

gas, conviene mucho fijar la atención en las dos permu­
taciones principal é inversa que acabamos de definir, porque 
á ellas, como á su origen, punto de partida ó base, se re­
fieren todas las demás por leyes en extremo sencillas del aná­
lisis combinatorio. 

2 . Se dice que dos elementos, sean ó no contiguos, de 
una permutación cualquiera, forman inversión cuando no si­
guen el orden directo: así, para fijar las ideas, en la permu­
tación e h d g b, de los elementos b, d, e, g.hie^d for­
man una inversión, porque en el orden alfabético la d precede 
á la et y en la permutación e h d g b sucede precisamente 
lo contrario: en esta misma permutación d y g no forman in­
versión; e y b la forman, y así sucesivamente. 

son las permutaciones inversas de las mismas series. 
Entre todas las permutaciones, a b c d b a c d 

c a b d de varios elementos, a b c d , ú otras análo-
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Diremos : e y h no forman inversión. . » 
e y d. . forman inversión. . 1 
e y g no forman inversión. . » 
e y b.m . forman inversión. . 1 

A e corresponden pues 2 inversiones. . fc2 
h y d forman una inversión. . . . 1 
h y g otra 1 
h y b otra más 1 

A h corresponden pues 3 3 
d y g no forman inversión » 
d y b. . forman u n a . . . . . . . 1 

A d corresponden pues 1 1 
Finalmente, g y b forman una inver­

sión. 1 . . . . . . 1 

Total del grupo e h d g b 7 

De aquí se deduce: 
l . ° Que en toda permutación principal no hay inver­

siones, puesto que todas las letras están en el orden natural. 

Gomo en cada permutación podemos tomar dos á dos todas 
las letras que contiene para reconocer si forman ó no in­
versión, pero el número de estas combinaciones binarias es 
limitado, resulta que cada permutación tiene un número 
fijo y perfectamente determinado de inversiones! número 
que difiere y caracteriza en el análisis combinatorio la clase 
del término ó permutación á que corresponde. 

Fácilmente podemos hallar las inversiones totales del grupo 
ya citado e h d g b, ó de otro cualquiera : bastará para ello 
comparar cada letra con todas las que le siguen y sumar las 
diferentes inversiones que resultan. 
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(i) En el análisis combinatorio solo se atiende al orden prescindiendo del valor 
numérico, y por lo tanto prescindiremos en adelante de si los elementos que se con-

2.° Que en la permutación inversa de n elementos el nú­

mero total de inversiones es n (n — 1) . 

En efecto, el primer elemento forma inversión con todos 
los que le siguen, que son en número (n — 1) , pues tiene me­
nor número de orden que todos ellos; luego á dicho elemento 
corresponden (n — 1) inversiones: el segundo elemen­
to forma asimismo inversión con los (n — 2 ) que le siguen; 
tenemos, pues, (n — 2 ) inversiones más: al tercero corres­
ponden (n — 5 ) , y así sucesivamente hasta el penúltimo, 
que forma una inversión con el elemento final. 

Tendremos en resumen para el número total de inversiones 
de la permutación inversa 

n ( n — 1 ) 
( n — i) ( n — 2 ) - + - ( n — 3) -h . . . 2 -f- 1 = 

2 
según habíamos indicado. 

4 X 3 * 
Por ejemplo '. deba presenta = 6 inversiones 

2 

como es fácil comprobar. 
5.° Todas las permutaciones de n elementos pueden di­

vidirse en dos grupos ó categorías respecto al número de in­
versiones , á saber: permutaciones en las que el número de 
inversiones es par, y permutaciones en que dicho número es 
impar. 

3 . Dada una serie literal ó numérica de elementos, por 
ejemplo, la alfabética a, b, c, d... ola numérica 1, 2 , 3 , 4 . . . , 
podemos escoger varios elementos de la una ó de la otra para 
formar con ellos diversas permutaciones: sean estos elementos 
b, d, e, g, h en la primera, ó 2, 4, 5, 7, 8 en la segunda. Si les 
conservamos el orden natural primitivo, la permutación prin­
cipal será evidentemente b d e yjjl, ó & X:4 X 5 X 7 X 6 
formando productos, ó más en general by dt e, g, h, y 2 , 4 , 5 , 7, 8 
si solo atendemos al orden ( 4 ) . 
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sideran están agrupados formando un producto, una suma ú otra función cualquiera, 
para tener en cuenta únicamente el orden de dicha agrupación. 

Notaremos, sin embargo, que por lo general en la teoría de las determinantes los 
elementos se multiplican entre sí y cada permutación es un producto; pero los teo­
remas de este primer párrafo son completamente generales. 

(i) Obsérvese que este orden natural de sucesión depende por completo de nues­
tra voluntad y es por lo tanto el que nosotros fijemos de antemano, aunque para sim­
plificar y evitar confusiones sea generalmente el orden alfabético, si se trata de le­
tras, ó el numérico si se trata de números. 

Ahora bien, á cada letra de las que constituyen el grupo 
b, d> e, g, h corresponden evidentemente dos números de 
orden: el primero por el lugar que ocupa en la serie alfabé­
tica, por ejemplo; á b, el 2 ; á d, el 4 ; á e, el 5 ; á g, el 7 
y á h el 8 ; el segundo por el lugar que ocupa en la permu­
tación principal b d e g h; á b, el 1 ; á d, el 2 ; á e, el 5 ; á 
g, el 4 y á h él 5. 

En resumen 

á Z> corresponden dos números de orden. . 2 6 1 
á d 4 ó 2 
á 0 5 ó 5 
á g 7 ó 4 
á h 8 ó 5 

Pero como al comparar cada dos de las letras del grupo 
que consideramos, para conocer si están en orden natural ó 
inverso, tanto dá considerar unos ú otros números, puesto 
que la d y la g, por ejemplo, no forman permutación, ya se 
atienda á sus números de orden n a t u r a l e s 2 y 4, ya á los q u e 

tienen en la permutación principal, á saber, 4 y 7 ; y á la 
inversa g y d forman una permutación que aparece lo mismo 
en los números 4 , 2 que en los 7, 4 , lo cual puede repetir­
se para todas las demás letras de dicho grupo, resulta final­
mente que el número de inversiones es el mismo, ya se atien­
da al número de orden de cada letra en la permutación prin­
cipal, ya al orden natural de sucesión (1). 
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Cuando así no sea los índices ó sub-indices indicarán claramente el orden esta­
blecido. 

Nótese además que no siempre y en toda clase de problemas pueden sustituirse 
unos números de orden á los otros: hay fórmulas en las que deben entrar precisa­
mente los números de orden de los elementos en la permutación principal; es decir, 
refiriéndonos al ejemplo anterior, los i , 2, 3, 4 y 5. 

Análogamente veríamos que en las permutaciones formadas 
con los números 2 , 4 , 5 , 7 , 8 pueden sustituirse, si sólo se 
trata del número de inversiones, á dichos números los natu­
rales 4, 2 , 3 , 4, 5 que expresan su lugar en la permutación 
principal: es decir al 2 el 4 

al 4 el 2 
al 5 el 3 
al 7 el 4 

y al 8 el 5. 
4. Representemos por P una permutación principal de 

un número cualquiera de elementos, y por A la permutación 
que se deriva de aquella, quitando m elementos de dicha com­
binación principal, y colocándolos en orden directo delante 
del grupo que forman los elementos restantes. 

Por ejemplo, si P representa la permutación principal 
abcdefghjk, y si de esta permutación tomamos cinco-
elementos (en cuyo caso ni—5), c e f h j , y los colocamos 
en orden directo delante del grupo restante a b d g k, habre­
mos formado la permutación eefhjabdgk que es la 
que designamos en general por A. 

Los m elementos de la permutación P que cambian de lu­
gar estarán definidos por sus números de orden en dicha per­
mutación , números de orden que representaremos en general 
por r, , r2y rz rt rm; pues como no sabemos cuáles se­
rán en cada caso, es preciso dejarlos indeterminados, emplean­
do á este fin la letra indeterminada r , si bien para indicar la 
sucesión creciente acudimos á los sub-índices 4, 2, 3 . . . i... mi 
es decir, que ri9 r 2 , r 3 r< rm son números crecientes 
de la serie natural 4, 2 , 3 , 4 m. 
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En el ejemplo anterior se tiene rx = 3 ; r 2 = 5 ; f3 = 6; 
r 4 = 8 ; r 5 = 9, puesto que los elementos c, e, f, h, j que 
se anteponen á los restantes ocupan los lugares que indican 
dichos números 3, 5, 6, 8 y 9. 

Comprendido esto, tratemos de determinar el número E de 
inversiones de la permutación A. 

Puesto que no hay inversiones en la presentación P, para 
determinar las de A, basta ver cuántas resultan ó aparecen 
por el cambio de cada elemento que varía de posición al pasar 
de P á A, y sumar todas ellas. 

Fijémonos en el elemento que ocupa el lugar r¿ en P; lo que 
digamos de este podríamos repetirlo para otro cualquiera. 
• Dicho elemento pasa en A al lugar i; queda siempre delante 

de los elementos que le seguían en P , de suerte que con ellos 
no forma inversión; no se antepone á ninguno de los m elemen­
tos que varían con él , y solo avanza respecto a los elementos 
de P que estaban delante y no han variado : por lo tanto, solo 
con estos podrá ofrecer inversiones. 

Ahora bien, en P teníamos delante del elemento que ocu­
paba el lugar r, fY{ — 1 elementos, de los cuales i — 1 han va­
riado al mismo tiempo que el que consideramos, luego este 
elemento tan solo avanza sobre (rl — 1) — (i — 1) elementos y 
dá origen por consiguiente á r{ — i inversiones. 

Tendremos pues t\ — 1 inversiones procedentes del ele­
mento que ocupa el lugar r, 

y r 2 — 2 
rz — 3 
Vi — 4 

r{ — i 

rm—m para los restantes 

ó en total E = r, r2 r 3 -t-r. -f r — (1 + 2 + 3 - + - . . . . t - + - . . . . m) = 

t m 
1 

r, •+• r2 -+• r 3 -}- r m(m-h i). 
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En el ejemplo anterior el elemento c ocupaba el tercer lu­
gar en la permutación principal abcdefghjk, y se ante­
pone á los dos a, b, dando lugar á 2 inversiones: el e se ante­
pone á los a, b, d, puesto que el c cambia con él y no debe 
contarse, luego dá origen á cuatro menos una inversión ó 
sean 3 inversiones, y análogamente veríamos que f, h y j dan 
origen á 3 , 4 y 4 inversiones ó en total á 2 + 3 + 3 + 4 + 4 = 16. 

Sustituyendo en la fórmula 

fy===3; 1\_ = 5; r5 = ú; r/t = 8; r 5 = 9 ; ra = 5 

tendremos3+5 + G + 8 + 9 — — 5 ( 5 + l ) = 1 6 q u e e s e l mis-

mo número que habíamos obtenido directamente. 
5. Sea A una permutación cualquiera de n elementos y 

supongámosla dividida en dos grupos B, y G; el primero for­
mado con los ra primeros elementos de dicha permutación A, 
y el segundo con las n — ra restantes. 

Es evidente que el número de inversiones de la permuta­
ción A se obtendrá sumando las inversiones del grupo B, que 
representaremos por P, las del grupo C, que designaremos 
por Y , y las que forman los elementos de B respecto á los de 
C, puesto que cada dos elementos que comparemos ó perte­
necerán los dos al grupo B ó al C, ó uno al primero y otro al 
segundo. Llamando E á las inversiones de todos los elemen­
tos de B, respecto á los de G y a al número de inversiones de 
A, tendremos pues 

a = p + Y + E. 

Ahora bien, si los elementos de B varían de posición, pero 
dentro de su propio grupo, y asimismo los de G dentro del 
suyo, p y y variarán, pero E permanecerá constante y el nue­
vo valor de « será 

a' = p' + Y ' + E. 

Este número constante E solo depende de los números de 



orden de los elementos de B en la permutación principal P, de 
la cual podemos suponer derivada la permutación A. En efec­
to , podemos pasar de la permutación P á la A trayendo en 
P los m elementos de B al principio del grupo, con lo cual 
obtendremos una permutación A' dividida en dos grupos, que 
contendrán los mismos elementos que B y C, y bastará cam­
biar de lugar los elementos de cada grupo dentro del suyo 
respectivo para trasformar A' en A. 

Sea, por ejemplo, la permutación X = d f ajcbehg deri­
vada, por cambios convenientes, de la principal P = abcdef 
ghj, y dividámosla en dos grupos d fa jc el primero, behg 
el segundo, en esta forma df ajc\b ehg. Para pasar de P á 
A' tomaremos en P los elementos a, c, d, f, j que son los que 
entran en el primer grupo de A, y los trasladaremos al prin­
cipio de la permutación, obteniendo de este modo la permu­
tación A' = acdfj\behg dividida en dos grupos acdfj y 
behg, que contienen los mismos elementos que los B = d fe aj, 
G = b eh g, aunque dispuestos en diverso orden. Para pasar 
de A' á A basla alternar convenientemente las letras en cada 
dos grupos acdfj, behg. 

Pero esta última operación no altera el valor de E , luego 
esta cantidad tendrá el mismo valor en A' que en A, y como 
en A' (núm. 4) viene dado por la fórmula 

E — Ti + r 2 + . . . rm — - m ( m + 1 ) 

resulta, por último, que en la espresion « = p + Y + E el va­
lor de E es el que acabamos de escribir representando por 
n, 1\, rz rm los números de orden de los elementos 
que entran en B, tomados dichos números de orden por el lu­
gar que ocupan los elementos en cuestión en la permutación 
principal. 

En el ejemplo precedente tendríamos 

r t = l ; r 2 = 3 ; r 3 = 4 ; ^ = 6 ; r 5=r=9; 

y la fórmula general se trasformaria en esta otra 
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inversiones de (df ajcbehg) = inversiones de (dfajc) + 

inversiones de (behg) + 1 + 3 + 4 + G + 9 - 5 (5 + 1 ) . 
2 

6. Según hemos indicado en el núm. 2 Tas diversas per­
mutaciones de n elementos se dividen en dos clases: com­
prende la primera todas aquellas que tienen un número par 
de inversiones; y la segunda los que contienen un número 
impar. 

7. Sean k y g dos elementos contiguos de una permuta­
ción cualquiera A: representando por B el grupo que precede 
á k, y por G el que sigue á g tendremos evidentemente 

A. = BkgC. 

Veamos ahora qué alteración experimentan las inversiones 
de A cambiando de lugar los elementos k y g de suerte que 
se constituya la permutación 

A—BgkC. 

Las inversiones de todos los elementos de B respecto á 
gt fe y C no han variado, puesto que B les precede siem­
pre ; las de k y g con relación á los elementos contenidos 
en G tampoco variarán por la misma razón, ni los de este 
último grupo; luego la única inversión que aumenta ó dis­
minuye es la que resulta del cambio relativo de los elemen­
tos g y k. 

De aquí se deduce que cuando dos elementos contiguos 
cambian reciprocamente de lugar, la permutación gana ó 
pierde UNA INVERSIÓN. 

Consideremos ahora un elemento cualquiera k y suponga­
mos que camina de izquierda á derecha ó de derecha á izquier­
da pasando sobre r elementos consecutivos. 

Diremos para abreviar que un elemento k pasa sobre otro 
contiguo g cuando se invierte su colocación respectiva, es de­
cir , cuando en vez de k g se escribe gkt ó en vez de g k se 
escribe k g: en el primer caso camina de izquierda á derecha 
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pasando sobre g, en el segundo de derecha á izquierda pasan­
do también sobre dicho elemento. 

Según acabamos de decir, por cada elemento sobre el cual 
pase k, la permutación gana ó pierde una inversión, luego 
tendremos: 

1.° Que al pasar sobre un elemento, la permutación A' que 
resulte tendrá una inversión más ó menos que la A: A y A' se-
Han pues de distinta clase. 

%° Al pasar sobre el segundo elemento, la permutación 
A" que resulte tendrá una inversión más ó menos que la an­
terior A' : A' y A" serán por lo tanto de distinta clase, luego 
A y A" pertenecerán á la misma. 

Veremos análogamente, representando por A'", A""... A ( r ) las 
permutaciones que resultan al pasar el elemento k sobre va­
rios elementos de A, que 

A y A'" son de distinta clase; 
A y A"" de la misma; 

y en general A y A ( r ) serán de la misma clase ó de clase dis­
tinta según que r sea número par ó impar. 

En resumen: 
Cuaédo un elemento de una permutación pasa en uno 

ú otro sentido sobre r elementos consecutivos, la nueva 
permutación será de la misma clase ó de clase distinta 
que la primera según que r sea par ó impar. 

8. Cuando en una permutación solo interesa tener á la 
vista dos elementos k y g, porque sobre ellos versan las tras­
posiciones que han de efectuarse, se expresa dicha permuta­
ción de esta manera: 

A k B g C: 

representando por A el grupo de elementos que preceden á k, 
por B el de los comprendidos entre k y g y finalmente por C 
el conjunto de los que siguen á g. 

Así en cbfklrgbde, 
A representa el grupo c b f; 
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B el Ir; 
y G el b d e. 

Veamos ahora qué alteración experimentan las inversiones 
del grupo 

AkBgC (1) 

cuando se invierte el orden de los elementos k y g en 
esta forma: 

A g B k G (2) 

Supongamos que en B hay r elementos: 
Para pasar de la permutación (1) á la (2): 1.° haremos 

pasar á k en la permutación (1) sobre los r elementos de B, 
con lo cual obtendremos la permutación A B k g C; 2.° ha­
remos asimismo pasar á g en la permutación (2) sobre los r 
elementos de B y sobre el elemento k, es decir, sobre r + 1 
elementos, con lo cual obtendremos la misma permutación in­
termedia A B k g C que antes. 

Resulta de aquí que para pasar de las permutaciones (1) y (2) 
á la misma permutación A B k g G ó recíprocamente de esta 
á las (1) y (2) son necesarios r y r + 1 cambios consecuti­
vos; luego si res par, A B k g C y (1) serán déla misma clase, 
A B k g G y (2) de clase distinta por ser r + 1 impar, ó al 
contrario si r es impar. Siempre, pues, A B k g G es de la mis­
ma clase que una de las dos permutaciones (1), (2) y de dis­
tinta clase que la otra, de donde se deduce finalmente que (1) 
y (2) son de diversa clase. De aquí resulta este teorema: 

Dos permutaciones AkBgCyAgBkC que solo di­
fieren por el cambio recíproco de dos elementos k y g per­
tenecen á distinta clase. 

9. Dadas dos permutaciones que pertenezcan al mismo 
sistema de elementos, es claro que puede suponerse deducida 
la una de la otra mediante un cierto número de cambios suce­
sivos de elementos tomados dos á dos, puesto que de este 
modo cada elemento de la primera puede venir al lugar que ocu-



pa en la segunda; pero estas operaciones pueden efectuarse de 
muchas maneras distintas, y según el sistema de cambios que 
se elija, variará evidentemente el número de estos. Sin embar­
go, como cada cambio de dos ietras hace cambiar de clase á la 
permutación , puede establecer en general: 

Que dos permutaciones formadas de los mismos ele­
mentos pertenecerán á la misma clase ó á clases distintas, 
según que sea par ó impar el número de los cambios de ele­
mentos dos á dos que se hayan efectuado ó puedan efec­
tuarse para pasar de una permutación á otra. 

\0. Hallemos ahora, entre las 1. 2 . 3 . . . n permutaciones 
diversas de n elementos, cuantas pertenecen á cada clase. 

Para ello llegaremos á las permutaciones de n letras proce­
diendo desde las de n — 1, y agregando un nuevo elemento 
á las últimas. 

Supongamos formadas todas las permutaciones de n — 1 
elementos a, b,c> k, y sean A y B dos permutaciones de n — 1 
elementos, de clase distinta. 

Consideremos un elemento más, l, último de los n ele­
mentos a, b, c k, l, y agreguémoslo al final de las per­
mutaciones A y B , con lo cual tendremos dos permutaciones 
A i B t de n letras y de clase distinta evidentemente, pues el 
número de inversiones será el mismo en A que en A{ y en B 
que en B ^ 

Haciendo ahora pasar l sobre cada uno de los elementos de 
A y B caminando siempre de derecha á izquierda y á la par, 
es decir, por un cambio en A otro en B , tendremos: 
por el primer cambio en A , y B j , dos permutaciones de 

n letras . A 2 B 2 

de distinta clase, pues A , y B i lo eran y ambas cam­
bian á la vez de clase; 

por el segundo cambio otras dos : . . A 3 B 3 

de distinta clase también, y así sucesivamente hasta que 
l ocupe el primer lugar en A „ B n . 
De aquí se deduce que las dos permutaciones de n — 1 le-
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tras A y B, de clase distinta, han dado origen á tantas per­
mutaciones de n letras de una clase como de otra, pues á A, 
corresponde B 0 á A 2 , B 2 y así en general; es decir, que de las 
2 n permutaciones que que resultan, la mitad pertenece á una 
clase y la otra mitad á la clase opuesta. 

Recordemos además (Algebra elemental), que se puede pa­
sar de las permutaciones de n — 4 letras á las de n agregan­
do el nuevo elemento l á todas las permutaciones de n — 4 le­
tras y haciendo pasar á este elemento sobre todos los anteno­
tes, sin que de este modo falte permutación alguna, ni resulte 
ninguna duplicada. 

Esto supuesto, partamos de las dos permutaciones de dos 
elementos 

ab ha 

que son de clase distinta y agreguemos el elemento c: según 
lo demostrado obtendremos tantas permutaciones de una cla­
se como de otra: sean estas, 

M, M2 M3 las de una clase, 
N 4 N 2 \ las de la opuesta. 

Considerando ahora Mt y N, primero; M2 y N 2 después; 
M3 y N 3 finalmente, y agregando otra nueva letra d, cada 
grupo dará tantas permutaciones de cuatro letras de una clase 
como de otra, luego en definitiva habrá tantas permutaciones 
de cuatro elementos de la primera como de la segunda clase. 

Generalizando tendremos que, 
En el sistema completo de permutaciones de n elemen­

tos la mitad pertenece á una clase y la otra mitad á la cla­
se opuesta. 

Este teorema supone, como así e s , esceptuando el caso 
n — 4, que el número 4 , 2 , 3 n de permutaciones 
de n elementos es par. 



§ 11. 

C o n s i d e r a c i o n e s g e n e r a l e s s o b r e l o s c u a d r o s 
g e n e r a d o r e s ó m a t r i c e s . 

11 . Consideremos varias series de elementos conteniendo 
cada serie el mismo número y correspondiéndose todos los 
primeros, segundos, terceros términos, etc. Esta concepción 
de orden y de correspondencia aparece de un modo claro, y 
salta, por decirlo así, á la vista, escribiendo las diferentes se­
ries unas debajo de otras en líneas horizontales, de suerte que 
dichos primeros, segundos, terceros términos, etc. se corres­
pondan en columnas verticales. 

Así se formará un cuadro ó tabla, que se suele encerrar en­
tre dos líneas verticales, y que recibe el nombre de matriz, 
porque de él y de la agrupación de sus elementos se derivan 
y nacen, por decirlo así, importantes resultados del o r d e n 

combinatorio. 
Sean para fijar las ideas, cuatro series de cinco letras cada 

una: a, b, c, d, e la primera; /*, g% h, i, j la segunda; k, l, 
m, n, p la tercera; y q, r, s, t, u la cuarta: tendremos 

at bt c, dt e 
f> g> h, i, j 
k, l, m, n , p 
qt rt s, í , u 

Este cuadro ó tabla, úotro análogo, se designa, según aca­
bamos de indicar, con el nombre de matriz. 

Sus diferentes términos reciben el nombre de elementos 
de la matriz. 

( I ) 
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13. Cuando más adelante nos ocupemos de productos 
de dos ó más elementos de una matriz, deberá entenderse 
siempre, y es condición constante, que dichos elementos 
pertenecen á horizontales y verticales distintas; es decir, 
que no pueden entrar en el producto dos ó más elementos de 
una misma línea. 

Así en la matriz (1) agpes un producto aceptable, porque 
de las dos líneas que pasan por a, de las que pasan g, y de 
las que se cortan en p, no entra en el producto a gp mas que 

Los que se hallan en una línea horizontal ó vertical se dice 
que forman una línea, y las líneas se distinguen en horizon­
tales y verticales. 

Tanto en unas como en otras, los elementos se determinan 
pornúmeros de orden 1, 2 , o. . . que se cuentan para las pri­
meras de izquierda á derecha, para las segundas de arriba 
abajo. 

12. Gomo cada elemento pertenece á la vez á una hori­
zontal y á una vertical, y es , por decirlo así, la intersección 
de ambas líneas, resulta que para individualizar ó fijar cada 
elemento de una matriz, basta indicar el número de orden de 
la horizontal y el de su vertical. 

En general se designa el elemento, que se halla en la r . m a 

horizontal y en la s.ma vertical, reuniendo los dos números de 
orden en el siguiente símbolo: 

( r , * ) . 

Los números r y s se dice que son los dos índices del ele­
mento : el primero, índice de las horizontales; el segundo 
índice de las verticales, ó más sencillamente primero y se­
gundo índice. 

Así, por ejemplo, en la matriz (1) se tiene 

<i = ( l , l ) ; fc = ( l , 2 ) ; c = ( l , 3 ) ; d = ( l , 4 ) ; e = ( l , 5 ) 
/ = ( 2 , 1 ) ; ,/ = (2 ,2) ; ¿ = (2 ,3 ) ; ¿ = (2,4); ¿ = (2,5) 
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un elemento por cada grupo de dos líneas de distinto nombre. 
Por el contrario, a g h ra e es un producto inaceptable y 

que nunca consideraremos en esta teoría, porque a y e perte­
necen á la misma horizontal, h y ra á la misma vertical. 

De aquí resulla que si en un producto sustituimos á cada 
elemento de la matriz su expresión simbólica (núm. 12) , tan­
to los primeros como los segundos índices deberán ser distin­
tos; porque en efecto, si en la serie de los primeros índices, 
por ejemplo, hubiera dos números iguales, como dichos índi­
ces expresan el número de orden de la horizontal á que perte­
nece el elemento que representan, ambos elementos pertene­
cerían á la misma horizontal, lo que es contra la definición dada 
precedentemente. 

Así, representando varios elementos por (r l t st), (r 2, s 2 ) , 
(rA, Si) (rmt sm), en el producto 

l > i . * i ) (r,, 5 2 ) ( r„ s3) ( n , « 4 j (rm, sm) (2) 

los números r u r», r5 f m > f l l i e s o n índices de líneas 
horizontales, serán lodos distintos, como también s¡, s2, s3, 

Tanto una como otra serie, son términos de la s e r i e numé­
rica 1, 2 , 3 , 4. . . . . 

Por ejemplo, en el producto 

a g 871,6(1,1) (2,2) (4,3) (3,4) [¡Matriz (1 ) ] 

la s e r i e r& 1\ . . ,rm es 1, 2 , 4, 5 , 

y la S i , s 2 . . .sm 1, 2, 3, 4, 
números comprendidos en la s e r i e natural 1, 2 , 3 y 
distintos entre sí. 

Al conjunto de los primeros índices rx, rit r 3 rm, ó 
de los segundos slt s.>, sz. . . . . sm, tomados en el producto 

(fu * 0 (1\, Si) (r 5, ¿ 5 ) (rm, sm) 

según el orden en que están escritos, se les designa en general 
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con el nombre de permutaciones del ¡woducto : llamando en 
particular 
á la del grupo r,, r 2 . . . rm permutación de las horizontales, 
y á la del s„ s 2 sm permutación de las verticales. 

Como una y otra permutación presentarán cierto número de 
inversiones, se dice que las correspondientes al primer grupo 
son inversiones de las horizontales, y las del segundo inver­
siones de las verticales, designando en general unas ú otras 
con el nombre de inversiones del producto. 

De este modo el producto en cuestión está sujeto á la vez 
á dos leyes de orden ó sucesión, según se considera en él, el 
orden de las horizontales ó de las verticales á que pertenecen 
sus elementos. Y el conjunto de ambas leyes y su combinación 
caracterizan, por decirlo así, cada producto. 

Observemos ahora que si permutamos de cualquier modo 
que sea los elementos del producto, trasformándole, por ejem­
plo, en este otro 

(r 2. sí) (rz, s¿) (r„ s„) (r 5, (r l f sA). . . (rm sm) (r m _, 5 M _ , ) (3) 

se habrán alterado las series de las r y de las s presentando 
por ejemplo estas nuevas permutaciones 

Ti, rz, rt, r5,rA rm rm_i; y s 2 , s 3 , s{ s 5 , sm sm_{ 

cuyas inversiones serán distintas de las que correspondían á 
las primitivas permutaciones 

rit r¿ r 3 rm; Si, s2, s5 sm. 

Pero como se puede siempre pasar del producto (2) al (3) 
por cambios sucesivos y binarios de los elementos; como por 
otra parte al permutar, por ejemplo, dos elementos (r 3 t s 5 ) , 
( ^ 5 . s5), á la vez se permutan los índices r5, r5, y los s 3 , s5 que 
van invariablemente unidos á los primeros; es decir, que si á la 
primera disposición (r 3, s 3) (r 5, s5) sustituimos la (r 5, s 5) (r 3, s 3) 
á la vez hemos alternado los primeros y los segundos índices; 
como además cada cambio binario de elementos, y por lo tanto 
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de índices, hace cambiar de clase á la permutación de estos, re­
sulta finalmente, que si las permutaciones r l f r 2 , rz r m ; 
sit s 2 , sz sm pertenecian á la misma clase, ó lo que es 
igual, si presentaban las dos un número par ó un número impar 
de inversiones, á la vez cambiarán de clase y siempre por lo 
tanto pertenecerán á la misma; ó que si, por el contrario, di­
chas permutaciones eran de distinta clase, al cambiar, ambas 
continuarán perteneciendo á distinta clase también. De aquí se 
deduce el siguiente teorema : 

Si se multiplican entre sí muchos elementos de una ma­
triz tomados en horizontales y verticales distintas, sea cual 
fuere el orden de los factores, las dos permutaciones del pro -
ducto serán siempre, es decir, para todas las permutacio­
nes de los elementos de dicho producto, de la misma clase ó 
de clase distinta. 

Si ambas son de la misma clase sus inversiones serán las dos 
pares ó las dos impares y su suma será siempre par. 

Si son de clase distinta, una será par, la otra impar y la su­
ma impar también. 

De aquí se deduce que el final del teorema anterior puede 
enunciarse de este otro modo: 

El número que expresa la suma de las inversiones de 
las dos permutaciones del producto será siempre par ó siem­
pre impar. 

14. El producto de diferentes términos de una matriz se 
dice que es un producto algebraico cuando se le afecta del 
signo -4- ó del signo — ; y se emplea uno ú otro signo según 
que las dos permutaciones del producto son de la misma clase 
ó de clase distinta; ó de otro modo según que el número total 
de inversiones del producto es par ó impar. 

Por ejemplo, el producto p s b derivado de la matriz (1) de­
be llevar el signo menos cuando se considere como algebraico. 

En efecto, sustituyendo á p, sf b sus expresiones simbóli­
cas tendremos 

psb = (3 , 5) (4, 3) (1 ,2) ; 



— 202 — 

pero en la serie 3 , 4, 4 de los primeros índices hay dos inver­
siones , 
y en la 5, 3 , 2 de los segundos hay tres; luego las permu­
taciones 3 , 4, 4 y 5, 5 , 2 son de distinta clase, de donde so 
deduce según lo convenido q u e p s b d e b e llevar el signo menos. 

Por el contrario, al producto p h q d corresponde el signo 
más, porque escrito bajo la forma 

phqd = (o,Z) (2, 3) (4, 4) (1 , 4) 

en la serie 3 , 2, 4, 4 hay cuatro inversiones y otras cuatro en 
la 5, 3 , 4, 4 de los segundos índices. 

Escribiremos pues, — psb y -+- p h q d. 

Por lo demás siempre corresponderá el signo + ó — á to­
das las permutaciones de cada producto, porque en todas 
ellas (núm. 43) la suma de las inversiones de ambas series de 
índices es constantemente par ó impar. 

Así cuando tratemos de dar signo á un producto formado 
de elementos conteniendo dos índices ó números de orden, 
sea cual fuere la permutación que estos elementos formen, el 
signo siempre será el mismo, y estará dado por la expresión 
(— 4)*, ó (—4)* ' , ó (— 1)*" siendo *, *" las su­
mas de las inversiones de los primeros y segundos índices 
en cada caso. 

Todas las expresiones (— 1)* (— 4)*' (— 4)*". . . . ten­
drán en efecto el mismo signo, puesto que todos los exponen­
tes serán pares ó impares. 

Siempre puede hacerse depender dicho signo de una sola 
de las series de índices, permutándolos elementos del produc­
to de suerte que una ú otra serie de índices se presente en 
orden natural: disponiendo, pues, ios elementos del produc­
to en el orden de las horizontales, la permutación de los pri­
meros índices será una permutación principal; disponiéndolos 
en el orden de las verticales, lo será la permutación de los 
segundos índices. 
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Los productos precedentes pueden, por ejemplo, escribirse 
bajo una de estas dos formas: 

(1,2) (5,5) (4,5) i (1,4) (2,5) (5,5) (4 ,1 ) ; 
(1,2) (4,5) (5,5) ; (4,1) (2,5) (1,4) (5,5). 

En general llamando s al número total de las inversiones 
de un producto correspondiente á varios elementos de una 
matriz, el signo que le corresponde será el que resulte de la 
potencia ( — p u e s t o que dará + 1 ó — 1 según que * sea 
par ó impar, y es evidente que siempre puede sumarse ó 
restarse á x un número par sin que dicho signo cambie. 

15. La determinación del signo de cada producto se pue­
de simplificar adoptando notaciones oportunas: por ejemplo, 
las dos siguientes: 

ai bi Ci di . . . U 
tt<¿ b<¿ C<¿ £¿2 . . . ¿2 

a3 h c3 d-0 . . . l-0 

dm. . • /•„, 

ai,2 ^ 1 > 3 # 1 > 4 « • • ^ l > n 

^ 2 > 1 ^ 2 > 2 ^ 2 » 3 ^ 2 i 4 ' • • ^ 2 > n 

^ 3 » 4 # 3 * 2 ^ 3 » 3 ^ 5 ' 4 ' • • a¿,n 

^ m » i ^ m » 2 am,z am,/t. .. a,¡ 

(5) 

En la forma (4) el símbolo de cada elemento indica por su 
sub-índice la horizontal á que pertenece, y por el número de 
orden de la letra la vertical en que se halla. De aquí resulta 
que en un producto de elementos de dicha matriz la permu­
tación de las horizontales aparece desde luego por los sub­
índices, y para hallar la de las verticales debe cambiarse cada 
letra por su número de orden natural; pero como el estudio 
de las permutaciones solo interesa para determinar las inver­
siones, es inútil la sustitución de los números de orden á las 
letras y basta contar directamente las de estas últimas. 

Por ejemplo: dk &3 c 2 lleva el signo —, puesto que corres­
ponden dos inversiones á las letras y tres á los índices. 

En la matriz (5) todos los elementos están figurados por 
una sola letra á la cual se agregan dos sub-índices, el prime­
ro indicando la horizontal, y el segundo la vertical á que cor-
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responde el elemento de que se trata. Con esta notación las 
dos permutaciones del producto aparecen inmediatamente á la 
sola inspección de dicho producto, y de aquí se deduce con 
gran facilidad su signo. 

A veces para más sencillez se suprime la letra, y en vez de 
ar,t se escribe tan solo (r, s). 

16. En adelante para abreviar el razonamiento empleare­
mos las siguientes expresiones, 

I. Se dice que dos ó mas líneas de una matriz son de 
igual nombre ó paralelas si ambas son horizontales ó verti­
cales, y dos líneas sonde nombre diverso si una es horizontal 
y otra vertical. 

II. En dos líneas del mismo nombre ó de nombre distinto, 
se llaman elementos correspondientes los que ocupan igual 
posición: los primeros, segundos, etc. 

III. Sumar ó restar dos líneas del mismo nombre signifi­
ca que se suman ó se restan todos los elementos correspon­
dientes : 

por ejemplo, 

at+Oiíh+bi; ó ax—a2; b{ — b¿ c t — l t — 1 2 

son la suma ó diferencia de las dos primeras líneas de la matriz (4). 
Análogamente, multiplicar ó dividir una línea por una 

cantidad dada, expresa que se multiplican ó dividen por esta 
cantidad todos los elementos de dicha línea: 

por ejemplo 

az bz cz lz 

kuz% kbz* kc% klz; -—-, ——, —— ——. 
k k k k 

Cuando se cambia el signo á todos los elementos de una 
línea se dice que se cambia el signo á dicha línea lo cual 
equivale á multiplicarla por — 1. 

IV. Dos ó más líneas son iguales ó idénticas cuando sus 
elementos correspondientes son iguales; y se dice qne son 
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equivalentes cuando solo difieren en un factor común á todos 
los elementos : 

por ejemplo 

a, b, c, d. . . : . I 
ha, kb, kct kd kl son lineas equivalentes. 

V. Diremos que son semejantes dos matrices cuando ten­
gan el mismo número de líneas horizontales y el mismo núme­
ro de líneas verticales : y en estas matrices serán líneas ho­
mologas ó elementos homólogos las líneas ó los elementos que 
ocupen la misma posición. 

17. Las matrices que hasta ahora hemos estudiado se 
designan con la denominación de rectangulares si las hori­
zontales son en número distinto de las verticales ; cuando hay 
tantas líneas horizontales como verticales la matriz se dice 
que es cuadrada, y el número de las unas ó de las otras ex­
presa el grado de la matriz. De aquí resulta, puesto que una 
matriz cuadrada del grado n tiene n líneas y cada línea n ele­
mentos, que el número total de estos es w 2. 

En las matrices cuadradas dos líneas de nombre diverso, 
que llevan un mismo número de orden, se dice que son con­
jugadas: así son conjugadas la primera horizontal y la pri­
mera vertical; la segunda horizontal y la segunda vertical, y 
en general la ra horizontal y la Va vertical (matriz 6.) 

-

4 

ar7i ar, 

• 

(6) 

En dos líneas conjugadas los elementos correspondientes, 
es decir, los que ocupan la misma posición, se dice que son 
conjugados: por ejemplo, aril y ai1r; ar,2 y #2>r« • • • 
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El elemento común á ambas líneas es el elemento principal. 
Sea en general la matriz cuadrada 

#1,1 #1,2 #1,5« • • • # i , n 

#2 i tt'2 2 #2,5 • • * • #2,n 

#5,1 #5,2 #5,3« • • • #3,n 

#/1,1 #n,2 #n,3« • • • #n,n 

un elemento cualquiera aru es conjugado del a„r; 
ar,r es el elemento principal de orden rmo ; 
# i » i #2>2 #3 .3 #„,„ son los elementos sucesivos prin­

cipales. 
Si imaginamos dos series de rectas paralelas, en número n 

cada una, cortándose en ángulo recto y formando una série de 
cuadrados (7) 

X A 

M 

B . . (7) 

y en los puntos de intersección colocamos ordenadamente los 
diferentes elementos de la matriz de orden n, se vé desde 
luego que dos líneas conjugadas A B y A' B', ó dos ciernen-
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tos conjugados M, M' están simétricamente situados por rela­
ción á la diagonal X Y y que sobre esta se hallan todos los ele­
mentos principales. 

La palabra conjugado indica, pues, simetría de posición 
relativamente á la diagonal ó linca de elementos principales. 

Se llaman simétricas las matrices cuadradas en las que 
cada línea es idéntica á su conjugada. Así la matriz de tercer 
grado 

a b e 
b d e 
c e d 

es simétrica; y más en general una matriz del grado n será si­
métrica si se verifica constantemente 

ar,s =— as,r 

para todas las combinaciones de los índices r, y s al variar 
desde 1 hasta n. 

En toda matriz cuadrada se distinguen los elementos situa­
dos en las dos diagonales dando á estas los nombres de princi­
pal y segunda. 

18. Cuando en adelante, con varias horizontales ó verti­
cales de una matriz, formemos otra nueva, entiéndase que 
siempre conservarán dichas líneas en la nueva matriz el mis­
mo orden de sucesión que en la primitiva, de suerte que pue­
de considerarse aquella como el resultado de suprimir en esta 
todas las líneas que no deben formar parte de la nueva ma­
triz. 

Dada una matriz rectangular de ra horizontales y n verti­
cales y suponiendo m < n, es decir, que son más las lí­
neas verticales que las horizontales, podremos formar varias 
matrices cuadradas del grado ra lomando ra cualesquiera de 
las verticales y agrupándolas, según la condición precedente, en 
orden directo; pero como las verticales son n y de ellas solo 
debemos tomar ra, resulla que podremos construir tantas ma-
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ai h Ci ai bi di Ci di bi Ci di 

a2 c2 > a2 h d% 
a2 Ci di » h Ci di 

a3 Cz # 3 a5 Cz dz bz Cz dz 

En cada una de estas matrices las verticales conservan el 
mismo orden que en la matriz primitiva. 

Si en vez de ser m < n fuera al contrario, es decir, si hu­
biese más horizontales que verticales, para formar nuevas ma­
trices, deberíamos combinar, no ya las verticales, sino las ho­
rizontales de la matriz primitiva. 

trices cuadradas del grado ra como combinaciones pueden for­
marse con n objetos ra á ra, es decir 

n (n — 1) (n — m +• 1) 

1. 2 . 3 . . . . m 

Por ejemplo, de la matriz de tres horizontales y cuatro 
verticales 

ai bx Cx di 

a<¿ £>2 Ci d<i t 

# 3 h C5 dz 

combinando las verticales tres á tres, pueden deducirse las 

4. 3 . 2 
— 4 

1 . 2 . 5 
matrices cuadradas, de tercer orden, siguientes : 



P r i m e r a s n o c i o n e s s o b r e l a s d e t e r m i n a n t e s . 

D e t e r m i n a n t e s m e n o r e s y c o m p l e m e n t a r i a s . 

19. Sea la matriz cuadrada de grado n 

#1»1 #1>2 #1>5 # l r i • • • #i>n 

# 2 H #2>2 #2>3 #2>4 • • • #2»n 

#3>1 #3>2 #3>3 #3*4 • • • #5>n 

#4»i #4>2 #4>3 #4>4 • • • #4»n 

#n»l #n>2 #n>3 #n»4 • #n?n 

Tomemos en cada vertical un elemento, de suerte que lo­
dos ellos correspondan á horizontales distintas; formemos 
su producto, y démosle el signo •+• ó — según que las dos 
permutaciones (núm. 14) de los primeros y de los segundos 
índices sean de la misma ó de distinta clase. 

Por ejemplo, en la matriz de cuarto grado 

#1>1 # i»2 #i>3 # i»4 

#2>1 #2>2 #2*3 #2» 4 

#5»! #3>2 #3«3 #3>4 

#4>1 #4»2 #4>3 #4>4 

tomemos de la primera vertical el elemento a 3 , t ; 
de la segunda el a 2 , 2 que puede elegirse porque no pertene­
ce á la horizontal del anterior elemento que es la 3 . a ; 
de la tercera vertical el aitZ que puede asimismo elegirse por­
que no pertenece ni á la 2 . a ni á la 3 . a horizontal que son las 
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que pasan por los dos elementos anteriores; por último, de la 
cuarta el elemento aif/í. 

Multipliquemos estos cuatro elementos formando de esta 
suerte el producto a 3 , , a 2 , 2 #4>3 #i>4 y démosle el signo + se­
gún la regla establecida. 

El producto 

seria en este caso particular uno de los definidos precedente­
mente. 

Pero este producto no es único: de la misma matriz pue­
den deducirse otros muchos distintos entre sí, aunque en nú­
mero finito, y á la suma algebraica de todos ellos se le da el 
nombre de DETERMINANTE. 

La determinante, pues, de los ?i2 elementos de una matriz 
es por lo tanto una cierta función algebraica, racional, 
entera y homogénea de dichos n 2 elementos. 

Como el número de términos de las determinantes, por 
pequeño que sea el grado de la matriz de donde se derivan, es 
considerable, se las expresa abreviada y simbólicamente por la 
misma matriz, la cual por otra parte es símbolo apropiado por 
su constitución para expresar las leyes del orden combinato­
rio que corresponden á estas funciones algebraicas. 

Los elementos, líneas, grado, etc. de la matriz, toman el 
nombre de elementos, líneas, grado, etc. de la determinante, 
y si la matriz es simétrica, simétrica se dice que es la deter­
minante. 

Designando, pues, por P el valor de una determinante del 
grado n, tendremos 

+ # 3 >1 #2*2 ^4>3 #1»4 

P 

» n 

an*i #n>2 #n»s an,n 

pero entiéndase que este cuadro no es matriz, grupo ó tabla. 
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Por el contrario, debe considerarse como expresión simbólica 
y abreviada de una función perfectamente definida, que para 
valores numéricos de sus elementos tomará valores numéricos 
también y determinados. 

20 . Al formar cada término de una determinante, es cla­
ro que el orden en que se multipliquen los elementos de la 
matriz es de todo punto indiferente; porque en efecto: en pri­
mer lugar, el producto, en cuanto á su valor numérico, no va­
ría porque se invierta el orden de los factores, y además el 
signo tampoco cambia (núm. 14); luego el término permane­
cerá invariable. De aquí se deduce que si se cree conveniente 
puede hacerse que una de las series, la de los primeros ó la 
de los segundos índices, es decir, la que expresa las horizontales 
ó las verticales á que pertenece cada término, aparezca en 
orden natural y creciente, y solo habrá necesidad de tener en 
cuenta, para fijar el signo, las permutaciones de h segunda 
serie. 

De la definición que hemos dado se deduce, que si escribi­
mos aparte para uno cualquiera de los términos, la serie de 
los primeros ó de los segundos índices, en ninguna de ellas 
podrá haber dos números repetidos, porque si los hubiera, 
como los índices marcan el número de orden de las horizon­
tales y de las verticales, habría también dos ó más elementos 
pertenecientes á la misma horizontal ó á la misma vertical, lo 
cual es contra el supuesto. Además, en cada término entran 
n índices de la primera y n índices de la segunda clase, lue­
go dichos índices, que son distintos, que no pueden exceder 
-al número n, y que son en número n también, no serán otra 
cosa que una permutación de los números 1, 2 , 3 . . . . n. 

En resumen, en cada término 

ar, s ar, s ar, s ar, s 

i i 2 2 a i " ™ 

de la determinante, las dos series de subíndices primeros y 
segundos 

f*\> ^ 2 » ^ 5 Tn ; S\% # 2 ' $ 5 $n* 
5 
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son dos permutaciones de los números naturales 1, 2, 3 . . . . n. 
Veamos ahora cuál es el número de términos de una deter­

minante del grado n. 
Supongamos que están formados todos ellos, y hagamos de 

manera que la serie de los primeros índices se presente en el 
orden natural 1, 2, 3, 4, . . . . n: es evidente, que unos 
términos solo diferirán de otros por la permutación de los se­
gundos índices, de suerte que efectuando todas las permuta­
ciones de los números 1, 2, 3 . . . . . n, y dando á los n 
factores, que entran en cada término, por primeros subíndices 
los números i , 2, 3 n en orden natural, y por segun­
dos subíndices cada una de dichas permutaciones, tendremos 
los varios términos de la determinante: en efecto : 

i.° Todos los términos son distintos, puesto que distintas 
son las permutaciones de los segundos índices. 

2.° Todos ellos son posibles, porque ni se repiten los pri­
meros ni los segundos índices en un mismo término. 

3.° No falta ninguno, toda vez que si faltase uno, ha­
ciendo que los primeros índices fomaran la permutación 
principal 1, 2, 5 n, tendríamos que dicho término se 
presentarla bajo la forma ait r a2, r , a3, r an,,. (1); 
pero este término ya está escrito, pues ru r 2 rn es 
una de las permutaciones de los números 1, 2, 5 nr 

y todas han sido formadas. De aquí se deduce que la deter­
minante de grado n contiene tantos términos como permuta­
ciones se pueden formar con n objetos, es decir, 

n = l x 2 x 3 x 4 n. 

Dedúcese además un método en extremo sencillo para formar 
la determinante de una matriz: basta hallar las ¡¿ permuta­
ciones de los números 1, 2, 3 n y formar v- términos, 

(0 r i» r 2> r 3 - • expresan una permutación de los números i, 2, o . . . . n , 
es decir, estos n números escritos según cierto orden. 
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#1M ¿Z 2 , i az, 
a j , 2 # 2 >2 az, 
#1>3 #2>3 # 3 . 5* • 

# l ' n #2>„ n' ' 

poniendo en cada uno, á los n elementos generales a, por pri­
meros índices, constantemente, la serie 4, 2, 3 . . . . . n en 
orden natural, y por segundos índices las varias permutacio­
nes de dicha serie con el signo correspondiente. 

Es claro que puede repetirse respecto á los segundos ín­
dices lo que acabamos de decir respecto de los primeros, y 
recíprocamente: de suerte que pueden formarse todos los tér­
minos de la determinante, conservando constantes los segun­
dos términos y permutando de todas las maneras posibles los 
primeros. 

En resumen, considerando entre todos los términos de la 
determinante el ali{ a 2 , 2 a5,5 aA,A an,n que se de­
signa con el nombre de término principal y que lleva siempre 
el signo + , puesto que ni en una ni en otra serie de índices 
hay inversiones; dejando en él invariables los primeros*ó los 
segundos índices, y permutando la otra serie, obtendremos lo­
dos los términos de la determinante. 

De los 4, 2 , 3 n términos de la determinante, la 
mitad llevarán el signo + y la otra mitad el signo — , según 
se deduce inmediatamente de lo dicho en el núm. 40. 

Puede aun indicarse la determinante P con este otro sím­
bolo más conciso 

S r t r t t i , i #2>2 #3»5» • • • • a n } n , 

en el cual solo se expresa el término principal afectado del 
signo s y del doble signo =b, indicando el primero la suma al­
gebraica de todos los términos que se obtienen por las permu­
taciones ya indicadas de los primeros ó segundos índices. 

24 . Si en la determinante P se cambian las horizontales 
en verticales, y recíprocamente, conservando el mismo orden 
de sucesión, tendremos otra matriz y otra determinante, 



- 274 -

di c,. . . . . i, 
a 2 h c2, • < . .h 
(h h c 3. . . . h 

dn bn c„. . 

se ve que cada término es un producto de n elementos con 
letras é índices diversos, y que toma el signo + ó — según 
que es par ó impar el número de inversión de las unas y de 
los otros. Este desarrollo puede aun deducirse del término 
principal a{ b2 c5 ln, permutando tan solo las letras ó 
solo los subíndices. Puede también expresarse dicha deter­
minante con el símbolo 

s ± ax h c-ó I». 

25. Presentemos algunos ejemplos: 

Qui #1>2 dui #2»1 = 2 zàr.d\,\ # 2 » 2 

ilo, i ^2*2 d\ »2 #2 »2 
# l j l #2»2 #1» 2 #2>t 

flj bt di a* 

a2 h bi h 
2 ± a, b2 = ai b2 — 0o bi 

ax bi Ci Os a 3 

ci<2 b<¿ c<¿ = bi bz 

a3 h cz Ci c2 c5 

- s ± a, b2 c5 = a, b9 c5 — at bz c2 

a2bi Cz+a2 bzCi + az £>,c 2—a zb 2Ci 

Para formar cualquiera de las determinantes precedentes, 

en la cual los primeros índices indican el número de orden de 
las verticales, y los segundos el de las horizontales; pero es 
evidente que la determinante deducida de está manera es idén­
tica á la primitiva, toda vez que ambas se pueden desarrollar 
del mismo modo, y partiendo del mismo término principal 
#1>i #2» 2 #3»3 Q>n>n-

22. Considerando ahora el desarrollo de la determinante 
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— 1 ) , el síg-

por ejemplo, la de tercer grado, se escribirán en orden natu­
ral las tres letras a, b, c tantas veces como términos debe te­
ner la determinante, es decir, 1 x 2 x 5 = 6 , 

abe abe abe abe abe abe 

y á cada término le pondremos por subíndice las seis permu­
taciones siguientes de los números 1 , 2 , 3 

1, 2 , 3 ; 1, 3 , 2; 2 , 4, 3; 2 , 3 , 1; 3 , 1, 2; 3 , 2 , 1. 

De este modo tendremos, 

« i h c¿ ai bz c2; a2 cz; a2 h ct; az b{ c2; a5 b2 c¡: 

Contando las inversiones de los subíndices hallaremos su­
cesivamente: O, 1 , 1 , 2 , 2 , 3 inversiones, de suerte que 
deberemos tomar para los seis términos anteriores los signos 
•+• h H . . 

Veremos bien pronto que las determinantes pueden ser 
desarrolladas por métodos mucho más sencillos y más rápidos 
que el precedente, y deduciremos leyes generales de desarro­
llo; por ahora observemos tan solo que una determinante de 
segundo grado equivale al producto de los dos elementos 
principales disminuido del de los otros dos. 

2 4 . El producto de todos los elementos de la segunda 
diagonal es aun un término de la determinante, puesto que no 
hay repetición, ni en los primeros, ni en los segundos índices. 
En la determinante P dichos elementos ordenados según los 
primeros índices, ó sean los de las horizontales forman el pro­
ducto 

#l ,n #2,n—1 #3 ,n-2 #4.n—ó"" an,if 

en el cual los primeros índices proceden según el orden di­
recto, y los segundos en orden rigorosamente inverso, Pero 
como en la serie 

n, n — 1, n — 2 , . . . . . 2 , 1, 

el número de inversiones e s , (núm. 2) , ^- n (n 
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no que corresponde á este término será el que resulte de la 
— n ( n - I ) 

potencia (— l ) 2 (núm. 14 ) . 
2 5 . Cuando en una determinante se suprimen cierto nú­

mero de horizontales y otras tantas verticales, queda una ma­
triz cuadrada formada por los demás elementos, y á la cual 
corresponde una nueva determinante, la que recibe el nombre 
de determinante menor por comparación con la primitiva, de 
donde se deriva. 

Dos menores de una misma matriz primitiva se dice que 
son complementarias, ó que una es complemento de la otra, 
cuando cada una resulta de la matriz fundamental, supri­
miendo en ella las líneas horizontales y verticales que con­
curren á la formación de la otra. 

Por ejemplo, si en la matriz de cuarto grado 

ax b{ Ci dt 

a<2 b2 c 2 d» 
az b5 c5 d5 

aA bA c/t dA 

suprimimos la primera y la tercera línea horizontal, y en la 
matriz rectangular resultante 

a2 b2 c 2 d 2 

#4 h cA dA 

suprimimos asimismo la primera y la tercera vertical, que­
dará la matriz cuadrada 

b2 d 2 

bA dA 

que es una menor de segundo grado. 
A la formación de esta concurren: 
1.° La segunda y la cuarta horizontal, según indican los 

subíndices. 
2.° La segunda y la cuarta vertical según se deduce del 

número de Orden de las letras. 



Pues bien, suprimiendo sucesivamente en la matriz pri­
mitiva 

1.° La segunda y la cuarta horizontal. 
2.° La segunda y la cuarta vertical, tendremos: 
i .° La matriz rectangular 

a{ b{ ct h 
aTy b5 c-0 d:, 

2.° La matriz cuadrada 

ax C\ 

cuya determinante es complementaria de la precedente de 
segundo grado. 

Es evidente que la suma de los grados de dos menores com­
plementarias es igual al grado de la primitiva. 

20 . Conviene observar que puede considerarse á toda de­
terminante menor de grado m como procediendo de una ma­
triz cuadrada común á dos matrices rectangulares, una forma­
da de m horizontales de la primitiva, y otra de ra verticales. 
Por ejemplo, la determinante 

b<t d2 

h d;¡ 

tiene por matriz la parte común á estas dos matrices rectan­
gulares : 

a2 b% c<2 d<2 

aA bA cA dA 

bi di 
h2 d2 

h d4 

La menor complementaria es asimismo la que corresponde 
á la matriz de las horizontales restantes de la primitiva, y á la 
de las verticales de esta que no concurren á formar la primera. 

Si representamos en general por H una menor de grado ra, 
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de la determinante P, correspondiente á la matriz común á dos 
rectangulares, formada la primera por las horizontales que 
tienen por números de orden los comprendidos en la serie 

^1» ^2 > ^3» f*4 • • • • • Vm$ 

y la segunda por las ra verticales marcadas con los índices 

Si, S%, S3f Sm Sm, 

representando una y otra serie ra números distintos y escri­
tos en orden directo de la serie natural 1, 2, 3 , 4 n 

Tendremos 

H = 

#V > 8 # r f 3 # r » 8 d * S 

1 1 1 2 13 fl m 

# r > s # r » s &r » « • 
2 1 2 2 2 3 

#> » 8 # V » 8 # r » 8 
m i ni 2

 m
 a 

En esta determinante menor los primeros índices de cada 
vertical reproducen la serie ru r2, r5 rm, cuyos términos 
expresan el orden de los horizontales; y los segundos índices 
de cada horizontal reproducen asimismo la serie su s2, s3. . . sm, 
que expresa los números de orden de las verticales. Es evi­
dente además que en la matriz complementaria de H los pri­
meros índices de cada vertical serán los números de la serie 
1, 2 , 3 , 4 n distintos de los ri9 r 2, r 3 rm, y 
que los segundos índices de las horizontales serán de una ma­
nera análoga los números de la misma serie 1, 2, 3 n, 
diferentes de su s2, s3 sm. 

Nótese que las matrices de las determinantes menores di­
fieren, de la forma general de las demás matrices, en que los 
dos sistemas de subíndices no están formados por todos los 
números naturales desdedí hasta n sino por algunos núme­
ros de esta serie, si bien siempre se hallan en el orden na­
tural creciente. 
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Así en la matriz (núm. 25) 

ó en su equivalente 

# 2 d2 

bA dA 

# 2 » 2 #4»2 

#2»4 #4>4 

las dos series rít r2. . . r m , y s„ s 2: . . sri son: 

2 ,4 la primera y 2 ,4 la segunda, 

y faltan de la serie 1, 2 , 3 , 4 los números 1,5. 
27 . Consideremos el desarrollo de la determinante II. 
Cada uno de sus términos es un producto de m elementos 

en los que los primeros índices forman una permutación de 
los números rti r 2 , r 3 . . . rm, y los segundos una permuta­
ción asimismo de los números sit s2, s5. .' . sm, y pueden de­
ducirse fácilmente del término principal 

#r » « Q>T > S » #r * 8 #r » « 1 1 S 3 3 3 4 4 tn m 

Permutando de todas las maneras posibles, ó solo los pri­
meros índices, ó bien los segundos, dando á cada término el 
signo que le corresponde, y sumando todos ellos, obtendremos 
la determinante H. 

En cuanto al signo, para determinarlo, deberíamos formar 
en cada término las permutaciones de horizontales y vertica­
les correspondientes, (núm. 19), después de marcar cada ho­
rizontal con un número de orden en la matriz H, números de 
orden que serian los 1, 2 , 3 m, distintos en general 
de los rít r „ r, rm; si9 s 2 , s 3 sm; pero puede 
simplificarse esta investigación y la introducción de nuevos nú­
meros de orden recordando (núm. 5 ) , que las mismas inver­
siones presentan las permutaciones de estas series ru r 2 . . . rm; 
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slt s2. . . 5 M , que la de sus números de orden 1, 2, 3 , . . ra. 

Sea, por ejemplo, 

#3>4 #7>2 # i>9 #4'6 #8»* » 

un terminado la determinante II en la cual suponemos ra = 5 : 
este término podrá escribirse de este modo, sin que su signo 
varíe, 

#1>9 #3?4 #4*0 #7»2 #8>7» 

y puesto que los primeros índices 1, 3 , 4, 7, 8 siguen el orden 
natural, basta considerarlos segundos 9, 4, 0, 2, 7. 

Ahora bien, tanto dá escribir estos números en orden na­
tural 2, 4, 6, 7, 9, y sustituyéndolos por sus números de or­
den 1, 2 , 3 , 4 , 5, buscar las inversiones del grupo 5, 2 , 3 , 4, 4. 
(que se obtiene sustituyendo al 9 su número de orden 5 

* al 4 el suyo 2 
al 6 3 
al 2 | 

Y al 7. . . : 4) 
como buscar directamente las inversiones del grupo 9, 4, G, 2, 7. 

En uno y otro, es decir, en 9 , 4, 6, 2 , 7 y en 5, 2, 3 , 1, 4 , 
hallaremos siempre 6 inversiones lo que prueba que el tér­
mino propuesto debe llevar el signo + . 

De aquí resulta finalmente que las determinantes menores 
de la primitiva P se desarrollan exactamente de la misma ma­
nera que la fundamental, y que empleando notaciones análogas 
pueden expresarse para la fórmula 

S ± ar y s ür y s ar, s \ . . . . ar y s . 

i i 2 2 3 3 m m 

Para obtener, pues, sus diferentes términos, conservando 
los primeros índices, se permutarán los segundos, ó recípro­
camente, y se dará á cada término en la suma algebraica de 
todos ellos el signo que le corresponda. 

2 8 . Dos determinantes menores de una primitiva se dice 
que son conjugadas cuando las horizontales y las verticales, que 
concurren á la formación de una de ellas, están definidas por 
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X 

los mismos números de orden, pero invertidos, de las horizon­
tales y verticales de la segunda. 

Es decir, que siendo 
?'i> v%* ^3 • • • -m los números de orden de las horizontales, 
y slf 5 2 , s 5 . . . sm los de las verticales que concurren á la for­

mación de la primera determinante, 
sit s2> s5. . . sm son los números de orden de las horizontales, 
y rit Ti, rz. . . rm los de las verticales que forman la segun­

da determinante. 
Venarnos fácilmente como en el (núm. 17) que los elemen­

tos de ambas determinantes conjugadas forman dos figuras si­
métricas por relación á la diagonal principal tomada como eje. 

La matriz siguiente indica esta agregación geométrica. 

# i > i G{,i #1)3 dlfi Qi,5 dllG 

di,\ do,i di,5 #2>4 di, 5 d2,Q 

#5>1 ^3>2 #3»3 #3*4 #5'3 #3'6 

#4>1 d¿,i # 4 , 3 # 4 4 #4>5 ^4'G 

# 5 M # 5 , 2 Ct>5,5 # 5 , 4 # 5 , 5 # 5 , 0 

^G>1 ^6>2 ^G>3 ^6»4 #G»5 #G'G 
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La palabra conjugado continúa, pues, indicando simetría 

respecto á la diagonal principal X Y. 
Si los números de orden de las horizontales que concurren 

á formar una determinante menor son los mismos que los 
de las verticales, esta determinante menor se dice que es 
principal. 

De esta definición se deduce inmediatamente: 
1.° Que las horizontales y las verticales de la primiti­

va, que concurren á formar la determinante menor, son con­
jugadas dos á dos, es decir, cada vertical con la horizontal 
del mismo índice. 

2.° Que sus diferentes elementos son asimismo conjuga­
dos en la determinante primitiva. 

3.° Que la menor complementaria, de una menor princi­
pal, es principal también, puesto que separando de las dos 
séries de índices 1, 2 , 3 . . . n; 1, 2 , 3 . . . n de horizonta­
les y verticales, los mismos índices, los restantes son tam­
bién iguales. 

4.° Que la matriz de toda menor principal constituye una 
figura geométrica que tiene por eje de simetría la diago­
nal X Y. 

Sirva de ejemplo la menor principal 

#2>2 ^ 2 » 3 

# 3 > 2 a¿,5 

29 . Se dá el nombre de característica de una deter­
minante menor á la suma de los números de orden de todas 
las horizontales y de todas las verticales de la primitiva, que 
concurren á formarla. 

Por ejemplo, en la menor 

# 2 » 3 ^ 2 » 5 #2>7 ^ 2 » 8 

# 4 > 3 ^ 4 « 5 # 4 « 7 # 4 » 8 

# 6 * 3 «^6»5 ^6>7 ^ 6 * 8 

#9» 5 #0« 5 # 9 ' 7 # 9 > 8 
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como las dos series de índices son 2 , 4, 6, 9, y 3 , 5, 7, 8, 
la característica será 

x = 2 -H 4 G 9 + 3 + 5 + 7 8 = 44. 

En general designando por ¿ la característica de H (núme­
ro 2 6 ) , tendremos 

x = r , •+- r 2 -+-. . . rm -+- st + s2 * . . . 5 W . 

Si designamos análogamente por x' la característica de la 
determinante complementaria de H; por r\, r'2, r 5 rm; 
s\, s2t s5 s'm los índices de las horizontales y de las 
verticales de esta última determinante, hallaremos 

x' = r\ + r'2 % . . . \ . r'm -+- s'i •+• $'2 -+- s'm, 

y sumando ambas ecuaciones, 

x -+- x' = ( r , + r 2 r m i - r , -i- r\ -f- r ' m ) 

-+- ( S i •+- S 2 -+- Sm S\ - t - «92 -+- 5 ' m ) ; 

pero como los índices de las horizontes de H, y los análogos 
de la determinante complementaria forman la serie de los nú­
meros i , 2 , 3 n; y otro tanto podemos decir de los 
índices de las verticales, resulta 

r{ •+• r2 + . . . rm - f - r\ - t - r\ -+-. . . rm = 1 -+- 2 •+• 3 -+- 4 . . . -+- n 
Si -+- s2 . . . sm -+- s', •+- s'2 -+-... s'm = 1 -+- 2 -+- 3 -+- 4 . . . -f- n 

y finalmente, 

x - x ' = 2 ( l + 2 - 4 - - H ra); 

de donde se deduce, puesto que la suma de x y x' es un nú­
mero par, que las características de dos menores comple­
mentarias son á la vez pares ó á la vez impares. 

Es claro que la característica de cualquier menor de la 
primitiva determinante P es siempre igual á la suma de todos 
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los índices de cada término de dicha determinante menor; pero 
en general se calculará por el término principal. 

Se dá el nombre de característica de un elemento arts á la 
suma r •+• s de sus dos índices. 

30. Dada una determinante menor su determinante com­
plementaria puede ser algebraica si se afecta del signo •+- ó 
— según la regla que á continuación daremos, ú ordinaria 
cuando se prescinde de este signo : en este último caso es­
pecificaremos casi siempre dicha circunstancia por el adjetivo 
ordinaria. 

A las determinantes complementarias algebraicas se les dá 
el signo -+- ó el — según que su característica aspar ó im­
par, pero como las características de dos menores comple­
mentarias son á la vez, las dos pares ó impares, podemos ge­
neralizar el enunciado anterior diciendo, que la menor com­
plementaria algebraica lleva el signo -+- ó — según que es 
par ó impar su característica ó la de la menor de la cual 
es complemento. 

Si, pues, H designa una determinante menor, K su comple­
mento ordinario y x la característica de una ú otra determi­
nante, la menor complementaria de II será evidentemente 
(— 1 ) X K ; y vice-versa (— l ) x II la de K. 

Es claro que sin alterar dichos signos podemos aumentar ó 
quitar á x un número par cualquiera y aun reducir esta carac­
terística á cero ó á uno. 

De aquí resulta, y esta observación es importantísima, que 
cada determinante menor es una función algebraica, perfecta­
mente determinada en su forma y en los signos de sus dife­
rentes términos, y por lo tanto invariable, de varios elemen­
tos de la determinante primitiva; pero que si con relación á 
esta se considera la menor complementaria, y no ya por sí 
como otra menor, sino con el carácter de complementaria de 
la primera y subordinada por decirlo así á ella, de suerte que 
ambas han de unirse en el cálculo según ciertas leyes que más 
adelante estudiaremos; en este casóla segunda menor, es de-
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cir, la complementaria de la primera, toma un factor ( — l ) x 

dependiente de la característica / , y que le dá signo conve­
niente, aparte de los signos de cada uno de sus términos de­
finidos por la ley general de las determinantes menores. 

Así dada la determinante menor (núm. 26) 

b<¡ di 
bA d,t 

la complementaria ordinaria será 

ax Ci 
az c5 

y el complemento algebraico 

( - O' #1 Ci 

# 3 ^3 
( - 1 ) 

i + 3 + 1 +3 ax Ci 

a5 c5 

3 1 . Respecto á menores complementarias algebraicas, ó 
abreviadamente á complementos algebraicos, deben notarse 
los siguientes casos particulares: 

I. El complemento algebraico de un elemento lleva el 
signo -+- ó el signo — según es par ó impar la suma de los 
números de orden de las dos líneas que pasan por dicho ele­
mento. 

Sea el elemento en ar,s: este elemento puede considerar­
se como una menor y su complemento será otra menor del 
grado n — 1 ; pero el signo de la última depende de su ca­
racterística ó de la característica de ar,s (núm. 29) y esta 
es r s, luego el complemento algebraico del elemento 
ar,s llevará el signo -f- ó el signo — según que r+s sea par ó 
impar: pero r es el número de orden de la horizontal que 
contiene al elemento ar,s, y s el de la vertical que pasa por 
dicho elemento, luego el teorema queda completamente de­
mostrado. 
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II. Los complementos algebraicos de los elementos suce­
sivos de una misma línea llevan alternativamente el signo 4 y 
el — ; comenzando por + si elnúmero de orden de la línea es 
impar y por — si por el contrario es^par. 

En efecto, representando por r el número de orden de la 
línea en cuestión 

serán sus varios elementos : y las características de estos, que 
son las que dan signo (teorema anterior) á los complementos 
correspondientes 

r> l j r + 2, r + 5 r + n> 

números alternativamente pares é impares, y que comenzarán 
por número par, si r es impar; ó por número impar, si r 
fuese par. 

III. El complemento algebraico de un elemento principal 
ó de una determinante menor principal, lleva siempre el sig­
no + . 

Respecto al primer caso, la proposición es evidente, porque 
todo elemento principal es de la forma 

dr,r » 

y la característica 2 r de este elemento es siempre un núme­
ro par. 

En cuanto al segundo caso, observaremos que las dos séries 
de índices fy, r 2, r-0 rm; ru r2, r 3 rm de las 
horizontales y de las verticales, en las menores principales son 
iguales, y que por lo tanto la característica 

+ r 2 + . . . rm) + (r, + r 2 + . . . rm) = 2 (r4 + r 2 + . . . rm) 

es siempre un número par. 
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IV. Los complementos algebraicos de dos elementos con­

jugados ar,t, as,r, ó de dos menores conjugadas 

&r j $ dr, s a , 
I I T A ' I 

df f 8 dr , . üir , 
S 1 2 2 2 

dr , « # R • 3 • 
NI J M 2 

d>r » S M WT 

&s » R ^ * » » • • • • # « » R 
I I I S I "» 

# ' « » » • # S » R • • • # S » R 

2 1 2 2 I M 

* r Ojs , r . . . Clg , r 

M , M R

2 M R M 
llevan siempre el mismo signo. 

En efecto, en el primer caso, es decir, cuando se trata de 
las determinantes complementarias de los elementos ar, e, as, r, 
las características r + s y s + r de ambos elementos son 
iguales; y en el segundo caso, tanto en una como en otra 
menor, las características 

r, + r 2 + . . . . rm + Si + s 2 + . . . . sm, 
Si + 5 2 + . , . . Sm + 1\ + r 2 + . . . . ?'m, 

son también iguales, luego el signo de los complementos al­
gebraicos, que solo depende de dichas características, es el 
mismo. 

32 . Propiedad fundamental.—Sean, P una determinan­
te del grado n; 

II una determinante menor de P y del grado m; 
K su menor complementaria cuyo grado será n — ra. 
Si multiplicamos los desarrollos de las determinantes II y K, 

es fácil probar que, cada término del producto II K, abstrac­
ción hecha del signo, es un término de la determinante P. 

En efecto, sean 

yk = ^a/i, ,</, ar>2, / 2 , a/ 3, ^ a r V _ m , & , n _ m 

dos términos, el primero del desarrollo H y el segundo del 
desarrollo K, afectados de los signos que les corresponden se­
gún las permutaciones de sus índices. 
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Hemos dicho ya (núm. 26) que el conjunto de los índices 
r 4 , r 2 . . . r m , r'it r'2 . . . r'm no es otra cosa que la serie 
1, 2 , 3 w permutada de cierto modo,, y que otro tanto 
sucede con los subíndices su s 2 . . . s m , s\, s ' 2 . . . s ' m , luego 
es evidente que el producto 

(a) a r , . # r . . . . . ar , . &/, ¿ a/ , / . . . ¿*y y .> 
\ J i i 2 i m m i . a i o — m ' s n—»» 

I 
que contiene n factores, y en el que tanto los primeros como 
los segundos índices son permutaciones de la serie 1, 2 . 3 . . . n 
es un término de la determinante P. 

Ahora bien, este producto llevará en P el signo -+• ó el sig­
no -— (núm. 19), según que el número total de inversiones 
de las senes V\, v%,.. rm, r ¡ , v2... rn__m \ S\, s 2 . . . sm, si, s 2 . . -
s ' n _ m sea par ó impar; pero como las inversiones de los gru-

I I I r I i 

P O S V\y / ' o . . . Tm r j , P j . . . ^ n — m > ^1» «%••• $m j ^1» S 2 . . « ^ n—n» 

están ya tenidas en cuenta en los signos de h y k, basta para 
conocer el signo final del producto considerar tan solo las in­
versiones que los dos grupos formados por los primeros y se­
gundos índices de h forman con los dos grupos que constitu­
yen los primeros y segundos índices de k: llamando x al nú­
mero total de estas inversiones, tendremos que la expresión 

x 
(—1) h k será un término de P. 

Si aun se quiere comprender con más claridad lo que pre­
cede, designemos por E el número de inversiones en los índi­
ces del producto (a); 
por x las inversiones de todos los índices del grupo 

r], r 2 . . . rm con relación á r\, r\. . . r'm, 
y del sit 5 2 . . . sm respecto al s't, s ' 2 . . . sm; 

por <p las de los dos grupos de la izquierda; 
y por <?' las de los dos de la derecha. 

Es evidente que tendremos la relación E = <?-*-<?'-+- x (nú­
mero 5) . 
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Los valores de h y k serán con sus signos respectivos 

h = (—\)ari,S{ # v v . . a,.m,Sm , 

y el término de P 
E 

puede trasformarse en 

<?-*-?'-+- x 

(—1) a v ? j a , v < f . . . a r m , ,m ar>t, / <yf, , a . ar.n_n, s,n_m, 

ó e n ( — i / j j — l ) ' ^ ¿ v , . . , a,.m, , m ^ J x 

según habiamos indicado. 
Pero x se descompone en dos partes: 

/ ' . : . inversiones en la serie rif r2, rz— rm, r'u r.¿...rn_m 

del grupo R, rm sobre el r\ R'N_M; 
x". . . inversiones en la serie slt s2. . . smt s'u s\ . . . . S'M_RT 

del grupo s{ sm sobre el s\ s'n_m, 
y se tiene (núm. 4) 

/ - F I + F I * r » — T w ( m + *)> 
x" = « F + S » + sm — f ra (ra + l ) ; 

luego finalmente 

y : = x ' + x" = R, + R 2 . . .+R M -«-S 1 + 5 a + S M —ra(ra-T-1) = 

x — ra (ra •+• 1), siendo * la característica de H. 
y x — m (m—1) 

El término (—1) /& A: se convertirá en (—1) h k ó supri­
miendo ra (ra 1), que es siempre un número par, 

(—\)h k. 

» 



De aquí resulta que, para convertir los términos del produc­
to II K en términos de la determinante primitiva P , basta 

multiplicar todos ellos por (—1) , y que por lo tanto el produc-

to (—1) II K es una parte de P. Puede pues establecerse el 
siguiente teorema. 

El producto de dos menores complementarias tomado 
con el signo -+- ó — según que la característica de una ú 
otra sea par ó impar, es una parte de la determinante pri­
mitiva. 

O de otro modo: 
El producto de una determinante menor H por su com-

X 

plemento algebraico (—1) K es una parte de la determi­
nante primitiva P. 

54. El complemento de una determinante menor se dice 
aun que es complemento de cualquiera de los términos de 
dicha menor, porque en efecto es la determinante que resulta 
de suprimir todas las líneas horizontales y verticales que pa­
san por los diferentes elementos de dicho término. 

Por ejemplo, en la determinante de cuarto grado 

# I > 1 O/i,^ ^1*3 Of,/k 

0-1,1 #2» 2 Oot5 #2» 4 

Oz,\ #3>2 #5*3 03,4 

# 4 , 1 #4 ,2 #4*3 #4*4 

#2*2 #2» 4 

# 4 , 2 # 4 * 4 

es la determinante complementaria de 
esta otra 

0\,\ #i,: 

pero al mismo tiempo si se desarrolla la primera y del des­
arrollo # 2 , 2 # 4 , 4 — # 2 , 4 #Í>2 se toma un término cualquiera 

0\,\ # 1 , 3 

# 3 * 1 # 3 * 3 

complemento de dicho término # 2 , 4 # 4 * 2 , en este sentido, que 
suprimiendo de la matriz primitiva la 2 . a y 4 . a horizontal y 

# 2 * 4 # 4 > 2 * puede decirse que la determinante es el 
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la 4 . a y 2 . a vertical, que son las líneas que indican los índices 

En general se dice que un producto de m elementos de 
una determinante, tiene por complemento la menor que re­
sulta de suprimir todas las horizontales y verticales que pasan 
por dichos elementos; es decir, todas las horizontales que 
tienen por números de orden los primeros índices del produc­
to y todas las verticales que tienen por números de orden los 
segundos, y por característica la suma de sus números de 
orden. 

De aquí resulla el siguiente teorema: 
Si se multiplica el producto ALGEBRAICO de m elementos 

de una determinante por su complemento A L G E B R A I C O , re­
sulta una parte de la determinante primitiva. 

En el ejemplo precedente el producto de 

2 , 4 ; 4, 2 , se obtiene la matriz ^1*1 ^1>5 

*̂ 3»1 ^5>3 

1 -+-3 -f- I -t- 3 ^i>3 

#5» i ^3>3 
por (—1) 

minante de 4.° grado. 

será una parte de la deter-



P r o p i e d a d e s g e n e r a l e s d e l a s d e t e r m i n a n t e s . 

35. Si se multiplican los elementos de una línea de una 
determinante de grado n por sus respectivos complementos 
algebraicos, que serán determinantes del grado n—1, obten­
dremos n partes, evidentemente distintas entre sí, de la de­
terminante primitiva, y su suma será por lo tanto una parte de 
dicha determinante; pero cada parte contiene tantos términos 
como son los que corresponden á una determinante de grado 
n—1, es decir, 1, 2 , 3 . . . (n—1), luego el número total de 
términos, puesto que son n los elementos de cada línea, será 
n X A,% 3 . . . (n—1) = 1, 2, 3 . . . n y este es precisamen­

te el número de términos de la determinante propuesta: de 
suerte que dicha suma no es ya una parte, sino la determinan­
te misma. 

De aquí se deduce que : 
Cada determinante equivale á la suma de los productos 

de todos los elementos de una línea por los respectivos 
complementos algebraicos. 

O en otros términos: 
Cada determinante equivale á la suma algebraica de los 

productos de todos los elementos de una línea por los res­
pectivos complementos ordinarios tomados alternativamen­
te con el signo •+- ó con el signo —, comenzando por el -+- si 
el número de orden de la línea es impar y por el — si 
es par. 

56. Este teorema permite desarrollar las determinantes 
con gran facilidad reduciendo sucesivamente el grado. 
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a b c d 
a' b' tí d' 
u v x y 
u' v' x' y' 

— a b' tí d' 
v x y 
v' x' y' 

— b d tí d' -+* c a' b' d' — d a' V tí 
u x y u v y u V X 
a' x' y' u' v' y' u v' x' 

•[' 
\xy — tí v y -+• d' V X 

M J — d f " a' 

x y — tí u y -hd' u x' 

Wy' 
|f y -b' 

v' y' 
•+- d' 

v' x' 
U V 

M J — d f " a' 

x' y' 
V X — b' 

u'y' 
ti X -+- tí 

u'x'\ 
u v\ 

\v'y' u' y' u' v' 

M J — d f " a' v' x' U X u'v'\ 

I] 
II 

- a b' (x y'—y x') — a c' (v y'—v' y) -+-0 d' (v x1—v' x) — b a' (x y'—y x') 
b tí (u y'—u' y) — b d' (u x'—u' x) -+• c a' (v y'—v' y) — cb' (u y'—u' y) 
c d' (u v'—u' v) — da' (v x'—v' x) -f- d b' (u x'—u' ce) — d tí (u v'—u' v). 

i x'\ z= {x'y"—x" y')~x(y"—y') 
i x"\ +y (x"—x') = (x' y"—y' x") 

— {x y"—y x") (x y'~y x')-

II. 1 xy -.\x' y' •x\i y'\ 
1 x' y' \x" y" ¡I y"\ 
1 x"y" 

III. 2—1 3 = 2 1 2 11 -i - 1 - -4 11 
-4 2 i 1--3 2j 1 6 2\ 
C - 3 2 

—4 2 
6—3 

= 2 (4 -f- 3) -+- (— 8 — 6) 
-+- 3 {-h \2 — 12) = 0. 

37. Considerando la determinante 

P = #1,1 #1 ,5 . 

#2»\ # 2 » 2 • 

• #l»n 

• ^2>n 

a ar #n»n 

designaremos en general por Ár,s el complemento algebraico 
del elemento ar,s es decir, la determinante de grado de n — 1 
que resulta de suprimir en la matriz precedente la r. m a hori­
zontal y la s.m* vertical: esto supuesto el teorema precedente 
se expresará por una de las dos fórmulas 

P — ^ r > i A r , i -+- #», ,2 A r , 2 -4- # r , 3 A r , 3 . . . . . ar,n A r , n , 

P = a*,P A # 2 > r A 2 » r a. an.r A, 

según que se elijan, para ordenar el desarrollo, los elementos 
de la horizontal ó de la vertical r. m a 

r puede evidentemente tomar todos los valores 1, 2, 3 . . . n. 
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58. Si se Irasforma una determinante cambiando recípro­
camente dos líneas paralelas contiguas, se reconoce desde luego 
que el complemento ordinario de un mismo, elemento pertene­
ciente á una de las dos líneas alternadas es el mismo que en la 
primitiva; pero que si se considera dicho complemento como 
algebraico, en este caso tomará signos contrarios en las dos 
determinantes. 

En efecto, sean 

a b c d k 
a l¡ c d k' 

las dos líneas contiguas que se alternan, convirtiéndose la de­
terminante P en esta otra 

abe d. . . . k' 
a b e d . , k 

representemos por r el número de orden de la línea a, b, c. . . 
en cuyo caso r -+- 1 será el de la siguiente a', b\ c 
y sea, por último, k el elemento que consideramos. 

Puesto qne el complemento ordinario se obtiene suprimien­
do la horizontal y la vertical que pasan por k, es claro que en P 
ó en P' siempre resultará la misma matriz suprimiendo la ho­
rizontal a,b,c...kyfo vertical que pasa por k; por lo tanto 
los complementos ordinarios de k son idénticos en P y en P'. 

Veamos ahora cuál es el signo de cada uno. t 

r + s 
El correspondiente á P viene dado por el símbolo (— 1), 

puesto que res el primer índice de k, y podemos designar por s 

el segundo. El de P' es el que resulta en la potencia (—4) 
toda vez que la línea a b e, . . k., . ha avanzado un lugar y 

P = 



su número de orden, y el de k por consiguiente, en P', es?*-*-1 
al paso que el indice s no ha variado. 

r •+- s r + s + f 
Pero (— 1) y (— 1) son de signo contrario, lue­

go queda demostrada la proposición. 
Supongamos por ejemplo que en la determinante P se cam­

bian las dos primeras verticales, tendremos: 

#1,2 #1*1 #l»n • 
#2>2 #2*1 #2 ,n 

^n»2 #u' l #n»n 

Según lo demostrado, si desarrollamos las determinantes P 
y P' por los elementos de la primera línea en P , y de la se­
gunda en P', tendremos 

P ——• #i»l Ai,i -t- #o*l ^2>1~+"#3»1 As , ! . . . # n , i A„,! , 

P —- — #1,1 A i , i—#2 ,1 A 2 , i — #3,1 As , ! . . . #„,i A„,i 

y por lo tanto P = — P \ 
De aquí se deduce que el cambio de dos líneas paralelas 

consecutivas no altera el valor absoluto de una determinan­
te, pero le hace cambiar de signo. 

Si, dada una determinante, se traslada paralelamente á sí 
misma una línea horizontal ó vertical, caminando en uno ú 
otro sentido, la determinante cambia de signo á cada cambio 
según hemos demostrado; luego, 
avanzando un lugar cambiará de signo la determinante; 
avanzando dos recobrará su signo primitivo; 
avanzando tres lugares cambiará de nuevo, 
y en general la determinante cambiará de signo ó conservará 
el que tenia según que avance la línea dada un número par ó 
impar de líneas ó lugares; de suerte que designando por P' la 
nueva determinante, que resulla de trasladar una línea en uno 
ú otro sentido sobre r líneas consecutivas, tendremos 

#i»l #1,2 ^l ,n 
#o , i #2 ,2- » . • • #2»n 

^n»i any» a„,n 
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Partiendo de esta propiedad, y razonando respecto á las de­
terminantes, como en el núm. 8 respecto á las permutaciones, 
se llega inmediatamente al siguiente teorema. 

Una determinante cambia de signo, pero no de valor, 
cuando se permutan dos líneas paralelas cualesquiera. 

39 . Resulta de lo expuesto que una determinante no cam­
bia de valor cuando se cambian entre sí varias horizontales y 
verticales, es decir, horizontales por horizontales y verticales 
por verticales; pero que conserva ó muda el signo según que 
que es par ó impar el número total, entre horizontales y ver­
ticales, de los cambios efectuados. O de otro modo: según que 
el número de inversiones que reciben los primeros y segun­
dos índices de la determinante P sea par ó impar. Pero como 
la permutación de las horizontales aparece en los primeros 
indices del término principal de la nueva determinante, y la 
permutación de las verticales en los segundos índices de dicho 
término principal, resulta todavía este tercer enunciado para 
el teorema precedente : 

Cuando en una determinante se cambian entre sí varias ho­
rizontales y varias verticales no cambia su valor, pero conserva 
ó muda el signo según sea par ó impar el número total de in­
versiones en las dos séries de índices del término principal de 
la nueva determinante. 

Representando por s este número de inversiones tendremos 

P ' = ( — l ) S p . 

Casos particulares déla fórmula (— 1) P. I. Si la determi­
nante P' se forma disponiendo en orden rigorosamente inver­
so las verticales, sin alterar el orden de las horizontales ; ó al 
contrario, conservando el orden de las horizontales, el núm. s 

será igual núm. (2) á ~ n (n — 1), y por lo tanto 

i 
~ n(n— i) 

P' = ( - 1 ) 2 p . 
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II. Supongamos ahora que se forma P trasladando de de­
recha á izquierda, hasta que ocupen las m primeras lineas, yen 
orden directo creciente, las que en la determinante P llevan 
los números de orden sif s 2 , sz sm ; y que análogamente 
se hacen subir hasta las ra primeras horizontales las que en P 
ocupaban los lugares r 4, r 2, vm colocándolas como las 
verticales en orden directo también. 

Las inversiones que del cambio de verticales resulta serán, 
atendiendo á la manera de efectuar este cambio, 

s, + s 2 + sm —~m(m — I ) ; (núm. 4) 

las que proceden del cambio de horizontales serán análogamente 

f i ' + r f + rm — - ra (m+ 1); 

y por lo tanto 

s = r, r 2 . .. -+- rm •+• S{s% -+-. •. sm — ra (ra + 1), 

ó designando, según notación ya convenida, por * la caracterís­
tica de la menor formada por las horizontales rlt r 2, r 3 . . . r m , y 
por las verticales s„ s 2, s5 sm, resulta 

s = x — ra (ra -+- 1) 

y la fórmula P ' = (— I) P se convierte en 
x — m (m 1 

P' = (— 1) P, ó suprimiendo el número par ra (ra •+• I) 

p' =¿ (— l / p . 

Debemos observar, que la determinante menor definida en P 
por su característica *, se halla en P' convertida en menor prin­
cipal, y su matriz es la parte común á las matrices rectangula­
res formadas por las ra primeras horizontales y las m prime­
ras verticales. 

40. Del teorema del núm. 55, ó de la fórmula del núm. 37, 
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que lo expresa analíticamente, se deducen las siguientes pro­
posiciones: 

Si todos los elementos de una línea tienen un factor co­
mún , podrá sacarse este como factor de toda la deter­
minante. 

Supongamos en efecto que en la determinante 

drt\ ar,2 ^r»n 

todos los elementos de la línea ariit art2 ar,n tengan un 
factor común d. de suerte que 

art\
:= d ari\ \ ar,2 — d ar,2; arfn =• d ar,„. 

Desarrollando P por la fórmula del núm. 37 , tendremos 

P = = : arsi A r ) 1 •+• ar,<¿ A r , 2 -+- a,.,n A r,„; 

6 bien 

P — d ar>i A r > 1 -+- da'r,2 A r , 2 -+-. . . d d r y n \ r l n •—. 
d [drii A r H -+• a',.,2 A r , 2 a'r,n Ar,n\; 

y como la cantidad entre paréntesis solo difiere en la sustitu­
ción de a ' r »i # r > 2 - • • • a'r>n ¿ ^ r > i # r > 2 . • • • a,.,n resulta final­
mente 

==• d a^ii a^,2. . . . . a\,n 

• • • • • • • • « • • • 

ar,\ a r > 2 ar,„ 

^n»l ^n»2* • • • • &n*n 

lo cual prueba que d entra como factor en otra determi­
nante de grado n. 

C O R O L A R I O S . I. El factor común á los elementos de una 
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línea puede pasar á otra cualquiera del mismo nombre ó 
de nombre distinto. 

II. Para multiplicar ó dividir una determinante por 
una cantidad basta multiplicar ó dividir por dicha canti­
dad todos los elementos de una cualquiera de sus líneas. 

III. Una determinante no se altera si se multiplican to­
dos los elementos de una línea por una cantidad y por la mis­
ma se dividen todos los comprendidos en otra. 

IV. Si se cambian los signos á todos los elementos de 
una línea, la determinante cambia de signo. Porque en 
efecto, esto equivale á multiplicarla por — 1. 

V. El valor absoluto de una determinante no varía 
cuando se cambian los signos á varias líneas, y el de la 
nueva determinante será el mismo ó distinto que el de la 
primitiva, según que sea par ó impar el número de lí­
neas á que se ha cambiado el signo. 

Ejemplos. Sea la determinante : 

a bx cy 
d ex fy 
g hx iy 

Podemos sacar x é y por factores comunes escribiéndola de 
este modo: 

x y abe 
d e f 
g h i 

Podemos también trasladar el factor y de la tercera línea 
vertical á la primera, en esta forma: 

ay bx c 
dy ex f 
gy hx i 

Puede suprimirse el factor x de la segunda línea, introdu­
ciéndolo en la segunda horizontal y resultará : 
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ay b e 
dyx ex fx 
gy h i 

Y así sucesivamente. 
41 . Si todos los elementos de una línea son nulos, la de­

terminante es nula también. En efecto, ordenando el desarro­
llo por relación á los elementos de dicha línea se ve clara­
mente que todos los términos se anulan. 

Si dos líneas paralelas son idénticas la determinante es 
también nula: para demostrarlo observemos: 

1.° Que cambiando ambas líneas, y representando por P' el 
resultado, puesto que dichas líneas son iguales, 

P' = P. 

2.° Que en general por el cambio de dos líneas paralelas 
se tiene (núm. 38) P' = — P; luego P = — P lo cual es ab­
surdo á menos que no se tenga 

P = o. 

Si dos líneas paralelas son equivalentes, sacando de una de 
ellas el factor común en que difiere de la otra, tendremos una 
determinante con dos líneas paralelas iguales y que por lo tan­
to será nula. 

En resumen : 
Es nula una determinante cuando todos los elementos 

de una línea son nulos, ó cuando dos lineas paralelas son 
iguales ó equivalentes. 

Ejemplo. La determinante 

2 - 1 3 
—4 2 1 

6 —3 2 

es nula puesto que multiplicando la segunda vertical por — 2 
se reproduce la primera, y por lo tanto ambas verticales son 
equivalentes. 
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42. Entre los varios casos particulares del teorema del 
número 57 es digno de notarse el siguiente: 

Si todos los elementos de una línea, escepto uno, son 
nulos, la determinante será igual al producto de dicho'ele­
mento por su complemento algebraico; ó bien al producto 
de dicho elemento por la misma determinante sustituyen­
do en ella al elemento en cuestión, la unidad. 

La primera parte del teorema es consecuencia inmediata de 
la fórmula 

P — 0r,\ A r , j + aR,2 A r , o . • • . artn A r , n , 

puesto que si todos los elementos, menos uno, son nu­
los, el segundo miembro se reducirá al término 

_y tendremos 
oR*S A r , t 

P - - a A 

En cuanto á la segunda parte basta observar que siempre 
puede suponerse que ar,t es factor de todos los elementos de 
Ja línea 

o, o. . . ar,s. . . o , 

la cual, sacando el factor aris, se convierte en 

o o. . . 1. . . o. 

Ejemplos.—I. Sea la determinante 

P = a b o c 
d e f g 
t u o v 
x y o % 

a b e 
t u v 
x y z 

de f es 5 + 2 . Como en este valor de P no entran los tér­
minos dt e, g, podremos también escribir 

tendremos P = — f , puesto que la característica 



a b o e 
o o f o 
t u o ti 
x y o % 

ó en general 

a b o c 
d' e f g 
t U O V 
x y o % 

siendo arbitrarias d, e, g\ 

Finalmente, sacando f, factor común á los tres elementos 
o, f, o, o de la tercera línea vertical 

II. a b e 
o a b 
o o x 
o o x y 

= a 

a b o c 
o o i o 
t u o v 
x y o % 

a b e 
o x y 
o x y' 

a1 * y 
x y' 

4 3 . Se deduce de lo que precede que en una determi­
nante pueden siempre suprimirse, ó que pueden siempre au­
mentarse, tantos pares de líneas de nombres diversos como 
se quiera, con tal que cumplan con las dos condiciones si­
guientes : 

i . a Que las dos líneas tengan la unidad por elemento co­
mún y que todos los demás elementos de una de ellas sean 
nulos, sean cuales fueren los de la otra. 

2.* Que se dé á la nueva determinante el signo que con­
venga al complemento algebraico del elemento común, uno. 
Esta condición es innecesaria cuando ambas líneas sean con­
jugadas, porque en este caso el elemento común es principal 
y su característica par. 
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Ejemplos: 

I. a b c 0 d — a b c d 5 a 0 0 0 b 
e f 0 1 h i i k l c 1 0 0 d 
i j k 0 l m n 0 V e 0 0 0 f 
ra n 0 0 V Q r s t ü 0 0 1 h 
<1 r 8 0 t i 0 \ 0 j 

a o 0 b = a 0 b a b 
e o 0 f e 0 f e f 
9 o i h i 4 i 
i i 0 j 

En el ejemplo precedente se han podido suprimir tres lí­
neas, convirtiendo la determinante de cuarto grado propuesta 
en otra de segundo 

II. a b e 
d e f 
9 h i 

a o b c 
d o e f 
ra 1 n p 
g o h i 

a o b o c 
d o e o f 
q o r \ s 
m i n o } ) 
g o h o i 

siendo ra, n, p, q, r, s arbitrarias. 
Y en efecto, al pasar, por ejemplo, de la primera á la se­

gunda , se convierte aquella en el complemento algebraico de 
1 en la segunda; y como este lleva el signo — , debemos 
agregar otro signo — , que con el primero dé el + de la de­
terminante propuesta, y haga posible la igualdad. 

Pero como el aumento de pares de lineas es arbitrario y 
no tiene límite, resulta que una determinante de cualquier 
groado puede tras formarse en otra de un grado superior 
cualquiera agregando un número conveniente de pares de 
líneas. 

44. Si en una determinante son nulos todos los ele­
mentos situados á un lado de una diagonal, equivaldrá al 
producto de los elementos de dicha diagonal con el signo + 
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si es la principal, ó con el signo (— I) 2 "(" si es la se­
gunda diagonal. 

Para demostrar el teorema precedente, basta aplicar á la 
determinante dada el del número 42 tantas veces como uni­
dades tenga el grado de la determinante. 

En cuanto á los signos ninguna dificultad presenta la pri­
mera parte del teorema, toda vez que, al sustituir á una de­
terminante en que todos los elementos de una línea son nulos, 
menos el elemento principal, el producto de este término por 
su complemento, el signo explícito del producto es siempre + . 
Respecto á la segunda parte, observaremos que para trasla­
dar todos los elementos de la segunda diagonal á la primera, 
basta invertir todas las verticales sin alterar los horizontes, en 
cuyo caso la determinante propuesta será igual á la nueva 

— n(n — i) 
multiplicada por (— 1) 2 y como esta última, por la 
primera parte del teorema es igual al producto de los elemen­
tos de su diagonal principal, queda demostrado el teorema 
por completo. 

I. 

II. 

Ejemplos : 

a b c d 
o e f g 
o o h i 
o o o k 

a b c d 
e f go 
h i o o 
k o o o 

— a ef g 
o h i 
o o k 

= a e h i 
o k 

a e h k 

e f g 
h i o 
k o o 

+ dg h i 
k o 

— — d g ik 

III. a b x 
c x o 
x o o 

Xa 

4 5 . Imaginemos que se multiplican ordenadamente los 
elementos anl, ar,z ar,n de una línea de la determinante 
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P' — 

C¿r, i 

• • • # | » n 

# n » 2 » • 

la cual es nula por tener dos líneas iguales. De aquí se deduce 
que la suma de los productos de los elementos de una línea 
de una determinante por los complementos algebraicos de 
los elementos correspondientes de otra línea paralela á la 
primera, es idénticamente nula. 

Ejemplo. Sea la determinante 

a b e 
a' b' c 
a b e 

si multiplicamos los elementos a, b, c por los complementos 
algebraicos de la segunda línea 

&ltl ¿*1»2 # 1 » » 

dr,\ &r,<z CLr,n 

ds*l # s « 2 # « » n 

^r»»l # n » 2 * # n « n 

por los complementos algebraicos A 4 t l A s , 2 . . . . . A „ n de otra 
línea asti a 4 , 2 as,n paralela á la primera, y que se su­
man los resultados así obtenidos: tendremos de este modo 

# r » l A s M r # r , 2 A s , 2 + c i r t n A s , „ . 

Pero la expresión precedente es el valor de la determinante 
P en la cual se sustituyera á la línea a s M , ¿i s,2 astr la 
^r»l» ^ » » 2 ^ r » n » O S decir, de esta otra determinante: 



el producto 

a b c + b a c — c a b 
b" c" ti a a c a" b" 
b (ac" — ca") — c (ab" — b a", 

será idénticamente nulo como es fácil comprobar. 
46. En resumen, las espresiones 

dry\ A S , | + cir,<> A s > 2 + dr,z A s ,3 -f ar,n A t , n 

di,r Aj, s + a2tr As,, + a¿,r A 5 , s *f* an,r A„,s 

serán equivalentes á P, ó idénticamente nulas, según que r y s 
sean iguales ó desiguales. 

47. Supongamos ahora que todos los elementos de una 
misma línea de la determinante P sean polinomios del mismo 
número de términos: por ejemplo, para fijar las ideas, 

aní = at + bi; a,,2 = a% + b2 ar,u = an + bn; 

sustituyendo en el desarrollo de P tendremos 

P = (a, + bx) A P > 1 + (a 2 + b2) A r , 2 + (an + bm) Ar,„, 

ó bien 

P = (a, A r „ + a2 A r , 2 + an A r, n) + 
(&, A r > 1 + b2 A,.,2 -H A r,„). 

Pero las dos partes del segundo miembro expresan el re­
sultado de sustituir respectivamente a t , a2... att, y &2... ¿>„ 
á los elementos 0,.,,, a r > 2 . . . ann de la r. r a a línea, lo cual prue­
ba que la determinante P puede descomponerse en dos de­
terminantes parciales en cada una de las que se haya hecho 
la sustitución indicada. 

En general: si los elementos de la línea que se considera 
son polinomios compuestos de m términos, la determinante 
P podrá descomponerse en m determinantes parciales, cada 
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una de las cuales se formará reduciendo sucesivamente la 
línea de elementos polinomios á una línea de monomios y 
tomando á este fin los primeros, segundos, etc., términos 
de dichos polinomios. 

4 8 . Se comprende que este teorema puede siempre aplicar­
se aunque los polinomios no tengan el mismo número de térmi­
nos, puesto que pueden remplazarse con ceros los que falten; 
y se comprende aun que la descomposición que de aquí resul­
ta puede efectuarse de varios modos toda vez que es arbitra­
ria la elección de los monomios que van á constituir la nueva 
línea de cada determinante parcial. En las aplicaciones con­
viene, para evitar toda equivocación, disponer en los mismos 
lugares, es decir, primeros ó segundos, e tc . , de los diferentes 
polinomios todos aquellos sumandos que lian de entrar en la 
misma determinante parcial: esto supuesto cada línea compleja 

ar,i, ar,2 0/r,n 

ó 

& i bi c{ -+-... li; #2 **• b-2 •+• c* -*- - • • h; • • • an-hbn -+- cn -+-.../„ 

se podrá evidentemente considerar como compuesta de ra lí­
neas sencillas 

ax # 2 Q>z an 
bx h b5: . . . . bn 

C\ C-i c3 cn 

l\ 1% lz h y 

y la determinante P como la suma de ra determinantes que 
se obtendrán reduciendo sucesivamente la línea compuesta 
á cada una de sus ra líneas componentes. 

Ejemplos: 

I. a b x + y + % 
a' b' x' + y + % 

II -w II II II II 
a o x +y +z 

— a b x + a b y + a b % 
a H x 1 Ti i 

a b y 
a' b' % 

•II r " " 
a o x 

II Til II 
a b y 

II T 'I 'I 
a b % 
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II. a b c + x — a b e +x a b e 
a b e d b' c + o 1 T.' i 

a b e 
a Til 'i 

b c 
II T II II 

a b c -i 0 
II -r II II 

a b e 
a b x = a b e + X a b 
a U o I T ' ' 

a b e 
II T >i 

a b 
• 

II T II 

a b o 
II T H N 

a b e 

- f 

Cuando en una determinante hay muchas líneas compues­
tas, cada una puede dar lugar á descomposiciones análogas á 
las anteriores. 

En general si son ra las líneas compuestas y sus compo­
nentes son en número de rif r 2 rm respectivamente, el 
número de las determinantes parciales que resulten será 

Suponiendo que el grado de la primitiva es n, y que cada 
línea de las n que forman la matriz, está compuesta de ra lí­
neas sencillas, las determinantes parciales serán en número 
de ra. m. ra... ra = ran, y podrán obtenerse combinan­
do las líneas sencillas n á n con la precisa condición de no 
tomar cada vez mas que una línea sencilla de cada línea com­
puesta y de ordenarlas en las determinantes parciales en el 
mismo orden de sucesión que tienen en la determinante total 
las líneas compuestas á que pertenecen. 

49 . Invirtiendo el teorema general precedente resulta la 
siguiente proposición: 

Muchas determinantes que solo difieren en una linea de 
igual nombre y de igual puesto, pueden reunirse en una 
sola determinante que no diferirá de cada una de las par­
ciales sino en la línea indicada, la cual será la suma de 
todas las líneas diferentes de dichas determinantes pro­
puestas. 

Ejemplos: 

a u -f a v + a x 
d u' i i a v d x 

a u + v -f x 
d u'+v + x' 
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a b c x* + a b d x + a b e — a b ex* 
a b e d b' d d b' é a' b' ex1 

a" b'' c" a b" d" a b e a b c x 

a b dx + a b e a b ex2 + dx + e 
a b' dx> d y é d b' ex2 + dx + e n -tu -¡i/ a a b a x a bn e" d'b II II J -til II 

c x +d x + e 
5 0 . Si á una línea de una determinante se agrega, ó de 

ella se resta, otra línea del mismo nombre, se habrá formado 
una determinante con una línea compuesta formada de dichas 
dos líneas sencillas, y es claro que en descomponiéndola en 
dos determinantes parciales, una de ellas será idéntica á la 
primitiva y otra contendrá dos líneas idénticas y será nula 
por lo tanto. 

51, por ejemplo, á la primera vertical de la determinante 

a b e 
' 1.1 i a b e 

a b e 

se agrega ó se resta la segunda, resulta: 

a =t b b c a b e b b c = a b e 
i 

a ± y y 9 

e 
I T ' ' 

a b e y b' e 1 T ' ' 

a b e 
a" ± b" y c II r II n 

a b e y b" c" II T " " 

a b e 
puesto que las dos primeras verticales de la segunda determi­
nante parcial son iguales, y por lo tanto es nula. 

Aun subsiste el teorema si se multiplica por una cantidad 
arbitraria la línea que se agrega ó se resta, porque afectando 
la descomposición indicada, dos líneas de la segunda determi­
nante parcial, no serán ya iguales, pero sí equivalentes. 

En general: 
Una determinante no cambia de valor si á una línea se 

agrega ó resta otra del mismo nombre multiplicada ó di­
vidida por una cantidad cualquiera. 

5 1 . El teorema anterior, además de la importancia que 
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tiene porque á cada paso hay ocasión de aplicarlo, puede 
servir para simplificar el cálculo numérico de las détermi­
nantes. 

Ejemplo: Sea la determinante : 

9 13 17 4 
18 28 53 8 
30 40 54 15 ' 
24 57 4G 11 

Si multiplicamos la última vertical por 2, 5, 4, y restamos 
sucesivamente estos productos de las tres primeras vertica­
les, tendremos: 

9-- 2 x 4 ; 13 - 3 x 4 17 - 4 x 4 4 1 1 1 4 
18-- 2 x 8 ; 28-- 3 x 8 35 - 4 x 8 8 2 4 1 8 
50-- 2 x 1 3 ; 40-- 5 x 1 3 54-- 4 x 1 3 1 3 4 1 2 15 
24-- 2 x 1 1 37-- 3 x 1 1 45 ~ 4 x l l 11 2 4 2 11 

(2) 

Restando de la última vertical la suma de las tres prime­
ras, la determinante (2) se tranformará en la siguiente : 

1 1 1 4—1 — 1 — 1 — 1 1 1 1 
2 4 1 8—2—4—1 2 4 1 1 
4 1 2 15—4— 1— 2 4 1 2 G 
2 4 2 11—2—4—2 2 4 2 5 

Si restamos la primera vertical de la (3) de las tres res­
tantes, se vé desde luego que los tres últimos elementos de 
la primera horizontal se reducen á cero, lo cual nos indica 
que podremos inmediatamente reducir la determinante á otra 
de tercer grado: tendremos pues 

1 1—1 1—1 1—1 1 0 0 0 
2 4—2 1 - 2 1—2 2 2 —1 — 1 
4 1—4 2—4 G—4 4 —3 —2 2 
2 4 - 2 2—2 3—2 1 2 2 0 1 

(4) 
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que se reduce á 

2 

— 1 —1 
— 2 2 

O 1 
(S ) 

Agregando á la primera horizontal ta última, y en el re­
sultado 

2 + 2 -- 1 + 0 — 1 + 1 = 4 - 1 0 
— 2 2 — 3 — 2 2 

2 0 4 2 0 l i 

restando de la segunda horizontal la última multiplicada por 
2 , tendremos: 

: 4 X - 2 - ( - - l ) x ( - 7 ) = - 1 5 , 4 —1 0 — 4 —1 
— 7 — 2 0 — 7 — 2 

2 0 1 

5 2 . Para familiarizar al lector con este importantísimo 
teorema presentaremos algunos ejemplos que no sólo dan lu­
gar á notables trasformaciones, sino que se presentan en mu­
chas importantes aplicaciones á la geometría y al análisis. 

I. Cuando en una determinante los elementos de una lí­
nea sean todos iguales á la unidad, podremos agregar ó qui­
tar una cantidad arbitraria á todos los elementos de otra línea 
cualquiera del mismo nombre, porque esto equivale á agregar 
ó quitar á esta última línea la primera multiplicada por dicha 
cantidad. 

Si todos los elementos menos uno son iguales á 1 y este á 
cero, podrá emplearse una trasformacion análoga. 

Sea la determinante 

&1>1 ^i>2« • • 

CL2i\ $2>2* • • 

. a „ n 1 
• a2fn 1 

1 4. . 1 o 
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Se deduce de lo dicho que podremos agregar tanto á las 
horizontales como á las verticales cantidades arbitrarias, de­
jando invariables las líneas de los unos puesto que el último 
elemento de la diagonal principal es cero, y siempre da cero 
sea cual fuere la cantidad arbitraria por la cual se multiplique 
la vertical ó la horizontal á que pertenece. 

Agregando P4 á la primera vertical, P2 á la segunda, y así su­
cesivamente hasta Pft á la última, tendremos : 

flin+Pi « m + P s «i.» + fc «f>n + Pn 4 
« 2 M + Pl « 2 . 2 + P 2 « 2 . 3 + P s # 2 , « + P„ i 

«3 ,1 + Pi « 3 , 2 + P 2 « 3 . 3 + P 3 « 3 . » + P„ i . 

« » . I + ß I « n . 2 + ß 2 « „ . S + ßS « » . » + ß » 1 
1 1 1 \ 0 

y en esta determinante agregando asimismo Y I » Y * . • . Y * á las 
diferentes horizontales, tendremos por último : 

« i M + ß I + Y I # I , 2 + ß A + Y I # i , 3 + ? 3 + Y ! . • -aifn+ ß N + Y I 4 
«2 , 1 + ß I + Y 2 ¿ 2 . 2 + ß 2 + Y 2 « 2 . 3 + ß 3 + Y 2 . • . # 2 , n + P N - R Y 2 1 
« 3 H + ß I + Y 3 « 3 . 2 + P | + Y3 « 3 . 5 + ß 3 + Y S - • . « 3 , « + P , + Y 3 * 

#«»1 4 -ß i + Y « «n .2 + P í + Y „ « „ , 3 + P3 + * V • • «4.n + ß „ + Y « 4 
4 4 4 4 0 

IL Consideremos la determinante de grado n 

4 4 4 . . . 4 
« I « 3 • . . aH 

« i 2 # 3 3 • . . A N
2 

« I 3 A 2
3 « 3 3 • : . A , 3 

A , " - 1 A , " - 1 

en la que alf a 2, # 3 . . . #„ son cantidades arbitrarias, y cada 
vertical está formada por todas las potencias, desde cero á 
n — 1 , de una de estas cantidades. 
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Ahora, si se trasforma una vertical, por ejemplo, la r . m t , 
restando otra cualquiera, la s . m \ es evidente que la nueva 
vertical 

1 — 1 
ar — at 

ar* — a? 
ar

z — at

5 

a / - 1 — a;-' 

contendrá el factor común ar — at, que será, por lo tanto, 
divisor de la determinante A ; pero los r y s son arbitrarios: 
luego A será divisible por todas las diferencias de dichas can­
tidades tomadas dos á dos, y aun por el producto de estas 
diferencias, puesto que son primas entre sí. 

A la cantidad a 4 corresponden las (n — 4) diferencias dis­
tintas 

a3 — ai; az — at; aA — at. . . an — a{ ; 

á la a 2 las n — 2 distintas también entre sí y de las prece­
dentes 

a$ — # 2 y #4 — — j d$ — dy. . . an — a% *, 

á la az las n — 3 

#4 — az; a5 — a 3 . . . dn — ¿5 , 

y así sucesivamente hasta la diferencia 

an — ¿ i „ _ i . 

En resumen, el producto de todas las diferencias preceden­
tes contendrá 

(n — 1) + ( n — 2) + (n —-3)+ . . . l = ~ n ( n — 1 ) 

factores, y será, por lo tanto, una función homogénea del 
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grado — » ( » • — 1) de las cantidades alt a2, ¿ 3 - • • an. 
2. 

Por otra parte la determinante A es también una función 
homogénea del mismo grado, porque cada termino contendrá 
un factor igual á la unidad y una de las cantidades a,, a 2 . . . 
an de la primera línea, otra de la segunda, otra de la tercera, 
y así sucesivamente ; es decir, una primera potencia, otra 
segunda, otra tercera, y por último, otra del grado (w — 1); 
y su grado final será por consiguiente 

1 -+- 2 -4- O -+-. . . •+- n — 1 = — n (?l — 1). 

Luego en el producto de Jas diferencias precedentes y la 
determinante A son funciones homogéneas del mismo grado, 
y como la primera divide á Ja segunda no podrán diferir más 
que por un factor numérico, que fácilmente se d'etermina 
comparando dos términos homólogos de ambas funciones. 

Para formar el producto en cuestión sin duplicar ninguna 
diferencia, y sin dejar tampoco ninguna, restaremos, por ejem­
plo, cada término de la serie 

a i , a%, a3, aA. . . an, 

de todos los que le siguen, y representando por r. (a,, a?, 
a 3 . . . an) dicho producto tendremos: 

T: (a,, # 2 . ¿ 5 . . . = ( ¿ 2 - ¿ i ) (dó-at) (a 4 -a,) . . . (a„-a,) 
(a 5 -a 2 ) ( « 4 - ^ 2 ) . • • (an-a*) 

(a,-a3). . . {an-a¡) 
. . . , « . . « . 

(a„-an_,) 

Multiplicando los primeros términos de todas las diferen­
cias tendremos el siguiente término del producto 

a<i, az, # 4 ° . . . an

n *, 

cuyo coeficiente es á -+- 1 , y no puede reducirse con nin­
guno ; pero este mismo término es el principal de la deler-
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1 1 
a i a 2 

" («i, a 2 , « 3 ) — 1 I 1 

a , 2 a 2

2 

(a 2 — a,) (fl 3 — a,) (az — a 2 ) . 

III. Sea la determinante 

A — 0 1 \ 1 
1 o el2 & 
1 d 2 o b% 

\ c2 b2 o 

Multiplicando las cuatro horizontales por bed tendremos 

A x {bedf = o bed bed bed 
bed o bcdz b&d 
bed bccf o bzcd 
bed b&d Ifcd o 

dividiendo la segunda horizontal por cd, la tercera por bd y 
la cuarta por be tendremos: 

A x bed 

cdxbdx be 
o acd bed bed 
b o bd2bâ 
e cd? o b2c 
d c2d b2d o 

dividiendo asimismo por cd, bd y be las tres últimas vertica­
les resultará 

minanle A con el coeficiente 1 ; luego la determinante A y 
el producto w son iguales. 

Tendremos, pues, 

A = : r. (au a2, « 3 . . . 

Ejemplos: 
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A. bed 

(ed. bd. bef 
0 b c d 
b 0 d c 
c d 0 b 
d e b 0 

(2) 

NOTA. La trasforraacion precedente puede considerarse como caso particular de 
estos dos teoremas. 

1. En una determinante de cuarto grado P, en la cual los elementos principales 
son nulos, todo factor de las lineas oblicuas 

y» Vi 
p = 0 a b c 

d o e f 
CP, 9 h o i 

j k l c 
x' x" 

x' y', x" y" puede trasladarse á su paralela simétrica por relación á la segunda dia­
gonal. 

Las siguientes trasformaciones prueban inmediatamente este teorema. Sea m un 
factor de la línea x" y", tendremos: 

0 abe — m o a b c = 0 a b c 
d o e f d 0 e f md 0 « f 
9 h o mi 9 h o mi mg h o mi 

j k mi o j_ 
m 

k 
l 0 j 

k 

m 
l 0 

multiplicando por m la segunda vertical; y dividiendo por m la tercera horizontal 

P = j o ma b c 
md o e f 
g h o mi 
j k l o 

De una manera analoga 

o a b c = m 0 a b c o a 6 e o a mb c 
d o emf d 0 e mf md o emf d o e f 
g h o i 9 h o i mg h o i mg h o i 

j mkl o J_ k 
l 

— 0 j k — o j k l o 
m m ' m 

j k l o 

II . Si en la misma determinante hay un factor común á los elementos centrales 
h e de la segunda diagonal, puede trasladarse á los extremos de la misma diagonal. 
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Agregando en la determinante (2) á la primera horizontal 
las tres siguientes tendremos: 

0 b e d — b + c + d b + d + c c + d + b d + c + b 
b 0 d c b o d c 
c d 0 b c d 0 b 
d c b 0 d c b 0 

= (& + c + d) 1 1 1 1 
b o d e 
e d o b 
d e b o 

En efecto, tendremos sucesivamente 

o a b c — m o a b c 

d o me f 
d f 

— o e — m m 
g mh o i g mh o i 
3 k l 0 j k l 0 

o ma mb me 

L 
m 

g mh o i 

i 

d 
— o e 
m 

k l 

o ma mb me 
d f 

— o e — 
m m 

± h o ± 
m m 
mj mk mb o 

dividiendo por m la tercera vertical y multiplicando por m la segunda horizontal 

o ma b me 
d o e f 

m m 

jm mk l o 

y análogamente dividiendo por m la segunda vertical y multiplicando por m la ter­
cera horizontal resulta : 

o a b me 
d o e f 
g h o i ' 
mjklo 

Vemos ahora que la trasformacion de que se trata consiste en trasladar los facto­
res b, c y d según las reglas precedentes, 

0 1 \ i = 0 b c d 

1 o di c» b 0 d c 
1 d 9 o6» c d 0 b 
1 c s 6» 0 d c b 0 
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lo cual prueba que b + c + d es divisor de la determinante 
propuesta; pero la determinante (1) no se altera cuando sus­
tituimos á bt—by á Cy—c, y á dt — d, porque estas tres letras 
entran elevadas al cuadrado, luego tendremos sucesivamente: 

A = ( — b + c + d) 1 1 1 1 
-b o d c 
c d o —b 
d c —b & 

b—(b — c + d) 1 1 1 
b o d 

—c d o 
d —c b 

A = (b + c — d) 1 
b 
c 

—d 

1 
o 

•d 
c 

1 
c 
b 
o 

4 1 
-d c 
o b 
bo 

Las cuatro últimas igualdades prueban que 

(b+c + d); (—b + c + d); (b — c + d) y(b-rc — d) 

son divisores de A ; mas estos polinomios son primeros entre 
sí, luego A será divisible por su producto 

[b+c + d) (b + c — d) (b — c + d) (—b + c + d). 

Por otra parte, como el producto de cuatro factores linea­
les homogéneos es una función homogénea de cuarto grado 
de by Cy d, del mismo modo que la determinante (2), resulta, 
puesto que es divisible esta por aquella y el grado es el 
mismo, que no pueden diferir más que en un factor numérico; 
comparando el término — del producto con el término dfi 

de la determinante cuyo signo está dado por la potencia 

(— 1 ) 2 = + i (núm. 24) y es positivo, resulta, final-
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mente , que el producto en cuestión con el signo cambiado 
es iguala la determinante. Así, pues , tendremos 

0 1 1 1 = 0 b c d 

1 o dx c1 b 0 d c 

1 d* o b* c d 0 b 

1 c« b% 0 d c b 0 

i b - h c-h d) (b - H c — d) [b — c -+- d) 

i — b - h c - h d ) 

Se sabe por la aplicación del álgebra á la geometría que 
este producto con signo contrario es igual á 16 veces el 
cuadrado del área de un triángulo, cuyos lados fuesen b, 
c y d; luego cada una de las determinantes precedentes con 
signo cambiado expresará el mismo valor. Más adelante 
llegaremos directamente á este mismo resultado, sin apo­
yarnos en el conocimiento previo del área de un triángulo 
en función de sus lados. 

IV. Análogamente puede demostrarse la siguiente igual­
dad : 

a b c d 

b a d c 

c d a b 

d e b a 

= O - H M - c - M ) (a-hb—c—d) (a—b-r-c—cl) (a—b—c+d). 

Desde luego la igualdad 

a h c-h d b-hc-j-d-r-a c -f- d -+- a -+- b d -f- c - h b -+- a 

b a d 'C 

c d a b 

. i , ! - , , (a :-f-6-(r-c-f-fi) 

1 K | / M RIMILLLJ '»[) 1 

1 1 1 1 
b a d c 

c d a b 

d e b a 

i.'i R (»fUíÍ'''' í"« O Í ) i ( i , l t Í ( l í U < ) . ) . ' 

prueba que la determinante P contiene el factor (a-hb-hc 
- N i ) . 

Agregando á la primera horizontal la segunda, y res­
tando las otras d o s , tendremos : 

íi 
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a b c d — a-+-b — c— -d b-+-a —d— c c-\-d—b- -a rf-hc—b — a 
b a d c. b a d c 
c d a b c. d a b 
d c b a d c b a 

(a-hb — c. — d) 1 1 - 1 — 1 
b a d c 
c d a b 
d e b a 

lo cual demuestra que [a-\-b—c—d) es divisor de P. 
Del mismo modo las igualdades 

a b c d = a-\-c. — b — d b-\-d—a — c c--a — d — b d-j-b — c — a 
l a d c b a d c 
c d a b c d a b 
d c b a d c b a 

( a - h c - 1—1 1—1 
b a d c 
c d a b 
d e b a 

. . . . . 

a b c d — 
b a d r 
c d a b 
d c b a 

a-\-d — b — c b-\-c — a — d c-\-b — d—a d-\-a — c—b 

(a-\-d — b — c) 

a 
d 
c 

- 1 — 1 1 
a d c 
d a b 
c b u 

prueban que a-hc — b — d, y a-\-d—b—c son divisores 
de P. 

Por lo tanto P y el producto (a-+b-hc-+-d) (a-hb—c—d) 
a-\-c—b—d) (a-hd—b—c) sólo pueden diferir en un factor 
numérico, y comparando los términos a 4 de ambas expre­
siones, resulta que dicho factor es la unidad positiva. 

V. Combinando el signo á la letra a en la igualdad 
v\-i~$yf ''ioi.jf.'í ta -jn^itil:r"í H oUffililí;»< .!•<!, i.l ü d d u i i i 

abed =-{a-\-b-\-c-\-d) (a-hb —c — d) (a — ¿-he—d) (a — b — c+d) 
b a d c 
edab '• • :' QSrtÓD i . . M > ! . < ; ,.i i. u t a ' K ' p - i ; ; / 

deba 
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r e s u l t a e s t a 

—a b e d 
b —a d e 
e d —a b 
deb -—a 

(a-hô-f-c—d) (a+b—c-hd) (a~b-\-c-{-d) (—a-hb+c-h-d). 

Recordando una fórmula de geometr ía , se ve que la de­
terminante precedente con el signo cambiado expresa 16 
veces el cuadrado del área del cuadrilátero inscrito, cuyos 
lados son a, b, c, d. 

Cuando a —o, esta fórmula se reduce á la del tercer 
ejemplo. 

D e s c o m p o s i c i ó n d o d e t e r m i n a n t e s e n s u m a d e p r o d u c ­
t o s d<* m e n o r e s c o m p l e m e n t a r i a s . 

5 3 . Dada una determinante P del grado n, considere­
mos la matriz rectangular formada por ra líneas paralelas 
de la misma c lase : la suma de los productos de todas las 
menores de grado m comprendidas en dicha matriz por 
sus complementos algebraicos, será una parte de la deter­
minante propuesta. 

En efecto , que cada producto parcial está comprendido 
en la determinante dada, queda ya demostrado en el nú­
mero (32); pero es fácil ver que todos estos productos son 
distintos entre sí , y que por lo tanto si cada uno de ellos 
está comprendido en P, su suma lo estará asimismo. 

Supongamos, para fijar las ideas, que la matriz rectangu­
lar, en las que se toman los menores de grado ra, está for­
mada de líneas horizontales : dos menores de esta matriz, 
H y H'por e jemplo , diferirán por lo menos en una línea 
vertical de m e lementos , es decir que 

linea ri a 
6 

c. . . . 

.... J: . ÏJ . 

[jgntl 
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entrará en una de las menores, sea en II, y no entrará 
en IT; pero cada término de H contiene un elemento dis­
tinto de la línea precedente; luego cada término de H con­
tendrá un elemento que no entrará en H'. 

Por otra parte, designando por K' el complemento al­
gebraico de H', en este complemento no entrará ninguno 
de los elementos de la vertical a, b, c. . . ¿, puesto que 
quedan excluidas de él todas las líneas horizontales de la 
matriz rectangular. De suerte que los elementos a, Zvc . . . I, 
de los que uno entra en cada término II, y por lo tanto en 
cada término del producto II K (designando por K su com­
plemento algebraico) no pueden entrar ni en II' ni en K', 
ni por lo tanto en los términos del producto H' K'. 

Cada menor de grado ra de la matriz rectangular tiene 
1, 2 , 3 . . . ra términos (núm. 20), y cada menor comple­
mentaria 1 , 2 , 3 . . . n — ra; luego cada producto conten­
drá 1 , 2 , 3 . . . m. 1 , 2 , 3 . . . (n — ra), términos todos 
distintos entre sí; pero el número de menores del grado ra, 
contenidas en una materia rectangular de ra líneas es el de 
las combinaciones de n objetos ra á ra, es decir: 

li 
m (n — 1 ) (n — 2) (» — m + 1 ) 

1 , 2, 3. . . m 

luego éste será el número de productos parciales, y el nú­
mero total de productos 

»«*••»•. •- •» >• ¡ ¡ i : ; , ; • 1 ; ;»b[ <>'! u í i i i ' j > i í ; a tfcQtfÍB2riomi¿ 
1, 2, 3 . . . m . 1, 2, o. (n—m) — - — - : ~ 1; 2, 3 . . . n, 

1, 2, o . . . m 
• 

es decir, el mismo que el de términos de la determinante P. 
De aquí resulta el siguiente notable problema, del cual 

es caso particular el del número (35), pues en él la matriz 
está formada de una sola línea, y las menores son los ele­
mentos de esta línea. . . 

Toda determinante equivale á la suma de los productos 
de todas las menores comprendidas en una matriz rectan-
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guiar formada con m líneas paralelas cualesquiera por sus 
respectivos complementos algebraicos. 

Ejemplo.—Sea la determinante 

a b c d 
i ii i ti a b c d 

u v x y 
i i t i u v x y 

• 

• 

Tomemos por matriz la formada por las dos primeras ho­
rizontales abc d; a b' c' dl; las menores comprendidas en 
ella serán las seis siguientes : 

\a hic, \a cl ; la d 
I . I I ¡ 
a b"\ a' c'\ a'<l 

cuyos complementos algebraicos son 

; I* el ; b d\ ; le d\ 

b' d'\ \c' d'\ 

6 x y 7 » y 8 0 X 8|M y 9 U X 10 11 V 

( - 1 ) ; ( - 0 
» y 

; í - i ) ; ( - i ) 
x'y' v x u' x' v! v' 

y por lo tanto : 

a b c d — á b X y — a c V y A~ a d V 

a' b' c' d' b' x' y' 
i 

a c v' l i a d' 
1 

V x' 

u 0 x y b c II » 
y — b d- a X c à u r 

u' v' x! y' u' lí k n' x' 
t 

c a' 1 
V v' 

54. Supongamos , para fijarlas ideas, que la matriz en 
que se forman las menores está formada por las m prime­
ras horizontales de la determinan le propuesta; que en di­
cha matriz todos los elementos de algunas de sus vertica­
les son nulos , y que el número de las verticales restantes 
sea inferior á m. En este caso todas las menores serán 
cero , porque habrán de contener, por lo menos , una de 
las verticales de elementos nulos , y por la tanto, la de­
terminante será nula también. 

Ejemplo : 



a b o o o s=3 o. 
a' b' o o o 
a b o o o 
t u v x y 
t u v x y 

Si en las mismas hipótesis precedentes al número de las 
verticales restantes fuese igual á ra, de todas las menores 
de la matriz, sólo quedaría la formada por dichas ra verti­
cales, y la determinante seria igual al producto de esta me­
nor por su complemento algebraico. 

Ejemplo : 

a b 

b c 
b' c 

c 

x y 
I I 

x y 

a b c o o 
a b' c o o 

a tu a a b c o o 
l u v x y 
. I I I I I 

t u v x y 

55. La suma de los productos de todas las menores com­
prendidas en una matriz de m líneas paralelas de una de­
terminante por los complementos algebraicos de las menores 
homologas á aquéllas tomadas en otra matriz de m líneas 
del mismo nombre, es idénticamente nula. 

Y en efecto, dicha suma de productos será el valor de 
una determinante en la que hubiera líneas del mismo nom­
bre iguales, pues de este modo se identifican ambas ma­
trices, pero esta determinante es nula; luego nula será 
dicha suma. 

Sea, por ejemplo, la determinante: 

a b e 
i ¡ i i a b e 

u v x 
r r r t 

u v x y 
Tomemos las menores comprendidas en la matriz 
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que s e r á n : 
ja b ja c a d \b c ib d \c d 
\a' b' ; ¡a' c' > a' d' ; |*V c' ; ¡6' a" ' ¡c rf 

y mul t ip l icándolas , no por sus complementos algebrai­
cos, sino por los de las menores homologas de la matriz 

a b' c' d'\ 

u v x y j 
formada por la segunda y la cuarta horizontal , comple­
m e n t o s , que serán 

j e d 
\x y 

b d 
-f-

v y 
y así suces ivamente . De este modo formaremos el p r o ­
ducto 

el de 

el de 

a' V 

u' v' 

a' c' 

menor homologa de 
a b 
a' b' 

menor homologa de j * ° 
\a c 

a b c d - h a c b d — a d b e 
«' V X y a' c' V y a' d' V X 
b c a ú -h b d a c c d a b 
b' c' u ii b' d' u X i 

c 
d! u V 

Pero el p r imer miembro de la ecuación precedente no 
es otra cosa que el resul tado inmediato de aplicar el t eore­
ma del nnm. 53 á una de te rminante en la cual á las líneas 

u v x y 
i i i . > 

u v x y 

de la de te rminante dada se sust i tuyeran respectivamente 
las 

• 

a b c d 
u v v y 

de las de te rminan tes 
a b c d 

a' b' c' d' 

a b c d 

u v x y 

determinante que es idénticamente nula 

i 

I i 

I 
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En general habrá que identificar la matriz de los com­
plementos algebraicos de las menores propuestas, á la de 
los complementos algebraicos de las menores homologas 
tomadas en la segunda matriz, lo cual conduce siempre á 
identificar varias líneas de las determinantes. 

Este teorema es la generalización del teorema del nú­
mero (41). 

56. Para traducir en fórmula los dos teoremas prece­
dentes, es necesario adoptar una convención que permita 
indicar é individualizar de una manera concisa los menores 
de una determinante de grado n comprendida en una ma­
triz de m líneas paralelas, á cuyo fin será necesario esta­
blecer un orden determinado en las combinaciones m km 
de los números de orden 1, 2 , 3 . . . n de las varias líneas de 
m elementos que contiene cada matriz rectangular, pues 
cada combinación de éstas es una menor. 

I. En cada combinación los números de orden 1, 2, 3 . . . 
w, se dispondrán en orden directo. 

II. Considerando las varias combinaciones como tér­
minos de una serie , escribiremos en primer lugar todas 
las que principien por 1, después las que comienzan por 2, 
y así sucesivamente. 

En el grupo que comienza por 1 , tomaremos primero 
todas aquellas en las cuales el segundo número de orden 
es 2 , después las en que dicho número sea 3, y así en ade­
lante. 

En el grupo que comienza por 2 se adoptará un orden 
análogo, y otro tanto podemos repetir, tanto para los 
grupos que comienzan por 3 , 4 , e tc . , como para los com­
prendidos en cada uno de éstos. 

De aquí resulta que entre los números de cada combi­
nación no debe haber ninguno mayor que cualquiera de los 
que ocupan el mismo lugar en las siguientes. 

Sean, por ejemplo, los números 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , que com­
binados 3 á 3 dan las diez combinaciones 

idíni -ililmic; tj)i!*:»iji ¡¡9 9iip SipíiiuinDIjíi 



) ( 1 .3 ,5 ) (1 ,4 ,5 ) 

á las que c o r r e s p o n d e n los números 1 , 2 , o , 4 , 5 , 6 , 7 , 8, 
9 , 1 0 . 

El sistema (/t) recibe el nombre de sistema ordenado de 
combinaciones, pues to que á cada una corresponde un nú­
m e r o de o r d e n , y que r ec íp rocamente á cada número de 
orden co r re sponde una combinación perfectamente deter­
minada . 

57 . Dada una matriz rec tangular de ra horizontales y 
n ver t ica les , por e jemplo , suponiendo ra <w, y combinan­
do las vert icales ra á ra, podremos formar un sistema de 
de te rminan tes del g r ado ra cada una ; mas como cada de­
terminante del g rado ra procede de una combinación de 
ver t ica les , cada una de las que tiene un número de orden, 
resul ta que cada menor cor responderá á una combinación 
de te rminada de los números 1 , 2 , 3 . . . n. Dando á las dife­
ren tes m e n o r e s los números de orden de las combinac io­
nes co r r e spond ien t e s , t end remos un sistema ordenado de 
menores, y pa ra d e t e r m i n a r , y po r decirlo as í , individuali­
zar cada m e n o r , basta fijar su número de o rden . 

Aná logamente de una de te rminante del g rado n pueden 
deducirse combinando las horizontales ó las verticales ra 
á ra un sistema ordenado de mat r ices , y el n ú m e r o de or­
den de cada combinación numérica será el número de or­
den de la matriz; de te rminada ésla > la matriz queda perfec­
t amen te de te rminada . 

5 8 . Se sabe (núm. 25) que cada m e n o r de una de te r ­
minan te del g r a d o n es la par te común á dos matrices 
r e c t a n g u l a r e s , compues ta la pr imera de ra hor izonta les , y 
la segunda de ra verticales de la de te rminante primitiva. 
De aquí resul ta que pa ra individualizar, p o r decirlo así, 
cada m e n o r , bas ta conocer las dos matr ices rectangulares 
de cuya intersección r e s u l t a , pe ro cada una de estas m a -

12 
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trices está de te rminada por un número de o r d e n ; luego 
dos números de orden, á s a b e r , el de la matriz horizontal 
y el de la ver t ical , de terminan como en geometr ía la abs­
cisa y la ordenada un p u n t o , cada menor de la determi­
nante dada . 

Designando en genera l por h una menor del grado m 
para expresar la menor que corresponde á la r . m a matriz de 
las horizontales y á la s . m a d e las vert icales , emplea remos 
la notación hrs; de suerte que todas las menores compren­
didas en la r . m a matriz horizontal estarán expresadas por 
los símbolos 

hr,i hr,% K,i 

siendo v el número de combinaciones de n objetos m 
km; y del mismo modo las menores comprendidas en 
la s . r a a matriz vert ical , se expresarán por las notaciones 

hi,s h<i,s h?>,s.... hV)l . 

Ejemplo : 
Sea la de terminante de quinto g rado : 

a u ait o„ au au 

aa a& ai3 au am 

aU "M «43 «34 «38 
au a 4 í a„ ati ait¡ 

«5 1 o M au «55 

en la cua l , para simplificar, hemos suprimido las comas 
ent re los dos índices. 

Represen tando por h una menor de tercer g r a d o , t ra te­
mos de determinar cuál es la m e n o r dada por la expresión 

Según las notaciones conven idas , ésta será la par le co ­
mún á la 3 . a matriz de las horizontales y á la 7 . a de las ver­
ticales 

Hallando en la serie 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , las combinaciones á 
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que corresponden las varias matrices rec tangulares , y co­
locándolas p o r su o r d e n , tendremos: 

I II III IV V VI VU VIII IX X 
(1 ,2 ,3 ) (1 ,2 ,4 ) (1 ,2 ,5) (1 ,3 ,4 ) (1 ,3 ,5) (1 ,4 ,5) (2 ,3 ,4 ) (2 ,3 ,5 ) (2 ,4 ,5 ) (3 ,4 ,5 ) : 

la 3 . a es ( 1 , 2 , 5), luego la menor hz-, corresponde á la ma­
triz ( 1 , 2 , 5 ) , y la 7 . a á la (2, 3 , 4 ) , formada por las ho ­
rizontales 1 , 2 , 5 , y por las verticales 2 , 3 , 4 ; es dec i r : 

ati aa au 

rt82 atZ ®U 
aK, aKX aK, 

Llamando en genera l Hr> i al complemento algebraico del 
menor hrs , el teorema del núm. 53 se expresa por la si­
guiente fó rmula : 

P = hrA H r ( 1 - + - / í r , > H f ) 2 - f - . . . . hrti H , v , 

P =b hl¡r I J , > r - f - A c 2 r H 2 , r - r - . • • • hv>r U v r , 

según que se aplique á una matriz horizontal ó vertical. 
Y el t eorema del n ú m . 55 se traduce analíticamente en la 

siguiente igua ldad: 

0 = K,\ H S ) 1 - f - Ä , V 2 H*.-

• • • hv,r 

Reuniendo los dos t eoremas en u n o , puede decirse que 
los segundos miembros de estas últimas expresiones serán 
nulos ó iguales á P , según que r y s sean desiguales ó 
iguales . 

. § v i . 

M u l t i p l i c a c i ó n d e d e t e r m i n a n t e s . 

50 . Dadas dos de te rminantes del mismo grado w, si to­
dos los elementos de una línea de una de ellas se multipli­
can por sus correspondientes de otra línea de la segunda , 
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p = 

"i . . «n 

K h h • • . . bn P, h • • 
• • c„ , Q = Ti Y, Yj • • • • Y« 

h h h • • \ \ K • • . An 

y proponemos demos t ra r que el p roduc to K de dichas de­
te rminantes P y Q es una determinante formada según la 
siguiente regla . 

La primera horizontal del producto K está formada por 
los productos de" la pr imera línea de P p o r todas las de K; 
es decir : 

I 

• 

la suma de estos productos recibe el nombre de producto 
de las dos líneas. 

Por ejemplo, sea a b c d una de las l íneas , 
x y % a la o l r a ; 

la suma az-\-by-+-c%-\-du se llama produe lo de las dos 
líneas. 

Esto supues to , sean las dos de te rminan tes 



a i a i •+ - ( I : a7aa a 3 •••«»a»; P, -+- «i P» H-
 (?

3 P3 + ••• «• P»; a,yt H- o, y, 4- o3 y3 •+- ••• a » Y«; « , \ + «, \ ^ X3 -

La segunda línea K se obtiene multiplicando la segunda de P por todas las de Q ; resultará, 
pues , 

* , & f ^ , € - H 6, P, 4-¿, P, 4- M„ ; bx 4- bt y, 4- Z>» y»; M. + ^ ^ - H &» X» • 

Así sucesivamente se irán formando todas las líneas de K hasta la última, que se formará 
multiplicando la última línea de P por todas las de Q, en esta forma: 

/,«,+ /;«s+ in<¡ lt P,4- CP, 4- L P„ ; /, y, -f- /, y. 4- ln y*; h §-H ¿ A 4- tn K . 

De este modo habremos formado la determinante 

K = 

a\ «, - + - a 3 « 3 a„ a„ a , jü, -f- a , p2 - h a 3 p3 + a» ¡3„ a , y, 4- a , y, 4- a , y 3 a„ y„ a , A, 4- a 3 X., 4- a3X3 -f- a„ Xn 

ft «, Br Ka,&3 S «» i, P, + P , - r - h P 3 -+• B » P» i, Y, 4- M , + b3 y 3 6„ y„ 6, X, 4- 6, \ 4- ¿3 A 3 4- b„ X„ 
c, a, + ci at 4- c3 <x3 c„ a n c, P, 4- ct p2 4- c3 P S 4- c p„ c, y, 4- e¡ y, 4- c, y 3 c„ yn f, \ 4- c, X, 4- c 3 X3 4- c Xn 

/ , « 1 4 - / , a , 4 - i,« 3 í» «„ lx P . 4 - / 2 P 2 4 - / 3 P 3 4 - ^ P N / 1 y , 4 - / a y ) 4 - / 3 y 3 4- /„ y„ i, X, 4- /,X, 4- l,X3 4- /„ X„ 
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Antes de pasar á la demostración general del teorema, 
debemos hacer algunas observaciones. 

Los elementos de K así formada con polinomios de n 
términos, cada uno de los cuales es un producto de dos 
letras con el mismo índice, una letra latina y otra griega, y 
estos índices, en cada polinomio, crecen en el orden na­
tural desde l hasta n. 

De aquí se deduce que cada vertical de K es una vertical 
compuesta de n líneas verticales sencillas con los índi­
ces 1, 2 , 3 . . . . n . Por ejemplo, la vertical 

ai y, H - «• Y, H " « S Ï5 + • • • Y» 
¿4 Ï4 H H K y, H " ^3 Ï! + • ' ' 6. Y» 
<M T. H - C! T) H - c 3 y, - + - . . . . C» Y» 

'4 Ï4 H - Y, " h /, Y3 -h • • • In Yn 

se compone de lasw verticales sencillas 

«4 Y4 «, Y3 «s Ys 
¿4 Yi ¿

2 Yn h Y3 

c « j 4 <\Y, H Ys 

h Yi ¿, Y, h Y5 

á cada una de las que corresponde un número de orden 
1, 2 , 3 . . . n. 

Notemos ahora que en las n verticales sencillas 

c 4 «4 c, °2 

de la primera vertical de K, cada una de ellas tiene por 
factor común uno de los varios elementos « 4 « 2 a 3 . . . a n de 
la primera horizontal de Q; del mismo modo las líneas ver­
ticales sencillas de la segunda vertical tienen por factores 
comunes los elementos de la segunda horizontal de Q, y 
así sucesivamente. 

cin Y* 
bn Yn 
cn Y« 

ln fn 

«3
 a s 

¿3 «3 

< \ a 3 

bn a„ 
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D e d ú c e s e de aqu í q u e las líneas sencil las del mismo nú­
mero de o rden de las diferentes vert icales de K, p o r ejem­
p l o , 

«1 ai P, «i Yi ! «i \ 
*1 °1 ¿1 P, *• Y. : k \ 

«1 C l P. c i Yt \ 
*, 'P , *, Y, : h \ 

son equ iva len tes p o r q u e sólo difieren en los factores 
« , P , Y -

Pasemos ya á la demos t rac ión del t e o r e m a . 
Pues to que las vert icales de K son c o m p u e s t a s , p o d r e ­

m o s d e s c o m p o n e r K en la suma dé o t ras varias de te rmi­
n a n t e s de ver t ica les sencil las m o n o m i a s , tomando una en 
c a d a ver t ica l de K ( n ú m . 47) y d i sponiéndolas en el mi smo 
o r d e n en que se hallan en esta d e t e r m i n a n t e total las ver t i ­
cales c o m p u e s t a s á que p e r t e n e c e n . 

Es decir , que si t o m a m o s de la primera vert ical de K la 
línea sencil la 

"7 ~7 

¿7
 ai> 

de la segunda a2 fi2; de la tercera aí y g ; de la cuarta a, 8,. 
KK\ Y . ; M , 

: i . : 
h ZB Y S ; ¿ i s , 

. . . y así sucesivamente hasta ai0 \ Q en la última, 
K \ 

C10 I» 

»iJ ÍJ 

li0 \» 

se foTmará la determinante parcial j e tH l£ ÍNá í l ' l í / ] 
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« 7 «7 « 5 Y S s, : \. • 

«7 \ ¿ 5 Yi \ : K 
C-, *7 k < \ Y s K 

1. «7 k X X : K 

en la cual en la p r imera línea en t ra rá la *, en la segunda 
la ? . . . y así sucesivamente en orden alfabético hasta la úl­
tima vertical , que con tendrá la letra y con un cierto sub­
índice. 

Pero de todas estas de terminantes parc ia les , aquel las 
en las que ent ren dos ó más verticales parciales que ocu­
pen en las vert icales de K á que per tenezcan el mismo lu­
gar , ó de otro modo, que tengan el mismo índice, serán n u ­
las , puesto que contendrán dos líneas equiva len tes , y sólo 
quedarán las determinantes formadas po r verticales senci­
llas de diversos índices. Debe remos , p u e s , tomar tan sólo 
verticales sencillas cuyos índices formen permutac iones 
diversas de los números 1, 2 , 3 . . . n, que son ev iden te ­
mente en número de 1 , 2 , 3 . . . n . 

Tomando por ejemplo la pe rmutac ión pr inc ipa l , t en­
dremos que reunir la pr imera vertical sencilla de la p r ime­
ra vertical de K con la segunda sencilla de la segunda de K, 
v así suces ivamente , v resu l ta rá : 

«i a i a t & a a Ya 
¿, a, K k h Y3 

hit 

b„ X„ 

(1), 

que se t ransforma, sacando factores comunes en el pro­
ducto 

BLLLIJL/L i [ n 
a \ a<t a 3 

k A *a 
C. Cn C<% 

A K h • ^" 

a„ 

Cn 

«t Pt Y3

 X » 

(2). 

Permutando en (l) los Indices de las letras griegas y la-



— 385 — 

tinas de todas las maneras pos ib les , tendremos los varios 
términos de K que no se anulan, y cuya suma equivale á 
dicha determinante, porque, en efecto, todas las vertica­
les sencillas de la primera de K tienen la parte común 

a a 
b a 
c a. 

f a 

y sólo difieren en el subíndice. 
Todas las de la segunda de K tienen asimismo la parte 

común 

a p 
b p 
c p 

con distintos índices , y así sucesivamente; pero tanto da 
permutar estos índices en (1) como en (2); luego resulla, 
por último, que para obtener los términos ó determinantes 
parciales de K debemos conservar en su orden las letras 
griegas y latinas, y perutar tan sólo los índices interiores 
y exteriores; mas la permutación de los índices en (2), no al­
tera el valor absoluto cíel primer factor (núm. 38) , tan sólo 
puede hacerle cambiar de s igno; de suerte que podemos 
dejar invariable dicho primer factor, dando al segundo el 
s igno - H ó —, según que las inversiones de la permutación 
de los índices sean en número par ó impar. Se ve ahora fá­
cilmente que en los 1 , 2 , 3 . . . n términos que se conservan 
del desarrollo de K, la determinante 

at a , a , . . . . an 

b{ bt bs . . . . bn 

C t Cj c 3 . . . . c n 

/, /, h.... I» 

= p 

13 
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» 

es factor común de una suma de términos que se derivan 
de p 2 y. . . . xB, pe rmutando los subíndices y dando al re ­
sultado el signo que indiquen las inversiones de dichos sub­
índices. Pero esta suma es la de te rminante Q; luego tendre­
mos , finalmente, 

K = P Q. 

60 . Según la regla p r eceden t e , para formar la deter­
minante K, puede decirse que P funciona como multiplica­
dor y Q como mult ipl icando; de suerte que los e lementos 
de una horizontal de K se obt ienen multiplicando una mis­
ma horizontal de P por todas las horizontales de Q, y el 
e lementos . " 1 0 de la r . m a horizontal será, por lo tan to , el p r o ­
ducto de la r . m a horizontal de P por la s . m a horizontal de Q. 

Dedúcese aún que los e lementos de la s . m a vertical de K 
son los productos de las mismas horizontales de P por 
la s . r a a horizontal de Q ; y como si Q hubiese sido el mult i ­
plicador, dichos e lementos hubieran formado la s . w a hori­
zontal de K, resul ta que el cambiar de mult ipl icador equi­
vale á cambiar las verticales en horizontales, y recíproca­
m e n t e . 

Sin embargo , sea cual fuere el orden de los factores, 
el r . r a o e lemento principal es s iempre el producto de la r . m a 

horizontal de P por la r . m a horizontal de Q , y así los ele­
mentos principales dè K son los producios de las líneas ho­
mologas de P y Q i 

El método p receden te de multiplicación p u e d e desig­
narse con el nombre de multiplicación por horizontales, 
mas se comprenda que pueden multiplicarse dos de te rmi­
nantes dadas por verticales, y aun horizontales por vertica­
les, de donde resultan cuatro expresiones distintas en la 
forma para el p roduc to de dos de te rminan tes , aunque 
idénticas en su valor algebraico. 



— 337 — 

Ejemplos : 

I. 

• 

a h 
Producto por horizontales, siendo la ' a x -f- b y a x -\- b y' 

primera determinante el multi- ! . • 
plicador \a'x-*rb'y a x -\-b'y' 

a b' Producto por verticales, siendo la ¡ 
segunda determinante el multi­
plicador ¡ 

\a x -f- a x b x -+- b' x' 
\ay-\-a'y by-\-b'y' 

H. 
b c\ yV y z \ax-\-by -+-CZ ax' -\-by'-+- cz' a x" -\-by'r-+-c z"\ 

a' b' c'\ ja-' y' z' = \á' x-\- b'y-+-c'* a' a'-f- b' y'-\-c'z' a' x" -\-b'y"+-c' z" . 
a" b" c"\ \x" y" z" \a"x+b"y+c"z a"x'+-b"y'+-c"z' a"x"-+-b"y"+¿"z" 

6 1 . El mé todo p receden te puede servir para multipli­
car de te rminan tes de grados des iguales ; basta para ello 
aumenta r la de terminante de menor grado hasta el grado 
de la o t ra . 

E jemplo: 

a b c d x y = a b c d x y 0 0 a x b y a x' + by' c d 
a' b' c'd' X y' a' V c' d' x' y 0 0 a' x -hb'y a' x' -hb'y' ç' d' 
P <Z r s P 9 r s 0 0 1 0 p x + <1 V P x' 

4-'qy' 
r s 

p'q> r' s' P <l /•' s' 0 0 0 1 -r-q'yp' x' + 9.'!/' r' s' 

62 . Si los factores P y Q son idént icos, el producto PQ 
será el cuadrado de uno de e l los , lo cual nos da un método 
para elevar á potencias las determinantes . Ahora bien, 
como los e lementos de la r . m a horizontal de K son los pro­
ductos de la r . m a horizontal de P por todas las horizontales 
de la mi sma , y la r . r a a vertical es el p roduc to de todas las 
horizontales P por su r . m a hor izonta l , resulta que ambas lí­
neas conjugadas son idént icas . Ademas , el r . m o elemento 
principal de P 2 , será ev iden temente el cuadrado de la r . r a a 

l ínea de P . 
De aquí se deduce que el cuadrado de una determinante 

es otra simétrica, y sus elementos principales están forma­
dos por la suma de sus cuadrados. 

Conviene r eco rda r que el r , m o e lemento principal del 
cuad rado es la suma de los cuadrados de todos los elemen-

file:///ax-/-by
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los de la r.m a horizontal, si el producto se ha efectuado por 
horizontales, ó de la r.m a vertical si se ha efectuado dicho 
producto por verticales. 

Ejemplos : 

j a b | 2 . 
la' b'\ 

b b a a' -+- b b' \ = \ a a -+- a' a a b -f- a' b'\ ; 
\a'a+b'b a'a' + b'b' \a b-\- a 1/ b b -H b' b'\ 

a h c 2 A A -4- b b H - C E A A' + H ' -H C C' A a -hbb" H - c c" 
a V c' a a' - h b V H - C C' A' A' -+- 6' 6' H -C' C' A a" -f- b' b" -H c' c" 

o" b" c" a a" -H b b" H UCC" A' A"H-// b"'-J - C' C a" -hb"b"^ - c c 

65. La notación de dobles índices permite traducir fá­
cilmente en fórmula el método anterior para la multiplica­
ción de determinantes. 

Sean 

P = a, 4,1 «*l,Î ••• • «l,n 
a%l o M .... a M 

Q = but .... blt„ 
6 S > 1 b i t .... &t>„ 

aB>1 A „ I ? . . . . fln>n bn4 b n t . . . . bn 

Designando por c cada elemento del producto, y agre­
gando á esta letra dos índices, el primero relativo á la ho­
rizontal de P, y el segundo ala de Q, cuyo producto cons­
tituye el elemento de P x Q , tendremos: 

P X 0 
Ct.4 ^2,2 • 

1.1» i ' 

i , » 

;^íl.4 • • • * ^ir.n 

y se tiene que 

cr* — a>-,i K< -+- -f- tfR,I 64,3 -i- .... - + - A R I „ 6 l i n , 

y haciendo variar r y 5 desde 1 á n , obtendremos todos los 
términos del producto P x Q . 

Si el producto se efectúa por verticales el primer índice 
de c expresará la vertical de P, y el segundo la vertical 
de Q, que se multiplican, y en general tendremos 

. . . .-+- a„,r b n t t . er¿ — a,,r 6M - 4 - a%r by, - 4 - a5,r A3>, 
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... a» (P ) * t a, ot 3 . . . ce.. 

... bn P, K k •• 

h h h... .. ln \ \ \ -

Cuando P y Q sean idénticas, y por lo tanto K = P H a s 
fórmulas precedentes, se convierten en 

í'r,s = « r , i alA - t - t 7 r > t as* - t - . . . . - h ar „ al<n , 
cr,» = aly,. a1>4 -t- a t i r a t t -+- . . . . -f- an<r a n t , 

y como los segundos miembros no cambian, cuando se 
cambian r en s, v s en r, resulta en ambas 

f 'r,s » 

lo cual prueba, como ya se ha deducido directamente, que 
el cuadrado de toda determinante es una determinante si­
métrica. 

Para los elementos principales r^=s, y las dos fórmulas 
generales se reducen á 

<V, = a \ t -H a 4„ s -h .... a\n, 
cr<r = a\r - t - a \ -+-.... a*,,,,., 

lo cual comprueba la composición ya indicada de los ele­
mentos principales. 

64 . Aplicando el método de la multiplicación de deter­
minantes á dos matrices, que en general supondremos rec­
tangulares y semejantes, se obtienen resultados dignos 
de notarse. Mas obsérvese que la palabra multiplicación 
no tiene en este caso la misma significación que en las de­
terminantes; pues en éstas indica una operación alge­
braica, y en el caso de dos matrices, sólo expresa una 
trasformacion del orden combinatorio, pues ni cada ma­
triz expresa una cantidad, sino un cuadro ó agrupación de 
elementos distribuidos según cierto orden; ni, por lo tanto, 
el producto de dichas dos matrices puede expresar el 
producto de dos cantidades ó funciones algebraicas. 

Sean las dos matrices de m horizontales y n verticales 
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en las que las « , b, c. . . I,«, p , y . . . / serán en cada g rupo 
en número de ra. 

Para fijar las ideas apl icaremos á estas matr ices el m é ­
todo de multiplicación por horizontales, pe ro fácil seria 
aplicar las conclusiones á que l leguemos al caso en que el 
producto se efectuase por verticales. 

La pr imera línea de la mat r iz -producto se ob tendrá , 
pues , multiplicando la pr imera horizontal de P por todas 
las de Q , y resu l ta rán , por lo t an to , ra e lementos cor res ­
pondientes á las ra horizontales de Q. 

La segunda línea se hallará aná logamente multiplican­
do la segunda horizontal de P por todas las ra de Q , y de 
este modo se continuará hasta multiplicar la m y última 
horizontal de P por (odas las de Q , cuyos p roduc tos cons­
tituirán la ra" y última horizontal de la matriz P Q = L . 

De aquí resulta inmedia tamente que la matriz L será una 
matriz cuadrada del g rado ra, pues cont iene ra l íneas , y 
cada línea ra e lementos . 

A esta matriz cor responderá una de terminante del g ra ­
do ra, que des ignaremos por la misma letra L. 

Notemos, antes de pasar adelante , que la matriz L difiere 
de la matriz K del núm. 59 , en que K es del g rado n, y cada 
uno de sus elementos se compone de n sencil los, y la 
matriz L, que es de grado ra, está formada por partes que 
contienen n e l ementos , número distinto de m. 

Distinguiremos tres casos : 1.°, m>n; 2.°, raO; o.°, 
m = n . 

Pr imer c a s o : ra>n. Las matrices P y Q tienen más ele­
mentos en sentido vertical que horizontal , son lo que p o ­
demos l lamar matrices rectangulares vert icales. En esta 
hipótesis, cada línea compuesta de la de terminante L tiene 
menos sumandos que unidades el grado ra de la de te rmi­
nante . 

Si aplicando el método del núm. (47), t ra tamos de des ­
componer la de te rminante L en s u m a n d o s , puesto que 
cada sumando , ó de terminante parcial , se compone de una 
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línea vertical sencilla por cada vertical compuesta , y el nú­
mero de líneas compuestas es m, y n el de las líneas sen­
cillas, después de haber tomado una línea sencilla en cada 
una de las n pr imeras compues tas , si estas 11 sencillas son 
dis t intas , estarán, por decirlo así , todas agoladas , y la 
línea sencilla siguiente equivaldrá á una de las anteriores. 
De aquí resul ta que cada determinante parcial contendrá 
po r lo menos dos líneas equivalentes , y será nula. 

En conclusión , si m > n , L = P Q = o . Sea, por ejemplo, 
el p roduc to 

A X X' = ja X H - A X a V ~ h A Y ' A Z H - A' Z 

B V Y Y ' \B X -h V X' B Y H - B ' Y ' B Z -H B ' Z' 

<• C Z Z' \C X H - C! X' C Y H - C Y ' C + h e ' Z 

Descompongamos este producto en determinantes par­
ciales, t omando una línea sencilla cada línea compues ta ; 
si lomamos en la primera línea compues t a , la segunda 
sencilla 

a x 
b' x 
j 1 

C X , 

y en la segunda compues ta la primera sencilla 

a y 
b y 
c y , 

al tomar en la tercera compuesta una línea sencilla, ésta 
tendrá que ser la pr imera 

a z ó la segunda a z 
b 2 b' z 
c z c z 

-

y en uno ú otro caso la determinante 

a' x' ay az ó la a' x' ay a' z' 
b' x' by bz V x' b y b' z' 
c' x' cy c z c' x' cy c' z' 
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a a' X x' 
b b' y y' 
c c! z z' 

ó mejor dicho, eí producto ó determinante 

a x -\~ a' x' a y -+- a' y' a z -f- a z' , 
b x -+- b' x b y -+- b' y' b z -+- V z 
c x -+- c' x' c y -f- <•' y' c z -f- c' z' 

que por medio de las dos matrices propuestas se forma 
es nulo. 

Segundo caso : m<Cn. Sean las dos matrices 

«, « 5 .. a„ a , 9 s 

K *• - bn .. ft. 
c , .. c„ Y, Y, Ys •• Y» 

it h ». 

(1)> 

en las que el número de líneas horizontales es m, y sea el 
producto 

fl1a1-f-tfsa4-+-«5a5...fln a n ni{ll-\-/iî{ii-ï-«3[is-h...(in ¡3« «i> |-WV s-t-a3).3-K..an ).n 
¿, xl-hb^xi-t-biai...bu «/» A 1P |H-&j¡Í2-f-ftjpj-H...&« btll-hbi)i-+-bz}s-h...bn >.» 

a l-t-<'saj-t-í ,

5as..> ,>i xn ''j ¡V+~'"s $r*-e» $s+—c'n <V.|-i-<'j Àj-H's/.j-K.. •„ m , 

\llOLi-\-fi0L<i-hlzOL-...lnOLn ¡i ? | - + - / í p 2 " , _ '3 P í - * - — ¡ í " / , ).,-f-^.j-f-Z 3>. 3 H .../« J -/J ¡ 

Al descomponer L en determinantes parciales, debere­
mos tomar una vertical sencilla por cada una de las m ver­
ticales compuestas; pero estas verticales sencillas deben 
tener distinto número de orden, porque, de no ser así, ha­
bría dos ó más verticales equivalentes, y la determinante 
parcial sería nula. 

Tomemos , pues , 

tienen dos líneas equivalentes, y son ambas nulas. Otro 
tanto pudiéramos decir de todas las determinantes par­
ciales en que el producto se descompone. 

Así, pues, 



— 343 — 

de la primera vertical compuesta la vertical correspondiente al índice.. . r{ 

de la segunda la que corresponde al índice /'s 

de la tercera — la del T>8 

y así sucesivamente hasta 
la m. a , de la que tomaremos la vertical sencilla /•„, 

Es claro que rx i\ r 3 — rm son una combinación de m de 
los n n ú m . i , 2 , 3 . . . n. 

De estas combinaciones existirán I X 2 X 3 . . . . X » = D , 
que serán distintas entre sí , y como en vez de tomar las 
verticales sencillas ri> r% r v . . rm en las verticales com­
pues tas 1. a , 2 . a , 5 . a . . . ra", podemos tomar una pe rmu ta ­
ción cualquiera de estos n ú m e r o s , por ejemplo 

r 3 de la 1 . a vertical compues t a . 
r, de la 2 . a 

ró de la 5 . a 

r, de la 4 . a 

resul ta , finalmente, que las varias de te rminantes parciales 
de L se ob tendrán : 

1.° Combinando m a m los números 1, 2, 3 . . . n. 
2.° P e r m u t a n d o cada combinación. 
3.° Tomando de las diferentes verticales compuestas las 

verticales sencillas que indiquen los números de orden 
de cada una de dichas pe rmutac iones . 

Fijémonos en la combinación r, r 2 r 3 rm 

y des ignemos por 

S , 6' 4 S 3 

« , « í « j * 

/// til III II' 

S , S j S s S 

s(v\ s{v\ s¿v) sw 

las v p e r m u t a c i o n e s de los n ú m e r o s r, ( rit rZt. . . rm. 
Tomando de cada una de las m vert icales compues tas la 

vertical sencilla que marca el número de orden correspon­
diente de la pe rmutac ión que cons ideramos , obtendremos 
las de terminantes parcia les 

14 
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a, a , a, s., a , Y , 
| S l S l »« * I * S * 5 
¡ 

i¿> - «, ¿ , 3 , b. y. / 
1 1 2 2 3 3 

k < V , V . V ' . 

S 1 5 1 * í 8 2 5 3 5 3 

0.» V a

e " h" ^c" V 
8 í s i ' # * 2 2 3 3 

¿> ' \" ¿\" K" ^ s " Y," 
' 1 ' 1 - 2 * 2 3 3 

C.» V 3 „ C ¡i Yo" 
* 1 * 1 4 ' 2 1 3 ' 3 

S 1 5 i * 2 5 2 * 3 * 3 

a , x , 

m m 

CJ \ , $ s 
m m 

m vi 

a,» x „ 
m m 

bs" V 
m m 

CJI x „ ' s s 
m m 

s" \ s " 
m m 

que sacando factores comunes , se convierten en 

v K' v V 
5 1 3 i * 3 , 

a, a, a * 
8 1 S 2 5 3 

*<. £ W 

. a , , 

I R L / , . . . / , 

V PÍ" Y," ••• A. 
' 1 * 2

 5 3 á 

1 

a // a.a a i, ... a 
bii ... b. 

C a C a C,.o, . . . Cf 

1 '2 3 

/ // l II í II . . . / . 

' : I 

* 

Como los números de orden s\ s% s 3 . . . s'm; s"j $"2 

*"v • *"*» • • • s o n permutaciones de la serie ordena-
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da Tt n 2 r 3 . . . rm, podemos en cada derminante parcial 
o r d e n a r las vert icales según dichos índices r 4 r 4 r 3 . . . rm, 
poniendo á la nueva de te rminante el signo que le corres­
p o n d a , es decir , ¡positivo si la serie de las s p resenta un nú­
mero p a r de invers iones , y negativo si este número es 
impar . 

T e n d r e m o s , p u e s , para de te rminan tes parciales co r r e s ­
pond ien te s á la combinación rít r . v . . rm 

a , 8 / y / . . . X / 
«1 =*t «8 * , 

a a a ...a 

b b. b ...b 

. A 

l l l. . . . I 

ft a a . . . a 

b b b ...b 
ri r* 'z 

l. I l. ... I 

S u m a n d o todos estos t é rminos , y s acando factor común 
la d e t e r m i n a n t e S a b c . . . / • . , t e n d r e m o s 

' I ' -2 ' 5 ' »1 

\ 1 i ra 1 
OT S v X s rs ••• ¿ 1 2 

a a ...a 

6 6 ...6 

Z l ...l 

pero la cant idad que está d e n t r o del paréntesis se obtiene 
p e r m u t a n d o en el término \ Kt \ • . • x r M l o s sub- índices , 
y d a n d o al resul tado el signo que marcan las inversiones, 
según la regla g e n e r a l , l uego dicho parén tes i s es la deter­
m i n a n t e s «,.t P r f . . . \m, y , por lo t a n t o , el conjunto de 
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de las dos de te rminan tes que en las matr ices (I) co r r e s ­
ponden á las dos matrices cuadradas de las ra verticales 
que llevan por n ú m e r o de orden los de la combinación i\ 
Ti TV . . rm. 

A cada combinación corresponden en P y Q una matriz 
cuadrada , y , por lo t an to , un producto análogo al (2); s i , 
p u e s , designamos por •pi p<¡ p 3 . . . pv las de te rminantes cor­
respondien tes á las v matrices cuadradas y ordenadas de P , 
y por 0, q.2 <?,->. . . qv las d e Q , tendremos 

L = M » - i - f t ° í - + - ^ 3 q* Pv 

en cuya suma v es igual al número de combinaciones de n 
cosas tomadas ra á ra. 

Como L se deriva de las ma!rices P y Q, por la regla de 
la multiplicación podremos abrev iada , y s imbólicamente 
escribir 

L = ( P ) x ( 0 ) . 

En resumen : 
Si multiplicamos por horizontales dos matrices semejan-

tes de m horizontales y n verticales, el producto es nido 
cuando m > n ; y cuando se tenga, por el contrario, m < n , 
dicho producto será igual á la suma de productos de todas 
las determinantes de una de las matrices por las respectivas 
determinantes análogas de la otra. 

Ejemplo : 

1 ' 2 

1 2 ( 2 ) 

x . x , . . . X,. r r r i i i 

las de terminantes parciales que se derivan de la combina­
ción rx r» r 3 . . . rm, se reduce al produelo 

ar ar ... ar 

b b . . . 6 
V V V 
\ 1 
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a b c\ x y z\ — 1 a b . ¡ x y\-H« c| ! x z\-• f -U c| 
a b' c'\ x y z\ a' V \x> y'\ ¡a' c'| w A |6' c'l y' A 
Es evidente que debemos invertir las conclusiones del 

t eo rema anter ior si la multiplicación de las matrices se 
efectúa po r vert icales . En este caso el producto es nulo 
si m<Cn; y si m^>n, será igual ala suma de todas las deter­
minantes de una de las matr ices po r las homologas de la 
s egunda . 

6 5 . Si las dos mat r ices son idént icas , el p roduc to de 
sus de te rminantes homologas se convert i rá en los cua­
d r a d o s de las de t e rminan te s de una de ellas. 

En este ca so , si m>n 

L = ( P ) * = 0 ; 
si m<Cn 

L = ( P ) 2 = p , 2 - r - ^ - + - p 3 2 . 

el teorema podrá enunciarse de este m o d o : 
El cuadrado por horizontales de una matriz de m hori­

zontales y n verticales es nido si m > n, y si m<Cnserá igual 
á la suma de los cuadrados de las determinantes de grado 
m de dicha matriz. 

Ejemplos : 

a a' i a a - - a' r 
a 

ab-\ h a b' a c -- a' c' 
b b' b a H \-b' a' ¿>¿>H be-i -y c' 
c c' en -V- e d c b H h e ' b' c c -h e ' c 

labe ;2=| a a •+- b b -+- c c a a' -4- * b' -h- c d ' | * | a b j'-hj a c ¡'-f-'i * c ,5. 
\a'b'c'\ [«' a -f- V * - h c' c a' a - h b' b' - h c' e'\ a'b'\ \a c'\ 'b'e 

Esta última re lación, escrita bajo la forma ordinaria, d e ­
mues t ra la conocida ident idad. 

(a* - h bl -+- c2) (a'2 - h bfi - h c'») - (a a' - h * ¿' c c')' = 



III. 
j a b c d j * — , « 2 -H ¿>2 - ( - C 2 4 - D 2 (I A + Í B + C C + F/ D J = -

IA B C D ¡ | « A 4 - b B -+- C C 4 - D D A 5 4 - B 2 C 2 4 - D 2 ¡ 

( « 2 4 - + C 2 4 - D 2 ) ( A 2 4 - B 3 + C 2 + 1 ) " ) — ( A A + J B + C C + F/ D ) 2 — 

LA * ¡ 2 4 - | a c j 2 - H 1 a d |2 + ¡ b c ; 2 4 - & D 2 -H ! '• d 2 = 
1 A B I i A c ¡ 1 A D j I B C I B D ; C D 

( « B — b A ) 2 + ( A C - C A ) 2 4 - (a D — d A ) 2 4 - (* C — C B ) 2 -f-

(¿> D — D B ) 2 + ( C D — C R F ) ? : 

agregando á este segundo miembro la cantidad idéntica­
mente nula 

2 [ ( A B — bk) ( C D — D C ) 4 - ( A C — C A ) ( D B - bD)4- ( A D - A * A ) ( 6 C — C B ) ] 

se convertirá en la suma de tres cuadrados 
( A B — ¿ A -F- C D — D C ) 2 4 - ( « C - C A 4 - D B — ¿ > D ) 2 + ( A D — D A -T- 6 C - C B ) 2 , 

y despejando el p r imer té rmino del p r imer miembro , ob­
tendremos la fórmula de Euler 
(«2 - j - ¿2 + c.2 t¡-2 ) ( A 2 _|_ B2 _j_ C 2 _f_ D 2 ) = (A A - M B - H C C - h D D ) 2 

+ ( R Í B - ¿ A + C D - D C ) 2 

4 - ( « C — C A + D B — ¿ > D ) 2 

+ ( A Ü - D A - + - J C — C B ) 2 

Haciendo en esta fórmula 

a—p; b = q \ / — B ; c=r\/—C\ d=s\Zli C ; Á=p'; B = 7 ' \ / — B ; 

C=r' y / ^ C ; D = S ' \ / B C 

obtendr íamos la fórmula de Lagrange. 

Tercer caso : rn—n. En esta hipótesis las dos matr ices 
son c u a d r a d a s , y los varios términos px qx;pt q±. . . de la 
fórmula p receden te se reducen á uno solo, como podría 
preverse por que este caso no es otro que el de multipli­
cación de de te rminan tes . 

66. Sean dos determinantes P , Q 

4,,, « i ,2 « i , » ! 0 = 
ci.> * ci¿> * . . . . . Q.>,,I b*t b.,* b* 

1," 
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K = 
¿2 , 1 

en la cual 

= ar,\ Ki +
 ar,i 0*$ - H «r ,3 ¿>.,3 ~H - H «r,n ¿,,„. 

Una de terminante menor de grado m del p roduc to K se 
expresará por la matriz cuadrada 

I 

»1 »m 

c¿. i / , c; * . . . . . ( ; , 

en la cual r 4 r 4 r 3 . . . rOT son m números en orden natural de 
la serie 1, 2, 3 . . . n, que expresan las horizontales á que 
per tenecen los elementos de la menor que se considera, 
y Si s.¿. . . sm, m números en orden natural de la serie i , 2 , 
5. . . n, expresando análogamente las verticales á q u e di­
chos elementos per tenecen. 

Si recordamos ahora que los primeros índices de cada 
término cr¡s indican la horizontal ar¡[ ar¿ ar¿. . . ar¡H de P, 
que se cons idera , y los segundos la horizontal bS)[ bs¿ bs¿.. . 
bg,n de Q, que concurre con la pr imera á la formación de c r s i 

resulta que la p r imera línea horizontal de la matriz (1) se 
obtiene multiplicando la horizontal i\ de P por las sx st. . . 
sm de Q ; la segunda mult ipl icando la horizontal r 4 de P 
por las mismas Si, &2- • • sm de Q , y así sucesivamente hasta 
la última horizontal , que será el producto de la horizon­
tal rm d"e P por la serie constante de las horizontales s,t sit 

c c c 
^''i ri*t rt-8t 

c c c 
risi rtst rtss C C C rsst r , s t rss. 

cuyo producto K por horizontales se expresará abreviada­
mente por la de te rminante 
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sm> y de aquí se deduce que la menor (1) está for­
mada de las dos matrices. 

\ i V \ z 
a r ¿ ar.22 \ 3 

K l ar.2 a r * 
i> .> 3 

\ar j ar 2 a 3 a 

\ l \ * bs\i 
b ¿ .} b o b 

s '2 s '2 s Jo s ,?? 
b , b 0 & g 2> 

3 .» 5 3 

i i>, , ¿x , 

por la regla de la multiplicación de mat r ices rectangulares . 
De aquí el siguiente t e o r e m a : 
Toda, determinante menor del producto K de dos deter­

minantes P , Q , obtenida dicha menor por horizontales, 
equivale al producto de dos matrices de las dichas determi­
nantes P y Q; /a matriz de P está formada por las horizon­
tales de esta determinante, que tienen el mismo número de 
orden qae las horizontales d¿ K, que concurren á formar la 
menor de que tratamos; y análogamente la matriz de Q está 
formada por las horizontales de Q , cuyos números de o r ­
den son los de las verticales de K, que forman la menor en 
cuestión. 

E j e m p l o : 

OiA — \ai,\ « ¿ , 2 ¿ 1 , 2 -+- a í > 3 ¿ i > 3 -4- ... 
A, , ^i.rj ¿ i , t -+- « 4 , 2 ¿ 1 > 2 -+- a 4 ¿ &i,3 -H .. . 

« 2 , 1 ¿ 5 , 1 + « 2 , 2 ¿ 5 . 2 + « 2 , - ¿ 3 , 3 + a%n ¿3„ 
« 4 , i ¿ > , . -H ^ ¿3>í> « 4 , 5 ¿ 3 , 3 • + " « 4 . » ¿ 3 . » 

« 2 , 1 « 2 , 2 « 2 , 3 « 2 . « \ 

« 4 , 1 « 4 , 2 « 4 , 3 « 4 . « i 

«2,w ¿1,» 

«4.» ¿ M 

¿ 1 , 1 ¿ 1 , 2 ¿ 1 , 3 ¿ 1 . » 

¿ 5 , 1 ¿ 3 , 2 ¿ 5 , 5 ¿ 3 . » 

« 2 , 1 « 2 , 2 ¿1,1 ¿ 1 , 2 ¡ + « 2 , l «2,5 

«4,1 «4,2 «4,l «4,3 

6 7 . Lo dicho en el n ú m . 57 permite convert i r en fórmula 
el teorema preceden te . 
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15 

Sean : 
KM» Pr>s, qr,s las menores de g rado m de las determinan­

tes K, P , Q (siendo K = P X Q ) , de terminadas dichas meno­
res por el concurso de la rma matriz horizontal , y de la sma 

matriz ver t ica l . 
Kr>s será el producto de la rma matriz horizontal de P 

por la smn matriz horizontal de Q , y descomponiendo esta 
m e n o r en el p roduc to de determinantes homologas (nú­
m e r o 6 4 ) , t end remos que la matriz de P dará las determi­
nantes 

Pr,iPr,<iPr,3- • • Pr,v 
y la matriz de Q, las 

de donde resulta 

&r,s = pr,i qs,i -+- Pr.i q^i -+- pr,z qs,7, pr,v q*,v 

en que v r ep re sen ta el número de combinaciones de n cosas 
mam. 

Separando de.la matriz cuad rada K la rma matriz horizon­
tal , queda otra matriz rec tangular compues ta de n—m ho ­
rizontales : des ignemos p o r r' su número de o r d e n . 

Separando del mismo m o d o de dicha matriz K la sma ma­
triz ver t ica l , queda otra matriz rectangular compues t a de 
n — m vert icales : sea s su número de o rden . 

La m e n o r K r ^ será ev iden temente el complemento ordi­
na r io de K r > J . 

Aplicando á esta menor la fórmula p r e c e d e n t e , ten­
dremos 

K r v = p,,i qS',i + Pr\2 fa* - t - pr,z q3','o Hr pr >,v qS',v 

en que v expresa el número de combinaciones de n cosas 
n — mkn—m, que es idéntico a i d e combinaciones mam; 
así las fórmulas 

Kr>. = pr,Aqs,ti - f -p r , 2 q s f > i - 4 - pr,vqs\v 

K M —Pr.i Qs,i -f-Pr,i -+- Pr,vqs>v W 

t ienen el mismo n ú m e r o de té rminos . 
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Consideremos ahora un término cualquiera, po r ejem­
plo , e\pr,tqStt, del valor de Krs: prt es una menor del g ra ­
do m , formada por la r . m a matriz horizontal de ra horizon­
ta les , y la t . m a de ra verticales, ambas tomadas en la de te r ­
minante P . Separando de P la r . m a matriz horizontal , queda 
la r . ' m a matriz horizontal del grado (n — m ) , porque la r . m a 

matriz de P ocupa en esta determinante la misma posición 
relativa que la r . m a matriz de K en esta ú l t ima : separando , 
igualmente , la t . m a matriz vertical formada por ra verticales, 
queda una matriz vertical de n — ra vert icales, cuyo n ú m e ­
ro de orden designaremos por t'. 

Asípr>t, se rá el complemento ordinario áepr¡t9 y análo­
gamente qs>ttr será el complemen to ordinar io de qit, pues to 
que las matrices del orden 5 y t en Q ocupan la misma p o ­
sición que las del mismo orden en K, y por lo tanto , s iendo 
K y Q del mismo o r d e n , las matr ices restantes de Q tendrán 
los mismos índices s y t' que las cor respondien tes de K. 

De aquí se deduce que á cada término del segundo miem­
bro de la ecuación (a) corresponde otro en la (a ' ) , que se ob­
tiene cambiando las menores p y q en sus complementos 
ordinarios; luego, en general, se pasa de la fórmula (a) á 
la ( a ) , cambiando cada menor por su complemento ordi­
nario. 

68 . Cuando la menor K f j S de la de te rminan te K se r e ­
duce al p r imer g r a d o , es decir , á un e lemento sencillo cr¡t, 
el t eo rema genera l equivale á la regla dada para la forma­
ción del p r o d u c t o po r horizontes de dos determinantes P 
y Q ; porque en efecto, las dos matr ices r . m a de P y s . m a de 
Q , ambas formadas po r una l ínea, son prec i samente la r . m a 

horizontal de P y s . m a de Q . 
En el valor de las m e n o r e s ^ y q no son o t ra cosa que 

los elementos de ambas hor izonta les , y po r lo tan to , ten­
d r e m o s la fórmula ya conocida 

cr,s = «r , i btf ~+~ ctr.i ¿ A ( 2 -+- «r,3 ¿ M H - ar,n bs,n; 
y como en esta fórmula podemos sustituir á cada menor 
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su complemento ordinario, tendremos aun, designando 
p o r r M , \s, Pf>s los complementos ordinarios de cr¡s, a r s , br>$, 

y — a 8 -4- a 8 - + - . . a 8 
' r , í r,l '«,1 r,2 r s , 2 r,n rs,n • 

En esta última fórmula podemos sustituir á los comple­
mentos ordinarios los algebraicos ; en efecto , multiplique­
mos toda la ecuación por (— \ ) r + s y resultará 

( - » ' + " - , v , = ( - 1 > ' + ! P... + ( - D ' + s P s , 2 + . . . . ( - 1 ) " ' ¡ y 

multiplicando ahora el primer término del segundo miem­
bro por (— IV + 1 ; el segundo por ( — 1 ) 2 + 2 ; el tercero por 
(— i j 3 + 3

 y y así sucesivamente hasta el ú l t imo, que lo mul­
tiplicaremos por (— i ) n + ", cantidades todas iguales á - h 1, 
se trasformará la expresión precedente en esta otra : 

( - > ) M ' ? r , = ( - D ' + ' «,;, X ( - 1 r ' K l + (-ir ' V - K * 

+ ( - i ) , + " % x ( - D * + " P , . -
Pero el complemento algebraico de un elemento es 

igual al ordinario multiplicado por — 1 , elevado á la suma 
de los índ ices ; luego las cantidades de esta última expre­
sión son los complementos algebraicos de crs, ar>s, brs: de­
s ignándolos , según la notación admitida, por letras ma­
yúsculas , obtendremos: 

C / v = A f > t B S ) 1 -4- A, f l K,n B M . 

De aquí se deduce que : 
El complemento algebraico de un elemento cualquiera c r i S 

del producto de dos determinantes, equivale á la suma de 
los productos de los complementos algebraicos correspon­
dientes á los elementos de la r.ma horizontal del multiplica­
dor por los complementos algebraicos de los elementos de 
la s.ma horizontal del multiplicado. 

6 7 . Si P y Q son idénticos el teorema del núm. 6 6 , se 
modifica de este modo : 
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Toda menor del cuadrado K de una determinante P, 
siempre que dicho cuadrado se obtenga por horizontales, 
equivale al producto de dos matrices horizontales de P, de­
finidas las horizontales de una y otra por los números de or­
den de las horizontales de K la primera, y de las verticales 
la segunda, que concurren á formar dicha menor. 

Si la menor de que se trata es una menor principal, en­
tonces equivale al cuadrado de la matriz horizontal de P, 
homologa áladeK, á que pertenece dicha menor. 

Ejemplo : 

A Ci,2 = .. a. l,n s = \ «4- \l a i , 3 M-

,t c2,2 .. OL 2,n \ ö 2 , l "2,3 

§ VIL 

D e r i v a d a s y d i f e r e n c i a l e s d e l a s d e t e r m i n a n t e s . 

70. En la fórmula 
P = a . A , 4 - a . A , 4 - .... -+- a A -í- a A 

r,\ r,i 7,2 /y2 r,,<f r,s r,n r,n 1 
desarrollo de la determinante P, las cantidades ari ar<¡ 
no entran en las coeficientes A r l A r > 2 ; luego si supone­
mos independientes entre sí los elementos de P, su deriva­
da , con relación ka,.tS, se reducirá al coeficiente de este 
elemento: así 

luego : 
Si los elementos de una determinante son independientes 

entre sí, su derivada, con relación á uno cualquiera de ellos, 
es igual al complemento algebraico de este elemento. 

71 . Esta propiedad puede generalizarse. Sea 
• 

% s ar s ar s ar s (A) rVS\ r 2 ' S 2
 rVSZ 7m>Sm 
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el producto de m e lementos de la de terminante P , tomados 
en hor izonta les d iversas , es decir , uno en cada horizontal , 
y en ver t icales diversas t a m b i é n , ó, dicho de otro m o d o , 
u n o en cada ver t ica l : r ep re sen t emos por e el número t o ­
tal de inversiones en los p r imeros y segundos índ ices , y 
por II el c o m p l e m e n t o a lgebra ico de dicho p r o d u c t o , n ú ­
mero 5 4 : la expres ión 

(— 1) a , a . a , 11 (1) 
1' 1 V 2 nr m 

d e n o t a r á la par te de la*determinante P , en que entran como 
factores dichos e l e m e n t o s . 

En efecto, el p roduc to de la menor formada por las hor i ­
zon tales r l 5 n 2 , r3...rmy p o r las vert icales sl9 s2, s 3 . . . s w por 
su c o m p l e m e n t o a lgebra ico H , es una pa r t e de la de te rmi­
n a n t e P ; p e r o ( — l ) e a, a Q ......a , es un término de 

rif8i r 2 ' S 2 'm,Sm 

esta m e n o r con el signo que le c o r r e s p o n d e ; luego la ex­
presión (1) des igna toda la pa r t e de P en que en t ran como 
factores á la vez los e l emen tos de que se t rata . 

Que (— 1) a a a es un término de la m e -
v 7 t',,s, ra,sa r ,s 

ñor , cuyo complemento a lgebra ico es II, es evidente pues to 
que su s igno es el que cor responde á la suma de inversio­
nes de los p r i m e r o s y segundos índices . 

Pudiera demos t ra r se d i rec tamente que (—1) a . a-

... a, as es un término de la m e n o r , cuyo complemento 

a lgebra ico es H. 
Sea para ello e' las invers iones de la serie ri9 r 2 , r 3 . . . . rm 

y e" las de la serie sl9 sí9 sz.... sm. • 
Alteremos el orden de los factores de m o d o que la se ­

rie r\, r 3 , r¿ — rM se p resen te en o rden na tura l : podremos 
consegui r lo ev iden temen te por tí cambios binarios efec­
t u a d o s de d e r e c h a á i zqu ie rda , es deci r , en sentido con-
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trario á c o m o se cuentan las inversiones. En efecto, en la 
serie 

A B C M N P Q R S 

diremos : 
Si R y S no presentan inversión, sé conservan como ac­

tualmente se hallan, si no , se invierten, y con esto no se al­
teran las inversiones de todos los elementos A B C . . . Q res­
pecto al grupo R S ; 

Si Q y R presentan una inversión, se invierte, si no se con­
serva en su orden , y otro tanto podría decir de Q y S, des­
pués de efectuado el cambio anterior, en lo cual no se alte­
ran las inversiones de los factores A B C .. . P respecto al 
grupo Q R S; 

Y así sucesivamente. 
De aquí resultan tantos cambios en los elementos a 

V i 
como inversiones hay en los primeros índices, es decir, <. 
Y como en la serie de los segundos índices hay %". inver­
siones, y á e' cambios binarios corresponden tí cambios de 

z" H- e' £ 
signo, el definitivo del término será (—1) = (— 1) . 

De aquí se deduce que pues la expresión (1) designa 
toda la parte de P en que entra el producto a a 

1 H 1 V i V i 

... ar s , la derivadaemésima por relación áestos elemen-

tos será (— 1 ) H , es decir, 
- - = = ( - l ) £ H (2), 

d a d a da da 
V i V i V s 

ó de otro modo: 
Si los elementos de una determinante son independientes 

entre sí, la derivada emésima, formada sucesivamente res­
pecto á m elementos pertenecientes á horizontales y vertica­
les diversas, equivale al complemento algebraico de su pro-
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' V ' i r«»*« V . - d f l , . 0 tía,. , d a „ d a s 

' l ' S l 72'*2 r 3 ' S 3 V I B 

7 3 . P e r m u t a n d o en el p roduc to (A) los p r imeros ó los 
s e g u n d o s índ ices , abs t racción hecha del s igno , se obt ienen 
s iempre t é rminos de la mi sma menor y que por lo tanto t e n ­
d r á n el mismo c o m p l e m e n t o a lgebra ico . Cambiemos t an 
sólo dos í n d i c e s , por e jemplo, rx y r. ¿: el p roduc to (A) se 
convie r te en 

a o a a ' a (B), 
rvsi rvh 1 -s 

Itl' VI 

q u e ' e s de signo con t ra r io al (A), p u e s t o que las invers iones 
de la serie st S.2 sm son las m i s m a s , y en la p r imera se­
rie r , rt rm se han p e r m u t a d o dos elementos . Toda la 
p a r t e de P q u e con tenga el p r o d u c t o (B) vendrá d a d a p o r 
la exp re s ión 

— ( — 1 ) £ a a a a, „ H, v ' r..s, ra,sa i\,s„ r ,s 7 

V 1 2' 2 3' 3 »r »i 

de d o n d e se d e d u c e 

d P 
— I - = - — 1) H. 

d a d a d a da 0

 v 

r 2 ' S l rí*k r 3 , S 3 »»' m 

C o m p a r a n d o la ecuac ión p r e c e d e n t e con la (2), se o b ­
t i ene r 

ducto tomado con su signo ó con otro contrario, según que el 
producto de dichos elementos, considerado como algebraico, 
lleva el signo más ó el signo m e n o s . 

7 2 . De aqu í se deduce que toda la p a r t e (—1) ar s 

a a 11 de la d e t e r m i n a n t e P que cont iene el p ro -
rVsl IB' IB 

d u c t o r , a , a, „ , p u e d e expresa r se sus t i tuyendo 
1' 1 2' 2 1/7' ?» 

£ 

por (— 1) H su valor, de es te m o d o 
dm P 

a a . a 
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da 
Vi 

£ P 
da da ...da da da 

V i ' 

dTP 
da ...da 

Esto prueba que dos derivadas emésimas de la determi­
nante P son igua les , pe ro de signo contrar io , si los deno­
minadores de los símbolos que las representan sólo difieren 
por la permutac ión de dos índices cont iguos de la pr imera 
ó de la s egunda serie. 

74 . Supongamos que r, r 2 r 3 . . . rm así como ,v, s ? s~0... 
son dos series de números c r ec i en t e s : en esta hipótesis 
t endremos s = o y la fórmula (2) se r educe á 

d a da 
H. 

Asi, en esta hipótesis , la derivada emésima de P equivale 
al complemento algebraico del producto de los e lementos 
que figuran en el denominador del símbolo que la represen­
ta, ó de otro m o d o , al complemento algebraico de la menor 
formada por las horizontales y verticales que pasan por los 
factores de dicho p r o d u c t o , cuyo producto es en este caso 
el principal de la de terminante menor (núm. 27) . De aquí el 
que el complemento algebraico de una determinante me­
nor de grado m se designe con el símbolo que representa 
la emésima derivada de la determinante primitiva, tomada 
dicha der ivada respecto á los e lementos principales de la 
m e n o r : el signo del complemento está definido por la suma 
de todos los.índices de los elementos que figuran en el d e ­
nominador del símbolo (núm. 29 ) , y s e rá - t - ó — . según 
sea par ó impar dicha suma. 

E jemplo : 
Complemento algebraico de 

a»H «S>3 d P 

«3>3 d a,„ d a 3 , 3 
avt ... a„n 

«5>5 » ... a 5,n 
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7 5 . Si suponemos que todos los e lementos de una d e ­
terminante son independien tes entre sí , y nos p roponemos 
hallar la diferencial tota l , r e co rdando que la diferencial 
total de una función es igual á la suma de las diferencia­
les pa r c i a l e s , podremos establecer el siguiente t eo rema : 

La diferencial total de una determinante cuyos elementos 
son variables é independientes entre sí, equivale á la suma 
de los productos de las diferenciales de todos sus elementos 
por los respectivos complementos algebraicos. 

Para ob tene r fácilmente esta diferencial to ta l , se puede 
formar un pol inomio con el desarrol lo abreviado de la de­
t e rminan t e , según los e lementos , ó de todas las horizonta­
les , ó de todas las ver t ica les ; es decir, n desarrol los escri­
tos unos á continuación ó bajo los o t ros , y ordenado cada 
desarrol lo según los elementos de una línea dis t inta , y sus­
ti tuir en este desarrol lo total cada e l emen to ar>s por su di­
ferencial dars. 

Para hal lar , p u e s , la diferencial total de P escribiremos 
el pol inomio 

o I H
 A ! M -H Ö , „ A „ t - h a 4 , s A,, 3 

ö j - j A,,, -f- A,, , —|— ö j . , 3 A 2 , 3 

fl3M A 3 M -+- fl3<í A 5 , s H- ff3,3 A 3 , 3 

" a n A„ M -f- rt„,2 A„, s -f- rt„,3 A„,3 A„,,t 

y sus t i tuyendo á los e lementos de la de terminante sus dife­
renciales , 

rfP = A 1 M daVi - 4 - A r t ¿ f l j . j - r - A 1 > 3 dat,s AVn davn 

AiU daiU -+- A,., d" , , , -+- A „ 3 á a , , 3 A,,,, daifn 

A 3 M dazu -+- A 3 „ ílfl„ s + A 3 , 3 d<z3,3 A.,nda5,n 

A„ M danH -f- A„, s -f- A„, 3 dan,s \n,n dan,n 

Ahora bien , cada horizontal es el resul tado de sustituir 
en el desarrollo de P á los e lementos de una horizontal sus 
di ferencia les ; pe ro como el desarrollo no es , en r igor , o t ra 

16 

Ap„ • 

^ 3 » » Aj,„ 
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cosa que la misma determinante , podremos escribir la ma­
triz que la r ep re sen ta , efectuando en ella la sustitución in­
dicada , y t e n d r e m o s : 

daVi .. daVn 

•• « 2 >» 

« v i «„, .. ••• « s . „ 

«*., a » * » •• • « » . » 

a v i aivk .. ••• «...» 
« » . a,,, .. •• « , . » 

das,i da5,t.. 

« » M 

d « f M <ia t, s ... • • davn 

« S ' L « s > i •• • • • « » . „ 

-+• a. 
« l ' l « « • » « t < » 

« 3 M «r.<t <V« 

d a W M d a n „ í / a n , n 

76. Si los e lementos de P son funciones de una misma 
variable ¿c, la derivada de P vendrá dada por la fórmula 

<¿ p 
= A M A»,» 

d x 
= A M 1 

d a? 

A»,» 

-t- A M 

dat<i 

dx 

-4-A n , t 

« X i 

dx 
A,,,» 

duUn 

dx d x dx 

«*, i a M .. • • • o » , » 

«3,1 • • • « 3 , » 

«».« • • • ««,» 

«..« • -

««,« « . . . • « t , n 

da3l dati da3¡n 

d x dx dx 

«» .1 • • • «»,„ 

daiti 

d x 
da 

d x 

da 

11 ,n d x 
da 

d x 

d x 

dann 

da<n í / a i 4 

dx 
a. 

d x 

da t.n 
dx 

a. 

d x 

«1,1 «1,« 

«Í,L « 1 1 

A 3 , I « * 

d<in,i dan 

"3,n 

d aT 

dx d x d x 
i 

que puede traducirse en teorema de este modo : 
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Si los elementos de una determinante son funciones de 
ima misma variable, su derivada será igual á la suma de 
los productos que se obtienen, multiplicando la derivada 
de cada elemento por su complemento algebraico ; 

O bien á la suma de determinantes que se derivan de la 
propuesta sustituyendo á cada línea horizontal de elementos 
sus derivadas. 

77. Examinemos ahora un caso particular del cual se 
hacen impor tan tes apl icaciones. 

Sean 

Vi, Vi, V* Un 
funciones cualesquiera de una variable x, é indiquemos 
en genera l sus r . m a s derivadas por un segundo subíndice en 
esta forma : 

Vi.r y%T 2/.v 

Formemos ahora la determinante 

X Vi y* y> 
Ví,í y*,i !/3,« 

y*.,* y^ 
y»,i 

!Jt,n—i y*,n-i ys,n-i y»,n-i 

en la cual los elementos de cada horizontal son las pr ime­
ras derivadas de los e lementos de la línea p r e c e d e n t e . 

Tomando la derivada de X, por relación á xy aplicando 
la fórmula del número anter ior , t end remos : 

dX 
d x 

l'ui 
y%,\ xJì,\ y*,i 
y t , i 2/Í,Í //3,4 

yn,t 

!/n,n-l 

ìli yt 2/3 
y i, I </*,* í/s.I 

2/M y%% ys,* 

yn 

y«,t 
í/n,l 

JA Vt »/3 
yi.i 2/I,. 

y ut y& y** 
!/I,n yt,n J/s.n 

lh,n-i Vi,n-l í /s .n-t 

V» 
y»,. 

yn,n-\ 

yn,n 
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pero todas las de te rminan tes , exceptóla úl t ima, tienen dos 
horizontales igua les : 1.a p r imera , las dos p r imeras , la se­
gunda , la segunda y te rcera , y así sucesivamente; luego 
t o d a s , menos la ú l t ima , serán nu las , y t endremos : 

Vi y* y* Vn ; 
*/u y*,i *Ai */».. 

yitt ys,t î/n,î 

de suerte que para obtener la derivada de la determinante 
X , basta cambiar los elementos de la última horizontal en 
sus derivadas. 

§ VIH. 

T r a n s f o r m a c i ó n d e d e t e r m i n a n t e s . 

PRIMERA TRANSFORMACIÓN. 

DESCOMPOSICIÓN DE DETERMINANTES EN OTRAS CUYOS ELEMENTOS 
PRINCIPALES SEAN NULOS. 

78 . La par te de una de te rminan te en que no entran 
algunos de sus elementos no es otra c o s a q u e el resul tado 
de anular en dicha de terminante los elementos de que se 
t ra ta , pues entrando como factores anulan todos los térmi­
nos en que se ha l lan , y sólo resta la par te independiente . 

Observemos ahora : 
1.° Que en el desarrollo de una determinante hay tér­

minos en los que no figuran los elementos principales : basta 
para obtenerlos permutar en el término principal aiA a.2¿ 
a 3 > 5 an>n los segundos índices , dejando invariables los 
p r imeros , de modo que ninguno ocupe su posición inicial, 
p o r q u e , en efecto, de este modo ningún elemento tendrá 
sus dos índices iguales . 

dX 
d x 
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2.° Que asimismo hay términos en que entra solo tino 
de los elementos principales. 

Dejando invariable uno de los elementos ar¡r del término 
p r inc ipa l , y permutando una serie de subíndices en los 
res tantes de modo que n inguno conserve su posición ini­
c i a l , se hallan todos los términos que contienen un solo 
e lemento p r inc ipa l , el arr: haciendo variar r desde 1 kn 
se hal larán todos los términos comprendidos en este grupo. 

5." Que análogamente existen términos que contienen 
los elementos principales combinados dos á d o s , tres á 
t r e s , e tc . 

4.° Q u e , por úl t imo, hay un término formado del p r o ­
ducto de todos ellos. 

Y obsérvese que no podrán existir términos que conten­
gan n— 1 de los elementos pr incipales , porque como el 
elemento res tante que completa los n factores que debe te­
ner todo término debe per tenecer á una horizontal y á una 
vert ical distintas de las que pasan por los n — 1 elementos 
principales ya emp leados , dicho e lemento será el único 
e lemento principal que res ta , con lo cual el producto con­
t end rá , no n — 1, sino n e lementos principales. 

Esto supues to , designemos en genera l p o r P r e l conjunto 
de todos los términos de la de terminante P , en los que se 
hallan los e lementos principales combinados r á r; de 
suerte que P y expresará todos los en que no entran los ele­
mentos p r inc ipa les ; P, los que únicamenle contienen un 
e lemenlo principal cada u n o ; P 2 aque l los en cada uno de 
los cuales entran dos elementos principales, y así en ade­
lante . Como estos grupos son esencialmente distintos, y to­
dos juntos consti tuyen la de terminante , t e n d r e m o s , recor­
dando que P„ es nulo, 

P = P O H- P, -+. P, 4 - P, + P„-, 4 - P». 

Determinemos ahora la expresión de cada término. 
l.° P 0 es el resultado de anular en la delerminante to­

dos los e lementos p r inc ipa les ; asi , p u e s , 



361 
P 0 = i o aifiaitZ a M 

¡ « 2 , 1 0 Cl}¿ d.in 

«.v «3,2 o aZn 

'|«„,i a«,2«„,3 o 
o ) o El conjunto de lodos los términos de V en que entra 

el primer elemento principal a, ( es igual al producto de di­
cho término a , i , por su complemento algebraico ú ordina­
rio, pues ambos son iguales en este c a s o , toda vez que 
1 -t- 1 es número p a r ; es decir , aití A, , . 

Pero en este complemento es preciso tomar tan sólo la 
par le independiente de los e lementos principales a^a-^ ... 
. . . a H „ , pues si consideráramos en A,, términos que con­
tuviesen uno, dos ó más elementos principales, su producto 
por a, , contendría dos , (res ó más elementos principales, 
y éstos son términos que no per tenecen al grupo que con­
sideramos. Así, p u e s , debemos tomar de A M la par te in­
dependiente de los elementos pr incipales , lo cual se consi­
gue anulando és tos , y resultará para el grupo de términos 
en que entra a M : 

a O «2,5 « 2 , 4 «2 ,n 

« 3 , 2 o flM a3>n 
«4,2 «4,3 ^ «l,n 

«»,2 « « , 3 «»,4 

Otro tanto pudiéramos repet i r para los demás e lemen­
tos pr incipales ; y por consiguiente P t es igual á la suma de 
los productos de lodos los elementos principales por sus 
respect ivos complementos , en los que se anulan todos los 
elementos principales que contendr ían . 

o.° Probar íamos del mismo modo que P 2 es la suma de 
tocios los productos binarios de los e lementos principales, 
multiplicado cada uno por su complemento después de ha­
ber anulado en éste todos los elementos principales que 
c o n t i e n e . 
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Así cont inuar íamos hasta P w _ , : P„_, es nulo ; y finalmen­
t e , P„ = a M a%ia-¿ a, 

Ejemplo : 
1 «,« • 

a b c = II b c 
a' c' a' 0 

a" b" c" a" b" 0 1 

rte» c' j -+- b' j O c 
!b" o ' a" o 

-h ti V b 
i 

a c 

a b',/'. 

SEGUNDA TRANSFORMACIÓN. 

D E S A R R O L L O D E U N A D E T E R M I N A N T E S E G Ú N L A S P O T E N C I A S D E LA P A R T E 

C O M Ú N Á* T O D O S L O S E L E M E N T O S P R I N C I P A L E S . 

79 . Sea la de terminante 

X 
«-2,1 « 2 , 2 « 2 , 5 

«5,1 «3,2 «3,5 —^~ & 

«n,l ««,2 «»,3 

«2,» 

«5.« 

X 

Es evidente que al desarrol lo de X se le podrá dar la 
forma 

X = xn -+- S, x"-1 H- S, x"-'- S„_, x I S„. 

puesto que el conjunto de té rminos que no contenga ele­
mentos pr incipales será independ ien te de x; los que con­
tengan dichos e lementos uno á uno, dos á d o s , tres á t res , 
e t c é t e r a , serán polinomios de p r imero , segundo, tercer 
g rado en x, e t c . ; y q u e , por ú l t imo, el término principal 
será ( a M -t- x) ( « 3 , 2 H- x) (an>n-+-x) polinomio del gra­
do n, cuya potencia super ior en x s e ráó? . Así , pues , X, 
suma de una cant idad independiente de a?, y de polinomios 
en x, en general comple tos , de los grados 1 , 2 , w, será, 
según hemos supues to , un polinomio del g rado n . m o , cuyo 
pr imer coeficiente será la unidad. 

De te rminemos ahora los coeficientes S ^ S 2 , S 3 S„. 
En cuanto á S„, como es el resul tado de hacer x — o en 



la de te rminan te , es claro que su valor será la nueva deter­
minante 

P = « 1 , 1 « 1 , 2 « 1 , « 

« 2 , 1 « 2 , 2 • • • • • «2 ,7i 

« 7 Í , 1 « 7 ¿ , 2 « 7 ¡ , 7 Í 

Para determinar en general S,., coeficiente de xn~\ ob­
servaremos que el producto de cualquier menor principal 
del grado n — r por su complemento algebraico es una 
parte de la determinante X (núm. 52) : si de esta menor to­
mamos únicamente el término xn~r y del complemento al­
gebraico el término independiente de x, que será el resul­
tado de sustituir x = o en dicho complemento , con lo cual 
quedará reducido á ser una menor principal de g rado r de 
la determinante P, este producto será una par le del térmi­
no xn~r S R , y otro tanto podríamos repetir para todas las 
menores del grado n — r. Fácil es ahora probar : 

1.° Que todos los términos de S R así obtenidos son dis­
t intos. 

2.° Que no puede habe r ' n inguno más que los hallados 
por este método. 

El pr imer punto es evidente, porque los diferentes m e ­
nores principales de P son distintas entre sí ; y en cuanto 
al segundo observaremos que toda potencia xn r procederá 
del producto den — r de los factores ah{-hx, a^-hx, 
a3>3 -\-x r/„„-h¿c, y por lo tanto estará comprendida 
en una de las menores principales del grado n — r que he­
mos tenido en cuenta . 

En resumen, S R es igual á la suma de todas las menores 
principales de grado r de P , es decir, de la determinante 
que resta, haciendo x = o en X : así SÍ será la suma de to­
das las menores principales de P de primer g r a d o , es de ­
c i r , aiA -h a2ti -t- a3 ( 3 -(- tt¿¿, suma de todos sus e le­
mentos pr incipales ; $¡ será el conjunto de todas sus me­
nores de segundo, y así sucesivamente. 
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Ejemplo : 

a x b c 
a' b'-hx c' 
a" b" c' 

siendo 

Üt = a-hb'-h c" ; 8, ; a b a r , - | - ' V c' ! ; S a b c 
ar V c' 

a" b" c" 

TERCERA TRANSFORMACIÓN. 

DESARROLLO DE UNA DETERMINANTE SEGÚN LOS PRODUCTOS DE LOS 

ELEMENTOS DE DOS LÍNEAS DE NOMBRE DIVERSO. 

80. Se sabe que en general multiplicando m elementos 
a „ a o a de una determinante P , correspon-

dientes á horizontales y verticales distintas por su comple­
mento algebraico II', el producto es una parte de dicha de ­
terminante P (número 54) ; pero aun puede agregarse que 
este producto será la única par te de P en que entrarán á la 
vez los m elementos de que se trata. 

En efecto, si desarrol lamos P según las menores de gra­
do m comprendidas en la matriz de m horizontales que con­
tiene dichos m elementos , sólo en una menor estarán com­
p r e n d i d o s , y esta menor tendrá por factor H' : tomando en 
ella únicamente el té rmino a a a a„ B , 

rV*i 'Vh r3'*3 ' r « ' S , « 

este producto por su complemento algebraico H', será la 
única par te de P en que entrarán los expresados e lementos . 

De aquí resulta que si se multiplica el p roduc to de dos 
e lementos per tenecientes á dos líneas de nombre diverso 
de una de te rminante P , el elemento común exclusive, por 
su complemento algebraico, el resultado será toda la parte 
de P en que entran como factores ambos e lementos . 

Sean , pa ra fijar las ideas , r y s los números de orden de 
17 
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las dos líneas , horizontal la primera y vertical la segunda, 
que se cons ideran . 

Según el sistema de formación de las de te rminantes , 
en cada término monomio entra necesar iamente un ele­
mento de la horizontal r y otro e lemento de la vertical s, 
sean r y s cuales fueren. Esto es consecuencia precisa de 
que tanto en los p r imeros como en los segundos índices se 
hallan necesariamente todos los números desde 1 á n , y 
por consiguiente rys. Luego si escribimos todos los gru­
pos de la determinante P que contienen como factores t o ­
das las combinaciones binarias de los elementos de ambas 
líneas, t endremos la determinante completa , exceptuando 
el término ars, común á los dos ; y n ó t e s e , ademas , que 
siendo esencialmente distintos dichos productos binarios, 
estos g rupos serán también distintos y no podrá haber re ­
petición de té rminos . 

De aquí r e s u l t a : 
Que si en una determinante, al producto de cada elemento 

de una línea por cada uno de los de otra de nombre diverso, 
exceptuando el elemento común, se le multiplica por su com­
plemento algebraico, y á la suma de estos productos se le 
agrega el del elemento común por su complemento alge­
braico también, el resultado será la misma determinante 
propuesta. 

Siendo r y s los números de orden de ambas l íneas, y S la 
suma de produc tos binarios de sus e lementos por los com­
plementos algebraicos co r respond ien tes , tendremos 

P = ar>s A r > í -+- S : 

y si r ep resen tamos po r ¿y fe dos números cualesquiera de 
la serie 1, 2 , 3 n, pero con la precisa condición que i 
no adquiera nunca el valor r, ni ke\ s, ar>k ais será el p r o ­
ducto de dos elementos cua lesquiera , per tenec ien tes el 
pr imero á la horizontal r, el segundo á la vertical s, y dis-
intos ambos del e lemento ar>s, común á ambas líneas. 

t 



dr P 
El coeficiente de arka,¡t en S e s (núm. 72) ; pero 

dar¡kdaitS

 1 

se sabe (núm. 75) que 
d2 P d* P 

d ar¡k d ai¡s d ar>s d aik' 

p 
luego p o d e m o s considerar á ; - — c o m o coeficiente 

d ar>s d ai¡k 

de ar>k ai>s. 
d ' P 

Ahora b i e n , - — (núm. 72) es el coeficiente de 
d ar>s d ai>k 

dl P 
arsaik en P , y como en la par te a,.saik- -— se halla el 

' ' darsdaik 

factor ar>s, es tará contenida en ar¡s A M ; de suerte que sólo 
resta hallar en A f > 4 el coeficiente de a%k para obtener otra 

dr P 
expresión de - r -—. Por ú l t imo, el coeficiente de aiJk 

el ars d a¡>k 

en ArjS no es otra cosa que el complemento algebraico de 
dicho elemento ai)k en la expresada de te rminante A r s ; de ­
s ignando, p u e s , por « i ) k este complemento , tendremos : 

d-V 
d ars d aitk " 

y po r lo t an to , 
d 2 P 

— \ k • d ar¡k d ai>s 

P o d r e m o s expresar , según lo d icho, por 

— ar,k ai>s v -

el t é rmino gene ra l de S , y hac iendo variar los índices i y k 
desde 1 á n, exc luyendo i = r para los valores áei9yk = s 
p a r a los de s, ob tendremos todos los términos de S ; así, 
p u e s , 

i **i í«j o ñ h v i ¡A ;-. i t í ü t k'm n oí a ^me I b lo o o n 3 

S = — ^itk &r,k ai,t ai,k 
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P Q>r,s A r > í \ k &r,k « i , « i 

en cuya fórmula debe recordarse : 1.°, que »¿¿ expresa el 
complemento algebraico del elemento rtM , pero no toma­
do en la determinante P, sino en la determinante A r > s ; 2.°, 
que i y k reciben los valores 

i = i , 2, 3 r— i, r + l », ¿ = i , 2, 3 * — i, s + l 

Ejemplo : 

P = j o « , , i « , , 5 a M 

«2,1 «'2,-2 «-2,3 «-2,1 

i «3,1 «3,2 «3,3 «3,4 

! «4,1 «4,2 «4,3 «4,4 

Apliquemos el método á la primera horizontal y á la pr i ­
mera vertical : 

P — o — \ k ax>k aiA «M 

¿ = 2, 3 , 4 ; ¿ = 2 , 3 , 4 

\ «1,2 «2,1 «2,2 "H «1,3 «2,1 «2,3 + «1,4 «2,1 «2,4 

P = — «1,2 «5,1 «3,2 + «1,3 «5,1 «3,3 «1,4 «3,t «3,4 

^«1,2 «4,1 «4,2 •+• «1,3 «4,1 *4,3 + «1,4 «4,1 «4,4 

En esta fórmula debemos sustituir los valores de « 2 i 3, 
«2,4Í «3,2» e tc . , que se deducirán de la de terminante 

«2,2 «2,3 «2,4 

«3,2 «3,3 «3,4 

«4,2 « i , 3 «4,4 

as i 

«2,2 = «3,3 «3,4 

«4,3 «4,4 

5,3 « 3 , 2 «3,4j ; e tc . 
¡«4,2 «4,4 

8 1 . Como los índices de las horizontales y los de las 
verticales son superiores en una unidad á los que les cor­
responderían por el lugar que ocupan en la matriz A M , r e ­
sulta que el e lemento ai¡k se halla en la horizontal i — 1 y 
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en la vertical k—1; así su verdadera caracter ís t ica , que 
es la que da signo al complemen to a lgebra ico , sería i — 1 
-h k— 1 =i-i-k— 2 ; mas como el signo de (— l) ' + *~"2no 
se altera por suprimir un número par en el exponente , el 
signo del complemento depende rá sólo de la suma i -+- k de 
los índices del e lemento aik (núm. 30). 

CUARTA TRANSFORMACIÓN, 

TRANSFORMACIÓN DEL PRODUCTO DE DOS DETERMINANTES. 

8 2 . Puede formularse esta t ransformación de este 
modo : 

El producto de dos determinantes de grado n puede expre­
sarse por una suma de productos, formado cada uno por 
dos determinantes también del grado n. Los dos factores de 
cada producto son el resultado de cambiar en las dos deter­
minantes propuestas una matriz de m líneas de la primera 
por otra de m líneas de la segunda: el sistema completo de 
productos se obtendrá efectuando dicho cambio entre una 
matriz invariable de una de las determinantes y todas las 
matrices de m líneas de la otra. 

Sean las dos de te rminan tes de g r a d o n 

V «i,i CLI,I «i,3 «i,«| ; Q = Ki ht «i,3 Kn 

«2,1 «2,2 «2,3 «2,n #2,1 #-2,2 #2,3 ¿>2,« 

««,1 «»,2 «»,3 a. b„,i bn¿ bn¿ bn>n 

y s u p o n g a m o s que la r . , n a matriz de m vert icales de P se 
cambia po r las sucesivas matr ices de m verticales de Q : si 
des ignamos p o r P r 1 P f ) 2 P r ) 3 el resu l tado de sustituir en 
la de te rminan te P á su r . m a matriz la p r i m e r a , s egunda , te r ­
cera de Q ; y por Q l j r Q2¡r Q 3 j f el resul tado de susti­
tuir en Q á las ma t r i ces sucesivas de m l íneas la r . m a de P, 
el t eorema an te r io r se expresará por la formula 

P Q - P,,1 Q.,r * r P„2 Q2,r + Pr,3 Ql,r + (1). 
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Considerando en primer lugar el caso m = 1 se deberá 
cambiar la r . m a vertical de P por cada vertical de Q y supo­
niendo, sólo para fijar las i d e a s , r= 1, es decir, que se 
cambia la pr imera vertical de 'P por todas las de Q, ten­
dremos : 

l)\ \ &\ 2 « 1 , 3 ... al¡n 

¿?2,l # 2 , 2 « 2 , 3 .. a,tH 

Vr,, = « 1 , 2 

¿?2,2 «-2,2 « 2 , 3 

P,,3 = « 1 , 3 « 1 , 2 « 1 , 3 • • « i , « 

&2.3 « 2 , 2 « 2 , 3 

« 1 , 1 ¿ 1 , 4 ¿ 1 , 3 Kn 

« 2 , 1 ^ 2 , 2 ^ 2 , 3 ^ 2 , n 

^ 1 , 1 « 1 , 1 « 1 , 3 « l , n 

^ 2 , 1 « 2 , 1 ¿>2,3 bi,n 

Ki ^ 1 , 2 « M bin 

bi¡{ bit<i «¿,i ^2.« etc., etc. 

Desarrol lándooslas determinantes según los e lementos 
de las líneas que se han cambiado, t endremos los dos sis­
temas de relaciones 

r,1 bi,i \ i + \,i \ i + ¿ 3 , 1 A 3 , 1 

(2) P r , 2 = & 1 , 2 A l , l + J 2 , 2 A 2 , l + *3,2 A 3 , l + 

P „ = A A 4 r,o 1,3 1,1 bc A , - h A , - h 
2,3 2,1 .>,3 3,1 

l , r = 
a i , 1 ~%i B 2 , l + a 3 , l \ l 

2,r ~ ° 1 , 1 B 1 . I H ~ «8 ,1 B 2 , 2 + a 3 , l B 3 , 2 

3,r ~ %i V H 
U a 2 , 1 B 2 , 3 + f l 3 , 1 B 3 , 3 

(3) 

Esto supues to , si se multiplican los polinomios del siste­
ma (2) por los correspondientes del sistema (5), es decir, 
P r > 1 por Q l r ; P f , por Q 4 r ; y así suces ivamente , la suma de 
estos p roduc tos será el valor del segundo miembro de la 
ecuación (1). Ahora bien, en cada uno de estos p roduc tos y 
en la suma total debemos distinguir dos clases de té rminos : 

1.° Los que resultan ele multiplicar términos que ocu­
pan en los pol inomios P y Q los mismos lugares . 



2.° Los que se obtienen multiplicando términos que 
ocupan distinto lugar. 

Consideremos en general el término biA A M de P r ( 1 y el 
ait] B M de Q, r : tendremos el producto 

«M hi A M B u ; 
considerando análogamente los productos del índice i en 
las s egundas , terceras, etc . , l íneas; reuniendo todos estos 
resultados y sacando en todos ellos aiA A M , factor común, 
tendremos 

«M A M \biA B,, &i)2 B,(.2 4 - /;¿>:, B ¿ > 3 4 - ] , 

expresión que puede considerarse como el tipo generador 
de todos los términos de la primera c lase , porque de él se 
derivan inmediatamente dando á i todos los valores 1, 2 , . . . 
... n; mas para cada uno de estos valores la cantidad com­
prendida entre paréntesis es siempre la misma é igual á la 
determinante Q, sin más diferencia que aparecer ordenado 
por los términos de la primera, segunda ó de la n. a hori­
zontal; luego el conjunto de todos los grupos análogos 
al a M XlA Q será 

( aiA A,,, 4 - a*A A.2i1 -+- a5>i A 3 j 1 4 - ) Q. 

Finalmente , observando que el paréntesis precedente 
es igual á P, podremos establecer que : 

El conjunto de términos de la primera clase es igual á 
P Q en la suma de productos (1). 

Respecto á los términos de segunda clase , considerando 
la suma de los que provienen de multiplicar los i.mns de los 
polinomios (2) por los K. m o s de los (5), se tiene la expresión 

A 4 f l (btfi B,,, 4 - bi¿ B * , i + °i¿ B M + ) j 
de laque se deducen todos los términos que consideramos 
sustituyendo por i,k todas las combinaciones binarias de 
los números 1, 2 , 5 n; pero todas estas sumas (nú­
mero 55) son nulas , luego el segundo grupo de términos 
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es nulo t a m b i é n , y en último análisis el segundo miembro 
de la ecuación (1) es igual á P Q , al menos en el caso par­
ticular que acabamos de examinar. 

La demostración en el caso general es absolutamente la 
misma con sólo modificar convenientemente la notación. 

Designando por h]r1urh:,r las de terminantes orde­
nadas de la r . m a matriz de m verticales (núm. ) de la de ­
terminante P y por \\¡r l l 2 r H 3 f sus complemen tos al­
gebraicos ; des ignando asimismo por klr kijr k5r las su­
cesivas de terminantes d é l a r . r a a matriz de ra verticales de Q, 
y por K , r Klr K- r sus respectivos complementos alge­
b ra icos ; y desarrol lando las determinantes modificadas P r l , 
P r ¿, P f f 3 Q l r , Q. 2 r , Q 5 r según las menores c o m p r e n d i ­
das en las matr ices modificadas, t end remos estos dos 
g r u p o s : 

Aplicando á estos dos grupos palabra por palabra lo que 
hemos dicho respec to á los (2) y (3 ) , venarnos : 

Primero. Que la suma de todos los p roduc tos de tér­
minos que ocupan el mismo lugar en P y en Q, es para el 
índice i 

Segundo. Que haciendo variar el índice i desde 1 á n, 
y agregando los resu l tados , se obt iene 

(4) 

(o). 

Kr H i j f [fcM K M + kitt K,¿ -+- kt¿ K t > 3 - h ] , 
ó bien 

hi>r Uir x Q. 

(tV|> H l ( , -h hi>r \\,>r -f- h-0>r M 3 ) , -f- ) Q = P x Q . 



Tercero. Que combinando verticales de (4) y (5) cor­
respondientes á distintos índices i9j se obtienen resultados 
nulos 

K fr,!r ( \ i K M •+- K,i +• kj¿ K¿,3 H- ] = o . 

Cuarto. Que , po r consiguiente, la suma de los produc­
tos ( i) del segundo miembro es igual á P Q. 

. Presentemos algunos ejemplos : 
Sea como primer ejemplo el p roduc to 

\\\\ a b ! 
«' b'\ 

x y 
x' y' 

I a b cambiando la p r imera vertical de |- b,\ por todas las ver­

ticales de ! * y, , y todas las verticales de ésta por la primé­
i s y' 

ra de a q u é l l a , resultara : 
• 

a b ¡ j RE ,Y 1 = a; ¿ a y HT ?/ ¿> IW a 
x' b' a' 'y' Y' fe' a' 

cambiando la segunda vertical de la pr imera determinante 
p o r todas las de la s egunda , y rec íprocamente 

a b 
a' V 

x y \ =• \a x \ \b y 
¿ V i ¡ a ' Y Í V y' 

a y 
a' 'y' , ( ) »|J FCLIL 

ÍTI ^UU<PI 
Cambiando , finalmente, las horizontales : 

x' V 

: 

. « v 
• 

a ¿» — a; y a b -+- x' y' X y 
a' ¿' a' b' X1 

.'/' a' V a b 

- — a b a' V •+• a b X y 
X y x' y\ x' y' a' b' 

II e j emplo . 
lü Ifiqi'JIINQ » ; I I Í M ' | ( » I 

abe 
a} bV'cy' 

a" b" c" 

x y z 
t; ;>ru',« x y z 
x" y" z" 

fílgiíll "i '> 'iirp'IO*! 
O.Í »u bo'iq 

X b c a y z H- y b c x a h- z b c X y a 
x' V ci a' y' z' y b' c' x' a' V'< z' V c' x' y' a' 

x" b" c" a" y" z" y" b" c" x" a" z" z" b" c" x" y" a" 
18 
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8o. Del teorema precedente se deduce este otro : 
Si dadas dos determinantes de igual grado P y Q , se for­

ma una primera serie de determinantes P r l , P r . 2 Pr,3 sus­
tituyendo siempre á la r . m a matriz de m líneas paralelas de P 
las matrices ordenadas, ya de m horizontales, î/ft de m i>er-
ticalesde Q; <s¿ se forma igualmente una segunda serie de de­
terminantes Q t s , Q 2 s , Q 3 s />oWa sustitución á las matri­
ces ordenadas de Q compuestas de m ¿meas de la matriz s . m a 

de P distinta de la r . m a ; /a .rnraa de / 0 5 productos de cada tér­
mino de la primera serie por el correspondiente de la segun­
da es nula. Es decir : 

Pr.i X Q M H- P f > í X Q,„, 4 - P r > , x g 3 >, 4 - = 0 . 

En efecto, esta transformación equivale á aplicar el t eo­
rema precedente á dos de t e rminan te s , dé las cuales la pri­
mera t iene la matriz r . m a de m líneas igual á la matriz s . m \ 
en cuyo caso dos líneas por lo menos son nu la s , es nula di­
cha p r imera de te rminan te y es nulo el p roduc to . 

Por e jemplo, sean las dos de te rminantes 
p = a b c Q = X 11 z 

a! b' c' x' y' z' 
a" b" c" x" y" z" 

Si se cambia la p r imera vertical de P por todas las de Q, 
y estas ú l t imas , no ya por la pr imera de P, como supone el 
teorema del núm. 8 2 , sino por la s e g u n d a , tendremos : 

a b e 
a' b' c! 
t" b" c" 

x y z \ 
x y z 

X b c b y ¿ -h y b c X b z H- z b * x y b 
:<•' V J V ?/' *' y' b' c' x' V z' b' c' x y' b' 

x" b" c" b" y" *" y" b" c" x" b" z" z" b" c" x" y" b" 

Porque es lo mismo que aplicar el teorema principal al 
p roduc to 

b b c X y z 
V b' c' x' y' z' 

b" b" c" X y" z" 
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8 ix. 
D e t e r m i n a n t e s r e c í p r o c a s . 

8 4 . Si en una de te rminante se cambia cada e lemento 
por su complemento algebraico, se tiene una determinante 
á la cual se da el nombre de recíproca de la primitiva : re­
presen tando po r II la recíproca de P, y empleando la nota­
ción ya expl icada, tendremos : 

p = ai, . «.,-2 • • • , R = A,,2 

a.2¡ | U.> 5) . . . 

• 

A»,, A „¿ A 

Ahora bien , si se multiplica una línea de P por la del 
mismo nombre y homologa de R, el p roduc to es igual á P ; 
si ambas líneas no son homologas el p roduc to es nulo, y 
por lo t an to , mul t ip l icando P por R, cada elemento princi­
pal de la de te rminante producto será igual á P, y todos los 
demás nulos ; es decir , 

P R Vooo o ¡ = P " , de donde R = P"- ' , 
0 P O O Oj 

o o P o o. 
o o o P . . . . . o 

0 0 0 0 r 
De aquí resul ta que la determinante recíproca de otra 

primitiva del g rado n equivale á la potencia del grado n — 1 
de dicha primit iva. Si la de terminante primitiva es nula, 
nula será la rec íproca . 

8 5 . Hé aquí una propiedad de gran interés en las apli­
caciones : 

En toda determinante recíproca cada menor del grado m 
equivale al producto del complemento algebraico de su ho­
mologa en la primitiva por la potencia m — 1 de dicha de­
terminante primitiva. 
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Sea la determinante dada 

P = «1,1 «1,2 «1,« 

«2,1 «2,2 «2,n 

«»,1 «n,2 «»,r LIFLLF WD \'< . > 8 

y principiemos por demostrar el teorema para el caso en 
que se considere la menor principal de las primeras m ho­
rizontales y de las primeras m verticales ; es decir, 

^1,1 A , , . . • 

t. A 2 ) i 

A 

Su homologa en la primitiva será : 

P — n a a 

y el complemento ordinario de P m será : 

«1,1 «1,2 «l,m 

«m,l «m.2 « m,m 

P' «m-4-l,m t-1 « m i 1.W + 2 • • • • • « O T - M , n 

«w -p i,m -f-1 «w i >,m 4- 2 * • • • • «m -+• 2,n 

««,m-t-l ««,m-i-2 ««.« 

R m puede escribirse de este modo : 

R = Ai , i A , . , A i ) W + 1 A*i,m-f-2 

r, f . r. • 
A 2 , i A 2 ( 2 . Ao.m-M A 2 ) M + 2 

e 8 i í J n 8í) • f 
A»í,i A W > 2 A,K )m-t-2 

0 1 0 

0 .... 0 0 1 

0 0 0 

b 

3 Í J O f * • ß I 

y multiplicando por horizontales P porK,„, y tomando á P 
por multiplicador, resultará : .\v\\\\\^\v\ * T A J M W M I 
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P R „ . = P o o ... 
0 P 0 ... 

0 0 P ... 

*W,mH-á « 1 , » H - 2 

«2,m-+-1 « 2 , » + 2 

%,w-| 1 ' «3,/n -f-2 

«1,» 

«-2,« 

«3.» 

1; 

0 0 0 . . . . . P tt»JjW_(_t « /« , / /4 R<* 

0 0 0 . . . . . 0 «/K-F-t^JI-f- f «»M-F-1,»»-

0 0 0 . . . . . 0 # „ > W Í 1 ««,»/4-4-2 a 
} 

que puede escribirse de este modo : 
• 

P R K = P «m 4-1,»» 4-1 « r o - + 1 , n 
Dm P' 
* 1 m y 

• 

y dividiendo por P 

• 

"'I ó 

R = P ' p » - i 

que es prec isamente lo que deseábamos demos t ra r para 
este caso . 

Nada más fácil ahora que pasar al caso general . 
Comencemos por transformar la de te rminan te P de mo­

do que aparezcan en p r imer lugar y en o rden directo las 
ra horizontales y las ra verticales que concur ren á formar la 
m e n o r P m homologa de la R„t de la de te rminan te recíproca. 

El valor numér ico de la determinante P no habrá varia­
do : su signo será el que cor responda á (— Ï) , s iendo * la 
caracter ís t ica de dicha m e n o r . Llamando n á la nueva d e ­
t e r m i n a n t e , t e n d r e m o s 

fj • = = z / j ) * p 

De este m o d o la m e n o r P w homologa de R m y su comple­
men to F l son menores principales de n . 

Transformemos del mismo modo R , y la menor R m apa­
rece rá como m e n o r pr incipal de las m p r imeras horizonta­
les y verticales. 

Apl icando á las de te rminantes así transformadas el m é -
todo que acabamos de desarrol lar , t end remos : 
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y sust i tuyendo por n su valor, y dividiendo por P 

( - l ) * R w = P O T P " » - \ 

ó bien 

RW = ( - 1 ) X P ' W P W - 1 . 

Ejemplos : 
I. Supongamos m = 2 

A A -
A A 

A A \ A 
d a r í rfflr.y 

P, 

ó bien 

d P 
d«>, X 

d P 

cl a r',s' 

dV 
dar. x 

dV_ 
d «,\, dfl r > s d a r V 

r . 

'II. Supongamos m = 5 

III. 

A A 

\ A 

\ A A 
"•r,a • f»r,s' *»r,s'' 

A r ' # s A,.' s' Ar-(,// 
A . A » . A 

Sea n = 5 

d 3 P 
d a, ) 4 d flr>, d a r V , 

P \ 

fl,,, tt,,s ftpj 

« 1 ' 5 « í ' í 

« p | « t i j « i v 

P ; A,, , A,, , A,,,! 
A \ A 

N 8 » i r %i*i 
A A A 
rt3'l ^ 3 ' ! " s U 1 

«4»3 «4'5¡ 

«„*3 « 8 » j 

P \ 

Para conocer el signo del segundo miembro basta ob­
servar que en el pr imer caso la suma 1-I-2H-4H- 1-1-5-1-5 = 1 6 
de los subíndices de la permutación principal a,,, « 4 , 3 « i n , 
es deci r , la característica de la m e n o r complementar ia es 
par; y en el s egundo , 4 + 5 4 - 5 4 - 5 = 1 7 , es impa r : por esta 
razón en el pr imer ejemplo hemos pues to el signo 4 , y el — 
en el s egundo . 

86 . Conviene notar que en la hipótesis m— 1 el teo­
rema anter ior equivale á decir que cada elemento de la de­
terminante recíproca es el complemento algebraico de su ho-
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mólogo en la determinante primitiva, que es precisamente 
la definición de la determinante reciproca. 

87 . Como eri una determinante de grado n el comple­
mento de una menor de grado ra es otra del grado n — m, 
t endremos este nuevo enunciado del teorema : 

En la determinante recíproca de otra primitiva del gra­
do n el complemento algebraico de cualquier menor del gra­
do m equivale á la homologa de esta menor por la poten­
cia n — m — 1 de la primitiva. 

Si m = 1 , la última proposición puede enunciarse de este 
modo : 

El complemento algebraico de un elemento de la determi­
nante recíproca equivale al producto del elemento homólogo 
en la primitiva por la potencia n — 2 de ésta. 

Es decir , 

d R 4 , . x = afìS P - 2 (4). 
d A r , 

88 . En la teoría de las determinantes recíprocas es 
caso digno de atención aquel en que la determinante pri­
mitiva es igual á 1, porque en esta hipótesis entre la pri­
mitiva y la recíproca hay perfecta reciprocidad. 

Tenemos en pr imer lugar 

K = P»-» = i . 

Ademas , 

R,„ = ( _ {)* P ' w X P » - 1 = ( - 1)* P'„. 
Por últ imo, designando por R,„ el complemento ordinario 
de \ \ m , se tiene (núm. 87) 

R',„ - ( - i ) x Pm X 1 = ( - l f P„,, 

ó bien 

p . = ( - ir \im. 
Es decir , que toda menor de la recíproca es el comple­

mento algebraico de la menor homologa en la primitiva,iy 
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toda menor de la primitiva es el complemento algebraico 
de la homologa en la rec íproca . 

Cuando m = i , los elementos de la primitiva son los com­
plementos algebraicos de los elementos análogos en la recí­
proca, y por lo tanto, P es recíproca de R como R lo es de P . 

T e n d r e m o s , p u e s , 

dV d\* 
d A, 

89 . Un nuevo caso que debe estudiarse es cuando la 
determinante primitiva es nula . E n t o n c e s , como la recí­
proca R está dada por el valor 

y"'s <• ' \\\ U H \ >iH\V\mvw\ s1 •. 

tendremos 

R = o; 

y como una menor cualquiera R„, tiene por expres ión 
]*„ = (— l ) x P ' W i x P " ' - 1 

para todos los valores m > 1 
i KI >llil.HIIIM 

R = o. 
¡ . i i; imî á ¡*i i ! r if u n 

Apliquemos esta propiedad á las menore s comprendidas 
en la matriz de la r ec íp roca , formada dicha matriz p o r 
la r . m a y s . m a horizontal. Resul tará : 

Xr>i ArA = o; A r,t A r 3 = °v Ar,i A r , i a 
As,i A 5 ( 2 A í , i i A í > 3 A s i A S ) 4 

> n ) . i . t u i l i t l i i ( n ' l 

As,i A 5 ( 2 

111 > 1 qm 
A í , i i A í > 3 

í loq 
A S ) 4 

> n ) . i 

¡•Í idj 
. t u i l i t l i i ( n ' l 

ó bien • . 111 u i i i! ' i > , , íí >l> 
K,\ A í > 3 = Ar,3 A.t>1', A» •,i A .As,i Ar>4 j . . . . 

de donde 
ii'->id u 

Ar.i ^,2 A r,3 A r > i i 

'lo Ctíáfctfeiriüestra q u e : • >d IQIISIH tú - I, . j ̂  t. i - * •; í >, oluemí 



Si una determinante es ruda, los elementos de cualquier 
línea de su recíproca son proporcionales á los elementos de 
otra línea del mismo nombre. 

Ó de otro modo : 
Si una de terminante es nula, los complementos algebrai­

cos de los elementos de una línea cualquiera son propor­
cionales á los complementos algebraicos de los elementos 
de otra línea del mismo nombre. 

90. Sean P y Q dos determinantes del grado n; P' y Q' 
sus r ec íp rocas , y formemos los productos 

K = P Q , K ' = P 'Q ' . 

Puesto que 

tendremos 
K' = ( P Q ) " " 1 = K— 1. 

Esto demuestra que el producto K' de dos reciprocases 
igual en valor numérico á la recíproca del p roduc to P Q ; 
pero esto no demues t ra todavía que lv' sea precisamente 
una función algebraica igual á la determinante recíproca 
d e P Q ; es decir, que sea una determinante del grado n, 
cuyos términos sean los complementos algebraicos de los 
elementos de la determinante que resulta de multiplicar P 
p o r Q. 

impor t a , p u e s , demost ra r que esta circunstancia se ve­
rifica en efecto, con tal que las multiplicaciones de P por 
Q y de P' por Q' se verifiquen de la misma manera . 

Expresemos las determinantes P , Q, K, P', Q', K' por las 
notaciones 

P = s ± aiu a 2 , 2 att>n; P' = s ± A;„ A 2 , 2 A M 

Q = 2 ± btu b^ bn>n; Q' - s ± Bifi B 2 , 2 B V i 

K = 2 ± ciU c 2 , 2 c„t„; K' = s dz y 1 M r 2,, Y»,« 
y suponiendo que las multiplicaciones se efectúan por ho ­
rizontales 

c^s — a r , \ bSiX •+• ar¡1 bs¿ - h ar¿ bs-, - h ar¡n bs¡n; 
Yr,s = A f ) 1 B M A f > ? B s > 2 -+- A,. 3 B s , + Ar>„ B v , ; 

19 
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y es preciso probar que y r 9 , que es en K' el homólogo de 6 ' r > , , 

en K, representa el complemento algebraico de dicho tér­
mino crs. 

Pero como se sabe que el complemen to algebraico de 
un té rmino cualquiera crs de un producto es igual á la suma 
de los productos de los complementos algebraicos de los 
diferentes términos de la r horizontal del multiplicador por 
los de los términos de la s . m a horizontal del multiplicando ; 
resul ta que y r ) J es p rec i samente el complemento algebraico 
de c r > 4 . 

Sust i tuyendo á la notación y la C 

K = s zh G 1 M C 4 , 2 C 3 , . C„ )B. 

De aquí se deduce que : 
Si se multiplican de la misma manera dos determinantes 

y sus recíprocas, el segundo producto es la determinante 
recíproca del primero. 

Ó de otro modo : 
La recíproca de un producto es el producto de las recí­

procas. 

§ x. 
D e t e r m i n a n t e s s i m é t r i c a s , s e m i s i m é t r i c a s 

y d i s i m é ú r i c a s . 

9 1 . Ademas de las de terminantes simétricas, en las que 
cada e lemento es igual al conjugado , debemos distinguir 
las de terminantes semisimétricas y disimétricas. 

Se dice que una de te rminante es semi-simétrica (gobbo-
s imétr ica) , si cada e lemento es igual y de signo contrario 
al conjugado, y ademas los e lementos principales son 
nulos . 

Y se da el nombre de disimétrica si cada e lemento n o 
pr incipal es igual y de signo cont rar io al conjugado. 

Así en las determinantes simétricas dos líneas conjuga­
das son igua les ; en las semi-simétricas son iguales y des ig-
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Determinantes simétricas. Semi-simétricas. Disimétri 

Estas tres clases distintas pueden expresarse por el sím­
bolo general 

= «1,1 

«2 ,1 

«»,1 « „ , 2 • • • 

con tal que se suponga suces ivamente , 

en las determinantes simétricas. . ar,s = a»,r para todos los valores de r y s; 
en las semi-simétricas ar,s — — as,r , y ar,r = o por lo tanto, para 

todos los valores de /• y s; 
y en las disimétricas ar,s — — tf«,r con tal que r y s sean des­

iguales. 

92 . Pasemos ahora á exponer a lgunas propiedades no­
tables de estas tres clases de determinantes . 

Y observemos ante todo que las principales menores de 
todas ellas son de la misma especie que las primitivas, á sa­
ber : simétricas en las primeras, semi-simétricas en las se­
gundas, y disimétricas en las terceras. 

DETERMINANTES SIMÉTRICAS. 

9 3 . Si en una de te rminante simétrica se consideran dos 
menores conjugadas, es dec i r , tales que las verticales 

no contrar io ; y otro tanto se verifica en las disimétricas, 
hecha abstracción de los e lementos principales. 

Las tres figuras siguientes indican eslas tres especies de 
de te rminan tes . 
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que componen la segunda tengan los mismos números 
de orden que las horizontales de la p r imera , y las hori­
zontales de aquélla ios mismos números de orden aún que 
las verticales de és ta ; ó todavía más claro, que constituyan 
figuras simétricas por relación ala diagonal pr incipal , es 
evidente que ambas menores serán iguales, puesto que para 
pasar de una á otra basta cambiar las horizontales en verti­
cales , y éstas en aquéllas, lo cual no altera su valor. 'Resul­
ta también que los complementos ordinarios, — que son 
menores de la misma clase que las primeras, —serán tam­
bién iguales, y c¡ue aun lo serán los complementos algebrai­
cos, puesto que ambas características serán iguales, como 
formadas por los mismos números, sin más cambio que el 
sustituir á los primeros índices los segundos, y recíproca­
mente. 

94 . Se deduce como caso part icular de esta proposición, 
que en la determinante s imét r icadose lementos conjugados 
serán complementos algebraicos de otros dos elementos 
conjugados de la p ropues t a , y por lo tanto iguales. 

Así, cuando ars=aStr para todos los valores de r y s se 
t iene 

'A = A 

es dec i r , que 
La recíproca de una determinante simétrica es también 

simétrica. 
9 5 . Sabemos que una determinante P puede desarro­

llarse en esta forma, según los productos binarios de dos 
líneas de distinto n o m b r e : 

P — ars A r i í •—• S Í A ark ais v,lk 

en la que ar'iS representa el e lemento c o m ú n ; 
A ; s . el complemento algebraico de aryS; 
a>r,k y « i , * ¿os elementos de ambas l íneas, que su­

ponemos en la r . m a horizontal y en la s . m a ver t ical ; 
oLik el complemento algebraico de ai¡k, pero to­

m a d o , no en la determinante P , sino en la A r > s . 
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Apl iquemos es te t eorema á dos l íneas con jugadas , cuyo 
e l emen to c o m ú n s e r á , por lo t a n t o , arr; t e n d r e m o s , ha­
c iendo r = s 

P = arr A r / — s i A a,rk Ujtr <x¡¿ 

en donde * l k d e n o t a el complemento algebraico de ai<k en la 
d e t e r m i n a n t e A r / . , y ademas los índices i, k deben tomar 
lodos los valores 1, 2 , 5 n, m e n o s el va lor? ' . 

S u p o n g a m o s ahora que P es s imé t r i ca , y sust i tuyamos 
air — ári, t e n d r e m o s 

P = ar>r Ar>r — \ k ar>i ar¡k «i¡k (1). 

E n t r e los t é rminos comprend idos bajo el s igno s d e b e ­
m o s dis t inguir dos c lases . Comprende la p r imera los t é r ­
minos que proceden de valores iguales de i y y la se­
g u n d a , los que co r r e sponden á va lores des igua les . 

En c u a n t o á los p r i m e r o s , t e n d r e m o s ev iden temen te , 
q u e en conjunto p o d r á r e p r e s e n t a r s e p o r £¿ a;¿ a M , en don­
de i p o d r á tomar todos los valores m e n o s r. 

R e s p e c t o á l o s s e g u n d o s , obse rva remos que dos á dos 
son i g u a l e s , p o r q u e 

Q>r,i ar,k ai,k V ttr,k ür,i ak,i 

sólo difieren en aki; pe ro c o m o a m b a s de t e rminan te s 
son c o m p l e m e n t o s a lgebra icos en Ay,r de ai>k, ak¿, que son 
á su vez e l e m e n t o s con jugados ; y c o m o ademas A r r menor 
pr incipal de P es s imé t r i c a , resu l ta 

i,k k,t • 

De aquí resu l ta que el conjunto de té rminos de la segun­
da clase p o d r á escribirse de es te m o d o , 

2 ziik ar>i ar>k y i t k 

en donde i, k podrán t omar todas las combinaciones bina­
rias J e 

1 , 2 , 5 , r — 1 , r - f - l n. 



Nótese que en la fórmula primera i y k podían recibir 
todos los valores comprendidos en esta se r ie , de suerte 
que eran grupos acep tab les , por e jemplo, 

i = 5 k = l 
» = 7 k=o 

al paso que en la últ ima fórmula ambos sistemas no son 
distintos, sino uno solo; por eso decimos combinaciones. 

Tendremos , p u e s , para el desarrol lo de una función si­
mé t r i c a , 

P —- a A — 2. a 4 . a. . — 2 2. , a . a , a. , r,r r,r i r,i i,i t,k r,t r,k t,k (2) 

l . e E J E M P L O : 

P « 1 , 1 « 1 2 « 1 3 

« 2 1 « 2 2 « 2 3 

« 3 1 « 3 2 « 3 3 

s e a r = l : t end remos , p a r a é , en la pr imera 2 , i — 2 , 5 ; y 
para ¿, k, en la segunda 2 , j | \ 

P = aii A . l - ( « ! « «22 + a\l a 33) - 2 ( f l 1 2 a ! 3 *2 3 ) J 

pero a d e m a s , 

— tt.ft « 2 3 A l t = ¡a^ a. 23 

| «32 « 3 3 

y pues to que # 2 3 — « 3 2 » 

A j í tt.ío rt'i'T U-}\ 

Finalmente , 

Si " «53 5 «33 = a 2 2 ^ «2,3 = — "32 ^ "23 

LUEGO 

P = a U ( « 2 2 a 3 3 - - ( ° M a 3 3 + a\l a 2 i ) + 2 ( a . 2 «13 % ) • 



— 389 — 

ú o rdenando 

P = a H «22 rt33 2 «12 «12 «25- («11 "ffl + «22 «« + «53 «í2)' 

96 . 2 . ü E J E M P L O . Consideremos como segundo ejemplo 
la de te rminante simétrica 

ü = U Ui u± u3 un 

«1 «1,1 «1,2 «1,3 «I ,« 

«2 «2,1 «2,2 «2,3 «2.« 
% «3,1 «3,2 «3,3 «3.« 

«n «n,l ««,2 «»,3 a» 

q u e , supr imiendo la p r imera horizontal y la primera verti­
ca l , se reduce á la de te rminante tipo P . 

Es claro que en este caso las fórmulas (i) y (2) se r e ­
ducen á 

U = « P — 2 , u. u, A . , 

t,k t k i,k 
rj u P - S . u* A . . 

t i 1,1 2 2., ii. v. A., t,k t k t,k 

(3) 

(4) 

represen tando ki>k el complemento algebraico del elemento 
aitk tomado en la de t e rminan te P , y ex tendiéndose las su­
mas á todos los valores 1 , 2 n de i y k; pero en la últi­
ma suma de (4) , los valores de i,k son las combinaciones 
binar ias de dichos n ú m e r o s . 

Cuando en la de te rminante U se tenga w = « o , las dos úl­
t imas fórmulas se r educen á 

U = — 2.. u.u, A . . 

t,k t k i,k 
U = — 2. A , . 

2 2., u. u. A.'. 
i,k t k t,k 

(5) 

(6) 
i 

Aplicando la fórmula (6) á la determinante 
T T Í 
{]= O Ui w2 uz 

u{ ati a 1 3 

W 2 «21 «22 «23 
UZ azl « 3 2 « 3 3 
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y observando que los valores de i en la pr imera sigma son 
1 , 2 , 5 , y en la segunda los sistemas distintos son 

i = \ , fe=2; i = 1 , k = 3 ; ¿ = 2 , & = o , 

t endremos 

y sólo resta sustituir por los términos en A sus valores d e ­
ducidos de 

an axi tt13 

«21 «22 «23 

«31 «¿2 «33 

97 . Como casos particulares de los ejemplos p receden­
t e s , bai laremos las siguientes de te rminan tes : 

I o a b 
a o c 
b c o 

= 2 abe 

En efec to , tomando la pr imera horizontal y la pr imera 
vertical , el término correspondiente á cero desaparece . 

I.a primera sigma c o m p r e n d e el cuadrado de a por el 
complemento algebraico de a%l (fórmula 2) en 

o c 
c o 

que es c e r o ; y ademas el cuadrado de b, que también des­
aparece. 

La segunda sigma c o m p r e n d e un solo término, que es ab, 
por el complemento de a.2>3, que es — c ; por lo t a n t o , 

o a b 
a o c 
b c o 

= — 2 {ab X — c) =a 2 abe. 

Ù r » 



II 0 1 1 1 = 0 Í7 b n — o — 
1 0 6 * &î a c b 
1 C* 0 </• b C o a 
1 b~ c a o 

X b X — i * -t-

O l l i = o \J as/~b\J c 
1 o c b )/a o \' c\Jl) 

1 c o a S/ bS¡ c o \/ a 

\ b a o 

* — 2b* c* 

-f-c' — 2 a& — 2 ao — 2 *»<?. 

0 8 . La de r ivada de una d e t e r m i n a n t e s imét r ica P res ­
p e c t o á un e l e m e n t o cua lqu ie ra ar>s, d e b e r á t o m a r s e , o b ­
se rvando q u e hay dos e lementos iguales : el ari y el aStri de 
s u e r t e q u e la var iable en t ra dos v e c e s : es d e c i r , 

da 
p e r o 

luego 

dV 
dar, 

A r ,S j 

dP 
d ar 

dP 
daSr 

dP 
da x 

= A s,r > 

d as,r 

d a,.tS 

dasr 

da i ; 

dP 
dars 

— A _|_ A — A 
n r , s 1 • f * s , r —' x * r , í ? 

p o r lo t a n t o , 
L a derivada de una determinante simétrica respecto á un 

elemento cualquiera, es igual al doble del complemento al­
gebraico del mismo elemento. 

E x c e p t ú a n s e los e lementos p r inc ipa l e s . 

D E T E R M I N A N T E S SEMI-SIMÉTRICAS. 

9 9 . H e m o s d icho q u e en dos m e n o r e s con jugadas de 
u n a d e t e r m i n a n t e semi - s imé t r i ca , las suces ivas hor izonta­
les de la una son igua les á las vert icales de la o t r a , p e r o de 

20 
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signo contrario, y de aquí se deduce que serán iguales, 
mudando el signo á todas las líneas de un mismo nombre 
en una de las menores. Ahora bien, una determinante de 
grado par no se altera cuando se cambian los signos á todos 
sus elementos, y sólo cambian el s igno, pero no el valor 
numérico, cuando es de grado impar; luego , 

En una determinante scmi-simétrica, dos menores con­
jugadas son iguales si son de grado par, é iguales y designo 
contrario, si son de grado impar. 

100. De aquí resulta como caso particular, que , 
Los complementos ordinarios de dos elementos conjuga­

dos de una determinante semi-simétrica, son iguales si la 
primitiva es de grado impar; y son iguales y de signo con­
trario , si aquélla fuese de grado par. 

Otro tanto puede decirse de los complementos algebrai­
cos , porque como en aril y aSif la característica es la mis­
ma, r-+-s, ambos complementos algebraicos serán á la vez 
iguales á los ordinarios ó de signo contrario. 

101. Suponiendo que P sea semi-simétrica, indicare­
mos con la letra w, la en que se convierte cambiando el 
signo á todas las líneas de un mismo nombre. De aquí resul­
ta-evidentemente que las horizontales de * serán idénticas 
á las verticales de P, y por lo tanto, 

P = TT. 

Pero si P es de grado impar, se sabe que este cambio da 
una determinante igual y de signo contrario á la primitiva; 
es decir, 

P = ~ * , 

y las dos últimas ecuaciones no pueden verificarse á la vez 
sin que se tenga 

P = o. 

* De aquí resultan las siguientes proposiciones: 
I. Cada determinante semi-simétrica de grado impar 

es nula. 
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II. En toda determinante semi-simétrica, las menores 
principales de grado impar (que son determinantes semi-
simétricas de grado impar), son nulas tamoien. 

III. En las semi-simétricas de grado par, los comple­
mentos de cada elemento principal (que son menores princi­
pales impares), son nulas. 

102. De aquí se deduce que si en la determinante P se 
t iene p a r a lodos los valores de r y s 

a., y , ar p — o i 

si P es de grado p a r , t e n d r e m o s , 

A,.)S — A ó . r ; Ar)f. = o, 

y si P es de g rado i m p a r , so lamente 

A = A • 

por lo t a n t o , 
La determinante recíproca de otra semi-simétrica de gra­

do par, es también semi-simétrica. 
Si la primitiva es de grado impar, su recíproca es simé­

trica y mda como la primitiva. 
1 0 3 . Siendo nula y s imétr ica la recíproca de una de te r ­

minan te semi-simétr ica de grado i m p a r , cada m e n o r pr in­
cipal de dicha recíproca y de g rado superior al p r i m e r o , 
será nu l a , po rque se t iene 

r , = p : ( - i ) ' x p - ' , 

y a q u í , P = o. 
Considerando en par t icular una m e n o r principal de 2.° 

g r a d o , t e n d r e m o s , 

- o 

pero A f ) S = A s > r , l uego 

Af.r A 5 ) S, 
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y por lo tanto, 

Ar, i •— V^Ai.i A r , c ; Ar,í — /Ai,» A r ,r; Ar,s = V̂ As.s A r,r ; Ár>t — ^ A r , r ;...Ar,»=V /A«,«Ar,r 

de donde 

A f , i : Ar/2: Af,-> A r,« - V Al,! : \ / A 2 , 2 : y/AS.S : V^ AM V/A»,« 

y de aquí el siguiente teorema: 
Los sucesivos elementos de una línea cualquiera de la re­

cíproca de una determinante semi-simétrica impar, sonpro-
porcionales á las raíces cuadradas de los sucesivos elemen­
tos principales. 

El signo de uno de estos radicales que es arbitrario, de­
termina todos los demás signos. 

104. Las determinantes semi-simétricas de grado par 
gozan de la notable propiedad de ser cuadrados perfectos. 

Esta propiedad es evidente en las de 2.° grado, porque 
se tiene 

o a 

— a o 

pero puede demostrarse en general. 
Sea P una determinante semi-simétrica y par. 

R su recíproca, que será también sem-i-simétrica, 
porque los complementos algebraicos de dos ele­
mentos conjugados de P, son menores impares, 
cuyos elementos son iguales y de signo contrario, 
es decir, que son dichas menores iguales y de sig­
nos contrarios, y ademas los complementos de 
los elementos principales son determinantes semi-
simétricas impares, y por lo tanto nulas. 

R 2 una menor principal de segundo grado de R, y 
por lo tanto semi-simétrica, 

Ar.s = V^r.r As.s 

Dando á s diferentes valores, 
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y P2 el complemento ordinario en P de P2, homólogo 
este último de R.2. 

Tendremos , según el (N. 8 o ) , 

r , = ( — i ) £ p 2 p
2- 1 = p;p, 

puesto que siendo P'2 principal, los primeros y segundos 
índices son igua les , y s es par. 

Ahora b ien , si las determinantes pares semi-simétricas 
hasta el grado ninclusive son cuadrados perfectos, también 
lo serán las del grado n -+- 2 . 

Sea P una de grado n -f- 2 . 
En e fec to , en la ecuación 

R2 es una determinante par y semi-simétrica , luego es un 
cuadrado perfecto; por la tanto , P'¿ P lo es también ; pero 
el factor Pó es una determinante par semi-simétrica y del 
grado n, luego es también un cuadrado perfecto. Repre­
sentando p 2 la primera y ^2 la segunda, tendremos, 

p ' = * 2 P , 

de donde 

luego P es un cuadrado perfecto. 
Pero las de segundo grado lo s o n , luego lo son las de 

cuarto , las de sex to , y en general las del grado n. 
En resumen: 
Toda determinante semi-simétrica de grado par, es el 

cuadrado de una función entera y racional de sus elementos. 
Ejemplos: 

0 X y z = —X X (' b — X 0 b X 0 c 

— X 0 c b — y 0 a — y — e a — y — e 0 

— y — o 0 a — z — a 0 — z — b 0 — z — b -- a 

— z — b — a 0 

—xC—xXa?— cXaz-hbXay)-t-y(—xXab-i-b (jby—c:)) — z(—xX-i- ac-hc (yb-cz)) 

?= a* a?* -i- i* y* •+• c1 — 2 alxy -\- 2 acyz — 2 bcyz = (ax — by-h cz)* 
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o x — y z » (ax -+-by-h cz)> 

— x o c b 

y — c o a 
— z — b — a o 

«1,1 o «t^s ^l'i 

a\H a i ' t a i i 0 

Nótese que en el último ejemplo, todo término negativo 
puede cambiarse en positivo alterando los índices de un fac­
tor, puesto que en general , ar>t = ^-attf. 

105. Otra demostración del mismo teorema, según Balt-
%er. —Sabemos que en toda la determinante se tiene 

P = «»A,¿ r r > 4 ar,¡ « » , s «r,j 

variando r y s entre 1 y n excepto el valor i, y expresan­
do a r í el complemento algebraico de aftS en A¿¿, de suerte 
que c r s es una determinante menor del grado n — 2 , que 
procede de suprimir en P la r . m a y la i . m a horizontales, y las 
verticales s é i. 

Puesto que P es semi-simétrica de grado par, se tiene 
A M = o, y ademas ari = — aitf; pero entiéndase que aun­
que A M es nula, queda como forma algebraica para dedu­
cir de ella los valores de <*. 

Tendremos, p u e s , 

P^^^r.s at,r ai,s ar,s« 
Pero P es semi-simétrica de grado par , y A M será semi-

simétrica de grado impar, por lo tanto, nula, y nulos sus 
menores principales. 

De donde resulta (N. 105) 

a = a — \ / a a : 
r,s s,r V rr ss 

por lo tanto, 

P = S a. a. \/ a a . 
r,s t,r is V rr ss 

En esta fórmula i tiene un valor constante, y r,s, es de-
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c i r , cada uno de el los , toman todos los valores de la serie 

1 . 2 i—l, t - h l n, 

por lo t a n t o , á cada valor de r t e n d r e m o s un g rupo 

= а. \/ а 2 а. у/ а 

var iando s por la serie 1 , 2 г— 1 , г-Н 1 я . 
Pa r a o t ro valor de r t e n d r e m o s otra expresión análoga, 

y sumando r e s u l t a r á , 

P = « M у7 а,,, I , « < > s \Jat(S -4- V7 «2,i 2, ff,,t V7 a,>s -h ni¡z y / ^ ¡ 2, e < f f + 

= ( r t í > t у/ (Xii -hfíi¿ у/ ai;S-(-rt¿(5 у/ а5>3-+- у/ « « , « ) - * V'' °4* 

— ( - r «i ,r \ / « r , r ) «i,í Vх а м ) 

y c o m o ambos factores son idénticos en la forma, y los ín­
dices pasan po r las mismas se r ies , resul ta que son iguales : 
es d e c i r , 

P = ( V , , \ / v ) ' . 

ó bien 

%/P = 2 а. \/ я ; V r i,r y r,r ' 

ó sea 

Vp = V 7 V + \ * V Ч з + а ; ,з V7 а з , з + a , , i - \ V V » , í-I + 

V H V /VI . í+I + % V 7 " ^ ( a ) 

Vemos según la úl t ima fórmula , que \ P se compone de 
una suma de n — 1 té rminos (falta en efecto el i) de la 
forma a¡tr \/~\r, en que « f > r r ep r e sen t a una de te rminante 
semi-s imétr ica del g rado n — - 2 , pues to que n— 1 era el 
g r a d o de A¿;¿. 

Si ap l icamos á cada radical v7 V e l mismo método que 
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á \ / P , lo p o d r e m o s expresa r por una s u m a de n — o té r ­
minos cada uno de los que se compondrá de un factor r a ­
c ional y de un radical de segundo g r a d o , sobre una de te r ­
minan te semi-s imétr ica del g r a d o n — A. Sus t i tuyendo en 
\ / P , t end remos esta úl t ima cant idad desar ro l lada en una 
suma de (n— 1) (n — 5) términos (puesto que cada t é rmi ­
no de ( a ) ha dado origen á (n — o)) : cada t é rmino se com­
p o n d r á de dos factores rac iona les y de un radical de se ­
gundo g r a d o sobre u n a de t e rminan t e semi-s imétr ica del 
g rado n — 0. 

Con t inuando de este modo l legaremos á un desarrol lo 
c o m p u e s t o de ( n — 1 ) (n — 3) (n — o) 3 . 1 t é rminos , 
y cada término se compondrá de dos pa r t e s ó fací o r e s , el 
p r imero rac iona l , r e spec to á los t é rminos de la determi­
nante P ; el s e g u n d o , que será la raíz cuad rada de una d e ­
t e rminan te de segundo g r a d o , pero toda de te rminante de 

segundo g rado es un cuadrado pe r fec to ; luego y/P es ra­
c ional . 

Observemos pa ra comple t a r este p u n t o : 
1.° Que al efectuar la serie de desarrol los an te r io rmen te 

expl icados , en cada uno los factores rac iona les de los dife­
ren tes términos son e lementos de la de t e rminan te P . Así 
en y/P son ati, a-,« ; en y / % serán e l emen tos de « r r 9 

p e r o ocrr es tá formada de una par te de P , luego sus elemen­
tos lo son de es ta ú l t ima , y así suces ivamen te . 

2.° Que el g rado de a va bajando según la ser ie . 

n, n — 2 , n — 4 , 1 , 2 (n) 

y á cada término cor responde una descomposic ión y un 

factor, luego en cada t é rmino definitivo de y/P habrá tan tos 
ti 

factores como términos pares hay en la serie n, que son — • 

3.° La potencia de cada e l emen to de la de t e rminan t e P , 
es la p r i m e r a como se ve en la fórmula ( a ) . 
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4.° Los subíndices de cada e lementode \ /P , tanto los pri­
meros como los segundos, son todos distintos. En efecto, 
consideremos un término de l / p , por ejemplo, el a,r l / a , r . 
La determinante «r>f no contiene términos de la horizontal ni 
de la vertical que pasan por aK¡, puesto que forma parte de 
A M , luego no contiene el subíndice ¿, pero es el comple­
mento algebraico de ar>r en A M , luego tampoco contiene 
ningún término de la r. m a horizontal ni de la r. m a vertical. En 
resumen, en J / IT no se puede presentar ningún término 

con los subíndices i, r. Otro tanto podríamos decir del de­
sarrollo de \ / ~ . 

y rr 

5.° Puesto que cada término de /̂"p contiene ~- factores 

y todos los n subíndices son distintos, resulta que estos 
subíndices son permutaciones diversas de 1, 2 , 3 n. 

En resumen : j / F e s una función racional y entera de los 

elementos de P; cada término es el producto de y elemen­

tos ; el número de términos es (n—1) (w — 5) 5 , 1 y 
en cada término entra una permutación de los números 
1 , 2 , 3 n. 

106. Propiedades de j /p". — La propiedad característica 
consiste en que muda de signo sin mudar de valor, cuando 
se cambian entre sí dos índices. 

Representemos por II la raíz de P , y sea II, el resultado 
de cambiar r por s, y s por r. 11; será el valor de la deter­
minante que resulta de cambiar en P, r y s; pero esta per­
mutación no altera el valor de P ni su s igno , porque esto 
equivale á cambiar las r. m a y s . m a horizontales, así como las 
r . m a y s . m a vert icales , luego 

ir == h;. 

De aquí resulta que II y E{ no pueden diferir en valor, 
cuando más diferirán en signo, y para averiguarlo basta 
comparar un término de la primera con el correspondiente 
de la segunda. 

21 
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Sea ars h el conjunto de todos los términos de H que tie­
nen por factor el e lemento ars: los índices de todos los ele­
mentos que entran en h, sabemos que son distintos de r y 
s, luego la permutac ión de estos índices no altera la canti­
dad h, de suerte que t e n d r e m o s , 

en II ars h 

en II, asr h — — ars h; 

por lo t a n t o , II y IIi t ienen signos con t ra r ios , es deci r , 

II = — H, 

Por otra p a r t e , si hacemos r = s, las cant idades H y II, 
son igua les , luego en este c a s o , 11 = o. 

Resu l ta , p u e s , el siguiente t eo rema : 
La raíz de la determinante P semi-simétrica y de grado 

par, muda de signo y no de valor, si se cambian entre sí 
dos subíndices, y se anula si se hacen iguales. 

107. Escribiendo arbitrariamente un producto de y ele­
mentos de la determinante P , si los subíndices son todos des­
iguales, este producto es siempre un término de la raíz. 

En efecto, sean los j e lementos 
-

« 7 , u Qy,z («) 

en que t, u, v, x t/, %, son una permutación de 1 , 2, 
o n. 

Multipl iquemos este p roduc to por el que se obtiene per­
mutando cada dos subíndices ; 

du,t ax,v al¡y («') 

y t e n d r e m o s , 

at,u au,t (iv,i ax,v a , ¿ a*¿ (O-
Este p r o d u c t o , aparte del s igno , per tenece á la determi­

nante P , pues to que la serie de los pr imeros índices t, u, 
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v9 x y, z en a" es una permutación de 1 , 2 , o n9 

y la serie u, t, x9v9 z, y en d 9 también es una permu­
tación de la misma serie. 

Veamos ahora qué signo debe llevar (a") como término 
d e P . 

El signo estará dado por una cierta potencia de (— 1) que 
tratamos de determinar. 

Sea e el número de inversiones de la serie de los prime­
ros índices 

t9U9V9X //, z. 

IX 
Los segundos índices se obtienen por — permutaciones 

binarias u y ¿, v y x9 y y z; y como á cada permutación 
corresponde un cambio de s igno, tendremos para el expo­
nente de ( — 1 ) , primero z, después z correspondiente á 
la segunda serie si fuese igual á la primera, y por último, 

n ii 

(— 1 )*" por las — permutaciones; de suerte que resultará, 

n n n 
( - ! ) • + • * í = ( - l ) « ' + 7 = ( - l ) í . 

En resumen, 
n 

(— 1 ) 7 at>u au>t avx ax>N a1JtZ ai>y 

es un término de P. S u s t i t u y e n d o — alu: ax>v— — ai¡x... 
a3ty= — ag¿9 se convertirá en 

n n 

(— i ) T x (— 1)* (alt, av>x ay¡Y = (aí¡u av>x a9J*, 

y por lo tanto, dicho término de P es el cuadrado de alu 

av¡x a,JtZ; luego este producto es un término de la raíz. 
108. Esta última propiedad permite formar inmediata­

mente y de muchas maneras un término de la raíz de la 
determinante P, con lo cual es cierto que no se obtiene más 
que un término, pero veremos bien pronto que una vez 
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formado arbi t rar iamente este t é r m i n o , puede deducirse de 
é l , por un mé todo senci l l ís imo, la expresión comple ta de 
la raíz. 

Dicho té rmino se dist ingue con el nombre de término 
principal de la raíz, y la raíz se r epresen ta p o r el símbolo 

ó más senc i l lamente , 

(í, «*, v,x y, z). 

Para evitar amb igüedades , tomaremos este té rmino c o ­
mo positivo, de suerte que (t,u, v, x y ,z) significa la 
raíz de la de terminante formada por las horizontales y ver­
ticales 

t, u, v, x y, z, 

y cuyo pr imer té rmino es 

-+-alu avx ayz. 

Desde luego se deduce de la p rop iedad explicada en el 
N. 10(5 que si en este símbolo se cambian dos índices 
entre sí , el nuevo símbolo r ep re sen t a rá la misma raíz con 
signo c o n t r a r i o : as í , 

(t,u,v,x y, z) - — O , t, v, x y, z) = (w, t, x, v y, z) = 

En g e n e r a l , las expres iones de la raíz cor respondientes 
á dos símbolos con dos diversas pe rmutac iones , son siem­
p r e iguales en valor abso lu to , pe ro son del mismo signo ó 
de signo con t r a r io , según que las dos permutac iones son 
de la misma ó de distinta c lase , es dec i r , según que el n ú ­
m e r o total de inversiones es par ú impar . 

Si el producto 

n 
comprende un número de factores inferior á pe ro p a r , 
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es fácil ver que en tal caso dicho producto es un té rmino 
de la raíz de la principal m e n o r de P , formada por las hori­
zontales definidas por los números de o rden t, u, v, x 
y,z,y el s ímbolo de esta raíz será como p r e c e d e n t e m e n t e 

(t, w, V, X y,%). 

109. Construcción de la raíz de la determinante P . Re­
p resen temos la raíz de P p o r el símbolo 

( 1 , 2 , 3 n ) , 

y ap l iquemos la s iguiente regla : 
1.° Saquemos fuera del símbolo los dos pr imeros índices 

1, 2 como subíndices de a, y formemos el p r imer té rmino 
de dicha raíz, 

a 1 > 2 ( 3 , 4 , 5 n), 

en el que el paréntesis es la raíz de la de te rminan te semi-
simétr ica del grado n— 2 , que resul la de supr imir las dos 
p r imeras horizontales y las dos pr imeras verticales en P . 

2.° Dejando invariable el p r imero de los dos subíndices 
de a, j 2 , cambiemos el segundo por todos los índices 3 , 4 , 
5 n que hay den t ro del pa ren tes is ; p e r o entendiéndose 
que cada vez que el p r imer número del pa rén tes i s pasa co­
mo segundo subíndice de a , el segundo subíndice al cual 
sus t i tuye , se coloca en el úl t imo pues to del pa r én t e s i s . 

De este m o d o t e n d r e m o s , y en esto consiste el t eo r ema 

( l , 2, 3, 4 N) = AUI (3, 4, 5 N) + AIL3 (4, 5 N, 2 ) ' - f -a„ 4 (5, » , 2 , 3)-t-

a u n ( 2 , 3 , 4 , 5 O — 1)) (1) 

D e m . Obse rvemos ante t odo que el desarrollo de i / F 
(N. 105) p a r a ¿ = l , t oma la forma 

^ V - \ Y \ Í + \ Y \ Z + \ Y \ I + \ Y % 5 + - A I Y \ N (2) 

y es evidente que los té rminos de esta serie no difieren en 
valor absolu to de los de los (1), p o r q u e en genera l 
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(r, r - f - 1 , n, 2, 3,- r — 2 ) ó bien (2, 3 , 4 r — 2, r, r - h l n) 

y 

expresan la raíz de la de te rminante formada, supr imiendo 
la p r imera horizontal y la p r imera ver t ica l , y ademas la 
r . m a horizontal y la r . m a vertical de P . 

Estudiemos ahora los signos. 
La expresión (2) represen ta una raíz de P , pe ro es necesa­

rio para ello que tomemos pa ra zb v^^~\s

 u n signo tal , que 
resulte idént ica á « r s ó á « 4, r, pues to que en esto se funda la 
demostración del núm. 1 0 5 , y así pudimos conver t i r 

2 a. o. a 
r,s i,r t,s r,s 

en un cuadrado . De suer te que los signos de i/«^¡ 

están perfectamente d e t e r m i n a d o s , dado el signo de 

P o r ^ a relación general 

{/a \ / a —a (3) 
r r,r * s,s r,s \ 

es dec i r , por la serie de relaciones 

En efecto, « i > 3 , *. 2 i, \ $ son de terminantes perfecta­
mente definidas en magni tud y s i g n o , luego si fijamos el de 

quedarán de te rminados los de 

| / a _ _ [ / a | / a . 
Y o.) Y 4i y nn 

De aquí resul ta que si los s ímbolos de la ecuación (1) se 
determinan de m a n e r a que satisfagan á la misma relación, 
la serie de los signos de los símbolos (1) será la misma ó 
completamente contrar ia á la de las radicales de la (2) , y en 
u n o y otro caso la ecuación (1) será exacta. 

Todo queda reducido á demos t ra r que los símbolos 
( 3 , 4 , ó, «) ; ( 4 , 5 , n, 2) ; (5 », 2 , 3) 
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satisfacen á la condición (5), es dec i r , que se Tiene en g e ­
neral 

[ ( r - j - l , r + 2 , n , 2 , 3 •••• r— 1)] x [ ( * - f - l , * - t - 2 , . . . . » , 2 , 3 - »—1)] = cer>, 

ó ab rev i adamen te , 
R X S = « . . 

lo cual es fácil, po rque R y S son pol inomios perfecta­
men te definidos; « f>s es una de te rminante también definida 
sin a m b i g ü e d a d , y ademas los valores absolutos de R. S y 
« r > s son los mismos . 

Para asegurarse si existe ó no igualdad en cuanto á los 
s i gnos , basta comparar dos térmiiros iguales . 

Comencemos por hacer directas las permutaciones de II 
y s . 

Desde r-l-1 hasta n = r-f- (n— r ) , h a y n — r índices, to ­
dos superiores á los 2 , 5 r— 1 = 1 H- (r — 2) , que son 
en número r — 2 , luego hay (n — r) (r — 2) invers iones , y 
t end remos 

R = (— 1 Y' i" r' ( 2 , 5 r — i , r-+-1, ra) 

= ( - 1 )"r rl 1" - f ) ( 2 , 5 r—\, r - i - 1, ra), 

ó supr imiendo rar y 2 (ra—?•), que son números p a r e s , y ob­
servando que ?>4 y r son á la vez pares ó impares 

R = ( _ \y (4} 5 r — i , r - 4 - i n) i í.) 

del misino m o d o 

S = ( - 1 ) * 2 , 3 5 - I ,*.-+-• 1 ») (5) 

In t roduzcamos todavía otra modificación en las expre­
siones (4) y (5) : 

Traslademos el índice s en la primera y el r en la s egun­
da al últ imo lugar . 

Después de s hay en (4) , suponiendo r < 5 los términos 

5 - r 1 , S -h á . . . . r a ---- S -h (i? — i'; > 



es decir , n — s todos superiores al s , luego esta modifica­
ción introducirá el factor (— t)"~% y tendremos 

R = (— 1 )»•-*+» (2 , 3 r— 1 , r + l s — 1 , s-+-l ..... n , s). 

Análogamente en (5) , después del índice r hay los 

r •+•1, r H - 2 s — 1, s -h 1 , n = r - h (n — ?•) 

que serian en n ú m e r o n — r si estuviera comple ta la serie; 
pe ro como falta s, serán 

n — r— 1 , 

y debe remos afectar al segundo miembro de (5) del factor 
(— l ) " _ r _ 1 , resul tando po r cons igu ien te , 

S = ( - - l ) « + » - r - l (2 , 3 , s — 1, s-f- l r— 1, r-h i , » , s). 

Supr imiendo de los exponenles de las dos últ imas ecua­
ciones el n ú m e r o par n, t e n d r e m o s , 

R = (— (2 , 3 s — 1 , Í H - 1 , r - 1 , r - r - 1 , n, s) (G) 

S = r ( _ l ) » - f - i ( 2 , 3 s — 1 , s - H l , r — l , r - h l . », »•) (7). 

Multiplicando los té rminos principales de (6) y (7) , r e ­
sultará para un término de R S 

(— 1 f S a _ a. a t a X (— 1) S T 1 aa , a. „ cr a . a 
v 7 2,;) 4,3 «—2, n—1 n,x v y 2,3 4,5 n—2, «—i K,r. 

ó bien 

2,3 4,5 n—2, n—1 n,í 2,3 4,5 n— 2, «—1 «,r 

Si en vez de los té rminos del s egundo factor p o n e m o s 
sus conjugados 

2,3 3,2' 4,5 5,4 n,r r,n' 

observando que el número de estos términos es 

n — 2 _ n 
2 ~ 2 

puesto que en los p r imeros índices faltan 1 y r , y en los se-
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gurí dos 1 y 5 , es dec i r , 4 índ ices , y que los 2 TI— 4 índices 
se agrupan dos á dos , lo cual da n— 2 para el número t o ­
tal de fac tores , ó ~ — 1 para la mi tad , t e n d r e m o s 

un término de R S 

" i **" 

•== — (— 1 ) 2 a a, a . a a_. o„ . a . aa 
v ' 2,3 4,5 n _ 2 , „ _ j n ¡ s 32 5,1 «—1, »—2 r,n 

n 
= (— l)i a a a ^ .a a ~ a a .a (t) 

v ' 2,3 4,o n—2,n—1 n,s 3,2 5,4 «—1, »—2 r,n v ' 

Veamos ahora los índices que fallan en la p r i m e r a y se­
gunda ser ie . 

En 2 , 3 r— 1 , 7 * 4 - 1 5 — 1 , 5 4 - 1 ii,s 

agrupados dosk dos para convertirse en subíndices de a, 
falta evidentemente de la serie c o m p l e t a , 

1 en los pr imeros y s egundos ; 
r en los p r imeros y segundos también ; 

y s en los p r i m e r o s , pe ro no en los s e g u n d o s , po rque 
hay el t é rmino ans. 

En 

2 , 3 , r — 1 , r4- 1 5 — 1 , 5 4 - 1 11, r 

permutados dos á dos , 

3 , 2 | 5 , 4 \r,n\ 

y divididos en g r u p o s binarios como subíndices de a, faltan 

1 en los pr imeros y segundos ; 
5 en los pr imeros y s e g u n d o s ; 

y r so lamente en los s egundos . 

De aquí resul ta qne en la serie de los pr imeros términos 
de (t) existirán todos los números naturales 1 , 2 n m e ­
nos 1 y 5 , y en la serie de los segundos faltarán asimismo 
t yr. 

En resumen (t) e s , p re sc ind iendo del s i g n o , un té rmino 
de una de te rminan te deducida de P supr imiendo la p r i m e ­
ra hor izontal , la p r imera ver t ica l , la horizontal s y la ver-

22 
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tical r; luego es un té rmino de la de te rminan te « J > r del 
g rado (ra— 2 ) , ó también de la determinante « f | 5 pues que 
son iguales ambas . 

Veamos ahora el signo que al término 

«•2,3 «3,-2 «4,5 « 5 , 4 « « — 2 , n—i «?i—1 , «—2 «M,S «r,« ) 

le cor responde como té rmino de 
a f , es el complemento algebraico de ars en A l f l , luego 

será el p roduc to de (— l ) r + * , por la de te rminan te formada 
con las hor izontales 

2 , 5 , s— 1 , s-h 1 ra— 1 , ra 

y con las vert icales 

2 , 5 , r — í, r - t - 1 ra — 1 , ra. 

Veamos qué signo corresponde á las pe rmu tac iones 

2 , 5 , 4 , 5 ra — 2 , ra—1, ra, r 

5 , 2 , 5 , 4 ra — l , ra — 2 , 5 , ra. 

En la p r i m e r a , como hemos visto , hay 

ra — r — 1 

inversiones, lo cual da el factor 

(__ l ) « - r - l . 

A la segunda podemos pasar de la 

2 , 5 , 4 , 5 s— 1 , s, ra — 2 , ra — 1 , ra. 

l . ° Prescindiendo de 5 y ra con lo cual quedaran ra — 2 
índices , y p e r m u t a n d o cada dos con t iguos , lo cual da tan-

ra 
tas pe rmutac iones como pares de índices, es decir , — 2 . 

2.° Trayendo s al penúl t imo lugar . Pe ro después de s 
hay los t é rminos 

s-t-i i s -4 -2 , ra—2, ra — 1 = 5 - 1 - (ra — s — 1) 
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es dec i r , n — s — 1, luego esta traslación de s aumentará 
n — s—1 inversiones. 

En r e s u m e n , las inversiones del término í ' como término 
de la determinante contenida en « r s , son 

v n 
n — r — 1 - F - — - ¿ •+• n — .9 — 1 — 2 u — i - J - — — r - ,-•, 

ó suprimiendo los números pares "}— r — s. 

Y el signo del término como perteneciente á el comple­
mento algebraico a r s 

( - i ) r + s x ( - i ) í ~ f ~ ' - ( - i ) i . 

Resul ta , p u e s , que el término 

n 

( — 1 ) « a. , a. a X a. „ a.. . X X o. , , a . . X a a 
' 2,3 ,1,2 4,5 D,í n—2, n 1 n—1, n—2 «,s r,n 

es igual en valor y en signo al cor respondien te de « r > s, y por 
lo t a n t o , los símbolos de (!) satisfacen á la condición (5) 
como / r , ó de otro m o d o , las expresiones (1) y (2) 

son igua les , y del mismo signo ó iguales y de signo contra­
r io , en ambos casos (1) es raíz de 1\ 

Repil iendo un procedimiento análogo respec to á los co­
eficientes del segundo miembro de dicha fórmula, la expre­
sión de la raíz de la de terminante P queda rá desarrollada 
en una s u m a d e p roduc tos de dos elementos multiplicados 
por las raíces de las determinantes semi-simétricas de gra­
do n — 4, hasta llegar de este modo á la expresión de l^P 
en función de sus e lementos . 

ívjemplos: 

,<hi « 1 2 ^ 3 ^ . 1 - 0 , 2 , 3 , 4)* = [ T 7 l í ( 3 , á ) - r - « „ ( 4 , 2 ) - r - « u ( 2 , 3 ) P 
( 7 2 1 (7 22 « 2 5

 aU 
a3l ^ 3 2 " 3 3 ^31 
ail a№ aA3 all 

= [»4>J aSU " T 3 "+- «VI?]2 

Es claro que los elementos aiA a%i a 3 > 3 aiA son todos nulos, 
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« M «1,2 « 4 , 3 «1»4 "l 'S «l'G 

«2M «2>2 «2'3 «2>4 «2'5 «2.G 

«3,1 «3 .2 "3.3 «3 .4 « 3 . 3 «3-G 

«4M «4-2 «4-3 «4.4 «4-5 «4-G 

«8.1 "3.2 « . ' 3 «S.4 «5 .5 «5-6 

"i-2 («3.4 «C'6 

«r4(".VG «2,3 

' "lui («2'3 «4-5 

- ( 1 , 2 , 3 , 4, 5, Gy = a t ì % ( 3 , 4, 5, 6 ) + a m ( 4 , 5, 6 , 2 ) 

+ a M ( 5 , 6, 2, 3 ) -h a m (fi, 2, 3, 4 ) + a m (2 , 3 , 4, 5 ) 

«1.2 [ " 3 . 4 ( 3 , G ) - + - « 3 , 3 (6 , 4 ) 4 - * 3 ! G ( 4 , 5 ) ] y 2 

+ « 1 ) 3 [«4-s( , ; . 2 ) + «4.0 ( 2 , 5 ) + f l 4 , 2 ( 5 , 0 ) ] 

+ « 1 , 4 [«8 .6 ( 2 . 3 ) -4- «8,2 ( 3 , 6 ) - h fl8>8 (6 , 2 ) ] 

-+-«!•« [ « 6 , 2 ( 3 , 4 ) -+- a m (4 , 2 ) -+- a t i t (2 , 3 ) ] 

-+-« | ,o [«2-3 ( 4 > 5 ) •+• «2>4 ( 5 > 3 ) • + « J , 8 ( 3 , 4 ) ] 

«3 ,5 «6 ,1 -+-«5,6 « 4 , 5 ) + «1-3 («4 -3 « C , 2 + « 4 > G «2 .5-+-«4 '2 «S'tt) 

«6-2 «3-G + « 8 ' 3 "6-2)-+- " l í o («6 .2 «3-4 + «6-3 «4-2 «6.4 «J»s) 

•«2 ,4 «8,8 -+-«2.o " 3 . 4 ) 

110. Derivada de una determinante semi-simétrica.— La 
derivada de una determinante semi-simétrica respecto á 
un e l e m e n t o ^ , s e rá , observando que hay otro elemento 
función de e s t e , asr = — ar¡s 

/ rfF \ _ d v 
\ da ) da \ r,s / r,s 

da dP 
da da 

s,r r,s 
A — A . 

r,s s,r 

Ahora b ien , si P es de grado impar , A v y A s > r son de gra­
do par , y por lo tanto iguales , luego 

Si P es de grado p a r , A r > 5 y A, r son de grado impar , y 
por consiguiente iguales y de signo con t ra r io ; es dec i r , 

por lo tan to , 

A — — A ' , 
r,s s,r ' 

\darJ 

De aquí que : 
La derivada de una determinante semi-simétrica respec­

to aun elemento cualquiera, es nula si la determinante es 
de grado impar; y si es de grado par dicha determinante, 
la derivada es dupla del complemento algebraico del mismo 
elemento. 

111. Derivando la ecuación idéniica 
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/ T r ^v/i;" .«Vp «Vp 
\ / P —a , • h a a h a —— 

«,1 r,2 r,n 
d \/¥ d v/F d / p 

o — a , f - a a h « — * 
M r/a , r,í da . r.» «*« 

S,i 5,2 S,M 

De aquí se d e d u c e el siguiente t e o r e m a : 
En toda determinante semi-simétrica de grado par, la 

suma de los productos de los elementos de cada línea por 
la derivada de la raíz respecto al mismo elemento, equivale 
á dicha raíz. 

Y la sunta de los productos de los elementos de cualquier 

• p = W 
re la t ivamente á un e lemento artS, se t iene 

dV ,— d v/F 
- — - 2 I / p - ; — , 
da Y da r,s r,s 

p e r o si P es semi-s imétr ica de g r a d o p a r , el p r imer miem­
bro equivale á 2 A r j , y resul la 

r>s v da 
r,s 

Por otra pa r t e se sabe que 

P = a . A , -\- a . A «, 4 - o _ A „ a A 
r,t r,\ • r,2 r,2 r,3 r,ó r,n r,M > 

o = « . A , - f - a . A a - h « _ A „-f- a A 
r,l s,l r,2 í,2 r,3 r,n s,n > 

y en virtud de la relación precedente 

,— d\/V .— d\/Y .— d\¿¥ 
P = « v / p _ L . / p — h a i / P — — r ' 1 V da A '¿V da r,nV d a r,\ r,2 r,n 

o — a . \ / P h a a \ / P — -+ - a \ / P 
r>1 V da A

 r ' l V da * r>nV da 
S,l S,2 s,n 

ó bien 



— 412 — 

línea, por las derivadas de la raíz respecto á los elementos 
correspondientes de otra línea del mismo nombre, es nula. 

112. Suponiendo que se toma por símbolo de \ / p , 
(r, 1 , 2 , 3 r — 1, r-h l n), t endremos 

y / p = O, 1 , 2 , 3 r— 1 , r-f-1 = ( 2 , 3 — 1 , r + 1 n) 

-+-a^(3 ,4 . . . . r— l , r - h l . . . n , l ) + -+-a.j4 ( í - h l , . . . n , 1 , 2 . . . 5 — l ) - h 

y comparando este valor con el an t e r io r , 

- - = ( s 4 - i , W, 1 , 2 , 8—1). 
a a 

r,s 

DETERMINANTES DISIMÉTRICAS. 

113 . Si se descompone una de te rminan te en o t ra s , en 
las que sean nulos los elementos pr incipales . (N. 78 ) , es 
c laro que las determinantes que resultan serán todas disi­
mé t r i cas . 

Sin e m b a r g o , prescindiendo del caso g e n e r a l , sólo nos 
fijaremos en el que los e lementos principales son todos 
igua les , es dec i r , 

i,i 2,2 3,3 n,n 

Represen tando por P 0 el resul tado de hacer x — o, y por 
s l \ r la suma de todas las menores principales de g rado r 
de P 0 , t end remos , 

P = x* -+- a:" - 1 S P . + x"~* S P „ + S 2 Ü P , + xSP P ; 
o,l o,2 o, n—2 o, n— 1 o ' 

pero como todas las de te rminan tes que figuran en el se­
g u n d o miembro son semi-s imét r icas , y toda de te rminan te 
semi-simétrica de g rado impar es n u l a , t e n d r e m o s , 

2 P o , l = 0 ' S P o , 3 = ^ £ P o , = -

Si n es p a r , 
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r, n M-2 v D . n -4 1 = X - 4 - x 1 r 
o S P . 4 * 4 2 P 0 - + - P ; 
,2 0,4 o, n—2 o ' 

si es i m p a r , 

± < = a; - 4 - x 2 P 
0,1 Ï ' Ï P _ H - .r s P • o, «—o o, n—1 ' 

y en el uno y el otro caso las de t e rminan te s que en t ran en 
los segundos m i e m b r o s , son cuadrados perfectos. 

Respec to á la pr imera fórmula , todos los términos del 
segundo miembro están compues tos de c u a d r a d o s perfec­
t o s , que s iempre serán pos i t ivos , sea cual fuere el s igno 
de x. De aquí r e su l t a , q u e , 

Una determinante disimétrica de grado par en la que to­
dos los elementos principales son iguales, puede siempre 
desarrollarse en una suma de cuadrados, y es por lo tanto 
esencialmente positiva. 

Ejemplo : 

X a h c =¡ c * - f - a r 3 X < H - # î ( / i - f -« ; , -+-r f , -hC' i - l -& i -+-a , ) -+- o de X-+- 0 a b c 
—a X à e —d of —a a d e 
—b- -d X í -i—f o —b--d of 
—o— -e--f X —c--c- -fo 

-t- o be 
b of 

—C—f 0 

•+- o a c 
—a o e 
—c—e o 

o a b 
•—a o d • 

—b—d o 

- a M -x% ( a

a 6 a + c 9 - H d a + H H(t t /— be 

Si x = í, se t e n d r á , 

para n par. . 

para n impar. 

o, n—2 o ' 

S P , - f - S P 
o, n—3 o, n—1 

De aquí el s iguiente t e o r e m a : 
Toda determinante disimétrica de cualquier grado, en que 
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los elementos principales son todos iguales á 1 , puede des­
arrollarse en una suma de cuadrados, y es, por lo tanto, 
una cantidad positiva. 

Ejemplo : 

1 a 
—a 1 
—b-c 

1 ar 

% XI. 

M a l r i c e s y d e t e r m i n a n t e s d e d o s e s c a l o s . 

I I I . Definiciones.—Cuando algunos de los p r imeros ó 
últimos e lementos de una l ínea de una malriz sean nulos 
por h ipó tes i s , l l amaremos elemento inicial, y elemento 
final de la l ínea , al p r imero ó al último de aquel los que 
t ienen valor efectivo. 

Esto s u p u e s t o , si en una matriz hay r sucesivas horizon­
tales dispuestas de tal m o d o , que sus e lementos iniciales 
cor respondan á sucesivas ver t icales , diremos que forman 
un sistema de escala, que será directa si el número de los 
elementos nulos que preceden al e lemento inicial crece de 
una horizontal á o t r a , é inversa en el caso con t ra r io . 

Si ademas los e lementos efectivos de cada horizontal 
son los té rminos de una misma ser ie , d i remos que forman 
una escala de grado r , directa ó inversa; y se da el nombre 
á la s e r i e , de serie generatriz de la escala. 

Así , en cada una de las mat r ices , 

a0 ai a 2 a5 aA 

o a0 a{ a± a 3 

o o a0 a, a.2 

o o o a0 ax 

o o o a0 a, 
o o a0 a t a% 

o a0 a, a.2 a 3 

o0 at di «3 a 4 

se tiene una escala de g r ado r re la t ivaá la serie a0, a{, a±... 
directa en la matriz p r i m e r a , é inversa en la segunda . 
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Si los términos de la serie generatriz son , como en estos 
e jemplos , represen tados por una letra con índices c r e ­
cientes en orden n a t u r a l , indicaremos la serie ó la escala 
de grado r, por el símbolo (a0), es dec i r , ce r rando en un 
paréntesis el pr imer término de la se r i e ; y si se quiere ade­
mas tener á la vista el g rado de la escala , se escribe (a0) r. 

Una escala es completa si el e lemento inicial de la p r i ­
mera ó de la última horizontal , según que sea directa ó in­
versa la escala , pe r t enece á la pr imera vert ical de la ma­
triz. En los demás c a s o s , la escala es incomple ta ; pe ro á 
menos que no se advierta lo c o n t r a r i o , en tenderemos 
s iempre que se t rata de escalas comple tas . 

Es claro que en la escala de grado r , el e l emen to inicial 
de la últ ima hor izonta l , si la escala es d i r ec t a , ó de la pr i ­
mera si es inversa , per tenece á la r . m a vertical de la matriz, 
y está precedido de r — 1 elementos nu los . 

Así en una matriz que contenga solamente una escala 
de grado r , es deci r , r horizontales; y en la que la serie 
generatr iz está formada de k t é rminos , el n ú m e r o de vert i ­
cales será k-h-r — 1. 

En efecto: supongamos para fijar las ideas que la escala 
es d i rec la : antes del e lemento inicial de la última horizon­
tal hay r — 1 términos nu los , y después los k t é rminos de 
la serie generat r iz , luego el número total es k-hr — 1. 

Su forma genera l se rá , suponiendo r — 4-, k = 6 

a0 a, a2 a-¿ aA aá o o o 
o a0 a{ a.2 a 3 a 4 a 5 o o 
o o a0 at a.2 a 3 a 4 a$ o 
o o o a0 a{ a.2 as aÁ a 5 

y el número de vert icales k-+-r— 1 = 6 -4-4? — i = 9 . 
115. También t e n d r e m o s que considerar matr ices de 

dos escalas cons t ru idas de este modo . 
Sean dos series g e n e r a t r i c e s : 

1 . A serie aQava2 at az+i a e + 2 am—ae+n 

2 . a serie & 0 ^ i h K 
23 
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en las que , pues to que se cor responden a¿ y bñ el número de 
té rminos desde bó á bn, será el mismo que desde az á ami y 
p o r lo t a n t o , ? / I = Í + ÍJ ó z = m — n . 

Esto supues to , formemos una matriz de doble escala (a 0) 
y (b0); la p r imera super ior y directa de cualquier grado r, 
la segunda inferior é inversa de g r ado s , p e r o de modo que 
los elementos de la úl t ima horizontal de la escala superior 
á contar de a, hasta am, es tén ver t i ca lmente al ineados con 
todos los e lementos de la p r imera horizontal que cor res ­
ponde á la escala infer ior , á con ta r del b{) hasta el bn, y co ­
locando ¿>() bajo az. 

De aquí resul ta que el g r a d o s de la escala inferior no es 
a rb i t ra r io . Es evidente que el número de horizontales será 
igual al de e lementos que hay en la última horizontal de la 
escala super io r desde a0 hasta a. inc lus ive , que son E + 1 , 
mas el número de elementos nulos que p r eceden á a„ que 
son r— 1 , toda vez que la escala superior es de g rado r. 

T e n d r e m o s , p u e s , 

s = (e-{- 1) -H O — 1) = £-+-?• = r-\-m — n (1). 

He aquí el t ipo genera l de dicha matriz á d o b l e escala : 

a0 a i ... ar_<2 ar_l a,. ... Q>s-1 as ... O'r+S —1 • • • 

0 aQ... ar-z a>r-i ar_, ... O s _2 íig i . . . O r + s _ 2 • • . 

0 0 ... a0 a, a.¿ ... dt-i ag 
az+i 0 £ + 2 • • • 

0 0 ... 0 «0 a.{ dz Ctg . . . 

0 0 ... 0 0 0 0 0 K ¿>, . . . br . . . 

0 0 ... 0 0 0 0 h bi &4 . . . h+i ••• 

0 0 ... 0 0 0 N b. h . . . br_i_2 ... 

0 N . . . br-2 br._i... bs-Z h-i bs—\ . . . br+s—2 ••• 

h b{ . . . K-i br . . . &,-3 bs-i bs . . . br+s—í ••• 

Para comple ta r la inteligencia de lo que p r e c e d e , hare­
m o s algunas obse rvac iones . 
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I. Mientras z > o ó m > n, el grado de la matriz s u p e ­
rior será m e n o r que el de la inferior , y serán iguales cuan­
do £ = o ó m — n. 

II. Cuando la matriz se pro longa hasta el fin de las dos 
series genera t r i ces (a0...) {b0..>) los e l ementos finales de 
las horizontales de cada escala están evidentemente dis­
puestos en escala y formando una línea oblicua paralela á 
las iniciales, y debe notarse que el últ imo e lemento am de 
la últ ima horizontal de la escala supe r io r , y el úl t imo bn de 
la pr imera horizontal de la inferior, es tarán ambas en la úl­
tima vertical de la matr iz . 

La forma gene ra l será es ta : 

a0 a{ am o ... o 
o a0 ¿m_, am ... o 

o o o a0 ... az am 

o o o b0 bn 

o o o .... b0 bn o 

111. El número total de las vert icales de una matriz com­
pleta es igual al que se formaría sólo con la escala s u p e ­
r ior , ó sólo con la inferior; es dec i r , r-hm ó s-'-n, de 
donde r-\-m==s-\-n, que también se deduce de la rela­
ción (1). 

116. En toda matriz de dos escalas l l amamos asociadas 
á dos horizontales equidis tantes de los ex t remos : así la p r i ­
mera será asociada de la ú l t ima, la segunda de la penúl t i ­
m a , e tc . De aquí r e s u l t a , que si r = s, es d e c i r , si las dos 
escalas son de g rados igua le s , á cada horizontal de la una 
co r responde otra de la s e g u n d a , porque se p resen tan en 
esta forma : 



pero si r y s difieren en s, á cada una de las t horizontales 
superiores de la escala inferior, no corresponderá ningu­
na en la superior . 

En la figura precedente suponemos r = 7 y s = 13 , y 
vemos , que en efecto, 13 — 7 = 6 , horizontales de la ma 
triz inferior señaladas con los números 8, 9, 10, 11, 12 , 13, 
no tienen asociada en la matriz superior. 

Es evidente que en dos horizontales asociadas de la ma­
triz de doble escala (a0) (b0), los elementos iniciales a0, b0 

como otros dos cualesquiera , pero correspondientes, ak bk, 
y afectados de los mismos índices, están sobre una vertical. 

117. Consideremos diferentes matrices á doble escala 
(fl-0) (W > en la que la diferencia de los grados sea constan­
t e , y el grado de la superior pase por la serie de valores 
1 , 2 , 3 , , t e n d r e m o s : 



I 
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Dist inguiremos estas diversas matrices por órdenes, di­
c iendo , l . e r o r d e n , 2.° o r d e n , e t c . , y es claro que el orden 
de una matriz será el grado r de la super io r . 

118. Dada una matriz de p horizontales y q ver t icales , y 
suponiendo q>p, si combinamos las p r i m e r a s / ; — 1 ver­
ticales con cada una de las res tantes , t end remos una serie 
de # — p - 4 - 1 d e t e r m i n a n t e s , que l lamaremos sistema de 
determinantes sucesivas de la matr iz , y á la pr imera le da­
r emos el nombre de principal. Así, p u e s , la matriz pr inci­
pal será la formada con las p p r imeras ver t ica les , y diferi­
rá de las restantes sólo p o r la úl t ima vert ical . 

Por e jemplo , la matriz de tres horizontales y cinco ver­
ticales 

a b c d e 
a b' c d' e 
a b c d e 

da un sistema de t res sucesivas de terminantes 

a b c 7 a b d 7 a b e 
a b' i 

c 
i 

a b' d' i 

a V é 
a b" II 

c a V d" a b" e 

la p r imera de las cuales es la de te rminan te p r inc ipa l , y la 
segunda y tercera son las de te rminan tes que proceden de 
cambiar suces ivamente en aquella la úl t ima vertical por la 
cuar ta y la quinta de la matriz p ropues t a . 

Si V > qí ¡& matriz no da origen á n inguna d e t e r m i n a n t e : 

, , , . I Orado de la superior r = 1 J 
1. a Matriz. J , } 1 ." orden, 

f írrado de la inferior s = )- + £ = l + £ \ 

. __ . I Grado de la superior r=2 j 
2 . a Matriz. ! 7 , , . \ . n 2.° orden. 

| Grado de la inferior s = r-\-t = 2-\-e. \ 

•> , - . I Grado de la superior r — 3 / 
3 . a Matriz. { „ , , , . * . . „ 3 . " orden. | Grado de la inferior s = Ú + E j 



Si p = q, la matriz es cuadrada y sólo dará una determi­
n a n t e . 

119. Represen temos po r N r el número de sucesivas de ­
terminantes de la matriz á dos escalas (a0) (b0) de los grados 
r y s; en este caso t endremos evidentemente p — r-^-s, 
q = iiz+-s, y por lo t a n t o , 

N r = f l - | ? + l = n + s - r - 5 + l = w - r + l . 

De aquí se deduce que el número de de terminantes su­
cesivas en las matr ices de 2.° , 5 . e r o r d e n , e t c . , será, 
sus t i tuyendo en N r por r , 1 , 2 , 3 n 

N, = n; N , = » - 1 ; N 3 = n - 2 N„-, = 2 ; Ñ „ = 1 . 

En la matriz del orden w-h I , el número de horizontales 
supera en una unidad al de verticales, y es imposible dedu­
cir de ella ninguna de te rminan te . 

En el sistema de sucesivas determinantes de una matriz 
de doble escala (a0) (b0), la de terminante principal se dis­
t ingue de las otras en que los índices de aquella proceden 
en todas las horizontales por orden natural y no in te r rum­
pido hasta el ú l t imo, mientras que en las demás se inter­
rumpe la continuidad de dichos índices al pasar de la pen ­
última á la úl t ima. 

Es evidente, según esto, que si á los índices de todos los 
e lementos de la última vertical de la determinante princi­
pal se les aumenta en una un idad , se obtendrá la segunda 
determinante del s i s tema; si se les aumenta d o s , la terce­
r a ; si t res , la c u a r t a , y en general aumentándo les p—1 
unidades, se obtiene la /; de terminante de la matriz. 

Es impor tan te observar que en la última vertical de la 
de terminante pr incipal , el pr imero y el último e lemento 
t ienen por índice rH- s — 1 ; p o r q u e , en efecto, el número 
de horizontales es r - f - s , luego el número de verticales es 
r -hs t ambién , pe ro los índices de las series 

a0 ax a2 az 

b0 bt b* h 
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principian p o r o , luego el t é r m i n o r - h s tendrá po r índice 
r-hs — 1. 

La matriz del núm. l í o termina p rec i samente en esta 
ver t ica l , y sólo c o m p r e n d e la matriz cuadrada de la pr i ­
mera de t e rminan te del s is tema. 

Conviene tener p resen te que los dos e lementos de esta 
última vertical que per tenecen respect ivamente á la última 
horizontal de la escala super ior y á la p r imera de la infe­
r ior , es dec i r , as y br t ienen por índices r y s, es deci r , in­
versamente los grados de ambas escalas . 

En efecto, restando de r-hs, que es el n ú m e r o de ele­
mentos de cada horizontal, r—1 que son los ceros que pre­
ceden á a0, quedan (r-hs) — (r— 1) = s-hi términos pa ra 
la serie <70 ax a2 , y como principian los subíndices por 
cero, el subíndice del t é rmino s-hl será s. 

Otro tanto podríamos decir de la p r imera horizontal de 
la escala inferior. 

120. Para indicar de un modo conciso la matriz de d o ­
ble escala (a0), (b0) y de los grados r, s, se emplea la no­
tación 

y ag regando á este símbolo los subíndices 0 , 1 , 2 , 3 
n — r , indicaremos la de te rminan te p r inc ipa l , la segunda , 
la t e rcera , y finalmente, la n — r-hi. T e n d r e m o s , pues , 

(«o)f 1 Wr •> (a0)r 5 Wr 
(bo), 0 (h)s 1 (bo)s 2 (bo). 3 (bo)s n-r 

Otras veces , y esto será lo más común , indicaremos la 
matriz con una sola letra, y le pondremos p o r índice el nú­
mero de orden co r r e spond ien te , que será igua l , como ya 
sabemos , al grado de la escala s u p e r i o r , y pa ra expresar 
una cualquiera de las de terminantes del sistema un segun­
do índice que exprese el orden de la de te rminante dismi­
nuido en una unidad. 
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Así, 1.° M r expresa una matriz en que la escala superior 
tiene r horizontales, y la inferior r - M , y no debemos olvi­
dar que e es una cantidad siempre constante. 

2.° M r > 0 será la matriz de la determinante principal. 
3.° M r l ; M r 2 ; M r ¿; las sucesivas determinantes de­

rivadas del sistema M. 
En genera l , si M y N expresan dos matrices distintas que 

tengan un mismo número de de te rminantes ; pero tales, 
que la pr imera de M sea igual á la primera de N; la segun­
da á la segunda, y así todas las res tantes , escribiremos 

M==N, 

ecuación múltiple que se resuelve en tantas ecuaciones 
parciales 

M r Q — ; M r i —- N r ' i ; M r ^ —• • • • • • M r n _ r -— Nr̂  n'—r' 

como determinantes hay en cada matriz. 
Claro es que deberá tenerse 

n — r=n' — r'. 

121 . Respecto á las sucesivas determinantes de cual­
quier matriz, debemos notar lo s iguiente: 

I. Si agregamos á una horizontal de la matriz, ó resta­
mos de ella otra hor izontal , las determinantes sucesivas 
no cambiarán de valor. 

En efecto, esto equivale á efectuar la misma operación 
con cada de te rminan te , lo cual no altera su valor. 

II. Si se multiplica una horizontal por cualquier canti­
dad arbi t rar ia , las sucesivas determinantes quedarán mul­
tiplicadas por esta cant idad, y si con varias horizontales se 
efectúa una operación análoga, las determinantes sucesi­
vas quedarán multiplicadas por el producto de todas ellas. 

La razón es la misma que la dada en el caso p receden te . 
III. Si las pr imeras r horizontales forman un sistema de 

escala d i recta , y ademas son nulos todos los elementos 
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M B c D E F M' 

b c d e 
N Q 

A P 0 1 2 3 4 M 

A M M' M" r ep re sen t a la matr iz . 
M N Q M ' el espacio cubier to por las r p r imeras hor i ­

zontales que en este caso son 5 . 
A M N P el espacio cubie r to p o r los e l e m e n t o s nidos 

de las r pr imeras ver t i ca les . 
En el s is tema de matr ices sucesivas 
A M BO sería la p r inc ipa l , 
A M C 1 la s e g u n d a que se obtendr ía sus t i tuyendo á la 

vert ical cero la uno. 
A M D 2 la te rcera que se hal lar ía aná logamen te cam­

b iando la vertical cero por la 2 . 

Según el t eo rema 1.°, las de te rminan tes sucesivas son di­
visibles p o r el p r o d u c t o de los e l emen tos según la línea 
MN, lo cual es e v i d e n t e , y 2 . ° , los cuocientes sucesivos 
son las de te rminantes ;que se forman en la matriz N Q M ' P 
por el mi smo s is tema que en la dada . 

res tantes de las p r imeras r ve r t i ca l e s , las de te rminantes 
sucesivas serán divisibles po r el p r o d u c t o de los e lementos 
iniciales de las r p r imeras hor izonta les , y las cuoc ien tes se ­
rán las sucesivas de t e rminan te s de las matr ices que se for­
man de la d a d a , sup r imiendo las r p r i m e r a s horizontales 
y las r p r i m e r a s ver t icales . 

El t ipo de las matr ices que cons ide ramos es el s iguiente : 
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Todos estos teoremas son evidentes . 
IV. Recíprocamente , si á una matriz se agregan r pri­

meras horizontales y r primeras vert icales, de .modo que 
formen un sistema de escala directa , y que sean nulos to­
dos los demás e lementos , las sucesivas determinantes de 
la nueva matriz serán iguales á las de las primeras multi­
plicadas por el producto de los elementos iniciales de las r 
horizontales que se han ag regado . 

122. En adelante expresaremos por el símbolo (ar bs) la 
diferencia de dos monomios a, bs y br as, es decir , 

(ar bs) = ar b, — b, as, 

que se obtienen cambiando a por b y rec íprocamente . 
Resulta de esta notación: 
I. Que (ar br) = o. 
II. Que (ar bs) — — (as br). En efecto, 

(ar bs) = ar bs — a8 br 

y (atbr) = asbr — arbs. 

III. Que suponiendo r > s, la expresión 

(a, bt) -+• (ar , & . _ 4 ) - i - (a._i br , ) - + - (a, br) 

en la que r crece en orden natural de r á s, y s decrece de 
5 á r, es nula. 

En efecto, los términos á igual distancia de los extremos 
son iguales y de signo contrar io, y por lo tanto se des­
truyen. 

Ademas , si en la serie hay un número par de términos, 
la suma es evidentemente nu la , porque á cada término 
corresponde o t r o , y si el número es impar , el del centro 
será asi_r b$t_r, y por consiguiente nulo, toda vez que los sub-

índices son iguales. 
Esto supues to , para hacer evidente una transformación 
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impor tan te de las mat r i ces á dos esca las , d is t inguiremos 
dos casos. 

l . e r CASO. 

TRANSFORMACIÓN DE LAS MATRICES Á DOS (ESCALAS DE 
GRADOS IGUALES. 

123 . Supon iendo que las ser ies gene ra t r i ces de las dos 
escalas sean 

añ a i a 2 att 

b0 />, b, bn 

K ) 

(b0) 

t end remos para la matriz del r . m o orden el s iguiente tipo 
que r e p r e s e n t a r e m o s por D r . 

ÛQ . . . (lr_p • . . (lr -2 0>r--1 

0 . . . o » . . . . . a v _ ï a p _ t 

A' A" 
dr ür_ i . . . (lri g_l ... (l,._ls_p . . . 0 0 

B 

a„ a p + i . . . a p + q _ í . . . a s 0 0 

0 ... 0 a0 ci[ 
0 . . . 0 0 a0 

0 . . . 0 0 b0 

0 . . . 0 ¿/ 0-«A 
bt b. 

0 ...b0 V Í ^ H 

bQ... ¿V-J, • • « br_>¿ b,_I 

. . . . &s-p H2 

« i ^S-p+l . . . a n . 

¿V-t bs-pi-2 . . . ¿>w 

^/H <¡r-l * • ' b, 0 

I • • • hr-hS- p . . . 0 
B' 

D e b e m o s h a c e r , an te s de pasar a d e l a n t e , las s iguientes 
o b s e r v a c i o n e s : 

1.° La matr iz es comple ta y se c o m p o n e de r hor izon­
tales super iores relat ivas á a y otras r inferiores relat i ­
vas á b. 

2.° El número de vert icales será r - t - n ; h e m o s separado 
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por una línea vertical las r pr imeras verticales de las res­
tantes. 

3.° l iemos puesto en evidencia las siguientes horizonta­
les. La primera de la escala-superior; la r — p-\- 1 de la es­
cala superior contando por ar r iba , ó sea la p."la contando 
desde abajo: las dos últimas de la escala superior : las ho­
mologas en la escala inferior. 

4.° Hemos puesto asimismo en evidencia todas las ver­
ticales que pasan por los elementos comunes á las horizon­
tales indicadas y á la línea de elementos principales : es de­
cir, la primera vertical : la r—p-h 1 á contar de la izquier­
d a , ó sea la/j contando de la vertical in te rmedia : las ver­
ticales r—1 y r. Ademas , 1.° las dos verticales que siguen 
á la línea vertical A ' B ' ; 2 . ' , la vertical r-\-q ó sea la q á 
contar de dicha vertical A ' B ' ; 3.°, la vertical s—p-h\ á 
contar de A B , ó sea n — s-hp á contar de la A" B". 

Someteremos ahora la matriz dada á la siguiente t rans­
formación. 

« Dejando invariable la escala superior, mult iplicaremos 
«todas las horizontales de la inferior por a0; después agre -
»garémos á cada una todas las que le preceden en dicha 
«escala contadas de abajo á a r r iba , multiplicadas respecti­
v a m e n t e por ax, a 2 , a 3 , y de la suma res taremos todas 
»las líneas asociadas en la escala super io r , multiplicadas 
»por b0, bt, bv » 

Representemos por D' la nueva matriz, y como se halla 
constituida del mismo modo que la primitiva D r por 2 r ho­
rizontales y n-\~r ver t icales , suprimiendo las r pr imeras 
horizontales y las r pr imeras verticales, ob tendremos una 
matriz de r horizontales y n vert icales , que designaremos 
por A R y con el nombre de matriz reducida de la matriz á 
doble escala D r . 

Esto supues to , nos proponemos demostrar que : 
Las sucesivas determinantes de D, , son ordenadamente 

iguales á las sucesivas determinantes de la reducida A,.. 
Es desde luego evidente : 1.°, que al agregar á una línea 
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(•) Si queremos referir b, á orígenes más sencillos, diremos que pertenece á la r.™* ho­
rizontal á contar de la primera de la escala inferior, y la s—p-hi vertical, á contar de A' B'. 
Resulta, en efecto, que al pasar de la primera horizontal a la p.'"* todos los índices de 
una vertical, aumentan una unidad por cada puesto que se avanza, es decir,'p—1 unida-

. des , por lo tanto , s—p-hí se reduce á-s—p-f-i-t-p—1=s. 
Podría resolverse aú i el problema invers" : á saber. Sabiendo que bs pertenece á la p.' 

horizontal ¿á qué vertical corresponde? 

horizontal o t ras varias mult ipl icadas por c o n s t a n t e s , no se 
al teran las de te rminan tes suce s iva s ; 2 .° , que la mult ipl ica­
ción de todos los e lementos de la escala inferior por a 0 , 
equivale á mult ipl icar cada .de te rminante por (fl0)% de 
suerte que t e n d r e m o s , la igualdad simbólica y compleja 

3 .° , que los elementos nulos que preceden á los e lementos 
iniciales en todas las hor izonta les , serán nulos en 1)' como 
en D r ; 4.°, que , por últ imo, si des ignamos por c un e lemen­
to de D' , r e su l t ado de t ransformar el e lemento ¿> sque cor­
responde á la r - h s — p -+-1 vert ical y á l a r — p-+-\ hori­
zontal ( l 1 contando desde la última inferior, t e n d r e m o s que c 
será igual á bgXa0; más los e lementos b s i , bs_c¿ bt.p, t 

de su vertical mult ipl icados por a{, a á , « 5 ; menos los 
productos de as, o s _ 2 o . _ p + 1 asociados de bs, b s U 

bs_s por btí, b{, bt, b5 , es d e c i r , 

c = b,a0-^-(al b^-hoib^-híhb,^-4- — ap_x bs_p+l) 
— (b0 as -+- b{ as_x -h b2 as^ -b bz as_z n- bp_{ &_p+l) 

ó segunda notación admit ida 

c = (Oo bs) -t- (a, 4 - (a4 ¿>s_.2) -+- + 

Debemos ahora dist inguir dos c a s o s : Si el e l emento bs 

que cons ideramos y cuya t ransformada en D' hemos hal la­
do per tenece á una vert ical s i tuada ent re A' B' y A" B", por 
e j e m p l o : 
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a
 . 

r+.i—p 

a 
s 

a 
a 

s-p+i 

b 

s—pi i 

I, 

b 

existirán todos los elementos superiores á bs hasta a„ y el 
valor (c) será tal como lo hemos expresado; pero si dicho 
elemento bs pertenece á la parte comprendida entre A B y 
A' B ' , su vertical no será completa : por e jemplo , tendre­
m o s , si bs está en la vertical p . r a a á contar de A' B ' , 

a 
r-p 

s—1 

r—p 



— 429 — 

en cuya vert ical faltan todos los e lementos desde fr0 hasla 
la pr imera línea de la escala inferior xx, y todos los aso­
ciados desde xx hasta as, de suer te que la serie (c) estará 
incompleta , y sólo t e n d r e m o s , 

c = (a0 bt) -4- (a, &,_,) -f- (a, -f- (a,b0), 

cantidad que es idént icamente nu la . 
De aquí se d e d u c e que todos los e lementos c de la ma­

triz IV comprendidos en las r p r imeras vert icales y en las 
últimas v ho r izon ta les , son nu lo s ; pe ro también lo son to­
das las de la escala super io r cor respondien tes á las r p r i ­
meras vert icales has ta la diagonal p r inc ipa l , luego la m a ­
triz I)' es de la forma : 

A B 

G 

D E C 

De aquí resul ta que todas las de te rminan tes sucesivas 
del s is tema serán iguales á a(

r, X de te rminan tes sucesivas 
de E F G C . Es d e c i r , 

D' = a5 A r ; 

pe ro 

D' = a 5 D f , 

luego 

D r = A f , 

lo que demues t r a , según hab íamos ind icado , que las s u c e - . 
sivas de te rminan tes de la matriz á doble escala D r , equiva­
len á las d é l a reducida A r . 
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124. De este modo hemos reducido las determinantes 
de la matriz primitiva á otras de grado mi tad , lo que ya 
es muy importante para el cálculo numér ico ; pero aun de­
bemos agregar que la reducida \ puede construirse por 
un método mucho más rápido que el que resulta de la 
transformación. 

Sea la reducida 

^1,1 

Ci, 3 . . . ... c%n 

y observemos que el elemento eVA es el transformado del 
elemento de la matriz D r que pertenecía á la p . r a a horizoti-
tal de la escala inferior, y la q . m a vertical contada desde A' 
B', ó á la r-hp™ contada desde A B, es decir, al elemento 
bp+q^. En efecto, los elementos de la vertical de la izquier­
da inmediata á la linea de referencia A' B', son 

A' 

bp bp+i bp±q-\ 
B' 

y el de la horizontal p . m a será : pero los índices aumen­
tan de unidad en unidad , luego el que ocupe el lugar q á 
contar de A' B' , será bp_,.H] ó bp+q_x. Tendremos , pues , se­
gunda ley de formación, 

Cp,q = («o bp+q_t) - H (a, bp f n l ) - i - (a2 br+q - 3) -f- {av_{ bq); 

para formar el último término (av_x bq), basta recordar que 
en la parte de vertical de que se t r a t a , sólo hay p términos, 

¿o 
K 

bp-t 



y los factores O Q , rt,, a* será por lo tanto en número p, 
y el último ap_{. Ademas , los subíndices de los términos 
simbólicos de cp_q suman siempre p-r-q— 1, luego si el 
pr imer factor es ap_i7 el s egundo será bq. 

Sust i tuyendo en esta fórmula po r p y q todos los n ú m e ­
ros 1 , 2 , 5 n , ob tendremos todos los e lementos de la 
matriz A,.. 

Hemos dicho que el número de términos que entran en 
el valor general de cM esp, pero este número es menor en 
los siguientes casos : 

I. Observemos que la pa r t e de la matriz D r comprend i ­
da entre A' B' y A" B" es de esta fo rma: 

v todos los e lementos b, cuvos índices sobre una horizontal 
son super iores á n, son nu los , luego s iempre que p H - q — 
1 >>w varios té rminos de c9A desde (aQ b¡l^q_]) hasta aquel 
en que entra bH, serán nulos . 

II. S i . p > q, la fórmula de cM se podrá escribir ponien­
do en evidencia la p — q -f-1 últimos t é rminos , 

P,q \ 0 p+q— i) ^ \ 1 p-rq-ij [_\ q p-U \ ?+l P-V 

{a .b ,)-+-(« . * ¿\] 

pero toda la cantidad comprendida en el corchete es nula, 
luego 
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C — ( « A ¿ , a) 

p,q \ O p+q—\) 
\ q—i p)' 

De aquí p o d e m o s deducir una regla genera l impor tan te . 
S i p > q la fórmula termina en aq_i bp: 
Si p <C q la fórmula genera l da para úl t imo té rmino ap_ibq\ 

luego el valor de cM puede siempre interrumpirse en el tér­
mino en que b lleve el mayor de los dos índices de cPtq, con 
lo cual se evitan r educc iones . 

Según e s t o , t end remos en re sumen para cp>q, 

s i p > q 

s i p < <¡ 
}>,</ 

p,q 

V 0 p+p—lf 

s i / ; > q ••• 

úp < q ... 
( V V M - I ) 7,/' 

\ q—i P / 

\ P—í q) 

( a , M 

\ p—i q) 

( I ) 

( I I ) 

( I ' ) 

( I T ) 

Comparando (I) y (Y); (II) y (ID , se deduce que en todos 
los casos 

/ ' — • / ' 
vp,q ^q,p' 

Así los e lementos de la matriz A r que están s imétr ica­
men te co locados 

respecto á mn, son igua les , y la de te rminan te pr incipal 
A r 0 , es dec i r , mm nn es s imétr ica . 

125 . Supr imiendo en la matriz D r las dos líneas horizon­
tales ex t r emas , se obt iene una matriz del orden r — 1 , y 
esto equivale á supr imir en A,, la última horizontal inferior. 
En g e n e r a l , supr imiendo en 

A r la ú l t ima , las dos ú l t imas , las t res ú l t imas , e t c . , hori-
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zonta les , se obt ienen las mat r ices A r _ 4 ; A R _ 4 ; A r , 
De aquí se deduce que para tener el sistema comple to de 

reducidas de las matr ices á dos escalas de todos los ó rdenes 
desde el 1.° al n . m o , basta const rui r la reduc ida de la matriz 
de doble escala del orden n, que es el más e levado; es d e ­
c i r , - A m , r educida de la matriz c u a d r a d a D„, y que será cua­
drada también ; y tomando la p r i m e r a , las dos p r i m e r a s , 
t res p r imeras l í neas , e t c . , de A b se tendrán A, , A 2 , A 3 , 
reducidas de D 4 , D 2 , D 3 . . . . . 

Que la matriz del orden n es la más e l evada , puede de ­
mos t ra r se fáci lmente , obse rvando que en las mat r ices que 
cons ideramos el n ú m e r o de hor izontales , ha de ser inferior 
ó á lo m á s , iguales al de vert icales; l u e g o , 

En el caso límite r = n, el número de hor izonta les e s 2 n , 
y este mismo es el de ve r t i ca l e s , la matriz e s , por lo tan to , 
cuadrada . 

126. Pues to que la matriz \ es c u a d r a d a , y además 
(N. 124«) s imét r ica , bas ta rá const ru i r el s i s tema t r iangular 
s i gu i en t e : 

2 r < r - + - w de d o n d e r<u. 

A 
C 

^1,2 • • • • Ci,v—i Ci,p C\,p+i 
^2,2 • • • • ^2,p-l ¿2,p 6->.,p+\ 

n—\,n—\ @n—i,n 



en el que A B es un eje de s imet r ía , y todos los e l emen tos 
no escri tos son iguales á la s imétrica de la escala t r iangular . 

Basta, p u e s , construir dicha escala. 
En los e lementos escri tos debe no ta r se , que re spec to á 

cada horizontal , — y lo que digamos de una se dice de t o ­
das , — en el p r imer e l e m e n t o , los dos índices son iguales , 
y quedando invariable el p r i m e r o , crece el s e g u n d o ; p o r 
e j e m p l o : 

^P>P ^P»P+1 @p,p+1 • • • • • @ptn ? 

luego por regla g e n e r a l , nunca el s egundo índice de la mi­
tad ABC de la matr iz , es superior al p r imero . 

Así, cuando cM r ep resen ta un e lemento de la par te ABC, 
s iempre 

q >> ó al menos — p 

por lo t an to , 

La expresión de cp_i>q+i se rá 

Cp—i,í-M === (^0 ^p-(-j-l) 2 ¿ ^ - M ) , 
por lo t a n t o , 

CP,tf ~Cp—1,9+1 ~+~ (#p - l bq)-

Dando en esta fórmula á q los valores 

q—p =p -h i = p - f - 2 n y 

ob tend remos todos los e lementos de la p . r a a hor izonta l , 

CPV ~ ¿V—i,jr-M ~ 
Cp,p+l ~ 0p~l,p+2 ~i H Vi) 
Cp,p+2 = = Cp -i,p 1-3 ~̂  - (â -i bp+2) 
^p,n—\ = = C-p-\,n - (ap_x bn^) 
£p,N = 0 H -(aP-ibf¡ ) 
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ó bien 

dp—\ a>p ap -\ dp H i dp-+-<i\ > • • .... dp-i an 

bp-i bp bp-- i bp^ i bp+i\ bp-i bn 

i K bP-i ap) . (a^ bn - i dH) 

y según la notación a d o p t a d a , 

(fy-i bp) (dp_i b„). 

De aquí resul ta que los sucesivos elementos de Id p.ma ho-

Observaremos respec to á los valores p r e c e d e n t e s : 
1.° Que en la úl t ima ecuac ión , el e lemento cp_in+x no 

ex i s t e , y por esta razón escr ibimos cero. Ademas , á este 
r e su l t ado p u e d e l legarse d i rec tamente obse rvando que en 

cp,n = (a0 bp+n^) H- (a0 bp+^i) H- (av_. bn) 

todos los té rminos m e n o s el úl t imo deben suprimirse según 
la p r imera regla del (núm. 124). 

2.° Los pr imeros términos de los s egundos m i e m b r o s , 
son los e lementos de la horizontal (p — 1); de m a n e r a que 
p o r las fórmulas ob t en idas , se expresan los e lementos de 
una horizontal en función de los co r re spond ien te s de la 
s u p e r i o r , á comenzar por el t e r ce ro . En efecto dichas ho­
rizontales se hallan en esta posic ión: 

@p -i,p—1 Cp~\,V Cp—\,p hi Cp—\,p+1 Cp—i,n 

^P,P ^p,p^-2, Cp,n—Z • • • • • • • Cpn__\ CpH 

3.° Que la serie de los úl t imos t é rminos son las matr ices 
sucesivas de la matriz bil ineal 

(l{ Cl-2 Q>p-i dp üsp+i # « - 1 0>n 

bobtb* bp_x bp bp+y bu_x bn 

formada con las ser ies genera t r ices de las dos esca las , á 
contar de la p . m a ve r t i ca l ; á s a b e r , 
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rizontal, son i<jiiales á los de la p — 1 , á comenzar por el 
tercero, aumentados respectivamente de las sucesivas deter­
minantes de la matriz bilineal que se forma con las series 
generatrices de ambas escalas, á contar de lap.m* 

V e m o s , según lo expues to , que las diversas horizontales 
de un s is tema t r iangular se deducen fácilmente unas de 
o t r a s , y que basta hallar la pr imera para ob tener las r es ­
t an te s ; pe ro los e lementos 

#1,1 ^1,2 ^1,3 @l,p Ci,P+l Ci,n—i Ci,n 

se de t e rminan fácilmente. Por e j emp lo , ciiP 

oi>P = {ao ¿p-M-i ) = (a0bf) 
luego 

c M = ( o o bi); d , 2 = («o bt); citi= (oo bz)..... c1>n= (a0 bH) 

que son las de te rminantes sucesivas de la matriz bilineal de 
las series gene ra t r i ce s . 

E jemplos . I. Sea la matriz cuad rada de tercer orden 

a b c d o o 
o a b c d o 
o o a b c d 
oo t n v x 
o t n v x o 
t n v x o o 

La matriz bilineal de las series gene ra t r i ce s , es 

a b c d 

t n v x 

de donde se deduce la p r imera horizontal de la matriz r e ­
ducida 

an — bt; av — ct; ax — dt (pr imera horizontal) . 

Pa ra ob tener la segunda horizontal de la escala t r iangu-
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l a r , formaremos las mat r ices cuadradas sucesivas de la b i -
lineal p r e c e d e n t e c o n t a n d o desde la s e g u n d a 

bv — cu; bx — du, 

y a g r e g á n d o l a s en este orden 

an — bt av — ct ax — dt 

bv—en bx — dx 

t end remos la s e g u n d a horizontal 

ax — dt bx — du 

Por ú l t i m o , fo rmando las matr ices suces ivas de la bili-
n e a l , á con ta r de la t e r c e r a , t endremos 

y sumando á la segunda horizontal en este o r d e n , á contar 
del t e r ce r e l e m e n t o , 

- f - bv— cu (segunda horizontal) . 

ex — dv, 

av — dt bx 
-+- bv — cv 

dx 

ex dv 

t end remos 

ex dv ( te rcera hor izontal) . 

Resu l ta , p u e s , la matriz t r iangular 

au — bt av ct ax — dt 

bx—du 
bv cu 

ex — dv 

y la matr iz^completa 



au — bt 

av — ct 

ax —dt 

T e n d r e m o s , p u e s , 

a b c d o o 
o a b e d o 
o o a b c d 
oo t u v x 
o t u v x o 
t u v x o o 

av — ct ax — dt 

ax— di) 
> bx—du 

bv — cu] 

bx—du ex—dv 

au — bt av — ct 

ax—dt 

bv—cu \ 

ax—dt bx—du vx—dv 

av — ct 

ax — dt 

bx— du 

Como ambas matr ices son c u a d r a d a s , el sistema en g e ­
nera l se r educe á una sola, y la igualdad an te r io r puede 
en tende r se que significa igualdad de dos determinantes. 

II. Sea la matriz de s e g u n d o orden 

a b c d o 
o a b c d 
o t n v x 
t n v x o 

que p r o c e d e de la anterior supr imiendo las horizontales 
e x t r e m a s , t e n d r e m o s , sup r imiendo la úl t ima hor izonta l 
de la matriz r educ ida de t e rce r orden 

a b c d o 
o a b c d 
o t n v x 
t n v x o 

an — bt av — ct ax — dt 
av — ct ax—^t)^ 

bv —en) 
dn 

III. S e a , por ú l t imo , la matriz de p r imer orden 

a b c d 

t n v x 



— 439 — 

4 . ü C A S O . 

T r a n s f o r m a c i ó n de l a s m a t r i c e s d e d o b l e s e s c a l a s d e 
g r a d o s d e s í g n a l e s . 

127. Este segundo caso puede reducirse inmediata­
mente al primero. 

Des ignemos por D r una matriz de dos escalas c e los gra­
dos r y r + £ , cuyas series generatrices son 

" o a i a-i 

b. b ï-H ... b, 
í«u) 

(K) 

F á c i l e s igualar las dos e sca las : agreguemos•* horizon­
tales á la super ior , y des ignando por D¿¿6 la nueva matriz, 
t endremos , 

D ; f e = = a 8 D r 

la nueva matriz D ^ £ será de esta forma. 

A 

( 1 ) 

D 

B 

H F 

De À B á DG hay r-ht horizontales: de HG á D C otras 
26 

t endremos , suprimiendo la última horizontal de la redu­
cida 

\a b c d = \an — bt av — ct ax— dt-

\t n V X 

resultado ev idente . 
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a0 

o a0 

o o ... a, 
O O ... ba 

am o o 
... am .... o 

a„ 
b„ 

o b0 

b0 ... b.,,0 

.... o 
— o ' 

La nueva matriz D¡.+£ puede ser considerada como una 
matriz de dos escalas de grados iguales y comple ta , relat i ­
va á las dos series (a0) y po r lo tanto podremos apli­
carle la transformación del número 1 2 3 , salvo anular en la 
última fórmula los elementos b0 b{ ¿> e _i« 

Represen tando por A R F £ la reducida de las r-hs hori­
zontales que se obtienen en esta h ipótes i s , t endremos la 
igualdad múltiple 

de la cual resul ta , a tendiendo á la (1) 

(2) 

y por lo t a n t o , las determinantes sucesivas de D r son igua­
les á las de V H divididos por a j . 

Hecha abstracción de este divisor , es claro que no hay 
ninguna otra diferencia entre el primero y el segundo caso, 
y que a u n la matriz cuadrada A M + E ó A w , reducida de la D w 

r - f - e ; pero en el espacio H D E F no hay e lementos , de 
suerte que la escala inferior es incompleta , pero puede 
completarse agregando los elementos 

b0 bx b-¿ ¿£_, 

á cada hor izonta l ; s iempre miremos á dichos e lementos 
como nu los ; la matriz D'r+t s e r á , pues , de esta forma: 
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es una reduc ida cuadrada y simétrica que se cons t ruye por 
la matriz bilineal 

| rt0 o, az a%_x (u at+i aj 

I o o o o /»3 / > £ T 1 bm\ 

y de la cual se deducen las demás reducidas supr imiendo 
horizontales. 

1.° 0,+= será una matriz cuadrada cuando el n ú m e r o e de 
horizontales y vert icales que se agregan sea tal que 

m -+- r 4 - £ = 2 (r - í - ^ , 

es deci r , cuando 

£ = 7 t t - _ r ó bien cuando r — m—^. 

En las reducidas A R + E = = A W que serán cuad radas , debe­
remos hacer iguales á cero las cant idades 

h bl bi 

á.° Suprimiendo las horizontales ex t remas de D ^ £ , que 
vale tanto como supr imir la última horizontal d e - A r + e , o b ­
tendremos la reducida K+s-\ de D f „ , . En efecto, pa ra con­
vertir la matriz de grado r— í de dos escalas desiguales en 
o t ra I ) r+ e - i de escalas i gua l e s , es preciso ag rega r e hor i ­
zontales y o t ras tantas ver t ica les , con lo cual se convierte 
en una matriz de escalas i gua l e s , y en la que cada escala 
t iene r — 1 - h s, es dec i r , tantas como quedan supr imien­
do las dos hor izontales e x t r e m a s . 

En las de te rminan tes definitivas hay que igualar á cero 

b0 &i h bz. 

Lo mismo diriamos p a r a las matrices de los grados r—2, 
r — 3 . . . ^ 

En r e s u m e n , 



Reducidas de las matrices á doble escala de los grados 
1 , 2 , 5 r = matr ices , A£..4 \ + t . , es decir, ma­
trices formadas con las e - f - 1 horizontales de la matriz cua­
drada gene ra l , ó con las é - f - 2 , i + 5 , y en general con 
las s-t-r. 

128. De la ecuación (2) se deduce , que las sucesivas de­
terminantes de la reducida A,. e , son exactamente divisi­
bles por a\ Veamos ahora cómo podemos desembarazar­
nos de este factor. 

Basta para ello no aplicar la transformación del número 
125 mas (pie á las r horizontales inferiores de la matriz D' H £ . 

En crec ió , de este m o d o , en vez de multiplicar la matriz 
por az , sólo se multiplica p o r a ' , luego el resul tado \' r t 

será igual á Ar , dividido por a e , es dec i r , que será igual á 
D f ; t e n d r e m o s , p u e s , 

Ademas, el resto de la transformación es posible, po r ­
que si bien sólo se anularan las r pr imeras vert icales en 
virtud de dicha transformación y no las z s igu ien tes , éstas 
tienen sus elementos nulos á partir de la d iagona l , puesto 
que estos elementos son los términos de la serie 

b0 b¡ bt..... bz, 

que son todos iguales á ce ro . 
Esto equivale á cambiar en las t primeras horizontales 

de Vie en »na escala inversa (be), pues to que dichas hor i ­
zontales no cambian de valor en toda la transformación, y 
el e lemento pr imero de la E M A horizontal pasa á la pr imera 
vertical. -

129. E J E M P L O S . I. Sea la matriz á dos escalas desigua­
les y de segundo orden , en la que s vale 5 
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\a b c d e f o 
o a b c d e f 
O O O O t U V 

\0 O O t 11 V o 
O O t U V o o i 

O t U V o o o 
L 

\t U V o o o o 

Formemos la matriz bil ineal 

a b c d e f 
o o o t u v 

La pr imera línea del s is tema t r iangular será 

o o at au av 

y de ella se deduce (núm. ) 

o o at au av I 

at au-\-bt av-hbu bv i 

av-y-bu-\-cl bv-hcu cv 

cv-hdu—et dv—ft 

i ev—uf 

Comple tando esta matriz po r el pr incipio de s imetr ía : 

o o at au av 
o at au-\~bt av-\-bu bv 

\at av-hbt av-\-bu-\-ct bv-\-cu cv 
au av-^bu bv-^-cu cu-\-du—et dv—ft | 
av bv cu dv—ft ev—fu \ 

La de te rminan te de esta matr iz dividida por a*, será 



equivalente á la de la p ropues t a ; basta para ello sustituir á 
las tres primeras horizontales esta esca la , 

t u v 
t u v o 

t u v o o 

y tendremos por último : 

\o O t U V 

O t U p V o 
t u V o o 
au avA-bu bv-\-cu cv-hdu—et dv—ft 
av bv cv dv—ft cv—fu\ 

II. Sea la matriz de pr imer orden correspondiente á 

la be d e f 
O O O ( U V 

O 0 t U V O; 
O t U V O O j 
t U V o o o\ 

Basta para obtener la reducida correspondiente , supri­
mir en la del ejemplo anterior la última horizontal, y halla­
remos de este modo 

0 0 t u V 
0 t u V 0 

t u V 0 0 

au av-hbu bv-t-cu cv-hdu—et dv—ft 
av bv cv dv—ft cv—fu 

Las dos de te rminantes sucesivas que de aquí se deducen 
son equivalentes á las dos que se derivan de la propues ta . 

FIN. 
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