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PRÓLOGO.

■-> -".
G om o Ia Academia se ocupa continuamente en 
procurar los mayores adelantamientos 4e todo lo 
que forma el objeto de su instituto , de ahí es que 
nada puede ser mas digno de su atención j que lo 
que directamente contribuya á conseguir un fin, en 
que se interesa la instrucción pública, y  la gloria na­
cional. Por esta razón admitió con suma compla­
cencia un quaderno de Adiciones á la Geometría 
de Don Benito Bails, que le presentó Don Josef 
Mariano. Vallejo, persuadida de que no tanto se di- 
rigiria á pérfeccionar la obra de Bails, como á adelan­
tar la misma Geometría , que es el fundamento de 
todas las Artes. Y  aunque los trabajos de un. profe­
sor tan benemérito como Vallejo , de cuya ciencia y  
talento tiene repetidas pruebas la Academia , no po­
dían ménos de serle muy agradables ,  ya por ser fru­
to de las investigaciones de un sugeto que se ha for­
mado en la misma casa, ya también por el esmero 
con que ha desempeñado quantos encargos ha pues­
to á su cuidado i sin embargo, para proceder con el 
acierto correspondiente en un punto de tanta tras­
cendencia ,  quiso oir el voto de sus individuos ántes

'  ' de
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de pasar á la publicación de las expresadas Adiciones. 
Con esto ha tenido ocasión de entender que de la. 
obra de Vallejo puede sacar la, estudiosa juventud 
grandes ventajas y  utilidades, por tratarse en ella la 
doctrina del círculo, cilindro , cono y  esfera con un 
grado de rigor y  precisión propias de estas Ciencias, 
y  que casi ha desaparecido de'dos tratados Matemá­
ticos por el abuso que se ha hecho de las considera­
ciones del infinito, é infinitamente.pequeño envíos 
ramos elementales. El origen de este abuso ha sido 
el siguiente. 4 : ; *

Quando Leibnitz , bien penetrado dé la doctrina 
de Arquimedes , quiso exponer con la mayor gene­
ralidad y  abstracción los principios en que estrivaba, 
se valió para ello de las voces de infinito, é infini­
tamente pequeño; péro omitió, según lo acostum­
bran los grandes hombres, los raciocinios interme­
dios que debía haber para que no se presentase inter­
rumpida la cadena de los conocimientos científicos. 
Para él, y  para otros Geómetras de su siglo , eran 
evidentes los principios que establecia, por estar en 
disposición de suplir lo que faltaba. Mas - para otros 
de inferior gerarquía, cuyo caudal de ciencia no po­
dia compararse con el de aquellos, era inexácto el 
nuevo cálculo : de donde resultaron las grandes con­
testaciones sobre sus principios fundamentales; pero 
la facilidad y  sencillez con que por su medio se de­
mostraban las cosas, que ya Se sabian por el méto­

do
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do de Afquimedes , fué el grande argumento que tu- 
vo á su favor dicho cálculo aun para los que no com» 
prehendian sus principios; de manera que esta con­
formidad con los resultados geométricos fué mas bien 
quien lo calificó de exácto y  riguroso, y  quien le ad­
quirió un gran número de partidarios.

;:í De estas dos cosas que se notaban en el nuevo 
cálculo , á saben, facilidad y  sencillez en sus demos­
traciones , y conformidad con los resultados geomé­
tricos, ha sido ya tanto el partido que de la prime­
ra han querido sacar- los Matemáticos posteriores, 
que han sacrificado el'rigor y  exácíitud á la facilidad 
de las demostraciones.; Por eso han considerado en 
la Geometría Elemental figuras de infinitos lados en 
número , é infinitamente pequeños en cantidad; han 
mirado?al círculo como polígono de una infinidad de 
lados, y  han caminado baxo este supuesto en todo 
quanto han dicho del cilindro, del cono, déla esfe­
ra j de modo que han tratado, de ellos como si los 
estuviesen explicando por el cálculo f diferencial se­
gún elm étodo;'de LeibnitzL Y  quando ai tratar de 
este cálculo se hallan con los mismos resultados, quie­
ren acreditar su exactitud por la conformidad que 
tienen con los que se deducen por la Geometría ele­
m ental, sin advertir que ellos mismos han hecho 
desaparecer este método de comparación, del quáí 
no pueden usar sin caer en nna multitud de círculos

viciosos, de peticiones de principios , y  de otros mil
ab=
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absurdos largos de referir, siguiéndose de esto que 
se queda por demostrar la parte mas preciosa, y  mas 
principal de la Geometría. Por eso dixo con razón Ja- 
cobo Bernouili, uno délos mayores Matemáticos que 
ha conocido la Europa ( i ) , que la doctrina del cír­
culo mas bien se creía que se demostraba í por don 
do se . echa de ver que no van enteramente descami­
nados los que en el dia dicen que no son evidentes 
todas las cosas en las Matemáticas , ó que es preciso 
convenir en que la teoría del círculo no -se puede 
demostrar con el rigor que corresponde. Tales son las 
conseqaencias que se han seguido del abuso hecho de 
las voces infinito, é infinitamente pequeño con agra« 
vio de unas ciencias que se distinguen de todas las 
demas por ía evidencia y  rigor de sus demostra­
ciones, y  por la  exáctitud y  precisión de sus resül- 
tados. í ^

Otro mal de no menor gravedad, y  que por des­
gracia ha hecho rápidos 'progresos en todos los ra­
mos de estas ciencias, ha sido colocar en la clase dé 
axiomas una multitud de proposiciones , cuya evi­
dencia no consta ,  ni puede constar por otro cami­
no que el de la demostración. Este mal es tan anti­
guo , que en tiempo de Proclo hubo quien impugnó 
como ociosa é inútil la demostración con que se 
manifiesta que los dos lados de un triángulo son ma-

yo-

(i) Act. Erad. Lips. 1697 Mal!.
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yores:,que el tercero, pues miraban esto como una 
proposición notoria aun al mas negado. Este mis­
mo grado de notoriedad tienen sin duda para álgu  ̂
nos Autores el que todos los radíos y  diámetros de 
un círculo son iguales, que cuerdas iguales subten- 
den arcos iguales, que en un mismo triángulo á án­
gulos iguales se oponen lados iguales &c. ,̂  puesto que 
á todas estás proposiciones las miran como verdades 
evidentes que no necesitan de prueba. De modo que 
según esto se puede decir que en la palabra axioma 
han encontrado un recurso muy singular para de- 
xarse por demostrar cosas muy fundamentales , y  
para confundir en tales términos las definiciones, 
teoremas, postulados & c ., con lo que se llama axio­
m a, que los jovenes principiantes no'pueden ya for­
mar concepto de la idea que se sujeta á la voz axto-> 
ma. No  era Leibnitz de este modo de pensar, ni lo 
podia ser un sugeto que tan á fondo conocía la na­
turaleza de estas ciencias. Y  así dice terminantemen­
te ,  que basta dos axiomas se debían demostrar, por­
que de otro modo queda imperfecta la cienciL, y  
que este es un punto muy interesante, pero que su 
importancia no la conocen los que miden la utili­
dad de las ciencias con una medida vulgar (i),

«  Vír<,rum cehh. Gal. Gilí. Ldbn. a, J,„„. BernouUi 

T S x n . ^  Efiai. XXX.
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Sea respeto 5 ó sea preocupación á favor de los 

axiomas , lo cierto es que se dexan por demostrar 
que la circunferencia es mayor que el perímetro de 
toda figura inscripta en ella , y  menor que el de la 
circunscripta, que la superficie del cilindro y  cono 
es mayor que la del prisma y  pirámide inscripta, y  
menor que el de la circunscripta: se contentan úni­
camente con aplicar el axiomá de que el continente 
es mayor que el contenido , sin advertir que ni en 
las líneas, ni^en las superficies de los cuerpos no tie­
ne lugar i fuera de que hay un motivo real y  ver­
dadero para dudar de .que tal vez el perímetro del 
polígono circunscripto será mayor que la circunfe­
rencia. Porque aunque sea cierto que de dos curvasj 
cuyos extremos se confunden, la que mas se separa 
de la recta es la mas larga , no se concibe sin la 
correspondiente demostración que el conjunto de dos 
tangentes tiradas desde un mismo punto á los ex­
tremos de un arco sea mayor que la longitud del 
mismo arco, pues aquel mayor .desvío de las dos tan­
gentes respecto de la línea recta podría muy bien ser 
recompensado, ó excedido por la curvatura del mis­
mo arco , podiendo suceder otro tanto con la su­
perficie del prisma , ó pirámide circunscriptos respec­
to de la convexa del cilindro ó cono; mas para que 
esto conste con la evidencia necesaria es indispensa­
ble demostrar de antemano una proposición , que 
es la primera del libro décimo de Euclides, de la

qual
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qüal dependen las demas que quedan in d ic a ^ ;’Y  si 
los Geómetras no se hubieran olvidado ,^^éíla , no 
se noíaria en el dia cierta confusión ^  los mejores 
tratados de cálculo (i) y  series , y^^Éubieran, quizá 
evitado la mayor parte de las d i^ ^ as acerca de los 
nuevos cálculos.

Pero demostrar proposiciones que llevan el so*» 
brescrito de axiomas , asegurar de una gran parte 
de otras, que se han colocado solo por creencia en 
la clase de destnostradás , será para algunos una de 
las mayores extravagancias que se han dicho en el 
mundo. Porque acostumbrados á nombrar y  citar 
freqüentemente estas proposiciones , se lisonjean dé 
conocerlas con evidencia, solo por haberse familia­
rizado en nombrarlas, ó por haberse mas bien, aco­
modado á ver , por los ojos de otros-j respetando su 
autoridad, antes que á tomarse el trabajo de exámi- 
nar qué es lo que está demostrado , y  qué no , quál

• . ' - es

( i)  , El que quiera ver líñá obra bien escrita de g íIguIo dt  ̂
ferencial, consulté las instituciones que ha publicado-D, Joséf 
Ghaix , á las quales da mucho mayor realce el sencillo‘método 
con que este Sabio ha demostrado la teoría de las fúñelo, 
nes logarítmicas , exponenciales y  trigonométricas. Y  aunque 
esta teoría aun no la ha publicado, su generosidad en esta 
parte ha sido tanta', que há remitido copias" a'Váriós jarofeso- 
fes'de esta Corte pafá'qué se aprovechen" de^su doctrina eii 
las explicaciones que hagan al público ; por cuya razón los 
discípulos de. la Academia :han sido de los primeros que ha0 
disfrutado de este beneficio.
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es el concepto que se debe formar de los axiomas,  ̂
y  qqé método debe seguirse en̂  explicarlos.

Sin embargo Lacroix, Legendre y  Bertrand se 
han distinguido qn estos últimos tiempos por los es­
fuerzos que han hecho para poner varias de estas 
proposiciones con la claridad y  orden que les es dé- 
bido : y  á pesar de'qüe D. Josef Valtejo no conoda' 
las obras de los dós últimos quando dispuso sús Adi­
ciones , ha cdincididó'^no obstante sü modo de pen­
sar con el de aquellos sabios , de los qtiales sé dife­
rencia en el mayor" grado dd exactitud que ha sabi­
do dar al asunto que trata/ cohtó-iadlmente se pue­
de cónvéHcér qualquiera , comparando sus Adicio­
nes éoñ las Geometrías de aquellos Escritores. . '
* Es cierto que ^Valiejó parte del mismo principio 
que Lacroixq esto es , demostrando; dos- ó tres pro- 
posicíonés por él método de Arqúímedés , pero tam­
bién lo es que añade otras varias, y  entre ellas la 
primera del libro décimo de Euclides , con lo que es­
tablece de un modo muy , natural y  sencillo quanto ' 
dice del círculo cilindro, cono y  esfera, sin que en 
nada de esto se noten los tránsitos violentos que ha­
ce Lacroix en varias partes de su obra para demos­
trar esta teoría. . "

Mas á pesar de que el autor de las tales Adiciones 
debía estar muy satisfecho de sus investigaciones, 
por estar todas ellas caracterizadas con el sello de la 
evidencia, quiso no obstante tener á su favor una

prué-
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prueba mas decisiva. Y  con esta mira las puso en las 
manos de ios discípulos que. tenia á su cargo en el 
Real Seminario de Nobles las estudian  ̂ las m edi­
ta n , y  las comparan con todo lo ¡que sabían , yí'des­
dé entonces se les disipan todas lás dudas que tenían 
en la ciencia dé la extensión , -y empiezan á descu­
brir un nuevo modo de ver, coni el que nada se lés 
oculta ya en la Geometría. Así lo acreditaron en 
aquel certámen público que tuvieron en el mes de Ju­
lio del año de 1804, en que en medio de un nu­
meroso concurso trataron con novedad una teoría 
de las mas trascendentales de las Matemáticas, gran- 
geándose á un mismo tiempo ios aplausos del publi­
c o , y  la admiración de los inteligentes.

Todo esto era necesario que se verificase así, para 
que Vallejo se resolviese á ofrecer á la Academia las 
primicias de sus progresos literarios ; sabia muy bien 
que debia á este respetable Cuerpo su primera ins­
trucción en las Ciencias , tenia presente que lo co­
locó despues entre los profesores de ellas, y  que por 
último formó de su mérito tan alto concepto, que 
no dudó poner á su cuidado el curso de operacio­
nes prácticas. Circunstancias todas, que pedian por 
parte de Vallejo mucho miramiento para no presen­
tar á este Cuerpo una cosa que no fuese digna de 
su respeto , y  del reconocimiento y  gratitud que 
le debe.

La Academia pues bien informada de todo esto,

y
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y  deseosa de'(jué se,, aprovechen de las expresadas 
Adiciones así sus discípulos como los de aquellos es­
tablecimientos^ en que sirve de texto la obra de Don 
Benito. Bails , acordó que se imprimiesen con la ma­
yor brevedad posible, con el fin de que desde este 
mismo curso empiecen los jóvenes á disfrutar de la 
instrucción que en ellas se les procura.

' : ■

:Cí.

• Mi
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ADICIONES
1  L A  G E O M E T R Í A

DE DON BENITO BAILS.

I.
l^ efin id on I. Se llama cznXiá&á constante aquella que 
en una misma qüestion no puede tener mas que un' 
%'alorv

Definición IL Se llama cantidad variable la que 
en una misma qdestion puede tener todos los valo» 
res que se quiera. ' c

Definición lil. Se llama equacion á la igualdad de 
dos cantidades 5 lo qüe está á la izquierda del signorr, 
se llama primer miembro, y  lo que está k  la derecha,

■ segundo miembro.
Teorema L Si de dos’cantidades X , B , una varia  ̂

ble y  la otra constante  ̂ la variable X , al paso qne 
crece , se acerca á la constante B , /¿i cantidad cons”  
tante B será mayor que la variable X.

Demostración, Como una cantidad con relación 
á otra no puede mas que ser m ayor, igual ó menor, 
que ella , quedará probado que es una de las tres 
cosas, demostrando que no puede ser ninguna de 
las otras dos. Este método de demostrar le han lla­
mado los Matemáticos método de exaudan 5 y  aho­
ra por este método manifestaremos que en el su­
puesto dicho pues como B  no puede ser

V  ■ - A  ■ . . mas _
(i) Er siga® > quiere &cit mayor \ y eí signo < menor<,
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mas que m ayor, igual ó menor que X , si demos­
tramos que no puede ser igual ni menor, es forzo­
so que sea mayor. En efecto B  no puede ser igual 
con X , pues siendo B zz X , si X  crece se separa del 
valor á& B  j y  si vuelve á crecer, se volverá á sepa­
rar rpas j y  á cada paso que vaya creciendo se irá 
separando del valor de B , que no cumple con la 
circunstancia que exige lo enunciado de aproximar­
se mas á B  al tiempo que crece X  j luego para que 
esta circunstancia se verifique , como es indispon- 

.sable , 5  no ha de ser igual con , X. Tampoco 
ha de ser menor , pues si 5  < X ,  al paso que X  crez­
ca , se diferenciará de B , y  por lo mismo no se 
puede cumplir con la circunstancia de que X  al 
crecer se acerque á 5  , siendo B < X -, luego si esta 
circunstancia no se puede verificar en ninguno de 
los casos de B zzX , B < X , es claro que indispensa­
blemente se verificará en el otro , á saber que B<X^ 

JG* D. ( estas letras son las iniciales de /o que 
4ebia demostrar.
, y Teorema IL S i de dos cantidades X , B, una va­

riable y  la otra constante, la variable X al paso que 
mengua, se acerca al valor de B ,  esta cantidad B 

- será menor que la cantidad X.
" Dem. En efecto , si no es B < X ,  será igual ó 

mayor. Si es B — X ,  y  X  mengua , se diferenciará de 
^ , y  si vuelve á menguar , se diferenciará mas j y  
al paso que vaya menguando , se irá diferénciandó 
más de B  ; In que no puede ser, pues la condición 
exige que se vaya aproximando. Tampoco puede ser 
B > X j  pues al paso que X  mengüe, se irá diferen­
ciando mas de B , que tampoco cumple con lo enun­
ciado. Luego si B  no puede ser igual ni mayor que 
X , “será forzosamente menor. Q- D. D ,

Teorema líL  Dadlas dos cantidades desiguales, 
diga 3 que sí de la mayor se quita la mitad , y  de lo
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que queda la mitad , y  de lo que queda la mi­
tad , y asi sucesivamente ,̂ llegare d tener un re­
sultado que será menor que la otra cantidad par ps~ 
quería que sea.

Explicación. Sean B  ^ K estas dos cantidades, di­
go que si de la mayor B  se quita la mitad, y  de 

'lo  que queda la m itad, y  así sucesivamente , ile-̂  
garé á tener un residuo menor que la cantidad K  
por pequeña^que sea. ^

Dem. Multipliqúese ^  por un número n tal 
que el producto n. K  sea mayor que 5 , y  al mismo 
tiempo sea el múltiplo mayor mas aproximado al 
valor de en este caso será B < n ,K ’. ahora estas 
cantidades que son desiguales, también tendrán des­
iguales sus mitades , y  por lo mismo, si á cada una 
de ellas le quitamos su mitad, las otras mitades que

queden serán desiguales; es decir que —  < — — ; pe­

ro si de «.iS" se quita solamente K que será igual 
con la mitad de n .K , solo quando  ̂y  en to­
dos los' demas casos será menor que la mitad dé 
n .K ,  con mayor razón quedarán desiguales los re­
siduos; pues si quedaban desiguales con tomar la 
mitad , si de la menor quitamos la mitad , y  de 
la mayor menos de la m itad, todo lo que se qui­
te menos de la mitad á la m ayor, hará que los re- 
suitados queden con mas razón desiguales ; luego

<^n. K  —  K v z  K. {n-—I ) ', sí de estas cantida­

des», que son desiguales , quitamos la mitad, tam­
bién quedarán desiguales ; y  si de la mayor quita­
mos menos de la mitad , como ;será quitar K  en el 
caso de que i) sea mayor que 2 , con mas ra­
zón quedarán desiguales; y  como prosiguiendo qui­
tando á la menor la m itad, y  á la mayor la can­
tidad íT , que solo será igual con la mitad en el ca- 
' A s  so
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so de que el múltiplo que reste de K  sea el duplo, 
y  en todos los demas casos, será menor que la mi­
tad , ios resultados quedarán siempre desiguales, es 
claro que al haber hecho ün número de restas ex­
presando por n— I , los resultados quedarán desigua­
les j pero si de n.KsQ quita la K,{n— i) veces, que­
da en n.K—  K ~ n .K n .K -^ K z z K - ,  luego É
será mayor que el residuo que quede de haber qui­
tado á 5  la m itad, y al residuo la mitad , y  así 
sucesivamente hasta las «— i veces  ̂ luego por pe­
queña que sea lapantidad podemos hacer me­
nor á la cantidad B  , quitándole su m itad, y  á lo 
que quede la m itad, y  así sucesivamente.

Aunque esta demostración no presentará difi­
cultad á los que hayan entendido bien la Aritmé­
tica 5 sin embargo para no dexar nada que desear, 
I? pondremos aquí también por Geometría.

Para esto, supóngase que las dos cantidades des­
iguales están representadas ahora, la mayor por la 
línea A B  ( fig. Z ) ,  y  la menor por la línea Co­
loqúese" la línea K  tantas veces sobre la línea inde­
finida D M  , como se necesite para que ün múltiplo 
de ella tal como D E   ̂ sea mayor que A B  ̂  y  al 
íhismo tiempo sea el múltiplo mayor mas aproxi- 

, ruado á A B . Dividida la D E  en las partes Z)i ,̂ FG^ 
G e  iguales con K , quítese de A B  la mitad AH., y 
del residuo í/A  la mitad .í/A , repitiendo esto las 
veces que se necesite para que las partes de la.^.^ 
sean tantas como las de D E . Y  a s í, por quanto 
B A <  D E  si de estas cantidades quitase las mi­
tades A H , DO , los residuos OE serian desigua­
les , de manera que tendría O S ; pero si de 
la menor quito la mitad®, y  de la mayor la canti­
dad D F , que solo será igual con la m itad, quan­
do D E  sea duplo de jñT, y  en todos los demás ca­
sos , como es este, será menor , con mas razón que­

da»
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darán los residuos desiguales , y  será H B < F E  ', si 
ahora de estas, cantidades se quitan las mitades LH^ 
FG^ quedarán los residuos LB., GE  desiguales, y se 
tendrá pero L B  es lo que resulta de qui:;
tar á A B  la m itad, y  de lo que queda la mitad, y  
así sucesivamente, y  GE  es igual con K  y luego si 
de la mayor de dos cantidades desiguales se quita la 
mitad , &c.

Escolio. Si la Z)!?' constase de mas partes igua­
les con iP se procedería del mismo modo , quitán­
dole partes iguales con i ? ,  y la mitad á la A B  has­
ta que'no quedase mas que una parte igual con .5!̂  
la quai siempre será mayor que lo quede de la A B .

Corolario. De aquí resulta que si de dos canti­
dades desiguales , de la mayor se quita mas de la 
m itad, y  de lo que queda mas de la m itad,-y así 
sucesivamente , con mas razón podemos decir que 
lo que resulte será menor que una cantidad dadâ  
por pequeña que sea j pues si esto^se podía conse­
guir quitando solo la mitad , y  luego la m itad, 
& c ., con mas razón se conseguirá quitando mas de 
la mitad^, y  de.lo que quede mas dé la m itad, y  
así sucesivamente.

Teorema IV. A  toda cantidad vat'iabk X  se la 
fuede  ̂hacer menor que qualquiér cantidad dada por 
pequeña que sea.

 ̂ Dem. Una vez que por, su naturaleza la . can­
tidad ^  puede tener todos ios valores que queramos, 
y  aquí las variaciones son independientes de toda

9 podremos hacer que á cada paso la variación 
que, resulte, sea el quitarle la mitad ó mas de la 
m itad, lo que es lo mismo que hacerla dos veces' 
m enor, ó mas de dos veces m enor, y  de este mo­
d o , por el teorema antecedente-, tendremos un re­
sultado al cabo de cierto tiempo que será menor 
que qualquiec cantidad dada por pequeña que sea.

Cor,
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Cor. Da aquí resalta que como un product¿í 
disminuye, al paso que mengua uno quaiquiera de 
sus factores 5 quaado queramos hacerle menor que 
quaiquier cantidad dada por pequeña que sea, no hay 
mas que hacer á uno de ios factores dos veces ó mas 
de dos veces menor, y  luego dos veces, ó mas de dos 
veces menor, &c. 1 y como en este caso el producto á 
cada paso va siendo j 3os veces, ó mas de dos veces 
menor 5 este producto ( Teorema" III. ) podrá llegar 
á ser menor que quaiquier cantidad dada por pe­
queña que sea f y  al contrário, si uno de los factores 
de un producto va siendo á cada paso dos veces, ó 
mas de dos veces menor , como en el mismo caso 
el producto irá siendo'dos veces, ó mas de dos ve» 
ees menor, llegará (Teor. líL ) á ser menor que qual= 
quier cantidad dada por pequeña que sea.

Teorema dô  cantidades invariables A. y  E
son tales que 'su diferencia A — B sea menor que una 
tercera cantidad K , por pequeña que pueda ser esta 
cantidad , estas dos cantidades son iguales entre sí. 
-•■ ■ .=̂ Dem; En efecto, si fuesen desiguales^ se íeii- 
dria necesariamente A ^ B ~ d , señalando d su dife­
rencia ; luego no sería posible que K  tuviese un va= 
ior menor qiie i  , y  por consiguiente tan pequeño 
como se quisiese ; y  como por el supuesto, A ” pue­
de ser menor que quaiquier cantidad dada por pe­
queña que sea y -se sigue que no puede haber la di­
ferencia d entre dichas cantidades ; luego serán 
Iguales.

Aquí decimos que las cantidades son invariables.

porque se puede encontrar una expresión de
tal que se dlferencie de la vérdadefa en una canti­
dad menor que quaiquier cantidad dada , sin que

llegue jamas al valor exacto de X / '3? pero estos re- 
,, i'  ̂ sul-



D E  D. B E N IT O  B A IL S . ^
sultados mudan á cada nueva aproximación, mien­
tras que las cantidades A  y B  no son suscepti­
bles la una ni la otra sino de una sola determi- 
nación.
, Teorema VI. Si tres cantidades son tales

que la primera X , que se supone variable , pero 
siempre mayor ó menor que las otras dos A , E  que 
son constantes, se pueda aproximar á ambas en el mis­
mo tiempo , tanto como se quiera, dichas dos cantida­
des A  y %  serán iguales, „ ^

Detn. Si no es A — B  será porque la una tal 
como la A  lleve á la otra una cantidad qualquiera 
AT, lo que- dará A ~ B -^ K  j y  entonces acercándose 
-T a tanto como se quiera, no se podrá acercar á 
B  en el mismo tiempo tanto como se desee, por im­
pedirlo la cantidad AT; y  cómo por el supuesto se 
puede dV acercar á ambas á un mismo tiempo tan­
to como se desee , se sigue que no puede haber nin­
guna diferencia entre A  y B , L  Q, D , D.

Teorema Vil. Si dos cantidades variables X , Z  
se pueden acercar tanto como se quiera á las dos 
cantidades constantes A  B , j; ademas la relación

“2 de las dos primeras es constante , digo que esta

relación es la misma que ta que tienen las des 
constantes,

Dem.  ̂Por poderse acercar X  k A  tanto co- 
mo s^ qui^a , y  Z  k B   ̂ tenemos que las relacio-

~Al* ’̂  sepodtán diferenciar de la unidad tan

poco corno se desee , y  por lo mismo estas relacio­
nes , si tienen alguna diferencia , no se podrá ex­
presar por ser menor que qualquier cantidad dada 
por pequeña qué seaj en efecto, si supusiésemos qüe 
su- oiíerencia se podia señalar por la eamidad V ,

. - - ■ tea-
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X  1 X  7L

tendríamos por exempío >— ~ ^ z z d ^ ó  —  r: —

- Z ,
H- d 5 pero en este caso , pudiéndose acercar ^  á la

unidad tanto como se quiera, no lo podría hacer 
X

la cantidad por impedirlo la cantidad d, contra lo

dicho ántes ; luego la diferencia entre si

es que la tienen , no se puede expresar. A hora, por

ser constante la relación —  , llamándola C  , ten- 
X  ^

drémos —  r : C ,  de donde substituyen-

do en vez de X  este valor en - j - , tendré las rela-
z c z ^

cienes —^  y  que si no se puede expresar su di-

ferencia por ninguna cantidad dada, tampoco se

podrá expresarla de las cantidades ? qné

es la que debía constituir dicha diferencia, por ser 
común la cantidad Z  j y  como estas dos cantidades

=—-y  —0 constantes, inferimos por el teore-
-O ^ ^

ma V. que —  cr —  , ó multiplicando por A ^ C ^  

X  A~—  “  — . Luego si dos cantidades ,  &c=
Z S

II.
L o que sigue se debe estudiar despues de la 
proposición, que en e l capitulo de los ángulos 

\ B a ils  tom. L  de los Principios , pag> 328 , par, 
439 ) ' Que si dos ángulos son iguales , y  se

pone ei vértice del uno sobre , & c.

Problema l . ' Dadas dos rectas , - montrdr suco-" 
, mm
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mim medida , ó si no la tienen , hallar la relación,, 
aproximada de la una á la otra.

Res y dem. Sean .¿ÍB y  CD  (fig. I L f  las dos lí­
neas dadas : coloqúese la menor CD  sobre la ma­
yor tantas veces como se pueda ; y  se hallará que 
está contenida ., por exemplo , dos veces desde 
hasta E  , y  ademas queda la resta' E B  , de modo, 
qué se tendrá AlB — 2CD +  EB .

Coloqúese despues la resta E B  en la CD las ve-. 
ces que se pueda, y  se hallará que está contenida tres, 
veces quedando una resta F D  , lo que da

C D — ^ E B  +  F D
Póngase esta segunda resta F D  sobre la prime­

ra E B  las veces que se pueda , y  se hallará que está 
contenida en ella una vez, dexando por resta la 
de modo que será

' E B - F D ^ G B
- Si colocando la tercera resta G fi sobre la segun­
da F D  , se encuentra que está contenida exacta®, 
mente quatro veces, se tendrá por último

F D - 4 G B .
Poniendo ahora este valor de F D  en el dt EB^  

resultará -.-1
E B ^  4GB  +  GB =  sGB. A  :

Substituyendo estos Valores de .EjB y  D D  en el̂
de C D  , se tendrá

~ CD  ~  g. ^GB +  4^^  ^  i^ G B "+*4^^ “  i^GBf
■ Y  poniendo en vez de CD y  D.S sus valores ea 

el d e , será por últimd , ? -

^ B  - ¿ i g G B ^ s G ^ z z  38GD +  5 ^ 5  =  4 3 0 ^ "''
Donde se ve que la última resta GB es la común 

medida de las rectas jíB  y  CD  1 y  pues que dicha
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común medida está contenida 43 veces en A B  y  
19 en la C i? , se sigue que estas dos rectas tienen 
entre sí la relación de 43 á 19.

S i, procediendo de este modo , no se llegase á 
una resta que estuviese contenida exáctamente en 
la anterior, dichas dos líneas no tendrían ninguna 
común medida , ó serian incomensurables. En este 
caso , para hallar su relación aproximada , se va 
colocando cada resta en la antecedente hasta que 
se llegue á una resta que por su pequeñez no sé pue=- 
da ya averiguar con el compás las veces que está 
contenida en la antecedente, y  entonces ó se des­
precia , si es muy pequeña , ó si no se reputa á ojo 
las veces que está -contenida en la resta anterior | 
y  subsdíuyendo estos valores en las restas antece­
dentes, Sé llegará á tener la relación aproximada que 
tienen entre sí. ,

Problema íl. Dados dos arcos de un mismo circulo 
ó de circuios iguales, encontrar la relación de sus lon-< 
gitudes.

Res. y  dem̂  Esta qüestion se resolvería como la  
antecedente , si se pudiesen colocar los arcos de cír­
culo los unos sobre los otros , como se hace con las 
líneas rectas; mas no pudiéndose execütar en la 
práctica esta superposición , se suple por la de las 
cuerdas que /siendo iguales, corresponden á arcos 
iguales. Y  así , si los dos arcos dados son A B  y CD  
ifig. TIL ) , se colocará la cuerda del arco C D , que 
es el menor , todas las veces que se pueda sobre el 
arco A B  ; y si se puede execütar dos veces , por 
exemplo , desde A  hasta E*, se tendrá que el arco 
A B  , componiéndose de dos partes Ad^ dE  igua­
les^cadaima con CD 3 y  de ja  resta E B  \ será

A B ~ 2 D C ^ E B .

Coloqúese la cuerda de la resta las veces que
se
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se pueda sobre el arco C D , y  se tendrá que exe- 
curándose una vez desde C  k F , y  dexando la resta

F D , sera ^  + F D  =  E B -^  F D .
Póngase la cuerda de la resta F D  las veces que 

se pueda sobre la antecedente E B  ; y  si se halla 
que está contenida en ella exáctamente quatro ve« 
ces , se tendrá

B E  =z¿^FD , A
SuÍ5stituyendo ahora este valor de B E  en el de

D C  ? será

Poniendo ahora los valores de B E  y  D C  en el 
de A B  , será . ^

A B = z 2 .s F p - h ¿ { F D - io F D ^ / ^ F D - i^ F D i

Ck)n lo qual se tendrá que el arco F D  será la 
común medida de los dos arcos A B  y CD  , y  están» 
do contenido catorce veces, en el primero y  cinco en 
el segundo , resulta que tendrán entre si la relación
de catorce á cinco. ^ ,

Esc. La Operación se termina también aquí quan= 
do se halla una resta que esté contenida exáctamen» 
te en la precedente i si no se halla , dichos arcos, 
son incomensurables, y  se encuentra su relación 
aproximada , continuando la operación  ̂ hasta que 
se llegue á una resta , cuya cuerda por su peque» 
ñez no se pueda averiguar ya gráecarnente las veces 
que está contenida en la resta antecedente.  ̂ . *

Teorema VIII. Si haciendo centro en el verttce de 
un ángulo con un radio qualquiera , se traza un arcô  
y  se concibe dividido en un número qualquiera de par  ̂
tes iguales, los ángulos en que quede dividido el an­
gulo total por los radios tirados desde su vértice a los 
puntos de división, serán iguales,

Explic. Sea el ángulo CO A  digo j que
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Sí con un radio tal como AO  se traza un arco ABC^ 
y  sé concibe este arco,,dividido en las partes iguales 
A B   ̂ B D   ̂ & c ., los ángulos AOB  ̂ 5 0  D formados 
por los radios tirados á los puntos de división, B^D, 
&1C. serán iguales.

Dem. Concibiendo doblada la figura por el radio 
OB  j se tendrá, por estar, todos los pumos de la cir­
cunferencia á igual distancia del centro , que todos 
ios puntos del arco .^5  caerán sobre el arco BD; 
y  por ser iguales Ids. arcos A B   ̂ BD^ el extremo A  
del primero caerá sobre el extremo D  del . segundo; 
luego en este caso, habiéndose confundido el pun­
to A  con el Z) , las dos lineas OD^ que parten 
dpde el mismo punto 0 , tambien^se habrán confun­
dido 3 por tener dos puntos comunes í  luego los án­
gulos también se confundirán , y  por lo mismo serán 
iguales. '

Teorema IX. S¿ desde los vértices 0 ,o de dos 
'gulos K Q O y  apc ( fig. IV .;), se describen con un mis-- 
mío radio dos arcos de circulo  ̂ la relación de los arcos 
comprekendidos entre los lados de cada ángulo , será 

-Id misma, que la de estos ángulos.
Dem. Aquí pueden ocurrir dos casos, ó que los 

■ dos arcos A C , ¿ir, tengan una común medida, ó que 
no la tengan , esto es , que sean comensurables, <5 
que nodo sean. \

1 • Si los dos arcos A C  y  ac tienen por común 
medida al iívco A B  — abj colocando esta común me­
dida sobre cada uno de ellos tantas veces como se 
pueda , quedarán divididos ambos en partes igua­
les ; y  si se unen los diferentes puntos de división 
-con ei vértice del ángulo correspondiente, por medio 
de las rectas 0 5  , , quedarán divididos los ángu­
los A O C , aoc en tantas partes iguales (Teor. VIÍL ), 
como tienen ios arcos A C  ac. Luego los ángulos 
propuestos 3 ¿íoí? 5 estando. compuestos respec- 

 ̂  ̂ ' ti-
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tivamente de tantos ángulos^iguales con -^05  (r) co­
mo partes iguales á^ í? contienen ios arcos es­
tarán evidentemente en la misma.razon que estos.ar- 
eos, V tendrán por común medida el angulo

2!° Si los arcos ^ C , íícson incomensurabies ,  que-
dárá demostrado que la relaciotí de dichos arcos es
igual con la de los ángulos.,;si demostramos que no

Si suponemos que la ráacion de los angulOT.
es menor que la de los arcos, tendremos AOL i aoc <

¿í  ; y  para que esta segunda razón sea igual con
la primera, se necesitará que su conseqiiente flí crezca
y  se convierta por exemplo en ad\\o  que dara 

A O C  i aoc V. A C ya d .  ̂ .
En este caso , concibiendo dividido el arco A C  en 
dos partes iguales, y  luego en om s-dos , y  asi su- ~ 
cesivamente, se llegará á concebir un arco ( Teor. 
IV .) menor que id , y  por consiguiente se podra 
colocar esta parte sobre el ac  ̂ de mpdo que uno 
de los puntos de división cayga entre c j  d̂ -> 
exemplo ,  en î ; con lo que los ángulos AOC ^ aae 
guardarán la misma relación que los arcos eomensura-. 
bles AC^ ae , y  se tendrá esta proporción . ?

A O C  t aoe V. A C  t aê
que como tiene los mismos antecedentes que la pri  ̂
mera, podrémos formar proporción con ríos consê . 
qüentes ( pues si las alternásemos , tendrían común 
la  tazón AOC l A C )  ̂  ̂ f

aoc t aoe it ad i ae i ' ? -
pero esto ts un absurdo , porque me , siendo menc^ 
que fice , la i? razón es de menor desigualdad, y ad̂

.■ ■ / ■ - ' - í -r í - pue-
/1) En esto no cabe duda, paes si se coloca el ángulo aoc so­

bre el AOC de Shodo que la 0  ̂ cayga sobre la OA^el arco ac. 
caerá sobre e M C , y  por ser lauales los Ateos 4 B,ab, el punto 
se confundirá con el punto por Id que la línea pb se contun­
dirá cbit la OB , y  sucediendo lo mismo á las demas 1  es claro 
qué'íodos= ios ángülós son-iguales.
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® mayor desigualdad,
cié • iiipím Iguales dos razones de esta espe-
un L¿uído también es
un absurdo, Juego la relación de los ángulos no se
puede suponer menor que la de los a r c S

mayor; porque siendo 
ííp pc/o -I* j ’ que el consequente 

 ̂ í o  disminuyese y  se convirtiese por ̂ exem-
pío en ad para ser rgual con la primera, lo que daría 

. ^OCí aoe:: AÍC I^ d ',
y  concibiendo dividido como: antes el arco Z íC  en

*i“= “ ’®ada una so- 
t l  d 5 — • veces que se necesite, cayga un pun­
to de dtvtsion en t^ r y  a  como en, e ' , s f  tend?4

S e ' S o  °  mismos antecedentes que la del
supuesto , los consequentes nos darán esta proporción 

aoci me' tx ad': ae',
f i  T  absurdo; pues una razón es de mayor des-

ifa^bondiMdo ? ?  que nosna conducido a el sera también absurdo. Luego si la ra-
zomde los ángulos no puede ser menor ni iS ? o r  que 5
de los arcos , es claro que será igual. ^  “

« n ifd "' se debTelegir por
detímiriadn °  ‘‘^soluto esté bien
determinado , y  como .éste es el ángulo-recto one
es el que. forma una línea, que cae® sobre otra l in

«eoe elegir , pero en este caso todos los ánpnln« 
fracciones del ángulo recto, y  Io| ob- 

m S  ?„™n“  P”  ™  "limero fraccio-
S r a  e v £ r ^ 2  fastidioso el lenguage.
que la r lc !o n ° d  r “ °  *  Amostrar -
de Irí. “  angulos es la mismá que la
¿  el a r 2  de’ -  r'“
V d - s c f 4 V °  ’sdos,
y  Asento desde su vert.ee como centro; y  así,.comd

qua-
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quatro ángulos rectos cogen toda la circunferencia, 
el ángulo recto abraza un quadrante de circunferen­
cia , pero considerándose esta dividida en 360 par­
tes , que se llaman grados , corresponden 90 al qua­
drante. De manera que quando se dice un ángulo 
de un grado, de dos , &c. se da á entender que di­
cho ángulo eá ó del ángulo recto , ó que dicho 
ángulo tiene con el recto , que es el que se toma por 
unidad la misma relación que el arco de uno ó de 
dos grados tiene con el quadrante , que consta de. 90.

III.
líO que sigue se debe estudian despues de la  
proposición que en el capítulo de los triángulos^ 
Bails tom. I. pag. 258, par, 554, d ice : Que en un 

mismo triángulo el mayor lado está opuesto 
al mayor ángulo.

Teorema X. La suma de dos lados de un trlánau-  ̂
lo es mayor que el tercero. °

Explic. Sea B C A (Jig, V I.)  mv triángulo qual- 
quiera, digo que > C 5 ,

Dem. Haciendo centro en 5  y  con un radio 
igual al lado mayor .S C , trácese el arco CD  hasta 
que encuentre al lado B A  prolongado , por el pun­
to de intersección D  y  el punto C  tírese la D C y  
por quanto C2  y  D B  son radios de un mismo cír­
culo 5 serán iguales; y  como en un mismo triángu­
lo á lados iguales ( Bails 552) se oponen ángulos 
Iguales 5 será el áíigulo D CB  ~  CT)B } psro el áiigu- 
lo D Ü A  .f siendo parte del D C S , será menor que él, 
y  también menor que el ángulo C D 5 , que es igual 
con p C B . Luego en el triángulo D C A  el ángulo 

es mayor que A C D  , y  como en un mismo 
triangulo al mayor ángulo está opuesto ( B. )

■ el ■
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el mayor lado, se sigue que C A   ̂ lado opuesto al 
ángulo mayor C D A , será mayor que D A , lado 
opuesto al ángulo menor D C A ; es decir que teñe-' 
mos probado que C A >  D ^ . Ahora bien, si á estas 
cantidades , que son desiguales , les añadimos una 
misma cantidad A B  \ también permanecerán des- 
iguales, y  por lo mismo tendrémos C A -^ A B > D A +  
A B  , y como D A  -  ̂A B  — B D , y  D B  es igual con 
B C , se sigue que CA->rAB>BC  pero CA  j  A B  
son dos lados del triángulo C B A , y  B C  es el ter» 
cero; luego la suma de dos lados  ̂ L. Q , D. D.

Cor. De aquí se infiere que si desde un punc­
to qualquiera M  '(fig. VIL  ) dentro de un̂  triángulo 
se tiran las líneas M C  y  M B  á dos ángulos quales- 
quiera C ,5  , la suma de estas líneas es rnenor que 
la suma de los lados C A A I^  opuestos á los ángu-= 
los á que se tiraron las líneas: es decir que CA-k- 
A B  > CM-LBM. ■ Pues si por el punto M  concebimos 
tirada la NR^ por el Teorema antecedente, será NA-k' 
A R > N R  j y añadiendo á estas cantidades desigua­
les una misma cantidad NC-^R.E , quedarán des­
iguales; y  será N C -^ R B ^ N A + A R  >NC-^RB-^NR^ 
y  como NC-^RB-{-NA-\-AR—CA-¥-AB^ seráC/í-h 
A B  >NC-^RB-k- N R . Pero (Teorema antee.) CN-^ 
N M > C M  y M R -^R B > M B  ; luego si sumamos es­
tas cantidades desiguales  ̂ añadiendo la cantidad 
mayor a la mayor , y  la menor á la menor , tam­
bién permanecerán desiguales , y  será C N  -h NM-^ 
MRr^RB >CM-¥-MB , y  como C N  ■ +• N M  4- M R  4« 
R B —CN-¡rNR+RB^  y  antes teníamos C A + A B >  
CN-¥NR-\-RB^ con mas razón ^QrkCA-¥AB>CM'-^ 
MB^ pero C A  y ^ ^  son los lados del triángulo opues  ̂
tos á ios ángulos á que se tiraron las líneás , y C M  
y B M  son las líneas tiradas ; luego si desde un punto 
de un triángulo, &c.

Teorema XI. iS/ desde un punto á otro se tira una
' ■ ■ reí-
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neta y  una curva ̂  la recta es mas corta que la curvan

Explic. Si desde el punto A  (fig. J^IIL) al punto 
B  se tira la recta A B , y  la curva A C B  , vamos á 
demostrar que yíC B > JíS .

Dem. Tírense desde A  y B  k nn punto qual- 
quiera C  de la curva , las líneas A C  y B C , con lo 
qual tendremos (Teor. X.) A C  +  CB> A B  ; y  si des» 
á e C  y A  tiramos á un punto intermedio del arco 
A C , las A D , C D  , y  desde J5 y  C a l punto inter= 
medio-S del otro arco, las B E   ̂ CE  por el mismo 
Teorema, tendrémos A D -^D C > A C , EC-¥-EB > CB  ̂ . 
de donde sumando ordenadamente,será^Z)4-' X)C-í- 
CE-^EB>AC-i-CB ; y si volviéramos á tirar á los 
puntos intermedios de los arcos A D ^D C , &c. líneas, 
el conjunto de líneas que tirásemos sería mayor que 
el conjunto A D  <4* I>C-f- &c. j pues cada dos lí» 
neas AM -^M D  siempre sería mayor que su corres­
pondiente j pero este conjunto de líneas al pa» 
so que crece , se aproxima á la curva A C B , pues 
va teniendo mas puntos comunes con ella ; luego lá 
cnrva >será mayor que cada uno de estos conjuntos 
de líneas rectas , por tener demostrado ( Teor; I.) que 
si una cantidad que varía, al crecer se aproxima á 
otra cantidad constante, ésta será mayor que ca- _ 
da uno de los valores que tenga la Cantidad que cre= 
cení variar ; y  como qualquiera de estos conjuntos 
de líneas es mayor que A B  sigue que con mas ra­
zón será la curva A M D C E B  mayor que la recta 
A B  ; luego si desde un punto á otro se tira una recta  ̂
y  Se.

Cor. I. De aquí se infiere que el perímetro de una 
figura qualquiera inscripta en una curva es menor 
que dicha curva ; y  que si en una misma curva se 
inscriben diferentes figuras , el perímetro de la que 
tenga mas lados, será mayor que el perímetro de la 
que tenga menos ; puesto que los perímetros de di-

C  chas
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chas figuras no son otra cosa que los conjuntos de 
líneas de que hemos hablado en el Teorema ante­
cedente.

Cor. II. También se infiere que la línea recta es 
la mas corta de quantas se pueden tirar desde un 
punto á otro  ̂ ya sean curvas, como A C B  , ya se 
compongan de rectas como las AD-^DC-¥CE-^EB^ 
ya sé compongan de rectas y  de curvas , como del 
arco la recta C5 .

Teorema XII, S i desde un. punto á otro se tird una 
recta:  ̂^  diferentes curvas que sean cóncavas 6 conve­
xas hacia un mismo lado A d  curva que mas se acer- 
que á la recta será la mas corta.

Expiic. Si desde el punto A  (fig. IX . ) al punto 
B  se tiran diferentes curvas A C B , A D B  ACB.  ̂
que es la que mas se acerca á la recta A B   ̂ es la 
mas corta.

Dem. Si por el punto C  se concibe la tangente 
M C N  á la curva interior, es claro que el conjunto de 
líneas A M C N B  se aproxima mas á la cuevas A C B , 
que la A D B  y  pnts tiene mas puntos comunes 
con ella ; y  si despues por otros puntos interme­
dios entre A  y C , y entre C  y B  concebimos otras 
tangentes , , el conjunto de líneas A R P
SC TÜ Q B se aproximará mas á la curva por tener 
mas puntos''comunes con ella j y  siguiendo concir 
hiendo tangentes , el conjunto que se vaya forman­
do se irá aproximando cada vez mas á confundirse 
con ella j y  como este conjunto al paso que se va 
aproximando á la curva , mengua , no hay duda 
en que dicha curva ( Teor. 11) es menor que el con­
junto de líneas j y  como cada uno dé los conjuntos 
de líneas es menor que la curva A D B  , con mas ra­
zón la curva 5

En efecto, la curva A D B  es mayor que el con­
junto de líneas A R M C N Q fS , y  este conjunto de

lí-
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líneas vá dismim$-endo al acercarse á la curva, y  se 
verifica qnQ A M C N B > A R P SC T U Q ,B  -, pues por ser 
( Tebr. X I.) M D N > M N ^  si á estas cantidades des­
iguales les añadimos-una misma cantidad AM->r-NB  ̂
quedarán desiguales, y  será A M N B A - M D N  > 
A M a N B-aM N  ; pero A M a-NB-^MUNcz á la cur­
va A BB^  y  A M a N B a M N — &\ conjunto de líneas 
A M C N B  í luego la curva es mayor que el
conjunto de líneas A M C N B . Gomo (Cor. II. de Teor. 
XI.) RM a M S > R S  y  TNA-NQí >TQ,\ sumando es­
tas desigualdades ordenadamente 5 es decir , la can­
tidad mayor con la mayor y  la menor con la me­
nor, también permanecerá la desigualdad, y  ten­
dremos R.M-¥MSa TN -¥N Q ,>RSa  TQ̂  ; añadiendo 
ahora á ambas la cantidad A R -^ S C T  a  Q̂ B , tam­
bién permanecerán desiguales , y  será A R a -S C T á * 
OB-tRM -hM S-i-TN-hNQ  ? A R  -hSCT-4-QB-hRS 
T Q  ; pero A R a SCT-^Q,Ba R M a M Sa TN-\-NQ,-± 
al conjunto de líneas A M C N B  y A R a SCT^Q ,B á > 
RS-^TQ~ -áX cQxiiVinto A R P S C T ü Q,Bí luego el con­
junto AMCNB >ARPSCTU Q,B  5 y como si conce­
bimos otras tangentes en los puntos intermedios de 
los arcos A P , P C , &c. demostraríamos del mismo 
modo que este conjunto sena menor que el A R P S  
CTUQ^B , se sigue que estos conjuntos , al paso que 
se van acercando á la curva , van siendo menores.

Cor. I. De aquí se infiere que una vez que la cur­
va interior es menor que qualquier conjunto de li­
neas , cada arco de curva es menor qüe la porción 
de líneas correspondientes á dicho arco ; y  que por 
lo mismo el arcó P C <  PS-¥-SC, es decir, que una 
porción de curva es menor que la suma de las tan­
gentes tiradas á los extremos de dicha curva , pro­
longadas hasta que se encuentren-

Esto también lo podíamos demostrar concibien­
do por el punto 0  la tangente FQG  j pues demos-

C s  «a»
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traríamos del mismo modo que antes , que el con­
junto P S C >  P F O G C , y  volviendo á concebir mas 
tangentes sería menor el conjunto que se formase, 
y  así sucesivamente ; y  como al paso que mengua 
este conjunto se va acercando mas al arco P C , por 
tener mas puntos comunes con él , inferiríamos 
( Teor. II .) que el arco PC< PS-i-SC.

Esc. I. , Esta proposición que los Geómetras 
han tenido por evidente , bien reflexionado, no lo 
es j pues aunque el conjunto de líneas P S  -i-SC se 
separa mas de la recta P C  ( que es en lo que se 
fundan) que la curva P O C , sin embargo , como di­
cho conjunto camina en línea recta ,  concibe nues­
tro entendimiento que este mayor desvío , tal vez 
se podría compensar con la curvatura de dicho ar- 

> y  yo confieso que he, llegado á dudar de su ver­
dad , habiendo dado origen á mi duda el suponer 
también los Autores que la línea llamada tan­
gente trigonométrica del arco A c {fig. X V I II  ) 
mayor que el arco Ac  ̂ quando se ve lo aventurada 
que es la proposición. Ahora no hay duda en ella, 
porque estando demostrado rigorosamente que^P-H 
P D >  arco , como si el arco rZ) es igual con 
Ac^  es; también A B  igual con B D , por ser isósce­
les el triángulo A B D  ( B. 521 ) ,  tendremos substitu­
yendo en vez de B D  y  A cD  sus iguales a B ^  2A c  ̂
2 A B  > 2Ac ó A B  > Ac.

Esc. II. Quando me propuse formar estas adi­
ciones para miS Discípulos del Seminario, principié 
á executarlo sacándolas directamente de las obras 
de Arquimedes ; mas reflexionando despues que el 
método seguido por el célebre Matemático La Croix 
es mas análogo al estado en que se hallan las cien­
cias en el día , me resolví á seguirle estableciendo 
aquellas proposiciones que eran indispensables para 
darle todo el rigor que es propio de la Geometría.

Co-
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Como algunas de estas proposiciones las han toma* 
do por axiomas los Geómetras; y  los que no en­
tienden á fondo estas ciencias, si se dexan dominar 
por la envidia , no encuentran otro modo de discul­
par su falta de instrucción que el despreciar ó des* 
acreditar las investigaciones de sus contempora* 
peos, puse en la advertencia del quaderno impreso 
de los Certámenes del Real Seminario de Nobles de 
esta Corte en el año de 1804, Leibnitz juzgaba 
que se debían demostrar hasta los axiomas , y  ma­
nifesté los perjuicios que traía el no explicar la Geo­
metría con el rigor que la caracteriza. Pues aunque 
la autoridad en estas Ciencias no tiene peso algu­
no para el verdadero inteligente, le tiene y  muy 
grande para el que debiendo serlo, no lo es. Y  aho­
ra añadiré haber visto despues (1) que dos excelentes 
Geómetras de Europa , á saber , Mr. Lcgendre, 
miembro del Instituto nacional de Francia y  de la 
Sociedad Real de Lóndres, y Mr. Bertrand, profe­
sor de Matemáticas en Ginebra , y  miembro de la 
Academia Real de Ciencias y  Bellas Letras de Ber­
lín , conociendo la importancia dé muchas de mis 
proposiciones , hacen los mayores esfuerzos para de­
mostrarlas por un método que , aunque digno de 
cada uno de estos sabios, no me parece, sin em­
bargo , tan sencillo y  rigoroso como el mió

Cor. ÍI. También inferimos que el perímetro de 
una figura qualquiera circunscripta á una curva, es 
decir, que se componga de tangentes á dicha curva, 
será mayor que la longitud de la curva; y que de 
muchas figuras circunscriptas á una misma curva, 
la que se compone de mas tangentes tendrá menor 
perímetro ; pues cada parte P S C  compuesta de dos

tan-
(i) Estas obras no las pude adquirir basta principios de 

octubre de 1804 que las compré en la librería de Ramos.
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tangentes será mayor que PFOGC  (Cor. antee.) com­
puesta de tres.

IV.
Lo que sigue se debe estudiar despues de la 
proposición que en la semejanza de las figuras 
{p a r. 6 3 1) dice a s i : Luego dos triángulos, cuyos 

lados son todos perpendiculares , & c.

Teor. XIIL Si desde el ángulo recto de un trián­
gulo rectángulo se baxa una perpendicular á la hipo­
tenusa  ̂ se verifican cinco cosas i i.° el triángulo que­
dará dividido en otros dos triángulos , que por ser se­
mejantes al total  ̂ serán semejantes entre si % 2.° la 
perpendicular baxada será media proporcional entre 
ios dos segmentos de la hipotenusa ; 3.” cada cateto 
será medio proporcional entre la hipotenusa y  el seg­
mento correspondiente i el quadrado de la hipotenu­
sa será igual á la suma de los quadrados de los cate­
tos S y  g." la perpendicular será quarta proporcional á 
la hipotenusa y  á los catetos.

Explic- Si desde el ángulo recto á  {fig, X )  del 
triángulo rectángulo A B C  se baxa una perpendicu­
lar A D  á la hipotenusa B C , digo que se verificarán 
cinco cosas : i.° los dps triángulos A D B , A D C  se­
rán semejantes con el total B A C , y  por lo mismo 
semejantes entre s í ; 2.® la perpendicular A D  será 
media proporcional entre los dos segmentos B D  y 
D C  de la hipotenusa 1 3? cada cateto A B  ó A C  se­
rá medio proporcional entre la hipotenusa B C  y  el 
segmento B D  ó D C  que á cada uno corresponde : 4.° 
el quadrado B C ‘̂  de la hipotenusa, será igual á la 
suma B A ’̂ +AC* de ios quadrados de ios catetos, y  
finalmente : 5.° la D A  será quarta proporcional á la 
hipotenusa B C  y  álos catetos C A , A B .

Dem. i.° Por tener los triángulos B A C  y  B A D
un



D E  D . B E N IT O  B A ILS. 23
un ángulo -común en 5  ; y  ademas el primero un án» 
guio recto en A  por el supuesto , y  el segundo otro 
en D  también recto , por ser la A D  perpendicular á 
jBC, dichos triángulos (S . 629 ) son- ŝemejantes. Por 
tener los triángulos B A C  y  D A C  común el ángulo 
en C ,  y  ademas cada uno, uno recto, el primero 
el ángulo en ^  y  el segundo el en D , también ( B. 
629) serán semejantes ; y  una vez que los triángui- 
los parciales B A D  y D A C  son semejantes ambos á 
uno mismo, que es el total B A C , no hay duda en 
que son semejantes entre s í; pues cosas semejantes
á una tercera , lo son entre sí.

2. ° Por ser B A D  y D A C  semejantes, tendrán 
proporcionales sus lados homólogos, y  será BD^ lado 
menor del triángulo B D A ; DA^ su lado mediano;; 
D A , lado menor del triángulo A D C x D C  .¡ su lado 
mediano; como D A  está formando los dos medios, 
y  los segmentos B D  y  Z5C  , los extremos , inferimos 
que dicha perpendicular D A  es media proporcional 
entre los dos segmentos y  D C  de la hipotenusa.

3. ® Comparando los lados homólogos de los trián» 
gulos semejantes B A D  y B A C  darán; BC^ lado ma­
yor del triángulo B Á C i B A  su lado menor :: BA^ 
lado mayor del triángulo B A D : B D  su lado menor. 
Comparando los B j^  y D A C  tendremos B C , lado 
mayor del triángulo B A C ; CA^ lado mediano:: C A , 
lado mayor del D A C  % D C  su lado mediano. Como 
en estas dos proporciones los catetos B A , C A  están 
formando los medios, y  los extremos están forma­
dos ̂ por la hipotenusa, y  el segmento que correspon­
de á cada uno , se sigue que cada cateto es medio 
proporcional entre la hipotenusa , y  el segmento cor» 
respondiente.

4. ° Si en estas dos proporciones últimas BC\BA%x 
B A  : B D  y B C : C A :: C A  : D C , multiplicamos ex-’ 
tremos y  medios , tendremos estas dos' equaciones.

E C
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B C -x B D  — B A  \ B C x  D C  ~  CA -̂, que si las suma­
mos será B C  x  B D  ■+■  B C  x  D C  zz. BA'^ -í- CA'  ̂ i co­
mo en el primer miembro es común el factor BC^ 
si lo resolvemos en factores, será B C  x  B D  -t- B C  x  
D C — BC, {BD  -h D C ) , y  como B D  D C — BCsñ  
convertirá por último el primer miembro en B C .B C — 
BC^ j y  poniendo en vez de B C . B D  ■+■  B C . D C  su 
igual iíC* , la equacion de arriba se convertirá en 
BC^ — BA^  -f- CA^  ; pero B C  es la hipotenusa, 
BA^ C A  los catetos ; luego el quadrado de la hipo­
tenusa es igual á la suma de los quadrados de los 
catetos.

Los triángulos B A D , B A C  dan B C : C A  i% 
B A  : A D  i luego la perpendicular es quarta pro­
porcional á la hipotenusa y  á los catetos.

Cor. Una vez que BC"̂  — BA'^ +  CA^^ si extrae  ̂
mos la raíz quadrada de ambos miembros, será....

B C - \ A ' b A ^ ’+-CA^ í luego conociendo los dos
catetos de un triángulo rectángulo, conoceremos la 
hipotenusa extrayendo la raiz quadrada de la suma 
de los quadrados de los catetos ; y  también cono­
ciendo la hipotenusa y  uno de los catetos , conoce­
remos el o tro , extrayendo la raiz quadrada de la 
diferencia de los quadrados de la hipotenusa y  del 
otro cateto ; pues si quitamos la cantidad BA^  i  
los dos miembros de la equacion BC^ zz BA^  4- C A ,̂  
se convertirá en BC^ —  BA^ —  CA^ es decir, que 
el quadrado de un cateto es igual al quadrado de la 
hipotenusa , menos el quadrado del otro cateto; y  
extrayendo la raiz quadrada conoceremos el otro

cateto 5 que será C A  n  \/^BC^  —  BA^,
Teor. XIV. Si desdé un punto quaíquiera  ̂ de la 

circunferencia se haxa una perpendicular al diámetro  ̂
se verificarán quatro cosas i i.° la perpendicular sera

me-
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media proporcional entre los dos segmentos del diáme­
tro i 2̂  si desde los extremos del diámetro tiramos 
cuerdas á dicho punto de la circunferencia , las cuer­
das serán medias proporcimales entre el diámetro y  
el segmento correspondiente que corta en el diámetro 
la perpendicular \ los quadrados de dichas cuer­
das 5 y  en general los quadrados de las, cuerdas tira­
das desde los extremos cb un diámetro tendrán unos 
con otros la misma razón que los segmentos corres­
pondientes i que el quadrado del diámetro es igual 
á la suma de los quadrados de las cuerdas que desde 
sus extremos se tiren á un punto qualquiera de la 
circunferencia.

Dem. Si desde el punto A  {fig. XI. ) de la circun» 
ferencia S C /Í baxamos la perpendicular A D  al diá­
metro , y  unimos el punto A  de la circunferencia 
con los extremos del diámetro por medio de las 
A B .^ A C el triángulo B C A  será rectángulo en A^ 
pues el á n g u l o p o r  estar en la circunferencia, 
y  abrazar con sus lados el diámetro ( S . ¿26) es xec- 
t o ; y  como desde que es el vértice del ángulo 
recto, se ha baxado la A D  perpendicular á la , 
que es la hipotenusa , tenemos aquí un triángulo 
rectángulo , en que desde el ángulo recto se ha ba­
sado una perpendicular á la hipotenusa , y  por lo 
mismo se verificará ( Teor, antee. )c i.° que la : per­
pendicular será media proporcional entre los dos 
segmentos y  Z>C ; pero como aquí la perpen­
dicular es la baxada al diámetro desde un punto de 
la circunferencia , y  5 D  , D C  son los segmentos de 
dicho diámetro, se_,sigue que la perpendicular baxa­
da desde un punto qualquiera de la circunfereneia 
al diámetro es media proporcional entre los dos seg­
mentos en que queda dividido el diámetro.

; 2.° También se . verificará que B A  SQxk media 
proporcional entre B C  y  B D  5 CA,̂  entre B C  y  DCi
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y  como B A  y  A C  son cuerdas tiradas desde el ex» 
tremo de un diámetro , y  BC  ̂B D , D C  son el diá­
metro y los segmentos del diámetro que á dichas 
cuerdas corresponden , se sigue que las cuerdas ti­
radas desde el extremo de un diámetro son medias 
propotcionales entre el diámetro y  el segmento cor* 
respondiente. ^

3.° Por ser estas cuerdas medias proporcionales en­
tre el diámetro y  el segmento correspondiénte, tendre­
mos B C : B A  v. B A : BD^ y  B C : C A C A : DC,de 
donde multiplicando extremos y  medios sacaremos 
estas dos equaciones ; BA'^ z~ B C . B D , CA'  ̂tr. BC, 
D C  \ y formando proporción, será BA^ t CA^ :t 
B C ,B D  : B C . D C  i y como los técminos de esta 
TÍltima razón se pueden dividir ambos por B C , sin 
qué se altere su valor , será BA^ : CA^ :: B D  : D C j 
pero B A  y C A  són cuerdas tiradas desde los extre­
mos de un mismo diámetro, B D  y D C  son los seg­
mentos que las perpendiculares baxádas désdé los 
extremos de las eüerdas ál diámetro, cortan en di­
cho diámetro ; luego los quadrados de las cuerdas 
tiradas desde los extremos de un diámetro son co­
mo los segmentos que causan en el diámetro las 
perpendiculares baxadas desde los extremos de di- 
chas‘ cuerdas. ” ■

 ̂ Cor. Una véz que BA^ ‘zz BC. B D  y B A  ks una 
duerda qualquiera , se sigue que siempre el quadra- 
do de una cuerda qualquiera es iguaUal diámetro 
multiplicado por el segmento correspondiente á di­
cha cuerda. Luego si sé tienen dos cuerdas tiradas 
cada una desde su diámetro , el quadrado dé cada 
una será igual al diámetro multiplicado por el seg­
mento que le corresponde 5 y  formando proporción 
con las dos equaciones, se tendrá despues de sim­
plificada la última razón 5 dividiendo sus doS términos 
por el diámetro 3 que en general los quadrados de las

cuer-
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cuerdas , son como los segmentos que causan en el 
diámetro que pasa por uno de sus extremos, las per= 
pendiculares baxadas desde los otros extremos.

4.° Si sumamos las dos equaciones antecedentes* 
B A ' zz B C .B D ,  y  CA^ zz B C .B C ^  será BA^ 4- 
CA^ =  B C .B B  -H B C .B C  z z B C  {B B -^  B C ) zz 
B C . B C z z  BC^ , y  como -BC es el diámetro y  BA^ 
A C  son dos cuerdas tiradas desde sus extremos á un 
mismo puntó de la circunferencia, se sigue que el 
quadrado del diámetro es igual á la suma de los 
quadrados de las cuerdas tiradas desde sus extremos 
á un mismo punto de la circunferencia.

-Teor. XV. En todo triángulo obtnsangulo , el qüa- 
drado del lado opuesto al ángulo obtuso es mayor que. 
la suma de los quadrados de los lados opuestos á los 
otros dos ángulos ; y  en todo triángulo acutángulo  ̂ el 
quadrado del lado opuesto al mayor ángulo  ̂ es menor 
que la suma de los quadrados de los otros dos lados„

Dem. Sea i.® el triángulo obtusángulo ABC{fige 
X n , ) , digo que el quadrado de A B  qs mayor que la 
suma de los quadrados ác A C  y  CB  j pues si baxa-* 
mos la perpendicular el triángulo A B B  será,
rectángulo , y  tendremos ( Teor. XIII. ) AB^ zz 
AB^  -h BB^ ; pero AB^ zz ( A C + C B  'ŷ  zzA C - -h 
qA C . C B  +  CB* > y  por ser rectángulo el triángu­
lo C B B , tendremos (Cor. del Teor. XIII ) BB"  ̂zz 
SC^ —  CB^ luego si ponemos en vez de estos qua» 
drados sus valores en la equacion de arriba , se con» 
vertirá en A B “* zz AC'  ̂4- 2AC. C B  CB* B C *—
CD® AC* -4- BC* 4- 2 A C .C B  ; luego el quadra­
do del lado mayor en este triángulo obtusángulo es 
mayor que la suma de los quadrados de los otros 
dos lados, en dos veces el producto de A C  por CB.

2.® Si el triángulo es acutángulo tal como ABC(fig* 
X III.)  ̂ digo que eTquadrado del lado mayor A B  
es menor que la suma de los quadrados de los otros

D  2 dos
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dos lados; pues si baxamos la perpendicular -SD, por 
ser rectángulo el triángulo A B D  , tendremos AB̂ ẑz: 
AD^  4 - -  {A C -^  C D Y  ^  BD^ -  AC^ — .... 

.qA C . C I)  -t" DC^ 4- BD '^ , y  por serlo también el 
BDC^ tendremos BD^ ~z BC^ —  ,  y  substitu­
yendo este valor en el de A B ^  resultará AB^ z=. 
AC^ —  2 A C ,C D  -  ̂CD  ̂  +  B  'Ĉ - —  Z>Ó —  AC^ +  

2 A C  , CD  ; luego el quadrado del lado ma­
yor del triángulo acutángulo es menor que la- suma 
de los quadrados de los otros dos dados , en dos ve­
ces el producto de «ífC por

 ̂ v..^: ■ -
L o ’qúe signe se dehe ' estudiar despues de la 
proposición que en e l capítulo de las Ííneaŝ  pro- 
por dónales ( B . p a r , 6 i i )  dice i Luego i.° si A B  

es V. g. la mitad, &c. ^

Teor. X yi. un punto qualqukra del lado
de uñ triángulo se tira una paralela a la bme los 
lados de dicho triángulo quedan divididos en partes:, 
proporcionales..

Explic. Sea el triángulo A B C  (fig. X IV . ): digo 
que si desdé un punto qualquiera i S ; de uno dé los 
lados , se tira una línea pam̂^̂  á la basé, es4 
tâ  línea dividirá á los l a d o s B O  en partes pro­
porcionales , de modo que se tendrá B A  t B D  :t 
C B  : BE, . .. . . . , ■

Dem. Aquí pueden ocurrir dos casos: i.° que 
B D  sea comensurable con ^ ^ ,  esto es , que su xe~ 
lacion se pueda expresar con números ; y  2.° que no 
lo sea. En el primer caso, supongamos que la rela  ̂
cion de B Á  t B D  ,y sea la de 7 : 4 ; si se concibe la 
xeetz. B A  dividida en 7 partes iguales ,  B D  contem 
dráquatro de estas partes, y  D ^ la s  otras tres. Si 
- ■ ’ se'-
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se tirasen desde cada uno de estos puntos de divi­
sión paralelas á la A C , quedaría dividida la B C  en 
7  partes también iguales , de las que 4 correspon­
derían i  B E  y  las otras tres luego (^ .
par. 6 11 ) tendremos B A : B D :: E C  i BÉ,

Si B j4 j  B D  son incomensurables, voy á de­
mostrar que en este segundo caso también se verifi- 
ca la proposición ; porque la razón de B ^ : B D  no 
puede ser mayor ni menor que la de B C i BE. En 
efecto, no se puede suponer que : B D  v. B C  i 
B L  siendo SZr menor que\5£  ; porque en este caso 
podríamos dividir ( Jeor. IV. ) l a ^ ^  en partes tan 

. jpequeñas, que tirando paralelas á BtC por los pun­
tos de división , cayese una de estas paralelas tal 
como de entre E y  B y  á causa de la comensu- 
rabilidad dé con Bd., tendría B ^  i Bd v: C B  t Be, 
' Como estas dos proporciones tienen unos mis­
mos antecedentes , podré formar proporción con los 
consequentes , y tendré B D  : B d B L  : Be resul­
tado absurdo, porque la prímera razón es de mâ  
sor desigualdad ̂  y  da segunda de menor j luego el 
supuesto qué me ha conducido á él es también ab-¿ 
surdo.

Tampoco se puede suponer que B A ; B D  B C í  
B L \  siendo mayor que .Sfi , porque dividien­
do la '.S ^  en partes tan pequeñas como se necesite, 
para que una de las paraieks tal como tiradas 
á la base A C  por los puntos de división, cayga en­
tre E  y L ' se tendrá

B A x  Bd' '.X B C xB e 'v
y  formando proporción con los conseqiientes de es­
tas dos proporciones, tendré

B D  ■. Bd' :: B L 'v Be', ' ■ ;'' "
resultado absurdo por la misma razón que antes; 
luego no podiendo ser la quarta proporcional á B A ,  
B D  , B C , menor ni mayor qué B E  ,  es claro que

la
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la B E  es dicha quarta proporcional, y  que será 

B A : B D  B C  i BE.
Cor. De aquí se infiere que D A  i B D  :: C E : E B , 

tíoraue dividiendo la proporción antecedente 9 será 
B A - = B D iB D v .B C - ^ B E iB E ,

que se convierte en
D A : B D  :: CE  t BE .

Teor. XVII. una recta divide los lados de un 
triángulo en, partes proporcionales , es parálela á
la base. ^ < j-

Explic. Sea el triángulo XV. ) ,  digo
que si la D E  divide los lados BA^ B C  de modo que 
se tenga B A i  B D  n B C  i B E la línea D E  será pa­
ralela á la base A C . '

Dem. Si la D jB no es paralela con A C , se le 
podrá tirar por el punto D  una linea que lo sea. Si 
esta paralela fuese la De , tendría (Teor. XVI.) BA% 
B D  v. B C i B e , de donde inferiría, por tener esta 
proporción , y  la del supuesto los tres primeros tér­
minos comunes , que B E  — Be esto es un ab­
surdo , porque B E  tod o , y  Be parte ; luego la 
paralela á la base no puede caer más arriba que. la 

' D E  ; tampoco puede caer por la parte inferior, por­
que si supusiese que la De' era paralela á la AC^ sa­
caría B E  — Be' , que también es absurdo ; luego si 
la paralela tirada por el punto Z) á la base A C , no 
puede pasar ni por mas arriba ni por mas abaxo que 
la D E  3 es claro que pasa por encima , ó que dicha 
B E  es la paralela á AC.

Loque sigue se debe estudiar despues de lapro-^ 
posición que en la sehnejanza de las figuras ifi.p a K  
6^'^) dice: Quando los polígonos son regulares.^
se verifica d el mismo modo la proposición ; luego

• los
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los perímetros de los polígonos regulares tienen 
 ̂ , unos con otros la misma razón , & c.

Prob. III. Dado un polígono regular inscripto 
en un circulo , inscribir otrô  de duplo número de ladoŝ  
y  hallar H lado de este último. ^

Res. y  dem. Sea B A  ( fig. X V L  ) uno de los 
lados del polígono que se nos da inscripto, con 
lo qual B O A  será el ángulo en, el centro: si se di- 

.vide el arco AB'B., que le mide, en dos partes igua­
les en el punto B '  ̂ y  se tiran las A b  B   ̂ serán 
evidentemente dos lados contiguos del polígono re= 
guiar de duplo número de lados, pues los arcos que 
subtendeíí son la mitad del arco A B ‘B ,  que subten­
día el lado del polígono propuesto.

Para hallar el valor del lado de dicho polígono, 
prolongarémos el radio B'O hasta , y  por ser to­
da cuerda B 'A  media proporcional entre el diáme­
tro ií'D  5 y  el segmento correspondiente B 'E  (Teor.

-XIV.) ,  tendremos B 'D  % B 'A  n. B 'A  % B 'E , de don­
de multiplicando extremos y  medios , y  consideran­
do Que el diámetro-^'!? es duplo del radio J 'O , será 

 ̂ B 'A ^  zz B 'D . B 'E  -  2B O . B'Ei 
pero B 'E  zz B'O —  EO, y  como el triángulo ..^^0 
es rectángulo en S  , el lado EO  ( Cor, del Teor.

XIII.) =: AÚ^— AE^— \ / B 'O '' ’^AB^^ será......

B 'E  zz B'O  —  \ / ^ B ’O  ̂ — A E   ̂ h y  como A E r z i  
i \ A B Y  substituyendo este valor en el B'E^

será B 'E  — B '0— \ / B 'O ^  —  ( \ A B  Y I poniendo 
ahora este valor de B 'E  en la equacion 

B'A^  =  2B '0 . B 'E ,
• se convertirá en . __

B 'A -  ~  2B'0 (B 'O  r -  \ / B 'O -  —  (% A B y ) ,
^  " Si
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Si hacemos ahora igual a lamnidad el radio B ’O del 
círculo en que están inscriptos los polígonos , se con­
vertirá esta equacion en

B'A^  =  2 .1 —  \ A =

2  ̂1 — 1 / 1 —  ( í B A ) 2 ^ 2 % / i^ { \ A B f  r í

2 -  2 X 2 _  2 ] / i = 4fi2_

•riiC

^  A  AB^ ,— 2 —= 4 — AB'^. Si se divi­
diese ahora en dos partes iguales en el punto 
el arco AB'^ se tendría del mismo modo B"A^z:2.

2 ~  " j / i   ̂ y  sería-5 " ^  el lado deí

polígono de duplo número de lados del que tenia el 
correspondiente al l a d o í y ’ siguiendo del mis­
mo niodo 3 inscribiríamos tantos polígonos de du­
plo numero de lados como quisiéramos. Si extrae­
mos la raíz quadrada de ambos miembros de la
equacion 5 ' ^ - =  3 _   ̂ s^A B ' A -

' S / '  i  — T/4 — A B ' , donde vemos que para hallar el
lado del polígono de duplo número de lados ten- 
d r ^ o s  que sacar primero la raíz quadrada de 4 —  
AB^ j luego restarla de 2 , y  volver á extraer de 
esta resta otra raiz quadrada , lo que no puede mé- 
nos de ser muy complicado, particularmente quan- 
do se tenga que repetir esta operación de ir ins­
cribiendo polígonos de duplo número de lados , cier­
to numero de veces j por lo qual, si tuviésemos ne­
cesidad de hallar el lado de un polígono de un nú­
mero de lados ocho veces mayor que el de otro, pa­

ra
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'tSL evitar el sacar dos ralees á cada operación, ha= 
'liando primero el lado del polígono de duplo nú­
mero de lados del que se nos da , y  luego el de du- 

'plo número de lados de este último , que será de 
quádruplo número de lados del que se nos da , y  
luego el del óctuplo & c ., en vez de hallar los lados 
de dichos polígonos, hallaremos el valor de las cuer­
das de los arcos , que son suplementos de los arcc  ̂
correspondientes á los lados del polígono, lo que nos 
excusará el hacer ’la rhitad de las extracciones de 
raíces. A  estas cuerdas les llamaré con Vieta 
tomes.  ̂-

' . En efecto 5 pues que los triángulos 
■ A B " C  Scc. tienen recto el ángulo que tiene cada 
‘ unoen la circunferencia^ serán rectángulos, y  ten­

dremos (Cor. del l ’éof. XIII,) B C = ^ / ^ — A B  %

B ' C A Q X , —--fAB' '̂ &c. Si tomamos el radio

"AO por unidad V por ser duplo de AO  , será 
- A C — 2 .Í y  tendremos ,,

como antes temamos B'A^ SI

substituimos en vez dé -AB^'m. valor

será A B ' ® — 2 -^ B C , y  poniendo este valor en el de 
B 'C , será . . f  : :  ̂ ^

2 + B C ,I— (2*—- A C ) ^ —-2-^BC-

y  del mismo tnódo tendríamos

^ - B " C z : z \ / 2 + B 'C  & c. &c. ,

de donde se sigue que hallando primero el valor de 
B C , Solo coa añadirle dos utíidádes, y  extraer la 
C ■ - E  raÍ2
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raiz quadrada, tendrémos la apótome del polígono 
de duplo número de lados j y añadiendo á ésta otras 
dos unidades , y extrayendo la raiz quadrada , ten­
drémos la del siguiente, y  así continuando tendría­
mos las demas; despues para hallar el lado que de-' 
seamos, no haríamos mas que restar, el quadra do de 
la apótome en que nos detuvimos, del quadrado del 
diámetro, y  extraer la raiz quadrada, con lo quai 
tendríamos el lado dei polígono ■ propuesto , no ha­
biendo extraido sino la mitad de Tas raíces quC' se hu­
bieran necesitado, calculando directamente los lados.

Teor. XVÍII. Si en un circulo inscribimos un poli- 
gono qualquiera y y  despues otrode duplo número de 
lados yy asi. , sucesivamente  ̂ la sagita. correspondien­
te á estos pplégonos irá siendo mas de dos veces me- 
ñor  ̂y  por lo mismo llegará á ser menor que qual- 
quier cantidad dada por pequeña que Sea,

Explic. Sea por Qxe.mp\o A B E D  (fig, XJ^IL) nn 
quadrado inscripto érí el círculo'; digo, que si se le 
inscribe un octógono  ̂ y  luego / un f polígono de i6  
lados, y  así sucesivamente, se verificará que la sa­
gita del quadrado será mas de dos veces menor 
que el radio S C ,  y  que la jsagita .Sii del octógono 
será mas de dos veces menor que la del quadrado, 
y  así ‘ sücesivarnente ; dé  ̂marlerá''qué al cabo de 
cierto riémpo: llegará-á ser menor que qualquier can­
tidad dada por "péqdeña'j' que seá. '

Dem. Si dividitnos el arco en dos partes 
iguales en H , . y  tiramos la B H   ̂ éste será el lado 
del polígono ~de duplo número de lados , y  poir ser 
Tós quadrádos de las cuerdas tiradas desdé los ex­
tremos de un diámetro (iTeor. XT\̂ . ) como los íseg- 
mentos que causan en dicho diámetro las perpendi­
culares tiradas desde los extremos de las cuerdas, 
tendrémos ■ ■ ‘ .isu ■. .i-i-- .

BA^iBHiti BCi BE i,, j }<jB * • raj' -



DE D. BEmm  EMILS. 35
y  como por ser obtusángulo el triángulo B H A , el 
quadrado á.c A B  es mayor que la (Teor. X V .) su­
ma de los quadrados de los lados S H , y  estos
son iguales por ser lados del octógono , será el qua­
drado de mayor que el duplo del quadrado ae 
BH^ó lo que es lo mismo B U \  será mas de dos veces 
menor que B A ^, y  como BH* es el segundo térmi­
no de la proporción anterior , y  la razón que tie­
ne \ú primer término con el segundo, esa misma 
tiene el tercero con el quarto, se sigue que la sagita 
ó segmento B E  es mas de dos veces menor que el 
radio BC. Pero B K  es la sagita del quadrado , pues 
si prolongamos la H K  hasta M , el arco H B M  val­
drá 90 grados por ser también duplo de B F H  'y lue­
go H M  será lado del quadrado inscripto y y  como ‘ 
llamamos sagita en un polígono inscripto  ̂ á la dife­
rencia que hay entre el radio del círculo á que lo es­
tá , y  el radio recto de dicho polígono, se sigue que 
en efecto B E  es la sagita del quadrado i luego esta es
mas de dos veces menor que el radio.

Si dividimos el arco H B en dos partes iguales, y  
tiramos las B E jE /í ,' estás serán dos lados contiguos, 
del polígono de 16 lados, y  B R  será la sagita del 
octógono , y  por la misma razón que antes será 

BF^ V. B K ; B R  , mas por lo expuesto ántes 
BE* es mas de dos. veces, menor cpA BlRy luego tam­
bién será B R  mas de dos veces menor que B E ; y  co­
mo á cada vez que inscribamos un polígono de duplo 
numero de lados, hacemos mas de dos veces menor 
á 'la  sagita, es claro (Cor. deT eor.IIL) que llega­
remos á tener ah cabo de cierto tiempo una sagita 
menor que qúalquiet cantidad dada por pequeña
que sea. -r

Téor. XIX. Si A un circulo se le circunscribe un 
polígono regular qualquiera  ̂ y  despues otro de duplo 
número de lados i í^  elAado de estp último sera mas

É 2 de
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de dos veces menor que el lado del anterior  ̂y  2.̂  la 
sagita del segundo será mas de dos veces menor que 
la sagita del primero y  por lo mismo  ̂ haciéndose 
estas líneas mas de dos veces menores al paso que se 
circunscriben polígonos de duplo número de lados ̂  di-- 
chas lineas podrán llegar á ser menores que qualquier 
cantidad dada por pequeña que sea.

Dem. S e a Z F Z / / . )  un quadrado cir­
cunscripto al círculo, si tiramos las. diagonales ü O , 

y  en los puntos eñ que dichas diagonales cor-< 
tan á la circunferencia, concebimos las tangentes BT.  ̂
N P  &c. , quedará circunscripto el octógono regu- 
lar T B A N P  & c., y  por ser rectángulo en D  el trián­
gulo 5 D Í I , será la hipotenusa , pues al
íngulo recto de un triángulo rectángulo, por ser 
el^mayor^ se le; opone el mayor lado; y  como el 
triángulo A B D  es isósceles , por tener los ángulos 
BDA.^ B A D  una misma medida, que es la mitad 
del arco AcD.¡ B D  zz B A ,  y  por lo mis-̂
mo B R  > B A  j por la misma razón tendrémos tam­
bién M N  >NA^ y  sumando ordenadamente será BR-h 
M N >B A -^N A ', pero BA-\-NAzzNB, y  B R + M N — 
MR~~=NB; \ixego \a. desigualdad de ántes se convertirá 
tn M R —‘N B > N B , ó añadiendo á ámbas cantidades

\z N B   ̂ será M R > 2 N B  , ó dividiendo por 2,-—  >

^ B <  — - 1 y  como N B  es el lado del oció-N B , ó

gono , y  M R  el del quadrado , se sigue que el lado 
del octógono es mas de dos veces; menor que el lado 
del quadrado j y  como .si fuésemos circunscribiendo 
polígonos de duplo número de lados, demostraría­
mos del mismo modo que á cada operación iría sien­
do el lado del polígono mas de dos veces menor, 
podíamos hacer que dicho lado fuese menor que-

qual
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qualquier cantidad dada por pequeña que fuese.

2? La B E  , que aquí le llamamos 'sagita del po- 
iigono circunscripto , y  es la diferencia que hay en­
tre el radio obliquo del polígono circunscripto y  
él radio recto del polígono inscripto del mismo nú­
mero de lados, por componerse de cE — D s y de 
Be , que cada una se va haciendo mas de dos ve­
ces menor, á medida que se circunscriben é inscri­
ben polígonos de duplo número de lados , también 
se irá haciendo mas de dos veces menor , y  por lo 
mistúo podrémos hacer que sea menor que qualquier 
cantidad dada.
< En efecto, de la cE—Ds , ya lo; hemos manifes­
tado en el teorema antecedente, y  así lo que nos 
falta demostrar es >que -Sí? , diferencia entre el radio 
obliquo del. polígono circunscripto, y  el radio del 
círculo ó radio recto del mismo polígono-^ es mas 
de dos veces menor que D i l , diferencia entre el ra=̂  
dio obliquo y  recto del de un subduplo número de 
lados j para esto, baxando la Z)/ perpendicular/á Cd, 
será paralela á R a, y  por lo mismo el triángulo CaR^

_ ^ _ C R ‘ 1 i
dará Cd : CR n la i D R  zz , y  por ser el arco

aD  la mitad del AD a  , será D /  semilado del qua- 
drado inscripto , y  poî  lo mismo la — D S  i'luego
- CR.DS
substituyendo este valor, será D R 'zz  XCa

X
Ca

C R  . D S. Considerando tirada también la es per­
pendicular á C D  ,  será paralela k B D  \ y  el trián-

guio CDB  dará CD  t CB it Ds : cB cc — ....

■ ^ .C B . D s ; pero en este valor de cB entra como 

factor Ds , que es mas de dos veces menor que DS^ 

y  ademas el otro factor - ^ . C B  es menor que......
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. C R , porque los denominadores son iguales, y

CB  es menor que CR  , luego el valor de Be será 
mas de dos veces menor que el de D i i  ; luego á ca­
da circunscripción de polígono de duplo número dé 
lados vamos haciendo á la diferéncia entre el radio 
obliquo y  recto, mas de dos veces menor , y  por 
lo mismo llegará á ser menor que qualquier canti­
dad dada por pequeña que sea. Luego- &c.

Prob. IV. Dadú un polígono regular inscripto en 
iin círculo , circunscribirle otro del mismo nümefo de 
lados , y  hallar el valor del lado de este último.

Res. y  dem. Sea abcdef {fig. XIX.) el polígono pro­
puesto i tírense los radios obliquos Oa , Ob & c .,  le­
vántense en los extremos de estos radios las pei pen- 
diculares .¿íF, BA^ CB  & c ., y  el conjunto de estas 
perpendiculares, que son tangentes del cíteCío abedef.̂  
por ser perpendiculares al extremo del radio , for­
marán el contorno del polígono.

En efecto los triángulos a A b , hBc &c. son todos 
iguales é isósceles, porque ios lados ab .,bc \ cd Scc. 
son iguales por el supuesto , y  los ángulos Aob^Aba, 
Bbc &c. formados por estos lados iguales, que sori las 
cuerdas de los arcos iguales a b b e  y  por las
tangentes , AbybB son. también iguales ( B. 
,^62}; luego 1.® aAb zzbBc^y 2.° a A z z  Ab — bBzsz 
& c ., de donde sale también A B —2 Ab.¡BC—2Bc &c.j 
y  por consiguiente A B  z~BC— CDz:zS>Lc.r luego el 
polígono, teniendo sus lados y ángulos iguales, será 
regular como sé pide.

Para hallar el valor :dél lada:!yá!S del; polígono 
circunscripto , probarémos que por ser el ángulo OaA  
recto; y  el OGa también , por ser la aG pérpendi- 
cular á O A  , ios triángulos aGO y  A aO {h. 629), se­
rán semejantes , pues ademas del ángulo récto dicho, 
tienen común el ¡0OG; y  por ser semejantes darán

la-
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lado mediano del triángulo OGa : aiG , su lado me­
nor:: flO , lado mediano del triángulo aOA t aA^six 
lado menor; y  como una proporción no se alteray 
aunque se multipliquen por una misma cantidad los 
conseqüentes, si aquí multiplicamos por 2 á los con­
sequentes el; primero será igual con ah, lado
del polígono inscripto  ̂ y  el segundo cotx A F ,  lado 
del polígono circunscripto ; y  la proporción ’ de ar- ‘ '■ i •'  ̂ ab.aO
riba será OG : ab :: a0 % A F z n  í :y como (Cor.

del Teor. XIII.) O G - \ / O a ^ a G ^  =1

será A F ^
ah . aO

—; y  si al lado menor/3̂  
Q a^^ {\ahY  ̂  ̂ . ... :i- -  J

le llamamos/, al m a y o r y  al radio Or?,/?, ten-.
l . R  ^

drémos L  “

Esc. Los Arquitectos necesitan freqüentemente 
conocer las partes de-un polígono regular inscrip­
to ó circunscripto á un circulo cuyo radio sea co­
nocido ; como una dé las principales miras de da 
Academia es la de proporcionar á los que j se dedp 
can á esta bella Arte los conocimiptos que necesi­
tan , no puedo ménos de contribuir por mi parte á 
un- objetó tan loable j y  así pongo aquí una tabla 
en que están calculadas todas las partes denlos 10 
primeros polígonos regulares inscriptos y  circunscripí 
tos a un círculo cuyo radio es igual con la unidad, 
lo que en muchas ocasionest les excusará hacer cál­
culos fastidiosos. ' -- - — -  ̂ -

Ta-
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Tabla en que están calculadas las partes de los lo  
primeros polígonos regulares inscriptos y  circunscriptos 

á un círculo cuyo radio sea la unidad.
’ , V '.T.. y  - V

Lado. Perím, Rad. ohl. Rad-rict. Superf..

Triáng. iascrip.... 1,7321 5,1962 1,0000 0,5000 1,2990
Triáng. circuas... 3,4641 10,3923 2,0000 1,0000 5,i9<5%
Quad. inscrip......  1,4142 4,6569 1,0000 0,7071 2,0000
Quad. circuns...." 2,0000 8,0000 1,4142 1,0000 4,0000
Peni, inscrip........ 1,1756 5,8779 1,0000 0,8090 2,3776
Pent. circuns....... 1,4531 7,2654 1,2361 1,0000 3,6327
Exág. inscrip.......  ,1,0000 6,0000 1,0000 0,8660 2,5981
Exág. circunsi,..., 1,1547 6,9282 1,1547 1,0000 3,4641.
Ept.'inscrip.........  0,8678 6,0744 1,0000 0,9003 2,7345
Ept. circuns........  0,9631 6,7420 1,1099 1,0000 3,3710.
Octóg. inscrip..... 0,7654 6,1229 1,0000 0,9239 2,8284
Ocíóg: circuns..,. 0,8284 6,6274 1,0824 1,0000 3,3137
Eneág. inscrip.,... 0,6840 '  6,1564 i,oooo 0,9397 2,8925
Eneág. circuns,... 0,7279 6,5515 -1,0642 1,0000 3,2757
Decág, inserip,... 056180 6,1803 1,0000 0,9511 2,9389
Pecág, circuns..., 0,6498 6,4984 1,0515 1,0000 3,2492
Endec. incrlp...... 0,5635 ,, 6,1981 1,0000 0,9595 2,9736
Endcc. circuns.... 0,5873 6,4598 , 150422 1,0000 3,2299
Podecág. inscrip. 0,5176 6,2117 1,0000 0,9659 .3,0000
Podecág. circuns. 0,5359 -6,4308 1,0353 i>oooo 3,2154

í ' ' Quando por medio de esta tabla se quiera venir 
en conocimiento de una parte qualquiera» de un po­
lígono regular inscripto ó circunscripto á un círculo 
cuyo radio sea diferente de la unidad , se formará 
la siguiente proporción;, t

I : al radio que se da :: la parte de polígono que 
se halla en la tabla ; es á la que se busca correspon­
diente al radio dado.

Si es la superficie la que se busca, entonces el
‘ i  se-
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segundo término será el quadrado del radio que se da.

Si conociendo el valor de una parte qualquiera 
de un polígono inscripto ó circunscripto , se quiere 
encontrar el radio del círculo á que corresponde, se 
formará la siguiente proporción.

La parte que se encuentra en la tabla : al valor 
de la que se da n i : al radio del círculo que cor­
responde , si no es superficie la parte que se da, que 
entonces este quarto término será-el quadrado del 
radio.

Como en estas dos proporciones hay un término • 
que es ia unidad , resulta que para hallar una par­
te qualquiera de un polígono, siendo el radio de cír­
culo diferente de la unidad, no hay mas que muU 
típlkar el valor de dicha parte que se kalla enlata^ 
bla^ por el del radio i y  para hallar el radio, quan­
do se conoce el de una parte , se divide el valor dâ  ̂
do por el que se halla en la tabla. Por exemplo í si 
quiero averiguar el lado del pentágono inscripto en 
un círculo de ú̂b va.dio y tendré que será igual
á 1,1756 X 47 =: 55^2532 pies. Y  si quisiera averi- 
guar el radio de círculo que corresponde á un- ep­
tágono , cuyo lado es de 35 pies , sacaré que es igual

Teor. XX. S i en un circulo se inscribe y  circuns- 
cribe un polígono de un mismo númerô de lados  ̂ytdes-- 
pues se inscriben y  circunscriben otros de duplo náme-̂  
ro de lados , y  asi sucesivamente, la diferencia entre 
el perímetro del circunscripto y  el del imcripto lle  ̂
gUrá á ser menor que qualquier cantidad dada por ps-̂  
quena que sea, \ r

Dem. Por ser semejantes-los polígonos regulares 
de un mismo número de lados j se sigue que los pe­
rímetros serán proporcionales á los radios rectos y  
obliqiios ; luego si al perímetro del octógono {fg-  

® F X V IIL )
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X V n i )  aTBN  &c, circunscripto, le llamamos P ,  
y  al del octógono inscripto p ,  estos perímetros se­
rán como sus radios rectos; y como el radio recto 
del octógono circunscripto es Í7D  , y ‘el del inscrip­
to es Cs , tendrémos P i  p xi CD  i Cs  ̂ j  dividiendo 
será P — p ' P  ”  CD-^Cs : CD  ; de donde sale

P{CD-^Cs) P . D s ' -  , '
P ^ p  -Z • ^ ~ C d ~ ’   ̂ la sagi­
ta del polígono inscripto , y  ésta á cada vez que se 
inscribe un polígono de duplo numero de lados (Teor. 
XVIII.) se va haciendo mas de dos veces menor, es 
claro que por ser la diferencia de los perímetros el 
producto en que entra por factor dicha sagita (Gor. 
del Teor, I V .) se irá haciendo mas de dos veces me­
rior , y  al cabo de cierto tiempo llegará á ser menor 
que qualqliier cantidad dada por pequeña que sea.

Gor; De acuí sé infiere que si la diferencia que 
‘ hay entre el perímetro del polígono circunscripto y  

er inscripto, podemos hacer que sea menor que qual- 
qúier cantidad dada , con mas razón podrémos cir­
cunscribir ó inscribir un polígono al círculo, en que 
la diferencia entre el perímetro de upo ú otro , y la 
circunferencia sea menor que qualquier cantidad da­
da por pequeña que sea ; pues como la circunferen­
cia ( Gor. I. del Teor. X I.) es mayor que el períme­
tro del polígono inscripto, y  (Cor. II. dél Teor. X ll.) 
menor que ef deh circunscripto , al acercarse estos 
perímetros el uno al otro , se acercarán con mas ra­
zón á la circünferencia ; y  si la diferencia entré di­
chos perímetros podia ser tííenor qué qualquier can­
tidad dada, con m.as razón la diferencia entre el 
perimetro de uno de los polígonos , y  la circunfe­
rencia , llegará á ser menor que qualquier cantidad 
por ■ pequeña'que sea. . ........ '

Teoti XXI. Las cifcttnfer'encia,s de los dtcnlos son 
somá Sus radios é diámetros,.

Dem.
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Dem. Pues que los perímetros de dos polígonps 
regulares de un mismo número de lados , inscrip-- 
tos ó circunscriptos á los círculos, son siempre co­
mo ios radios de dichos c írcu lo ssi llamamos P,P^ 
los perímetros de dos polígonos circunscriptos, y  i l , i l ­
los radios de los círculos a que lo están, tendrémos

P R
p  ’.W  V. R : B !  , 6\q que es lo mismo y

como los radios no varían , indica esto que la relar 

cion es constante. Si llamamos C, C ' las circun­

ferencias de los círculos á que están circunscriptos 
los polígonos ,• tendrémos aquí dos cantidades varia­
bles P , ‘P ' que se pueden acercar á las otras, dos C,C  ̂
( Gor. de Teor. X X .) tanto como se quiera , y  cuya 

P R
relación “57 — es constante j luego en virtud de!

de donde sale C  iTeor. V il. será

P' ~  R'
—  A  -  A

p' ~ .R ' ~‘ a  5 
C  R  i R' n 2R  : 2R' :t D t  D ' , es decir que las 
circunferencias son unas con otras como sus radios 
6 diámetros.

Cor. i. De aquí se infiere que la relación que la 
circunferencia tiene con el diámetro es la misma en 
todos los círculos j y  que por lo mismo, si cono­
cemos la relación que el diámetro D  tiene con su 
circunferencia C , hallaremos la circunferencia C 'cor­
respondiente á otro diámetro qualquiera D ',  diciendo 
^  C . D'
D i C i i D ' t C ^  jr> * . o

Cor. II. También se infiere qde una, vez que las 
cifcünferencias tienen la misoia razón que sus diá̂  
metros, y  una razón no se altera, aun qúando se 
partan por un mismo número sus dos términos, s» 
dividimos por 2 , por 4 , y  en general por n,  ía pri- 

' F 2  " , ' níé-
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c o

mera razón de Cs C ' D  5 Z)', quedará en ~

C ' O . C O
D  ’. n  j —  * — : Z)V y en general que—  : —  n

D x  B \  lo que nos dice que también las semicir­
cunferencias, quadrantes de circunferencias, y  en ge­
neral los arcos de un mismo número de grados ,  
qiie son los que- se llaman semejantes , también tie­
nen la misma razón que los diámetros y  radios- 

Prob. V . Hallar la relación aproximada del diá­
metro á la eircunferencia.

Res, y  dem. Siendo el lado .del exágono igual al 
radio del círculo, si se^toma por unidad este radio, 
el perímetro del exágono inscripto será 6 , y  la ex-

l .R
presión;( Prob. IV . ) L  — - ___ ____ r nos dará en

V r ^— í̂ I ) \
este rnismo supuesto para el lado L  del exágono clr-
■ I . r .. . i_ r ■
eünscripto él valor L ~ -

% _i ■
V

€4 ; ,,, y 4™I 1 / 3

y  el perímetro del exágono circunscripto, será :

luego la circunferencia del círculo, siendo el radio 
igual con la unidad 3 será mayor que 6 , y  menor

12
que — 3 y  si circunscribimos é inscribimos poli-
' .... V  3
gonos de mas lados,,  tendremos valores  ̂mas inme­

dia-
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diatos, por lo que para hallar la circunferencia inserí- 
birémos y  circunscribiremos polígonos' de un gran 
número de lados; y  como la diferencia entre los perí­
metros de. éstos va disminuyendo á proporción que 
va siendo mayor el número de lados , con mas ra­
zón disminuirá la diferencia entre el perímetro de 
uno qualquiera de ellos , y  la circunferencia, y  así 
lo haremos por medio de la fórmula (Prob» IIL )

l / T  —  que en nuestro caso, por ser

A B  lado del exágono ~  i , se convierte en B C ~

V ^4 —  I 3 =  1,720 &c. 5 y  como añadiendo

2 ,al valor de esta apótome , y  extrayendo la raíz 
quadrada , tendremos el valor de la apótome y  
añadiendo 2 ,  y  volviendo á extraer la raíz quadra­
da , nos vendrá el de B "C , resulta que si a BC^ B  
B "C  las llamamos n , d ‘ , a'“ & c ., por ser la a 
inicial de apótome. y  á los lados del polígono corres­
pondiente , / , l'\ 1“' tendremos los valores, con­
tenidos en la adjunta Tabla»

Ese.
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Esc. El primero que sacó aproximadamente la re­

lación del diámetro á la circunferencia fuá Archime­
des ; pues demostró ( Archim. Op. prop. II. de Gire. 
Dim. ) que siendo el diámetro igual con i  , la cir­
cunferencia era menor que 3 Í ,  y  mayor que 3í t > dé 
dónde tomando el primer valor aproximado de la cir­
cunferencia, resulta. D : C:: i :  gf-- ::7:22. Adria­
no Meció da por relación aproximada la ae 113 ’ 
que es muy fácil de retener en la memoria, 'porqué 
no hay mas que poner repetidos los tres primeros 
números impares, de lo que resulta que los tres gua­
rismos primeros de este conjunto expresarán el d.iá- 
m etro, y  los otros tres la circunferencia, Ludolpho 
Van=Geulen la sacó con, 33 guarismos decimales j y  
Lagni , en las Memorias de la Academia de Cien­
cias de París año de 1719? la presentó con 127 
guarismos decimalés exactos. Hay otra relación del 
diámetro á la circunferencia , que es la de 1230: 
3927 , encontrada por los Ingleses en una obra de 
los Bramanes de la India, que es mas exácta, y  tie­
ne visos de ser mas antigua que la de Arquimedes. 
Como esta relación es el principio de donde dima­
nan todas las fórmulas que presento en estas Adi­
ciones 5 y  es una cosa hecha por pocos , pudiera 
suceder que se hubieran equivocado j y  así, para no 
exponerme á edificar sobre débiles cimientos, me 
tomé el trabajo de calcular dicha relación , y  la he 
sacado como se vé en la tabla con 17 guarismos 
exáctos. Mas por si en algún caso no bastase esta 
aproximación , he calculado por'las series con los 34 
primeros guarismos decimales exáctos , la de i : ....
3,14159263358979323846264338327950285587.

Cor. Una vez que siendo el diámetro i , la cir- 
cunfetencia es 35141592653589 & c ., y  que (Teor. 
XXII.) las circunferencias son proporcionales con sus 
diámetros, si llamamos C  á la circunferencia que

tie-

■ f
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tiene por diámetro P , tendrémos, tomando los diez 
primeros guarismos

2 .: 3,1415926536 P  : C  _ --------- ----- —  - ....

3,1415926536.P.
Si en vez de P  substituim.os su valor es de­

c ir , dos veces el radio , será también el valor de la‘ 
circunferencia con relación al radio,

C  =Z 3,1415926536.2R —  6,2831853072 X R.
Si dada la circunferencia quisiésemos hallar el 

diámetro, invertiríamos la proporción de arriba, y sería

3,1415926536 ; I  u C : P = :
i . C

3,1415926536

X C  =: 0,3183098862. C j
3,1415926536

Y  si quisiésemos hallar el radio, dada la circunfe® 
rencia, tomaríamos la mitad del diámetro , y  sería

^  ^  f l _ ° ,34 8.3° 988! i £  ^  o ,rs9 iS4943r .  C
2 2 ’

Prob. VI. Dada la circunferMcia ̂  diámetro ó radio 
de un circulo y y  jel número de grados o-e un arcó ^recti~ 
ficar dicho arco j ó lo que es ¡o mismo  ̂ hallar quanto 
coge tendido en plano.

Res, y  dem. Una Vez que { Cor. II. del Teor. XXL) 
ios arcos son proporcionales con las circunferencias 
á que corresponden, si llamamos G el número de 
grados del arco , y ¿  la longitud de dicho arco des­
pues de rectificado , la razón que tenga 360° ,que 
es el valor de toda la circunferencia con G , nú­
mero de grados del arco , esa misma tendrá la lon­
gitud de toda la circunferencia, con la longitud L  
dfel arco que ..buscamos ; y  por lo mismo tendremos

es-
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G . C
esta proporción 360 : G : t C i L = :

G k C zz 0,0027777778 . G . C .
Si en vez de C  substituimos su valor con rela­

ción al diámetro sacado en el Cor. antee- , será con 
relación al diámetro

_G.C__G-3,1415926136.I> _ 3 ,1415926536 
“ 360”  3Ó0 _ 360 ’ ’

0,0087266463. Z). G ;
y  si en vez de D  substituimos su valor 2R , será con 
relación al radio,
L  — 0,0087266463. 2 R .  G =  0,017453292^ . R  G.

Prob. VIL Dada la circunferencia , diámetro ii ra-- 
dio de un círculo, y  la longitud de un arco qualquie- 
ra , hallar el número de grados de dicho arco.

Res- y  dem. Si permutamos la proporción dol

Prob. V I ., será C  % L  it 360° : G re — —  , que es

el número de grados del arco con relación.á la cir- 
s cunferencia ; pero si en vez de C  substituimos su va­

lor con relación al diámetro (Cor. del prob. V  ) ,será
— 360 , L  360 . L
G cz --------------

560
3,i4t592Ó536.D 3,1415926536 D

1 1 4 , 5 9 1 5 5 9 0 2 6 2 . ,  y  si en vez de Z> substitui­

mos su valor 2R  , será

G z: 114,5915590262. ~  =
2R R

VIL
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V IL

L o  que sigue se debe estu diar despues de la pra^  

posición que en e l capitulo de la  medición de-las  

superficies { B .  665) concluye : síguese que la su­
perficie del poHgono regular,

Teor. XXII. La difierencia entre la superficie del 
polígono circunscripto á un círculo , y la del polígono 
inscripto del mismo número de lados se puede hacer 
menor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea, 

Dem. Si llamamos P' la superficie del polígono 
circunscripto, p' la del inscripto j -P ? P sus períme­
tros j y  ü ,  r sus radios rectos , tendrémos (B. 664)

T)>—  — V p> — — i formando proporción con estas

dos equaciones, será P' : p "  — “  : -r—v.P,Rip,r,

Y  como en una razón compuesta se puede subs­
tituir (B. 272) en vez de una de las razones simples, 

.. cualquiera otra igual con ella , se sigue que si en la 
última razón de la proporción de arriba en vez de 
la razón P  : p ,  substituyo la de i l  t r , que es igual 
con ella, porque todos los polígonos regulares de 
un mismo número de lados son semejantes, y  sus 
nerímetros tienen la misma razón que sus radios rec» 
tos, tendré F  ip'u P . P :  r . r  :: 1 r - ;  y  dividien­
do , será P ' - -  p[ • • R  5 de donde sale
p>_; pero sea qual fuere el p^

lígono circunscripto, su radio recto siempre es igual 
al radio del círculo , y  este , por exemplo, L U  {fig. 
XVIII. ) es igual al radio recto Cy del ^ 1“
cfipto mas la sagita ¿'D, se sigue que sLá la 
sD  la llamamos í  , una vez q u ^ l  radio-recto,.dei
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inscripto le hemos llamado r , seráR  — r-¥-s , y R̂ -=z 
r^+2rj4-í*; y  substituyendo este valor de tn el 
numerador de la expresión de arriba, será —p'  =

+ ars + f») _  P(2rs + s‘‘ ) P.j. (ar+j)
R-̂ i y

como s , que es la sagita, es un factor que le pode­
mos hacer menor que qualquier cantidad dada (Teor. 
XVIII.), se sigue que también podemos hacer menor 
que qualquier cantidad dada, todos los productos en 
que entre ( Cor. del Teor. I V. ) ,  y  por lo mismo po­
demos hacer que la diferencia P'-—p' de las superfi­
cies de dichos polígonos sea menor que qualquier can­
tidad dada por pequeña que sea.

Cor- Si la diferencia entre la superficie dél polí­
gono circunscripto é inscripto , se puede hacer me­
nor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea, 
siendo la superficie del círculo mayor que la super­
ficie del inscripto, y  menor que la del circunscrip­
to , se sigue que co.n mas razón podremos hacer que 
la diferencia éntre la superficie de uno de estos po­
lígonos , y  la del círculo sea menor que qualquier. 
cantidad dada por pequeña que sea.

Teor. XXIIL La superficie del círculo es igual al 
producto de la circunferencia por la mitad del radio^
2 c . R ^
O a 2 ’  ^  circunferencia, jyR al radio,

Dem. Una vez que el perímetro del polígono cir­
cunscripto , á medida que se va aumentando el nú­
mero de lados  ̂ va acercándose al valor de la cir­
cunferencia, y  que podemos hacer que la diferencia 
que haya entre los dos (Gon del Teor. antee.) sea 
menor que qualquier cantidad dada por pequeña que

sigue que podremos hacer que —̂ , que es

la superficie del polígono circunscripto, se acerque 
■ tan-
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tanto como se quiera á-
C.R

j y  como
P . R

Sí

a ' - ¿ -» q ü e^
ía superficie del polígono, al mismo tiempo que se

 ̂ C Raproxima á.------j se acerca al valor de la superficie

del círculo, también se sigue que podemos hacer que

?  ‘ se acerque á — —̂ ) y   ̂ superficie del cir“

culo á un mismo tiempo tanto como queramos, y  
por lo mismo podremos hacer que la diferencia que

^ ‘ ^  lleve á i r , y  á la superficie del círculo,

sea menor que qualquier cantidad dada ; lueg^ te"»

hemos aquí tres cantidades, uiw variable— ^  , y

las otras dos constantes, á saber — -— , y  la superficie

del círculo, en que la variable se puede acercar á las 
dos constantes á un mismo tiempo tanto como se quie- 
fa; luego en virtud del Teor. VI. inferimos que las dos 
cantidades constantes son iguale^ y  que por lo mis­

mo, superficie del círculo ~  •—~  i luego la superfi­

cie de todo círculo es igual a su circunferencia mul­
tiplicada por la mitad del radio.

C . R la
2 , 
lo que

- Cor. Si la equacion sup. de círc. =:
, sup. de círc. '  C  R   ̂

partimos por 2 , sera . --- ----- ‘  ̂ »

nos dice que la superficie del semicírculo es igual á 
la semicircunferencia multiplicada por la mitad del 
radio j si los miembros de dicha equacipn se dividen
'   ̂ . /  sup. de círc. _por 4 ,  se convertirá en — — — — —  . —  ,ioque

nos dice que la superficie del quadrante de círculo es 
igual al quadrante.de circunferencia multiplicado por
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|a mitad dél radio ; y  si en general, los dos miem­
bros de la expresada equacion los dividimos por 

sup. de círc n r>
sera C '  R . 

 ̂ ~
superficie de una porción qualquiera de círculo, com- 
prehendida por un arco y  dos radios tirados á sus 
extremos , que es lo que se llama sector, es igual al 
arco correspondiente multiplicado por la mitad del 
radio.

Esc. Los Autores de Geometría se han conten-» 
tado con poner la regla que se debe seguir para ha­
llar la superficie del círculo , y  de las figuras que le 
pertenecen , y  no han pasado á determinar lo que 
se debe hacer para que, dada una línea qualquiera 
de las que determinan un círculo , como son el ra­
dio , diámetro, circunferencia, ó un arco con su nú­
mero de grados , se halle su superficie inmediata- 
rnente sin tener necesidad de hacer ninguna opera­
ro n  auxiliar. Por lo que mi Catedrático el Señor

Antonio Varas , cuyo zelo por la instrucción pú­
blica es bien notorio, siempre ha introducido al ex­
plicar la Geometría esta idea feliz , tan propia de la 
sencillez y exáctitud de esta ciencia, como útil y  
ventajo^ en la práctica ; cuyo trabajo es tanto mas 
apreaable, quanto mayores son las aplicaciones que 
de el se hacen á diferentes-asuntos, y, quanto ma­
yor es el tiempo que ahorrai y  así, sus discípulos tie­
nen la ventaja de poder resolver en muy pocos mi­
nutos qiiestiones que , de otro m odo, no lo podrían 
executar en muchas horas , y  sin auxilio de libros, 

iguiendo pues sus sabias é interesantes investiga­
ciones, con la inira de facilitarlas quánto posible sea, 
y  de que los jóvenes sé familiaricen con ellas, he 
calculado una multitud de fórmulas; pero en estas 
Adiciones solo presentaré las que expresan el modo 
de hallar, sin ningún rodeo ,  la §uperficie del circulo,

las
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las de algunas figuras que dependen de él-, y  las de 
la superficie y  volúriien del cilindro, cono y  esfera.

Prob. VIII. Hallar las formulas -para la superficie 
del circulo con relación al radis ~̂ al diámetro y  á Id 
circunferencia. ' .

Res. y  dem. Sup. de círc. (Teor. XXIII.) ;

substituyendo en vez de C  su valor ( Cor. del Prob. 
V .)  3 ,14  &c. D  , será
e 3,14159 &c. P  . i? 3,i4ij&c,. 2Í?. J?
Sup. de circ. rr —------ ----- ----— --------- --------- - —■ 2-0 ^  ’2 -
3,i4i5;9?.6fi;36.^7?.®: lo que nos dice que multiplican- 
do el quadrado del radio por el factor constante
3,141 & c ., hallaremos la superficie del círculo:

Si en vez de R  substituimos su- ’t'a íor—  ̂ en la
equacion de arriba, se tendrá la fórmula con rela­
ción al diámetro, á saber j

$up. de cirq .* 3,141 &C. S ’ = 3 ,14 1

3 , I 4 ^ & c . f = H i l ^ . D . = o , 7 ^ 3 g 8 ^ 4 . Z ) ^
Si en la equacion sup. de círc. rr — -— , substituí

D  ^
mos en vez de il-su valor— - ,  y  luego en vez de D2-
su valor ( Cor. def Prob. V .) d,3i8 &c. <7, tendrémos

Sup. de círc. r-
C . R  C . D C . B

C . 0,3183 &c. C 0,3183098862 f ,  _ ^
----- = - ~ ^ = — -X C -= o,o79577471S.C*._ 4—_. . . _

Prob. IX. Daddi las circunferencias los diámetros 
é los radios, hallar la superficie de la corona.

Res. y  dem. Gomo la superficie de la corona es 
igual á la del círculo m ayor, menos la del menor,

si
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si llamamos c, d^r á la circunferencia , diámetro y  
radio del círculo menor , y  hacemos uso de las fór­
mulas del Prob. antee. , será 

.Sup. de la coroná — sup. de Círc. grande —  sup. de 
círc. pequeño ~  0,07̂ 9 &c. C* —  0,079 &c. rz .......
P>07957747*5-(^''“ ^")=^>°7957747i 5-(^+^);(^~^)» 
porque siempre podemos poner en vez de la diferen­
cia de dos quadrados la suma de las raíces multipli­
cada por su diferencia.

Sup. de-corona sup. de Gire. —  sup. de circ.zi: 
o; 7853 &e. Xj*“— '0, 7853 &c. 78.53981634 •
( — 0,7853981634.  (D-^d). (-D— flí).

Sup. de corona — sup. de Círc. —  sup. de círc. ri: 
3 ,14I,&g,S;*-t̂ ,  141 & c.r"= 3,3415926536. 
3 , 1 4 1 5 9 2 6 5 3 6 .  ̂ ^

Prob. X. Dadü el radió, diametro o circunferen­
cia de :un circulo ^y el numero de grados del arco de 
un sector hallar su superficie.

Res. y  dem. Como la superficie de un sector e.s 
( Cor. de Teor. XXIII.) igual á la longitud del arco 
multiplicada por la mitad del radio , si en vez de la 
longitud de dicho arco, ponemos su valor (Prob. VI.) 
con relación al radio, tendrémos

Sup. del sector =: longitud del arco X —  =  ¿....... .
 ̂ R R

0,0087266463 G. D . ■ ~:o, oo87266463.271.G.— ^

— 0,0087266463.6.71*.
Si en vez de R  substituimos su valor —  9 ten-

drémos la fórmula con relación al diámetro , y  será 
Sun. de sector m o,00872 &c. G .ií*— 0,00872 Scc.Gx
. A \ o . ó-.,iC/cy  2) -
í —  J rr: 0,00872 &c. G .

_^̂ 0,0087266463
G.D =

4  ■ 4
0,0021816616. G •

Si en vez de L  substituimos su valor ( Prob. VI.) 
0,;00277 &c. G .C  i Y luego en vez d e e l  suyo
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0,1^91^49431 .C(Cor. de Prob. V . ), tendrémos para 
la superficie del sector una fórmula en que no éntre 
rp3s que la circunferencia y  el número de grados del 
arco; la qual será

R
Súp.de sector—i .  del arcox— z:o,0027777778. G .C x  

-  0,0027777778. GíCx:;..........™...,.
ÓÍÓ7957747I5. 0  =  0,0027777778.0,0795774715» 
(5 . C . C  — 0,0002210485. G.C*.

Cor. Como la superficie del segmento es igual á 
la del sector, menos la del triángulo, si de dicha su-

perficie quitamos —— j qüe es la superficie de dicho

triángulo , tendrémos la superficie del segmento: 
por ahora no podemos conocer el valor de la cuer­
da del arco, que es la base del triángulo , ni tam­
poco su altura ; pero mas adelante se verá que la 
superficie de este triángulo está representadá, llaman­
do G al número de grados del arco , por sen. f  G. 
eos. fG .

VIII.
L o que sigue se debe estudiarjdespues de la 
proposición que en e l  capítulo del prisma y me 
dición de su superficie [B. >̂ 2%) dice i D e aquí 

inferimos: I.® que quando un prisma , & c.

Teor. XXIV. : *S'i fircunscriben al
circulo , qm sirve, ds .base alcilindro  ̂ pol̂  ̂ re­
gulares de im-.mismo número de lados i y  por los. vér­
tices de los ángulos se tiran rectas paralelas al exé 
del cilindro, .̂juntando sus extremos superiores por otras 
rectas, se formarán dos prismas  ̂uno inscripto y  otro 
circunscripto’ al cilindro propuesto ; y  se podrá hacer 
que la diferencia entre la superficie del prisma cir-

cuns-
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cmscript'o y  la del inscripto sea menor que qualquier 
cantidad dada por pequeña que sea.

Dera. Las rectas ad., bb' {fig. X X  ) elevadas pa-̂  
ralelamente á 00 ' ,  y  por consiguiente perpendicu­
lares al plano abcdef, estarán en 1̂  superficie del 
cilindro , pues que los rectángulos aOO'a',.,_ bOO'b* 
son iguales .al^rectángulo generador ; y  conao la su­
perficie .lateral de un prisrna recto (B. 728 ) es igual 
ál producto 'dér perírnetró de su base por su altu­
ra , y  aquí los dos prismas tienen una misma altu­
ra , que es el lado del cilindro, se sigue que si al 
.perímetro de da .- base del circunscripto, le llamamos 
P  , y  ai de la del inscripto p , y  á.̂ la altura le \\a.~ 
mariios 2f , pol̂  set inicial del lado dél cilindro , la 
superficie del circunscripto será P . i  j y  la del ins­
cripto p .L   ̂ y  la diferencia entre estas superfi­
cies será. -

y  como P —p , siendo la diferencia entre los períme­
tros de los polígonos de las bases, podemos hacer 
( Teor. XX.) que sea menor que qualquier cantidad 
dada, se sigue que también podemos hacer menor 
que qualquier cantidad dada, por pequeña que sea, 
la diferencia entre la superficie del prisma circuns- 
cripm y la del inscripto j pues en esta diferencia en­
tra como factor una cantidad que puede llegar á 
ser menor que qualquier cantidad dada.

Cor. De donde se infiere que, siendo la superficie 
'del cilindro maydr que la superficie del prisma ins­
cripto , y  menor qiíe la del circunscripto , con mas 
razón podremos inscribir ó circunscribir un prisma 
á un cilindro, en que la diferencia entre la superfi­
cie del prisma y  la del cilindro sea menor que una 
cantidad dada por pequeña que sea.

. En efecto la superficie convexa del cilindro es 
mayor que la lateral dei prisma inscripto j pues si

lia - .
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llátnanios P  al perímetro de la base del prima ins« 
cripto de un número de lados expresado por « ,  é 
inscribimos otro prisma de duplo número de lados¿ 
la superficie de éste será mayor que la del anterior  ̂
pues siempre será igual al perímetro de su base mul­
tiplicado por el lado del cilindro , y  como hemos 
manifestado (Cor.L del Teor. XI.) que de muchas figu­
ras inscriptas er) una misma curva , qual es aquí la 
circunferencia del círculo de la base del cilindro, la 
igue tiene mayor número de lados, es la que tiene 
riiayor perímetro , no hay duda en que aumentan­
do uno de los factores , ha de aumentar el produc" 
to , y  por lo mismo la superficie de este último pris* 
ma será mayor que la del prisma primitivo.  ̂ -

Ademas , como un prisma tiene tantas aristas 
como lados el polígono de su base , y  estas aristas 
hemos probado en el Teorema antecedente , que 
están en la superficie convexa del cilindro, se si­
gue que por* tener el prisma d.e n lados ,  n líneas en 
la superficie del cilindro , y el de duplo número de 
lados, duplo número de líneas en la misma superfir 
cié convexa, la superficie lateral del prisma de duplo 
número de lados, se acerca mas á la convexá del 
cilindro , quería del prisma anterior de n lados; y  
como si volviésemos á inscribir otro prisma de duplo 
número de lados j demostraríamos del mismo modo 
que la superficie de éste sería mayor que la del an­
terior, y  que se iba aproximando mas á la superfi- 
cié del cilindro , y  así sucesivamente , se sigue que 
tenemos aquí'dos cantidades., una variable , que es 
la superficie del prisma que vamos inscribiendo , y  
otra constante , que es la del cilindro , en que la 
variable al paso que crece, se acerca á la constan­
te j luego en virtud dei Teor. I- la constante es ma­
yor'que la variable í y  como la constante es la su­
perficie convexá del c ilin d ro ,y  , la variable la supera 

: -T  H - fi-
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ficie lateral de qualquier prisma inscripto en él, in» 
ferimos que supusimos arriba muy bien, que la su­
perficie convexá dei cilindro era mayor que la la­
teral del prisma inscripto.

También supusimos que la superficie convexá del 
cilindro era menor que la lateral del prisma circuns­
cripto ; en efecto, llamando P  al perímetro de la 
base del prisma circunscripto , y  L  al lado del cilin­
dro á que lo está; la superficie lateral de dicho pris­
ma ( Teor. antee.) será P . L  \ si circunscribimos á 
la base del cilindro un polígono de duplo número de 
lados , el perímetro de éste ( Cor. II. del Teor. XII.) 
es menor qué el del anterior,  y  por consiguiente la 
superficie del prisma circunscripto que tenga . esta 
basé, también será menor que la del prisma anterior; 
y  por tener duplo número de líneas en la superficie 
convexá del cilindro, se aproximará mas á ella que 
la superficie del prisma anterior , y  circunscribien­
do así otros prismas de duplo número de lados, ma­
nifestaríamos del mismo modo que la superficie la­
teral iba disminuyendo al mismo tiempo que se apro­
ximaba á la superficie convexá del cilindro ; de don­
de se sigue que tenemos aquí dos cantidades , una 
variable, que es la superficie del prisma que se cir­
cunscribe , y  otra constante , que es la superficie 
convexá deT cilindro j  en que la variable al paso que 
mengua se acerca á la constante; por lo que (Teor. 
I I .) la constante será menor que qualquier valor de 
la variable ;  luego supusimos muy bien que la super  ̂
ficie convexa del cilindro era menor que la lateral dé 
qualquier prisma circunscripto á  él.

Teor. XXV. La superficie convexa del cilindro rec-> 
to es igual al producto de la circunferencia de su base 
por su lado; es decir, que si llamamos L  al lado del 
cilindro rectô  y  C á la circunferencia de la basê  será 
superficie del cilindro recto ~ C ,  L .

Dem.
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Dem. Si. señalamos con P  el perímetro del pris» 

ma circunscripto, una vez que su altura es el lado 
del cilindro, será su superficie igual á P.Z-; y  cómo 
P  se va acercando á C á  medida que se aumenta el 
número de lados ( Cor. del Teor. XX. ) , y  en el mis­
mo tiempo ( Cor. del Teor. XXIV. ).la superficie del 
prisma circunscripto se acerca á la superficie del ci­
lindro , se sigue que tenemos tres cantidades, una 
variable P . Z/  ̂ y  las otras dos constantes  ̂ a saber j 
la superficie verdadera del cilindro , Y ¿  3 cii qué 
la variable se acerca al mismo tiempo a ambas tanto 
conio se desea j luego dichas dos cantidades constan­
tes (Teor. V L ) serán iguales ; y  tendrémos ; superficie . 
de cilindro recto — C . L .  Luego la superficie del cilin­
dro recto es igual á la circunferencia de la base multi­
plicada por el lado; y  como éste es igual con la altura  ̂
se sigue que también podemos decir, haciendo igual a 
A  la altura, que superficie de cilindro recto =  C . A ..

Cor. I. De aquí se infiere que si en vez de C  subs­
tituimos su valor (Cor. del Prob. V .)  
tendrémos ^

Sup. de cil. recto ~  C - A  —  3? *4 5̂9^^53® •
Cor. II. Partiendo por 2 , por 4 ,  y  en general 

por «4 los dos miembros de la equacion sup. dé 
cil. recto —• C . A , demostraríamos que para hallar 
la superficie del semicilindro, se habla de multipli­
car la semicircunferencia por el lado ú altura; para 
hallar la del quadrante de cilindro , multiplicar el 
quadrante de circunferencia por la altura , y  en ge­
neral para hallar la superficie de un sector cilindrico 
multiplicar el arcó pot la altura ; de nwn^a que 
si en vez del arco ponemos sus valores ( Prob. V I .), 
tendrémos con relación al diámetro

Sup. del sector cilindrico ~  arco. altura — .....
0,0087266463. D . G. ..¿í,

Con relación al radio -  „ '
- H 2 Sup.
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Sup. de sector cilindrico — arco. altura z r ..........

o,0174532925; '
y  con relación á ia circunferencia,

Sup. de sector cilindrico — arco. altura = ....... ..
0,0027777778,

‘ ■ ■ -IX. y.
Lo que sigue se debe estudiar despues de /«* 
proposición que en el capítulo de la medición de 

los prismas j dicei i.° Si el prisma es recto, 
su solidez será igual &c.

/  Teor. XXVL A  un cilindro recto se puede inserid 
hir y  circunscribir un prisma  ̂ tal que la diferencia, 
entre el volumen del prisma circunscripto y  el del ins- 
cripto ,̂ sea menor que qualqúier cantidad dada por 
pequeña que sea.
. ^ Dem. Si llamamos R  la superficie de la base del 
prisma circunscripto, y  p la del inscripto , la al? 
tura del cilindro , que es la misma que la de los dos 
prismas, será por la proposicionantecedente (B. 732) 
R . A  ^  volumen del prisma circunscripto ; y  p.,.^el 
del inscripto , y  la diferencia entre estos volúmenes^

■ , R .A ^ p .A z = z A .( R — p ) {  ,
ry como podémos hacer que R  —  p sea menor que 
qu^qmer. cantidad dada (Teor. XXII.), se sigue (Cor. 
de Teor. IV.) que. también podrémos hacer menor que 
qualquier cantidad dada por pequeña que sea , la dj* 

• ferencia de estos volúmenes ; luego, &c. 
y. Cor, P e  donde se infiere que, que siendo el vo­

lumen del cilindro mayor, que el del prisma inscrip­
tos y  menór que el del circunscripto , podremos coU 
mas razón inscribir ó circunscribir al cilindro un 
prisma 3 en que la diferencia del volumen de dicho

í» -X prisH
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prisma y  la del eilindro , sea menor que qualc^uier 
cantidad dada por pequeña que sea.
_ Como el cilindro está contenido en el prisma cir­
cunscripto , y  el it^scripto lo está en el cilindro , no 
se necesita probar que el volumen del cilindro es 
menor que el del prisma circunscripto, y  mayor que 
el del inscripto; pues para que una cosa esté con­
tenida en otra , necesita ésta ser mayor que la pri­
mera.

Teor. XXVII. E l volüfhen del cilindro es igual á la 
superficie de su base multiplicada por su altura”, es 
decir, que si llamamos C' la superficie de la base 
Á  su altura , será, volumen de cilindro recto z=. C'.A.

Dem. Si señalamos con P  la superficie de la basé 
del prisína circunscripto , será P . su volumen ( B. 
732) j pero hemos manifestado que P  . A  se puede 
ncercar á C . A  tanto como se quiera , pues podemos 
hacer que P  se diferencie de C'' tan poco como quera­
mos (Gor. de.Teor. XXII.); y  como también podemos 
hacer que P . A ,  que representa el volumen del prisma' 
circunscripto, se diferencie del volumen del cilindro 
tan poco como deseemos , se sigue que tenemos aq̂ uí 
ti es cantidades E , A  , C'. A ,  y  el verdadero volumen 
dercilindró, de las quales la variable P . A , sq puede 
acercar á las otras dos constantes tanto como se quie- 
.ra i luego en virtud del Teor. VI. dichas dos cantida­
des serán iguales; luego volúnien de cilindro zz C'. A .

Esc. Del mismo modo'demostraríamos que el vo­
lumen del cilindro obliquo era igual a la  superficie de 
au base por su altura (i).

(1) Visñdo que mis discípulos aprendían coa la mayor 
.docilidad y  aplicación quanto les explicaba , al decirme el ma­
quinista que etftre Jos cuerpos geométricos que sé necesitan 
para formarse idea de lo que representan las-láminas , no me 
podia hacer el cilindro ni cono obliquos ,̂ por̂  haberse conten­
tado ios que is habían encargado semejantes coleeciones con un

' " ' ei-
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Cor. I. De aquí se deduce que si en vez de C\ que 

representa la superficie de la base del cilindro, subs-
ti-

cilindro y  cono rectosá  que habian dado una sección obli­
qua,  no me parecieron acreedores á que abusase de la con­
fianza que en mí tenían , presentándoles tan equivocadas es­
tas primeras ideas ; y  así , me puse á reflexionar sobre el 
asunto  ̂ y  di ai maquinista las siguientes reglas.

Regla gara formar el cilindro obliquo.

Tofneese un cilindró elíptico con una excentricidad tal, que 
si se la multiplica por 14,928 , ó próximamente por i4f% > te- 
suite el exe mayor de la elipse , que ha de ser el diámetro del 
círculo de la base del cilindro obliquo que se ha de formar. 
Unanse con líneas los extremos de ios exes mayores y  menores 
de las bases de este cilindro elíptico; tómese en uno de los lados 
del cilindro que une los extremos del exe menor una parte igual 
con la mitad del exe mayor, y  en otro lado de los que unen los 
extremos de los exes mayores, tómese la quarta parte de dicho 
exe mayor , y  haciendo pasar por éstos dos' puntos y  el otro 
extremo del exe menor, un plano (ó lo que es lo mismo, un 
corte de sierra ) , la sección del cilindro elíptico será un círculo 
que servirá de base al cilindro obliquo. Haciendo pasar otra 
sección parálela á ésta , se tendrá formado un cilindro obli­
quo , que se sostendrá sobre su base siempre que su lado sea 
menor que el duplo del diámetro de la base.

"7 ; Regla gara formar el cono obliquo,

Torneese un cono elíptico en que el exe mayor sea igual 
a 13?- veces la excentricidad que; da el torno , y  cuya altura 
sea io|- veces la excentricidad ; tírense al vértice líneas desde 
los extremos de los exes de la elipse ; tórnese en una de las 
que unen los extremos del exe menor una parte igual á 5I; ve- 
'ces la excentricidad , y  en una de las que unen los extremos 
del exé mayor, una parte igual con q i vecés la misma excen­
tricidad ; por estos dos puntos y  el otro extremo.del exe me­
nor hágase pasar un plano , el qual cortará á dicho corro elíp­
tico , de modo que'la sección sea círculo , y  quedará hecho el 
cono'obüquo que se deseaba. '
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tituimos sus valores ( Prob. VIII.) ? será con relación 
al diámetro
Volumen de cilindro “  C'. y í “ o,7S539^^^34•-®*•-̂ • 

Con relación al radio , volumen de cilindro =  
C . A ~  3,14151926536. R \ A.

Con relación á la circunferencia: *
Volumen de cilindro “ C '.^  ~  0,07957747^5

Cor. II. Si se nos pidiese el volumen de una coro­
na cilindrica , que ocurre freqüentemente en la Ar= 
quitectura, no haríamos mas que restar del volumen 
del cilindro mayor el del menor; así es que si de­
signamos con las letras mayúsculas las Imeas del ci= 
lindro: mayor , y  con las minúsculas las del menor; 
una vez que la altura ./í es común para ambos cilin­
dros ,tendrémos con relación al diámetro

Volúmen de corona cilínd. volumen de Cil. -—i 
vol. de cil. rz 0,7853 &c. D \ A  —  0,7853 &c. d,^A"i 

0,7853981634 ,A .{D ^  — d^).
Con relación al radio • '

Vol. de Corona cilínd. rrvol. de Cil. — vol. de ciLn:
3,141 &c. A  —  3 ,141 &c. r*. A  ~ ... ....... ........

3,1415926536 . ^
Con relación á la circunferencia

Vol. de Cor. cilínd. z; vol. de Cil. — vol. de cil. ^  
0,079 C \  0,079 &c. c*. A  =  0,0795774715 .

X . ;
Lo que sigue se debe estudiar despues de la 
proposición que en el capitulo de la pirámide 
y medición de su superficie (B , 7 4 5 .) : Y  co.”

mo la superficie de un trapecio es igual 
. ' al producto , & c.

Teor. XXVIll. A  todo cono recto se le puede inserí-
hlr y  circunscribir una pirámide regular  ̂ de modo que

la
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la diferencia entre la superficie lateral de la inscripta 
j  la de la circunscripta  ̂ sea menor que qualquier canti- 
idad dada por pequeña que sea.

Dem.’ Si en el círculo que sirve de base aí cono 
inscribimos un polígono regular abcd &c. {fig. X X I\  
y  le circunscribimos otro del misáio número de la­
dos, del qual para evitar la confusión, solo repre- 

-sentamos uno de los lados A B  en la figura, y  por los 
-vértices de sus ángulos tiramos líneas al cúspide del 
cono , tendrémos inscripta y  circunscripta al cono 
una pirámide regular 5 y  si llamamos V  al perírnetro de 
la base de la circunscripta, y  p al de la inscripta, una 
vez que la superficie lateral de una pirámide regular 
(B.743. )es igual al perímetro de su base multiplicado 
por la mitad de su apotema  ̂ será la superficie late-

, . . . , , P . S G
ral de la pirámide circunscripta igual a — ——  , pues

p.Sg,.  ̂ - i . P.SG  
S G  es su apotema 5 y  - — ^la de la inscripta; y  —

~  Z l A .  será su diferencia; y  como al paso que se

aumenta el número de lados de las bases de las pi* 
rámides, se acerca P á p ( Teor. XXO, y SG  á Sg, de 
manera que la diferencia entre estas cantidades pue­
de llegar á ser menor que quaiquier cantidad dada ó 
asignable, inferimos que también la diferencia en­
tre dichas superficies podrá ser menor que qualquier 
cantidad por pequeñá que sea : en. efecto la diferen­
cia entre SG  y  puede ser menor que qualquier 
cantidad ; pues cómo la suma de dos lados de un 
triángulo es siempre ( TeoriX. ) mayor'que el terce­
ro , en ehi^G -̂ será i%-+-G¿->d''G  ̂ y  quitando de am­
bos miembros la, cantidad j% ,  seré. Gg > SG— S g , es 
decir, que la sagita es mayor que la diferencia entre 
la* apotema de la pirámide circunscripta , y la de la 
inscripta ; pero la sagita puede llegar á ser menor 

5, , '  que
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m e  qualquier cantidad dada por pequeña que sea; luego 
con mas razón podrá llegar á ser menor que qualquier 
cantidad dadaia diferencia entre dichas apotemas. _ 

Cor. Dé'aquí se infiere que, siendo la superficie 
del cono mayor , que la de la pirámide inscripta, y  
menot que la de la pirámide circunscripta, con mas 
razón'podremos inscribir ó circunscribir á un cono 
una pirámide en que la diferencia entre su superfi­
cie y  la del cono sea menor que qualquier cantidad
dada por pequeña que sea. , ;

Hemos dicho que la superficie del cono era ma­
yor que la de la pirámide inscripta, y  menor que 
la de la circunscripta | en efecto, siendo la ^er-^

ficie de la pirámide inscripta (Teor. ante|̂

inscribimos una pirámide de duplo núm^iPfe lados, 
el perímetro de su base ( Cor. I. dei Teor XI.) sera 
mayor que el de la base del anterior, y por lo mis­
mo su superficie lateral será mayor que la de la pi­
rámide anterior ; y  como esta de duplo numero de 
lados tendrá un duplo número de aristas en la su­
perficie convexa del cono , se acerca  ̂ su superficie 
mas á la del cono que la de la pirámide prirnitiva. 
Siguiendo inscribiendo pirámides de duplo número 
de lados , manifestaríamos del mismo modo que la 
superficie iba aumentando ál mismo tiempo que sé 
aproximaba á la superficie convexá del cono ; lue­
go tenemos aquí dos cantidades, una variable, que 
es la superficie lateral de la pirámide inscripta, que 
al paso que va creciendo , se aproxima a la constan- 

' te , que es la superficie convexa del cono ; luego 
( Teor. I . ) la superficie convexá del cono es m ay^ 
que la, lateral de qualquier pirámide inscripta en él.

Una vez que ( Teor. antee ) la superficie lateral 
. . .  P.SG . .

de la pirámide circunscripta es — ——   ̂ y  que si cir-
I cuas-
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cunscribimos otra pirámide de duplo número de la­
dos del de esta última , el perímetro de su base (Cor, 
II. del Teor. XII.) será menor que el de la base de la 
pirámide primitiva , se sigue que la superficie lateral 
de la de duplo número de lados es menor que la 
de la primitiva ; y  como en la de duplo núméro de 
lados hay duplo número de caras, y  cada cara es 
tangente á la superficie convexá del cono , y  tiene 
por lo mismo una línea;en dicha superficie, se si­
gue que la superficie de esta última , por tener mas 
líneas en k  superficie del cono, se aproxima mas á 
ella. Circunscribiendo pirámides de duplo número de 
lados , manifestaríamos del mismo modo que la su­
perficie ̂ Jateral iba disminuyendo al paso que se au- 
meiftalkn tos lados , y  que al mismo tiempo se iba 
aproximá^o su superficie á confundirse con la del 
cono ; luego ños encontramos aquí con dos canti­
dades j una variable , que es la superficie de la pi«= 
rámide circunscripta, que al paso que mengua se 
aproxima a la constante, que es la superficie con­
vexa del cono ; luego ( Teor. IL) la superficie con­
vexa del cono es menor que la lateral de qualquier 
pirámide circunscripta á é l ; por lo qual hicimos muy 
bien en decir que la superficie del cono era mayor 
que la de la pirámide inscripta en é l , y  menor que 
la de la circunscripta.

 ̂ Teor. XXIX. L a superficie de m  com recto es igual 
-ñ la mitad del producto de la circunferencia de su ha-’ 
se por el lado j es decir, que si llamamos C  la cir-- 
cunferencta , L  e/ lado , tendréums sup, lateral de

’■ ' ' C L  
mío recto

Dem. Si F  representa el perímetro del polígono 
eircunscripto á la base del cono, una vez que k  apo­
tema de la pirámide circunscripta es el lado del cono,

se-



sera
P . L

se puede, acerear á
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la superficie de dicha pirámidej pero 
C •' L

67
P . L

tanto como queramos 5 pues

lo puede hacer P  á C (  Cor. de Teor. XX ) ,  y  como

también , ,  que representa la superficie lateral

de la pirámide circunscripta , se puede acercar á la 
superficie lateral del cono (Cor. de Teor. antee.) 
tanto corno se desee; tenemos aquí tres cantidades,

en que la variable — ^  se puede acercar á las otras 
C.L *

dos can tidad es-^ , y  la superficie lateral del cono

tanto como queramos ; luego (Teor. VI.) dichas can? 
tidades constantes serán iguales, y  tend^imos

C .L
Sup. lateral de cono recto rz — -—

Cor. Luego si substituimos en vez de C  sus vag­
iores con relación al radio y  diámetro (Cor. de Prob. 
V .) ,  tendremos con relación al radio

Sup* lateral de cono recto ~ ------------~
2 2

Con relación al diámetro

sup. lateral de cono recto rz ~ — ^

P .  Z  =  1,5707963268. Z>.

X I .
V o  que sigue se  debe estudiar despues de la  

proposición que en .e l capítulo de la  solidez de  

la  p irá m id e  , Sc^ { B .  755. ) d ic e i  2.0 luego 
ia solidez de la pirámide es el tercio, & c.

m

Esc. Como esta última proposición supone que
1 2 dos
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dos pirámides de igual base y  altura son iguales en 
volumen , y  esto no está bien demostrado , lo exe- 
cutaremos en los dos siguientes Teoremas.

Teor. XXX. A  toda pirámide se la puedê  ̂inserí  ̂
hir y  circunscribir un número de prismas , de manera 
que la diferencia entre la suma de los circunscriptos 
y  la, de ios inscriptos, sea menor que qualquier canti­
dad dada por pequeña que sea.

Dem. Sea S A B C  {fig. X X II.) la pirámide pro­
puesta; si se divide la altura en un número qual- 
quiera de partes iguales, por exemplo, en quatro, 
y  por los puntos de división se conciben planos pa­
ralelos á su base, tendremos dividida la pirámide 
en otra pirámide S Q R T , y  en tantos trozos 
Q R T N M L  3 L M N H G F , FG H C B A  como partes 
tenia la altura menos una. Concibiendo ahora un 
prisma Z D S T R Q  que tenga la misma base y  altu­
ra que la pirámide j y  en cada trozo dos prismas 
de la misma altura que é l ,  y  que el uno tenga por 
base la mayor del trozo j y  el otro la menor, ten­
dremos el número de prismas circunscriptos 

Z U S T R %  O P T N M L ,rX N H G F^  DEHCBA^  
y  el de los inscriptos

QRTNml 3 LM N H gf^ FGHCba.
Pero el primer prisma circunscripto ZUSTRQ, es 
igual con el primero inscripto Q^RTNml por tener la 
misma base y  altura ; el segundo circunscripto, por 
la misma razón, también es igual con el segundo 
inscripto, y  el tercero con el tercero; luego la di­
ferencia entre la suma de los circunscriptos é ins­
criptos está representada por el último circunscripto 
D E H C B A ; como si inscribiéramos y  circunscribié­
ramos duplo número de prismas, el último circuns­
cripto que expresaria la diferencia sería dos veceS 
menor que el D E H C B A ^  se sigue que continuando 
del mismo mocloj como el último prisma va ba­

dén»
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ciándose dos veces menor , al cabo de cierto 'tiempo 
llegará á ser menor que qualquier cantidad dada por 
pequeña que sea; pero este prisma expresa la dife­
rencia ^ñtr^ la suma de los circunscriptos y  la de 
los inscriptos ; luego á cada pirámide se la puede
inscribir y  circunscribir &c.
' Cor. De aquí se infiere que, siendo el volumen 
de la pirámide mayor que la suma de los prismas 
inscriptos , y  menor que la de los circunscriptos, con 
mas razón se podrá inscribir o circunscribir un nu­
mero de prismas , de modo que la uiferencia entre la 
suma de éstos y  el volumen de la pirámide , sea me­
nor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea.

Teor. XXXI. Dos pirámides de igual base y  altu­
ra , son iguales en volumen.

Dem. Sean SA B C .,S 'A 'B 'C ' las dos pirámides; si se 
concibe dividida su altura en un mismo número de 
partes iguales, y  por los puntos de división se ha­
cen pasar planos, las sécciones que causen estos pla­
nos serán iguales (B. 751.) ; concibiendo ahora un 
prisma circunscripto á cada una de las partes en que 
quede dividida la pirámide, y  llamando S- la suma 
de los prismas circunscriptos z S A B C ,  y  á la de 
los circunscriptos 4 S 'A 'B 'C  % tendrémos

S z z S ' ó - ^ z z i ^

pues cada prisma de la S A B C , por tener igual base 
y  altura que el correspondiente en la S  A  B  C  es 
igual en é l; pero S  se puede acercar á la pirámide 
S A B C  {Cor. de Teor. antee.) tanto como se quie­
ra , y  S 'á  S 'A 'B 'C ; luego tenemos aquí dos canti­
dades variables que se pueden acercar tanto
como se quiera á dichas dos constantes , y  cuya 
relación es constante, á saber la unidad; luego en 
virtud del Teor, 'VII. inferimos que- esta relación

es
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es la de las dos cantidades constantes SARCOS'A'B'C\ 
y  por lo mismo tendrémos

—  I, ó S A B C - S 'A ’.
SA'B'C' . 

luego dos pirámides de igual hasê  S e .
Teor. A  todo cono se puede inscribir j  cir^

cunscrihir una pirámide de modo que la diferencia ett'̂  
tre el volumen de la circunscripta y  el de la inscripta  ̂
sea menor que qualquier cantidad dada por pequeña 
quesea.

Dem. Sí llamamos P  la superficie de la base de 
la pirámide circunscripta , y  p la de la inscripta, una 
vez que ambas tienen una misma altura SO {fig. 
X X L ) , que la llamarémps A  , y  que el volumen de 
toda pirámide es igual á la superficie de la base mul­
tiplicada por el tercio de la altura ,  se sigue que

■■— — - será el volumen de la pirámide circunscrip- 
3  i) A

ta , y  ■■ el de la inscripta, y  la diferencia en®
3

tre dichos volúmenes será

3 3 3
y  como podemos hacer que P-̂ -rp sea menor (Teor, 
XXII.) que qualquier cantidad dada, se sigue (Cor, 
del Teor. I V .) que también podrémos hacer menor 
que qualquier cantidad dada por pequeña que sea, 
la diferencia entre el volumen de la pirámide cir­
cunscripta y  el de la inscripta; luego &c.

Cor. Siendo el volumen del cono mayor que el 
de la pirámide inscripta , y  menor que el de la cir­
cunscripta j se sigue que con mas razón podrémos 
inscribir ó circunscribir á un cono una pirámide, tal 
que la diferencia entre .el volumen de la pirámide y  
el del cono sea menor que qualquier cantidad dada 
por pequeña quesea. s?

Teor.
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Teor. XXXIIl. E l volumen de todo cono es igual a. 
la superficie de la base multiplicada por el tercio de 
la altura, es . decir  ̂ que si llamamos Q  a la superfi­
cie de la báse , A. á su altura , será

(y A
volumen de cono ~  — 4—  •

3
Dem. Si P  representa la superficie de la base de la 

pirámide circunscripta, y la altura, que es la mis-

el volumen de di=
a .A

P .A
ma que la del cono , será 
• p.A S "

cha pirámide; pero------  se puede acercar á

tanto como queramos (Cor. de Teor. XXII.) por pa-
P.A

derla hacer P  á C ;  y  como también — —̂  , que re-
3

presenta el volumen de la pirámide, se puede acer­
car al volumen del cono tanto como se quiera ( Cor. 
del Teor. antee.) ,  tenemos aquí tres cantidades, de

P A
las quales la variable — ^  se puede acercar á las

otras dos constantes

3
C',A

y  al volumen del cono,

tanto como se quiera 3 luego en virtud del (Teor.
V I .) tendremos ;

C'.A
Volumen de Con, =  — — .

3
Cor. Si en vez de C ' , que representa la super­

ficie del círculo de la base del cono, substituimos 
sus valores (Prob. VIIL ) ? tendremos con relación 
al diámetro

C '.A  o,7 8 5 3 9 8 1 6 ^ 4 . _ _

3Volúm. de Con. — ~

0,2617993878.1)*.-^.
Con relación al radio 

, ,  , ,  a ^  _  3,1415926536.
Volum. de Con. n ------ ru-------------------------

3  3
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1,0471975512. E\A.

Gon relación á la circunferencia
^ ^ _  o,0795774715 •í' —

Volum. de G on .n  — — -----------3 " ^
0̂0265258238.

XII.
ho q̂ue sigue se debe estudiar despues de la 
proposición que en el capítulo de la esfera, 

dice : Finalmente se llama sector de esfera, &c. >
Teor. XXXIV. Si á un arco ad del semtcircuh adp 

(fig. X X III.) se le inscribe una porción de polígono 
\-egular abcd , y  se le circunscribe otra ABCD , jK se 
hace girar al semicírculo al rededor del diámetro ap 
eon las porciones de los polígonos .¡ la diferencia entre 
la superficie del cuerpo que describa el circunscripto.  ̂
y  la del inscripto , podremos hacer que sea menor que 
qualquier cantidad dada por pequeña que sea.

Dem. Si por los extremos ¿ y  <?, y  poí 
dio / dé un lado qualquiera cd se baxan al diáme­
tro ap las perpendiculares dg  ̂ c f j  Iq  ̂ se tira la lOf 
y  se baxa la cr perpendicular k dg  ̂ los triángulos 
dcr, qlO serán semejantes , por tener los lados del 
uno perpendiculares á los del otro , pues rr es per- 
pendiculár á lq.¡dr prolongada kqO  ̂ cdk 10 i f  por 
lo mismo darán rá rrr :: lO r lq i  pero siendo las cir­
cunferencias de los círculos como sus radios , se pue« 
de substituir en vez de la relación 10 i Iq la de cir- 
cunf. 10 i drcunf. Iq , pues /0: u circunf. /Os
circunf. Iq , y  por lo mismo tendrémos

cd : cr ti cincunf. 10 r circunf. Iq; 
de donde multiplicando extremos y  medios, salé 

cd X circunf. Iq — crx  circunf. 10.
Y  como la medida de la superficie de un trozo

de
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áe cono es ( B. 748.) igual á la circunferencia de un 
círculo trazado á distancias iguales de las bases pa­
ralelas , multiplicado por su lado, es claro que pues 
hemos tirado la desde el medio de , la superfi­
cie lateral del trozo de cono trazado por el trape­
cio fcdg al girar al rededor del fg   ̂ será igual á 
su lado cd multiplicado por circunferencia Iq , es de­
cir , que la superficie lateral de dicho trozo de cono 
será cd. circunf y  como cd . circunf. Iq — crx  cir- 
cunf 10 , y  por otra parte cr — g f  por lados opues­
tos del paralelogramo crgf.  ̂ tendrémos que la super­
ficie lateral de este trozo de cono será igual á la cir­
cunferencia del círculo trazado con el radio recto 
10 del polígono , multiplicada por la parte del exe 
ü p , que corresjponde al arco que subtende el lado 
de dicho polígono.

Del mismo modo demostraríamos que la super­
ficie lateral del trozo , originado por cb , s e r i a . 
circunf. iO , y  la del originado por íie.circunf.^O, 
y  como todos los radios rectos /0 , /0 , hO Scc. del po­
lígono inscripto son iguales , se sigue que la _ suma 
de todos estos trozos de conos será igual á la circun­
ferencia 10 . g f '^  circunf. 10 . ef-¥  circunf. 10. ae _  
circunf. 10 {gf f s  ae) ~  circunf, 10 x ga.

Ahora por ser la superficie lateral del trozo ^  
cono originado de la revolución del trapecio DGFC.^ 
igual ( B. 748:) á D C . circunferencia A f i ,  y  ser tam­
bién semejantes los triángulos CBR^  ̂ OLQ-i por te­
ner los lados perpendiculares , tendrémos 
CD  ‘. C R  =  G F  LO ; LQ, :: ( Teor. XXL ) circunf.

LO i circunf L Q ;
de donde multiplicando extremos y  medios, sera 

CD  . circunf L Q  — G F. circunf LO ', 
y  como CD  . circunf L Q  es igual á la superficie la­
teral del trozo, se sigue que la superficie lateral del 
trozo causado por CD  será igual á F G «circunf i

K  ̂ y
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y  del mismo modo demostraríamos que la del ori­
ginado por CE  era F E  . circunf. O T , y  la origina­
da por B A  igual á E A . circunf HO , y por ser 
iguales todos los radios rectos ZOjSD, HO del polí­
gono , que son los mismos que los del círculo á que 
está circunscripto, la suma.de estos trozos será 
G F . circunf. LO F E . circunf LO  -t- E A .  circunf 
LO — circunf LO x (GF-^FE-¡rEA) —cltcuni.LO.GA.

De manera que la diferencia de las superficies 
originadas por las porciones de los polígonos dichos 
es igual á cir:cunf.

L O . G A  —  circunf. lO x a g i

y  como podemos hacer que (Teor, XVÍII) la diferencia. 
entre LO radio del círculo, y  /0  radio recto del po­
lígono inscripto, que es lo que constituye la sagita, 
sea menor que qualquier cantidad dada , también 
podrá ser menor que qualquier cantidad dada ¡a di­
ferencia entre sus circunferencias j y  como por otra 
parte la diferencia entre A G  y  ag se puede hacer tan 
pequeña como se quiera , se sigue que una vez que 
la diferencia entre los dos factores que producen di­
chas superficies , puede llegar á ser menor que qual­
quier cantidad dada , también la diferencia entre 
dichas superficies originadas por la revolución de la 
porción de polígono circunscripto y  la del inscripto, 
se puede. hacer menor que qualquier cantidad dada 
por pequeña qúe sea.

En efecto ¡a diferencia entre A G  y  ag puede ser 
tan pequeña como queramos 5 pues una vez que 
A G  — aG-^ A a y ag — aG -i- G g , será dicha dife­
rencia A G  —  ag=:aG -h Aa-^aG —  Gg —  A a ^-Gg, 
y  como Aa — Dd.  ̂ y  la dg es paralela á la base DG 
del triángulo OGD (B, 4 9 1) , tendremos

Od t Og Dd -  A a i Gg ~
Od sera

tam-
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, ,  ̂ Aa.Ojítambién A G  —  ag'zz A a ------

. . .
de donde se sigue que una vez que podemos hacer 
k" A a  , que es ia diferencia entre el radio obliquo del 
polígono circunscripto y  el del inscripto á que lo 
está, tan pequeña como queramos (Teor. XIX. part. 
I I .) ,  también podrá ser tan pequeña como se quie­
ra la diferencia A G  — ■ ag j luego es cierto lo que ar­
riba aseguramos.

Cor. La expresión A G  —  ag —  Aa

también manifiesta que A G  disminuye al mismo 
tiempo que A a  , puesto que ag no varía ; y  perma­
neciendo el mismo el radio LO  , se sigue que mién- 
tras mas se aumente el número de lados, mas va 
disminuyendo la superficie del cuerpo originado por 
la porción de polígono circunscripto , y al mismo 
tiempo, por tener mas circunferencias comunes con 
la esfera , se va aproximando á la superficie de di­
cha esfera ; y  como 10 también aumenta, aumen­
tando el número de lados de la porción de polígo­
no , se sigue que también aumenta la superficie del 
cuerpo descrito por la porción de polígono inscripto, 
y  que al mismo tiempo que aumenta se va aproxi­
mando á la esfera , pues va teniendo comunes con 
ella mas circunferencias ; luego la superficie de la 
porción de esfera trazada por el arco ad es mayor 
( Teor. I . ) que la trazada por la porción de polígo­
no inscripto, y  menor (Teor. II.) que la del circons­
to ; y  si la diferencia entre la superficie de los cuerpos 
originados por la porción de polígono inscripto y  
circunscripto puede ser menor que qualquier canti­
dad dada, con mas razón podrémos hacer que la 
diferencia entre la superficie de uno de estos cuer­
pos, y  la de la porción de esfera, trazada por el 
arco de círculo correspondiente, sea menor que qual-

K 2 qiiier
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quier cantidad dada por pequeña que sea. •

Teor. XXXV. La superficie de la porción de esfe  ̂
ra d.escrita por el arco abcde es igual á la circunfe" 
renda de un circulo máximo multiplicada por la parte 
ag del exe comprehendida entre el extremo a del arco, 
y  la perpendicular tirada desde el otro extremo d\ es 
decir  ̂ que dicha superficie será igual á ag. eircunf. LO.

Dem. Una vez que la porción descrita por A B C D  
es igual á A G . circunf. LO, y que A G . circunf. LO  
se puede aproximar á a g . circunf. LO  tanto como se 
quiera, pues A G  se puede aproximar k ag { Teor. 
XXXIV.) lo que deseemos , se sigue que como tam­
bién por el Cor. antee. A G . circurif. LO  , que re­
presenta la superficie del cuerpo originado por la 
porción circunscripta , se puede acercar á la super­
ficie de dicha porción de esfera tanto como se quie­
ra , que tenemos aquí tres cantidades con las cir­
cunstancias de las del Teor. VI. 5 es decir , una va­
riable A G  . circunf, ZO , que puede acercarse á 
las otras dos , que son constantes , tanto como se 
quiera ; luego dichas dos cantidades constantes se­
rán iguales , y  tendrémos sup. de casquete esférico 
trazado por el arco abed — g a , circunf. LO.

Cor. I. De aquí se infiere que la superficie de to­
da la esfera es igual á su diámetro multiplicado por 
la circunferencia de un círculo máximo .pues lo 
que hemos manifestado del casquete ó segmento ori­
ginado por el arco abcLd, manifestaríamos del ori­
ginado por el arco j es decir , que la superficie 
de dicho segmento sería también igual á la circun­
ferencia de un círculo máximo, tal como el traza­
do por ZfO, multiplicada por la altura , y  una 
vez que la del casquete originado por abcLd es igual 
á ag . circunf LO , será ’

Sup. de esfera r= sup. de casquete orig. por ahcLd-^ 
sup, del originado por dmp ~  a g , circunf. LO ^  gp\

‘ • cir-
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tircunf. r:ZO — circunf. LO(ag+gp) =circunf.ZO. ap 
ti D  llamando C  á la circunferencia , y  Z) al 
diámetro.

Cor. II, También se infiere que la superficie de la 
esfera es quádrupla de la de uno de sus círculos máxi« 
inos; pues la superficie de éste es igual á la circunfé» 
renda multiplicada por la mitad del radio, y  el diá= 
metro, por que se ha de multiplicar la circunferencia 
de dicho círculo máximo en la superficie de la esfera es 
quádruplo de la mitad del radio. Si en vez-de C  subs­
tituimos sus valores (Cor. del Prob. V .) , tendremos 
con relación al Hiámetro

Sup, dé Esfera ~  C . Z) rr 3,14159 &c. D>D 
3 , 1 4 1 5 9 2 6 5 3 6 . '

Con relación al radio
Sup. de Esfera ~  C . D  ~  6,283 ^

6,2831853072.2R  ̂ =  12,5663706144,
Y  si en vez de D  substituimos su valor 0,318 &c, C  
( Cor. de Prob. V ) ,  tendrémos la fórmula con reía» 
don á la circunferencia que será

Sup. de Esfera — C . D  ~  C . 0,3183 &c, C  
0,3183098862.0.

Cor. ni. También demostraríamos del mismo mo­
do (Teor. XXXV.) que la superficie de una zona qual- 
quiera también es igual á la circunferencia de un 
círculo máximo, multiplicada por la altura de di­
cha zona i de donde resulta que si á dicha altura !a' 
llamamos -A  ̂ y substituimos en vez de C  su valor, 
tendrémos

Sup, de Zona esférica ^  A  —  (Cor. de Prob. .V.) , 
-7;^^-.- -’3, i 4i 5926536f 2> .a ;;  ; 

y  cons telación al radio «
" Sup. de Zona esférica 6,2831853072

Teor. XXXVI. La diferencia entre los volúmenes 
de los' cuerpos engendrados por las porciones abcd  ̂
ABCD  {fig, X X llL )  de los polígonos regulares ins= 
'1^'- crip-
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criptas y  circunscriptos al arco ad , al girar al rede- 
dor de ap  ̂ y  terminados por la superficie cónica des-- 
crita al mismo tiempo , por la recta DO puede llegar 
á ser menor que qualquier cantidad dada por pequeña 
que sea,

Dem. Despues de efectuada lá construcción indi­
cada en el Teor. XXXIV. prolongúese la recta has­
ta que encuentre al exe ap tn  í , y  tírense desde el 
punto 0  á ba j_ be las perpendiculares Oh y  Oi.

Hecho esto , es patente que las cuerdas ab y  el 
radio Ob , girando aí rededor de nO, engendran dos 
conos que tienen una misma base , que es el círculo 
descrito por la perpendicular be. Luego siendo el vo-»
lumen del primero (Teor. XXXIII.) sup. de círc. be.— .

eO 3
y  el del segundo sup. de círc. , es claro que la
suma de estos dos volúmenes, ó el volumen del cuer­
po originado por la revolución del triángulo abO,¡ será 

ae  ̂  ̂ eO
Sup. de círc. b e ,—  -  ̂s'up. de círc. be X —  rz sup.

decke. beX^~í^íf2  ̂ zz sup. de círc. he . ^

Pero hemos visto (Cor. de Teor. XXIX.) que la su­
perficie lateral del cono engendrado por la cuerda 
ah era igual á 3,141 &c. ¿^. Ai, y  cOmo sup. de círc.
=  3,141 &c. si formamos con estas dos equa- 
ciones una proporción, tendremos

* Sup. del cono orig. por ah i Sup. de círc. he
3 ,141 Slc, be,ab í 3,141 8lc. bê  v, ab % hê

dividiendo los dos términos de la última razón por
3,141 &c. be I y  como por tener el ángulo en a co­
mún los triángulos rectángulos abe y  ahO son seme­
jantes , dan ab % he it aO : Oh i y  poniendo en la pro­
porción de arriba en vez de la razón ab i be ̂  su igual 
aO t Oh  ̂ tendremos '

Sup.
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Sup. del cono orjg por ab t Sup. de círc.^e:: aO ; 03 , 

y  por consiguiente

Sup. de círc. b e ~ ~ .  sup,, del cono orig. por ab ;

y  substituyendo. en la expresión del volumen del 
cuerpo originado por la revolución del triángulo abO,

que es sup. de círc. he será
 ̂ cyjiVolúm. de cuerpo originado por el triángulo ahOzz—

j  1 -  ̂ aO Oh , ,sup. del cono orig. por ab . sup. del cono
* 1 J • ^orig. por ab ; es decir, que el volumen descrito por un 

triángulo que gira al rededor de uno de sus lados aO, 
tiene por medida la superficie del cono engendrado por­
uña de dichos dos lados, multiplicadla por la tercerd 
parte d̂ e la perpendicular tirada á este lado.

De aquí se infiere que el volumen del cuerpo en­

gendrado por el triángulo Oct será igual á — . sup¿ de * 

cono c t ; y  el del engendrado por el triángulo Obt̂  

será igual á —  . sup. de cono bt i y  la diferencia en» 

tre estas dos expresiones , ó la medida del cuerpo 

engendrado por el triángulo cQ3 será visiblemente 

igual á —- multiplicado por la superficie del cono
t  ̂ •>

truncado descrito por el lado cb. Del mismo modo/
probaríamos que el volumen del cuerpo engendrado 

r ■ OI , . 1 .
por el triángulo dOc qs igual á —  ¿ sup-ide corib,

truncado descrito por de. Continuando del mismo
modo 5 y  observando que las perpendiculares Oĥ Oi., 
OI &c. son todas iguales , se ve que qualquiera qué” 
sea el niímgró de Ikádsdb,  ̂heded el volúmcni áú  
cuerpo ei^^drádo por está poroiori dé polígono, será'

igual
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igual á “  multiplicado por la suma de todas las su­

perficies descritas por los lados aĥ  bc  ̂ cd &c. ó por 
la superficie total del cuerpo propuesto. También 
probaríamos del mismo modo que el volumen del 
cuerpo engendrado por la revolución del polígono

circunscripto es igual á —  ̂ multiplicado por su su­

perficie ; y  como ( Teor. XXXIV.) hemos probado que 
la superficie de este cuerpo y la del inscripto cor­
respondiente se pueden aproximar tanto como que­
ramos; y  por otra parte la diferencia entre OL  y  
0 1 , que es la sagita , se puede hacer tan pequeña co­
mo se quiera , resulta evidentemente que sus volú­
menes se pueden aproximar á la igualdad tanto co­
mo se quiera ; y  por lo mismo su diferencia llega­
rá á ser menor que qualquier cantidad dada por pe­
queña que sea.

Cor. De aquí se deduce que al paso que se aumen­
ta el número de lados de la porción circunscripta, 
disminuye de volumen el cuerpo que describe, y  en 
el mismo caso aumenta el volumen del inscripto, 
pues que da superficie (Cor. del Teor. XXXIV.) del 
uno disminuye , y  la del otro aumenta en este mis­
mo supuesto ;'y  Como al'mismo tiempo se van apro­
ximando mas á confundirse con la porción de esfera 
descrita por el sector correspondiente abcLdO , se 
sigue que esta porción , que se llama sector esférico, 
es menor ( Teor. I I .) que el cuerpo exterior, y  ma­
yor ( Teor. I . ) que el interior , y  que por lo mis­
mo la diferencia entre el ‘ volúrnen de uno de es­
tos cuerpos , y  el sector esférico , podrá llegar á 
ser menor que qualquier cantidad dada por peque­
ña que sea. , y;

Teor. XXXVIL E l volúrnen de un sector esférico es 
igual á la superficie del casquete multiplicad^ por e f
...  ■ '■   ̂ ■ '
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tercio del radio., es decir , que si llamamos % á su !■ «■ » 
perfide'^y  ^ al radio, será : ‘

TAolümen de casquete esférico —  — .
s - . 3 - li- ■ .

Dem. Si representa P á la superficie del cuerpo 
originado por la porción de polígono circunscripto 
A B C D , el volumen de. dicho cuerpo , será 

P.OL P . R

mas P  se puede acercareá iS’ tanto ( Cor^ del Teor^
P . R

XXXIV.).como queramos.; luego la cantidad — —  
, ' ;  S . R  ’ , 3

se puede acercar a ------  tanto como se desee ; y

eomó por otra parte
P .  R

j que expresa el voMmen

deí cuerpo circunscripto , se puede acercar al volií-= 
men del sector tanto (Cor. de Teor. antee.) como 
se desee ; se sigue ̂ que tenemos aquí tres cantidades,

de las guales la  variable £ -£ -  se „ puede acercar á 
-■ ■  ̂ V S.R.

las otras dos cantidades constantes, que son —̂ —
3

y  el volumen del sector, tanto como queramos; lue­
go ( Teor. V I.) dichas cantidades constantes serán 
iguales, y  tendrémos

■ Volum. idé séc£ esf. ^

y  como S  representa la superficie del casquete, y  
ésta es igual ( Teor. XXXV.) á la, circunferencia de 
un círculo máximo , multiplicada por- la ^altura si 
llaniaffíós á la altura, y  C  á la circunferencia , 
será cotí relación al radió

S . R C.A.R _
Volám. de sector esférico =

S. R

3
(Cor.
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fC b r. de

'1 : 1  ? ^ 9439$ io f4 ,* ^ v iJ V  ,
Con relación aí diámetro
' V Vólúínen de íéctoi? esferíco 2 ,6 ^  &c* ĵ ¿ /I* =: 

2,094 { ---J — 2,094

i ,0943951024 , A , B ^  =  0,^35987^56 , A . B K

Con relación "áí la "circünferencke sLiuq oe n ? e :v
'■ ‘V C.A.R -

Vólúm. de sector ésf. ¿z '= — —- - -  (Cor. dePrOb.V.)

C .^ r o ,i;9m 91Í í l g  -  0,0530516477 . Á , C \
3

; Corv L iB e aquí se rjnfiére'que el votómea de la 
esfera es igual á su superficie multiplicada por el ter  ̂
ció def radio; pues si sé tofiia el arco íí¿ igual al 
quadrante de circunferencia tídi» , este sector esféri­
co será igual á la mitad de la esfera, porque el ra-= 
dio perpendicular á aO describirá un plano que 
dividirá la esfera en dos partes Jguales ; y  tendrémos, 
iiamando jS* á la superficie dé toda la esfera ,

S mO ?
Volúm. de Hemisferio r:

de donde multiplicando por 2 ío.s i dos miembros d̂  ̂
esta equacion", él prirnero se convertirá , eñ el volu­
men de la esfera; pues se'domptoné*dé lós dos hemis­
ferios, y  será

S . tnÚ
Votóm. de Esfera "S:— — -i

de donde se sigue, que si éh yéz dé iy poñehios^sus 
váíóres ( Cor. f ird é  Teor. XXXV .̂) ,  será „coñ rela­
ción al diámetro ” > *. ^

VoL de Esferar: 3,141 &c.B*.— “ 3,141 &c.

^ 3 .
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= 4,1887902048. R%

“ 4' o,g%g9877¿6 D.
Con relación al radio

S vñQVplúm. de Esfera =2 ——— 12.5663706144 . Jl.’
JR _  12̂,5 663706144 'y ~ '

Con relación á la circunferencia
*5*' ?7íO'■ ' :J?Voldm. de esfera ri ——— rz 0,3183 &c. C.® —  ^ 

( Cor. de Prob. .V.) 0, 3183 &c. 2̂ 1Í2}Já2̂  /e=
o ,3183 &c. C.® o ,0530516477-O - o, 3183098862 .

0,0530516477. Cz: p>Qi68868639.0 . ;
;̂ Como ía superficie de un círculo máximo es igual 

á 0,78530 &c¿ D̂  ’y j  el volúmen ,de ía esfera es......
3,14Í <8tc; 0,78539 6̂Cí '4« ^

' ' " ^ 4.R ^ 2DOJ78539 D.® --  s  0,78539 &c. I>.® resüí»
ta que también podemos deHr que el yoliímen de 
la esfera se halla HEiltiplicando la superficie de uno 
de sus círculos máximos, por los dos tercios del diár 
metro í y como, para hallar el volúmen del cilin= 
dro circunscripto .se multiplica la superficie de di­
cho círculo.máximo por todo el diámetro, se de­
duce la proposición dê , Arquimedes , ; á saber , > que 
la esfera es dgual á los .Hosotercips deí cilindro cir̂  
'Cunscripto. ■, ,  ̂  ̂ ■Cor. lí. Si quisiéramos hallar el yolúmen del cas­
quete esféricoapriginadojponjlas reyplucioii deh arco 
ató , quitaríamos del, yolú del sector el del cono 
originádo por el triángulp %0 ; y como el yolúmen 
de dicho cono se halla (Cor. dé Teor, XXXIII.) mul­
tiplicando 0,2617 &C. por el quadrado del diámetro 
de la base , y por la altura de dicho cono , se sigue 

■' L 2 que
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que\como el diámetro es aquí igual á 2dg\ '̂ \x qua- 
drado será y  la altura del cono será ̂ 0  zi: aO—■
ga ±zR —  A ,  llamando R  al radio, y  la altura ag 
dsl casquete; de donde se sigue que el volumen de 
dicho cono será 0 ,2617 &e, /¡ ĝ  ̂iJR— A )   ̂ y  como 
dĝ  ( Teor> XIV:,)— .g p —ag. {ap---ag)--A.{D-^A)i 
será el volumen de dicho cono rn 0 ,2617 dcc. ^A

{D'^A),(R— A )zzOí26 1 7 &c; 4. A , (D — A).
0,2617c. 2.2 &C. 2.

A 0 ~ A ) . (D — 2,í  ̂)=o,52359 &c.^. (D— Á ) . ID-2A) 
—o ,523«;9 &c- A.(jD̂ _-—AD^áDJA4 ‘2A )̂t 
&c. iP^—̂ '^AI)-¥2A )̂ j de donde irésUlta 
C Volumen de casquete esférico ¿r: ydtóm. de sector 
=—<volúm. de trono !±: ( Tetír. XXXVÍÍ.) 0̂  5235^ &Ci 
A .  D  ̂ -^0,523^9 -0,52359
&c. A . ip ^  -k- % BA  — - 2 A ^  )t=: o  ,  32359 &c:

(3 D ;4 — 2^*) — p, 52359 &c, A.{2,BA — 2A^) 
zz  o ,  52359 & c . ^ . . í s D — 2 A )  —  0,5235987756^*

-  . 2 ^  :: = .r;-
- Substituyendo ;én vez- dé^í) su igüál 2Í?. / t̂endré- 

mos lá fórmula don relación ál radio y'que será'
Volüiíi. de casquete esf.^ár 0,5235987756^.(31)—* 

2 ^ )-Q ,5235987756 ^ (3 .2 Ü — 2 ^ )- 0 , 5235987756^ 
A^2.(^ R ~ A )z= i ,o^ i ^ ¿ 5 Í2.A\(^R  — A). "

Cor. fII. Si quisiésemos sacar fórííiulás CorhespOíi* 
dientes para hallár ervolúmerl de Una zona tal co­
mo la originada por la revolución del arco de  ̂ no 
haríamos mas que restar del vUlúmen del casquete 
originado por el arco ód , el del originado por el acl 
de manera qué si señalamos con las detrás mayúscu­
las las líneas del casquete mayor , y  con lias minús­
culas lasVdel casquete menor, téndrémos con rela­
ción al diámetro

Volúm. de Zona eSfér. — Vol. de Casquete — Voh 
' ^ de
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de casq. rr  (Cor. antee.) 0,5235 8cc. — 2A )—.
0,5235 &c. a.\'^D—  2d) =0,5235 &c. (^ .*(3 D _ 2 ^ ) 
— a .̂i'^D— 2a)) =0,5235 &c. {'^A'^D— 2A^— yi^D-^ 
2u0  —  0,5235987756. (3D .(.^*— íí*) — 2.{A^-~a )̂ ).

Substituyendo aquí en vez de D  su valor 2R , ten= 
drémos la fórmula con relación al radio, que será

Volúm. de Zona esf. =0,5235987756. —
tf*) —  2.{A^— a^)') = 0 ,5235 &c. .(3 .2 ÍI . íz")—  
2.(^3_^3))—0,5235987756.2.(3. R{A'^~^a‘̂ y{A -̂ii )̂') 
= 1,0471975512. (3Ü. — A^+a^y

E R R A T A S .

Pádna,

2.
46.
60.
62.
69.
76.
82.

Línea, Dice, Liase.

18............ B < X .... V....
35................ (Teor.XXII.)
28...............  que, que......
30........... ...... ............ .
28........ .......  enasl............  con ei

3..;............. . abede.,-,. abed
l í .................  mo,.   mO

B > X
(Teor. XXI.) 
que
í  y

9’ 02.4.......... ,62. C"







, _  .....................................  1,^3205080^5688^^29353^446341505872362?

^  - ! ’^^^°^°^°^S^.^^^^293S2744634i S0S873367 ) =r  ............  1,931851652578136573499486399457794734

_ 8’93i85i652578i36573499486399457794*/34) ~  1,^8288972274762082228916:5053857135742

__ »505385^125742 ) =    ,. 1,995717846477207013476139582545555211

 ̂ __ J ’^^^^^^^^‘̂ 477207oi3476i39582S455553ii ) 2=: ........... 1,998929174952731288859673893485719895

v̂j __ ^ — ^^^^^^^^"^^^^^81288859673893485719895 ) =  ........... 1,999732275819133565735494398130200056

.̂. _ ^ ’^^^^822758i9i23565735494298i30200056 ) ~  ........... 1,999933067834802206915207621158278230

I  | ^ ^ ’^^9^^^''^^^848o32o69i520763ri5837833o) =  1,999983266888701398295117341137669420

í* _  07241137669420 ) =  ..... ......  1,999995816717800362083327448653700943

I  ! ^ ^ ’99999S8iÓ7 i 78oo363o833274486537oo943 ) =  ........... 1,999998954179x76655222196474928028158

_  Í ’9999989S4x79x76655223i96474928o28is8) =  ........... 1,999999738544777074097150310343234696

__ y-^^^^^^^^^^^'^^^^°^^°97xSo3io343234696) 2= ........... 1,999999934636193200417477744298215987

I  . ^ Í ’99^999934636i 932oo4 x74777442982iS 987 :=  ........... 1,999999983659048233347693276060267954

__ 59048233347693276060267954) =      1,999999995914762054164631050491770769

_  Í ’9999999939x4762os4i6463ioso49i77o769 ) =  ....... 1,999999998978690513280389495707074128

__ 9786905x3280389495707074128 ) —  ........... 1,999999999744672628303799357242446085

,-^^^^^^^^^^"^^^^^^^^503799357242446085 ) r= ........... 1,999999999936168157074931213267808860

,^^^^^^^^^^86x68157074931213267808860 ) =r ........... 1,999999999984042039268669139189276543

I ’999999999984042039268669i39i89276s43 ) = : ........... 1,999999999996010509817163305789339400

999999999996010509817163305789339400) 1 ,9999999999990026274542905777593361x8

I  J ^ ^ ’999999999999002627454290S77759336x i8 ) ...... . 1,9999999999997506568635^^262889683402

I  ^ ^ ’9999999999997So6s6863572628896834o2 ) =  ....... 1,999999999999937664215893x5625277x037

~  1/^,999999999999937664215893x5625277x037) =  ........... X,9999999999999844x60539732890024779x9

. . . I  | / Í ’9999999999999844x6o53973289O024779X9 ) =  ........... x,999999999999996xo4o i 34933222468248os

, Í ’^^^^^^^^^^^^996io4oi34933222468248os ) =  .......... 1,999999999999999026003373330561469037

_  , l ’^^^^^^^99999999036oo337333os6i469O37 ) =  1,999999999999999756500843332640352440

I z  |Z ^ ^ ’9999999999999997S6S008433326403S2440) =  ........... x,999999999999999939x252x0833x60086937

I J Z  J Z i ’999999999999999939X2S2xo833x6oo86937) =   ..... . x,99999999999999998478x302708290021680

-  ~  K ( 3,99999999999999998478x302708290021680) =  1,999999999999999996x95325677072505422

Como tí es la apótome del exágono, íí'la del polígono de é  1 '
6 „ f  \ ‘íe 24 lados ó 6.4 =  X  mero de lados, es Z  r :  ----- -̂--------- resulta que el lado del
6.2 ,«  la d e6 . 23&c.,sesiguequefl---*yserálaapótomeM f  ’  ^  , resulta que el lado del
polígono de un numero .de l̂ dos expresado oor 6*2*® " v como ^  r\r»iín*nr*/x " • (3 )
añadiendo á esta apótome 2 tendreñnosel quadrado deía apó- t   ̂ ® «rcunscripto de 3221225472 lados =:........................
orne del polígono de duplo número de lados de este último, .Í  0.000000001950cc74,0022870c

á saber que corresponde al polígono de un número de |  ------ =:
raaos expresado por 2.6.2“® r; 2 .2 .3.2“®— 3.2®° n:............. ^  ^ —o*°°oo°°°°oooooooooo95ii6858o73i87364
3. 1073741824 r= 3221225472 , se sigue que el lado del poli- ^  0,00000000195055743902287957^6.
gono de 3221225472 lados, será /“ ’* == 1 / a — $  Multiplicando el valor de este lado por 1610612736, resultará
1 / 7 -  ’ ~ | / 4 — A por las razones dadas arriba el perím. del políg. circunscripto
V  ^4— 3,999999999999999996195325677072505422)=......... .......  4  de 3221225472 lados, en el supuesto de ser el diámetro la uai~

_ - A  dad , y será :
Y  (o,ooooooooooooooooo38o4674322Q274Q45>r8) z: ^  Perim.de políg, circunscripto de 3221225472 ladoszr...........

i  o»ooooooooi9505574390228795756x 1610612736=.............
0,0000000019505574390228795747 5 este valor está sacado en f  3,x4xS9265358979323985563484x6.
ei supuesto de ser el radio igual con i , y por consiguiente el . T  se ve que ambos perímetros tienen comunes las 17 pri-

lametio Igual a 2 ; luego para hallar el.perímetro del polígo- tneras figuras decimales, y  que se empiezan á diferenciar en 
no en el supuesto de ser el diámetro igual con la unidad , en 4  guarismos siguientes del perímetro del inscripto
ve^de multiplicar el valor del lado sacado en el supuesto de 4  84 , y  los del circunscripto 98; y  como la circunferen-

I por el nutnero de lados 2̂2122̂ /̂ 2̂ , le multiplicaremos ^  mayor que el perímetro del inscripto , y  menor que el
por a mitad de dicho numero, á sa&r  ̂ por 1610612726 , y  “I* , circunscripto 5 se sigue que los dos guarismos siguientes del
hecha esta multiplicación , resulta que el perím. del políg. ins- J  circunferencia han de valer mas que 84 y  menos
ciipto de 3221225472 lados , siendo el diámetro la unidad , es' ¥  9*xe 98» y por lo mismo el guarismo siguiente de la circunfe-

1 enm. de pohg. inscripto de 3221225472 lados = ..............   T  x’encia lo menos será 8 ; por lo qual siendo B  zz i , será.......
.0,0000000019505574390228795747 X 1610612736 = ........ . 5  ^  r  3»x41592653589793238 , y  algo mas ; pero como’"este
3,1415926535897932384060833792. #  ultimojíuansmo pasa de 5 , podremos omitir el 8 , y lo que

Y como llimariíln 7 oí io,i i i< . . V  Venga detras de é l, anadiendo una unidad al último vten-
i 2 = i  , el lado del poííino^drcutó^^^ inscripto , siendo J  drémos^por razón aproximada del diámetro á la circunferen- 

, uci polígono circunscripto , del mismo n«- #  cía la de i  : 3,14159265358979324.


