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PROLOGO.

Como Ia Academxa se ~ocupa continuamente -en
procurar los mayores adelantamientos de todo lo -
que - forma el objeto-de su instituto , de ahi es que
nada puede ser mas digno ‘de su atencion , que lo
que directamente contribuya 4 conseguir un fin, en
que se interesa la instruccion publica, y la gloria na-
- cional.” Por esta razon admitié con suma compla-
cencia un quaderno de Adiciones ‘4 la Geometria
de Don Benito Bails, que le presenté Don Josef
Mariano Vallejo , persuadida de que no tanto se di=
rigiria & perfeccionar la obra de Bails, como 4 adelan-
tar la misma Geometria , que es el fundamento de
todas las Artes. Y aunque los trabajos de un. profe=
~ sor tan benemérito como Vallejo 5 de cuya ciéncia y
talento tiene repeudas pruebas la Academia , no po-
dian ménos de serle muy agradables, ya por ser fru-
to de las investigaciones de un sugeto que se ha for= -
mado en la misma casa , ya tambien por el esmero
con.que ha desempefiado quantos encargos ha pues=
to 4 su cuidado; sin embargo, para proceder con el
acierto correspondiente en un punto de tanta tras-

cendencia , quiso oir el voto de sus individuos 4ntes
' . de
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de pasar 4 1a publicacion de las expresadas Adiciones.
Con esto ha tenido ocasion de entender que de la.
obra de Vallejo puede sacar la. estudLosa juventud
grandes ventajas y utilidades, por tratarse en ella la
doctrina del circulo, c111ndro cono y esfera con un
grado de rigor y precision propias de estas C1enc1as,
¥ que casi ha desaparecido de-los tratados Matems-
ticos por el abuso que se ha hecho de las considera-
ciones del infinito , é infinitamente -pequefio en “los
ramos elementales. El orxgen de este abuso ha s1d..o
el siguiente. 05 & “i :
Quando Lezbmtz bien penetrado dela doctrma.
de Arquimedes , quiso exponer con la mayor gene-
ralidad y abstraccion los principios en que estrivaba,
se valié para ello de las voces de infinito, é infini-
tamente pequeno ; pero. omitié , segun lo. acostums
bran los grandes hombres, los raciocinios interme= -
dios que debia haber para que no se presentase inter-
rumpida la cadena de los conocimientos cientificos,
Para él; y para. otros Gedmetras'de su siglo , eran
evidentes los principios. que establecia , por. estar-en
disposicion de suplir lo-que faltaba. Mas para otros &
de inferior gerarquia , cuyo caudal de ciencia no po-
dia compararse con el de-aquellos, era inexicto el
nuevo céleulo : de donde resultaron las grandes con-
testaciones sobre sus principios fundamentales; pero
la facilidad y sencillez con que por su ‘medio se de-
mostraban las cosas, que ya se sabian por el méto-
: do
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do de Arquimedes , fué el grande argumento que tu-
vo 4 su favor dicho calculo aun para los que no com-
- prehendian sus principios ; de manera que esta con-
formidad con los resultados geométricos fué mas bien
quien lo cahﬁcé de exdcto y riguroso, y qLuen le ad=~
qumé un gran nimero de. partidarios.

. De estas dos cosas que se notaban en el nuevo
célculo 5 asaber:, facilidad .y sencillez en sus demos-
traciones , y conformidad con los resultados geomé-
tricos , ha sido ya tanto el partido que de la prime-
* ra’ han - querido sacar los Mateméticos posteriores 5
‘que han sacrificado el’ rigor y exactitud 4 la facilidad
de las demostraciones. Por eso han considerado en
la Geometria Elemental figuras de infinitos lados en
nidmero ¢ infinitamente pequefios en cantidad : han
mirado. al circulo como poligono de una mﬁmdad de
lados , y han caminado baxo este supuesto en todo
quanto han dicho del cilindro, del cono, de la esfe- -
ra; de modo que han tratado. de ellos como si los
_estuviesen exphcando por el cileulo diferencial se-
gun el método-de Leibnitz. Y quando al tratar de
este calculo se hallan con los mismos- resultados, quie-
ren acreditar su exictitud por la conformidad que
tienen - con Jos que se deducen por la Geometria ele-

mental , sin advertir que. ellos mismos “han hecho
 desaparecer este método de comparacion , del qual
no pueden usar sin caer en una multitud de circulos
- viciosos, de peticiones de pmnc1p1os » ¥ de otros mil

ab- '
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absurdos largos de referir, signiéndose de “esto -que
se queda por demostrar la parte ‘mas preciosa, y mas
principal de la Geometria. Por eso dixo con razon Ja-
cobo Bernoulli, uno de los mayores Matematicos que
ha conocido la- Europa (1), que la doctrina del cie-
culo mas bien se crefa que se demostraba = por don:
do seecha de 'ver que no van enteramente ‘descami-
nados los que en el dia dicen que no son evidentes
todas las cosas en las Matematicas , 6 que es preciso
convenir en que la teoria del circulo no se puede
demostrar con el rigor que corresponde. Tales son las
conseqiiencias que se han seguido del abuso hecho de
las voces infinito ; ¢ infinitamente pequefio con agra=
vio de unas ciencias que se distinguen de todas las
‘demas por la evidencia y rigor de sus demostra- '
ciones, y por la exactxtud y precmon ‘de sus resule
tados. - s : :
Otro mal de no menor gravedad , ¥ que pot des-
gracia ha hecho ripidos progresos en todos los ra-
mos. de estas ciencias , ha sido colocar en'la clase de
_ axiomas una multitud. de proposiciones, cuya evi=
" dencia no:consta , ni puede constar por otro cami-
no que el de la demostracmn. Este mal es tan anti-
guo , que en tiempo de Proclo hubo quien impugné-
como ociosa € indtil la demostracion con. que se
manifiesta que los dos lados de un triingulo son ma-
: yogf

(1) Act. Erud. Lips. 1697 Maii.
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" yores que el tercero , pues- miraban esto como una :
‘proposicion notoria aun al mas negado.. Este mis-
mo grado de notoriedad tienen sin duda para algu-
nos Autores el que todos los radios y didmetros de
un circulo son iguales , que cuérdas iguales subten-
den arcos iguales, que en un mismo tridngulo 4 4n-
gulos iguales se oponen lados-iguales &c., puesto que
4 todas estas proposiciones las miran como verdades
. evidentes que no necesitan de prueba. De modo que
segun esto se puede decir que en la palabra axloma
~ han encontrado un recurso muy- singular para de- '
xarse por demostrar cosas ‘muy fundamentales e
para confundir en tales términos las definiciones .
teoremas , postulados &c. , con lo que se llama axio-
‘ma, que los jévenes principiantes no pueden ya for-
mar concepto de la idea que se sujeta 4 la voz axio~
ma. No era Leibnitz de este modo de pensar, ni lo _
podia ser nn sugeto que tan 4 fondo conocia Ia na-
‘turaleza de estas ciencias, Y asi dice terminantemen-
~ te, que hasta los axiomas se debian demostrar, por- .
que de otro modo queda imperfecta la ciencia , y. -
que este es un punto muy interesante 5 pero que su
importancia no la conocen los que miden- la utilj-
dad de las ciencias con una ‘medida vulgar (1),
A . brdlin’ fab B Sea
(1) Virorum celet. Gor. Guil, Leibn. et Joan: Bernonlls
Commercinm p&ilo.;opﬁc’um s O mathematicum, Epist. XXX,
et XXXII. T
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Sea respeto , 6 sea preocupacion a favor de los
“axiomas ; lo cierto es que se dexan por demostrar
_que la circunferencia es mayor que el perimetro de
toda figura inscripta en ella , y menor que el de la
c1rcunscr1})ta., que la superficie del cilindro y cono
~es mayor que la del prisma y piramide inscripta, y
menor que el de la circunscripta : se contentan tni-
camente con aplicar el axioma de que el continente
es: mayor que el contenido , sin advertir que ni en
1as lineas , ni en las superficies de los cuerpos no tie-
ne lugar; fuera de que hay un motivo real y ver-
_ dadero para dudar ‘de que tal vez el perimetro del
poligono circunseripto serd ‘mayor. que la. circunfe-
rencia. Porque aunque sea cierto que de, dos curvas,»'
cuyos extremos se confunden, la que mas se separa
de la recta es la mas larga , no se concibe sin la
correspondiente demostracion que el conjunto de dos
~ tangentes tiradas desde un mismo punto 4 los ex-
tremos de un arco sea mayor que la longitud del
mismo arco, puesaquel mayor desvio de las-dos tan-
gentes respecto dela linea recta podria muy bien ser
recompensado , 6: excedido por la curvatura del mis-
mo arco , pudiendo suceder otro tanto con la su-
petficie del prisma , 6 piramide circunscriptos respec-
to de la convexi del cilindro 6 cono; mas para que
esto conste con la evidencia necesaria es indispensa—
ble demostrar de antemano una proposicion , que

es Ia primera del libro décimo de Euclides, de la
qual
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qual dependen las demas que quedan mdlcadas. Y si
los Gedémetras no se hubieran olv1dado **ella s 110
se notaria en ‘el dia cierta confusmn e& los IDQ]OI‘SS
tratados de calculo (1) y series, Y. ‘hublelan quiza
evitado la mayor parte de las dlS?%ﬁas acerca de los
nuevos calculos. 3

Pero demostrar proposmwnes que llevan el 50=
brescrito de -axiomas , asegurar de- una gran parte
de otras, que se han colocado solo. por creencia en
lab_,clase de demostradas , seri para algunos una de
las ‘mayoreé extravagancias que se han dicho en el
mundo. Porque “acostumbrados 4. nombrar y. citar
freqiientemente -estas proposiciones , se lisonjean de
conocerlas con 'evidencia , solo por haberse familia-
rizado en nombrarlas , 6 por: haberse ‘mas bien. ‘aco-
modado 4. ver .por_los ojes ‘de otros ; respet-_ando s
autoridad , antes que a tomarse,el._trabajo de-eximi-
par qué ‘es lo que estd demostrado , y qué no, quil
; ' (5 ondit : €S

(1) _El que quiera ver una obtra bien escrita de cleulo diz
ferencial , consulte ‘las instituciones qué ha publicado D, Josef
Chaix , 4 las quales da mucho mayor realce el sencillo'método
con que este Sabio ha demostrado la teoria de- las funcie-
nes logaritmicas , exponenciales y trigonometrxcas. Y aunque.
‘esta teorfa aun no la ha publicado , su generosxdad en esta
parte ‘ha sido tanta, que ha remitido copias 4 Varlos profeso=
res-de esta Corte para que se aprovechen’ de su” doctrina en
las explicaciones que hagan al piblico’; por cuya razon los
discipulos de-la Academia -han sido de los primeros que han
disfrutado de este beneficio.
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es el concepto que se debe formar de los axiomas,
¥ qué método debe seguirse en-explicarlos. :
Sin embargo Lacroix , Legendre y Bertrand se
han distinguido en estos tltimos tiempos por los es-
fuerzos que han hecho para-poner varias de estas

proposiciones con la claridad y érden que les es de- .

bido : y 4 pesar'de’que D. Josef Vallejo no:conocia
las obras'de los dos tltimos quando dispusc ‘sus Adic
ciones , ha coincidido-no obstante su modo de pen-
sar con el de aquellos sabios , de los qilales se dife-
rencia ‘en el rlhayorfg‘rado*fde exactitud: que ha sabi-
do dar al asunto que trata, como “facilmente se pue-
de cenvencer ‘qualquiera , comparando sus ‘Adicio-
esicon las Geometrias de aquellos Escritores.
Es cierto ‘que Valle_]o parte del mismo principio

- que Lacro;x, estd es , demostrando: dos 6. tres pro-

posiciones por el método de Arquimedes , pero tam-
bien lo es que afiade otras varias , y entre ellas 1a
primerg del libro décimo de Euclides , con lo que es-
tablece' de ‘un modo muy. natural y sencillo quanto
dice del circulo 5 cilindro, «cono y esfera; sin que en
nada‘de esto se'noten los transitos v1olentos que ha-
ce Lacroix en varias partes de su ‘obra para demos—
trar esta teoma

7

Mas 4 pﬂsar de que el autor de las tales Adiciones

debla estar muy satisfecho de’ sus mvesugamones,
por estar. todas ellas- caracterizadas con el sello de la

evidencia 5 .qLH,SO no obstante tener 2 su favor una

prue-
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prueba 'mas decisiva. Y con esta: mira las puso en. las
manos de-los discipulos que. tenia 4 su cargo en ‘el
Real Seminarié de Nobles 1 as. estudian ; las ‘medi-
tan , y las comparan con todo ‘lo'que sabian y des-
‘dé entdnces se les disipan ‘t’odas— Ias dudas que tenian
en la ciencia de la extension ; y empiezan 4 descu-
brir un nueve modo de ver, con:el -que nada se'les
oculta ya en la Geomstria. Asi lo acreditaron en
aquel certdmen piblico que tuvieron en el mes de Ju-
~ lio del afio de 1804, en que en medio de un nu-
* meroso concurso trataron con novedad una teoria
de las mas trascendentales de las Matematicas, gran-
geandose 4 un mismo tiempo los aplausos del puibli-
€0, y la admiracion de los inteligentes. - ,
Todo esto era necesario que se verificase asi, para
que Vallejo se resolviese 4 ofrecer 4 la Academia las
primicias de sus progresos literarios : sabia muy bien
que debia 4 este respetable Cuerpo su primera ins-
truccion en las Ciencias , tenia presente que lo co-
locS despues entre los profesores de ellas > ¥ que por
ultimo formé de su mérito tan alto concepto , que
no dudé poner 4 su cuidado el curso de operacio-
nes pricticas. Circunstancias todas, que pedian por
parte de Vallejo mucho miramiento para no presen-
tar 4 este Cuerpo una cosa que no fitese digna de
“su respeto , y del reconocimiento y gratitud que
le debe. /

La Academia pues bien'informada de todo esto,
' | y



%% - PR OLOGO:

deseosa, de ‘que se aprovechen de Ias expresadas
,Ad1c1ones_. asi-sus discipulos como los de aquellos es-
‘tablecimientos, en que sirve de texto la obra de Don
Bénito. Bails', acordé que se imprimiesen con la ma-
yor brevedad posible, con el fin de que desde este
mismo curso empiecen los jovenes a disfrutar de la.
instruccion -que en ellas se les™ pxocura,.

ADL
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ADICIONES

A LA GEOMETRf[A
DE DON BENITO BAILS,

i

L

Deﬁmcwn L Se llama cantidad constanze aqueHa. que
en una misma qiiestion no puede tener mas.que un
valor.. -

Definicion IL Se llama cantidad varzoble Ia que
en una misma qiestion puede tener todos los valo-
res que se quiera.

Definicion IIl. Se flama equacion & fa 1gua1dad de’
dos cantidades; loqueestaala izquierda del signo=
se llama primer miembro, y lo que esta & la derecha,
" segundo miembreo.

Teorema L. i de dos cantidades X, B una varia-
ble y la otra constante , la variable X al paso qze -
orece , se acerca 4 la constante B,la cc_mzidad cons=
tante B serd mayor que la variable X 3

~ Demostracion. Como una cantidad con. relacion
4 otra no puede mas que ser mayor , igual 6 menor.
.que ella , quedard probado que ‘es una de las tres
cosas , demostrando que no puede ser ninguna de-
las otras dos. Este método de demostrar le han lla-
mado los Matematicos método de exaucion 5y aho-
ra por este método manifestarémos que en el su-.

. puesto d1cho B>X (1) pues como £ no puede set .
A mas

" (1) Elsigne > quicre décit mayor 5 y ol signo < menor,
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mas que mayor , igual ¢ menor que X, si demos-
tramos que no puede ser igual ni menor, es forzo-
S0 que sea mayor. En efecto B no puede ser igual
con X, pues siendo B=X, si X crece se separa del
valor de B ; y si vuelve 4 crecer, se volvera 4 sepa-
rar mas, y 4 cada paso que vaya creciendo se ira
separando del valor de B, que no cumple con la
circunstancia que exige lo enunciado.de aproximar-
se mas 4 B al tiempo que crece X ; luego para que
esta circunstancia se verifique , como es indispen-
sable , B no ha de ser igual con  X. Tampoco
ha de ser menor , pues si B< X, al paso que X crez-

ca, se diferenciarda de B, y por lo mismo no se

puede cumplir con la circunstancia de que X al
crecer se acerque 4 B, siendo B< X ; luego si ésta
circunstancia no se puede verificar en ninguno de
los casos.de B=X, B<X, es claro que indispensa-
blemente se verificars en el otro , 4 saber que B<X.
L. Q. D. D. (estas letras son las iniciales de /o que
debia demostrar.

. ~Teorema II. Si de | dos bca;zz‘z-'dades X ,- B, una va-

viable y la otra constante , la variable X al paso que
mengua , se acerca al valor de B, esta cantidad B
- Serd menor que la cantidad X. : -
Dem. En efecto, si no es B<X, sers igual é
mayor. Si es B=X, y X mengua , se diferenciari de.
B, y si vuelve 4 menguar , se diferenciarad mas; y
al paso que vaya menguando , se ira diferenciando
mas de B ; lo que no puede ser, pues la condicion
exige que se vaya aproximando. Tampoco puede ser
B>X; pues al paso.que X mengiie ; se ird diferen-

ciando- mas de B, que tampoco cumple con lo enun-

ciado. Luego si_ B no puede ser igual ni mayor que
X , sera forzosamente menor.-Z Q. D. D.

. -Teorema Ill. Dadas dos cantidades desiguales,
digo 5 que si.de la mayor se quita la mitad sy de lo
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que queda la mitad 5 y de lo que queda la mi:
tad , y asi sucesivamente , llegaré d tener un se:
sultado que serd menor que la otra cantidad per pes
- quena que sed. ; ; s :
= Explicacion. Sean B y X estas dos cantidades, di-
go que si de la mayor B se quita la ‘mitad, y de
“lo que queda la mitad , y asi sucesivamente , lle=
garé & tener un residuo menor que la cantidad X
por pequefa-que sea. ¥ g Lo ;
Dem. Multipliquese X por -un: nimero 7 tal
que el producto z.K sea mayor que B, y al mismo
tiempo sea el miltiplo mayor mas aproximado- al
valor de B , en este caso sera B<n. K : ahora estas
cantidades que son desiguales, tambien tendrin des-
iguales sus mitades , y por lo mismo, sia cada una
de ellas le quitamos su mitad, las otras mitades que

queden seran desiguales; es decir que ~— < — e

ro si de n.K se quita solamente K, que serd igual
con la mitad de n.K, solo quando n=2, y en to-
“dos los' demas ‘casos serd menor que la mitad de
n. K, con mayor razon quedaran desigualeslos re-
siduos ; pues si quedaban desiguales con:tomar la’
-mitad , si de la menor quitamos la mitad , y de
la mayor menos de la mitad , todo lo que se qui=
te menos de la mitad ‘4 la mayor , harid quelos re-
sultados queden con mas razon desiguales ; luego

- < K—K = K. (n—1);si de estas cantida-

des’, ‘que son desiguales', quitamos la mitad , tam-
bien quedaran desiguales'; y si de la mayor quita-
mos menos de la mitad , como: seri quitar A en el
caso-de que (n—1)'sea mayor que 2 , con mas ra-
zon quedarin desiguales ; y como prosiguiendo qui-
tando-4 la menor la mitad ; y 4 la mayor la can=
tidad A", que solo sera igual con la mitad en el ca-
; ' Az S0
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so de que el multiplo que reste de & sea el duplo,
¥ en todos los demas casos, seri menor que la mi-
tad , los resiltados quedarin siempre desiguales , es
claro que al haber hecho un ndmero de restas ex- .
presado por 2—1 , los resultados quedarin desigua-
les 5 pero si de n.K se quita la K, (n—1) veces, que-
da en n. K— (n—1). K =n.K — n.K+K=K; luego K
sera mayor que el residuo que qiiede de haber qui-
- tado 4 B la mitad, y al residuo la mitad, y asi
sucesivamente hasta las n—1 veces ; luego por pe-
quena- que sea la,cantidad A, podemos hacer me-
nor 3 la”cantidad B, quitindole su mitad , yalo
que quede la mitad, y asi sucesivamente. - i
~Aunque esta demostracion no presentard difi-
cultad 4 los que hayan entendido bien la Aritmé-
tica , sin embargo para no dexar nada que desear,
Iz pondremos-aqui tambien por Geometria. '
Para esto , supdngase que las dos cantidades des-
iguales estin representadas ahora , la mayor. por la
linea 4B (fig. I. ), y la menor por la linea K. Co-
I6quese’ 1a linea K tantas veces sobre la linea inde-
finida DM , como se necesite para que un multiplo
_de ella tal como DE, sea mayot que 4B, y al
mismo tiempo sea el multiplo mayor mas aproxi-
. mado 4 4B. Dividida la DE en las partes DF, FG,
GE iguales con K , quitese de 4B la mitad AH, y
del residuo HB la mitad HL , repitiendo esto las
veces que se necesite para que las partes de la 4B
sean tantas como las de DE. Y asi, por quanto
BA< DE , side estas cantidades quitase las mi-
tades 4H , DO, los residuos HB, OF serian desigua-
les , de manera que tendria HB<OE ; pero si de
la menor quito la mitad:, y de la mayor la canti-
dad DF, que solo sera igual con la mitad , quan-
do DE sea duplo de K, y en todos los demas ca-
-80S , COMO es este, SErA MENOr , CON. Mmas 1azon que-
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darin los residuos desiguales , y sers HB<FE; si
ahora de estas. cantidades se quitan las mitades LA,
FG , quedaran los residuos LB, GE desiguales, y se
tendra LB<GE ; pero LB es lo que resulta de qui-
tar 4 4B la mitad , y de lo que queda la mitad, y

asi sucesivamente , y GE es igual con K ; luego si-

de la mayor 'de dos cantidades desiguales se quita la
mitad , &c. ot 3
~ - Escolio. Si la DE constase de mas partes igua-
les con K se procederia del mismo modo , quitin- -
dole partes iguales con X, y la mitad 4 1a 4R has.
ta que'no quedase mas que una parte igual con A,
la qual siempre sera mayor que lo quede de la 4B.
~ Corolario. De aqui resulta que si de dos canti-
dades desiguales , de la mayor se quita mas de la
mitad , y de lo que queda mas de la mitad ,- y asi
sucesivamente , con mas razon podemos decir que
lo- que resulte serd menor que una cantidad dada
por pequefia que sea ; puies si esto_se podia conse=
guir quitando solo la mitad , y luego la mitad ,
&ec. , con mas razon se conseguird quitandc mas de -

la mitad , y de lo que quede mas de Ia mitad , ¥
asi sucesivamente. s.ort en i - e e
~ Teorema IV. A4 toda cantidad variable X se Ig
puede bacer menor que qualquier cantidad dada por. -

bequena que sea. . 3 k
.. Dem. Una vez que por su naturaleza la can-
tidad X puede tener todos los valores que queramos,
¥ aqui las variaciones son independientes de toda
ley , podremos hacer que a cada  paso la variacion
“que resulte, sea el quitarle la mitad 6 mas de Ia
~mitad , 1o que ‘es lo mismo que hacerla dos veces.
menor , 6 mas de dos veces menor 5 ¥ de este mo-
~ do, por el teorema antecedente, tendremos un re-
sultado al cabo de cierto tiempo que seri menor

que qualquier cantidad dada por pequenia que sea.
: ‘ CQ:;
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Cor. De agui resulra que ‘como un productg
disminuye , al paso que mengua uno qualiquiera de
us factores , quando queramos hacerle menor que
aiquz r cantidad dada por pequefia que sea, no hay
as que hacer 4 uno.de los factores dos veces 6 ‘mas
) e dos veces me nor, y luego dos veces , 6 mas de dos
~ veces menor, &c. ; y como-en este caso el producto 2
cad& paso va siendo dos veces, 6 mas de dos veces

nenor , este ‘producto ( Teorema ILI. ) podra llegar
’» ser menor que qcalquer cantidad dada por pe-
quefia que sea; y al contramo, si uno de los factores
de un producLo va siendo 4 cada paso dos veces, 6
mas de dos veces menor , como en el mismo caso
el producto ira siendo>dos veces, 6 mas de dos ve- -
ces menor’, legara (T'eor. IIL ) 4 ser menor que qual—
quler cantldad dada’ por pequefa que sea.

Teorema V. Si dos cantidades invariables Ay B
son tales que su diferencia A—DB sea wmenor que una
tercera cantidad X', por pequeiia que pueda ser esta
mntzdad 5 estas das cantidades son iguales entre si.

- Dem: En efecto, si fuesen desiguales ; se ten-
drla necesariamente A-—B—d , sefialando 4 su dife-
rencia ; luego no seria posible que K tuviese un va-
lor menor que ¢, y por consiguiente tan pequefio
como se quisiese ; y como por el supuesto, A pue-
de ser menor que qualquier cantidad dada por pe-
queha Que sea , s¢ sigue que no puede- haber la di-
ferencia d entre’ d:chas canndades Ko luego seran

iguales.
Aqux decimos que las camvdades son mvarxables,

Q.Js«-& ‘:? [ AVIESA

porque:se puede encontrar una. expzesmn de Vg,
tal que se-diferencie” de la verdadera ‘en una canti-
dad menor que. qualqulet cantidad dada, sint- que

_Hegue Jamas al valor exacto de Vs, pero estos. re-
: sul-
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sultados mudan 4 cada nueva aproximacitn, mien-
. tras que las cantidades 4 y B no son suscepti-
" bles la-una ni la otra sino de una sola determi-
nacion, : : - ' :

Teorema VL. 87 tres cantidades X,AB son tales
que la primera X, que se supome variable , pero
siempre mayor 6 wenor que las otras doss A, B -que:-
son constantes , se pueda aproximar d ambas en el mis-
mo tiempo , tanto como se quiera , dichas dos cantida-
des A y B serdn iguales. - - . - . bt arh ok
.. Dem. Sino es 4= B, sers porque la una tal
como la A lleve 4 'la otra una cantidad qualquiera’
X5 -lo que dard A=B-+K ; y enténces -acercandose
X 4 A tanto como se quiera , no se podra acercar 4
B en el mismo tiempo tanto como se desee, por im-
pedirlo la cantidad & ; y eomo por el supuesto se.
puede X acercar 4 ambas & un mismo tiempo tan-
to como se desee , se sigue que no puede haber nin-
guna diferencia entre 4 y B. L Q. D.D. . . - -
. Teorema VIL i dos. cantidades variables X 5 L
Se pueden acercar tanto como se quiera a las dos
cantidades constantes A y B, y ademas la relacion

7 ;de las dos prz’m'gz‘fts es consiante digo gque esta

3 : & A -
relacion es la misma gue lo <5 que tienen las des
eonstantes. . ' g
Dem. Por poderse acercar X 4 4 tanto co-
mo se quicra, y Z 4 B, tenemos que las relacip-
X' o " : - ) . 4 .
nes —r > 5 se podran diferenciar de la unidad tan
poco. como se desee, v por o mismo estas relacic-
nes , st tienen alguna diferencia , no se podra ex-
presar por set menor que qualquier cantdad dada
por pequena que sea; en efecto, si supusiésernocs que
su- diferencia se podia sefialar por la cantidad 4,
T : = : : fen~

~
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o ahe o KB s X E
tendriamos por exemplo T F= d, 6= 7

| , oz,
- d ; pero en este caso , pudiéndose acercar 54 la
unidad tanto como se quiera, no lo podria hacer

la cantidad —)Aﬁ pot impeditlo la cantidad d, contra lo

: s ; ' . 5 K X Z g
dicho éntes ; luego la diferencia entre —-y —-'5 si.
“es que la tienen , no se puede expresar. Ahora, por
ser constante la relacion - , llaméndola C', ten-

" drémos -—)2(— =C, de donde X=Z.C; substituyen=

: , - X n .
do en vez de él' este valor en = tendré las rela-
. YA . ~ ,
ciones —-y —, que sL 1o se puede_ expresar su di-
ferencia ‘por ninguna cantidad dada, tampoco se
" podrh e la de las cantidades — y —= , que
podri expresar la de las cantidades —y —- , que
es la que debia constituir dicha diferencia , por ser
comun la cantidad Z ; y como estas dos cantidades’
¢ ' : A .
=¥ ——;; son constantes , inferimos por el. teore-
" N i b
maV. que - =—, 6 multiplicando por A4, C=
A y . '
—%{— == Luego si dos cantidades, &c.
) Il e
Lo que sigue se debe. estudiar despues de la
proposicion que en el capitulo de los' dngulos
 (‘Bails tom. L. de los Principios , pag. 228 5 pay.
439) dice : Que si dos dngulos son iguales , y se
pone el vértice del uno sobre , &c.
Problema’ I Dadas dis rectas - encontrar si co=
: ?
- - o w1t
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smun medida , 6 si no la tienen , hallar Ia relacion.
aproximada de la una a la 0Lrd:i e

Res y dem. Sean 4B y CD (fig. IT) las dos li-
neas dadas: coléquese la ‘menor CD sobre la ma-
yor , tantas veces como se pueda 5 y se hallara que
estd contenida , por exemplo , dos veces desde A
hasta E , y ademas queda la resta’ EB , de modo
-que se tendri 4B =2CD + EB. 3

Coléquese despues la resta EB en la CD las ve=
‘ces que se pueda, y se hallarid que estd contenida tres
veces quedando una resta FD , lo que da

. CD = 3EB + FD

Pongase esta segunda. resta FD sobre la prlme= -,

ra EPB las veces que se pueda , y se hallard que esta
contenida en ella una vez, dexando por resta la GB,
de modo que serd
- "EB=FD~+GB
Si colocando la tercera resta GB sobre la segun-
da FD , se encuentra que estd contenida exicta=,
mente quatro veces , se tendrd por dltimo

FD = 4GB. .

Poniendo ahora. este valor de FD en el de EE

resultara DS .
B—-=4GB+GB—-5GB

Substituyendo estos valores de EB y‘FD en ei£
de CD, se tendrd =

-CD =3, 5G.B+4GB—= ISGB+4GB = 19("3

Y poniendo en'vez de CD y EB sus valores ea:
elde 4B, sera por dltimo E

AB=2. IQGB +5GB = 38GB + 5GB 4363‘

’ Donde se ve que 1a tltima resta GB es la comun
- medida de las rectas 4B y CD ; y pues que dicha
. B co-
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comun medida. esti contenida 43 veces en 4B y
19 en la CD, se sigue que estas dos rectas tienen
‘entre si la relacion de 43 4 19.

Si, procediendo de este modo , no se llegase 4
una resta que estuvisse contenida exictamente en
la anterior, dichas dos lineas no tendrian ninguna
comun medida , 6 serian incomensurables. En este
caso , para hallar su relacion aproximada , se va
colocando cada resta en la antecedente hasta que
se llegue 4 una resta que por su pequefiez no se pue-
da ya averiguar con el compas las veces que esta
contenida en la antecedente , y entdnces 6 se des-
precia , si es muy pequefia , 6 si no se feputa 4 ojo
las veces que esta -contenida en la resta anterior 3
y- substituyendo estos valores en las restas antece-
dentes, s¢ llegara 4 tener la relacion aproximada que
tienen entre si. , , ;

Problema II. Dados dos arcos de un mismo circulo
¢ de circulos iguales , encontrar la relacion de sus lone
Zitudes, - o BTIeES sz, . EERS

Res: y dem: Esta qiiestion se resolveria como Ia
antecedente , si se pudiesen colocar los arcos de cit-
culo los unos sobre los otros, como se hace con las
lineas rectas; mas no pudiéndose executar en la
practica esta superposicion , se suple por la de las
cuerdas que , siendo iguales, corresponden & arcos
iguales. Y asi, si los:dos arcos dados son 4By CD
(fig. lIL. ), se colocara la cuerda del arco CD, que
es el menor , todas las veces que se pueda sobre el
arco 4B ; y si se puede executar dos veces , por

~exemplo , desde A4 hasta E , se tendra que el arco
AB , componiéndose de dos partes Ad, dE igua-
les cada una con CD, y de la resta EB, sera

AB = 2DC + EB.

e Coldquese 1a cuerda de Ia testa EB las veces que
g - » se
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- se pueda sobre el arco CD, y se tendtd que eve- .
cutandose una vez desde C 4 ', y dexando la resta
FD, serd . AT

i DC=CF~+FD =EB + FD.

Péngase la cuerda de la resta FD las veces que
se pueda sobre la antecedente EB ; y si se halla
que esta contenida en ella exdctamente quatro ve=
ces 5 se tendrd - .
: _ BE = 4FD ' )

Substituyendo ahora este valor de BE en el de
DC , sera BN ;

-£3iE, -DC=4FD + FD=35FD. _

Poniendo ahora los valores de BE y. DC enel
de AB , sera 2 ) .

 AB=2.5FD + 4FD = 10FD + 4FD = 14FD;

" Con lo'qual se tendrd que el arco FD sera la
comun medida de los'dos arcos #ABy CD , y estani-
do contenido catorce veces en el primero y cinco en
el segundo , resulta que tendrin entre si la relacion
de catorce & cinco. = ' £ =

Esc. La operacion se termina tambien aqui quan-
do se halla una resta que esté contenida exictamen=-
te en la precedente ; si no se halla, dichos arcos,
. son incomensurables , y se encuentra su relacion’
aproximada , continuando la operacion, hasta que
se llegue 4 una resta, cuya cuerda por su peque-,
fiez no se pueda averiguar ya graficamente las veces
que esti contenida en la resta antecedente.

Teorema VIIL. Si haciendo centro en el vértice de
un dngulo con un radio qualquiera , se traga un Grcoy
9 e concibe dividido en un numero. qualquiera de par=
tes iguales 5 los dngulos en que quede dividido el dn=
gulo total por los radios tirados desde su vértice a los
puntos de division , serdan iguales. 13 46l d

Explic. Sea ¢l angulo COA (fig. I7.) digo, que -
| Bz -
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si con un radio tal como 40 se traza un arco 4BC,
Y se concibe este arco dividido en las partes iguales
AB, BD, &e., los angulos A40B , BOD formados
por los radios tirados 4 los puntos de division, B,D,
‘&e. seran iguales. % : ¥ e iy
; Dem. Concibiendo doblada la figura por el radio
‘OB, se tendra, por estar: todos los puntos. de la cir=
cunferencia 4 igual distancia del centro , que todos
los puntos del arco 4B caeran sobre el arco BD;
Yy por ser-iguales-los-arcos 4B, BD, el extremo A4
del primero caeri sobre el extremo D del seguindo;
luego en este caso, habiéndose confundido el pun-
to A con el D, las dos lineas 40, 0D, que parten
desde el mismo punto O, tambien se habran confun-
dido, por tener dos puntos comunes ; luego los 4n-
gulos tambien se confundirdn , y por lo mismo serin
dguales. 7% <o :Top ] '
- Teorema IX. Si desde los vértices O,0 de dos dn-
gulos AOC y aoc (fig. IV.), se describen con un mise
o radio.dos arcos de circulo 5 la relacion de los arcos
comprebendidos entre los lados de cada dngulo , serd
-da misma. que la de estos dngulos. £
Dem. Aqui pueden ocurrir dos casos, 6 que los
‘dos arcos AC, ac, tengan una comun medida, 6 que
'no la tengan, esto es , que sean comensurables ; ¢
que no lo sean. ghusuniiney ibsai
1.° Si los dos arcos AC y ac tienen por comun
medida al arco 4B = ab, colocando esta comun me-
dida sobre cada uno de ellos tantas veces como se
- pueda , ‘quedaran divididos ambos en partes igua=
les ; y sise unen los diferentes puntos de division
-con el vértice del dngulo correspondiente, por medio
‘de las rectas OB, 06, quedarin divididos los angu-
los A4OC, aoc en tantas partes iguales ( Teor. VIII. %
como tienen los arcos AC, ac. Luego los 4ngulos
‘propuestos 40C , aoc , estando compuestos respec-
2 e 5 ti=

& . 3 o
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tivamente de tantos:4ngulos:iguales con: AOB (1) co-
* mo partes igualesa AB contienen los arcos AC,ac,es=
taran evidentemente en la misma razon que estos:ar=
cos , y tendran por comun medida ¢l angulo A40B.

2.2 Silos:arcos AC, ac son incomensurables , que:
dara demostrado que 1a relacion de dichos arcos es
igual con la de los angulos 5 si demostramos que no-
puéde ser mayor ni menor. - b suniils Bec 25
. Sisuponemos ( fig-F.) que 1a relacion de los 4ngulos
es menor que la de los arcos, tendrémos AOC : aoc <
AC: acy y para que esta segunda razon sea igual con
la primera, se necesitari quesu conseqiiente ac¢: crezca
y se convierta por exemplo en ad ; o que dara
L Cosiaoe 25 AC 2 adss hoizel o ;

En este caso , concibiendo dividido.el arco AC en
dos partes iguales -y luegoen otras:dos , y asisu~ -
cesivamente , -se’ llegard -4-concebir un -arco ( Teor:.
IV.) menor que ¢d;, 'y por .consiguiente se podra
colocar esta parte sobre el ac, de modo que unoc
de los puntos de -division eayga entre ¢ 'y d, por
exemplo 5 en 'e;; con. lo que los. angulos' AOC y ave
guardarin la misma relacion que los arcos comensuras
bles AC, ae, y se tendra esta proporcion - b
e . AOC : aoe:: AC: aey
que .como tiene los mismos antecedentes que la pri=
‘mera , podrémos: formar proporcion ‘con:‘los conse=
qiientes ( pues-si:las alternasemos , tendrian: comun
1a razon AOC : AC)yyserd = - oo &8 woieii
- soiians 0l FLhoaoctmoe Al ae Y ¢ VETE T

pero ésto es un absurdo , -porque 40¢ , siendo menor
que aoe , la 12 razon es:de menor desigualdad , y ad;
{1)-En esto no cabe duda, pues si se coloca el dngulo aoc so=
“bre el AOC de modo que-la oz cayga sobre la 0.4 , el arco ac.
caetd sobre el AC , y por ser i nales los arcos AB, ab, €l punto b
se confundiré con el punto B§ por 16 que la linea b se confun-
dird ¢on la OB, y sucediendo lo mismo 4 las demas, es claro
que todos los. 4ngulos-sonignales. * - U o SheSh GH 90 ,
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siendo mayor que ae , la 2% es de mayor-desigualdad,
¥ jamas pueden ser iguales'dos razones de esta espe=
cie ; luego el Supuesto que hemos hecho tambien es
un absurdo , luego la relacion de los angulos no se
puede suponer menor que la de los arcos. - .
Tampoco se puede suponer mayor; porque siendo
A0C: a0c > AC : ac, se necesitaria que el consegiiente
de esta tltima disminuyese y se convirtiese por exem-
plo en ad’ para ser igual con la primera, lo que daria
- AOC: a0 s AC 2l isun snnemn o
¥ concibiendo . dividido como: -antes el arco AC en
partes bastante pequefias:, para que colocada una so-
bre el arco ac las VECEs que se necesite, cayga un pun-
to de division entre ¢ y &', como en ¢, se tendra
- o AOC: ave' i AC: g, ... - GEES
que como. tiene 1os. mismos antecedentes que la del

sapuesto., los conseqiientes nos darén esta proporcion
U 9T S ea00 00081 adl 2 aeyii s ;
que es un absurdo ; pues una razon es de mayor des-
igualdad,yla otra de menor; luego el supuesto que nos
ha.conducido ¢l sers tambien absurdo, Luegosilara-
.zon_de los angulos no puede ser menor ni mayor que la
de los arcos , es claro que ser igual. L. Q. D.D.
Cor. Para medir los ingulos se debe elegir por
unidad otro 4ngulo , cuyo valor absoluto esté bien
determinado, y comio éste es el angulo-recto . que
_ es:el-que forma una: linea . que ‘cae . sobre otra sin
inclinarse mas hicia un lado -que¢ hicia otro s'este se
debe elegir 5 pero. en este. caso -todos los 4ngulos
agudos serian fracciones del angulo recto, y los ob-
- tusos estarian representados por un nimero fraccio-
nario 5 lo que haria muy fastidioso el lenguage.
Para -evitar: €sto 5 .como - se ~acaba’ de demostrar
que la relacion de los angulos es ‘la misma que Ia
de los arcos, se’ dice que la medida de los 4ngulos
es el arco de circulo comprehendido entre sus lados,,
¥ descrito“desde sy vertice como centro; y, asi, .como.
' qua-



DE D. BENITO BAILS. 15

quatro 4ngulos rectos cogen toda la circunferencia,
el angulo recto abraza un quadrante de circunferen-
cia , pero considerandose esta dividida en 360 pat-
tes, que se llaman grados , corresponden go al qua-
drante. De manera que quando se dice un angulo
de un grado, de dos, &c. se da 4 entender que di-
cho 4ngulo es 5’5 6 % del angulo recto , 6 que dicho
~ éngulo tiene con el recto , que es el que se toma por
unidad la. misma relacion que el arco de wno 6 de
~ dos grados tiene con el quadrante , que consta de.qgo..

11N

Lo que sigue se debe estudiar despues de la
- proposicion que en el capitulo de los tridngulos,
Bails tom. L. pag. 258, par. 554, dice: Que en un
_. mismo tridngnlo el mayor lado ‘estd opuesto
al mayor d4ngulo.

Teorema X. La suma de dos lados de un tridngu~
lo es mayor que el tercero. Ay s ok 3
. Explic. Sea BCA (fig. V1. ) un tridngulo qual-
quiera, digo que BA+CA>CB. Lo s
- Dem. Haciendo centro en By con un radio
igual al lado mayor BC, tricese el arco CD hasta
que encuentre al lado BA prolongado , por el pun-
to de interseccion D y el punto C tirese la DC; y
por quanto.CB y DB son radios de un mismo cir-
culo, seran iguales; y como en un mismo tridngu-
lo 4 lados iguales ( Bails ‘552) se oponen angulos
iguales, sera el sngulo DCB—CDR ; pero el angu-
lo DCA, siendo parte del DCB, sers menor que él,
y tambien menor que el angulo CDR, que es igual
con DCB. Luego en el triangulo DCA el angulo
CDA es mayor que ACD , Yy como en un mismo
triangulo al mayor 4ngulo esta opuesto ( B. 554)
=Y : X g el
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el mayor lado, se sigue que CA4, lado opuesto-al
angulo mayor CD.A, serd mayor que DA, lado
opuesto al angulo menor DCA ; es decir que tene-
mos probado que CA> DA. Ahora bien , si 4 estas
cantidades ,- que son desiguales , les anadlmoa una

misma cantidad 4B, tambien permaneceran des-
lguales , ¥ por lo mismo tendrémos CA+.A4B > D A+

AB , 'y como DA+ AB=BD, y DB es igual con
BC, se sigue que Cﬁ+ﬂB>BC’ pero C4 y AB
son dos lados del triangulo CBﬂ, vy BCes el ter-
cero; luego la suma de dos lados , &e. L. Q. D. D.
Cor De ‘aqui se ‘infiere que si desde un pun-

to qualquiera A (fig. VII.) dentro de un. triangulo

se tiran las lineas MCy MB a dos angulos quales-
quiera C,B , la suma de estas lineas es menor que
" la suma de los lados CA,4B opuestos 4 los angu-
los 4 que se tiraron las lineas: es decir que CA+
AB >CM~+BI. Pues si por el punto J concebimos
tirada la VR, por el Teorema antecedente, sera V.4
AR >NR ;-y afadiéndo 4 estas cantidades desigua-
les una misma cantidad NVC+RPB , quedarin des-
iguales; y serda VC+RB+IV A+AR> NC+RB+NR,

y como NC+RB+NA+AR=CA+AB, sera CA—§=,

AB>NC+RB~+ NR. Pero (Teorema antec ) CN+
NM>CM y MR+RB>MB ; luego si sumamos es-
tas cantidades desiguales , anadlendo la cantidad
mayor 4 la mayor, y la menor 4 la menor , tam-
bien permaneceran desiguales , y serd CN + NM+
JR+RB>CM~+MB , y como CN + NM + MR s
RB=CN+NR+RB , y antes teniamos CA+.4B>
CN+NR-+RB, con mas razon serd CA+AB>CM-4-
2B, DEES cA4 yﬂB son los lados del triangulo opues-
tos 4 los angulos 4 que se tiraron las-lineas, y-CM
y BM son las lineas tiradas ; luego s desde un punte

de un tridngulo , &c.
‘Teorema XL i desde un punto 4 otro se tira unc
6=

#-
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recta y una curva, lavecta es mas coria que la curva.
‘Explic. Si desde el punto A (fig. ZZIl.) al punto
B se tira la recta AB, y la curva ACB , vamos &
demostrar que ACB>AB. . ;
~ Dem. Tirense desde 4 y B 4 un punto qual-
quiera C de la curva , las lineas ACy BC, con lo
qual tendrémos (Teor. X.) AC + CB>AB ; y si des-
de C y A tiramos 4 un punto intermedio del arco
AC , las AD, CD , y desde B y Cal punto inter-
medio: E del otro arco, las BE , CE por el mismo
- Teorema , tendrémos AD+DC>AC, EC+EB>CB; .
de donde sumando ordenadamente, serd AD +DCH=
CE+EB>AC+CB ; y si volviéramos 4 tirar 4 los
puntos intermedios de los arcos AD,DC, &c. lineas,
- el.conjunto de lineas que tirasemos seria mayor que
el conjunto de AD + DC + &c. ; pues cada dos li=
neas AM~+MD siempre seria mayor que su corres=
pondiente DA ; pero este conjunto de lineas al pa=
' s0 que crece , se aproxima 4 la curva ACB, pues
va teniendo mas puntos comunes con ella 5 luego la
curva . sera mayor ‘que cada uno de estos conjuntos
de lineas rectas , por tener demostrado ¢ Teor: 1.) que
si una cantidad que varia,. alcrecer se aproxima 4
otra cantidad ‘constante , ésta sera miayor que ca=
da uno de los valores que tenga la cantidad que cre-
-ee al variar 5 y como qualquiera de estos conjuntos
de lineas es mayor que 4B, se sigue que con mas ra-
zon seri la curva AMDCEZB mayor que la recta -
AB 5 luego si desde un punto d otro se tira una recta,
&, oo - : & : ;
- Cor. I. De aqui se infiere que el perimetro de una
figura qualquiera inscripta en una eurva e€s [menor
que ‘dicha curva ; y que si en una misma curva se
inscriben diferentes figuras, el perimetro de la que
tenga mas lados, sera mayor que el perimetro de la
que tenga ménos ; puesto que los perimetros de: di-
By ShNL 3 C chas
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chas figuras no son otra cosa que los conjuntos de
lineas de que hemos hablado en el Teorema ante-
cedente. '

Cor. II. Tambien se infiere que la linea recta es
la mas corta de quantas se pueden tirar desde un
punto 4 otro ; ya sean curvas, como ACB , ya se
compongan de rectas como las 4D+DC+CE+EB,
ya se compongan de rectas y de curvas , como del
areo AMDC+ la recta CB.

Teorema XIL. 57 desde un. punto d otro se tzra una
. recta , y diferentes curvas:-que sean- concavas 6 conve-
xas /mcm un mismo lado . la curva que mas se acer-
gue @ la recta serd la mas corta.

Explic. Si desde el punto 4 ( fig. IX. ) al punto
B se tiran diferentes curvas 4CB , ADB , la ACB,
que es la que ‘mas se acerca -4 la recta AB es la
mas corta. :
"+ Dem. Si por. el punto C’ se concibe Ia tangente'
MCN 4 la curva interior , es claro que el conjunto de
lineas AMCNDB se aproxima masa la curva ACB,
que la ADB 5 pues tiene mas puntos comunes
con ella; y si despues por otros puntos interme-
dios entre Ay C, y entre C y‘B concebimos otras
tangentes RPS, TUQ,, el conjunto de lineas ARP
SCTUQRB se aproximard mas 4 la curva ‘por tener
mas puntos”comunes’ con e¢lla ; y siguiendo concis
biendo tangentes , ¢l conjunto que se vaya forman-
do se ira aproximando cada vez mas 4 confundirse
con ella; y como este conjunto al paso que se va
aproximando 4 la curva, mengua , no hay duda
en que dicha curva ( -’.E‘eor, 11 ) es menor queel con-
junto de lineas ; y como cada uno de los conjuntos
de lineas es menor que la curva 4DB , con mas ra- -
zon la curva ADB>ACRB. B :

" En efecto, la curva ADB es mayor que el con-

Junto de hneas dl{MC’NgB » ¥ este conjunto de

li-
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lineas vd disminfyendo al acercarse 4 la curva, y se
verifica que AMCNB > ARPSCTUQB ; pues pot ser
( Teor. XI.) MDN>MN, si & estas cantidades des=
iguales les afiadimos-una misma cantidad AM+N B,
~ quedaran desiguales, y serd AM +~ NB + MDN >
- AM+~NB+MN ; pero AM~+NB+MDN=i la cur-
va ADB,y AN+NB~+MN = al conjunto de lineas
AMCNRB ' luego la curva ADB es mayor que el
conjunto de lineas AMCN B. Como (Cor. 1L. de Teor.
X)) RM+MS>RS y TN+NQ> TQ, ; sumando es-
tas desigualdades ordenadaménte , es decir , la can-
tidad mayor con la mayor y la menor con la me-
nor, tambien permanecerd la desigualdad , 'y ten-
dremos RM4+MS+TN+NQ,>RS+TQ, ; ahadiendo
ahora 4 ambas la cantidad AR +SCT + QB , tam-
‘bien permaneceran desiguales , y serd AR+ SCT 4
 OB+RM+MS+TN+NQ> AR +SCT+0OB+RS+
TQ,; pero AR+SCT+QB+RM+MS+TN+NQ =
" al conjunto de lineas AMCNB y AR+SCT+QB+
RS+TQ— al conjunto ARPSCTUQB; luego el con-
junto AMCNB > ARPSCITUQRB ; y como si conce-
bimos otras tangentes en los puntos intermedios de
los arcos AP , PC, &c. demostrariamos del mismo
medo que este conjunto seria menor que el ARPS -
CTUQRB , se sigue que estos conjuntos., al paso que
se van acercando 4 la curva , van siendo -menores. -
- Cor. I. De aqui se infiere que una vez que la cur-
va interior es menor que qualquier conjunto de li-
neas , cada arco de curva es menor que la porcion
- de lineas correspondientes 4 dicho arco; y que por
lo mismo el arco PC < PS+SC, es :decir ; que una
porcion de curva es menor que la suma de las tan-
gentes tiradas 4 los- extremos de dicha curva, pros
longadas hasta que se encuentren. Be 3%
“Esto tambien lo podiamos demostrar concibien=
do por ¢l punto O la tangente FOG ; pues demos=
: - Cz tras
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trariamos del mismo modo que antes , que el con-
junto PSC>PFOGC , y volviendo 4 concebir mas
tangentes seria- menor el conjunto que se formase,
y asi- sucesivamente ; y como al paso que mengua
este conjunto se va acercando mas al drco PC, por
tener mas ‘puntos comunes .con ¢€l, inferirfamos -
{ Teor. IL. ) que el arco PC< PS+SC. ‘
" Esc. L. Esta .proposicion que los - Geémetras
han tenido por evidente , bien reflexionado , no lo
€s ; pues aunque el conjunto de lineas PS +SC se
scpara mas de la recta PC (que es en lo que se
fundan) que la curva POC, sin embargo , como di-
c¢ho conjunto camina en linea recta , concibe nues-
_ tro entendimiento , que este -mayor desvio , tal vez
~ 8¢ podria compensar con la curvatura de dicho ar-
. €0 ; y yo confieso que he llegado 4 dudar de su ver-
dad , habiendo dado origen 4 mi duda el suponer
tambien los Autores que la linea 4B lamada tan-
gente trigonométrica del arco Ac (fig. XVIIT) era
‘mayor que el arco A4c, quando se ve lo aventurada
que es la proposicion. Ahora no hay duda en ella,
porque estando demostrado rigorosamente que 4B+
BD> arco- AcD , como si- el arco ¢D es igual con
«J¢ 5 es. tambien AB igual con BD , por ser isésce-
les el tridngulo ABD (B. 521), tendremos substitu-
yendo en vez de. BD y AcD sus iguales 4By 2.4,
24B>24c 6 AB> Ac. - e in ¥
Esc. II. Quando me propuse formar estas adi-
ciones para mis Discipulos del Seminario , principié-

4 executarlo sacandolas directamente de las obras -

de Arquimedes ; mas reflexionando despues que el
método seguido por el célebre Matemético La Croix
es mas analogo al estado en-que se hallan las cien-
cias en el dia, me resolvi 4 seguirle estableciendo
aquellas proposiciones que eran indispensables para
__darle todo el rigor que es propio de la Gcomczg;:;‘
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Como algunas de estas proposiciones las han toma=
do por axiomas los Gedmetras; y los que no en-
tienden 4 fondo estas ciencias, si se déxan dominar -
por la envidia , no encuentran otro modo de discul-
par su falta de instruccion “que el despreciar ¢ des-
acreditar las investigaciones de sus contempora-
‘meos, puse en la advertencia del quaderno impreso
de los Certamenes del Real Seminario de Nobles de
esta Corte en el afio de 1804, que Leibnitz juzgaba
que se debian demostrar hasta los axiomas, y ma-
nifesté los perjuicios que traia el no explicar la Geo-
metria con el rigor que la caracteriza. Pues aunque
la autoridad en estas Ciencias no tiene peso algu-
no para el verdadero inteligente , le tiene y muy
grande para el que debiendo serlo, no lo es. Y aho-
ra ahadiré haber visto despues (1) que dos excelentes
Gedémetras de Europa, 4 saber , Mr. Legendre,
miembro del Instituto nacional de Francia y de-la
Sociedad Real de Léadres, y Mr. Bertrand , profe-
sor de Matemiticas en Ginebra , y miembro de la
- Academia Real de Ciencias y Bellas Letras ‘de Ber-
lin , conociendo la importancia de muchas de mis
proposiciones , hacen los mayores esfuerzos para de-
mostrarlas por un mérodo que , aunque digno de
. €ada uno de estos sabios, no me parece, sin em-
‘bargo , tan sencillo y rigofoso como el mio :
Cor. [I. Tambien inferimos que el perimetro de
una figura qualquiera circunscripta 4 una curva, es
decir, que se componga de tangentes 4 dicha curva,
sera mayor que la longitud de la curva; y que de -
muchas figuras circunscriptas 4 una misma curva,
la_que se compone de mas ‘tangentes tendra menor
perimetro ; pues cada parte PSC compuesta de dos
By 5 e tan=
- (1) Estas obras no las pude adquirir hasta principios de
octubre de 1804 que las compré en la libreria de Ramos.
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tangentes sera mayor que PFOGC (Cor. antec.) com- -
puesta de tres. i ve # -
el 42

Lo que sigue se debe estudiar despues de la

© proposicion que en la semejanza de las figuras

( par. 631) dice asi: Luego dos tridngulos, cuyos
lados son todos perpendiculares, &c.-

Teor. XIII. Si desde el dngulo recto de un tridn-
~ gulo recrdngnlo se baxa una perpendicelar & la hipo-
tenusa , se verifican cinco cosas: 1.° el triangulo que-
dard dividido en otros dos triangulos 5 que por ser se-
mejantes al total , serdn semejantes entre si: 2.° la
 perpendicular baxada serd media proporcional entre
dos dos segmentos de la hbiporenusd : 3.° cada cateto
serd medio proporcional entre la hipotenusa y el seg-
mento correspondiente : 4.° el quadrado de la hipotenu-
sa serd igual & la suma de los quadrados de los cate-
2053 ¥ 8.° la perpendicular serd quarta proporcional 4
la hipotenusa y a los catetos. '

Explic. Si desde el 4ngulo recto A (fig. X.) del
tridngulo rectingulo 4BC ‘se baxa una perpendicu-
lar AD 4 la hipotenusa BC , digo que se verificaran

cinco cosas : 1.° los dos triangulos ADB , ADC se-
ran semejantes con el total BAC, y por lo mismo -
semejantes entre si: 2.° la perpendicular AD seri
media proporcional entre los dos segmentos BD y
DC de la hipotenusa : 3° cada cateto 4B 6 AC se-
4 medio proporcional entre la hipotenusa BC y el
segmento BD 6 DC que 4 cada uno corresponde : 4.°
el quadrado BC* de la hipotenusa , serd igual 4 la
suma BA*+AC* de los quadrados de los catetos, ¥
finalmente : 5.° la DA serd quarta proporcional 4 la
hipotenusa BC y 4 los catetos C4 , 4B.  «
Dem. 1.° Por tener los triangulos BA4ACy BAD
JE R ' un
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“un angulo-comun en B ;y ademas el primero un an-
- gulo recto en A por el supuesto , y el segundo otro
en D tambien recto , por ser la 4D perpendicular 4
BC , dichos tridngulos (B. 629 ) son-semejantes. Por
tener los triangulos BAC y DAC comun el éngulo
en C, y ademas cada uno, uno recto, el primero
el 4nguloen 4 y el segundo el en D, tambien ( B.
629 ) seran semejantes ; y una vez que los tridngu=
los parciales BAD 'y DAC son semejantes ambos a
~ uno mismo, que es el total BA4C , no hay duda en
que-son semejantes entre 8i; pues cosas semejantes
4 una tercera , lo son entre si._ :
2.° Por ser BAD y DAC semejantes, tendrin
proporcionales sus- lados homdlogos, y sera BD, lado
menor del tridngulo BD.A: D4, su lado mediano ::
DA , lado menor del tridngulo ADC: DC, su lado
mediano ; como DA esta formando los dos medios,
y los segmentos BD y IiC, los extremos , inferimos
que dicha perpendicular D4 es media propercional -
entre los dos segmentos-BD y DC de la hipotenusa.
~ 3.° Comparando los lados homdlogos de los trisn.
gulos semejantes BAD y BAC daran; BC, lado ma-
yor del triangulo BAC: BA su lado menor :: B.A,
lado mayor del tridngulo BAD : BD su lado menor.
Comparando los BAC y D.AC tendremos BC , lado
mayor del tridngulo BAC : CA, lado mediana:: C4,
. lado mayor del DAC : DC su lado mediano. Como
_en estas dos proporciones los catetos B4, CA estin
formando los medios, y los extremos estin forma-
~dos'por la hipotenusa, y el segmento que correspon-
de 2 cada uno, se sigue que cada cateto es medio
proporcional entre la hipotenusa , y el segmento cor-
respondiente. < 3
4.° Si en estas dos proporcicnes tltimas BC: B.A :
BA:BDy BC:Cd:: CA: DC, multiplicamos ex~
tremos y - medios , tendremos estas dos equaciones.
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BC x BD = BA*, BC x DC = CA’; que si las suma-
mos serda BCx BD + BEC x DC — BA* =+ CA*; co-
mo en el primer miembro es comun el factor BC,
si lo resolvernos en factores , sera BC x BD + EC'%
DC = BC.(BD + DC) yy como BED + DC = BC'se
"convertira por dltimo el primer miembro en BC.BC=
BC» , y poniendo en vez de BC.BD + BC.DC su
igual BC* , la equacion de arriba se convertird en
BC* = BA* + CA*; pero BC es la hipotenusa,
. BA, CA los catetos ; luego el quadrado de la hipo-
tenusa es igual 4 la suma de los. quadrados de los
catetos. i
~ g° Los trisngulos BAD, BAC dan BC:CA::
" BA : AD ; luego la perpendicular es quarta pro-
porcional 4 la hipotenusa y 4 los catetos.: '

Cor. Una vez que BC? = BA* + CA*,si extrae-

* mos la raiz quadrada de ambos miembros, SELA «vono

BC= V,de—}-CA *; luego conociendo los dos

catetos de un tridngulo rectangulo , conoceremos la
~hipotenusa extrayeando la raiz quadrada de la suma
de los quadrados de los catetos 5 y tambien cono-
ciendo ia hipotenusa y uno de los catetos , conoce=
remos el otro , extrayendo la raiz quadrada de la
diferencia de los quadrados de la hipotenusa y del
otro cateto ; pues si quitamos la cantidad BA* 4
los dos miembros de la equacion BC* = BA*+ CA*,
se convertira en BC? — BA* = CA*, es decir, que
el quadrado de un cateto es igual al quadrado’de la
hipotenusa , menos el quadrado del otro cateto;’y
extrayendo la raiz quadrada conoceremos el otro

cateto , que serd CA—= VBC' s BA:,
Teor. XIV. Si desde un punto qualquiera de la

circunferencia se baxa una perpendicular al diametro,
se verificardn gquatra cosas : 1.° la perpendicular serd

me=
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media proporcional entre los dos segmentos del didme-
tro: 2% si desde los extremos del didametro tiramos
cuerdas @ dicho punto de la circunferencia , las cuer=
das serdn medias proporcisnales entre el didmetro y
el segmento corsespondiente que corza en el diamerro
Ia perpendicular.: 3.° los quadrados de dichas cusr-
das , y en general los quadrados de las cuerdas tira-
das desde los - extremos de un didmetro o tendran unos
Con otros la misma razon que los segmenios COrTes=
pondientes : 4.°> que. el quadrado-del didmetro es igual
d.la suma de los quadrados de las cuerdas que desde.
sus extremos se tiren & un punto qualquiera de la
gircunferencia. :

- Dem. Si desde el punto A4 (fig. XI) de la circun=
ferencia BCA baxamos la perpendicular 4D al dia-
metro , y unimos el punto 4 de-la: circunferencia
.con los extremos B,C del diametro por medio de las
AB,AC , el triangulo BCA serd rectingulo en A5
pues el dngulo BAC, por estar en la circunferencia,
'y abrazar con sus lados el didmetro (B. 526) es rec=-
to ; y como desde A4, que es el vértice del angulo
recto, se ha baxado la 4D perpendicular 4 la-BC,
que es la hipotenusa , tenemos aqui un. tridngulo
rectangulo , en que desde el dngulo recto se ha ba-
xado una perpendicular 4 la hipotenusa , y por lo
mismo se verificara ( Teor. antec.): 1.° que-la per=-
- pendicular 4D ser4 media proporcional entre los dos
segmentos . BD y DC ; pero como aqui-la perpen-
dicular es la baxada al didmetro desde un punto de
la circunferencia , y BD , DC son los segmentos de
-dicho didmetro., se_sigue que la perpendicular baxa-
da desde un punto qualguiera de la' circunferencia
-al dizdmetro es media proporcional entre los dos seg-
. mentos en que queda dividido el diametro. =
- ..2.° Tambien se verificard que B.A sera media
-proporcional entre BC'y BD ; Czlﬂ) entre BC y DC;

3
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y como BA y AC son cuerdas tiradas desde el ex-
tremo de un didmetro, y BC, BD, DC son el dia-
‘metro 'y los segmentos del didmetro’ que 4 dichas
cuerdas corresponden , se sigue que las cuerdas ti-'
radas desde el extremo de un diametro son medias
propofcionales entre el didmetro y el segmento cors
respondiente. LR LR e LR

* 3.2 Por ser estas cuerdas medias proporcionales en-
tre el diametro y el segimento correspondiente, tendre-
mos BC : BA+ BA: BD,y BC:CA:: CA: DC,de
donde multiplicando ‘extremos y medios sacaremos
estas dos equaciones ; BA* = BC .BD, CA* = BC.
DC; y formando proporcion, sera B.A*:(CA* =
BC.BD : BC.DC ;y combo los términos de esta
1iltima razon se pueden “dividir ambos por BC, sin
que se altere su valor, sera BA* : CA*:: BD: DC;
pero BA y CA son cuerdas tiradas desde los extre-
‘mos de un mismo diametro, BD y DC son los seg-
mentos ‘que las perpendiculares: baxadas desde los
extremos de -las-cuerdas al didmetro, cortan en di-
‘cho dismetro ; luego los quadrados de las-cuerdas
tiradas desde los extremos de un ditdmetro son co-
mo los ‘segmentos ‘que causan en el diametro las
perpendiculares baxadas- desde los extremos de di-
chas-cuerdas. : £ IEHCALURGI9G, B OLi
=222 Cor. 'Una vez'que BA>= BC.BD y BAes una
“cuerda”qualquiera , se sigue ‘que siempre el quadra-
do de una cuerda qualquiera‘es igual-al dianmietro
multiplicado.por el segmento correspondiente 4 di-
cha’ cuerda. Luego si se tienen dos cuerdas tiradas
cada una desde su didmetro’, el quadrado de cada.
-una sera igual al didmetro multiplicado “por ‘el seg-
-mento-que le corresponde ; 'y formando proporcion
con las dos:equaciones , se tendri despues de sim-
‘plificada 1a tltima razon, dividiendo sus dos términos
-por el didmetro , que ‘en general 1os quadrados de las
A = : cuer-
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* cuerdas , son como los segmentos que causan en el
~diametro que pasa por uno de sus extremos, las per-
pendiculares baxadas desde los otros extremos.
4.° Si sumamos las dos equaciones antecedentes-

BA*— BC.BD,y CA* = EC.DC, sera BA* +-
CA: = EC.BD + BC.DC = BC (BD + DC) =
BC.BC = BC*,y como BC es el dismetroy B4,
~ AC son dos cuerdas tiradas desde sus extremos 4 un
mismo punto de la circunferencia , se”sigue que el
quadrado ‘del didmetro es igual 4 la suma de los’
quadrados de las cuerdas tiradas desde sus extremos
4 un mismo punto de la circunferencia.

Teor. XV.. En todo tridngulo obtusangulo , el qua-
drado del lado opuesto al dngulo obtuso es mayor que.
la suma de los quadrados de los lados opuestos 4 Jos.
otros dos dngulos 5 y en todo tridngulo acutdngulo, el
quadrado del lado opuesto al mayor angulo , es menor
que la suma de los quadrados de los otros dos lados.

~ Dem. Sea 1.° el tridngulo obtusingulo A4B5C (fig.
XII.) , digo que el quadrado de¢ 4B es mayor que la
suma de los quadrados de-AC y CB; pues si baxa-
mos la perpendicular BD., el triingulo ADB sera
rectangulo , y tendremos ( Teor. XHL ) A4B* =
. AD? + BD? ;5 pero AD* = (AC+ CD )* = AC* +
2A4C.CD + CD? ; y por ser rectingulo el tridngu-
lo CBD, tendremos ( Cor. del Teor. XIII ) 6D?* = .
BC* — CD?; luego si ponemos en vez de estos qua-
drados- sus valores en la equacion de arriba , se con-
- vertira en AB* = AC* - 2A4C.CD + CD* + BC*—
CD* = AC* + BC* + 2.4C.CD ; luego el quadra-
~do del lado mdyor en este tridngulo obtusingulo es
- mayor que la suma de los quadrados de los otros
dos lados, en dos veces el producto de A4C por CD.
-+ 2.°8i el triangulo es acutingulo tal como A ZC(figs
XIIL ), digo-que el quadrado del lado mayor 4B
es menor que la suma -de los quadrados de los otros
: D2 dos
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dos lados; pues si-baxamos la perpendicular BD, por |
ser rectangulo el tridngulo AED , tendremos - AB*=
AD? 4= BD? = (AC — CD)*? + BD? = AC?* — ...
2A4C, CD - DC*? + BD* ; y por serlo tambien el
BDC, tendremos BD* = BC* — DC?, y substitu-
yendo este valor en el de AB, resultars A8z =
AC? — 24C,CD 4+ CD? 4 BEC* — DC>= AC* +
BC®* —24C.CD ; luego el quadrado del lado ma-
yor del trigngulo acutingulo.es menor que la-suma’
de los quadradoes de los otros dos-lados , en dos ve-

ces el producto de AC por CD..

Lo qie sigue se’ debe “estudiar despues de la
proposicion que en el capitulo de las lineas pro=
porcionales ( B. par. 611) dice: Luego 1. si AB

i oo €8.Ve g Ja mitad 5 &ec.. -

.. Teor. XVL Si por un. punto qualquiera del” lade
- de un tridngulo se tira una. paralela a la base - los
lados de dicko iridngulo quedan divididos en partes
. proporcionales. . .. soFia fenpigsag
- Explic. Sea el tringulo AEC (fig. XIV.): digo
- que si desdé un punto qualquiera D, de uno dé los

lados, se tira una linea DE paralela 4 la base 5 €85
- ta_linea dividira 4 los lados 5.4, EC en partes pro=

porcionales , de modo- que se tendra B.A: BD i
CB:BE. () 7y e

. Dem. Aqui pueden ocurrir dos casos: 1.° ‘que.
BD sea comensurable con BA., esto es , que su re-
lacion se pueda expresar con-ndmeros 5y 2. que no -
lo sca. En el primer caso, supongamos que Ia rela~
cion de BA: 5D, seala de’7:45 si se concibe la
recta . B4 dividida en 7 partes iguales, BD conten-
dra quatro de estas partes , y DA las otras tres. Si

‘ se:
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se tirasen desde cada uno de estos puntos de divj-
sion paralelas 4 la AC, quedaria dividida 1a BCen
% partes tambien iguales , de las que 4 correspon-
derian 4 - BE y las otras tres 4 EC; luego (B. -
‘par. 611) tendremos BA: BD:: BC: BE R
Si B4 y BD son incomensurables , VOy 4 de-
mostrar que en este segundo caso tambien se verifi- .
ca la proposicion ; porque la razon de BA4: BD no
- puede ser mayor ‘ni menor que la de BC : BE. En
efecto, no se puede suponer que BA: BD.:: BC:
BL siendo EL menor que BE ; porque en esté caso
podriamos dividir (Teor. IV.) la B4 en partes tan -
. bequenias , que tirando paralelas 4 4C por los pun-
tos de division , cayese una de estas paralelas tal
como de entie By L; y 4 causa de la comensu-
rabilidad d¢ BA con 5d, tendria BA: Bd :: CB: Be.
= Como. estas dos proporciones tienen unos mis-
mos antecedentes , podré formar proporcion con los .
¢onseqtientes , y tendré BD : Bd:: BL : Be resul-
tado absurdo , porque la-primera razon es de ma-
Jor desigualdad , y la segunda dé menor 5 luego el
© supuesto que me ha conducido 4 €l es tambien ab
surdo. . 168y B : ;0N P aAa
- Tampoco se puede suponer que BA: BD :: BC:
BL', siendo BL' mayor que BE, .porque dividien-
do la'BA en partes tan pequefias como se necesite,
para que una de las paralelas tal como d’¢’ tiradas
4 la base AC por los puntos de division scayga en~
tre Ey L', se tendra oo galsiciag ahies BE
2 BA: Bd :: BC: Be;
y formando proporcion con los conseqgiientes de es-
tas dos proporciones, tendré. -~ . '
“BD: Bd' v BL+ Be', _
resultado- absurdo por la misma -razon que antes
- luego no-pudiendo ser la quarta proporcional 3 B4,
BD , BC, menor ni mayor que BE , es claro que
. oA G g - la'.
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la BE es dicha quarta proporcional , y ‘que serd
59 ' BA:BD:BC: BE '

Cor. De aqui se infiere que DA BD :: CE: EB;
~ porque dividiendo la proporcion antecedente , sera

' BA—BD : BD :: BC—BE : BE,
que se convierte en . :
TR DA:BD:CE:BE.

Teor. XVIL 8i una recta divide los lados de un
tridngulo en, partes proporcionales  es paralela 4
la_ base. - : : 7 e
Explic. Sea el trigngulo. BAC (fig. XV.), dige
que si la DE divide los lados B, BC de modo que
se tenga BA: BD :: BC: BE , la linea DE sera pa-
ralela 3 Ia base AC. - :
 Dem. Si la DE no es paralela con AC, se le
podra tirar por el punto D una linea que lo sea. Si
esta paralela fuese la De , tendria (Teor. XVI.) BA4:
BD ::-BC: Be, de donde inferiria , por tener estz
proporcion;, y la: del supuesto los tres primeros tér-
minds comunes -, que BE = Be ; pero esto es.un ab-
surdo , porque BE es todo , y Be parte ; luego la
paralela 4 la base no puede caer mas arriba que.la
DE ; tampoco puede caer por la parte inferior, por-
‘que si supusiese que la De era paralela 4 la AC, sa-
caria BE — Be', que tambien es absurdo ; luego si
1a paralela tirada por el punto D 4 la base AC , no
puede pasar ni por mas arriba ni por mas-abaxo que
la DE, es claro que pasa por encima , 6 que dicha.
BE es la paralelad AC. 7

VL

- Lo que sigue se debe estudiar despues de 1o pro=
posicion que en la semejanza de las figuras(B. par.
637) dice : Quando los poligonos son regulares,

- se verifica del mismo modo la proposicion : luego:

£k -, - - los
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fos perimetros de los poligonos regulares tienen
unos con otros la misma razon , &e. :

Prob. TII. Dado un poligono regular inscripto
en un circulo 5 inscribir otro de duplo numero de lados,
 hallar &l lado de este wltimo. o

Res. y dem. Sea BA ( fig. XV1. ) uno de los
lados. del poligono que se nos da inscripto , con
lo qual BOA sera el angulo en_el centro: si se di-
vide el arco AB' B, que le mide, en dos partes igua-
les en el punto B’, y-se tiran las A5, 5'B , seran
evidentemente dos lades contiguos del poligono re-
‘gular de duplo nimero de lados , pues los arcos que
subtenden son la. mitad del arco AB' B, que subten-
dia el lado del poligono propuesto. 2

Para hallar el valor del lado de dicho poligono,
prolongarémos ¢l radio. 5’0 hasta D , y por ser: to=
‘da cuerda B'A media proporcional entre el diame-
‘tro B'D , y €l segmento correspondiente B'E (Teor. .
XIV.) , tendremos B'D : B'A = B'A: B'E,de don-
de multiplicando extremos y medios , y consideran-
do que el didmetro-B'D es duplo del radio 50, sera

oz B'A*— B'D.BE —=2B0.FE;
“pero B'E = B0 — EOQ, y como el triangulo AEQ
‘es rectangulo en E, el lado EO (Cor. del Teor.

xuL)= |/ 40 —AE = V/ B0 —AE", setb..
"B'E— B0 — ]/.B'O : —AE*; y como AE* =
(34B)*, substituyendo este valor en el de B'E,
-serd B'E = B'O -—-_E//E’O‘2 — (%_gﬂ?}* 3 fppnierido

-ahora este valor de B’E’ én la equacion
=5 B A =2B0.BE,
-se convertirden

- '.B'zfz . 'zB/O (BIO'—V,B’OZ"'(%AB)Q)
. Si
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Si hacemos ahora igual 4 la.unidad el radic B'O del
circulo en que estan inscriptos los poligonos , se con-~

vertird esta equacion en v
BA*=2.1 (1 —_ ]/’1‘2'-—(%3.4)’ =

2 (z—-l/z-—-(%My):z—-z 1—(4B) =

2—2x/ (1—L(4B) =2 —2 ]/4_:;4;43_:

_2{"%V4‘f B* :2-—-1/4—.4'3?5 Si se divi-
diese ahora en dos partes iguales en el punto B”
el arco 4B, se tendria del mismo modo B”.4° =

2 (I — Vx -—(%;43’)-*') » ¥ seria B”A el lado del
‘poligono de duplo nimero de lados del que tenia el
- correspondiente al lado A5’ ; ¥y siguiendo del mis-
‘mo modo , inscribiriamos ‘tantos poligonos de du-
plo ndmero de lados como quisiéramos. Si extrae-
- mos la raiz quadrada de ambos miembros de la

S

equacion B’ 4 — %f‘; V4 —AB*, serda B A=

'Vz' -V 4,—7-,/532' » donde vemos que para hallar el
lado del poligono de duplo nimero de lados , ten-

remos que sacar primero la -raiz quadrada de 4—
AB* ; luego restarla de 2, y volver 4 extraer de
‘esta resta otra raiz quadrada , lo que no puede mé-
nos de ser muy complicado » particularmente quan-
do se tenga que repetir esta ‘operacion de ir ins-
cribiendo poligonos de duplo nimero de lados 5 Cier=
to mimero de veces; por lo qual, si tuviésemos ne=
cesidad de hallar el lado de un poligono de un ng-
mero de lados ocho veces-mayor que el de otro, pa-
o “ra
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ra evitar el sacar dos raices 4 cada operacion, ha-
Alando primero el lado del poligono de duplo ni-
-mero de lados del que se nos da , y luego el de du-
-plo nimero de lados de este ultlmo 5 que seri de
‘quadruplo ndmero de lados del que se nos da ,
‘luego el del éctuplo &c. , en vez de hallar los lados
‘de “dichos poligonos , hallaremos el valor de las cuer-
‘das de los arcos: ,'que son suplementos de los arcos
r-correspondlentes 4 los:lados del poligono , lo que nos
-excusara el -hacer la mitad:de - las -extracciones de
raices. A estas cuerdas les lla.mare con Vieta Apo-
zomes. ,

En ef’ecto pues que los tnangulos ABC, AB’C’
AB"C &c. tienen recto el angulo que tiene cada
-unoen la’ c1rcunferenc1a, seran rectingulos', y ten-

“dremos (Cor. del Teor. XIII ) BC _.‘/AC *—ARB* *

.:_B’C’ ‘/AC’ —=AB” &e. 51 tomamos el radlor

“AO por unidad-; por:ser AC’ duplo de A0, serd
~AC = 2, y tendrémos. = -

';BC:}/ zg.A,Bz—_]'/ 4—1432 B’C’:]/ AB
' como antes tenfamos BA* =3—/ 4—AB",si

‘substituimos en vez cié “:/‘4—'-—43”&'1 valor BC,

-serd AB'* =32 = BC, ¥ pomendo este- valor enel de . ¥

; ‘: BC, sera -
"'\B'C“‘/q.——\z—BC')...V4—2+BC—1/2 +BC,
¥ del mismo modo tendriamos’ =

e BC— V2+B’C &e. &c 5

- de donde se sigue que hallando primero el valor dc
C » Solo con-afadirle dos: unidades, y extraer la
: raiz
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raiz quadrada tendrémos la apStome del poligono
de duplo nimero de lados ; y anadiendo a ésta otras
dos unidades , y extrayendo la raiz quadrada , ten-
drémos la del siguiente:, y: asi continuando. tendr1a=
mos las demas ; despues para ‘hallar el lado que de-"
seamos, 1no hamamos mas que restar. el quadrado de .
la apétome en que nos detuvimos, del quadrado del
dismetro , y-extraer la:raiz quadrada , con lo qual
tendriamos el lado .del poligono’ propuesto , no. ha-
biendo extraido sino la- mitad de las raices que se hu-
bieran necesitado, calculando directamente los lados.
_ Teor. XVIIL 8; en un circulo inscribimos un poli-
Zono qualgwera . 3 despues- otro-de duplo nimero de
_,Iados 5y ast suceszvamente 5:9a sagita correspondien-
2e 4 estos poligonos 4rd-siendo. mas de. dos veces 1me-
“nor 5 y por lo_mismo llegard d ser menor que qual=-
quier cantidad dada por pequena que sea.

Explic. Sea por exemplo ABED ( fig. XV1I.) un
quadrado 1nscr!pto en el circulo ; dlgo , quesi se'le
inscribe-un octégono. 5.y - luego: un‘poligono. de 16

- lados, y asi suceuvamente, se verificarad quela ‘sa-
gita-BK del quadrado serd mas de dos veces menor
que el radio BC, y que la sagita BR del octégono
sers mas de dos veces menor que la del quadrado,
'y asi’ sucesivamente ; de manerd ‘que’ al cabo de
cierto tiempor Ilegara*a ser menor que qualquler can=
idad’ dada “por ‘pequena que sea. -
. Dem. Si dividimos el arco B.A :en dos partes
iguales en H , y tiramos la BH , éste sers el lado
-del-poligono ~de duplo--nimero- de-lados 5 ¥ por ser
1os quadrados” de las cuerdas tiradas desde los ex-
tremos de un didmetro { Teor. XIV.)) como losiseg-
mentos que causan en-dicho didmetro las perpendi-
culares tiradas desde los extremm de las cuerdas,
tendrémos - shok 3b -
1 de 5 BHQ_ :: BC B.K, G208 e 3 Jis
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y como por ser obtusingulo el triangulo BHA , el
quadrado -de. A4B es mayor que la (Teor. XV.) su-
ma de los quadrados de los lados BH, HA, y estos -
son iguales por ser lados del octégono, sera el qua-
drado de BA-mayor que el duplo del quadrado de
BH, 6 lo que es lomismo BH?, serd mas de dos veces
menor que BA?, y como BH* es el segundo térmi-
no de la proporcion anteriof , ¥y la razon que tie-
ne fel primer término con el segundo , esa misma
tiene el tercero-con el quarto, se. sigue que la sagita
& segmento BK es mas de dos veces menor que el
radio BC. Pero BK es la sagita del quadrado , pues
si prolongamos la HK hasta M, el arco HBM val-
‘dra go grados por ser tambien duplo de BFH ; lue-
go H M sera lado del quadrado inscripto ; y como
liamamos sagita en un poligono inscripto 4 la dife-
rencia que hay entre el radio del circulo 4 que lo es-
t4 , y el radio recto de dicho poligono , se sigue que
en efecto BK es la sagita: del quadrado; luego esta es
mas de dos veces menot que el radio.® , 3
- 'Si dividimos el arco HB en-dos partes iguales, y
tiramos las BF;FH , estas seran dos lados contiguos.
del poligono de 16 lados, y BR seri la sagita del
octégono , y por la misma razon que antes sera
BH*: BF: :: BK : BR , mas por lo expuesto antes
BF' es mas de dos.veees menor que BH?; luego tame
bien sera BR mas de dos veces menor que BAj; y co-
mo 4 ¢ada vez que inscribamos un poligono de duplo
nimero de lados, hacemos mas de dos veces menor
& la sagita , es claro (Cor. de Teor.1IL.) que llega~
remos 4 tener al cabo de cierto tiempo una sagita
menor que . qualquier cantidad dada: por pequeda
quesseacish: ; sobal ob 240r Eiie B
Teor. XIX. Sid .un circulo se le circunscribe un -
poligono regular qualquiera, y despues otro de duplo
nimero de lades : 1.% el lado de este ditimo serd m:zis y
Ez2 e
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de dos veces menor. que el lado del anterior , y 2.° la
sagita del segundo serd mas de dos veces menor que
la sagita del primero ; 5 por lo mismo , baciéndose
estas lineas mas de dos veces menores al paso que se
Circunscriben. poligonos de duplo mimero de lados , dis
ckas lineas podrdn liegar & ser menores que qualquier
¢éantidad dada por pequeia que sea. Rl et

Dem. Sea MRZ0.(fig. XVIIL) un quadrado.cir- -

- cunseripto. al . circulo, si tiramos las diagonales RO, -

. MY, y en los puntos en que dichas diagonales cor=
- “tan 4 la circunferencia, concebimos las tangentes BT
VP &e. , quedara circunscripto el octégono regu-
lat TBANP &e.,y por ser rectangulo en D el trian-
gulo BDR , sera la hipotenusa BR>RBD , pues-al
éngulo recto  de un tridngulo rectangulo 5 por ser
el mayor se le opone el mayor lado; y como el
tridngulo 4BD es isésceles , por tener los angulos
BDA, BAD una misma medida , que es la- mitad
del arco (B.s21) AcD, serti BD = BA, y por lo mis-
mo BR > B.A4; -por la misma razon tendrémos tam=
bien M N >N A4,y sumando ordenadamente serd BR+
MN > BA+NA; pero BA+NA—NB, y BR+MN—
- MMR—NB; luego la desigualdad de antes se convertira
—~ enMR—NB>NB, ¢ afiadiendo 4 4mbas cantidades

1a VB , ser4 MR>2NB ', 6 ci_ividiéndq porhz,ﬁ—?}
B 9~ 6 NB<« Z_W;{, y comt;’jV\'Bles e1.=lado de‘lkoc.t:é-..e

'gono , y MR el -del. quadrado , se sigue que el lado
del octégono es mas de dos veces: menor que el lado
del quadrado ;. y como si fuésemos circunscribiendo
poligonos de ‘duplo nimero de lados, demostraria-
mos del mismo modo que‘4 cada operacion iria sien-
do el lado del poligono mas de dos veces menor,

podiamos hacer que dicho lado fuese menor quel-
: g © qua
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qualquier-cantidad dada por pequefia que fuese. ° .
" 2% La BE , que aqui le llamamos 'sagita del pos
ligono circunscripto , y es'la diferencia que hay en-
tre el radio obliquo - del poligono circunscripto' y
el radio recto del poligono inscripto del mismo nid~
mero de lados , por componerse de ¢& = Ds y de
Be , que cada una se va haciendo mas de dos ve- -
ces menor, 4 medida que se circunscriben € inscri-
ben poligonos de duplo nimero de lados , tambien
se ira ‘haciendo mas de dos veces menor , y por lo
mistho podrémos hacer que sea menor que qualquier
cantidad dada. - <urd ek ool ; o

- En efecto, de la cE=Ds , ya lo hemos manifes-
tado en el teorema antecedente, 'y asi lo. que nos
falta demostrar es:que: Bt , diferencia entre el radio
obliquo . del: poligono circunscripto., y el radio del
circulo 6 radio recto del mismo- poligono, es mas
de dos veces menor que DR, diferencia entre el ra=
dio obliquo y recto.del de un subduplo nimero de
lados ; para esto, baxando.la D/ perpendiculara Ca,
serd paraléla 4 Ra, y por lo mismo el tridngulo CaR,
dara Ca:CR :: la : DR= 9‘_1%;5 » ¥ por ser el arco
aD la mitad del ADa , sera” D] semilado del qua=-
drado inscripto , y por lo mismo Ja = DS ;-luego
substituyendo este valor, serd .DR"::.C—‘Z%?‘ :Ezﬂ- %
CR . DS. Considerando tirada tambien la ¢s per-
pendicular 4 CD-, sera paralela & BD, y el tridn-
gulo CDB daté CD: CB ' Ds: cB= =220 =,

¢+ €B+Ds; pero en este valor de ¢B entra como

factor Ds , que es mas de dos veces menor que DS,
: R 4
y gdemas el otro factot a—).CB' €S -Menor. que...... -

—
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Z“{a— CR, porque los denominadores son iguales, y
CB es menor que CR , luego el valor de Bc serd
mas de dos veces menor que el de-DR ; luego 4 ca-
da circunseripcion de poligono de duplo nimero de
lados vamos haciendo 4 la diferencia entre el radio
obliquo y recto, mas de dos veces menor , y por
lo mismo llegarid 4 ser ‘menor que qualquier canti=
dad dada por pequefia que sea. Luego- &e.

Prob. 1IV. Dado un poligono: regular inscripto en

un circulo o circunscribirle otro del mismo numero de

lados 5y ballar el valor del lado de este iitimo.
Res. y dem. Sea abedef ( fig. XIX.) el poligono pro-
puesto tirense los radios obliguos Oz, 0% &c., le-
vantense en los extremos de estos ra:hos las perpen-
diculares AF, BA, CB &c., y el conjunto de estas
perpendlculares, que son tangentes del eirculo abedef,
por ser perpendiculares al extremo del radio, for-
maran el contorno del péligono.
~ En efecto los tridngulos a4, bBc &e. son todos
iguales € isosceles y porque los lados ab , be , cd &e.
son iguales por el supuesto , y 1os angulm dab »ba,
Bhc &e. formados ‘por estos lados iguales, que son las
cuerdas de los arcos iguales ab, bc &c., y por las
tangentes Aa, Ab, bB &c. son tambxen iguales (.B.
562); luego 1o adb— bBcyy 2. ad= Ab=bB=
&ec. , de donde sale tambien AB=2.4h, BC—2B¢ &c.; i3
¥y por consiguiente 4B =BC=CD==&ec.; luego el
poligono , teniendo sus lados y apgulos iguales, sera
regular como se pide. ’
. Para hallar el valor dél lado 4B del pohgono
cn"unsyrlpto 5 probarernos que por ser el angulo OaA
recto; y el OGa tambien 4 por: ser la aG perpendi-
cular 4 04, los triangulos aGO y Aa0 (B. 629), se-
ran seme_;antes , pues ademas del angulo recto dicho,
tienen comun €l 20G; y por ser seme;antes darin 0G,
!a.-
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fado mediano del triangulo OGa : aG, su lado me-
nior s a0 , lado mediano del triangulo s04: ad, su
lado  menor ; y como una proporcion no se altera,
aunque se multipliquen por - una misma cantidad los
conseqiientes , si aqui multiplicamos por 2 a los con-
' seqiientes aG, aA, el primero sera igual con ab, lado
del poligono ‘inscripto , y el segundo con AF, lado
del poligono circunscripto ; y la proporcion’de ar-

riba sera OG : ab :: a0 AF = %59—5 'y como (Cor.
del Teor. XIIL)0G=},/ Oa—aG* =1/ 0a*—(3ab,
ab. a0 . ' : |

sera AF=+—— 2 ; 'y sial lado:menor ab
le llamamos/, al mayor AF,L, y al radio Oa,R, ten=

VERE (B8P avsvo wsmusio aisi®

Esc.  Los Arquitectos - necesitan: freqiientemente
conocer las partes de-un poligono regular inserip-
to 6 circunseripto 4 un circulo cuyo radio sea co-
nocido 3 como una de las principales miras de la
Academia es la de proporcionar ‘4 los quese dedi-
can i esta bella. Arte los conocimientos que necesi-
tan , no puedo ménos de contribuir por mi parte 4
un objeto tan loable ; y asi pongo aqui una tabla
en que estan calculadas todas las partes de los. 10
primeros poligonos: regulares inscriptos.y circunscrip-
_tos4 un circulo cuyo. radio es igual con la’ unidad,
lo que en muchas ocasiones: les excusard hacer cal-

culos fastidiosos. = = . i

:Taa
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Tabla en que estdn calculadas las partes de Ios 10
primeros. poligonos regulares inscriptos y circunscriptos
@ uncirculo. cuyo radio sea la unidad.

4 -2 ;
_ L(:do. - Perim. . Rad. oBl. Ra_d.rect. Superf.
Tmang inscrip.... . 1,7321 15,'1962 1,0000 00,5000 . 1,2990

Tridng. circuns.. 354641 10,3923 2,0000: 1,0000 5,1962,

Quad. inscrip.... 1,4143 .5,6569 1,0000 0,7071 2,0000
Quad. circ'uns....ai 2,0000 ~8,0000 '1,4142 ‘1,0000 ' 4,0000
Pent. inscrip.c.ce. 1,1756  5,8779 1,0000 ©0,8090 2,3776
Pent. circuns...... 1,4531 17,2654 11,2361 1,0000 3,6327

Exig. inscrip..... 1,0000 6,0000 11,0000 0,8660 2,598
Exig. circunsi.e.. 1,1 547 - 6,9282 1,1 §47 1,0000 ° 3,464L
Epts INSCLIPewvoreee 0,8678 . 6,0744 11,0000 0,9003 2,734%
Ept. circuns.e... 0,9631  6,7420 1,1099 11,0000 3,3710.
Octég. inscripe.. - 0,764 6,1229 1,0000 ©0,9239 2,8284
Octdg: circuns.... ©,8284 ~6,6274 1,0824 1,0000 3,3137
Eneig. inscrip.... 0,6840 -6,1564 i;0000 0©,9397 2,802¢
Enedg. circuns....  0,7279 655515 ~1,0642 ' 1,0000 3,2757
Decig: inserip...s 0;6180  6,1803 1,0000 0,9511 ~2,9389
Decig. circuns.... 0,6498 6,4984 1,0515 1,0000 '3,249%
Endec. incrip..... ©0,5633 . 6,1981 - 1,0000 0,9595 2,9736
Eadec. circuns.... '0,35873  6,4598 . 10422 1,0000 3,2299
Dodecég. inscrip. . 0,5156  6,2117 71,0000 06,9689 . 3,0000
-Dodecag. circuns. 1035359 - .~6,_43-08 71,0353 150000 - 3,2154

Quando por medio de esta tabla se qmera venir
en conocimiento de una parte qualqmera de un po-
ligono regular inscripto 6 circunseripto 4 uncirculo

- cuyo:radio sea diferente de la um.da,d > se forma.ra
‘la siguiente proporcion::

1 : al radio que se da:la parte de pohgono que
se halla en la tabla : es 4 1a que se busca correspon- '
diente al radio dado.

Si es la superficie la que se busca , entonces el

: se-
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segundo término ser el quadrado del radio que se da.

Si conociendo el valor de una parte qualquiera
de un poligono inscripto 6 circunscripto , s quiere
encontrar el radio del circulo 4 que corresponde, se
formara la siguiente proporcion. '

La parte que se encuentra en la tabla : al valor
de 1a que se da :: 1 : al radio del circulo que cor- '
responde , si no es superficie la parte que se da, que
" enténces este quarto término serd el quadrado del
radio. ) ‘ , :

Como en estas dos proporcicnes hay un término -
que es la unidad , resulta que para hallar una par-
te qualquiera de un poligono , siendo el radio de cir-
culo diferente de.la unidad , no hay mas que mul-
tiplicar el valor de dicha parte que se balla en lnta-
bla , por el del radio; y para hallar el radio, quan-
do se conoce el de una parte , se divide el valor da-
do por el que se balla en la tabla. Por exemplo : si
quiero averiguar el lado del pentagono inscripto en
un eirculo de 47 pies .de radio, tendré que ser2 igual
41,1756 X 47 = 55,2532 pies.' Y si quisiera averi-
guar el radio de circulo que corresponde 4 un- ep-
tagono, cuyo lado ¢s de 35 pies; sacare que €s igual
s Homgozapies

Teor. XX. 87 en un.circulo se inscribe y circuns-
¢ribe un poligono de un mismo nimero de lados 5 y des-
“pues se inscriben y circunscriben otros dz duplo nime=
vo° de lados , y asé sucesivamente , la difcrencia entre
el pertmetro del circunscripto y el del inscripto o o<
Zard & ser menor que qualguier-cantidad deda por pe=
quena que sed. .- - ool 4

Dem. Por ser semejantes los poligonos regulares
de un mismo nimero de lados ; se sigue que los pe-
rimetros seran proporcionales 4 los radios rectos y
obligiios ; luego si al perimetro del octégono ( fig.

: ; F XVIIL)
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XVIILY aTBN &ec, c1rcunscr1pto le llamamos P,
y al del octégono inscripto p, estos ‘perimetros se-
r4n como sus radios rectos ; y como el radio recto
del octégono circunscripto es CD , y ‘el del inscrip-
to es Cs, tendrémos P:p:: CD: Cs, y dividiendo
. sera P—-—-p P CD——-Cs CD de dorxde sale

P(ED—Cs) P .Ds"

- SHEDPYIRT S CD
ta del poligono inscripto , ¥ ésta 4 cada vez que se
inscribe un poligono de duplo mimero de lados (Teor.
" XVIIL) se va hdciendo mas de dos veces menor, es
claro que por ser la diferencia de los perimetros el
producto en’ que entra por factor dicha sagita (Cor.
del Teor. 1V. ) se irs haciendo mas de dos veces me-
nior , y al eabo-de cierto tiempo llegara 4 ser menor

- que qualquler cantidad dada por pequeiia que sea.
- Cor. De acui s infiere que si la diferencia que

* hay entre el perimetro del poligono circunscripto y
el inscripto, podemos hacer que sea menor que qual-
quier cantidad dada , eon mas razon podrémos cir-
cunscribir 6 mscnblr un pohgono al c1rculo, en que
la diferencia entre el perimetro de upo d otro , 'y la
circunferencia sea menor que qualquier can:idad da-
da por pequefa que sea ; pues como la circunferen.
cia ( Cor. I.-del Teor. XI. ) es mayor que el perime-
tro del poligono inscripto, y(Cor. 1L del Teor. XIL )
menor _que ¢l del “circunscripto, al acercarse estos
penmetros el uno al otro , se acercarin con mas ra-

zon 4 la circunferencia ; y si‘la diferencia entre di-

chos' perimetros podia ser menor que qualquier can-

tidad dada, con mas razon la diferencia entre ¢l
perimetro de uno de los poligonos , y la circunfe-

- rencia , llegara a ser menor que qualqmer cannda,d

por ; pequeha ‘que sea. -
Teor. X¥L Las c;rcunfewrcms de Ios czf‘cﬂas som

somo’ Sus radios 6 d?:zmem;L

P—p = ,.y como Ds es la sagz-/

. Dem,
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Dem. Pues que los perimetros de dos poligonos
regulares de un mismo ndmero de lados , inscrip-
tos ¢ circunscriptos 4 los circulos , son: siempre co-
mo' los radios de dichos circulos’, si lamamos P,P°
Tos perimetros de dos poligonos circunscriptos, y R,R’
los radios de los circulos 4 que lo estin, tendrémos

P:P:R:R ;410 que es lo mismq%;% 5 ¥

como los tadios no varian , indica esto que.la rela-

° 5 I) : 4 e - = e -
cion —; €s constante. Si llamamos C, C' las circun-
ferencias de los circulos 4 que estin circunscriptos
tos poligonos ; tendrémos aqui dos cantidades varia-
bles P, P’ que: se pueden acercar 4 las otras dos: C,C’
{ Cor. de Teor.XX. ) tanto como se-quieray y cuya
: PR &N ALK
relacion 57 =% es constante ; luego en victud del
br - P.. R __ c )
Teor. VIL serdi 7= =7, de donde sale C:
C':R:R :=2R:2R i:D: D, es decic que las
circunferencias son unas con otras como sus radios
6 didmetros. S -

Cor. L. De aqui se infiere que la relacion que la
circunferencia tiene con el diametro: es la misma en
todos los circulos ; y que por lo mismo, si cono-
cemos la relacion que el didmetro D tiene con su
circunferencia C , hallaremos la circunferencia C” cor-
respondiente 4 otro didmetro qualquiera D', diciendo

: LoD .
D:C»::D':C’:——‘—'D} , _

_Cor. IL. Tambien se infiere que una vez que las
circunferencias tienen la misma razon que sus dif-
metros,, y una razon no se altera, aun quando se

partan por un mismo nimero sus dos términos, st -

\

- dividimos por 2, por 4 , y en general por n, la pri-.

2 . me-
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: L 1 /] C Y
mera razon de C: C':: D : IV, quedaraen —- :

"2

2
z v C'. CI d l‘ : : - & C ° —C’oa
D:D iyt D:D, yen genergl que— = =>4

D: D', lo que nos dice que tambien las semicir-
cunferencias, quadrantes de circunferencias, y en ge-
neral los arcos de un mismo ndmero de grados,
que son‘los que’ se llaman. semejantes , tambien tie-
"nen la misma razon que los didmetros y radios.
“Prob. V. Hallar la relacion aproximada del did-
metiro 4 la circunferencig. - - _
Res. y dem. Siendo el lado .del exégono igual al
radio del circulo, si se toma por unidad este radio,
el perimetra del exdgono inscripto serd 6, y la ex-

/.R
syresion: ( Prob. IV.)) L= ———= nos dari en
este mismo supuésto para el lado Z del exdgono cir-
; BT I

cunscripto el valor £=——————= =
VVi=(%zr)"Vi1--%

g :
o — [
| A Lo
y eIf_”peri’m‘et'rd- del exdgono cir'c_unscripto 5 SCT2
" 6.2 12

6L ———— '—-_2_—_: H
ooVis Mg T
luego la circunferencia d§1. circulo , siendo el radio
igual con la unidad , serd mayor que 6 , y menor

I z

‘Vq--.—l i3 }/A-.—-.I

aff R

b I 2 °" ° o e ; 2 © ° e

que 7?: » ¥ si circunscribimos € inscribimos poli-

- gonos de mas lados , tendrémos valores mas inme-, -
’ dia-
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diatos, por lo que para hallar la circunferencia inscri-
birémos y circunscribirémos poligonos-de un gran
nimero de lados; y como la diferencia entre los peri-
metros de.éstos va disminuyendo 4 proporcion que
va ‘siendo mayor el mimero de lados , con mas ra-
zon disminuira la diferencia entre el perimetro de
uno qualquiera de ellos , y la circunferencia , y asi
lo haremos por medio de la férmula (Prob. IIL )

BO = V4 _ _4B*, que en nNuEStro caso , por Ser
AB lado del exégono = 1, se convierte en BC=

Vq, —1 :Vg = 1,720 &c.; y como afiadiendo
2 al valor de esta apStome , y extrayendo la raiz

quadrada , tendrémos el valor de la apétome BC,y
ahadiendo 2, y volviendo 4 extraer la raiz quadra-
da , nos vendra el de B”C, resulta que si a BC, B'C,
B"C las llamamos a, @ , a', o’ &c., por ser la a
inicial de apétome , y- 4 los lados del poligono corres-
pondiente, 7, 7, /", 1" &ec. tendrémos los valores con-

tenidos en la adjunta Tabla. ' .

Esc,
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- Esc. El primero que sacé aproximadamente la re-
lacion del didmetro 2 la circunferencia fué Archime-
des 5 pues demostré ( Archim. Op. prop. IL de Circ.
Dim. ) que siendo el didmetro igual con 1, la cir=
cunferencia era menor que 3+, y mayor que 3;%; de
donde tomando el primer valor aproximado de la cir-
cunferencia, resulta D :C:: 1: 35 1:%% 2 7: 22. Adria-
no Mecio da por relacion aproximada la' de 113 :'355,
que es muy ficil de retener en Ia memoria , porque
no hay mas que poner repetidos los tres primeros
nimeros impares , de lo que resulta que los tres gua-
rismos primeros de este conjunto expresaran el did-
- metro , y los otros tres la circunferencia. Ludolpho
Van-Ceulen la sacé con. 35 guarismos decimales ; y
Lagni , en las Memorias de la Academia de Cien-
cias de Paris afio de 1719, la presenté con 127
guarismos decimalés exictos. Hay otra relacion del
digmetro 4 la circunferencia, que es la de 1250:

927 , encontrada por los Ingleses en una obra  de

os Bramanes de la India, que es mas exicta, y tie-
-ne 'visos de ser mas antigua que la de Arquimedes.

Como esta relacion es el principio de donde dima-
nan todas las férmulas que presento en. estas Adi-
ciones, y es una cosa hecha por pocos , pudiera
suceder que se hubieran equivocado ;'y asi, para no
exponerme 4 edificar sobre débiles cimientos, me
tomé el trabajo de calcular dicha relacion , y la he
sacado como se vé en la tabla con 1% guarismos
exéctos. Mas por si en algun caso no bastase esta-
aproximacion , he calculado por'las series con los 34
primeros guarismos decimales exéctos , la de 1 : ...
3,14159265258979323846264338327950285587.

or. Una vez que siendo el dizmetro 1, la cir--
cunfetencia es 3,141592653589 &c. , y que ( Teor.

XXIL ) las circunferencias son proporcionales eon sus
diametros , si llamamos C 4 la circunferencia que

tie-
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tiene pot dismetro D, tendrémos, tomando los diez
-primeros guarismos :

—00808

3,1415926536 . D

1:3,7415026536 = D: C= g

3,1415926536. D.

'Si en vez de D substituimos su valor 2R, es de-
cir , dos veces el radio , serd tambien el valor de la
circunferencia con relacion al radio, :

C = 3,1415026336 . 2R = 6,2831853072 X R.

Si dada la circunferencia quisiésemos hallar el
didmetro, invertiriamos la proporcion de arriba,y seria

AP Sy 8

3,141 26236:12C:D=——" =
L ,59 03. 5% : _3,_1415926536

I .
R i b S SRR,
3,1415926536

Y si quisi¢semos hallar el radio, dada la circunfe-
rencia , tomariamos la mitad del didmetro , y seria

72— D__0,3183008862 €
i ey 2 _— - 2 .

Prob. VL. Dada la circunferencia , didmetro ¢ radio

de un circulo, y el nimero de grados deun arco, recti-

ficar dicko-arco; 6 lo-que es lo miswio , kallar quanto
coge tendido en plano. '

 Res. 'y dem. Una vez que ( Cor. 11 del Teor. XX1.)
los arcos son- proporcionales con las circunferencias
4 que corresponden , si- llamamos G el nimero de
grados del arco, y L la longitud de dicho arco des-
pués de rectificado , 'a razon que tenga 360°,que
es el valor de toda la circunferencia con G , ni-
mero de grados del arco , esa misma tendra la lon-
gitud de toda la circunferencia. con la longitud Z
dél arco que buscamos ; y por lo mismeo tendrémos
s €S~

C : 0,3183098862 s

01597549431 . C.
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: i 2 G CE __ G
esta proporcion 360:G: C: L= W_E—GEX“’"

G x C=0,0027777778 .G . C.

Si en vez de C substituimos su valor con rela—
cion 2l diametro sacado en el Cor. antec. , serid con
felacion al didmetro
7-8C_G3, 1415926536.D _3,1415926536 1

360 360 Y., '860
0,0087266463 D.G;

y sien vez de D subst:tmmos su valor 2R , seri con
relacion al radio,

L = 0,0087266463.2R . G 0,0174532995 R.G.

~ Prob. VIL. Dada la circunferencia , diametro 4 ra-
dio de un circulo 5 g la longitud L de un arco qualquic- _
ra , ballar el numero de grados de dicho arco.

Res. y dem. Si permutamos la proporcion del
Prob. VL, sera C: L :: 360°: G = 362,'L , que es

el nimero de grados del arco con rglacion_éla cir-
« cunferencia ; pero si en vez de C substituimos su va-
lor con relacion al didmetro (Cor. del prob. V), seri
360.L 360.L 360 L

A R ST X
C 35141)9’0)361) 351415926536 D

G=

Rt e -
u4,591*‘-‘90262 o ¥ si envez de D substitui-

mos su valor 2R s Seri

S 6 114,5915590262 et
G = 114,5915590262. P.. : R T

&
‘ 577'2957.7951315'E= : =, v ;
= E e T VIL
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Lo que sigue se debe estudiar despues de la pro= -
posicion que en el capitulo de la medicion de-las
superficies ( B. 663) concluye : siguese que la su-
 perficie del poiigono regular - &c.- e

Teor. XXIL. La diferencia entre la superﬁcie de?
poligono circunscripto & un circulo 5 9 la del peligono -
inscripto del mismo nimero de lados 5 se puede hacer
menor que qualquier cantidad dada por pequena que sed.
. Dem. Si llamamos P’ la superficie del poligono
circunscripto, p’ la del inscripto; P, p sus . perime-
tros ; y R, sus radios rectos , tendrémos (B. 664 )

PR - iy : 2 v ;
P=- Y P :%—; formando proporcion con estas -
. -‘ z A' ' 5 ‘o :'
dos ‘equaciones , serd P’ : P —% %—::P.R:p'.'r_,-

P.R

Y como en una razon compuesta s puede subs-
tituir (B. 272) en vez de una de las razones simples,
. qualquiera otra igual con ella , se sigue quesien la
dltima razon de la proporcion de arriba en vez de
la razon P : p , substituyo la de R:7, quees igual
con ella, porque todos los poligonos regulares de
un mismo ndmero de lados son semejantes, y Sus
perimetros tienen la misma razon gue sus radios rec=
tos, tendré P/:p's R.R:r .7 R*: r?; y dividien-
do , sera P'—p': P’z R* — 72+ R*, de donde sale
'P'}, i__:_‘P,,(Rz'—‘- Jz)‘ 3 lf ¢ 1
P —p= s, Per0. ea qual fuere el po- .
ligono circunscripto , su radio recto siempre es igual
al radio del circulo , y este , por exemplo, CD (fig.
XUIIL ) es igual al radio recto Cs del poligono ins- .
cripto inas la sagita sD , se sigue que si a-1a sagita
sD la llamamos § , una vez quéel radio ~recto. del
s : € ins=
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inscripto le hemos llamado 7, seri R =7 45,y R*=

r*+2rs+s* 5 y substituyendo este valor de R? en el-

numerador - de Ia expresion de arriba , serda P'—p’' =

P(r* + ors +5* ——12)  P(ors+s?) _ P.s.(or+s)

% R* — » R? = R? ?
como s, que es la sagita, es un factor que le pode-
mos hacer menor que qualquier cantidad dada (Teor.
XVIIL), se sigue que tambien podemos hacer menor
que qualquier cantidad dada , todos los productos en
que entre ( Cor. del Teor. IV.), y por lo mismo po-
demos hacer que la diferencia P'—p’ de las superfi-
cies de dichos poligonos sea menor que qualquier can-
tidad dada por pequeha que sea. - v :
~ - Cor. Si la diferencia entre la superficie del poli-
gono circunscripto é inscripto ,-se puede hacer me-
nor que qualquier cantidad dada por pequefia que sea,
siendo la superficie del circulo- mayor que la super-
ficie del inscripto, y menor que la del circunscrip-

to , se sigue que con mas razon podremos hacer que -

1la diferencia entre la superficie de uno de estos po-
ligonos , y la del circulo sea menor que - qualquier
cantidad dada por pequefia que sea. ,
Teor. XXIIL. La superficie del cérculo es igual al
producto de la circunferencia por la mitad del radio,

- C. R 2 s Gl : Fageiil
da s llamando Ca la circunferencia, yR al radio,

]

¥

Dem. Una vez que-el perimetro del poligono cir=

cunscripto ,'4 medida que se:va aumentando el nij-
mero de lados ; va acercandose al valor de Ia cir-
cunferencia , y que podemos hacer que la diferencia
que haya entre los dos (Cor: del Teor. antec. ) sea
menor que qualquier cantidad dada por pequefia que

sea, se sigue que podremos hacer que —

L que es
Ia superficie del poligono circunscripto , se acerque
. tan-
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L °

tanto como se quiera & 3 § como ——, que es -

. 2+ 2
la superficie del poligono , al mismo tiempo que se -
C - -

aproxima a , se acerca al valor dela superficie

" del circulo, tambien se sigue que podemos hacer que

se acerque 4 , ¥ 4 la superficie del cir-
culo 4 un mismo tiempo tanto como queramos, y
por lo mismo podremos hacer que la diferencia que
PR : _ ; :

4 s GRS 55 5 ) . ;
lleve & =5 8. X 1a superficie del circulo,

sea menor que qualquier cantidad dada ; luego te-

C.R w2
las otras dos constantes, 4 saber — 2 , y-1a superficie
del circulo, en que la variable se puede acercar & las
dos constantes 4 un mismo tiempo tanto como se quie-
ra; luego en virtud del Teor. V1. inferimos que las dos

cantidades constantes son. iguales , y que por lo mis-
“— ; luego la superfi=

cie de todo circulo esigual 4 su circunferencia mul{
tiplicada por la mitad del radio.

" . " hy oy A
- Cor.-Si la equacion - sup. de-circ. = ——— Ia
S 2H 5oeuE 2% sapiderielret? CTERE T
partimos por 2, sera —— = ;-lo que

nos dice que la superficie del semicirculo es igual 2
la semicircunferencia multiplicada por la mitad del

radio; si los miembros de dicha equacion se dividen
: ' : - sup. de cire. -C. R ...

———Z——, —;loque

4 Rezizd 4 5 5

por 4 , se convertird en

“nos dice que la supetficie del quadrante de circulo es

igual al quadrante.de circunferencia ‘multiplicado pclm
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la mitad del radio ; y- si en general , los dos miem-
bros de Ia expresada equacion los dividimos por #,
Beoreidioy il - — 5 lo que nos dice que Ia
i n ” 2 j FE _
superficie de una porcion qualquiera de circulo, com-
prehendida por un arco y dos radios tirados 4 sus
extremos , que es lo que se llama sector, es igual al
arco correspondiente multiplicado por la mitad del
radio. T : _ :
Esc. Los Autores de Geometria se han conten-
tado con poner 1a regla que se debe seguir para ha-
lar 1a superficie del circulo 5 ¥ de las figuras que le
pertenecen , y no han pasado 4 determinar lo que
se debe hacer para que, dada una linea qualquiera
de lasque determinan un circulo , como son el ra-
dio, diametro, circunferencia, 6 un arco con su ni-
mero de grados , se halle su superficie inmediata-
mente sin tener necesidad de hacer ninguna opera-
- cion anxiliar. Por lo que mi Catedratico el Sefior
D. Antonio Varas, cuyo zelo por la instruccion pd-
blica es bien notorio » siempre ha introducido al ex-
plicar la Geometria esta idea feliz »tan propia de la
sencillez y exdctitud de esta ciencia, como dtil y
ventajosa en la prictica 5 cuyo trabajo es tanto mas
‘apreciable, quanto mayores son las aplicaciones que
de €l se hacen 4 diferentes. asuntos , y quanto ina-
yor esel tiempo que ahorra; y asi, sus discipulos tie-
nien la ventaja de poder resolver en MUy pocos mi=
hutos qiiestiones que , de otro modo , no lo podrian
cxecutar en muchas horas, y ‘sin auxilio de libros.
Siguiendo pues sus sabias € interesantes investiga-
ciones, con la mira de facilitarlas quanto posible sea,
¥ de que los jévenes se familiaricen con ellas., he
calculado una multitud de férmulas; pero en estas
Adiciones solo presentaré las que expresan el modo
de hallar, sin ningun rodeo »-1a superficie del circulo,
£ - las

" sera
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las de algunas figuras que dependen de él, y las de
la superficie y volimen del cilindro, cono y esfera.
: Prob. VIIL. Hallar las formulas pam la superficie
del circulo- con relacion al radw > al dzametro yala
circunferencia. : ,. ;
 Res. y dem. Sup. de circ. (Teor XXIIL )= c. 2R
substltuyendo en vez de C su valor (Cor del Prob.
V.) 3 I4&c D , sera
,14159 &c.D:. R 3,141 &c 2R R

-—-.

]

Sup de cire. =

3,141 5906536 R*:lo que nos dxce que multlphcam
do el quadrado del radio por el factor constante
3>141 &c. , hallarémos la superﬁcxe del -circulo. |

D ;
_ Si en vez de R substituimos 5u valor — en Ia

equacxon de a1r1ba , se tendri la formula con rela~
cxon al d1ametro 4 saber ;

Sup de cire. = 3,141 &e. R’ —3,141 &e. (—) =i

- . 6516
3,141 &c. 7__ == “”‘5492 £ D=—o,‘z%>3981634 D,
" Si en la equacion sup. de citc. =

,subsutub
mos en vez de R su valor =57 luego en vez de D
. su valor (Cor. del Prob. V.)o,318 &e. C, tendremos
%1 . C R CQT : CcD :
Sup-. de clrer = ST =
B 2. a4
C 0,3183 &e. C 0,3183098862 :

—

o 02—0,0?95774715 c-.
Prob IX Dadas las czrcunf‘erencms, los dzamezras
6 los radios , hallar. la superficie de la corona.
Res. y dem. Como Ia superficie de la corona es
igual 4 la del circulo mayor , menos. la del' menor,
, si
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si llamamos ¢, d, 7 4 la circunferencia , didmetro 'y
radio del circulo menor , y hacemos uso de las for-
mulas del Prob: antec., sera «
.Sup. de la corona = sup: de Circ. grande — sup. de
‘cire. pequefio = 0,079 &c. C* — 0,079.&e. €% = wuuees
0,0795774715-(C*—6%)=0,0795774715(C+0)(C—0),
porque siempre podemos poner en vez de la diferen-
cia de dos. quadrados la suma de las raices multipli=
cada por su diferencia. : : bar e (Y
~ “Sup. de”corona = sup.-de Cire. — sup. de circ.=
0,853 &c. D* —0,7853 &c. d* = 0,7853981634 .
(D*—d?) =0,7853981034 «(D+d) . (D—d). -~ =~
.-+ Sup. de-corona = sup..de Circ. — sup. de circ. =
3,141.&c. R*—3, 141 &c. 7°=3,1415920536. (R*-r*)=
. 3,1415926536. (R+7).(R—7). . . .
©. Prob. X. Dado el radioy didmetro- d circunferen-
cia de.un circulo, y el nimero de grados del drco de
un sector , ballar su superficie.. - - oo 0
"Reés. y dem. Como la superficie de un sector es
( Cor. de ‘Teor. XXIIL.) igual 4 1a longitud del aico
multiplicada por la mitad del radio, sien vez de la
longitud de dicho arco, ponemos su valor (Prob. VL)
con relacion al radio , tendrémos’ - oo B
Sup. del sector — longitud del arco x i:— e
0,0087266463 G. D. —? =0,0087266463.2R.G. ——R;-

= 0,0087266463 . G. R, : D
Si en vez de R substituimos su valor -—;— 5 ten-

drémos la férmula con relacion al diAmetro , y sera
Sup. de sector —0,00872 &c. G. R* =0,00872 &c.GX
P IINBL S BL 50— S T e 666y g B
(-2—) — 6,00872 &e. G,%:°’.°<°\.872-6-6—4-§£;. G.D =

_ - 0,0021816616.G- D% . . -

 Si envez de L sabstituimos su valor ( Prob. VL)
0500277 &c. G.C 5 y luego en.vez de-R:el suyo
EZ ; 4 . VO,
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0,1591549431 - .C(Cor. de Prob. V.), tendrémos para

la superficie del sector una formula en que no.entre
mas que la circunferencia y el-nimero .de grados del
‘arco; la qual-sera

Sup.de sector=Z. del arco x£_0,0027777778 G C. X
0’”9”4943 < .__0,0027777778 GiC % %
0,07957747ts C = 0,0027777778-0,0795774715
'G.C.C = 0,0002210485 . G.C"

A Cor. Como la superficie del segmento es 1gual a
- la del sector, menos. la del tridngulo , si de dicha su-

alt. base. :
pechm qultamos > que es 1a superﬁcxe de dlcho

triangulo , tendrémos la superﬁc1e del segmento :

por ahora no podemos conocer el valor de la cuer-
" da del arco, que es la base del tridangulo , ni tam-
poco su altura ;: pero mas adelante “se verd que la
superficie de este triangulo estd representada, liaman-
do G al nimero. de grados del arco, por sen. £ G.

cos. IG:
VIII.

Lo que signe se debe estudiar despues de la
proposzczon que en. el capitulo del prisma y me-
dicion de- su superficie (B. 728) dice : De aqui

mfenmos, 1.° que quando un prisma , &c. -

Teor XXIV Sz Sy mscrzben y pzrczmscrzben al
‘czrculo 5. que sirve. de: bme al cilindro:, poligonos re-
gulares de un mismo nimero.de lados 3 y por:los vér-
tices de Jos dngulos se ‘tiran rectas paralelas al exe
del cilindro,, szmndo SUS extremes superiores por otras
rectas , se formardn dos prismas, uno inscripto y otro
c:rcunscrzpto al cilindro propuesto ; g se podrd hacer
gue la._diferencia entre la superﬁcze del prisma cir-

cuns-
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- cunscripto y la del inscripto sea menor que qualquier
cantidad dada por peqyeﬂa que sea.

- Dem: Las rectas ad, b0 ( fig. XX. )elevadas pa=
mlelamente a00,y por consiguiente perpendicus
lares al- plano abcdef , estaran en la superficie del
cilindro , pues que los -rectangulos a00'd., bOO'Y
son iguales.al rectangulo generador ;- y como la su-
perficie lateral de un prisma recto (B. 728) es igual
al producto del’ penmetro de su base por su altu-
ra, y aqui los dos prismas tienen una misma altu-
ra , que es el lado del cilindro', se sigue que si al
perimetro “de:la:base del cncunsr-mpto, le llamamos
P,y al de la del inscriptop; y 4 la altura le lla-
mamos "L, por ser inicial del lado del cilindro , I2
superficie del circunscripto serda P. Ly la deli ms—
cripto p. L, y la dlferenc:la. entre: estas superﬁ=
cies seré., ‘

52 P, L——p L=1. (Pw-p),

y como P—-p 7 siendo-la diferencia entre los penrne—
tros de ‘los poligonos de las bases , podemos hacer
(Teor. XX.) que sea menor que qualquier cantidad
dada , se sigue que tambien podemos hacer menor
‘que qualquier cantidad dada, por pequefia que sea,
Ia diferencia entre la superficie del pristha circuns-
cripto-y la del inscripto; pues en esta diferencia en-
tra como factor una cantidad que puede Hegar i
ser menor que qualquxer cantidad dada. :

Cor. De donde se infiere que, siendo la superficie
‘el cilindro maydr que la superficie . del pnsma. ins-
cripto 5y menor que la del-circunscripto., con mas
razon podrémos inscribir 6 circunscribir un prisma
4 un cilindro, en que la diferencia entre la superfi-
cie del prisma y la del cilindro sea menor que una
cantldad dada por pequeha que sea. ‘

.En efecto la superficie convexid del cxlmdro es
mayor que la lateral del prisma mscmpto 5 pues’si

lla-.
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{lamamos P al perimetro de la base del prima ins-
cripto de un mimero de lados expresado por #, é
~ inscribimos otro prisma de duplo nimero de ladosy
1a superficie de éste sera mayor que la del anterior,
pues siempre serd igual al perimetro de su base mul-
tiplicado- por el lado del cilindro , y como hemos
manifestado (Cor.I. del Teor. XI.) que de muchas figu-
ras inscriptas en una misma curva , qual es aqui la
circunferencia del circulo de la base del cilindro, la.
que tiene mayor nimero de lados , es la que tiene
mayor perimetro , no hay duda en que aumentan-
do uno de los factores ,-ha de aumentar el produc-
t0 , y por lo mismo la superficie de este tultimo pris=
ma serd mayof que la del prisma primitivo.

- Ademas , como un prisma tiene tantas aristas
como lados el poligono de su base , y estas aristas
hemos probado: en el Teorema antecedente , que
estan en la superficie' convexa del cilindro , se si-
gue que por’ tener el prisma de n lados , # lineas en
la suiperficie. del cilindro ', y el de duplo nimero de
-lados, duplo niimero de lineas en la misma superfi--
cie convexi , la superficie lateral del prisma de duplo
nimero de lados, se acerca mas 4 la convexi- del
cilindro , que-la. del prisma anterior de z lados: y
como si volviésemos 4 inscribir otro prisma: de duplo
niimero de lados; demostrariamos. del mismo mode
que la superficie de éste seria- mayor que la.del an-
térior , y que se iba aproximando mas 4 la superfi=
. cie del cilindro , y asi sucesivamente , se sigue que
-tenemos aqui- dos cantidades , una variable , que es
la superficie del. prisma que vamos. inscribiendo , ¥
otra constante , que es la del cilindro, en que la
variable al paso que crece, se acerca 4 la constan-
té 5 luego en virtud del Teor. 1. la constante es ma:
yor que la variable ; ¥ como la constante es-la su=
perficie convexi del cilindro , y.la wvariable la supei'ie
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ficie lateral de qualquier prisma inscripto en él, in-
ferimos que supusimos arriba muy bien, que’la su-
perficie convexa del cilindro era mayor que la la-
-teral del prisma inscripto. - : :

‘Tambien supusimos que la superficie convex4 del
cilindro era menor que la lateral del prisma .circuns-
cripto ; en efecto , llamando P. al perimetro de la
base del prisma circunscripto , y Z al lado del cilin-
dro 4 que 1o estd; la superficie lateral de dicho pris-
ma ( Teor. antec.) serda P.L ; si circunscribimos 4
la base del cilindro un poligono de duplo nimero de
lados , el perimetro de éste ( Cor. IL del Teor. XIL )
es menor que el del anterior , y por consiguiente la
superficie del prisma circunscripto ‘que tenga esta
base, tambien sera menor que la del prisma anterior;
¥ por tener duplo nimero de lineas en la superficie
convexi del cilindro ; se aproximari mas.4 ella que
* la superficie del prisma anterior , y- circiinscribien-
do-asi otros prismas de ‘duplo nimero de lados, ma-
nifestariamos del mismo modo que la superficie la=
teral iba disminuyendo' al mismo tiempo que se apro-
ximaba 4 la superfici¢ convex4 del cilindro ; de don-
de se sigue que tenemos aqui dos cantidades, una
variable , que es la superficie del prisma que se cir-
cunscribe , y otra constante , que es la superficie
convexd del “cilindro, en-que la variable al paso que

mengua se acerca 4 la constante ; por lo que (Teor.
~IL) la constante ser4 menor que qualquier valor de
la variable ; luego supusimos muy bien que la super-
ficie convexd’ del cilindro era menor que la lateral de
qualquier prisma circunscripto 4" él. -

Teor. XXV. La superficie convexd del cilindro rec-
to’es igual al producto-de la circunferencia de su base
por su lado ; es decir 5 que si llamamos L al lado del
gilindro recto, y C d la circunferencia de la base, serd
superficie del cilindro revto = C. L.

L ' - Dem.
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Dem. Si_sefialamos con P el perimetro del - pris-

ma circunscripto , una vez que su altura es el lado
del cilindro, sera su superficie igual 4 P.L; y como
‘P se va acercando 4 C 2 medida que se aumenta el
ndmero de lados ( Cor. del Teor. XX.) , y en el mis-
mo tiempo ( Cor. del Teor. XXIV.).la superficie del
prisma circunscripto se acerca 4 la superficie del ci-
lindro , se sigue que tenemos tres cantidades , una
variable P.L ,y las otras dos constantes , 4 saber;
la superficie verdadera del cilindro , y C.L ,en que
" 1a variable se acerca al mismo tiempo 4 ambas tanto
conio se desea ; luego dichas dos cantidades constan=

tes (Teor. V1.) seran iguales ; y tendrémos ; superficie .

de cilindro recto =C. L. Luego la-superficie del cilin-
dro recto es igual 4 la circunferencia de la base multi-
plicada por el lado; y como éste es igual con la altura,
se sigue que tambien podemos decir, haciendo igual 2
A la altura, que superficie de cilindro recto = C. 4.
Cor. I De aqui se infiere que si en vez de C subs-
tituimos su valor ( Cor. del Prob. V.) 3,141 &c. D,
tendrémos 4 247 : P =303 BHAE
Sup. de cil. recto = C. 4 =3,141 5026536.D. 4.
Cor. IL. Partiendo por 2 , por 4, y en general
por zn , los dos miembros de la equacion “sup. de
cil. récto = C . A, demostrariamos que para hallar
1a superficie del semicilindro-, se habia de multipli= -
car la semicircunferencia por el lado i altura ; para
hallar Ta del quadrante de cilindro; multiplicar el
quadrante de circunferencia por la altura, y en ge-
neral para hallar la superficie de un sector cilindrico
multiplicar el arco por la altura ;- de manera que
sien vez del arco ponemos sus valores ( Prob. VL),
tendrémos con relacion -al didmetro = ° !
Sup. del sector cilindrico = arco Laltura e
£ 0,0087266463.D.G. 4. - ;o
‘Con relacion al radio - $iis pr il g i
; He Sup.
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Sup. de sector cilindrico = arco s AlLULR T iidnianne
il 0,01745329025.R .G..4; sl
Y con relacion 4 la circunferencia, - ; :
Sup. de sector cilindrico = arco . altura = v.ueme.

| 0,0022777778.G.C. 4.
X

Lo que sigue se debe estudiar despues de la

proposicion que en el capitulo de la medicion de
dos prismas 5 dice: 1.° Si el prisma es recto,
- - su-solidez serd igual &ec. '

. Teot. XXVL. A4 un cilindro recto se puede inscri-
" bir y circunscribir yn prisma , tal que-la diferencia
entre el volimen del prisma circunscripto y el del-ins-
Cripto 5 sea ‘menor que qualguicr cantidad dada por
Pequeiia que sea. - : % s e
Dem. Si llamamos P la superficie de 1a base del
prisma circunscripto, y p la del inscripto , 4 la al-
‘tura del cilindro , que es la misma que la de los dog
prismas, serd por la proposicion antecedente (B.732)
£..4 el voltimen del prisma circunscripto ; ypAel
.del inscripto , y la diferencia entre estos volimenes,
sera L ; inds8y L
jidirines S Biddrmp iz AP )3 5inSisen o]
- ¥ .como podemos hacer que P — p sea menor que
‘qualquier cantidad dada (Teor. XXIL. ), se'sigue ( Cor.
-deTeor. IV.) que.tambien podrémos hacer menor que
-qualquier cantidad dada por pequefia que sea s la.di-
-ferencia de- estos: voliimenes 3o M1eg0.s & oo it
.. Cor, De donde se infiere que , que siendo el VO
ldmen del cilindro- mayor que el del prisma inscrip=
10, y menor que el del circunseripto , podrémos con;
- mas razon inscribir 6 circunseribir -al cilindro un
prisma , en - que la diferencia del volimen de diclie
G ' g il o pris=

P
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prisma y la del eilindro , .sea menor que qualquler
cantidad dada por pequena que sea.

Como el cilindro estd contenido en el prxsma cir-
cunscripto , y el inscripto lo esti en el cilindro, mo
se necesita probar que el volimen del cﬂmdm es
menor que el del prisma circunscripto, y mayor que
el del inscripto; pues para .que una cosa esté cons -
tenida en otra , necesita ésta ser mayor que la pri=
mera.

Teor. XXVIL El volisier del cilindro es zgual d4la
superficie de su base multiplicada por su alturas es
. decir 5 .que si llamamos C la superficie de la base .y -
A su altura , serd volumen de cilindro recto=C'.A.

~Dem. Si senalamos con P la superficie de la base“
del prisma ‘cifcunsctipto , serd P. A su voldmen (B,
732) 5 pero hemos mamfestado que P. A se puede
acercar 4 C..A tanto como se quiera , pites podemos
‘hacer que P se diferencie de C’ tan poco-como quera-
amos (Cor. de Teor. XXII.); y como tambien. podemos -
~ hacer que P, A yque representa el volimen del prisma’
circunscripto ; se- diferencie del volimen del cilindro
tan poco ‘como deseemos , se sigue que tenemos aqui
 ties cantidades P. A4, C'. A y el'verdadero volimen
del cilindro, de las quales la vanable P.Ad,se puede
acercar 4 las otras dos constantes tanto como se quie-
xa; Iuego en virtud del Teor. VI. dichas*dos cantida-~
' des seran 1guales luego voldmen de cilindro = C". 4.

“Esc. Del’ mismo modo” demostrariamos-que el vo-
lumen del cilindro obliquo era igual 4 la superﬁcze de :
su base por su alturd (1.

(I)_ Vlendo que mis dlSCIPuIOS aprendxan con la mayor
douhdad y aplicacion quanto les explicaba , al decirme el ma- -
quinista que entre los cuerpos geomémcos que se -necesitan -
para formarse idea de lo que representan las-Jiminas, no me
- ;podia hacer el cilindro nicono obliquos, por haberse conten=

tado los que e habian encargado semejantes coleecmncs con ug
: ci=
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Cor. L. De aqui se deduce que si en vez de C’, que
representa la superficie de la base’ del cilindro , subs<
) " § ; s ti=
cilindro y cono- rectos, 4 que habian dado una seccion obli-
qua-, no me pareciéron acreedores 4 que abusase de la con-
fianza que en mi tenian, presentandoles tan equivocadas es-
tas primeras ideas ; y asi , me puse 4 reflexionar sobre el
asunto ,'y di al magquinista_las siguientes reglas.

Regla para formar el cilindro obliguo.

Torneese un cilindro eliptico con una excentricidad tal, que
- si se la multiplica por 14,928 , § proximamente por 14:% 5 re=
sulte el exe mayor de la elipse , que ha de ser el didmetro del
circulo de la base del cilindro obliquo que se ha de formar.
Unanse con lineas los extremos de los exes mayores y menores
de las bases de este cilindro eliptico; témese en uno de los lados
del cilindro que une los extremos del exe menor una parte igual
con la mitad del exe mayor, y en otro lado de los que unen los
extremos de los exes mayores , tdmese la quarta parte de dicho
exe mayor , y haciendo pasar por éstos dos” puntos y el otro
extremo del exe menor, un plano (& lo que es lo mismo; un
corte de sierra ), la seccion del cilindro eliptico ser4 un circule
que servird de base al cilindro obliquo. Haciendo pasar otra
seccion’ paralela 4 ésta, se tendrd formado un cilindro obli-
quo , que se sostendrd sobre su base siempre que su lado sea
menor. que ¢l duplo del didmetro de la base. '

Regla para formar ¥ coﬁ@‘ oblz?uo.

Torneese un cono elipticoen que el exe mayor sea igual
4 135 veces la excentricidad que da el torno ,-y cuya altura
sea 107 veces la excentricidad § tirense al vértice lineas desde
los extremos de los exes de la elipse’; tdmese en una de las
que unen los extremos del exe menor una parte ignal 4 53 ve-
ces la excentricidad , 'y ‘en” una de las qué unen’ los’ extrémos
del exe mayor, una parte igual ‘con 4% veces la misma excen-
tricidad’; por estos dos ‘puntos y el otro extremo.del exe me-
_nor higase pasar un plano , el qual cortard 4 dicho cono elip-
tico , de modo que'la seccion sea circulo s ¥ quedara hecho el”
cono’ obliquo -que se descaba. = :
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tituimos sus valores (Prob. VIIL ), sera con relacion
al diametro - :
Voldmen de cilindro = C'. 4 =0,7853981634.D*. 4.
.~ Con relacion al radio , volimen de cilindro =
C'. A=13,1415926536 . R*. 4. e
Con relacion 4 [a circunferencia ¢ * ;
Volimen de cilindro =C".4 = 0,0795774715.C.* 4.
Cor. II. Si se nos pidiese el volimen de” una’coro-
na cilindrica , que ocurre freqiientemente en la Ar-
quitectura , no hariamos mas que restar del volimen

el cilindro mayor el del menor ; asi-es que si de-

signamos con las letras mayusculas las lineas del ci-
‘lindro: mayor , y con las mindsculas las del menor;
una vez que la altura 4 es comun para ambos cilin-
dros , tendrémos con relacion al diametro ‘
‘Volimen de corona cilind. = volimen de Cil. —
vol. de cil. = 0,7853 &c. D*. 4 — 0,7853 &¢. d>A=
, 0,7853981634.4.(D* —d* ). :
Con relacion al radio ) SR
- Vol. de Corona cilind. —vol. de Cil. —vol. de cil.=
3,141 &c. R2% A — 3, 14T &C. 7% A" ceeviasnusecssssussrines®
. A 3,1415926536 . A . (R* —7%),
Con relacion % la circunferencia : i
. Vol. de Cor. cilind. = vol. de Cil. —vol. de cil. =
0,079 &c. C*. A —0,079 &ec. (% A =0,0795774715
A (C?—c?) : :
Lo que signe se debe estudiar despues de la
proposicion que en el capitulo de la. pirdmide
y medicion de su superficie (B. 745.) dice : Y co=
mo la superficie de un trapecio es igual = -
: al producto , &c. ¥

. Teor. XXVIIL A todo cono recto se le puede inscri-
bir y circunscribir una piramide regular 5 de modo que
: ‘ la
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‘4 diferencia entre la superficie lateral de la inscripia
¥ la de la circunscripta, sea menor que qualquier canti-
.dad dada por pequena que sea. il
Dem." Si en el circulo que sirve de base al cono
inscribimos un poligono regular abcd &ec. (fig. XXT),
y le circunscribimos otro del mismo nimero de la-
~ dos, del qual para evitar la confusion, solo repre-
sentamos uno de los lados /4B en la figura, y por los
vértices de sus angulos tiramos lineas al cispide. del
cono , tendrémos inscripta’y circunscripta al cono

- -una piramide regular; y si llamamos P al perimetro de

" 1a base de la circunscripta, y p al de la inscripta, una
vez que la superficie lateral de una pirdmide regular
{B.743.)es igual al perimetro de su base multiplicado
por la mitad de su apotema ; serd la superficie late-

ral de la piramide circunscripta igual 4
i

5 pues

SG es su apotema ; y

SSgi 2 R 2 2,
- 2 de la inscripta; y - =

e f-;ig-ssera su diferencia; y como ‘al paso que se
‘aumenta el mimero de lados de las bases de las pi-
- rhmides, se acerca P a.p(Teor. XX.), 3 SG 4 Sg, de
“manera que la diferencia entre estas cantidades pue-
.de llegar a ser menor que qualquier cantidad dada 6
asignable, inferimos que tambien -la diferencia en-

tre dichas superficies podra ser menor que qualquier -

.cantidad por pequefia que sea: en efecto la diferen-
cia entre SG y Sg puede ser menor que qualquier
cantidad ; pues como la suma de dos lados de un
‘triangulo es siempre (‘Teor. X.) mayor"que el terce-
ro , en el-SGg serd Sg+Gg > SG, y quitando-de am-
bos miembros la.cantidad Sg-, sera Gg>SG—58g,¢es .
decir , -que la sagita es mayor que la diferencia entre
Ja’apotema de la piramide circunscripta , y la'dela
-inscripta ;. pero la sagita puede llegar & ser menor
- ? que
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que qualquier cantidad dada por pequefia que sea; luego
'con mas razon podra llegar 4 ser menor que qualquier -
cantidad dadaia diferencia entre dichas apotemas.
Cor., De-aqui se-infiere que, siendo la supetficie
del cono mayor que la de la piramile inscripta, ¥
menor que la de la piramide circunscripta , con mas
razon podremos inscribir O circunscribir 2 un cono
una piramide-en que la diferencia entre su superfi-
cie y la del cono sea menor-que qualquier cantidad
dada por pequeha que sea. AioH s :
Hemos dicho que la superficie del cono era ma=
yor que la de la piramide inscripta , y menor que
ia de la circunscripta ; en efecto, siendo la super-

ficie de la piramide inscripta (Teor. ante

inscribimos una piramide de duplo nim
el perimetro de su base (Cor. I. del Teor
mayor que el de la base del anteriof , y por lo mis-
mo su superficie lateral sera mayor que 1a de la pi-
. r4dmide anterior 5 ¥ como esta de duplo ndmero de
tados tendrs un duplo nimero de aristas en la su-
perficie convexz del cono , se acerca Su superficie
1mas 4 la del como quela de la pirimide primitiva.
Siguiendo inscribiendo piramides de duplo nimero
- de lados , manifestarfamos del mismo modo que fa
superficie iba aumentando al mismo tiempo que s€
aproximaba-3 la superficie convexi ‘del cono; lue-
go tenemos aqui dos cantidades , una variable , que
es la superficie lateral de la piramide inscripta , que
al paso que va creciendo , se aproxima 4 la constan-
te , que es la superficie convexd del cono; luego
( Teor. 1.) la superficie convezi del cono es mayotr
que la lateral de qualquier ‘piramide inscripta en €L

Una vez que (-Teor. antec. )Pla. superficie lateral

T siBmide Gionsen SG_ ... i
e la piramide circunscripta es ——, y que st clt=
- : . I cuns=

g
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cunscribimos otra pirémide de duplo’ nimero de la-
dos del de esta tltima , el perimetro de su base (Cor.
IL. del Teor. XII. ) serd menor que el de la base de la.
piramide primitiva , se sigue que la superficie lateral -
de la de duplo nidmero de lados es' menor que la
de la primitiva ; y-como en’la de duplo niimero de
lados hay duplo ndmero de caras, y cada cara es
tangente -4 la' superficie convexd del cono, y tiene
-por lo mismo una linea_en-dicha superficie , se si-
gue que la superficie de esta dltima , por tener mas
~ lineas en ta superficie del cono , se aproxima mas 4
ella. Circunseribiendo pirdmides de duplo némero de
lados , manifestariamos del mismo modo que la su-
- perficie Jdateral iba disminuyendo al paso que se au-
dbs lados , y que al mismo tiempo se iba
aproximiagdo su superficie 4. confundirse con la del
cono ; luego nos encontramos- aqui con dos cantie
dades ; una variable , que ‘es‘la superficie de la pi-
ramide circunscripta , que al paso que mengua se
aproxima'a la constante , que es la’ superficie con=
vexa . del cono ; luego (Teor. IL ) la superficie con-
vexa del cono es menor- que la'lateral de qualquier
piramide circunscripta 4 ¢l ; por lo ‘qual hicimos muy
bien en decir que la superficie del cono era mayor
que la ‘de la pirdmide inscripta en él, y menor que -

la de la circunseripta. = Selie
Teor. XXIX. La superficie de un cono.recto es igual

4 la mitad del producto de la circunferencia de su ba-
se por el lado s es decir , que si Hamamos C la cir-

- cunferencia 5 3 L el lado , tendrémos sup. lateral de

; Sy
cono recto = — .
Dem. Si P representa el perimetro del ;poh'gono
. circunscripto 4 la base del cono , una vez que Ia apo-
-.tema de la pirdmide circunscripta es el lado del cono,
: , o

s
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sera P Ia superﬁcte de dicha plrarm:le, pero
se puede acerear 4 - tanto como’ ‘queramos, pues
Alo puede hacer Pa C (Cor. de Teor. XX ), y como

s que- representa la superficie lateral

, tambxen

dela pzramlde czrcunscrlpta. 5 SC puede acercar 4 la
superficie lateral del cono (Cor. de Teor. antec.)
tanto como se desee ; tenemos aquz tres canndades,

P L
en que la vamable se puede acercar 4 las otras
~dos cantxdades —s yla superﬁcxe lateral del cono

tante como quera.mos luego (Teor VL) dichas can-
tidades constantes serin iguales, y tend;temos

Sup. lateral de cono recto = - —

Cor. Luego si substituimos en vez de C sus vas
lores con relacion al radio y didmetro (Cor. de Prob.
-V.), tendrémos con relacion al radio .

’ - CoL 3,141 &e.2R. L
2

2

Supe Iateral de cono recto —

3,1415926536 R.L.
Con relacion al didmetro

2 L 3 ; 6
,sup. lateral de conorecto — £ z 3 ‘4”92653

elDile= 1,5707963268 D.L.
XL

Lo que sigue Se debe estudiar despues de la

proposicion que en .el capitulo de la solidex de

ta pirémide , &c, ( B. 755. ) dice: 2.° luego
la solidez de la pirdmide es el tercio, &c.

Esc. Como esta dltima proposicion supone cg;
I2
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dos pirimides de igual base y altura son iguales en
volimen , y esto no estd bien demostrado , lo exe-
cutaremos en los 'dos siguientes Teoremas.- :
Teor. XXX. A toda pirdmide se la puede. inscri-
bir y circunscribir un numero de prismas , de manera
que la diferencia entre la suma. de los circunscriptos
9 la-de los inscriptos sea menor que qualquier canti-

 dad dada por pequena que sea.

Dem. Sea SABC (fig. XXIL) la piramide pro-
puesta ; si se divide la altura en un nimero qual-
quiera de partes iguales , por exemplo , en quatro,
y por los puntos de division se conciben planos pa-
ralelos 4 su base, tendremos dividida la pirdmide
en otra piramide SQRT , y en tantos. trozos
ORTNML , LMNHGF , FGHCBA como partes
tenia la altura menos una. Concibiendo ahora un
prisma ZUSTRQ, que tenga la misma base y altu-
ra que la piramide, y en cada trozo dos prismas
de la misma altura que €l , y que €l uno tenga por
base la mayor del trozo, y el otro la menor, ten-
drémos el nimero de prismas circunscriptos
- ZUSTRQ, OPTNML,YKNHGF, DEHCBA,
y el de los inscriptos ' '
- QRTNmi, LMNHgf, FGHCbha.
Pero el primer prisma  circunscripto ZUSTRQ), es
igual con el primero inscripto QRTNml por tener la
misma base y altura; e! segundo circunscripto, por
la misma razon, tambien es igual con el segundo.
inscripto, v el ‘tercero con el tercero; luego la di-
ferencia entre la suma de los circunscriptos € ins-
“criptos -est4 representada por el dltimo circunscripto
DEHCBA ; como’si inscribiéramos y circunscribié.
ramos duplo nimero de prismas, el dltimo circuns-
eripto que expresaria la diferencia seria dos veces
menor que el DEHCBA , se sigue que continuando
del mismo modo , como ¢l dltimo prismwa va ha-
: &4 0 cién-
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ciéndose dos veces menor , al cabo de cierto tiempo
llegard 4 ser menor que qualquier cantidad dada por
pequefia .que sea ; pero este prisma expresa la dife-
rencia entre la suma de los circunscriptos y la de
los inscriptos 3 luego d cada pirdmide se la puede
inscribir y circunscribir , &c. LA
~ Cor. De aqui se infiere que, siendo el volimen
de la piramide mayor que la suma de los prismas
Ainscriptos , y menor que la de los circunscriptos, con
‘mas razon se podra inscribir 6 circunscribir un ng-
mero de prismas , de modo que la diferencia entre Ia
suma de éstos y el volimen de la pirdmide , sea me-
nor que qualquier cantidad dada por pequefia que sea.
Teor. XXX Dos pirdmides. de igual basey altu-
ra , son iguales en volimen. :
 Dem. Sean SABC, S’ A'B'C’ las dos pirdmides; si se
concibe dividida su altura en un mismo nimero de
partes iguales , y por los puntos de division se ha-
-cen ‘pasar planos, las secciones que causen €stos pla-
nos serin iguales (B.%751.) 5 concibiendo ahora un
prisma circunscripto 4 cada una de las partes en que
quede dividida la piramide, y llamando S la suma
de los prismas circunscriptos 4 SABC,y 8 alade’
los circunscriptos 4 §'4'B'C’ , tendrémos :

L
- §=8"65=1,

pues cada prisma de la SABC, por tener igual base
y altura que el correspondiente en la S’ AB'C' es
igual en ¢él; pero S se puede acercar 4 la piramide
S ABC (Cor. de Teor. antec. ) tanto como se quie-
1a,y §' a8’ 4BC'; luego tenemos aqui dos canti-
dades variables $;87, que se pueden acercar tanto
como se quiera 4 dichas dos constantes, y cuya
relacion es constante , 4 saber la unidad ; luego en
virtud del Teor. VII. inferimos que- esta relacion

; es



y por lo. mismo tendrémos
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es la de las dos cantidades constantes SABC,S'A'B'C’,

SABC ; v ainB¥eira
saseT S AR 0
Iuego dos. pirdmides de igual base, &e. ,,
Teor. XXXIL A todo cono se puede inscribir.y cir-

cunscribir una pirdmide de modo que la diferencia en<

2re el volimen de-la circunscripta y el de la inscripta,

sea menor que qualquier cantidad dada por. pequena

- que sed.

Dem. Si llamamos Pla sup'erﬁcie de la base vdve,

la piramide circunscripta , y p la de la inscripta, una

vez que 4ambas tienen una misma altura SO (fig.
XXIL) , que la llamarémos 4 , y que el volumen de
toda pirdmide es igual 4 la superficie de 1a base mul-
tiplicada por el tercio de la altura , se sigue que

- serd el volimen de la piramide circunscrip=
ta, y L

el de la inscripta, y la diferencia en-

‘¢re dichos volimenes seri

P.4 p-4._ A $

: s ,3}_,,-3<P £)s ;
y como podemos hacer que P—p sea menor ( Teor.
XXIL ) que qualquier cantidad -dada, se sigue (Cor.
del Teor. IV.) que tambien podrémos hacer menor
que qualquier cantidad dada por pequefa que sea,
la diferencia entre el volimen de la piramide cir=
cunscripta y el de la inscripta ; luego &c.

Cor. Siendo €l volimen del cono mayor que el
de la piramide inscripta , y menor que €l de la cir-
cunscripta ; se sigue que con mas razon podrémos
inscribir 6 circunscribir 4 un cono una piramide, tal
que la diferencia entre el volimen de la pirimide y =
el del cono sea menor que qualquier cantidad dada
por pequeia que sea. o vk

Teor.
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“Teor. XXXIIL. EJ volimen de todo cono es igual 4
la superficie de la base multiplicada por el tercio de
la altura , es decir , que si lamamos C' 4 'la superfi-
~cie de la base 5y A d su alture , sera '

C A
volumen de cono = 5

= ;
‘Dem. Si P representa la superficie de 1a base dela
,plramlde cxrcunscrlpta, yAdla altura que es la mis-

ma que la del cono , sera - ¢l volumen de di-

c.4

T
cha pirimide ; pero se puede acercar a

g
tanto como queramos ( Cor. de Teor. XXIL) por po-
; T A
derlo hacer P 4 C; y como tambien

, que ree -

presenta el volimen de la pirimide, se puede acer-
car al volimen del cono tanto como se quicra ( Cor.
del Teor. antec. ) , tenemos aqui tres cantidades, de

- las quales la variable

- se puede acercar 4 las

> yal vohime'h del cono,
tanto como se quiera ; luego en virtud- del (Teor,'
~ VI.) tendrémos ,

“otras dos constantes

5 6 A
Volimen de Con. =

Cor. Sien vez de C*;, que representa 1a super=-
ficie del circulo de 1a base del cono , substituimos
“sus valores ( Prob. VIIL ), tendremos con. relacion
al didmetro
LAy ,7853981634.1)".‘

“Volim. de Con.—

0,2617993878 192
Con relacion al radio

754 6536.R*. 4
Voliém: de Con. = (,‘3 — 34759 ;’ ==
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1,0471973512 . R*. A.
Con relacion 4 la circunferencia '
' C.A _ o0795774715:C"- 4 _°

A

Volim. de Con.— »
- 050265258238.C* 4.

A - XIL ,
Lo que sigue se debe estudiar despues de la
proposicion que en” el capitulo de la esfera, &c.

dice : Finalmente se 1lama sector de esfera, &c. -

Teor. XXXIV. 87 4 un arco ad del semicirculo adp
 (fig. XXIIL) se le inscribe una_porcion de poligono.
regular abcd , y se le circunscribe. otra ABCD , y se
hace girar al semicirculo al rededor del diametro ap
¢on las porciones de los poligonos 5 Ia diferencia entre
la superficie del cuerpo que describa el circunscripto,
y la del inscripto 5 podrémos hacer que sea menor que
\qualguier cantidad dada por pequena que sed.

' Dem. Si por los extremos ¢ y ¢, y por el me-
dio 7 dé un lado qualquiera ¢d se baxan al didme-
tro ap las perpendiculares dg , ¢f'y g , se tira la [0,
-y se baxa la ¢» perpendicular 4 dg, los tridngulos
* der , gl0 serin semejantes, por tener los lados del
uno perpendiculares 4 los del otro , pues ¢ es per-
pendiculdr 4 Jg,dr prolongada 4 40 ,¢d 4 /0 ; y por
lo mismo darén ¢d: cr:: 02 lg; pero siendo las cie=
cunferencias de los circulos como sus radios , se pue-
de substituir en vez de la relacion /0 : /g la de cit-
cunf. /0 : circunf. /g , pues /0 : lg = circunf. /0 ¢
circunf. /7 , y por lo mismo tendrémos i e

cd : ¢r = cincunf. /0 : circunf. /g5
de donde multiplicando extremos y medios, sale

R ¢d x circunf. /g = cr x circunf. /0.

Y como la medida de la supetficie de un trozo
- de
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de cono es (B.#748.) igual 4 la circunferencia de un
circulo trazado 4 distancias iguales de las bases pa-
ralelas , multiplicado por su lado, es claro que pues
hemos tirado la /g desde el medio de c¢d, la superfi-
cie lateral del trozo de cono trazado por el trape-
cio fedg al girar al rededor del exe fz, serd igual a
su lado ¢d multiplicado por circunferencia /g , es de-
cir , que la superficie lateral de dicho trozo de cono
sera cd. circunf. /g, y como ¢d . circunf. Jg = ¢r X cir-
cunf. /O , y por otra parte ¢r = gf por lados opues-
tos del paralelogramo crgf , tendrémos que la super-
ficie lateral de este trozo de cono sera igual 4 la cir-
cunferencia del circulo trazado con el radio recto
10 del poligono , multiplicada por la parte del exe
ap , que corresponde al arco que subtende el lado
de dicho poligono.

Del mismo modo demostrariamos que la super=
ficie lateral del trozo , originado por ¢4, seria f2 .
circunf, i0 , y la del originado por ab, ae. circunf.40,
-y como todos los radios rectos 10, i0, hO &c. del po-
ligono inscripto son iguales , se sigue que la suma
de todos estos trozos de conos sera igual 4 la circun-
ferencia IO . gf + circunf. /O . ¢f =+ circunf. /0. a2 =
circunf, 10 (gf + fe + ae) = circunf. /0 X ga.

Ahora por ser la superficie lateral del trozo de
cono originado de la revolucion del trapecio DGF Iy
igual ( B. 748:)4 DC. circunferencia L), y ser tam=
bien semejantes los triangulos CDR, OLQ, , por te=
ner los lados perpendiculares , tendrémos
CD:CR=GF: LO: LQ, = (Teor. XXL ) circunf.

< LO : circunf. LO;

- de donde multiplicando extremos. y medios , serd

A CD . circunf. LQ, = GF . circunf. LO; |
y como CD . circunf. LQ, es igual 4 la superficie la=
teral del trozo, se sigue que la superficie lateral del
trozo causado por CD sera igl%al 4 FG. ciccunf LO;
' 2 y
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y del mismo modo demostrariamos que ld del ori-
ginado por CB era FE . circunf. 07, y la origina-
da por B.A igual 4 EA . circunf HO,'y por ser
iguales todos los radios rectos L0,70,HO del poli-
gono, que son los mismos que los del circulo 4 que
‘esta circunscripto , la suma. de estos trozos ser
GF. circunf. LO + FE. circunf. LO + E A. circunf*
LO=circonf. LOX(GF+FE+E A)—circunf.LO.G A.

De manera que la diferencia de las superficies
originadas por las porciones de los poligonos dichos
es igual 4 circunf.

L0.GA4 — circunf. /0 Xags

y como podemos hacer que (Teor. XVIIL) la diferencia .
entre L0 radio del circulo , y /O radio recto del po--
ligono inscripto, que es lo que constituye la sagita,
sea menor que qualquier cantidad dada , tambien
podra ser menor que qualquier cantidad dada la di-
ferencia entre sus circunferencias ;- ¥y como por otra -
parte la diferencia entre 4Gy ag se puede hacer tan -
pequena como se quiera , se sigue que una vez que
Ia diferencia entre los dos factores que producen di-
chas superficies; puede llegar 4 ser menor que qual-
quier cantidad dada, tambien la diferencia entre
dichas superficies originadas por la revolucion de la
porcion de poligono circunscripto y la del inscripto,
se puede hacer menor que qualquier cantidad dada
por pequefa qtie sea.

En efecto la diferencia entre AG y ag puede ser
tan pequeha como queramos ; pues und vez que
AG = aG + Aa y ag = oG + Gg, sers dicha dife-
rencia 4G —ag = aG + Aa—aG—Gg = Aa —Gg,
y como Aa = Dd, y la dg es paralela 4 la base DG
del tridngulo OGD (B. 491 ), tendremos

0d:0z s Di = Aa: Gg = 2% s
. : od -, x
- tam-
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. e i s AaOg - Og

tambien AG ---ag‘__z!a —"— — Aa (1—-52);
de donde se sigue que una vez que podemos hacer
4’ Aa , que es la diferencia entre el radio obliquo del
poligono circunscripto y el del inscripto 4 que lo
estd, tan pequefia como queramos (Teor. XIX. part.
II. ), tambien podra ser tan pequefia como se quie- -
ra la diferencia AG — ag; luego es cierto lo que ar- -
riba aseguramos,

Cor. La expresion AG —ag = Aa x( 1 —-—gii-,
¢ambien manifiesta que 4G disminuye al mismo

tiempo que Aa , puesto que 4g no varia ; y perma-
neciendo el mismo el radio LO , se sigue que mién-
~ tras mas se aumente el nimero de lados, mas va
disminuyendo la superficie del cuerpo originado por
la porcion de poligono circunscripto, y al mismo
tiempo, por tener mas circunferencias comunes con
la esfera , se va aproximando 4 la superficie de di-
cha esfera ; y como /O tambien aumenta, aumen=
tando el nimero de lados de la porcion de poligo-
no , se sigue que tambien aumenta la superficie del
cuerpo descrito por la porcion de poligono inscripto,
 y que al mismo tiempo que aumenta se va aproxi-
. mando 4 la esfera , pues va teniendo comunes con
ella mas circunferencias ; luego la superficie de la
porcion de esfera trazada por el arco ad es mayor
( Teor. I.) que la trazada por la porcion de poligo-
no inscripto , y menor (Teor. IL.) que la del circuns-.
to; y sila diferencia entre la superficie de los cuerpos
originados por la porcion de poligono inscripto y
circunscripto puede ser menor que qualquier canti-
dad dada, con mas razon podrémos hacer que la
diferencia entre la superficie de uno de estos cuer=
pos, y la de la porcion de esfera, trazada por el
arco de circulo correspondiente , sea menor que qual-

& b K2 quier
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-quier cantidad dada por pequefia que sea. :

Teor. XXXV. La superficie de la porcion de esfe=
ra descrita por el arco abcde es igual d la circunfe-
rencia de un circulo mdximo multiplicada por la parte
ag del exe comprebendida entre el extremo a del arco,
I la perpendicular tirada desde el otro extremo ds es
decir, que dicha superficie serd igual d ag . circunf. LO.

‘Dem. Una vez que la porcion descrita por ZABCD
es igual 4 AG. circunf. LO, y que AG. circunf. LO
se puede aproximar 4 ag . circunf. LZO tanto como se
quiera , pues 4G se puede aproximar 4 ag ( Teor.
XXXIV.) lo que deseemos , se sigue que como tam-
bien por el Cor. antec. 4G . circunf. LO , que re-
presenta la superficie del cuerpo originado por la-
porcion circunscripta , se puede acercar 4 la super-
ficie de dicha porcion de esfera tanto como se quie-
ra , que tenemos. aqui tres cantidades con las cir-
cunstancias de las del Teor. VL., es decir , una va-
riable AG . circunf, ZO , que puede acercarse 2
las otras dos , que son conistantes , tanto como se
quiera ; luego dichas dos cantidades constantes se-
ran iguales, y tendrémos sup. de casquete esférico
trazado por el arco abcd = ga. circunf. 20.

Cor. I. De aqui se infiere que la superficie de to-
da la esfera es igual 4 su didmetro multiplicado por
la circunferencia de un circulo maximo ; .pues lo
que hemos manifestado del casquete 6 segmento ori-
ginado por el arco abcLd, manifestariamos del ori-
ginado por el arco dmp ; es decir, que la superficie
de dicho segmento seria tambien igual 4 la circun‘
ferencia de un circulo maximo, tal como el traza<
do por LO, multiplicada por la altura gp, y una
vez que la del casquete originado por abcLd es igual . -
4 ag.circunf LO, sera : -5 zr

Sup. de esfera = sup. de casquete orig. por abcLd+
sup. del originado por dmp = ag . circunf. LO -+ gpi
i i . : ] ) ) clr,
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eircunf. =L0 —circunf. LO(ag+ gp) =circunf.ZO. ap
¢i D-C, Nlamando C 4 1a c1rcunferenc1a > yD al
~dlametro |
- Cor. IL Tam’oxen se mﬁere que la superficie de la
esfera es quadrupla de la de uno de sus circulos maxi-
inos ; pues la superficie de éste es igual 4 la circunfe-
fencia multiplicada por la mitad del radio, y el di-
metro, por que se ha de multiplicar la c1rcunferenc1a, :
* de dicho circulo maximo en la superficie de la esfera es
quidruplo de la mitad del radio. Si en vez de C subs-
tituimos sus valores (Cor. del Prob. V.) , tendrémos

con relacion al diametro
‘Sup. de Esfera =C. D = 3,14159 &e¢. D.D =....
5-5351415026536: i D3

Con relacion al radio

" Sup. de Esfera = C. D = 6,283 &c. R.2R —...
6,2831853072.2R* = 12,5663706144 R?:

'Y sien vez de D substituimos su valor 0,318 &c. C
(Cor de Prob. V.), tendrémos la férmula con rela,« ,
cion % la circunferencia que serd :

Sup. de Esfera = C..D = €. 0,3183 &c. C =«

0,3183008862. C=.

Cor. III. Tambien demostrariamos del mismo. mo-
do (Teor. XXXV.) que la superﬁc1e de una zona qual-
guiera tambien es igual 4 la circunferencia de un

-circulo méaximo , multiplicada por la altura-de di-
cha zona ; de donde resulta que'si 4 dicha altura la
llamamos d , y substituimos en vez de C su valor,
tendrémos .

Sup de Zona esférica = C. A (Cor. de Prob A'A N
. ' 3,1415926536. D. 4.
, Y con telacion al radio :

] Sup de Zona esferlca-—CA-—6 2831853072 R./i’
. Teor. XXXVL. La diferencia entre los volimenes
de Jos cuerpos engendrados por las porciones abod,
ABCD (fig. XXIII, ) de los poligonos regulares ins=

_ crip=
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criptos y circunscriptos al arco ad , al girar al rede-
dor de ap , y terminados por la superficie conica des-
crita al mismo tiempo , por la recta DO puede llegar -
4 ser menor que qualquier cantidad dada por pequena
que sed. :

- Dem. Despues de efectuada la construccion indi-
cada en el Teor. XXXIV. prolénguese la recta ¢b has-
ta que encuentre al exe ap en 7, y tirense desde el
punto O & ba y bc las perpendiculares 04 y O:.

Hecho esto , es patente que las cuerdas ab y el
radio 04 , girando al rededor de 40, engendran dos
conos que tienen una misma base , que es el circulo
descrito por la perpendicular be. Luego siendo el vo-.

limen del primero (Teor. XXXIIL) sup. de circ. be. % R

v el del segundo sup. de circ. Ze. f;; » €s claro que la

suma de estos dos voliimenes , 6 el volimen del cuer-
po originado por la revolucion del triangulo 240, seri
Lt : ae - i ) . oeU
Sup. de circ. be. — =+ sup. de circ. be X — = sup.
, ,fae+eO\ 2 : e N
decirc. bex{ J="sup. de.ciresbes 2L, ;
3 /. ; z ; .
- Pero hemos visto (Cor. de Teor. XXIX.) que la su-

perficie lateral del cono engendrado per la cuerda
ab era igual 4 3,141 &c.be. ab; y como sup. de circ.be
= 3,14I &e. be*, si formames con estas dos equa~

- ciones una proporcion , tendrémos

Sup. del cono orig. por ab: Sup. de cire. be

3> 141 &c. be.ab : 3,141 &c. be® :: ab : be; '
" dividiendo los dos términos de la dltima razon por
- 3,141 &c. be 5 y como por tener el ingulo en @ co-
mun los tridngulos rectangulos abe y 50 son seme-
jantes , dan ab : be :: a0 : O 5 y poniendo en la pro-
porcion de arriba en vez de la razon ab : be, su igual
a0 : 04 , tendrémos

Sup.
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Sup. del cono orig por ab: Sup de circ.be:: a0 : 05,

y por consiguiente
Or
Sup. de circ. be = =
~y substituyendo en la expresion del volimen del
cuerpo ongmado por la revolucion del trlangulo ab0,

sup del cono. orig. por ab ;

a0
que es sup. de cire. be . —, ser4
Voliim. de cuerpo originado por el trisngulo alfO:%
: =Rty EE - a0 0 !
sup. del cono orig, por ab. f—— ——.sup. del cono "

orig. por ab ;5 es decir , que . el volz/men descrito por un
sriangulo que gira al rededor de uno de sus lados a0
ziene por medida la superficie del cono engendrado poﬁ
unda de dickos dos lados mulz‘zp;zmda por la tercera
- paste de Ia perpendicular tirada 4 este lado.

e aqui se infiere que el volimen del cuerpo en-

‘ gendrado por. el tnangulo Oct serd igual 4 4 O% sup. de
cono ¢#; y el del engendrado por el trlangulo Obz,
sera xgual a % sup. de ¢ono bt;yla diferencia en- .
tre estas dos expresiones » 0 la medida del cuerpo
engendrado por el tridngulo ¢O% serd visiblemente -
igual 4 9F multiplicado por 1a superficie del cono

“truncado %escmo por el lado ¢h, Del mzsmo modo,
probariamos que el voléimen del cuerpo engendrado
por el tridngulo dOc es igqai Ry _suii.__id'e cono:

: trﬁncado descrito por dc. Continuando del mismo

modo , y observando que las perpendiculares 04,07,
0! &e. son todas iguales , se ve que qualquiera que
sta el nimero de lados @b, b¢, cd &e. el volimen del
cuerpo engendrado por esta porcion de poligono, sereir
s igual
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. ;.0f . . ; »
igual 4 o multiplicado por la suma de todas las su-

perficies descritas por los lados @, bc, ¢d &e. 6 por
Iz superficie total del cuerpo propuesto. Tambien
probariamos del mismo modo que el volimen del
cuerpo engendrado por :la revolucion del poligono

circunscripto es igual 4 — multiplicado por su su-

perficie 5 y como (Teor. XXXIV.) hemos probado que
la superficie de este cuerpo y la del inscripto cor-
respondiente se pueden aproximar tanto como ques=
ramos; y por otra parte la diferencia entre OL y
"0l , que es la sagita , se puede hacer tan pequeha co-
mo se quiera , resulta evidentemente que sus vold-
menes se pueden aproximar 4 la igualdad tanto co-
mo se quiera ; y por lo mismo su diferencia llega-
ri 4 ser menor que qualquier cantidad dada por pe-
quefa que sea. :
Cor. De aqui se deduce que al paso que se aumen-
ta el nvmero de lados de la porcion circunscripta,
disminuye de volimen el cuerpo que describe, y en
el mismo caso aumenta el voldmen del inscripto,
pues que la superficie (Cor. del Teor. XXXIV. ) del
uno disminuye , y la del otro aumenta en este mis-
mo supuesto ; y como al mismo tiempo se van apro-=
ximando mas 4 confundirse con la porcion de esfera
descrita por el sector correspondiente abcLdO ; se
sigue que esta porcion , que se llama sector esférico,
es menor ( Teor. IL. Y que el cuerpo exterior , y ma=
yor ( Teor. L) que el interior , y que por lo mis-
mo la diferencia -entre el voldmen de uno de es-
tos cuerpos , ¥ el sector esférico ; podra llegar a
- ser menor que qualquier cantidad dada por peque-
Da.que. sea.i ... oo oy os . selpel chlot fige 5 D
 Teor. XXXVIL E] volimen de un sector esferico es..
tgual dla superficie del casquete multiplicada. por el.

: : Zer=
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tercw del radio , es decir , que si llamamos S @ su sue s
perficie , y R al radio , serd

Volimen de casquete esferzco = L 2

-Dem. Si: representa P.4la superﬁmg del cuerpo
originado por la porcion de pohgono circunscripto
ABCD , el volimen de: dicho cuerpo , sers ‘

i P.OL. P.R.
_ , ARY T e |
mas P se puede acercar.i.5 tanto (Cor. del Teor.

XXX1V. ). como quéta,mos_; luego la-cantidad,;,}n =
‘ <R ;

se puede acercar 4

tanto como se desce ; ¥y

.3 By oo o)
€omo por- otra parte -5 que expresa el volimen

del cuerpo c1rcunscr1pto , se puede acercar al voli-
men del sector tanto (Cor. de Teor. antec.) como
se desee ; se sigue que tenemos aqui tres cantzdades,

de las quales la varlable

se. puede acercar 2

las otras dos cantldades constantes 5 que son

yel volumen del sector, tanto como queramos; Tue-
go ( Teor. VL) dichas cantxdades constantes seran
lguales 5 y tendrémos - :

i S.. R::
Volurn. de sect esf —-—-——— 3

y como § representa la superﬁc1e del casquete , ¥
ésta es igual (Teor XXXV.) 4 la circunferencia de
. un circulo maximo , mulmphcada pocr la altura , si
llamamos Aala altura, ,y €Ca la c1rcunferenc1a,
sera con relacion “al radio

S R C AR ;
Volurn de sector esferxco = e e

L (Cor.
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6,28318 RARL
( Cor. de PiohY e 22 e S,

10943951024 : A R’

Con relacxon al ‘didmetro _
Volumen de’ sector esferlco = '2,094 &c. A R’ =

,094 e, A. (——) -2,094 &c A. -;— =
2’094134?)1024 A.D*= 075235987756 A. D
Con relacion 4 la c1rcunferenc1a. ; 33 2T

G i R._.(Cor de ProbV)’

Voium de sector esf. =¢
C.4- 0,159%4943

GYe =0 0530516477 A.C.

Cor. Es De aqm seinfiere’ que el volimen de la
sfera es igual 4 su superﬁcne multlphcada por el ter- -
cio del radio; pues si se toma el arco ad igual al
quad.rante de circunferencia adm , este sector esféri-
co seri igual 4 la mitad de la esfera, porque el ra-
dio mo perpendicular 4 a0 describird un plano que
dividira la esfera en dos partes_iguales; y tendrémos,
llamando $°41a superficie de'toda la.sesfera 3 ’
: Volum de. Hemlsferlo : Ede 0, b e s
.de donde muluphcando por 2 los. dos mie mbros de
esta equacion’, el primero se convertiri en el voli- -
men de la esfe;a., pues se ‘compone de los dos hemis-
fenos, Y. sera, £ _ -l
LY Sty mO
Volim. de Esfera"“« = 555
de donde se sxgue ‘que si en vez de S ponemos sns
valores ('Cor. 1L de Teor. XXXV ), Sera_con_ rela=-
cion al didmetro

“Vol. de Esfera,—- 3,14: &e. D* _3,141 &e. .l)2 —=
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5 &ec. D3-
D 0,5235987756 D:

-Con relac10n al radlo
Volim. de Esfera — S" m0 4 12, 56637051 4 - .R.*

: 662706 5
1_25 3370 g R3—-4,1887902048 R3
Con relacmn 4 la c1rcunferenc1a )

= o,3183&c Cr— %5

< R "
3

- Sm0O - -
Volum. de esfera = 3

(Cor de Prob V )0,3183 &c C” 5t 59154943! ""C’_ '

o 3183 &e. C2o 0530516477 oy o, 3183098862 ‘

" 5,0530816477 - C = 0,0168868639. .
.. Como la superficie de un circulo maximo es- igual
a 0,78539 &ei D* 5y el volimen de la. esfera -

: 3,141 &e: D‘ ?,—%78539&“4 Dz 5" "“"“”

,78539 &c. - D.> 3 = 0,78539 &e. D.2 ol resul« :

» ta que tamblen podemos decir que el volumen de

la esfera se-halla. mulnphcando la. superﬁcm de uno
de sus circulos maximos. por los . dos tercios: del .dis
metro ;- y como. para_ hallar. el volimen del . cilin-
dro c1rcunscr1pto se.multiplica . la-superficie de di-
cho circulo. miximo por todo el diametro,-se de-
-duce la proposmon de . Arqmmedes , 4 saber,; que
la. esfera. es igual 4 los dos tercms del cﬂmdro cir=
—cunscrlpto _

Cor. II. Sl qulsleramos hallar el volumen del cas-
quete esférico. originado por. la. revolucion del arco
abd. - quitariamos el voldmen del sector el del cono
originado por el tridngulo dg0;.y como el volimen

" de dicho cono se halla (Cor. de Teor. XXXIIL ) mul-

tiplicando ©,2617 &c. por el quadrado del digmetro -

de la base , y por la altura de diche cono ; se sigue
o, L2 que
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que como el didmetro es aqui ignal & zdg 55U qua=
drado sera 4dg*, yla altura del cono serd g0 = a0—
ga =R — A, llamando R al radio, y 44 la altura ag
del casquete ; de donde se sigue que el volimen de
dicho’ cono sera 0,2617 &e. 4dg.* (R—A), y como

dg* (Teor. XIV.)=ag . gp—ag. (ap—ag)=A. (D=A),

serd el volimen de dicho cono, .._vo, 2617 &c. 44
(D=A) (R—-A)——o,26 1r&e. 4 A.(D—4) (— -A)’:
0,26178«: 2.2. d(D-—-A) ( 2A) __0,2617 &e. 2.

‘A(D—A) (D-»QA )—0,52359&c A (D—=-A) (D-zd)

=0,523%9 &c. AD*—~AD—2DA+2.4*)=0,52359
&e. (D‘-—--SﬂD-l—Qﬂ’), de-donde resulta = -
- Volimen de casquete esférico = volim. de sector -
— woliim. de ‘cono = ( Teor. XXXVIL )05 52359 &e:
A. D*—0,52359 &c..A (D*~=3D.A +2.4%)=0,52359
&e. A.(D*—D* +3DA—24")=o0, 52359 &c. .
A.(3 D/l — 2.4%) = 0,52359 &c. 4. (3DA—242)
= 0, 52359 &c.A. A. (3D——M) 0,5235987756:4‘
(3D —24), '
Substztuyendo én vez de: D su 1gual zR tendre-
mos la‘ férmula con relacion*al radio 5 que serd” “-
Volim. de easquete ésf. = 0,5235987756.4. (3D—=-

| zﬂ>:o,5235987756 A.(3.2R—2.4)=0,5235987756.

«d*2.(3R—A)=1,0471975512.4°. QR —A). =

Cor 1II. Si quisiésemos sacar férmulas’ correspon-
dientes para hallar el volimen'de una zona tal co-
mo la originada por la revolucion del arco dc, no

- bariamos mas que restar del volimen del casquete

originado por €l arco-ad’, el del originado por el ac;

de manera que si senalamos con- la.s letras- mayuscu- .
las las lineas del ‘casquete' mayor , y ‘con las mints- -

culas las-del casquete ‘menor 5 tendzemos con relas
cion al didmetro d

Vo}um de Zona esfer = Vol de Casquete -=-=Vol’

’ de
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— de casq. = (Cor. antec.) 0,5235 &c. A*.(3D—2.4)—
0,5235 &c. a.2(3D— 2a) =0,5235 &c. (A.*(3D—2.4)
—a*.(3D—2a) ) =0,5235 &c. (3A*D—2.45—3a* D+
2a%) = 0,5235987756.(3D.(A*—a*) —2.(A*—a3) ).

Substituyendo aqui en vez de D su valor 2R, ten-

.drémos la férmula con relacion al radio , que sera

Voldm. de Zona esf. =0,5235987756 . (3D. (A*—
a*) — 2.(A3—a3)) — 0,5235 &c..(3.2R . A*—a*)—
2.(A%—a3))=0,5235987750.2.(3. R(A*~—a*)-(A*-a%))

; =1,0471975512 . (3R (A*—a?) —AP+ad).

ERRATAS.
Pa’g?mz.‘ Linea. V Dice. Léase.

B>X










LR VT Sasiamiiny e ;,73205080756887729352‘7446341505872367

4= ﬁ‘/(‘g—,73205080756/8877293527446341505872367) = ablivjess 1,931851652578136573499486399457794734
= I/(E,93185x6525781365?3499486399457794734) - 1,982889722747620822289 14505385 7125742
4" = V(E,98288972274762082éz891i5053857125742) e IR G 5 1,995717846477207013476139532545555211
4 = E/g,ggs?x78464772070134.7613958254555521I) T2 e 1,098029174952731288859672892485719893

@ = V(é,998929174952731288859672892485719895) N i 1,999732275819153565725494298120200056

ay :‘V(3,999732275819‘123565725494298120200056) e ........;..»1,999933067834802206915207621158278230
@ = V@a999933067834802206915207621159278230) T e 11999983206888701298295117241137669420
4% = V§,999983266888701298295117241137669420) e RN 1,9999958I671730036208332744865370094_3
@ = l/(é,9999958167I78oog62083327448653700943) == s 1,999998954179176655222196474928028158
& = V(§,999998954179176655222196474928028158) = sl 1,999999733544777974097150310343234696
o = V(a,‘999999738544777074097150310343‘234696) 2 il 1,999999934636193200417477744298215987

o = V(_s_,999999934636193200417477744298215987) S ity 1,999999983639048233347693276060267954
@ = V<_3’999999983659048233347693276060267954) = e 1509999999591476205416463 1050491770769
= V§»99999999591476205416463roso49r770769) = s 1,999999998978690513280389495707074128
@ = V(_qa99999999897869os;3280389495707074128) = ceesssnnns 1,999999999744672628303799357242446085
v = V(_3_>999999999744672628303799357242446o85) = e 1,099999999936168157074931213267808860
a == ﬁ/(‘g_,999999999936168157074931213267808860) B2 i 4 1,999999999984042039268669139189276543
G — ®/€§7999999999984o42039268669139189276543) el T S 1,9999999999960105098171633057393394°°
e = 14 (8:999999999996010509817163305789339400 ) = sov 1,999999999999002627454290577759336118
¢t = V§§79999999999990°2627454é90577759336118) I e 1;9999999999997506568635726288968341m
o = V§,9999999999997506s68635726288968341w_) T enmesoni 1,9999999999999376642158931562582771037
@y = V§,999999999999937664215893156252771037) = J— " 1:999999999999984416053973289002477919
"= 1/(3,9999999999999844160539732890024779’19) = e 1,999999999999996104013493322246824805
@ = V(_3,999999999999996104013493322246824805') = e 1999999999999999026003373330561469037

“xxw

= V§,99999999999999902600337333956146903?) = e 1999999999999999750500843332640352440
4" = V(_s,9999999'99999999756500843332640352440) S x;999999999999999939125210833160086937
4*— ,1/9,99999999999999993912521083316008693?) T e faveens 1,999999999999999984781302708290921680
arril= ]/(3,999999999699999984781302708290021680) T s 1,999'9999999999999‘961953256?707?‘505422

Como a es la apstome del exdgono , @' la del poligono de

- 12 lados igual 4 6, 2* lados s @' la del de 24 lados 6 6.4 =
6.2%,0" Ia de 6. 2% &e. » S€ sigue que @**»¥ ser la apétome del

poligono de un mimero de lados expresado por 6.2°° ; y como

ahadiendo 4 esta apétome 2 tendrémos el quadrado dela aps-

tome del poligono de duplo nimero de lados de este dltimo, -

4 saber a*i=, que corresponde al poligono de un nimero de

lados expresado por 2.6.2%¢ — 2.2.372*% = 3.2%% .

3. 1073741824 = 3221225472 , se sigue que el lado del poli-

gono de 3221223472 lados, sers =1/ (@) =
(4—3,999999999999999996!95325677072505422 ) ECIERR—

- | l
mero de lados, es L= ——r—__ |

V=G
poligono circunscripto de 3221225472 1ados =.eseniensnornronsens

resulta que el lado del

o,ooooobooxg;og 574390228795 747'

‘/ 1-—0,0000000000000000009 5 1 163 58073187364

0,00000000195055743902287954 56. ¢

Multiplicando el valor de esté fado por 1610612736 , resultard
por las razones dadas arriba el perim. del polig. circunscripto
de 3221225472 lados, en el supuesto de ser el didmetro la uni-
dad , y sera: !

Perim.de polig. eircunscripto de 5,22122 5472 1ados —...ccunranee .
0,0000000019505574390228795756 X 1610012736 .uvursssersre
3:1415926535807932398556348416. ;

ien se ve que ambos perimetros ‘tienen cotmunes las 1% pri-
meras figuras decimales , y que se empiezan 4 diferenciar en
que los dos guarismos siguientes del perimetro del inscripto
son 84, y los del circunscripto 98; y como la circunferen-
cia es mayor que el perimetro del inscripto , y menor que el
del circunscripto , se sigue que los dos guarismos' siguientes del
valor de la circunferencia -han de valer mas que 84 y menos
que 98, y por lo mismo el guarismo siguiente de la circunfe-
rencia lo menos seri 8 ; por lo qual siendo D = L'y S€lAummnee
€ = 3,141592653589793238 , y algo mas ; pero como este
ultimo guarismo pasa de s, podrémos omitir el 8, y lo que
venga detras de él , afiadiendo una unidad al dltimo 3, ¥ ten~
drémos por razon ‘aproximada del didmetro 4 la circunferen-

cia lade r: 3:14159265358979324.

VE;, ooooooooooo0006603804674322927494578 VR swsaiating

0,0000000019505574300228705747 5 este valor estd sacado en
el supuesto de ser el radio igual con 1 » ¥ por consiguiente el
diametro igual 4 2 ; luego para hallar ¢l perimetro del poligo-
no en el supuesto de ser' el didmetro igual con la unidad , en
vez de multiplicar el valor del lado sacado en el supuesto de
R =1 por el mimero de lados 3221225472 , le multiplicarémos
por la mitad de dicho mimero, 4 saber , por 161061 2736 5y
hecha esta multiplicacion , resulta que el perim. del polig. ins-
cripto de 3221225472 lados , siendo el diametro la unidad , es

Perim. de polig. inscripto de 3521225472 1ados = ..o ervens
10,0000000019505574390228795747 X 1610612736 =

3,1415926535897932384060833792.

Y como, llamando 7 al lado del poligono inscripto , siendo
R=1, el lado del poligono circunscripto , del mismo nu-

S £t b S S 20



